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Introduction générale

1.1 Présentation générale et motivation physique

La théorie cinétique des gaz a pour but de modéliser un systeme formé par un grand
nombre de particules tels qu’un gaz. Il existe plusieurs approches pour décrire la dyna-
mique d’un tel systeéme. La premiere approche est la description microscopique. Cette
derniere étudie les trajectoires de chaque particule du systeéme en suivant le principe de
Newton. Pour un grand nombre de particules, cela correspond a étudier un modele com-
posé d’un méme nombre d’équations aux dérivées ordinaires couplées. Pour cette raison,
I’étude d’un tel modele est difficile.

La deuxieme approche est de décrire le systeme de particules en fonctions de grandeurs
dites macroscopiques associées a ce systeme. Ce sont des quantités observables et mesu-
rables comme la masse, la vitesse moyenne et la température, c’est la description macro-
scopique. Des exemples d’équations macroscopiques sont I’équation d’Euler et de Navier-
Stokes.

La troisieme description est la théorie cinétique des gaz, qui se place entre les approches
microscopiques et macroscopiques, et est appelée mésoscopique. C’est une description
statistique du mouvement des particules plus simple que I’étude de la trajectoire de chaque
particule donnée par la description microscopique. Cette théorie consiste a modéliser la
dynamique d’un systeme de particules décrit par une densité de probabilités F'(¢, x, v) re-
présentant au temps ¢t > 0 la densité de présence de I’ensemble des particules a la position
r € Q C R? et a une vitesse v € R?. Notons que la description cinétique contient plus
d’informations que la description macroscopique.

Nous nous intéressons dans cette thése, dans un cadre mésoscopique, a un systéme
de particules chargées en tenant en compte des collisions entre les particules et sous 1’ef-
fet d’une force extérieur. Ce qui nous intéresse, en particulier, est de comprendre 1’effet
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Introduction générale

électromagnétique sur le systeme de particules et son retour a 1’équilibre lorsque le sys-
téme est soumis a un champ électro-magnétique. On va rappeler quelques éléments sur
des plasmas, qui sont des exemples fondamentaux de systemes de particules chargées.

1.1.1 Plasma

Le mot “Plasma” a été introduit par les physiciens américains Irving Langmuir et
Levi Tonks en 1929 pour désigner un gaz ionisé. Par la suite, ce terme a été utilisé en
astrophysique pour désigner un état de la matiere constitué de particules chargées (ions et
électrons). Il forme un quatrieme état de la matiere. On note que 99% de 1’univers est a
I’état plasma. Dans I’environnement terrestre, il existe des exemples frappants de plasmas
dans I’ionosphere ou la magnétosphere....

FIGURE 1.1: Magnétosphere
Source : https://fr.wikipedia.org/wiki/Magn%C3%A9%tosph%C3%A8re

Il est essentiel, lorsque I’on s’intéresse a 1’étude des plasmas, de considérer le champ
électro-magnétique extérieur ou produit par le mouvement des particules (dit auto-consistant).
On s’intéresse particulierement dans cette these a I’influence du champ magnétique sur le
plasma. Un exemple dans la nature de plasma magnétisé est présent dans [’ionosphere.

FIGURE 1.2: L’ionosphere qui protege la terre.
Source : https://www.youtube.com/watch?v=IZzVQGZFGLk

Ionosphere : C’est une région de I’atmosphere, qui se situe a 80 Kilometre de la
surface terrestre. Elle est composée de particules chargées jouant un role crucial dans
le comportement radio longue porté. Les rayons ultra-violet ionisent les molécules d’air

12


https://fr.wikipedia.org/wiki/Magn%C3%A9tosph%C3%A8re
https://www.youtube.com/watch?v=IZzVQGZFGLk

Introduction générale

dans cette région et produisent des ions et des électrons. Lorsque les molécules d’air sont
ionisées les ions et les électrons sont produits et le champ magnétique terrestre les piege,
elles sont alors en mouvement hélicoidale autour du champ.

Au dela de la nature, de nouvelles techniques consistent a fabriquer des plasmas afin
de bénéficier de leurs propriétés. Un second exemple est le tokamak.

Tokamak : Le tokamak est une chambre torique entouré par des bobines magnétiques,
inventée dans les années 1950-1960 par les physiciens Igor Tamm et Andrei Sakharov.
Pendant le fonctionnement de la machine, un plasma se produit a partir des atomes tres
légers (comme le deutérium et le tritium), et confiné grace a un champ magnétique tres
puissant. Quand les particules chargées ont suffisamment d’énergie cinétique, la réaction
de fusion nucléaire se produit. L’énergie générée par cette fusion est utilisée pour main-
tenir en bon état la réaction de fusion et le reste de 1’énergie est récupéré pour produire
de I’électricité. Pour plus de détails et un point de vue mathématique sur le tokamak, on
renvoie par exemple a la these de M. Herda [44] et ses références incluses. (Voir aussi la
these de M. Badsi [4] pour I’étude mathématique du probleme d’interaction plasma-paroi
qui se trouve dans le tokamak.)

Bobines de champ
magnétique poloidal Bobines de champ
magnétique toroidal

Chambre

™ Divertor

Solénoide central

FIGURE 1.3: Schéma montrant les principaux éléments d’un tokamak. Source : Figure 5
dans [57]

Pour mieux comprendre le mouvement de particules chargées dans un champ ma-
gnétique, nous allons a présent définir précisément la force électro-magnétique pour une
particule chargée.

1.1.2 Force électromagnétique

Pour une particule de charge ¢, de masse m se déplacant a une vitesse v dans un
champ électro-magnétique (F, B) donné, la force de Lorentz ou électromagnétique prend
la forme suivante :

.F:q(v/\B)—i-qE:]:B—l—fE,
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ou “A” désigne le produit vectoriel. La force magnétique a pour norme
|FB| = quB|sina],

ou « est I’angle entre le vecteur vitesse v et le vecteur du champ magnétique B comme
illustre la Figure 1.4.

FIGURE 1.4: Mouvements hélicoidal d’une particule de charge négative dans un champ
magnétique.
Source : https://femto-physique.fr/electromagnetisme/
interaction-magnetique.php

Par exemple, dans le cas d’un champ magnétique constant, le mouvement d’une par-
ticule chargée est déterminé par la loi de conservation de 1’énergie totale et le premier
invariant adiabatique '. Posons la décomposition suivante :

v =1+ vy,

ol vy et v, sont les composantes de la vitesse parallele et perpendiculaire a la direction
du champ magnétique respectivement (voir Figure 1.5).

Siv| =0 (i.e. « = 7), la particule exécute un mouvement circulaire autour du champ.
Si v non nul, le mouvement magnétique de la particule est un hélice dont 1’axe de rotation
est parallele a la direction du champ magnétique B.

1.1.3 Modele cinétique général

Dans cette these, on s’intéresse a un modele d’équation cinétique. Ces équations,
comme mentionné avant, modélisent la dynamique d’un systeme de particules chargées
décrit par une densité de distribution F'(¢,z,v). Elle représente au temps ¢ > 0 la den-
sité de présence d’un systeme des particules a la position z € 0 C R? avec une vitesse
v € R4,

m v |?
2B

pendiculaire a la direction du champ magnétique B.

1. la conservation de la quantité le long du temps ol v est la composante de la vitesse per-
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FIGURE 1.5: Les composantes de la vitesse paralléle et perpendiculaire au champ magné-

tique

Source : http://www.lesia.obspm. fr/perso/jean—-marie-malherbe/
COURS_L/ELMAdias.pdf

En I’absence de force et de chocs, les particules se déplacent en ligne droite a vitesse
constante d’apres le principe de Newton

dx/dt = v
dv/dt = 0

et [ est solution de I’équation de transport libre (dite de Vlasov)

OF+v-V,FF=0, F_ =F,,

t=0

9

ou V,, est I’opérateur de gradient par rapport a la variable z, et le symbole
le produit scalaire dans 1’espace euclidien R%.

Lorsqu’il y a des forces et des chocs, cette équation doit Etre modifiée. On aboutit alors
a des équations cinétiques variées, les plus connues étant celles de Boltzmann, Landau
[95, 24] et Fokker-Planck [79, 73]. Cette derniere est celle qui nous intéresse dans la suite
de la these. Le modele général pour la dynamique des particules chargées, en supposant
qu’elles subissent des chocs modélisés par un noyau de collision () et sous I’action d’une
force extérieure F € R?, est donné par 1’équation cinétique suivante :

représente

OF +v- -V, F+ F(t,x,v) V., F =Q(F), (1.1)
ol () n’agit qu’en vitesse et ou F peut elle méme dépendre de F' via des équations de

Poisson ou Maxwell. Dans cette thése nous nous concentrons sur le cas linéaire (i.e. F
est donné et indépendant du temps et () est linéaire) et sur le cas ou I’opérateur () est
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I’opérateur de collision de Fokker-Planck défini comme suit :
QrpF =V, (V,+0)F. (1.2)

L’équation de Newton associée a chaque particule de 1’équation (1.1) avec 1’opérateur de
collision ) = Q) rp est de la forme

dx/dt = v
dv/dt = F — v+ dT

ou [' est un bruit blanc. Pour plus de détails et un point de vue probabiliste associé a
I’équation de Fokker-Planck (équation (1.1) avec () = (Qrp), on renvoie au livre de H.
Risken [79, Chapitre 1]. Dans cette these, on va étudier un modele cinétique de Fokker-
Planck avec un champ magnétique extérieur i.e.

F(r,0) =vAB(r), V2T veR® et Q=Qrp,

ou B, désigne le champ magnétique qui n’agit qu’en x.

1.1.4 Problemes et outils mathématiques associés

Le probleme de Cauchy que nous étudions est donc le suivant :

OF = LF = XoF + QF, F,_, = Fy,, (1.3)
ot Xg=—v-V, —F-V,,

et on s’intéresse aux trois problemes suivants :
1) Existence et unicité des solutions. Afin de prouver qu’un tel probleme cinétique li-
néaire est bien posé, on utilise le Théoreme de Hille-Yosida. Ce théoreme est un outil
puissant et fondamental reliant les propriétés de dissipation d’un opérateur non-borné
A:D(A) C E — FE surun espace de Banach E et I’existence et I’unicité des solutions
des équations différentielles

{atu(t) + Au(t) =0 14

u(0) = up.

Théoreme 1.1.1 (Théoréme de Hille-Yosida, 1948). Soit (A, D(A) C E) un opérateur
maximal accrétif, alors il existe un unique semi-groupe {S;};>o noté aussi e~ tel que
u(t) = e~ uyg est solution du systeme (1.4) qui vérifie u € C1(RT, E) N CO°(RT, D(A)).

Il a été démontré pour la premiere fois indépendamment par E. Hille dans [47] et
par K. Yosida dans [100] pour les C°-semi-groupes de contractions. Nous utiliserons ce
théoreme dans le cas o £ = H est un espace de Hilbert. Nous rappelons la définition
d’un opérateur maximal accrétif dans ce cadre.
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Définition 1.1.2. Soit (A, D(A)) un opérateur non borné, avec D(A) dense dans H. On
dit que A est un opérateur accrétif maximal si et seulement si

1) R(Au,u) >0 Vue D(A).
2) X > 0 tel que Im(A + \gld) = H.

ou N désigne la partie réelle et Im désigne I'image d’un opérateur.

On définit un opérateur A dissipatif si et seulement si —A est accrétif. Par consé-
quent, pour montrer I’existence de solution au sens de semi-groupe associé (au sens du
Théoreme de Hille-Yosida énoncé) du probleme (1.3), il est équivalent de montrer que
I’opérateur L est maximal dissipatif (autrement dit — L est maximal accrétif).

2) Comportement en temps long. Le H-Théoreme a été introduit par Boltzmann en
1872 dans le cadre de la théorie cinétique des gaz, lorsqu’un gaz hors équilibre vérifie
I’équation (1.3). Dans notre contexte et selon ce théoreéme, il existe une certaine grandeur
H (t) appelée entropie qui varie de fagon monotone au cours du temps, pendant laquelle
le gaz relaxe vers I’équilibre thermodynamique caractérisé par la maxwellienne u, qui
est ’'unique solution indépendante du temps de 1’équation (1.3). L’effet des collisions va
faire tendre la distribution F'(¢, z,v) vers u avec le temps. Une question cruciale est alors
d’étudier le retour a I’équilibre et de connaitre le taux de convergence. Il s’agit donc de
montrer la convergence de la solution /' de 1’équation d’évolution (1.3) vers 1’équilibre
1 lorsque le temps tend vers 1’infini. Pour répondre a cette question, plusieurs techniques
existent.

(A) - La méthode d’hypocoercivité hilbertienne . Cette méthode a été élaborée en ré-
férence a I’hypoellipticité (voir en particulier [19, 35, 39, 95]). Rappelons qu’un
opérateur P est dit hypoelliptique lorsqu’il vérifie la propriété suivante : pour une
fonction réguliere donnée g, si u est solution au sens des distributions de Pu = g
alors u est également réguliere. Dans notre contexte, nous regarderons surtout
I’effet régularisant de 1’équation (1.3), liée au fait que I’opérateur L contient une
partie elliptique en vitesse représenté par 1’opérateur de collision () et une partie
de transport et de force extérieur X,. On renvoie par exemple aux travaux fon-
dateurs suivants [53, 63, 80, 81, 82] pour plus de détails sur cette théorie et ses
applications aux équations aux dérivées partielles. Dans la méthode hypocoercive,
on s’intéresse plutot aux propriétés spectrales (question sur I’existence d’un trou
spectral, estimations de la résolvante, compacité de la résolvante,...) et au retour
a I’équilibre (avec une mesure du taux de convergence). Normalement dans 1’ap-
plication de cette méthode aux équations cinétiques linéaires de la forme (1.3),
on cherche a montrer la dissipativité globale du systeme (1.3) dans des espaces
hilbertiens pondérés H avec un poids associé a la maxwellienne (typiquement la
maxwellienne a la puissance —1/2). Cela revient souvent a chercher une certaine
fonctionnelle G vérifiant I’estimation d’équivalence suivante :

Cullully < G(w) < Co|lullfy, Yu € H,
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(©)

et telle que G(F'(t)) décroit au cours du temps et on appelle G dans la théorie ciné-
tique des gaz entropie relative modifiée. La décroissance de G(F'(t)) et I’estima-
tion d’équivalence nous implique la dissipativité globale de la solution du systeme
(1.3) dans I’espace H. Dans le cas ou la décroissance est exponentielle, ce résultat
d’un point de vue spectral peut s’interpréter comme impliquant 1’existence d’un
trou spectral pour I’opérateur L dans I’espace Hilbertien H. (cf [67, 41, 95, 96])
Par extension, d’autres méthodes ont également été appelées “hypocoercive” a
partir du moment ou elles ont permis d’établir un retour quantitatif vers 1’équi-
libre. Voir en particulier [18] et aussi [12, 17, 27, 28, 99].

Dans le cas de I’hypocoercivité “hilbertienne” basé sur des techniques microlo-
cales, on obtient dans les cas favorables des taux exponentiels de convergence [39,
35, 37, 36, 68, 69, 10, 95]. Dans cette these, on montre 1’hypocoercivité de 1’opé-
rateur de Fokker-Planck avec un champ magnétique extérieur dans les espaces
pondérés de type L2 et H' avec un poids égale a ;i /2,

- La méthode d’élargissement d’espace de Banach. Cette théorie s’applique a des
opérateurs pour lesquels on sait déja qu’il y a un trou spectral dans un petit es-
pace pondéré comme /, par exemple par la méthode précédente, et pour lesquels
on cherche a obtenir la méme type de résultat dans un espace plus grand. Dans
I’étude des équations cinétiques, la plupart des résultats d’existence de trou spec-
tral de I’opérateur L ont lieu dans des espaces de Hilbert a poids (normalement
des espaces de type L? ou H! avec un poids égal a la racine carré de I’inverse
de la maxwellienne) dans lesquels 1’opérateur de collision () est autoadjoint. On
souhaite élargir I’espace dans lequel I’opérateur L a un trou spectral. Mouhot dans
[68] a introduit ce type de stratégie développé ensuite dans un cadre abstrait par
Gualdani, Mischler et Mouhot dans [26] (voir aussi [65]). Cette méthode donne
un ensemble de conditions sur 1’opérateur linéaire £ (I’extension de 1’opérateur
L dans I’espace élargi) pour que ce dernier hérite de la plupart des propriétés
quantitatives de spectre et de semi-groupe associé S,. En particulier elle montre
que I’opérateur £ a un trou spectral dans 1’espace élargi. Voici quelques hypo-
theses sur I’opérateur £ nécessaires pour atteindre 1’objectif expliqué précédem-
ment. Comme on a mentionné avant, on suppose que 1I’opérateur L admet un trou
spectral dans un petit espace E, ce qui implique la localisation du spectre et la
dissipativité de I’opérateur dans 1’espace E. L’opérateur £ doit pouvoir se diviser
en deux parties £ = A + B avec A un opérateur borné (par exemple, la mul-
tiplication par une fonction troncature), et 5 un opérateur dissipatif dans £. En
plus, les opérateurs A et B doivent étre tels que I’opérateur A4Sz a des propriétés
régularisantes.

Dans cette these, on appliquera cette méthode au modele de Fokker-Planck magné-
tique dans le but d’étendre les résultats obtenus de retour exponentiel a I’équilibre
dans les espaces de type L? et H! avec un poids exponentiel a des espaces de type
LY((0)").

- Analyse microlocale des opérateurs quadratiques. Ces dernieres années, 1’étude
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microlocale des équations aux dérivées partielles a bénéficié d’une nouvelle at-
tention avec des applications inspirées par 1’étude de certains problémes non-
autoadjoints. En particulier, elle a permis 1’étude du comportement asymptotiques
des solutions de certaines équations d’évolution associées a des opérateurs non-
autoadjoints

Ouu(t, z) + Pu(t,z) =0
uj,_, = up € L*(R").

Plus spécifiquement, cette problématique a porté ses fruits en théorie cinétique des
gaz pour répondre a la question de retour a 1’équilibre. Dans notre contexte, Un
exemple d’opérateur cinétique non-autoadjoint est I’opérateur de Fokker-Planck
avec un potentiel électrique extérieur

Prp=v-V, =V, V() -V, — A, + |v|*/4 —d/2, (z,v) e R* (1.5

ou V est un potentiel de confinement. On note que I’opérateur Prp est le conju-
gué par ;% de ’opérateur de Fokker-Planck L. = Xy + Qpp ol Qpp donné
dans (1.2) et X donné dans (1.3) avec F = —V,V(x). L’étude microlocal de
ce dernier a été initié par Hérau, Nier [39] et Hérau, Sjostrand et Stolk dans [40]
dans un cadre semi-classique (voir aussi [38, 52]). Ce dernier article a été une
source d’inspiration pour 1’étude générale des certains opérateurs pseudodifféren-
tiels a caractéristique double développée dans [49, 48]. Rappelons brievement la
définition : soit P = p* (X, Dx) (Dx = %V x) un opérateur pseudodifférentiel
classique d’ordre m (nous renvoyons a au livre [85] pour une introduction aux
opérateurs pseudodifférentiels) et de symbole de Weyl

p(Xa E) = pm<X7 E) +pmfl<Xa E) + .

ou p; est homogene de degré j. On dit que P a un point de caractéristique double
(X0,Z0) € R*™ (n =2d et X = (z,v)) si

pm<X07 EO) = VPm(Xo, Eo) = 0.

Il est important, pour étudier les propriétés spectrales de cet opérateur, de consi-
dérer la forme quadratique ¢ associée au développement de Taylor du symbole
principal p,, au point (Xy, =) (nous renvoyons aux travaux [88, 52] pour plus
de détails sur le sujet). L’analyse microlocale des opérateurs a caractéristiques
double commence par I’étude et la compréhension des propriétés spectrales des
opérateurs quadratiques.

On s’intéresse ici a des opérateurs agissant sur L?(R") et décomposables en opé-

rateurs d’annihilation et de création A; = 0., + z; et A} = —0,, + x; comme
suit :
1 n
k=1
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ot M = (mjg)} =y € Mpxn(C). Pour cette forme spécifique dite symétrisé des
opérateurs quadratiques, des nombreux auteurs, en particulier dans les travaux sui-
vants [88, 2, 51], se sont intéressés a ses propriétés spectrales. Plus spécifiquement,
les travaux précédents ont mis en relief les relations entre 1’opérateur P et sa ma-
trice associée M. Voici un résultat donnant une description exacte du spectre de
I’opérateur P.

Corollaire 1.1.3 (Corollaire 2.3 dans [2]). Soit {)\;}}_, les valeurs propres de
la matrice M, répété par leur multiplicité. Soit G tel que GMG™! est en forme
normale de Jordan, ayant donc des entrées diagonales A\, ....., \,. Alors

{B"((G2)") Yaenn

Jorme un systeme des fonctions propres de I’opérateur P associées a des valeurs
propres généralisées

n
AO‘:Z /\jOéj, VOZEN”,
j=1
ou B désigne la transformation de Bargmann définie comme suit :

Bf(Z) _ 7T—3n/4 / f([E) 6\/§$z—x2/2—z2/2 dr .
Ici B est un opérateur unitaire de L*(R") a valeurs dans ’espace H des fonctions
holomorphe a n variables pour lesquelles la norme

) 1/2
fulle = ([ lu()P e dz)
Cn

est finie et B* désigne I’opérateur adjoint de B.

A. Aleman et J. Viola dans I’article [2] ont montré le corollaire précédent en sui-
vant essentiellement des travaux fondateurs de J. Sjostrand dans [88, Théoreme
3.5]. (cf aussi [51, Lemme 4.1]) .

D’apres tout ce qui procéde, on est capable a trouver le spectre exacte des opéra-
teurs de type (1.6). Maintenant, on s’intéresse a la question du retour a I’équilibre
pour les équations associées aux opérateurs quadratiques de type (1.6). Cela re-
vient généralement a étudier 1’opérateur suivant :

€_tP(1 — Ho)

ou Il est le projecteur spectral associé a la valeur propre zéro (typiquement, pour
I’opérateur de Fokker-Planck, c’est le projecteur orthogonal sur le sous espace
vectoriel engendré par la racine carrée de la maxwellienne). D’apres les travaux
[88, 1, 2], la question du retour a équilibre se fait en étudiant la norme de la matrice
exponentielle e =", grace a I’égalité suivante, qui est montré dans [2, Corollaire
7]

le™" (1 = o) || = [le="™].
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Le calcul de cette norme constitue le cceur de notre étude de I’ opérateur de Fokker-
Planck avec un champ magnétique constant B et avec un champ électrique linéaire
qui est présenté dans le chapitre 3, dans lequel on a rajouté une force de Lorentz
(F = v A B alopérateur Prp donné en (1.5)). On explicite la forme exacte de
la norme exponentielle |le~**|| avec des estimations uniformes et précises dans
plusieurs régimes, et en mettant en relief I’influence du champ magnétique.

3) Régularité des solutions. Depuis une quinzaine d’années, les estimations hypoellip-
tiques maximales connaissent un regain d’intérét en liaison avec des questions provenant
de la théorie cinétique des gaz. Dans cette direction de nombreux auteurs ont démontré
des estimations maximales pour en déduire la compacité de la résolvante de 1’opérateur
de Fokker-Planck et avoir des estimations sur la résolvante permettant d’aborder la ques-
tion du retour a I’équilibre. F. Hérau et F. Nier dans ’article [39] ont mis en évidence
les liens entre I’opérateur de Fokker-Planck avec un potentiel de confinement Prp défini
dans (1.5) et le Laplacien de Witten associé, qui est défini comme suit :

Ay, = =D, + [V, VP /A=A V/2 = A, + |v]* /4 — d)2.

Puis, dans le livre de B. Helffer et F. Nier [73], ces travaux ont été complétés et expli-
qués de maniere générale, et nous renvoyons plus spécifiquement au chapitre 9 pour une
démonstration pédagogique de I’estimation maximale ou estimation de type “hypoellip-
ticité maximale”. Nous donnons maintenant quelques éléments sur I’esprit des estima-
tions “hypoelliptiques maximales”, qui concernent les opérateurs polyndmes de champs
de vecteurs. On considere des champs de vecteurs X1, ..., X, et Y7, ..., Y, réels, C*°, sur
un ouvert ) C R?,

Soit P(Z, ..., Zp+4; #) un polyndme non commutatif de degré m € N* a p+-¢ variables,
a coefficients dépendant de maniere C'™° de z € (), et soit P 1’opérateur différentiel défini
sur ) par

P=P(Zi,..Zprg;z) = > anl2) 2% Vae{l, oD+ ), (1.7)

laj<m
ou pour tout o = (g, .., ax) € {1,...,p + ¢}* on désigne par |a| la norme suivante :

{1 sia; € {1,..,p}

k
al = d(o;) avec d(o;) =
o =2 dleg) avee dla) =4y G C U1 i)

=1
et out les champs de vecteurs Z; V¢ € {1, ...,p + q} sont définis par

Zg = Xg, Vil = 1, P
ZZZYZ—p» vg:p+17ap+Q7

et pour @ = (o, ..,a) € {1,....,p+ ¢}*, Z% = Z,,...Z,, . On suppose de plus que les
champs Z; avec j € {1,...,p + ¢} vérifient la condition de Hérmander suivante :
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Hypothese 1.1.4. I existe un entier r tel que les crochets des champs Z; de longueur
inférieure ou égale a r engendrent, en chaque point z de <), T2 tout entier.

Lorsque ¢ = 0 et que les champs de vecteur Z; satisfont la condition de Hérmander
1.1.4, I'opérateur P est appelé un opérateur différentiel de type 1. Ainsi, I’opérateur de
Hormander Z§:1 X 92 (cas ¢ = 0) est un opérateur de type-1.

Lorsque ¢ = 1 et que les champs de vecteur Z; satisfont la condition de Hormander 1.1.4,
I’opérateur P est appelé un opérateur différentiel de type-2. L’ opérateur également étudié
par Hormander Z?Zl X ]2 + Y] (cas ¢ = 1) est ainsi un opérateur de type-2.

On pose la définition suivante.

Définition 1.1.5. Soit m € N* (avec de plus m pair si ¢ # 0). On dit que P est hypoel-
liptique maximal en un point z de ), s’il existe un voisinage w de z, et une constante C,,
strictement positive telle que l’on ait :

[ulliem () < CollPullzag) + lullizw)],  Yu € C°(w), (1.8)

ot on désigne par ||.||ym . la norme dont le carré est défini par :

u— ||u||’?-[m(w) = Z ”Zar"ZakuH%Q(w)? Va € {17 Pt Q}k

|| <m

Helffer et Nourrigat ont montré dans [29], que si la condition de Hormander est vé-
rifiée en z, alors I’hypoellipticit¢é maximale en z implique que P est hypoelliptique dans
un voisinage de z, ce qui justifie la terminologie. Rothschild et Stein ont montré dans
[82] que si I’opérateur homogene associé a P, i.e > an(z) Z* est hypoelliptique en un

aj=m
point 2, alors P est hypoelliptique maximal dans |ull voisinage de z.
Les preuves de ce type d’estimations reposent sur la notion d’algebre de Lie graduée (on
renvoie au Chapitre 4 pour une définition précise) et de propriétés des représentations
irréductibles. Rappelons maintenant la notion de représentation irréductible.

Soit GG un groupe de Lie, et V' un espace vectoriel sur C. Une représentation complexe
(m, V') du groupe G est la donnée d’une application

T GxV —V
(9,v) = m(g,v),

telle que :
1. w(e,v) = v, Vv € V, ou e est I’élément neutre de G pour la loi de multiplication.
2. w(g,m(h,v)) = n(gh,v), Vh,g € G,Yv € V.

L’espace V' (ou V; si on veut rappeler la référence a ) est appelé espace de représentation
de GG. Si V est de dimension finie, sa dimension est notée d,, = dimV'.

Si de plus V' est un espace de Hilbert pour le produit hermitien (., .)y, la représentation
(7, V') est dite unitaire si 7 vérifie la propriété suivante :

<7T(gav>7ﬂ-<g7w)>\/ = <U7w>V, VQ S G,Vv,w eV.
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On utilisera aussi la notation 7(g) ou

m(g)v =7(g,v).

On dit qu’une représentation 7 de G est irréductible si elle est non nulle et elle n’admet
aucun sous-espace autre que {0} et V' invariant par 7.

Rappelons maintenant un théoreme, qui relie le caractere d’hypoellipticité d’un opé-
rateur polyndme de champ de vecteur sur une algebre de Lie G avec les propriétés des
représentations irréductibles.

Théoreme 1.1.6 (Théoreme 0.1 dans [30]). Soit G une algébre de Lie graduée et soit
P € U, (G), alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

1) L’opérateur P défini dans (1.7) est hypoelliptique dans G (le groupe G := exp G
associé a l’algebre de Lie G).

2) Pour toute représentation m dans G (I’ensemble de représentations irréductibles
du groupe G associé a G) non triviale, I’opérateur w(P) est injectif dans S, (ot
S, désigne l’espace des vecteurs C*™ de la représentation).

Ce théoreme a été conjecturé par C. Rockland dans [80] et démontré dans le cas du
groupe de Heisenberg par lui, puis dans le cas général par R. Beals [6] pour la condition
nécessaire et par B. Helffer et J. Nourrigat dans [34] pour la condition suffisante.

On sait par la théorie de Kirillov que, dans le cas nilpotent, les représentations irré-
ductibles sont associées a des éléments de G* (I’espace dual de G) et que, quand 7 est
irréductible, I’espace de représentation V; s’identifie 2 L?(R*(™) ol k(7) est un entier
avec L?(R") = C par convention. On note G I’ensemble de représentations irréductibles
du groupe, simplement connexe GG := exp G associé a G. Il est aussi important de noter
que dans le cas d’une représentation irréductible, S, s’identifie a I’espace de Schwartz
S(RE™),

La condition 2 du Théoreme 1.1.6 sera appelée la condition de Rockland. Pour la
vérifier, on observe que pour 7 une représentation irréductible non triviale il suffit de
montrer que, si u vérifie 7(P)u = 0, alors

Danslecasq =0 : 7(X;)u=0, Vj=1,..,p,
Dans le cas ¢ # 0 : (X)) =0etn(Y;) =0,V =1,.,petj=1,.,q.

Ceci implique en effet, dans le cas de type 1 et 2, que
7Y)u=0, VY e€gq.

Puis, une caractérisation de I’irréductibilité de 7 et I’hypothese non triviale donne v = 0.
Dans cette these, on va montrer une estimation maximale de I’opérateur de Fokker-Planck
avec un champ magnétique lipschitzien, qui représente le principal résultat de 1’article
[58] et le quatrieme chapitre de cette these.
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1.2 Le plan détaillé de la these

Cette these est dédiée a 1’étude de I’opérateur de Fokker-Planck avec un champ ma-
gnétique extérieur, en utilisant les techniques mathématiques présentées dans la section
précédente.

Notations : Nous introduisons ici des notations concernant les espaces fonctionnels qui
serons utilisés dans les chapitres 2 et 4 respectivement.

e Espaces fonctionnels utilisés dans le Chapitre 2. Nous allons considérer des
fonctions & deux variables h = h(zx,v) avec z € T3 etv € R?. Soit m = m(v) une
mesure de Borel positive réelle. On définit I’espace de Lebesgue a poids LP(m),
pour 1 < p < oo, comme I’espace associé a la norme suivante :

1Bl 2oy = [Ihml| e = ( / - hpmpdvdx>p
T3 xR3

On définit ensuite 1’espace de Sobolev modifié a poids WP (m) comme I’espace
associé a la norme suivante :

1
ellwsomy = (11 + IV ooy + IV 2RIy )

o Espaces fonctionnels utilisés dans le Chapitre 4. On définit B*(R?) (ou B?
pour indiquer le nom des variables) comme I’espace hilbertien associé a la norme

suivante :
laf+|8]<2
On définit ensuite B%(T¢ x RY) = L*(T¢, B2(R?)) associé a la norme hilbertienne
suivante :
|ul| g2 = Z |ve aﬁ“|’%2(qrdxugd)- (1.9)
lal+|8]<2

Finalement, on note Lipsch(Td), I’espace des fonctions Lipschitzienne de R? a
valeurs dans R. On munit I’espace Lipsch(T¢) de la norme suivante

. u(z) — u(y)]
Lipsch(T?) 3 u = [[ulLipsenrey = llullpoe(ray +  sup — —=—=,
Lipsch(T®) LoD z,y€Td x4y d(l’,y)

ou d est la distance sur le tore T? identifié a R?/Z? par
\V/ZL',y € Tda d(xay) = inf |Jf—y+Oé| :
a€ezd
Nous en venons maintenant a la présentation détaillée de 1’équation étudiée et de 1’opé-

rateur associé ainsi que des principaux résultats prouvés dans cette these. Dans les quatre
sections suivantes nous résumons et commentons nos contributions des Chapitres 2 a 4.
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1.2.1 Retour a I’équilibre pour le systeme de Fokker-Planck avec un
champ magnétique extérieur fort (Chapitre 2)

On s’intéresse a I’équation cinétique linéaire inhomogene (c’est-a-dire que les solu-
tions dépendent a la fois de la vitesse, de la position et du temps) de Fokker-Planck avec
un champ magnétique extérieur B, : T> — R3 qui n’agit qu’en variables spatiales x € T3.
Le probleme de Cauchy est le suivant :

F(0,z,v) = Fy(z,v), (1.10)

{&FJFU-VxF— (WA B, V,F =V, (V,+0v)F
ou F' est la fonction de distribution des particules, ¢t > 0 le temps, z € T3 la position
et v € R? la vitesse. Notons qu’il n’y a pas de champ électrique extérieur dans cette
équation.

Pour cette équation, la maxwellienne est donnée par

1 2
. —v?/2
p(v) == COEE e :

c’est I’unique solution positive normalisée du systeme (1.10) a I’équilibre (voir [18, 36]
pour plus des détails sur I'unicité de la maxwellienne). Elle vérifie I’équation, avec en
particulier

Opp+v-Vopu=0, V- (=Vy4+0)u=0 et (vAB.) V,u=0.

Le travail réalisé dans [59] consiste a prouver la convergence vers I’équilibre maxwellien
11 dans de grands espaces du type LP((v)*) ou W ((v)¥) ot (v) = (1 + |v|?)"/2, avec
un taux de convergence exponentiel explicite . Dans ce but, on montre d’abord le retour
exponentiel 4 I’équilibre 1 dans les espaces L?(11/?) et H'(p~'/?), en utilisant la méthode
d’hypocoercivité hilbertienne présentée dans le point (A) de la partie 1.1.4.

Voici les théoremes principaux démontrés dans cet article :

Théoréme 1.2.1. Supposons que B, € C®(T3). Soit & = LP(m), avec m = (v)*,
1

k> 3(1—-),p € [1,2]. Pour tout F;,, € LP(m), il existe une unique solution F' €
p

CY%R™*, LP(m)) du probléme (1.10). Elle satisfait de plus I’estimation de décroissance
suivante :

vt >0, E() = p({Eu)) loromy < ce™ " [[Fin = p ({E)) | ogm), (L.11)

oi ¢ et N\, > 0 sont des constantes explicites en fonctions du B.,p et k avec ((Fp)) =

// Fy dxdv.
T3 xR3

La stratégie utilisée pour démontrer le Théoreme 1.2.1 est celle présentée dans le point
(B) de la partie 1.1.4 avec les espaces F = L?(u~'/2) et & = LP((v)*). Cette stratégie a
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été appliqué a des opérateurs de type Fokker-Planck (fractionnaire ou/et avec un potentiel
de confinement) dans les articles suivants [26, 65, 66, 72, 92]. Pour des applications a des
opérateurs de type Boltzmann et landau, nous renvoyons les lecteurs aux articles suivantes
[14, 42, 90, 91].

On prouve aussi le méme type de résultat dans 1’espace W ((v)F).

Théoréme 1.2.2. Soit B, € C>(T?) et £ = W'P(m) avec m = (v)* tel que
1 7 1
k> 3(1 - ];) + 5 + max (HBeHLoo(T:s), 2Hva€HL°°(T5)> ,

avec p € [1,2]. Alors pour tout F;, € WP(m), il existe une unique solution F €
CO(RY, W'P(m)) du probleme (1.10). Elle satisfait de plus I’estimation de décroissance
suivante :

vt >0, [[F(t) = n{(Fn))lle < C e || Fin — p({Fin)) e (1.12)
o N, > 0 et C > 0 sont des constantes explicites en fonction de B, p et k.

Nous notons que nous devons considérer des espaces non classiques de Sobolev a
poids (plus de poids est nécessaire sur la fonction que sur ses dérivées en variables z et
v), car dans I’espace de Lebesgue a poids /2, il y a un gain de moment (f € L?(u~1/?)
implique v f € L?(u~'/?) également). On note que ceci est justifié par le fait que

%M71/2 —v, /fl/Q-
Ce qui n’est plus le cas dans les espaces a poids polynomiaux. (Voir aussi la Remarque
2.4.12 pour plus de détails.)

Remarque 1.2.3. On note que dans [59], on suppose que le champ magnétique est ré-
gulier pour assurer ’existence de solution au sens du semi-groupe expliqué dans le pa-
ragraphe 1) de la partie 1.1.4 (il est équivalente de montrer I’accrétivité maximale de
l’opérateur de Fokker-Planck avec champ magnétique). Dans [’annexe A nous amélio-
rons ce résultat en affaiblissant I’hypothese sur le champ magnétique. L’idée clé est de
substituer a I’argument d’hypoellipticité (utilisé dans le cas régulier) un argument de ré-
gularité pour des opérateurs a coefficients L°°. Nous renvoyons a [’annexe A pour une
démonstration détaillée de ce résultat.(Voir également le Théoréme 1.2.9 plus loin.)

1.2.2 Etude de I’opérateur quadratique de Kramers-Fokker-Planck
avec un champ magnétique (chapitre 3)

Dans le chapitre 3, on va poursuivre 1’étude de I’équation de Fokker-Planck avec un
champ magnétique extérieur, dans le cas d’un champ magnétique constant. Comme nous
avons mentionné dans le point (C') de la partie 1.1.4, il est important de passer par 1’étude
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et la compréhension des propriétés spectrales de 1’opérateur quadratique associé a 1’opé-
rateur de Fokker-Planck avec un champ magnétique.

Pour d = 2 ou 3, on considere P I’opérateur de Fokker-Planck quadratique avec un
champ magnétique extérieur constant B, € R? et un champ électrique linéaire F,(z) :=
ax avec a > 0 tel que

P=(-V,4+v/2)-(V,+0v/2)+v-V,+ (E.+vAB)-V,.

ot v € RY représente la vitesse, + € R? représente la variable d’espace et t > 0 est le
temps.

On note que I’opérateur P est le méme que celle dans le chapitre 2 en ajoutant un
potentiel de confinement en variable d’espace z, et dans R? au lieu d’étre dans le tore et
en étudiant le cas simple avec le champ magnétique constant.

Sans perte de généralité, on considere que le champ magnétique appartient a I’en-
semble {(0,0,b) /b € R}. En effectuant des changements de variables et des réductions,
il suffit d’étudier la forme symétrisée suivante, pour (x,v) € R?

2P, = (—V,+v) - (Vo+v)+2Va(v-Vo—2-V,)+ (vAB) -V, (1.13)

Pour appliquer la stratégie expliqué dans le point (C') de la partie 1.1.4, on va décomposer
l’opé.rateur P, en fonction d’opérateurs d’annihilation (A;)j_, et de création (A%)]_,
définis par

Aj = &Cj +Ij, A;k = —awj —I—l‘j V] = 1,2,

Aj = 8%.72 + Vj—2 A; = —&,jfz + Vj—2 v,] = 3,4
H. Risken dans [79] a proposé une décomposition en opérateurs de création et d’annihi-
lation dans le cas de I’opérateur de Kramers-Fokker-Planck sans champ magnétique, et
il se trouve que méme avec un champ magnétique nous pouvons 1’écrire sous la forme
suivante :

1 4
Py = 3 > mpApA; (1.14)

7,k=1

ol (m; ), sont les coefficients de la matrice M, définie par

1 b Ja o0

| 1 0 va
Myp = ~Jai 0 o o | (1.15)
0 —Vva 0 0
Le spectre de M, ;, est formé par
1 . 1, .
Alzi(—l(b—i-cz)—i—l—q), Ao = 5(—1(5—02)"‘1"‘01)7 (1.16)
1. 1.
)\3:5(1(17—1—02)—1—1—01), Ay = 5(1(6—02)—%1—1-61)- (1.17)
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oll ¢ = ¢; + ics = /A et A sont définis plus tard dans (1.18) et (1.19).
Voici les théoreémes principaux démontrés dans le chapitre 3 :

Théoreme 1.2.4. Soit a > 0. Alors les valeurs propres généralisées de I’opérateur P,
sont de la forme suivante :

4
=3 Nkj, VkeN'
j=1

o les {\; }?:1 sont les valeurs propres de M, ;, qui sont définies dans (1.16) et (1.17). De
plus, on a les propriétés suivantes :

1) Quand b — +ooeta > 0 fixé, on a

M= 754+ O((@)%7) = i(=3 + O((a)*™),
No=1— ;iz L O(a)2Y) —i(b+ % +O((a)27%),
N = 75+ O((@) ™) +i(— + O{a) ™),
M=1— b% + 0@ +i(b+ % +O((a)7%)).

2) Sib # 0, alors pour tout \j € £(M,y), I(A;) # 0.
3) Le spectre de M, ;, ne dépend pas du signe de b.

La stratégie utilisée pour démontrer le Théoreme 1.2.4 est celle présentée dans le
point (C') de la partie 1.1.4 avec I’opérateur P = P, ;, et la matrice M = M, ;. La preuve
consiste a appliquer le Corollaire 1.1.3 dans notre cas. On note que 1’asymptotique de la
valeur propre \;, nous dit que le trou spectral t\; de I’opérateur P, ; se comporte comme
a/b?* lorsque b — +o0. Cela nous conduit 2 conclure que le champ magnétique ralenti le
retour a 1’équilibre.

Le but maintenant est d’avoir des estimations le plus explicite possible pour répondre
a la question du retour a I’équilibre.

L’étude de I’opérateur de Fokker-Planck quadratique avec un potentiel de confinement
quadratique a été fait par exemple dans les travaux suivants [39, 73, 78, 50, 1, 2]. Récem-
ment, M. Ben Said et al. dans [84] ont étudié des estimations globales pour les opérateurs
modeles de Fokker-Planck avec des potentiels polynomiaux de degré inférieur ou égale
a 2, puis M. Ben Said dans [83] a fourni des estimations subelliptiques globales précises
pour des opérateurs de Fokker-Planck dans un cas plus général qui concerne une certaine
classe des polyndmes de degré supérieur a 2. Nous notons que les résultats cités précé-
demment sont dans le cas sans champ magnétique. C’est pour cela nous nous intéressons
a ce qui se passe lorsqu’on ajoute un champ magnétique constant sur I’opérateur qua-
dratique de Fokker-Planck. Cela représente le coeur du travail accompli dans le chapitre
3.
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La premiere étape de 1’étude est d’expliciter la norme de la matrice exponentielle M, ;,
en fonctions des quantités auxiliaires définies par

A=A +idy =1—b* — 4a — 2ib (1.18)
c=c +icy = VA. (1.19)
ou Ay, Ay, cp et ey € R,
Théoreéme 1.2.5. Pour a,b € Randt > 0, considérons A = Ay +1A, et ¢ = ¢1 +ico qui
sont définis dans (1.18) et (1.19). Soit
T = ; ((JA] = Ay + 2) cosh eyt + (JA| + Ay — 2) cos cot) (1.20)

et

1
S = 8a(l — R(coshct)) + 1(2 — Ay)|Al(cosh 2¢1t — cos 2¢ot) (1.21)

1
+ (2a + Z\AIQ)(cosh 2¢1t + cos 2cot — 2).

La norme de I’exponentielle de M, , définie dans (1.15) est alors égale a

_tMa7b||2 _ Le—t (T + \/§) )
A
Bien que I’expression de ||e v|| soit assez compliquée, une forme exacte pour 1’ex-
ponentielle d’une matrice 4 x 4 est rarement aussi simple.
En se basant sur le théoreme précédent, nous pouvons en déduire des estimations
précises en temps. Lorsque ¢ — 0T, nous avons un développement asymptotique complet
pour la norme de I’exponentielle de M, .

e

—tM,,

Proposition 1.2.6. La norme ||e~*Mat || admet un développement asymptotique complet
en puissances de t quand (A)t* — 0T donné a l’ordre 7 en temps par

12 360 240 120 288

Lorsque |b| — oo de telle sorte que (a)b~> — 0, nous avons

1 1 1 1
le—tMat|| = 1 — s (ab2 LN a) £+ —a*t® + O((A)?t7).

1
Proposition 1.2.7. 1] existe C' > 0 tel que, sia > 0, b # 0 et (a>b_2 < Yok alors

vt > 0,

e(lfcl)tHeftMa,bHQ . 1‘ < C<a>2b74.

Ceci mesure en un sens le caractere non autoadjoint de M, ;, (et donc P, ;). En remar-
quant que R\, = 3(1 — ¢;) est I'abscisse spectrale de la matrice M, égal par définition
amin{RA, A € X(M,,) \ {0}}, on peut faire I’observation suivante : si M, , était auto-
adjoint, I’égalité serait |le~*Me||2 = e~(1=¢1)* pour tout £ > 0. On en déduit que lorsque
le champ magnétique augmente le caractere non auto-adjoint est atténué.

Finalement, nous identifions la valeur exacte de lim e(l=en)t||e=tMap||2

qui est égale a
la norme de projection spectrale de )M, ; associé€ au valeur propre ;.
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Proposition 1.2.8. Pour a,b > 0. Il existe une constante C' > 0 telle que pour toutt > 0

E(t) =e 2" 4+ (a)?b te ' < ol (1.22)

2 2
1 + CZQC&RMHe—tMa,b” -1 S CE(t)
\ 1+ c3

En particulier, pour tout @ > 0 et b # 0, ™M ||e7tMas || est

alors

1+c

2
i’
c? + c3

N

a unec erreur

relative exponentiellement petite lorsque t — +-o00.
Nous donnons également dans le chapitre 3 plusieurs illustrations numériques des
résultats théoriques obtenus.

1.2.3 Estimations maximales pour I’opérateur de Fokker-Planck avec
champ magnétique (chapitre 4)

Dans ce chapitre, on poursuit I’étude du cas modele de 1’opérateur de Fokker-Planck
avec un champ magnétique extérieur B, conjugué par '/, commencée dans [59]. On
établit une estimation de type “hypoellipticité maximale” sur ce modele (voir paragraphe
3) dans la partie 1.1.4), donnant une caractérisation du domaine de son extension fermée.
Cela nous permet en particulier d’obtenir la régularité dans des variables vitesses.

Pour d = 2 ou 3, on se place sur le tore T¢ := R?/Z? et on considere K I’opérateur
de Fokker-Planck avec un champ magnétique extérieur B, : T¢ — R4 @-1/2 te] que

K=v-V,—(WAB,)-V,—A, +v*/4—d/2,

ol v € R représente la vitesse, x € T représente la variable d’espace et t > 0 est le
temps. On souligne que dans la définition précédente de notre opérateur, on a utilisé la
notation (v A B,) - V,, qui s’écrit selon la dimension sous la forme suivante :

b(z) (v10y, — V20,,) sid =2
(VA Be) -V, =

b1 (I)(Ugav3 — v38v2) + bg (l‘) (’Ugavl — ’0181]3)
+b3($>(1)18v2 — ’Ugavl) sid=3.

L’opérateur K est considéré comme un opérateur non-borné sur I’espace de Hilbert H =
L?(T? x R%). A partir de maintenant, on note K la fermeture de 1’opérateur KX dans H (K
est accrétif donc fermable, ce qui assure I’existence de K).

D’abord, on rappelle le résultat de I’existence du semi-groupe fortement continu asso-
cié a I’opérateur K, qu’on montre dans I’annexe A en améliorant le résultat obtenu dans
[59] avec un champ magnétique régulier :
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Théoreme 1.2.9. Si B, € L°°(T%), alors I'opérateur K est maximal accrétif dans L?(Tx
RY).

Ceci implique que le domaine de I’opérateur K coincide avec le domaine de son
extension maximale comme suit

D(K) = {u € L*(T* x RY) / Ku € L*(T* x R%)}.
Le théoréme principal dans ce chapitre est :

Théoréme 1.2.10. Soit d = 2 ou 3. On suppose que B, € Lipsch(T?). Alors pour tout
Cy > 0, il existe C > 0 tel que pour tout B, avec || B,||pipsen(ray < Ch, et tout u €
S(T¢ x R?), I'opérateur K vérifie Iestimation maximale suivante? :

10 Vo = (A Be) - Vo)ull + [Jull g2 < CCIEull + Jul), (1.23)
ot || - || désigne la norme sur I’espace L*(T? x R?).

Compte-tenu de la densité de 1’espace de Schwartz dans le domaine de K, nous obte-
nons la caractérisation du domaine de K comme suit

DK)={ue BXTxR%) / (v-V,— (vAB,)-V,)uc L*(T¢ x RY)}.

La stratégie utilisée pour démontrer le Théoreme 1.2.10 est celle présentée dans le para-
graphe 3) dans la partie 1.1.4. Notre étude s’appuie sur I’étude préliminaire de la famille
des modeles (pour b € R) suivante :

Ky =v -V +b(v10,, — 120,,) — Ay +v?/4 — 1, dans R? x R?,

ou d = 2 ou 3, obtenue par figeage du champ magnétique en un point. Ce dernier opéra-
teur apparait comme 1’image par une représentation induite d’un opérateur hypoelliptique
maximal. Ensuite on utilise une partition de I’unité et on contrdle les erreurs. (cf le Cha-
pitre 4 pour une définition précise de représentation induite.)

1.3 Liste de travaux rassemblés dans la these

Les résultats obtenus dans cette these font 1’objet d’articles soumis ou en cours de
préparation.

* Article a paraitre :

* Zeinab Karaki. Trend to the equilibrium for the Fokker-Planck system with an
external magnetic field. hal-01975138, a paraitre dans Kinetic and Related
Models.

Le chapitre 2 est la reproduction de cet article (sauf les références intégrées a
I’ensemble des références en fin de document).

2. Onrappelle que || - || 52 a été défini en (1.9).
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* Article soumis :
* Zeinab Karaki. Maximal estimates for the Fokker-Planck operator with ma-
gnetic field hal-01975164.
Ce papier présente les résultats obtenus dans le chapitre 4 et Annexe A.
* Article en préparation :
* Zeinab Karaki. Study of the Fokker-Planck quadratic operator with a constant
magnetic field.
Ce papier présente les résultats obtenus dans le chapitre 3.

1.4 Perspectives

1.4.1 Etude du probléme non-linéaire basé au probléme linéaire étu-
dié dans cette these :

Dans le chapitre 2, on a montré le retour exponentiel a 1’équilibre dans des espaces
pondérés avec un poids exponentiel de type L?(x~'/2). Puis, on a étendu les mémes résul-
tats aux espaces fonctionnels élargis comme LP({v)*). Une direction intéressante d’étude
est de coupler le systeme linéaire de Fokker-Planck avec champ magnétique extérieur
avec des problemes non-linéaires comme les équations de Maxwell ou de Poisson. On
s’intéresse alors au systeme de Vlasov-Maxwell-Fokker-Planck avec un champ magné-
tique extérieur B, qui prend la forme suivante :

{8tF+v-V$F+(E+U/\(B—Be))-Vszvv-(VUJrv)F (124

F(0,z,v) = Fy(z,v),
ou la paire (E(t,x), B(t,z)) représente le champ électro-magnétique auto-consistant,

crée par les particules elles-mémes, qui est couplé avec F' par les équations de Maxwell
suivantes :

atE—Vx/\B:—J:—/R?)dev, (1.25)
OB +V,AE =0, (1.26)
VI-E:p—lz/RS(F—u)dv, (1.27)
V. B=0, (1.28)

ol p = p(t,z) et J = J(t,z) désignent respectivement les densités de charge et de
courant. Dans la limite non relativiste, ¢’est-a-dire lorsque la vitesse de la lumiere c tend
vers I’infini, les équations de Maxwell se réduisent a la loi de Gauss (1.27) (voir [64] pour
plus de détails sur ce sujet). Cela revient a prendre B = (0 dans les équations ci-dessus et
a ce que le champ électrique £ dérive d’un potentiel i.e. £ = —V,® avec P satisfaisant
I’équation de Poisson

AP =p—1. (1.29)
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Dans I’étude des problemes non-linéaires, les deux grands probleémes a abordés sur ces
équations sont I’existence de solutions et leurs stabilités. On aimerait bien étendre les
mémes types de résultats montrés sur le systeme linéarisé aux systemes non-linéaires
cités précédemment. Pour la problematique qui nous intéresse, Y. Guo [27]-[28] a étudié
le systeme de Vlasov-Maxwell-Boltzmann (respectivement Vlasov-Poisson-Boltzmann),
ainsi que I’existence d’une solution globale pour les problemes de Cauchy, avec un taux de
décroissance exponentiel pour le probleme de Vlasov-Poisson-Boltzmann. T. Yang [99] a
construit des solutions globales classiques du systeme de Vlasov-Maxwell-Fokker-Planck
et il a montré le retour a 1’équilibre avec un taux de décroissance polynomial d’ordre
2. F. Hérau et L. Thomann ont montré dans [41] I’existence globale en temps avec des
données initiales de faible régularité et le retour exponentiel a 1’équilibre du systeme de
Vlasov-Poisson-Fokker-Planck. Il serait intéressant de suivre ces approches, pour le cas
avec champ magnétique.

1.4.2 Généralisation du résultat du chapitre 3

Dans le chapitre 3, on a montré que le champ magnétique ralentit le retour a 1’équi-
libre et que I’écart entre la norme ||e~¢Fat —TI; || et la prédiction “auto-adjointe” e~* #Amin
tend vers zéro lorsque b tend vers I’infini. Dans la démonstration du théoreme principal de
ce chapitre, on a utilisé des symétries et propriétés algébriques qui peuvent se généraliser.
En se basant sur le résultat obtenu sur I’opérateur quadratique de Kramers-Fokker-Planck
avec un champ magnétique constant et un champ électrique linéaire, une direction pos-
sible serait possible de généraliser ce type de résultat sur le cas ou du champ magnétique
non-constant, en utilisant des techniques de partition de 1’unité.

1.4.3 Estimation maximale pour I’opérateur de Kramers-Fokker-Planck
avec un champ électro-magnétique non-régulier

Dans le chapitre 4, on a montré une estimation maximale sur I’opérateur de Fokker-
Planck avec un champ magnétique lipschitzien en donnant une caractérisation du domaine
de son extension fermée et en déduisant des régularités en variables vitesses. Le but sera
d’essayer a établir une estimation maximale de I’opérateur de Kramers-Fokker-Planck
avec champ électromagnétique peu régulier suivant :

Kyp=v-V,~V,V -V, —(vAB) -V, — A, +v*/4—d/2, (1.30)

ou V' désigne le potentiel électrique (en prenant un champ électrique dérivant d’un po-
tentiel 7). Dans un travail en cours en collaboration avec Bernard Helffer, nous pensons
combiner la preuve que B. Helffer et F. Nier ont donné dans [73, Chapitre 9] pour I’ opé-
rateur Ky sans champ magnétique avec notre résultat obtenu dans cette these dans le cas
sans potentiel électrique dans [58].
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1.44 Etude du probléme de Vlasov-Poisson-Fokker-Planck fraction-
naire avec un champ magnétique extérieur

Il serait intéressant d’étudier le probleme de Cauchy pour 1’opérateur de Fokker-
Planck fractionnaire avec champs auto-consistant de type Poisson suivant

Ohf +v-Vof —(WAB.) -Vof —E(t,x) - V,f +A*f =0

1 (1.31)
E(t,l’) = _‘Sd_l W*x x/Rd f(t,.%',’l))d’l),

ou A, = (1 —A,)Y?et0 < s < 1. Comme dans le Chapitre 2, on a étudié 1’opérateur
linéarisé lorsque s = 1. Ce travail utiliserait des estimation de régularisation nouvelles
en temps court pour I’opérateur linéaire montrées dans [43] et les travaux de F. Hérau et
L. Thomann dans I’article [41] sur I’étude du probleme de Cauchy de Vlasov-Poisson-
Fokker-Planck afin de construire des solutions globales en temps du probleme (1.31).
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Trend to the equilibrium for the
Fokker-Planck system with a strong
external magnetic field

Résumé:

On considere 1’opérateur de Fokker-Planck avec un champ magnétique extérieur et
fort. On montrera I’existence d’une solution globale en temps proche de la maxwelli-
enne, 1’état d’équilibre globale du syteme. En plus, on montrera le retour exponentiel a
I’équilibre. Les premiers résultats est obtenus dans les espaces a poids exponentiels. Ils
sont ensuite étendus a des espaces fonctionnels plus larges, comme I’espace de Lebesgue a
poids polynomial et I’espace de Sobolev a poids modifié, par la méthode de factorisation
et d’élargissement d’espace fonctionnel développé dans [Gualdani, Mischler, Mouhot,
2017].

Abstract

We consider the Fokker-Planck equation with a strong external magnetic field. Global-
in-time solutions are built near the Maxwellian, the global equilibrium state for the sys-
tem. Moreover, we prove the convergence to equilibrium at exponential rate. The results
are first obtained on spaces with an exponential weight. Then they are extended to larger
functional spaces, like some Lebesgue space with polynomial weight and some modified
weighted Sobolev space, by the method of factorization and enlargement of the functional
space developed in [Gualdani, Mischler, Mouhot, 2017].
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Chapitre 2 — Trend to the equilibrium for the Magnetic-Fokker-Planck system

2.1 Introduction and main results

2.1.1 Introduction

In this article, we are interested in inhomogeneous kinetic equations. These equa-
tions model the dynamics of a charged particle system described by a probability density
F(t,r,v) representing at time ¢ > 0 the density of particles at position z € T? and at
velocity v € R?,

In the absence of force and collisions, the particles move in a straight line at constant
speed according to the principle of Newton, and £ is the solution of the Vlasov equation

8tF+U'v$F:0,

where V,, is the gradient operator with respect to the variable x, and the symbol “-” repre-
sents the scalar product in the Euclidean space R®. When there are forces and collisions,
this equation must be corrected. This leads to various kinetic equations, the most famous
being those of Boltzmann, Landau and Fokker-Planck. The general model for the dynam-
ics of charged particles, assuming that they undergo collision modulated by a collision
kernel Q and under the action of an external force 7 € R3, is written by the following
kinetic equation:

OF +v-V,F+ F(t,z) V,F = Q(F), 2.1)

where (), possibly non-linear, acts only in velocity and where F can even depend on F'
via Poisson or Maxwell equations.

According to the H-theorem of Boltzmann in 1872, there exists a quantity H (t) called
entropy which varies monotonically in time, while the gas relaxes towards the thermody-
namic equilibrium characterized by the Maxwellian: it is a solution of equation (2.1),
independent in time and having the same mass as the initial system. The effect of the
collisions will bring the distribution F'(¢) to the Maxwellian with time. A crucial question
is then to know the rate of convergence and this question has been widely studied over the
past 15 years, in particular with the so called hypocoercive strategy (see [94] or [36] for
an introductive papers).

2.1.2 Fokker-Planck equation with a given external magnetic field
Presentation of the equation

We are interested in the Fokker-Planck inhomogeneous linear kinetic equation with
a fixed external magnetic field z — B.(z) € R* which depends only on the spatial
variables z € T3 = [0, 2x]®. The Cauchy problem is the following:

{&F%—v-vxF—(vABe)-VUF:VU-(VU+v)F

2.2)
F(0,z,v) = Fy(z,v),
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Here F'is the distribution function of the particles, and represents the probability density
of finding a particle with velocity v € R3 and position 2 € T? at time ¢ > 0. (Where “A”
indicates the vector (cross) product.)

We define the Maxwellian

1 2
L —v?/2
p(v) = e e :

It is a time independent solution of the system (2.2), since
Opp+v-Vou=0, V,-(Vo+0v)p=0 and (vADB.)-V,u=0.

For the Fokker-Planck system with external magnetic field (2.2), the entropy functional
in relation with the so called H-Theorem

h p,):/ hln<h> dedy
i

for a smooth sufficiently decaying (in space and velocity) positive probability density h.
Then, we directly check that H (1, 1) = 0. According to the non-negativity of the function
s+ slns — s+ 1, H(h, ) is non-negative since

H(h, 1) :// (Z In (Z) - (Z) +1> pdadv > 0.

When F(t,.) is a solution of problem (2.2)

d B / |(Vy +0v)F|?

S H(EQ®), p) =~ dx dv <0,

see [18, 36]. This is a version of the /-Theorem about decay of entropy. Let us now
check that the equilibrium g is in fact unique.

Let us suppose that F' is a positive probability density, smooth, rapidly-decaying and a
time independent solution of (2.2), F'(t,.) = F(.). Then, we get

/ (Vo +0)F? —|—’UF|2

vv <F> - Oa
U

and there exist ¢ such that F' = u(v) p(x), and putting this into (2.4) yields

d
0=—H(F,u) =

dz dv
dt

So that

V.o =0,

since (v A B,) - V,u = 0. (Note that this fact will be of use through this article). By
positivity and the fact that F' is a probability density, we get F' = p.
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Concerning (2.2), we are interested in the return to the global equilibrium g, in the
sense that exponential decay to equilibrium for perturbations around the Maxwellian is
considered, and the convergence of [ to 1 in norms in the largest possible spaces. Now,
we fix some notation for the weighted Lebesgue spaces.

Notation 2.1.1. For some given Borel weight function m = m(v) > 0 on R?, let us define
LP(m) 1 < p < 2, as the weighted Lebesgue space associated with the norm

1Fllesomy = [ Fmllr = ([ PG 0)m?(@)dvds) " (2.3)
JR3 XT3

In particular, we will work in L*(1*/?) and H'(u'/?) the real Hilbert spaces defined
specifically by

Vhe L), hlZagam = [[ |Gz v) p(v) dedo,

vhe H' (1), 1Bl garey = 10l T2gar + IVahllT2 gz + Vol Z2gu,

and the (real) Hilbertian scalar product {.,.) on the space L*(11*/?) defined by

Vg, h € L*(u?),  (h,g) = //hgudxdv-

To answer such questions, when F' is close to the equilibrium x, we define f to be the
standard perturbation of p

F=pu+puf.

We then rewrite equation (2.2) in the following form:

{8tf+v-vxf—(v/\Be)-va:—(—Vv+v)-va o

f(O,ZE,U) = fO(ZL’,U)

The main results

First we will show that the problem (2.4) is well-posed in the L?('/?) space, in the
sense of the associated semi-group (See [76]). We associate with the problem (3.9) the
operator P; defined by

P=Xy+ L, (2.5)
where Xo=v-V, —(vAB)-Vy,and L = —(-V, +v)-V, (2.6)

The problem (2.4) is then written

(2.7)

of+Pf=0
f(()axav) = fO(xav)
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Theorem 2.1.1. If B, € C*°(T?) and f, € C5°(T? x R3), then the problem (2.7) admits
a unique solution f € C*([0, +-o0|, L?(u'/?)).

Remark 2.1.2. We note that in a work in progress, we show that operator Py is maximal
accretive with non-regular magnetic field and more precisely we suppose just that B, €
L>°(T?), which matches Hypothesis 2.1.7. For the time being, we rely on Theorem 2.1.1
which forces us to assume that B, is smooth.

We also show the exponential convergence towards equilibrium in the norm L?(z!/2).

Theorem 2.1.3. Let fy € L?*(u'/?) such that { / fo(z,v) p(v) dedv = 0. If

B, € C°(T3), then there exist k > 0 and ¢ > 0 ( two explicit constants lndependent of
fo) such that
VE> 0, [[f Oz < ce”™[| foll gz

Note that in the preceding statement the mean ((f(¢))),, is preserved over time.
We give a result about the return to the global equilibrium ¢ with an exponential decay
rate in the space H'(u'/?).

Theorem 2.1.4. We suppose that B, € C>®(T3). There exist ¢,k > 0 such that for all
fo € HY(u'/?) with {{fo)), = 0, the solution f of the system (2.4) satisfies

Vit > 0, Hf(t)||H1(u1/2) < Ce_HtHfoqu(ul/Q).

Herda and Rodrigues in [46] have showed an estimate of type H' for the solution of
the Vlasov-Fokker-Planck equation with a constant magnetic field by the hypocoercivity
method. Their goal was not to obtain a large-time behaviour result of solutions but to
have a uniform estimates for a parameter limit (parameter of diffusion) (see also [7, 45]
for the study of the Vlasov-Poisson-Fokker-Planck with constant magnetic field). Kinetic
equations with magnetic field have also been studied by Zhang and Yin in [101] who have
showed existence theorems for the initial value problem of the cometary flow equation
with an external electromagnetic force (see also [16] for the study of the cometary flow
equation with a self-consistent electromagnetic field).

Remark 2.1.5. We note that Theorems 2.1.3 and 2. 1.4 give convergence to the equilibrium
 at exponential rate for the solution F on spaces with an exponential weight 1~'/?,
Indeed,

f=F—pp

with the notation given in (2.3), so
1122y = CF = ) =71
)
=/|F—Ml2u‘2udmdv
=/IF—ul2u‘ld:ﬁdv = |F — pll 22,102y -
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We are interested in extending the results about the exponential decay of the semi-
group to much larger spaces, following the work of Gualdani-Mischler-Mouhot in [26].
The following result gives convergence in L”(m) norms of F to u with m = (v)*. So that
there is no ambiguity, we denote the mean with respect to the usual L' norm by

((H)) = //dedv,

The main result of this paper in this direction is the following.
1
Theorem 2.1.6. Let p € [1,2], let m = (v)* := (1 + [v|*)*/2, k > 3(1 — =), and suppose
p

1
B. € C>®(T3). Then for all 0 > a > 3(1 — =) — k and for all Fy € L*(m), there exists
D

Ckp > 0 such that the solution I of the problem (2.2) satisfies the decay estimate

Ve >0, [F() = u (Fo)llzoem) < crpe® [1Fo = p ((Fo)) logm)- (2.8)

It is also possible to obtain the same type of results in the weighted Sobolev space
W'P(m) which is defined by

W' (m) = {h € L”(m) such that (v)h, V,h and V,h € LP(m)}.

We equip the previous space with the following standard norm:

3 =

gy = (Flnioy + 7ol + 1) 29)
Hypothesis 2.1.7. Let p € [1,2], the polynomial weight m(v) = (v)* is such that
1 7 1
k> 31— ) 5 o max <||Be||Loo(T3), 2||vae||Loo(T3)> | (2.10)

The second main result of this paper is the following.

Theorem 2.1.8. Let m be a weight that satisfies Hypothesis 2.1.7 with p € [1,2] and sup-
pose that B, € C™(T?). If Fy € W"*(m), then there is a solution F of the problem (2.2),
such that F(t) € WYP(m) for all t > 0, and it satisfies the following decay estimate:

vt 20, IF(t) = p{{Fo)) liinimy < Ce™ [1Fo = n{{Fo)) ity (2.11)

with 0 > a > max(a}, ,,a),,,—k),i € {1,2,3}, where a, | and a}, , are constants

defined afterwards in (2.47)-(2.49) and (2.56)-(2.58) and k is defined in Theorem 2.1.4.

Note that we need to consider a non-classical weighted Sobolev space (more weight is
needed on the function than on its derivatives in x and v), which is necessary to close the
dissipativity estimates in 1¥/1? (m). Note that this trick is not necessary in exponentially
weighted spaces. (See also Remark 2.4.12.)
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We will end this part by a brief review of the literature related to the analysis of
kinetic PDEs using hypocoercivity methods. In some studies [39, 73, 94, 95], the treated
hypocoercivity method is very close to that of hypoellipticity following the method of
Kohn, which deals simultaneously with regularity properties and trend to the equilibrium.

The hypocoercive results in L? specifically were developed in [19, 35] for linear col-
lisional kinetic models. The hypocoercivity L? and H' methods were developed in [36,
94] for linear collisional kinetic opertors with one-dimensional kernels. See also [69] for
an introductive papers for the hypocoercivity methods for the general collisional kinetic
models. The methods used were close in spirit to the ones developed by Guo in [28, 27]
in functional spaces with exponential weights.

In recent years, the theory of factorization and enlargement of Banach spaces was
introduced in [26] and [65]. We note that Mouhot in [68] initiated this type of strategy
which has then been developed in an abstract setting by Gualdani, Mischler and Mouhot
in [26]. This theory allows us to extend hypocoercivity results into much larger spaces
with polynomial weights. We refer for example to [10] and [65], where the authors show,
using a factorization argument, the return to equilibrium with an exponential decay rate
for the Fokker-Planck equation with an external electrical potential, or [42] for the inho-
mogeneous Boltzmann equation without angular cutoff case.

The main objective of this article is to obtain exponential decay results for solutions of
the Fokker-Planck equation with magnetic field in the largest possible space. To achieve
this goal, we first develop both L? and H! hypocoercivity methods. Then by applying the
enlargement method we extend the results to much larger spaces like L' with polynomial
weights. We emphasize that, on the way to proving the previously mentioned results, we
also prove quantitative regularity estimates.

We conclude this section with some comments on our result. For the proof of Theorem
2.1.3, we follow the micro-macro method proposed in [36]. Note that for the proof of
Theorem 2.1.3, the black box method proposed in [19] (see also [10]) could perhaps be
employed, anyway the presence of the Magnetic field induces some difficulties. To prove
Theorem 2.1.6 and 2.1.8, we apply the abstract theorem of enlargement from [26, 65]
to our Fokker-Planck-Magnetic linear operator. We deduce the semi-group estimates of
Theorem 2.1.3 on large spaces like L?((v)*) and W'?((v)*) with p € [1,2].

We hope that this first work will help in future investigations of non-linear problems
like the Vlasov-Poisson-Fokker-Planck or Vlasov-Maxwell-Fokker-Planck equations (see
[28, 41] and [27, 99]).

Plan of the paper: This article is organized as follows. In Section 2, we prove that
the Fokker-Planck-magnetic operator P; is a generator of a strongly continuous semi-
group over the space L?(1'/?). In section 3, we show hypocoercivity in the weighted
spaces L? and H! with an exponential weight. Finally, section 4 is devoted to the proofs
of Theorems 2.1.6 and 2.1.8 with factorization and enlargement of the functional space
arguments.
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2.2 Study of the operator P;

In this part, we show that the problem (2.7) is well-posed in the space L?(1:'/?) in the
sense of semi-groups. By the Hille-Yosida Theorem, it is sufficient to show that P; is
maximal accretive in the space L?(1!/?).

Notation 2.2.1. We define F, by
Py=v-V,—(vAB.) -V, =V, (V,+0).

The linearization around the equilibrium 1 of the Cauchy problem (2.2) reduces the study
of the operator Py defined in (2.5) to the study of Py, since P, is obtained via a conjugation
of the operator Py by the function p, that is to say

Pou= (u ' Pyp)u Yu € D(P).

Similarly, we can define the operator Py as the conjugation of the operator P, by the
function 1° with @ €]0,1]. Note that any result on the operator Py is also true on the
operator P in the corresponding conjugated space.

We will work in this section on operator P, which is defined by

Py ::v~Vx—(v/\Be)~VU+(—VU+§)'(VU+g) :XO+<—vv+g)(vv+§),

we note that (—V,, + 2) is the adjoint of (V,, + £) in L*(T? x R?) and X is defined in
(2.6). We now show that operator P/, is maximal accretive in the space L*(T® x R?) and
note that this gives the same result for P, in the space L?(u'/?). We study the following
problem:

{8tu+P1/2u:O (2.12)

u(0,x,v) = up(x,v).

Proposition 2.2.1. Suppose that B, € L>(T?). Then the closure with respect to the norm
L*(T? x R?) of the magnetic-Fokker-Planck operator P15 on the space C3°(R* x T?) is
maximally accretive.

Proof. We adapt here the proof given in [73, page 44]. We apply the abstract criterion by
taking H = L*(T? x R?) and the domain of P, ; defined by D(P,5) = C°(T? x R?).
First, we show the accretivity of the operator P, /. When u € D(P /2), we have to show
that (Py u, u) > 0 where we note by (., .) the scalar product in the space L?(T? x R?)
and || . || the associated norm. Indeed,

v

(Prjou,u) = (v-Vyu— (vAB.) - Vyu+ (=V, + %)(Vu + §)u, u)

://U-Vg;u><udxdv—//(v/\Be)-VvuXudxdv+||(vv+%)u||2

= =0
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since operators (v A B,) - V, and v - V,, are skew-adjoint see Remark 2.5.2.
Let us now show that there exists A\g > 0 such that the operator

Py + Nold
has dense image in H. We take \y = % + 1 (following [73]). Let u € H satisty

We have to show that u = 0.
First, we observe that equality (A.10) implies that

2
(A, + UZ +1— Xo)u=0, inD/(R® x T%).
Under Hypothesis that B, € LOO('IF3) and following Hormander [53, 54] or Helffer-Nier

[73, Chapter 8], operator —A,, + 1 + 1 — X is hypoelliptic, so u € C°(R? x T?).

Now we introduce the family of truncation functions &, indexed by k£ € N* and defined
by

o) = 5(%) Vi € N*,

where ¢ is a C'* function satisfying 0 < ¢ < 1,¢ = 1 on B(0, 1), and Supp ¢ C B(0, 2).
We note that in [73], a cut-off in x and v was necessary to develop the argument whereas
here it suffices to perform a cut-off in v because x € T¢. For all u,w € C*®(T? x R?),
we have

//V (&ru) - Vo (&w) dado + // (= + Dwu dxdv + // uXo(EEw) drdv
- / / IV o4 [P dodo + / / (uVw — wvvu) eV drdv + (u, T(E2w)).

When u satisfies (A.10) in particular, when h = 5,%11} , we get for all w € C*

/ Vo (&ku) -V (§w)drdv + // & (— + Nwudrdv + // uXo(E2w)dzdy
— //|vak| wudzdv + // (uV,w — wVvu) &V Exdrd.

In particular, we take the test function w = u, so

(Vo(&tr), V(&) + // (% 4 uldrdy + // wXo(E2u)dady

= // |V &[> u*dxduy.
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By an integration by parts, we obtain

(Vulgeu), Valgen)) + [[ €7 o 1)utdedo + | € Xo(&)dwde

://]Vv£k|2u2dxdv.

Which gives the existence of a constant ¢ > 0 such that, for all £ € N*,

1
I€eul® + FlISkvull®

<3 Sl + *H(v A Be)&gull[|ull-

This leads to, for n > 0 to be chosen later,

1
I€kull* + *II&:WIIQ <l

C
5 T e Bel el + nligeoul”

Choosing 17 < 1, we get

1
JéulP < o5 +

Taking k — +o00 in (2.14), leads to u = 0. [

C
31 BellZ) . (2.14)

Proof of Theorem 2.1.1. According to Remark 2.2.1, the operator P, has a closure P,
from C§°(T? x R?). This gives Theorem 2.1.1, by a direct application of Hille-Yosida’s
theorem (cf. [76] for more details for the semi-group theory) to the problem (2.4), with
D(P)) = C(T? x R3) and H = L?(u'/?). O

From now on, we write Py for the closure of the operator P from the space C§°(T? x
R?) with respect the norm L?(T? x R3).

2.3 Trend to the equilibrium

2.3.1 Hypocoercivity in the space L?('/?)

The purpose of this subsection is to show the exponential time decay of the L?(p!/?)
entropy for P, based on macroscopic equations. First, we try to find the macroscopic
equations associated with system (2.4). We write f in the following form:

f(z,v) =r(x) + h(z,v), (2.15)

where 7 ( /f z,v) u(v) dvand m(f)(x) = /vf(:m v) u(v) dv will be used later.
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Définition 2.3.1. In the following, we define
Ay = (1= A2
and introduce a class of Hilbert spaces
H* = {ueS A%ue L*dzx)} witha € R,

where S’ is the space of temperate distributions.
We recall that the operator A% is an elliptic, self-adjoint, invertible operator from
H?(dx) to L?(dx) and A, > Id. (cf [39, section 6] for a proof of these properties).

Lemma 2.3.1. Let f be the solution of the system (2.4), with the decomposition given in
(2.15). Then we have

Oyr = Opy(h), (2.16)
om = —=V,r —m A B + Opy(h). (2.17)

Where Op, denotes a bounded generic operator from L*(p'/?) to H™!(dx).

Proof. We suppose is f is a Schwarz function. In order to show equation (2.16), we
integrate equation (2.4) with respect to the measure du := p(v) dv . We get

o [ fdu+ [v-Vafdp— [(wnB)-Vofdu=~ [(~,+v) -V, fdp
= (Lf;1) = ([, L1) =0,
since, L1 = 0, L is a self-adjoint operator and
(VA Be) - Vof =V, (vAB)f,

where we noted by (., .) the scalar product in the space L?(1:'/?) and || . || the associated
norm. Then, by using the equality [v f du = [ v hdp with du = p dv we obtain

O =V, - [ vhdp = Opy (),

hence equality (2.16).
To show (2.17), we multiply equation (2.4) by v before performing an integration with
respect to the measure dyu, we obtain

8t/vfdu+vx~/(v®v)fdu—/v((v/\Be)-va)du:/vadp, (2.18)

where (V. - [(v®v)f du)1<j<3 = (Zf’zl J vjvi0y, f dﬂ>1<' 5 Now, we will calculate
=)= <j<
term by term the left-hand side of the equality (2.18). We use that

3
2 [ vontdn= [ o du= [ ] =10 du+0ur

= [ @2 = 1)y hdpu+ 0,7, (2.19)
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because Vj # i, performing an integration by parts we get
/ V00, f dp = / (vj2 —1)0,,r dp = 0.
By using the equality (2.19), then we have
vm:/@w§Mfdu:CMﬂhy+Vﬂi
Furthermore,

/vad,u:/vad,u:/fvdu:/hvdu.

It remains to compute component by component / v((vA Be-V,f))du. We have for
all1 < j < 3,

[ i@ A B Vuf)d = [0,9, (0 A Bo) )
= [(=Vu+ o)) - (07 Bo) fdp
=—0; - /(v/\Be)fd,u

:—5j-</vfd,u)/\Be

= —(Sj . (m VAN Be)
== —(m/\Be)j.

Therefore /v ((vA Be-Vyf))du = —m A Be, where m is defined in (2.15).

By combining all the previous equalities in (2.18), we obtain

8tm = —V;ET —mA Be + Op1<h)

Remark 2.3.2. If B. € L°°(T?), then
m A Be = Opi(h),
so the macroscopic equation (2.15) takes the following form
om = —V,r + Opy(h).
Now we are ready to build a new entropy, defined for any u € L?(p!'/?) by
Fo(u) = |[ul]® + (A2 Vr(u),m(u)), r(u):= / udp and m(u) = /vu du,

where du = p(v) dv. Using the Cauchy-Schwarz inequality gives us directly that
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Lemma 2.3.3. Ifc < < 5, then
1
Sllull® < Fe(w) < 2fjull” (2.20)

Now, we can prove the main result of hypocoercivity leading to the proof of Theorem
2.1.3.

Proposition 2.3.4. There exists k > 0 such that, if fo € L*(u'/?) and (f,) = 0, then the
solution of system (2.4) satisfies

vt >0, F(f(t) < e F(fo).

Proof. We write

d , d
CE0) = SR+ (A5 m)

We will omit the dependence of f with respect to t. For the first term, we notice that
d
F P =2(L1, ) = 22|V fIIP < =2[[AlP, 2.21)

by Poincaré’s inequality and the spectral gap property of the operator L (see [20, Lemma
2.1] for more details on this subject). For the second term, using the macroscopic equa-
tions, we get

d

%<A;2VIT, m) = (A, >V, 0, m) + (A >V ,r, 0;m)

= —(A*Vor, Var) + (A 2V, 0pi(h), m) + (A, *Vor, Opi (h))
< =AY |? + ClA O (W] (1A Varl| + A Vaml]) -
Now, using ||m|| < ||k||, the Cauchy-Schwarz inequality and the following estimate:
1A Va0ll < ligll, Ve € L2(u'"?),

we obtain
d
dt

Poincaré’s inequality on L?(dx) takes the form

— (A2, m) < —fHA .r|)? + C||h|*

Vo € [*(dz), suchthat (@) =0, [A;'V,6%> —L—|g|>
Cp—|—1

where (¢) = [ ¢(x)dx and cp > 0 is the spectral gap of —A, on the torus (see [36,
Lemma 2.6] for the proof of the previous inequality). Using this, we obtain, by applying
the previous estimate to r ( since (r) = (f) = (fy) = 0),

d

% (AQQVJ, m> >

C
hl|?. 2.22
5ol + Clinl (2.22)
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gathering (2.21) and (2.22), we get

d g Cp
—F. < B2 = =
Felf) = =lIAl =5

2 2
- el + C=la

Now we choose ¢ such that C'e < % we get

d

1 Ccp
—F(f) < ==||n|)? - —- (/).
T (f) = =5 lInll i1y
Which gives the result with k = Zc £ > 0. [

We can deduce the proof of Theorem 2.1.3.

Proof of Theorem 2.1.3. Starting from Lemma 2.3.3 and Proposition 2.3.4, we have, for
f the solution of the system (2.4),

IFII? < 2Fo(f) < 2e7"Fo(fo) < 4e™™ | foll*.

This completes the proof of Theorem 2.1.3. [

2.3.2 Hypocoercivity in the space ' (;'/?)

We will establish some technical lemmas, which will help us to deduce the exponential
time decay of the norm H'(;:'/?), noting that we work in three dimensions.
The following lemma gives the exact values of some commutators will be used later.

Lemma 2.3.5. The following equalities hold:

1. [0y,,v-V,] =0, Vie{l,23}.

2. [0u;, (—0u; +v5)] = 05 Vi, j €{1,2,3}.
3. [ vy (U/\Be)'vv] = B. ANV,

4. Vo, (WA B,) -V, = (vVAV,B.) - V,.

Proof. Let f € C3°(T? x R3). The first two equalities are obvious. We go directly to the
proof of 3. Writing B, = (B, B, B3),

[Ouys (VA Be) - Vol f =0y, (0 A Be) - Vo) f = (VA Be) - Vo) Oy, f
= Oy, [(V2B3 — v3B2)0y, f + (v3B1 — v1B3)0,, f
+ (1B = v2B1)0u, )] — (v A Be) - V) 0y, f
(BQavgf BS vzf)
= (B. AV )1 f

Similarly we can show that, forall 1 <17 < 3,

[avw (U A Be) ' Vv] == (Be N Vv)z
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This proves the equality 3. Now, we will show (4),

[an (U A Be) ' vv]f = vm<<v A Be) ' vv)f - ((U A Be) ' vv)v:tf
= (U A VmBe) ' vvf

O

Now, we are ready to build a new entropy that will allow us to show the exponential
decay of the norm H'(p'/?). We define this modified entropy by

E(w) = Cllull* + DIIVyull® + B(V,u, Vou) + || Voul’,  Vue H' (1?),

where C' > D > E > 1 are constants fixed below. We first show that £(u) is equivalent
to the norm H'(u'/?) of w.

Lemma 2.3.6. If E* < D, then Yu € H'(1'/?)
1
5”““%{«,&/?) < E(u) < 20““”%11@1/2)- (2.23)
Proof. Letu € H'(u'/?). Using the Cauchy-Schwarz inequality, we get
E? 1
BV, V)| < || Vol + 5| Vo,
which implies
2 E2 2 1 2
Cllull” + (D = = )IVeul” + (1 = HIVaul” < E(u)
2 E2 2 1 2
< ClulP + (D + ) IVl + (1 + )| Veul

This implies (2.23) if £E? < D. O

Note that using the same approach as in Section 3, we can show the existence of a
solution of the problem (2.4), which will be denoted as f, in the space H'(z/2) in the
sense of an associated semi-group. Using the preceding results, we are able to study the
decrease of the modified entropy E(f(1)).

Proposition 2.3.7. Suppose that B, € L>(T?), then there exist C, D, E and r > 0, such
that for all fo € H* (%) with {{fo)) = 0, the solution f of the system (2.4) satisfies

V>0, E(f(t) <E(fo)e ™.
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Proof. The time derivatives of the four terms defining £(f(¢)) will be calculated sepa-
rately. For the first term we have

d
ST = —2008. 1)
:—2<U‘fo,f>+2<(1)/\Be)‘va,f> _2<(_vv+v)'vvfaf>

=0 =0

= =2|[V.fII*

The second term may be calculated as

CIVAI? = 29007, 9.
= =2(Vy(v- Vo f), Vo f) + 2(Vo((v A Be) - Vi f), Vi f)
- 2<vv(_vv + U) : vvfa vvf)
= -2 <vavvf> vvf> _2<[V’U7/U : V:):Lﬂ vvf> + 2<[vv> (U A Be) . Vv]fa vvf)
=0
+2 <<(U A Be) ’ vv)vvf’ vvf> _ZH(_vv + U) ’ VU.]CH2

=0

We used the fact that the operators v - V,, and (v A B.) - V, are skew-adjoint in L?(u!/?)
by Lemma 2.5.1. According to equalities (1) and (3) of Lemma 2.3.5, we then obtain

CIVLTI? = <20V, Vo) + 2(Be AV Vof) = 2~V +0) - o fI

The time derivative of the third term can be calculated as follows:

We calculate each term of equality (2.24). For the first term, using equalities (1), (2) and
(3) of Lemma 2.3.5, we obtain

<V’Uatf7 v;rf> = —<VU<’U ' v;rf - (U A Be) ' vvf + (_vv + U) : va)v V:vf>
= _HvfoQ - <U ) Vx(va), fo> - <va, V:ch> - <Avf> V- V:ch>
+ <(Be A vfu)fv vxf> + <((U A Be) ' Vv)vvfa vxf>

For the second term of equality (2.24), using equality (4) of Lemma 2.3.5, we have

<va7 vxatf> = _<V1}f7 vx(v : vxf - (U A Be) : va + (_vv + U) : vvf»
= _<va7 v v$<v$f>> + <vvf7 (U A Va:Be> ’ vvf>
+ <vvf7 ((U A Be) : vv)vxf> - <vvf7 vxf> - <Avf7 vv . fo>
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Combining the preceding equalities of the two terms in (2.24), we get

d
7<vvf7 Va:f> - vaf||2 - <vvf7 me) + 2<(_vv + U) ' vvf: vv ’ (vzf)>

dt
- KU ’ Vz(vvf)v Vacf> + <vvf7v ’ vz(vxf»]
+ <(Be A Vv)fv sz) + <vvf7 (U A vae) ’ va)
+ [(((U A Be) ’ vv)vvf7 V:cf) + <vvf7 ((U A Be) ' Vv>va:f>]

According to Lemma 2.5.1, the operators v - V,, and (v A B,) - V, are skew-adjoint in
L2(1'/?), so we have

(V- Va(Vof), Vif) + (Vo fiv - Va(Vef)) =0 (2.25)
(VA B.) - V)V f, Vaf ) + (Vof, (WA B - Vo)V f) =0, (2.26)
Using equalities (2.25)-(2.26), we obtain

inf, Vaf) = =Vl = (Vof. Vo) + 2((=Vu + 0)Vof, Vo - (Vi f))

dt
+ {(Be AV Vo f) + (Vo f, (0 AVLB) - Vo f).

Finally, the time derivative of the last term takes the following form

= =2(Va(v- Vo f), Vo) +2(Va((v A Be) - Vo f), Ve f)

=0
— 2<Vx(—Vv + U) : vvf: vxf>
= _QHVIVUJCHQ + 2<(U A va:Be) ' vaa v:c.f> +2 <<(U N Be) ) V“)fo’ vgﬁf)

=0

= 2|V, Vo fI? +2((v AV.B.) - Vo f, Vo f),

Tying together all these computations, we get

d
ZE() = =20V fI” = 2DI(=Vo + ) - Vo f|* = B[ V.| = 2| V. Vo fI*
— (2D + E)Y(NV,.f,V,f) + 2E{(—=V, +v) - V,f,V, - (V.f))
+2D((Be AV [, Vo f) + E{(Be AV, [, Vo f)
+ E((vAVB) - Vo, Vo f) +2((v AV Be) - Vo f, Vi f).
Now, using Lemma 2.5.3, the time derivative of £(f(t)) takes the following form:

d
—E(f(t)) = = 2C|IVofI]* = 2D[(=Vu +v) - Vo fI* = BV £l = 2| V. Vo f]?

dt
— (2D + E)(Vof, Vo f) + 2E((=Vy +v) - Vo f, Vo - (Vo f))
+2D{(Be AV f,Vof) + E{(Be AV f, Ve f)
— E(Vy A (VB - Vof), Vo f) —2(Vy A (VB - Vaof), Vo f).
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Now we estimate the scalar products in the previous equality in L?(z'/?). For all n,7 and
n" > 0, we have

(2D + B)(V.f, Vuf)| < SIVafI + 52D + BV,

|2E<<_vv + U) ’ vvfa Vv ’ (Vacf)>| < va ' (v:vf)||2 + E2||(_vv + U) ’ vvf||27
2D((Be A Vo) f, Vof)] < 2D||Bellos [V f1%,

n 1
[E((B: AV £,V )l < BSIVLfIP + E%HBeHioHVUfHQ,
and using then | V2f||* < ||(=V, +v) - V. f||* + |V, []|?, we obtain

E2
V.B. |2 IV, flI?
7 IV Belli 191

[B{(Vu A (VaBe - V) Vo) < IV I+

E? i
IVaBells + IV 17,

2n'

< TNV +0) - Vuf |2+

The last scalar product is bounded by

1" 1
2((Vo A (VaBe - Vo)L VoDl < 0 IV Y fI1P + FHVxBeHio IV fII*.

Combining all the previous estimates, we have

d 1 E
- < (=2 —(2D + E)?> + 2D||B —||B.II
&) < (220 + 32D+ B)* +2D||Bullo + 5 IB.IL

/

E? n 1
AN VaBelZ + = + IV Bell2) I Vo £II?
+ o lVaBl + 5+ VLB 9.

+(=2D+ B>+ ) [ (=V, + ) - Vo |

1
+(=E+3+3B) V. fI?

+(=2+1+ 77”) Hvxvfoz'

We notice that

1
A= —(2D + E)? +2D||Be||oo +

E
S Bl
2 2n

’

E? i 1
I VeBellZ + = + 5 IV Bell% -
+ VLB +  + IV B

We choose 7, 77”, FE. D and C such that
I.p<landn <1.
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2. B> 2.
3. D> 3(E*+1).
4. C > A.

Under the previous conditions, we get

d E E
) = ~ClV.fII* - ZHVJJII2 < —Z(HvaH2 + VL fI).

Using the Poincaré inequality in space and velocity variables, we then obtain

d E E Ec
—E(F) < ==(IV.fII? V. flIH) - = SR —— oy
ZE() < 2 (IVufIP +IV.fIP) - SallfIP < —SSLE(f)
: . . E ¢,
Which completes Proposition A.1.2 with k = —— > 0. [

8 2C

Proof of Theorem 2.1.4. Using Lemma 2.3.6 and Proposition 2.3.7, we get x > 0 and
1 < E < D < C such that

111 ey < 2E(f) < 2Ce™™E(fo)

< ACE | follZs e

This completes the proof of Theorem 2.1.4. [

2.4 Enlargement of the functional space

2.4.1 Intermediate results

In this section, we extend the results of exponential time decay of the semi-group to
enlarged spaces (which we will define later), following the recent work of Gualdani, Mis-
chler, Mouhot in [26].

Notation: Let £ be a Banach space.

- We denote by C(E) the space of unbounded, closed operators with dense domains
in E.

- We denote by B(FE) the space of bounded operators in F.
- Let a € R. We define the complex half-plane

A, ={z€C,Rez > a}.

- Let L € C(E). ¥(L) denote the spectrum of the operator L and ¥,(L) its discrete
spectrum.
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- Let& € X4(L), for r sufficiently small we define the spectral projection associated
with & by
1
Mpemg— [ (L=2)7d=
Lt 2w |z—¢&|=r ( Z) :
- Leta € Rbesuch that A, N X(L) = {&1, &, ..., &} C Xa(L). We define 11, , as
the operator

k
Uz, = Z HL,gj-
j=1

We need the following definition on the convolution of semigroups (corresponding to
composition at the level of the resolvent operators).

Définition 2.4.1 (Convolution of time dependent operators). Let X, Xs and X3 be Ba-
nach spaces. For two given functions

Sy € LNR*; B(X1, X5)) and Sy € L'(R™; B(X,, X3)),

we define the convolution Sy x S; € L*(R*; B(X1, X3)) by
t
V>0, (S S1)(t) = / S5(5)Si(t — s) ds.
0

WhenS = S; = S, and X; = X, = X5, we define inductively S*!) = S and S*9) =
S * SHED) for any £ > 2.

Définition 2.4.2. Consider a Banach space (E, || - ||g) and some operator L € C(E). We
say that L is hypodissipative if it is dissipative for some norm equivalent to the canonical
norm of E and we say that L is dissipative for the norm || - ||z on E if for all f € D(L)
and f* € E* such that

(1) = A1 = 11115
we have R(Lf, f*) <O0.

The concept of hypodissipativity will be needed later. We give a practical criterion to
prove that an operator L is hypodissipative in E.

Corollary 2.4.1. [76, Chapter 1] Consider E a Banach space, L the generator of a C°-
semi-group (Sp(t))i>0, and a € R, then the operator L — a is hypodissipative on E if and
only if the semi-group S (t) satisfies the grouwth estimate

Vi >0, ||SLt)|lpm) < Me™, where M > 0.

We refer to the paper [26, Section 2.3] for an introduction to this subject. Now, we
recall the crucial Theorem of enlargement of the functional space.
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Theorem 2.4.2 (Theorem 2.13 in [26]). Let E and £ be two Banach spaces such that
ECé& LeC(E)and L € C(E) such that L, = L. We suppose that there exist A and
B € C(E) such that L = A + B (with corresponding restrictions A, B on E). Suppose
there exists a € R and n € N such that

(H,) Locating the spectrum of L:

(L) N A, = {0} C (L),

and L — a is dissipative on Im(Idg — I )

(Hs) Dissipativity of B and bounded character of A: (B — a) is hypodissipative on
Eand A€ B(E)and A € B(E).

(Hs) Regularization properties of T,,(t) = (ASz(t))"™

HTn(t>||B(€,E) S Ca,n eat’

where Sp is the semi-group associated to the operator B acting on E. Then for all 0 >
a' > a, we have the following estimate:

Ve >0, [[Sc(t) — Se(t)Tcollpe < Cue™,
where S is the semi-group associated to the operator L acting on £.

In the application of the previous theorem in the case of the Fokker-Planck opera-
tor with magnetic field, the key step of the proof is to obtain decay estimates verifying
dissipation and regularization properties. In order to prove the dissipativity of the oper-
ator we apply Corollary 2.4.1. We give a lemma providing a practical criterion to prove
hypothesis (H3) of the previous theorem.

Lemma 2.4.3 (Lemma 2.4 in [65]). Let E and £ be two Banach spaces with E2 C £ dense
with continuous embedding, and consider L € C(E) and L € C(E) with L1 = L and
a € R. Let us assume that:

a) B — a is hypodissipative on £ and B — a on E.
b) A€ B(£)and A € B(E).
c) There are constants b € R and © > 0 such that

HASB(t)HB(é',E) < Ce"t° and ||Sg(t).AHB(57E) < Ce" 9.
Then for all a' > a, there exist some explicit constants n € N and C,/ > 1, such that
Vt >0, ||Tullper < Co e,

Note that, in the application of the previous lemma in the case of the Fokker-Planck
operator with magnetic field, only regularization properties of the operator ASgz(t) are
needed to deduce the hypothesis (Hj3) of Theorem 2.4.2. (See the proof of Lemma 2.4 in
[65] and Lemma 2.17 in [26]).
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2.4.2 Study of the magnetic-Fokker-Planck operator on the spaces
LP(m) and WP (m):

This part consists in building the general framework of the problem.
Recall first the equation of Fokker-Planck (2.2) written in original variable:

OF =—-PF, F(0,z,v)= Fy(z,v), (2.27)
where — PyF =V, (V,F + KF)—v-V,F

and where we recall that P, was introduced in Section 2 and with

_ P

K(z,v) =v+v A Be(z) =V, &+ v A Be(z), where ®(v) 5

and B is the external magnetic field satisfying B, € W!*°(T?). As mentioned in Section
2, the Maxwellian y is a solution of the system (2.2). We will need the following modified
Poincaré inequality:

fo o (5)

2

p(v)dzrdo

2
>, [f <F - [, F) dv’) (1 +|Vo|?) 5 (v) dwdo,
T3 xR3 R3
(2.28)
where A, > 0 which depends on the dimension (see [65, Lemma 3.6]). See also [69], [5]

and [3].
Now we will define the expanded functional space.

Définition 2.4.3. Let m = m(v) > 0 on R? be a weight of class C™ and recall that
e The space LP(m) for p € [1, 2], is the Lebesgue space with weight associated with
the norm

1
| F o my := [|F'ml[zr = (/}R3 FP(z,v) mp(v)dvdx)p :

o We define the technical function V,,, , by

x T3

1
ra-Yv, kg™

V.m|>  A,m
5 +
m m P m

\Ijm,p = (p - 1)

where K (z,v) = v A\ Be(z) 4 v.

Remark 2.4.4. We note that V,, - (v A B.) = 0 (because B, is independent of v) and for
all m which are radial in v and independent of x, we obtain

(VA Be)-V,m=0, since (vAB) -v=0.

Therefore, we obtain that \V,,, ,, is independent of the magnetic field when m is radial in v.
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2.4. Enlargement of the functional space

We will show the decay of the semi-group associated with the problem (2.2) in the
spaces LP(m) where p € [1, 2], when m verifies the following hypothesis:

(W,) The weight m is defined such that L?(u~/2) C LP(m) with continuous injection
and
limsup ¥, , =t app < 0.

|v]—+o0

Remark 2.4.5. In the following, we note mo = p~"/? the exponential weight. By direct

computation, L*(u=Y/%) C L(my) for any q € [1,2] with continuous injection and there
exists b € R such that

sup Wingg J

q€[1,2],veR?

A 2 (2.29)
sup < v110 . |va0| ) < b.
vER3 mo mo2

(See Lemma 3.7 in [26] for a proof of the previous property). Under the previous hypoth-
esis, by direct computation we obtain that the semi-group Sy, associated to the operator
Lo := — Py defined in (2.27) is bounded from LP(mg) to LP(my).

We work now in L?(m) with a polynomial weight m satisfying Hypothesis (W,).
Lemma 2.4.6. Let m = (v)* := (1 + |v|*)*/? and p € [1,2]. Then hypothesis (W,,) is
true when k satisfies the following estimate:

1

k>3(1—5).

Proof. We consider m = (v)¥, k > 0, and we compute
Vom = kv{v)*? and Aym = k(k + 1){v)* 2.

We recall that

2
|V ,m| +Avm+(1_l)vv.K_K‘va.

\I]m,p = (p - 1) m2 m p m

Using Remark 2.4.4
Vo (WAB.)=0and (vAB,)-V,m=0,

As |v| — 400,

V.,m _
+O(Jv]™)

[of? {v)**

(v)

).
)—k +O(lv]™).
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. We deduce that )
Upp = limsup ¥, , = 3(1 — —) — k,
|v]—o0 p
and a,, , is negative if k > 3(1 — ).
By applying Holder’s inequality, we can easily show the continuous injection L?(p~'/?)
LP((v)*) for any p € [1,2]. (Cf. [26, Lemma 3.7] for more details on this subject). [

Proof of Theorem 2.1.6

From now on, we write L for the operator — F, the Fokker-Planck operator defined
in (2.27) considered on the space L?(y~'/?) defined in (2.27), respectively £, for —F,
the Fokker-Planck operator considered on the space & = LP(m), with m = (v)*, where

1

k> 3(1 — —) and p € [1,2]. We will prove Theorem 2.1.6 by applying Theorem 2.4.2 to
p

L. To verify Hypotheses (Hs) and (Hj3) of Theorem 2.4.2, we need two lemmas about

the dissipativity and regularization properties of £, following [26].

Définition 2.4.4. We split the operator Ly into two pieces: for M, R > 1, we define the
operator B by

B=Ly— A with Af = Mxzf, (2.30)

where xr(v) = x(v/R), and 0 < x € C°(T? x R3) is such that x(v) = 1 when |v| < 1.
We also denote by A and B the restriction of the operators A and B to the space E.

Lemma 2.4.7 (Dissipativity of B). Under Assumption (W), for all 0 > a > a,,,, we
can choose R, M > 1 such that the operator B — a satisfies the dissipativity estimate for
some C' >0

Vt >0, |Ss(t)FlLom) < Ce™ [|F||Lo(m)-

Proof. The proof follows the one given in Lemma 3.8 in [26]. Let /' be smooth, rapidly
decaying and positive function F'. Since of V,, , is independent of the magnetic field (see
Remark 2.4.4), by performing an integration by parts with respect to = and v and using
Remark 2.5.2 (specifically the fact that the operator v - Vi is skew-adjoint in L?(m) with
m = (v)¥ and m is independent of x), we have

1d

p — _ p—2 p
S sy = [, (€oF = Mxa()F) [FP= P (v) dado

=—(p-1) // IV, F2|FP~2mP (v) dzdv

T3 xR3

P P — PP
+//IF3><R3 |F|PW,,, , mP(v) dedv //1r3xR3 M xr(0)|F|P mP (v) dadv

< // |FIP(V,p — Mxr) mP(v) dedv.
T3 xR3
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2.4. Enlargement of the functional space

Let now take a > a,,,. As m satisfies the hypothesis (W), there exist M and R two
large constants such that

VoeR) W,,,— Mxgr<a,

and we obtain 1 y
HFH <a / |F|P mP(v) dzdv.
T3 xRR3

This completes the proof of Lemma 2.4.7. [

From now on, a, M and R are fixed. We note that B* is the dual operator of B relative
to the pivot space L?(T? x R?), which is defined as follows:

BF:=V, - (Vo,F—KF)+v-V,F— MxgF.

Lemma 2.4.8 (Regularization properties). There exists b € R and C' > 0 such that, for
allt > 0,
V1<p<q<2 [1S5(E)Follzogme < C et * G By o(ono)
V2 < ¢ <p <400, (1S (1) Foll gy < C etV Ryl

mO

where p' and ¢ are the conjugates of p and q respectively and mgy = /2.

Proof. We consider F(t) the solution of the evolution equation
atF(t) - BF(t)7 F|t:U - FO.

We introduce the following entropy defined for all ¢ € [0, 7], with 7' < 1 and r > 1 to
be fixed later:
H(t,h) = BIIR| L1 gy + "G (¢ 1),

with

G(t, h) = al|hl|72(me) + DIV T2 (ng) + B (Vah, Voh) 12(me) + B [V ah|72(m,
where B > o > D, 3, E < y/fD and r is an integer that will be determined later. We
will omit the dependence of F' on ¢. Using the methods and computations of the proof
of Proposition 2.3.7 and adapting the techniques used in [36], we choose the constants

a,D and E > 0 large enough such that there exist a constant Cg > 0 (depending on
|| Bel| oo 3y and ||V Be|| oo (13)) such that

d

%g(taF) < =Co(IVoFl122(m) + IV F I 72(my))

M M
+ 7||AUXR||%°°(T3) + 7”XR||%°°(T3) + MvaXRH%OO(T?’) HF“%Q(mo)
2 2
—Co([IVoF [12(me) + NIV F (1 Z20m0)) + Cxll F 72 (mo)
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Here, C,, > 0 is a uniform constant in R > 1 but depends on M.

d r—1 'rd
%H(t,F) —HFHLl o Tt g(t, F)+td

G(t, F)
< B%HFHLl(mO) +rt"'G(t, F)
— Cot" (Vo F (| 22(mg) + I Ve Fl2(me)) + Cx tI1F [ F2me)

We choose the constants 5 and 7" > 0 such that

Cg Cg 1
—and T <
f<g, an 27*(D 5
We deduce that
d d 2 G.r 2 2 2
%H(@F) < B%HF“Ll(mg) -t (||VUF||L2(mO) +1 ||VCCF||L2(m0)>
Cy .,
+ 7’%" IFNZ 2 gy - (2.31)

Now, the Nash inequality [71] implies that there exists Cy > 0 such that

// F(z,v)|* m§ dvdv <C’d<// Voo (F mo)|? dmdv)d
dele Td x
pEsy
x ( i dxdv) | (2.32)
TdxRd

We need to have an estimate based on ||V, F'|| 2(m,)- Firstly,
/ IV (Fmo)|? dedv = // IV, F + %Fﬁmg ddv
<2 (// |V, F|?m? drdv + // |F|?|v]* m3 d:cdv)
<2 (IVoF 3 2mg) + 10 Fll320mg)) - (2.33)

On the other hand, we use the fact that v m§ = V,(m§) to estimate ||0F|| ,2(m,). We get

//|F\2]v|2m%d:vdv://U\F|2-vmgdazdv
—// |F|? - Vo (m?) dxdo,

and integrating by parts in v in the previous estimate, we obtain
//|F| lv|> m§ dedv < — //V v |F|?) m3 dzdv

:—3//|F|2m0d:1:dv—2//U-FVUFmgdxdv
< —2//U-FVva(2)dxdv.
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2.4. Enlargement of the functional space

Applying the Cauchy-Schwarz inequality, we get

// |F|?|v]* m dedv < 2 <// [v?|F|> m2 dmdv>1/2 X <// IV, F|[>m? dxdv>1/2
<8 //leF|2m§dxdv+; //|v|2|F|2m§dxdu.
Therefore
// |F?|v]* m2 dzdv < 16 // |V, F > m? dedv. (2.34)
Using the previous estimate and inequality (2.33), we have
//\VU(FmO)IQdmdU <34 //yvvFngda:dv.

Using the previous inequality and the fact that V. (F'mg) = mg V. F (since mq does not
depend on z), there exists C; > 0 such that the estimate (2.32) becomes

d
/ d+1
//deRd |F(z,v)|* mé dovdv <C, (//deRd Ve F)[?mg dxdv)
X (// |F|77”L0dxdv)dJrl
Td x R4

Using Young’s inequality with p = (d+ 1) and ¢ = (d + 1)/d , we get, for all ¢ > 0,

_2
// F(z,v)]*md dzdv < Clt—34/4+1 (// | F'|mq dmdv) "
'Jl'd><]Rd TexR?

d_
x ¢34/d+1 (//]I‘d n Voo F [Pm dxdv) "

< Coat ™ | FllEamg) + € IVanF l72(m

Using the previous estimate, we choose ¢ > 0 small enough that there is a C” > 0

d d 2 " r—1-3d 2
@7‘[(@ F) < B%HFHLl(mg) +C ¢ 1E 171 (o) -

According to Remark 2.4.5 there exists b € R such that Vp € [1, 2]
d
i1 lzrne) < O Fllzegmoy, V20,

Finally, using the previous estimate when p = 1 and choosing r = 3d 4 1, we deduce that
there exists B” > 0 such

d . B”
T H(F) < BIFIL g < 5 HEF).
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Thanks to Gronwall’s Lemma, there exists B”" > ( such that

vt € [0,7], H(t, F) < B"H(0,F) < C||FRlls

mo)*

Then,
C

S it 1 Foll7

(mo)*

a
As a consequence, using the continuity of Sz(t) on LP(mg) with p = 2,
Vt € (T,4+00), [FlZ20my) = IS8(t = T+ T) Fo|72(me) < C e“" " 1S5(T) Fol|72 o)

and eventually for all ¢ € (0, +00)

IF |72 () < Py 1 Fol17 4 (1)

Let us now consider p and ¢ satisfying 1 < p < g < 2. Si(t) is continuous from
LP(mg) into L(myg) using the Riesz-Thorin Interpolation Theorem. Moreover, if we
denote by C,, ,(t) the norm of Sp(t) : LP(mg) — L%(my), we get the following estimate:

2 2 bt
q

22 2_q 2
Cralt) < Cop" (1) Oy () O " (1) < Oy

3d+1)(1/p—1/q)"
This shows the first estimate.
Now we will show the second estimate. According to the first estimate, we have
_ 1_1
VI<p<q<2, [[S5(t)FollLame < C et PG| Byl 1omg),
which means o
1Sy gt (Dhllza < C ¢ CHDGZD 1|,
where h = mgF{. Then by duality, we get

IS

-
mo B* mg

1<t)hHLpl < O et t—(3d+1)(%—%) HhHLq’7

where p' and ¢ are the conjugates of p and ¢ respectively. Which gives the result by
reusing the definition of weighted dual spaces

1

—(3d+1)(2 -1
1S5 (&) Eoll 17 1) < O bt 4B q)||F0HLq'(mO>'

This completes the proof. 0

Corollary 2.4.9. Let m be a weight that satisfies Hypothesis 2.1.7, then there exists © > 0
such that for all Fy € LP(m) with p € [1, 2], we have the following estimate

V>0, [ ASsw Foll2(me) < Ce” ™ || Foll Lo (my,
VE >0,  [|Sswe Ao 120me) < Ce™ 7 || Foll Lom),

where mg = = /2.
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Proof. We first prove the second inequality. Let Fy € L”(m) with m a polynomial weight
satisfying Hypothesis 2.1.7. Forall 1 < p < 2 and for all ¢ €]0,1] and v € R3, using
Lemma 2.4.8 with ¢ = 2, we get

1S5(t)AFp|| 12(mgy < Cle®t ¢~ B ||AF0||LP (m0)
< C btt 3d+1 ‘AFO

Lp(m)

< C Mt BHNG3) o < sup mo<v)> | Fo]l e (m)
vEB(O,R) m(v)

/ —_ lfl -
< C M EHNGTD | Fyl| gy < C' et || Foll g,

where © = (3d+ 1)(1/p—1/2) > 0.
To show the first estimate, we proceed step by step.
Step 1: First, we will show the following estimate:

18- ()91l vy < C'€" 7 Nlgllz20me), ¥ > 0. (2.35)
Indeed, using the continuous and dense injection L? (mg) C L (m), we obtain
158 @9l £t (my < 195+ () 9 £ (o
then using Lemma 2.4.8 with ¢’ = 2, we obtain
155+ (1) gl o' (mgy < C 47 llgllz2(me), V¢ 20, (2.36)

where © = (3d + 1)(1/p — 1/2).
Step 2: Of the inequality (2.36), it follows that for g = AFj, we get

HSB* -AFOHLP’(m) < Cet© ||AF0||L2(m0)a

which means, denoting h = mFj

| S m-1 Ahl < Cet®

< OO
2

by a duality argument and noting that A* = A, we get
| A SpBm-1 b2 < Cet=® ||h||Lp .

Finally, according to our definition of weighted dual spaces and replacing ~» by mFjy, we
obtain

| AS5(0) o) < C ¢ 4O [ Fbll (2.37)
To obtain the result, we notice that
A S5(t) FollL2(me) < A S5(t) Foll z2(m),

and we combine the previous estimate with the estimate (2.37), which completes the proof
of the first estimate. O
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Now we prove Theorem 2.1.6.

Proof of Theorem 2.1.6. For p € [1,2]. We consider £ = LP(m), E = L*(m,), and de-
note Ly and L, the Fokker-planck operator considered respectively on £ and E' (defined
in (2.27)). We split the operator as Ly = A + B as in (2.30). Let us proceed step by step:
e Step 1: Verification of condition (/) of Theorem 2.4.2

Theorem 2.1.3 shows us the existence of the semi-group Si,(t), associated with the

Fokker-Planck operator defined in (2.27) on the space L?(mg) where mo = pu~/? and
the constants ~ and ¢ > 0, for which, for all Fy € L?(my) such that ((Fp)) = 0,
Vi > O, “F(t)HLQ(mo) S Ce_ﬁtHFOHLQ(mO)- (238)

Which implies the dissipativity of the operator Ly — a on F, forall 0 > a > —k.

e Step 2: Verification of condition (/) of Theorem 2.4.2.

According to Lemma 2.4.7 and Corollary 2.4.1, the operator B — «a is dissipative on &,
forall 0 > a > a,,,, and by definition of the operator A and A, we have A € B(£) and
A€ B(E).

e Step 3: Verification of condition (H3) of Theorem 2.4.2. According to Corollary
2.4.9, the operators ASp and Sp.A satisfy the property ¢) of Lemma 2.4.3. By applying
Lemma 2.4.3,

||Sg(t)AHB(g,E) < Ce?¢t=© and HASB(t)HB(E,E) < Ce? 179,
Then for all @’ > a, there exist constructible constants n € N and C,; > 1, such that
V>0, [|T0(t)||Bem < Cue™.

e Step 4: End of the Proof

All the hypotheses of Theorem 2.4.2 are satisfied. We deduce that £, — a is a dissipative
operator on & for all @ > max(ay,,, —), with the semi-group S, (¢) satisfying estimate
(2.8). ]

Remark 2.4.10. It is possible to give an alternative proof of results of decay in polynomi-
ally weighted L? spaces (Theorem 2.1.6) using an enlargement argument, whose starting
point is the result of decay in H'(mg) where mg = p~'/2, since H'(mgo) C LP(m) with
m = (v)* and k > 3(1 — ;1)) Indeed, the conditions (Hy) and (Hs) of Theorem 2.4.2
are satisfied by Theorem 2.1.4 and Lemma 2.4.7 respectively. It remains to verify the
condition (Hj). In the proof of Lemma 2.4.8, it is shown that

H(tvF) <C ||F0H%1(m0)7 Vt € (O,T] :
Allong with the definition of H, we obtain for all t € (0,T]
C/
1S58 FollZ2(me) < Zazrs € IO Z s (o).
C//
$3d+2

Cl//

t3d+4

IV S5 () FollZ2(mg) < N ol Z1 (o)

V2S5 () Foll72(my) < o121 gy -
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Following in the proof of Lemma 2.4.8, we obtain

¢
Vi€ (0,+00),  S5(t) ol <

(mo) = 43d+4 bt”Fﬂnil

(mo)"

By interpolation, we get
Wt € (0,400), V1 <p <2, [[S5(t) Follmmey < C et~ G || Byl oy

Therefore, using the same techniques as in the proof of Corollary 2.4.9, we prove that the
property c¢) of Lemma 2.4.3 is satisfied. Then by applying Lemma 2.4.3 we obtain that
the condition (H3) is satisfied. Finally, by applying Theorem 2.4.2 we deduce the proof of
Theorem 2.1.6.

One could try to use Lemma 2.17 in [26] to prove the hypothesis (H3) in Theorem
2.4.2. But the presence of the magnetic field creates a lot of difficulties in adapting the
proof of this lemma. We note also that in the hypothesis of Lemma 2.17 include an
estimate of type

Tl B2 (ms2moyy < Ce™ /™

where T, (t) = (ASg(t))*™ for some n with o € (0, 1] whereas our estimates are of the
forma =3d+1>1andn = 1.
Proof of Theorem 2.1.8

This part is dedicated to the proof of the exponential time decay estimates of the semi-
group associated with the Cauchy problem (2.2) with an external magnetic field 5., with
an initial datum in W'?(m) defined in (2.9).

For the proof of Theorem 2.1.8, we consider the space £ = W'?(m) and E =
Hl (mo)

Définition 2.4.5. We split operator L into two pieces and define for all R, M > 0

Bu = Lou — Au with Au = M x gu, (2.39)

where M > 0, xp(v) = x(v/R) R > 1, and x € C§°(R?) such that x(v) = 1 |v|] < 1.
We also denote A and B the restriction of operators A and B on the space E respectively.

Lemma 2.4.11 (Dissipativity of B). Under Assumption 2.1.7 and suppose that B, €
Whoo(T?), there exists M and R > 0 such that for all 0 > a > ma2><3( .15 O o) (defined

in (2.47)-(2.49) and (2.56)-(2.58)) such that operator B — a is dissipative in lep(m)
where p € [1,2]. In other words, the semi-group S satisfies the following estimate:

\V/t Z 0, HSB(t)FOHWl,p(m) S eat ||FO||VV1-,p(m)7 vFO S Wl,p(m).
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Proof. Let Fy € W'*(m). We consider F the solution of the evolution equation
('3tF - BF, ﬂt:o - Fo. (240)
Recall that the norm on the space lep(m) is given by
L1y = IE W oy + IV F Iy + 1V F [0y

where m = m(v). leferentlating the previous equality with respect to ¢, we get

d1
|| ||W1,,(m— || Zogmy + %];IIVUFII m)+ ||V Flz (2.41)

We now estimate each term of the equality (2.41).
For the first term in (2.41), we apply Lemma 2.4.7 and get

1d -
e Ny <[] Py = Moxw) i (v) dado,

Secondly, we differentiate the equation (2.40) with respect to v, and then we use the
equalities of Lemma 2.3.5. We get the following equation (recall d = 3):

OV F =B(V,F)+3V,F+ (B.AV,)F =V, F —M(V,-xr)EF:. (2.42)
This gives

oIV sy = [ 05T PP VP e dudo
_ / / B(V,F)|V FIP~2 -V, Fm? dvdv + 3|V F |15,
_ // V. F|V,F|P~%-V,Fm? dedv
+ / / (B. AV F |V, FP~2 -V, Fm? dedv

B M//<vaR)F |V F|P~2 -V, FmP dxdo.

Then, proceeding exactly as in the proof of Lemma 2.4.7 and applying Young’s inequality,
we obtain for all n; > 0

<//|V FP( mp—MXR)mpdde+3||V Fll Lo my

||V Fll Loy + 5 ||V FIIL, ﬁCmHVvXHLw(Ri*) [V
+ f”l“vaHLoo(R?’) Vo F' || Lo (my + ||B oo (r3) (I Vo F [ 2o (o
< // <|VUF|p (Uinp — Mxr+3+ 5 + EHVU X oo raym + ||BeHL°°(1r3)> m? dxdv

M
HV Fllom + 5

7 OV Xllzoe@s) I1F 2o gm)-
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Finally, we estimate the last term of the equality (2.41). We treat two cases, and then we
use an interpolation argument to complete the proof.

e Casel: p=1.

We differentiate the equation (2.40) with respect to z; for all 7 = 1,2, 3, then we use the
equalities of Lemma 2.3.5. We will have the following equation:

00y, F = B(0y, F) + (v A Oy, Be) - V, F. (2.43)
Using the previous equation, we obtain
jt 10, Fll 1y = / 8,19, F| m dadv
— //(@i@tF) 8, F 0, F|~ m dzdv
— // B(0,,F) 0,,F|0,, F| m dadv
+ //(v A8y, Bo) - VoF 0y, F |00, F| ™ m ddo.

Using the computations made in Lemma 2.4.7 for p = 1, using Lemma 2.6.1 in the
appendix B, and performing an integration by parts with respect to v, we get

d
— 102, F |l 2 (m
< // (V1 — MxRr) |0y, Flmdzxdv — //(v A Oy, B.)F 0,,F |0, F| ' Vym dadv,

=0

where, we used the fact that (v A 0, B.) - V,mm = 0. Then, defining the norm

3
HvxFHLP(m) = Z ||aﬂﬁzFHLp(m)7

=1

and using the previous definition, we have

d
7 IV F || L1m) < // (U1 — Mxg) |V F|mdzdv.

Collecting all the estimates, we obtain

d
%HFHVT/Ll(m)
M -
< // <\Ijm71 — MXR + ﬁCm HVUXHLOO(R3)> |F‘ m dxdv

1 M
NV e
+//( m,1 XR+3+2‘|‘R771

1
+ // (\I'm,l — Mxr+ 2) Vo F|mdrdo.

[Vox|| oo ey + ||Be||L°O(’]I‘3)> |V, F|mdxdv
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We define then (for M and R to be fixed below).

M
Ul =g — Mxp+ ECm||vv><||Lm(]R3), (2.44)
9 1 M
\Ijm,l = \I]m,l — MXR + 3 + 5 + ﬁanVUX”L"O(RS) + HBeHLoo(T3)7 (245)
1
Ul =W — Mxg+ 5 (2.46)
(Recall that lim sup ¥,,, ; = —k). We denote then
|v]—+o0
pyy = —k—1, (2.47)
7
afn,l = —k+ B} + || Bel| oo (13), (2.48)
1
ad, = —k+ 3 (2.49)

We now assume that k satisfies
7
k > 5 + ||Be||Loo(’]T3). (2.50)

Hypothesis (2.50) implies that aﬁml < 0, forall 7 = 1,2,3. Consequently, for n; suf-

ficiently small, we may then find M and R > 0 large enough so that, for all 0 > a >

max(ay, 1, aa, 1,05, 1), We have

d
2 IEOlwr1imy < all @l - (2.51)

Hence the operator B — a is dissipative on W' (m) .

e Case 2: p = 2.

Again, we differentiate the equation (2.40) with respect to =, and we use the equalities of
Lemma 2.3.5 to obtain the following equation:

OV F =BV, F)+ (vAV,B.)V,F. (2.52)
Using the calculations made in Lemma 2.4.7 and the previous equation, we obtain

1

IV Flis

m) =~ // |V, V. F|*m? dvdv

+ / / (Upns — Myr)|VoF[>m? dedo

+ //(v AV,B,) - VoF Vo F m? drdv.
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Then, by integration by parts with respect to v, we get

= 2Hv FllZam < — //|v V. F*m? dadv

+ // m2 — Mxg)|V.F*m? dxdv
+ // v AV, B,||F| VoV, F| m? dzdv
According to the Cauchy-Schwarz inequality, for every € > 0, there is a C. > 0 such that
dwuv Fl2am < — //\v V., F|?m? dxvar// o — MxR)|VaF[2m? dzdv

+6//|VUVmF\2m dxdv+05//|v/\Be| |F|*m? dzdv.

1
We choose ¢ = T and we finally get

dt2Hv F”L2 ) S // oo — MxR)| V. F|*m? dvdv
4 2Bl | F sy + IVl

Collecting all the estimates, we thus obtain

d1
dt 2

M 1 )
<[ (qu,g — Mxn+ o [Vu x|y + Qy\vae\|Loo(T3)) P2 m? dado

SIEIF 20

1 M
+ // ( m,2 T MXR +3 + + R 771HVU XHLDO(R3) + HBEHLOO(']I‘3)> ’vvFP m2 drdv
1
+ // (‘I’m,z — Mxg+ 5 + 2) |V F|?m? dedv
Again, we define then, for M and R to be fixed in the next paragraph
M 1
\Ifin’2 = W50 — Mxg+ ﬁOmHVU X|| £oo (m3y + §HV$B,3||L00(T3), (2.53)
1 M
U2 =Vns— Mxg+3 to 7 — ||V X oo @3y + || Bell oo (13 (2.54)
U =Wy — Myg+ 1. (2.55)
Again, we denote
3 1
Uy = 5~ k—1+ §HvaeHL°°(’]T3) (2.56)
2 3 7
Uz =5 = k+ 5+l Bell=rs) (2.57)
3
ar,y = 5 —k+1 (2.58)
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Assuming k satisfies
1
k> 5+ max (HBQHWW), ZHVIBeHLm(TS)) , (2.59)

we obtain that aﬁmZ < Oforallz = 1,2,3. Consequently, we may find M, R > 0 large

enough so that for all 0 > a > max(a’ ,,a? ,,a3 ,)

m,27 “'m,27 “'m,2
d1
dt 2

Hence the operator B — a is dissipative on T 2(m) for such M and R.
For the general case 1 < p < 2: The cases 1 and 2 show us that the operator Sz(?)
is continuous on Wt(m) (on W'2(m)) with the operator B is given by

B=Lo—Mxr,

IE @120y < @ IF @12y

where M and R > 0 agree with the conditions given in case 1 and case 2. Applying
the Riesz-Thorin interpolation Theorem and using Hypothesis 2.1.7, we obtain that the
operator Sg(t) is continuous on WP (m) for all 1 < p < 2, with the following dissipative
estimate:

V0 >a > max(a’in,ha’in,% L= 17 273)7 HSB(t> FOHWLp(m) < Ceat ”FOHVTNP(m)
This completes the proof. 0

Remark 2.4.12. We note that the only step where we needed to suppose F' € L*({v) m)
and V,F,V, F € L*(m), was in the estimate of

/ / (0 AVLB,) -V F VY, Fm?dedv. (2.60)

But this problem is not encountered in Sobolev space with exponential weight j1=/, be-
cause we have the equality

_ v
Vv,u 1/2:§,u 1/27

that allowed us to estimate the term (2.60) with m = mg = ,u_l/ 2 without the need to add
a weight. (See Lemma 2.5.3). This is no longer true with a polymonial weight because

V, (W) = kv (v)F2.
From now on, M and R are fixed as in Lemma 2.4.11.
Lemma 2.4.13 (Property of regularization). There exist b and C > 0 such that, for all
p,gwithl < p <q <2, we have

_ 1_1
Yt >0, [[S5(t)Folliragme < Cet VG0 | Fyll s (2.61)

mo)*

VE>0, Sz (t)F )< Cett~BHNG=) || By (2.62)

W12 (myg W14 (mo)

Here 2 < ¢ < p' < 400 are the conjugates of p and q respectively.
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Proof. Let F’ be the solution of the evolution equation
oF = BF, F,_, = F.
In to the proof of Lemma 2.4.8, the following relative entropy has been introduced
H(t,h) = BlIAlLi ) + "G (t, h),
with G defined by
G(t, k) = Cll72(mg) + DIV Rl T2(ngy + E 1 (Vah, Voh) + at® [ Voh[Z2(ng-

We have shown, for constants «, D, E/ and $ > 0 well chosen, that there exist C' > 0 and
r = 3d + 1 such that

Vt>0, H(t F) < B"H0,Fy) < ClFol13 s mo)

Using the previous estimate and the definition of H and G, we get

« C’

||SB< )FOHL2 t3d+1 H(ta F) < 43d-+1 thFOHLl(mO
o o

HV’USB< )FOHL2 t3d+2 H(ta F) t3d+2 || OHLl(mO)
B o o

HVISB< )FOHL2 (mg) = t3d+4 H(tﬂ F) < t3d+4 ||F0HL1(m0

Therefore,

C
AS [07+OO)7 HSB( )F()”Hl(mo < t3d+4ebt HF0||I2/V171(m0)’

Finally, to complete the proof, we use the Riesz-Thorin Interpolation Theorem in the
real case on the operator Sz(t) . We obtain the continuity of Sz(t) from WP (my) to
Wh4(myg), with Sy satisfying the estimate (2.61).

The estimate (2.62) follows from (2.61) by duality. L]

Corollary 2.4.14. Let m be a weight that satisfies Hypothesis 2.1.7. Then there exists
© > 0 such that for all Fy € W'?(m) with p € [1, 2]

vt >0, [|ASs(®)EFollaime) < Ce" 7 [ Folliringmy:
vt >0, [[S5A®)Follariome) < Ce t= | Follyiogmy-
Proof. The proof is similar to that of Corollary 2.4.9. [

Proof of Theorem 2.1.8. The estimate (2.11) is an immediate consequence of Theorem
2.4.2 together with Theorem 2.1.4, Lemma 2.4.11, Lemma 2.4.13 and Corollary 2.4.14.
[
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2.5 Appendix A. Property of the operator (v A B,) - V,

In the following Lemma we show that operator (v A B,) - V,, and v - V,, are formally
skew-adjoint operators in the space L?(u'/?).

Lemma 2.5.1. Let B, be the external magnetic field, then, with adjoints in the space
L3(%),
(WA Be)-Vy)" = —=(WwAB) -V,

and
(v-V.) = —v-V,.

Proof. Let f and g € C$°(R? x T?). We have

(A B.) - V) f.g) = {f. (A B.) - ¥,)g)
— [[ 1w n B - V.)gdudp,

where du = p(v) dv. Using the fact
(VA B.)-V,f =V, (vAB)f,
we obtain
(WAB) V) F.9) = [[ £V (0 A B)gdudp

=~ [[ 1=V +v)- (v A B g dudp,

since (v A B,) - v = 0. By integration by parts, we have then

(A Be) - V) frg) /Vf (v A Be)gdxdpu

——/ g(vAB) -V, fdrdu
= _<((U A Be) ’ Vv)fu g>

For the second equality, we obtain

(v- Vo) f,9) = (f,v-Vag) =/ [ (v-V,g) dedp,

by integration by parts with respect to x. Since p is independent of x, we have then

(- V) f.9) == [[ (0 Vof) gdrdp = —(v- V.1, 9)

This completes the proof. 0
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Remark 2.5.2. We can generalize the results of the preceding Lemma for all function m
which are radial in v and independent of x. We obtain that v -V, and (v A\ B,) - V,, are
formally skew-adjoint operators in the space L?(m).

Now, we give the following technical lemma.

Lemma 2.5.3. We have the following equalities in L*(1*/?):
i. (0 AVeBe) - Vof, Vo f) = =(Vo A(VaBe - Vo f), Vo f).
ii. (VAVBe) -Vuf,Vaof)=—(VuN(VsBe-Vaif),Vyf).
where NV , B, is the Jacobian matrix of the function x — B.(z) = (B1(z), Ba2(x), Bs(x)).

Proof. Let f € C5°(T? x R?). We will show (i), using the fact that
—vp(v) = Vy(u(v)), Vo € R,
we obtain

(0 AVLB.) - Vof, Vo f) = / (0 AVLB.) - Vof) - Vo f dedp
3 [ (Tottlo) AV.B) - V), B, f doe
=1
3
- Z l:/ am:u(v) ((sze)i2 avgf - (vae)z{; awf) &,Zf d!EdU]
=1
3
= 3| [ 0ut0) (VaBo)is 00 f = (VB 0 F) 00, f ddo]
=1

3
-2
i=1

where dy = p1(v) dv. Then, by an integration by parts with respect to v, we get

/avsﬂ(v) ((vae)il a’l)gf - (Vche>1'2 81,1 f) avzf dLL’dU:| s

(VAVLB) - Vof, Vof) =Y

=1

+ZU (VaBo)is Ousf = (VB 0, f) 0,0, f drdy

[ (VB 0oy~ (VeBo)is Ous ) 0000, f

+Z[ / ((VaBo)ir O = (VB2 00, ) 00,0, f dodu]

Then we rewrite the integrals as mixed products between vectors, so we get
3

<(U A vae) ) vvf7 va> - Z |;/ (a’UQanf (va:Be)i?) - av;;avif (vae)zQ) avlf dl‘du_

i=1

_|_

-

[ 000 (VB — 0000 (V2 Bo)) D f ]

1

)

+

-

[ 0u0uf (V2B.)is = 0000 (VuBe)u) 0 .

1

7
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Finally, we deduce the equality (i) by the following equalities

3

(A5 Vb, Vof) == [ (Von (S0 (9250 ) - Vo ded

= [(Vu A (VaBe - Vuf)) - Vo f dudp
= —<Vq) A (v:{:Be ' vvf)a V’Uf>

Similarly, we can show (i1). This completes the proof. 0

2.6 Appendix B. Non positivity of a certain integral

The following well-know lemma is used in the proof of the dissipativity of the operator
B — a in the spaces LP(m) and WP (m) in Section 2.4. This lemma is a special case of
the general study done in the article [15].

Lemma 2.6.1. Let g be a smooth function and let p > 1. Then the following integral is
well-posed and satisfy the following estimate

//11*3><R3 (Ayg) gP~? g dzdv < 0.

Proof. Formal integration by parts with respect to v justifies the property for all p > 1.
For p = 1, we regularize and use convexity of the function ¥ : s — |s]. ]
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Etude de I’opérateur quadratique de
Kramers-Fokker-Planck avec un champ
magnétique extérieur

Résumé

On considere I’opérateur de Kramers-Fokker-Planck avec un champ magnétique constant
et avec un potentiel quadratique. On exprime explicitement la norme du semi-groupe as-
socié a I’opérateur considéré proche de 1’équilibre pour étudier I’influence du champ ma-
gnétique sur le retour a I’équilibre. On montre des estimations explicites et précises de
cette norme en temps petit et long ainsi des estimations uniformes en temps lorsque le
parametre magnétique b tend vers infini.

Abstract

We study the quadratic Kramers-Fokker-Planck operator with a constant magnetic
field and with a quadratic potential. We describe the exact expression of the norm of
the semi-group associated to the operator near the equilibrium. At this level, explicit and
accurate estimates of this norm are shown in small and long times as well as uniform-in-
time estimates when the magnetic parameter b tends to infinity.
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Chapter 3 — Etude de I’opérateur quadratique de Kramers-Fokker-Planck-Magnétique

3.1 Introduction et résultats principales

3.1.1 Présentation de I’opérateur

On considere P I’opérateur de Kramers-Fokker-Planck quadratique avec un champ
magnétique extérieur constant B, € R? et un champ €lectrique linéaire isotrope E,(x) :=
ax avec a > 0

P=(-V,+v/2) - (V,+v/2) +v-Vo+ E.-V,+ (vAB.) - V,.

ot v € RY représente la vitesse, + € R? représente la variable d’espace et t > 0 est le
temps. On note que si d = 3, en effectuant une rotation on peut toujours se ramener a un
champ de vecteur du type (0,0, b), ce qui nous permet de prendre B, € {(0,0,b) /b €
R}. En plus, en dimension trois, on sait qu’il existe une direction qui ne dépend pas du
champ magnétique (direction parallele ou anti-parallele au champ magnétique d’ou I’effet
magnétique est nul). Ceci nous justifie la restriction au cas de dimension 2.

Par changement de variables (voir [58, Section 4.1] pour plus de détails), I’opérateur
P peut s’écrire sous la forme symétrisé suivante :

2P, = (—=V,+v) - (Vo +v)+2Va(v-V, —z-V,) + b(v10y, — v20,,). (3.1)

Maintenant, on décompose 1’opérateur I, ;, en fonction des opérateurs de création et d’an-
nihilation (cf [97, Théoreme 1.4]). H. Risken dans [79] a proposé une décomposition en
opérateurs de création et d’annihilation dans le cas de I’opérateur de Kramers-Fokker-
Planck sans champ magnétique, et il se trouve que nous sommes capables méme avec un
champ magnétique a I’écrire sous la forme suivante :

1

4

jk=1

Pa,b:

ol (m;);x sont les coefficients de la matrice M, définie par

1 b Ja o
b 1 0 +a

Ma,b— _\/a 0 0 0 (33)
0 —va 0 0

et les opérateurs d’annihilation (A;);_, et de création (A})j_, sont

Aj = &Uj —|—$j, A;k = _8xj —|—[Ej VJ = 1,2,
Aj == 8vj_2 + Vj—2 A; - —81,3._2 -+ Vj—2 VJ == 3,4

L’ avantage de cette décomposition est qu’on peut appliquer la théorie abstraite faite pour
ce type des opérateurs. En citant les travaux de Aleman-Viola dans [2], qui consiste, par
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exemple, a donner une description exacte du spectre de 1’opérateur en fonction du spectre
de sa matrice associée (voir [97, Thm 1.4], [1, Section 1] et [88, 51]). Pour des calculs
explicites du spectre de 1’opérateur de Kramers-Fokker-Planck quadratique sans champ
magnétique, nous nous référons les lecteurs au livre de B. Helffer et F. Nier [73, Section
5.5.1].

Il est important d’étudier le comportement asymptotique de la solution de 1’équation
d’évolution associée a I’opérateur non-autoadjoint F, j,

Owu(t,z) + Papu(t,z) =0
uj,_, = up € L*(R").

Plus spécifiquement, on s’intéresse a la question de retour a 1’équilibre. Cela revient gé-
néralement a étudier I’opérateur suivant :

e_tP“vb (]_ — Ho)

ou Il est le projecteur spectral associé a la valeur propre zéro (typiquement il représente
le projecteur orthogonal sur le sous espace vectoriel engendré par la maxwellienne asso-
ciée au probleme) et ol e ' 7=o représente le semi-groupe associé a I’opérateur P, ;. De
nombreux travaux [88, 1, 2] conduisent a aborder la question de retour a équilibre a partir
de I’étude de I’asymptotique de la norme de la matrice exponentielle e ~*Ma2. Et ceci se
fait trés bien en utilisant 1’€galité suivante :

le™""*(1 — Tho) [l 5z2(rey) = lle™™=]],

ol || - ||(r2(r4y) désigne la norme sur I’ensemble B(L*(R*)) des opérateurs bornés sur
L*(R*) et || - || désigne la norme standard sur 1’espace des matrices comme opérateurs
linéaires, induite par la norme euclidienne sur C*. On note que cette derniere égalité est
montrée dans [2, Corollaire 7]. Le calcul de cette norme représente le coeur de notre pré-
sent travail ou on calcul explicitement la norme précédente en fonctions des parametres a
et b. Dans ce chapitre, on va poursuivre I’étude du cas modele de 1’opérateur de Fokker-
Planck avec un champ magnétique extérieur fort, commencée dans un cadre plus large
que quadratique dans [59] pour I’étude purement cinétique en utilisant la méthode d’hy-
pocoercivité, qui a été €laborés par F. Hérau [39] et C. Villani [95], et la méthode de
factorisation et d’élargissements d’espace fonctionnel, qui est abordé par M. Gualdani et
al. [26]. Puis, nous renvoyons les lecteurs a I’article [58] pour une démonstration des es-
timations maximales sur ce modele, en donnant une caractérisation du domaine de son
extension fermé en se basant sur des outils d’hypoellipticité maximales extrémement so-
phistiqués développés par B. Helffer et J. Nourrigat dans les années 1980 (voir [34]). On
va étudier le cas de I’opérateur quadratique de Kramers-Fokker-Planck avec un champ
magnétique extérieur constant. Tout d’abord, on cherchera a expliciter I’expression exacte
de la norme de I’exponentielle de la matrice M, p, en utilisant la méthode d’interpolation
de Lagrange et quelques propriétés de symétries qu’on remarquera dans la structure algé-
brique associée a M, ;. Ensuite, on pourra en déduire des estimations précises de la norme
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de la solution de I’équation d’évolution associée a I’opérateur F, ; a plusieurs niveaux. En
mesurant en particulier le comportement en temps petit et long ainsi, de maniere uniforme
en t, I’asymptotique lorsque le champ magnétique tend vers infini.

3.1.2 Les résultats principaux

Le premier résultat de ce chapitre est une description exacte du spectre de 1’opéra-
teur P, et le comportement lorsque b tend vers I'infini de son trou spectral qui égale a
min{R\, A € X(P,;) \ {0})} = min{R\, A € X(M,,)} ot £(F,;) désigne le spectre
de P, ab-

Théoreme 3.1.1. Soit a > 0. Alors les valeurs propres généralisées de ’opérateur P,
sont

4
ap =Y ANkj, VkeN!,
j=1

avec { ), }?:1 les valeurs propres de M, qui sont définies dans (3.9) et (3.10). De plus,
ona

1) Quandb — 400, on a

A= 55+ O((@)%7) —i(=5 + O((a)™)),
No=1— % L O(a)2Y) —i(b+ % + O((a)2b?)),
Ao = 75+ O((@)%™) +i(—3 + O((a)*b™)),
M=1— giz L O(a)2Y) +i(b + % +O((a)27%)).

oit (a) = (1 +a?)V/2
2) Sib# 0, pour tout \; € X(M,}) alors S(N;) # 0.
3) Le spectre de M, ne dépend pas du signe de b.

Maintenant, on s’intéresse au calcul explicite de la norme de la matrice exponentielle

e tMap en fonction des quantités auxiliaires suivantes :
A=A +idy=1-V" —4a —2ib (3.4)
c=c] +icy = \/Z, 3.5

ou Al,AQ,Cl etcy € R.

Théoreme 3.1.2. Poura > 0, b € Rett > 0, considérons A et c qui sont définis dans
(3.4) et (3.5). Soit

T =—((JA] = A1 + 2) cosh eyt + (JA] + Ay — 2) cos cot) (3.6)

N | =
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et

1
S =8a(l — R(coshet)) + 1(2 — Ay)|A|(cosh 2¢1t — cos 2¢at) (3.7)
1
+ (2a + 1\A|2)(cosh 2c1t + cos 2cat — 2),

la norme de I’exponentielle de M, définie dans (3.3) est

_ 1
e~ Mar||2 = e "(T+VS).

Remarque 3.1.3. Bien que [’expression de ||e~Meb||? soit assez compliquée, une forme

exacte pour l’exponentielle d’une matrice 4 X 4 est rarement aussi simple. On voit im-
médiatement que T' et S peuvent étre étendus en séries de puissances paires de t ou le
coefficient de t° est | A| dans I’expression de T et le coefficient est zéro dans I’expression
de S.

Nous pouvons en déduire des estimations précises. Premiérement, lorsque ¢ — 07,
nous avons un développement asymptotique complet pour la norme de I’exponentielle de
M.

Proposition 3.1.4. La norme ||e~*Mat || admet un développement asymptotique complet

en puissance de t quand (A)t* — 0T commencant par
1 1 1 1
—tMap|| — ] _ 243 ( b2 2 )t5 246 1 ((A)347).
el ot T 360% T o Tt st T O

Deuxie¢mement, lorsque |b] — oo de telle sorte que (a)b~2 — 0, nous avons des
estimations uniformes de la différence entre e(!~V)||e~*Ma.v||2 et 1 pour tout ¢ > 0.

1
Proposition 3.1.5. 11 existe C' > 0 tel que, sia > 0, b# 0 et (a)b™? < rok alors

‘6(1—61)t||e—tMa,b||2 _ 1‘ < C’(a>25—4, vt > 0.

Ceci mesure en un sens comment M, ; est non auto-adjoint (et alors P, ;). Puisque
1(1—cy) estI’abscisse spectrale de la matrice M, ;, qui égale par définition 2 min{R\, \ €
Y(Map)}. Si M, était auto-adjoint, 1’égalité serait [|[e7*Me0||2 = e~(1=¢1) pour tout ¢ >
0

_tMa,b H2

Enfin, nous identifions la valeur exacte de tlim e(l=cv)t||e qui est lié aux normes
—00

des projecteurs spectraux de M, ;.

Proposition 3.1.6. Pour a,b > 0. 1l existe une constante C' > 0 telle que si

1
E(t) =e" + (a)’ e " < ok (3.8)

alors

A+ E\? ey
|< 2] et e e - 1| < CE(1).
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Remarque 3.1.7. On note que d’apres la Proposition précédente, on a

(1—cp) 2+1
lim e 5 e Mesl| = | 2F 0 /R

2+ c3
et cette derniére constante coincide avec la norme de tout projecteur spectral 11; associé
a;

y By = ([T ]| = |[Te[| = [[Ts]] = ([T,

qu’on peut calculer comme

villllwsll _ e+ Nl

(vj,wi) — la— A3

i) = Viel.. .4

N _ 3 . * L — . .
o Mypvj = A\juj et My, w; = A\jw;.

On termine cette partie par une breve revue de la littérature liée a I’analyse des opé-
rateurs quadratiques, plus spécifiquement de type Kramers-Fokker-Planck (KFP). Dans
ces dernieres années, plusieurs travaux ont été concentré sur cet opérateur avec des ap-
proches diversifiées. Des nombreux auteurs ont été intéressés a prouver des estimations
maximales (ou globales) pour en déduire la compacité de la résolvante de 1’opérateur de
(KFP) afin d’aborder la question du retour a I’équilibre. F. Hérau et F. Nier dans 1’article
[39] ont mis les liens entre I’opérateur de (KFP) avec un potentiel confinant et I’opé-
rateur de Laplacian de Witten associé. Puis, dans le livre de B. Helffer et F. Nier [73],
ces travaux ont été complétés et expliqués de manicre générale, et nous renvoyons plus
spécifiquement au section 5.5 pour une étude spécifique de 1’opérateur de (KFP) avec un
potentiel quadratique ou ils ont calculé le spectre exacte de 1’opérateur quadratique, ou
les calculs sont inspirés du livre de H. Risken [79] . Plus récemment, M. Ben Said et al.
dans [84] ont étudié des estimations globales pour les opérateurs modeles de (KFP) avec
des potentiels polynomiales de degré inférieur ou égale a 2, puis M. Ben Said dans [83] a
fourni des estimations subelliptiques globales précises pour des opérateurs de (KFP) sur
un cas plus général qui concerne une certaine classe des polyndmes de degré supérieur a
2.

Plan du chapitre : Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section 3.2, on mon-
trera le Théoreme 3.1.1. Ensuite, dans la section 3.3 on déterminera la forme explicite
de la matrice exponentielle e “**« en appliquant la méthode d’interpolation de Lagrange
et on donnera ainsi la preuve du Théoréme 3.1.2. Enfin, la section 3.4 est dédiée sur la
démonstration des Propositions 3.1.4, 3.1.5 et 3.1.6.
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3.2. Spectre de I'opérateur P, y,

3.2 Spectre de ’opérateur P,

3.2.1 Préliminaire.

Pour déterminer le spectre des opérateurs, agissant sur L?(R™) et décomposables en
opérateurs d’annihilation et de création A; = 0,, + z; et A} = —0,; + r; comme suit :

1 n
k=1
ou M = (m)%—1 € Myuxn(C), il est équivalent de déterminer le spectre de la matrice
M en appliquant le résultat suivant qui donne le lien entre le spectre de 1’opérateur et sa
matrice associée :

Corollaire 3.2.1 (Corollaire 2.3 dans [2]). Soit {)\;}7_, les valeurs propres de la matrice
M, répété par leur multiplicité. Soit G tel que GMG™! est en forme normale de Jordan,
ayant donc des entrées diagonales M1, ....., \,. Alors

* a

{B"((Gz)")}aenn
forme un systeme des fonctions propres de ’opérateur P associées a des valeurs propres
généralisées

n
)\a:Z )\jCYj, VOéENn,
=1
ou B désigne la transformation de Bargmann qui est définie comme suit :

Bf(z) _ q3n/4 / f(l’) e\/ﬁacz—ac2/2—z2/2 dx

n

On note que A. Aleman et J. Viola dans I’article [2] ont montré le Corollaire précédent
en suivant essentiellement les travaux de J. Sjostrand dans [88, Théoreme 3.5]. (cf aussi
[51, Lemme 4.1] et [50]).

3.2.2 Démonstration du Théoreme 3.1.1.

On remarque que notre opérateur est décomposable en opérateurs d’annihilation et de
création dans (3.2). D’apres le corollaire 3.2.1, on peut déterminer le spectre de P, en
fonctions des éléments du spectre de sa matrice associée M, ;. Premieérement, on s’inté-
resse a chercher le spectre de la matrice M, ;.

Lemme 3.2.2. Soita > 0 et b € R. Le spectre de la matrice M, y, est constituée par

1 ib 1 1 ib 1
=V —2b—4da+1——+- =V —2b—4da+1——+-
A 2“ b ib — 4a + 5 T3 Ao 2“ b ib — 4a + 5 T3
3.9

1 ib 1 1 ib 1

= — — _}p2 1b — —_ — = — _}p2 b — —_ —
A3 2\/ b2 + 2ib 4a—|—1—|—2+2, A\ 2\/ b2 + 2ib 4a+1+2+2.
(3.10)
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Démonstration. Soit a > 0 et b € R. Pour calculer le spectre de la matrice M, , il faut
calculer les racines de son polyndme caractéristique Py, ,

1-X b a 0
b 1—-X O a
Pu,N=1_z 0 i \o[
0 —va 0 =X\

1—X Va 0 1-X b Va

= —Va| =b 0 a|—-A -b 1-X 0

—va =\ 0 —Va 0 =X

= A" =203 + (2a 4+ b* + 1)A* — 2a\ + a®.

Maintenant on cherche a résoudre
Par,,(A) = X =207 4+ (2a + b* + 1)\ — 2aX + o> = 0. (3.11)

L’équation (3.11) est équivalente, par le changement de variables

1
A=zt (3.12)

a une équation sans terme de degré 3
A apldqztr=0, (3.13)

ou les coefficients p, g et r € R sont définis comme suit :

1
p= 5(2192+4a—1),
= b2, (3.14)

1
r= 1—6(4b2+16a2 —8a+1).

Le principe de cette méthode, qui s’appelle la méthode de Ferrari (voir [56, pages 106-
107] pour plus de détails sur cette méthode), consiste a essayer de factoriser le premier
membre de 1’équation (3.13) sous forme du produit de deux polyndmes du second de-
gré, pour pouvoir se ramener a la résolution de deux équations du second degré. Nous
remarquons que

2= (2 y)? -2y Pt
Le premier membre de 1’équation (3.13) s’écrit alors
Apldqgrdr=(P+y)t -2yl -y +plttqrtr
=+ (-p—qz+y’ 7).
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3.2. Spectre de I'opérateur P, y,

Nous allons maintenant essayer de déterminer y de facon que 1’expression entre pa-
rentheses s’écrire sous la forme de carré pour pouvoir utiliser ’identité algébrique :
62 — p? = (0 — p)(0 + p). L'expression

2y —p)2* —qz+y =

peut étre considérée comme un polyndme du second degré en z. Elle pourra se mettre
sous forme de carré si son discriminant est nul. Calculons son discriminant :

A = —8y° + 4dpy® + 8ry — 4pr + ¢*.

Nous devons donc choisir y qui annule le discriminant, ce qui revient a résoudre 1’équation
de troisieme degré de I’inconnu 3 : A = —8y3 + 4py? + 8ry — 4pr + ¢*> = 0. En utilisant
les égalités définies dans le systeme (3.14), on calcule le coefficient constant de 1’équation
A = 0 qui est
1
—4pr 4+ ¢* = —g(QbQ + 4a — 1)(4b* 4+ 16a® — 8a + 1) + b*
1

= <2b2 +4(a— i)) (452 +16(a — i)2> ot

N 1N, 1
=8(a—g) ~a(a—g) ~2 (o)
= (a— 1> (—8&2 — dab® +da — b* — 1)

4 2/’

on remarque que a — 1/4 divise le coefficient constant de 1’équation A = 0. Du coup on
vérifie que yo = a — 1/4 est une solution de I’équation précédente car

1\3 12 , 1 1 , )
—8(&—4> +2<a—4> (4da +2b —1)+2<a—4)(16a —8a + 1+ 4b%)

1
— g(4a +20* — 1)(16a* — 8a + 4b* + 1) + b*
= 0.

Maintenant, en tenant compte que y, annule le discriminant (A = 0), le premier
membre de I’équation (3.13) s’écrit

Z4+p22+qz+7~:(z2+y0)2—((Zyo—p)z2—qz+y§—r)

290 —p

— 22+ 2 /200 = 17

(z + 2V2Y0 — P+ Yo 2\/2?JT
— 22

(z zZ\ 2Yo — +yo+2 —20_ >
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ou /2yy — p désigne 1’une des racines carrées de 2y, — p. L'équation (3.13) est donc
équivalente a

4q
22+Zv2yo—p+yo—ﬁ=0,

ou

z2—zx/2y0—p+yo+L:0.

2v/2yo — p

Les discriminants associés a chacune des équations précédentes sont A et A_ respecti-
vement sont définis comme suit

A+:2y0—p—4<y0— >:—b2—4a—2ib—|—1,

q
2\/2y0 — p

A_:2y0—p—4< ):—b2—4a+2ib+1.

q
Yo+ e
O 220 —p

Les solutions de 1’équation (3.13) sont données par :

21 - -
2 2 2
V290 +p— VA 1. s V2o +p+ VA 1. W
2= YL = S—VA), =YL = (i +A),
ot A = —b* — 4a — 2ib + 1 est la quantité auxiliaire qui sera utile dans la suite et A

désigne le conjugué complexe de A.
D’oti les racines de 1’équation initiale Py, , (\) = 0 qui caractérise les valeurs propres
de la matrice M, ;, sont données par

11 1 1
11 —= 1 1, —=
A3:z3+§:§(ib—JZ+1) A4:z4+§:§(ib+\/2+1).

]

Remarque 3.2.3. On remarque que le spectre de la matrice M, ;, est indépendant du signe
de b. Ce qui montre la propriété 3) du Théoréme 3.1.1, qui est justifiée physiquement par
la symétrie du systeme par rapport a la direction du champ magnétique, autrement dit,
cette symétrie est donnée par :

A1(a,b) = S(A3(a, b)) = As(a, —b) et Aa(a,b) = S(Mi(a,b)) = A\y(a, —b),

ou S est la transformation qui envoie chaque fonction en b par la fonction elle-méme de
—b. Autrement dit, la symétrie S remplace b par —b. On note que cette symétrie coincide
avec le conjugué complexe.
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Maintenant, on est capable a donner la démonstration du Théoreme 3.1.1.

Démonstration du Théoréme 3.1.1. D’apres Lemme 3.2.2, le spectre de la matrice M,
est donné par

Z(Ma,b) = {Ah A27 A37 A4}7
avec les A\, 7 = 1, .., 4 sont définies dans (3.9)-(3.10). En appliquant le Corollaire 3.2.1
sur notre opérateur I, ;, on obtient alors le spectre de 1’opérateur P, , comme suit

4
N(Pap) = {ar =>_ N\ kj, Vk € N*}
=1

Maintenant, cherchons a vérifier les propriétés 1) et 2) du Théoréme 3.1.1. Tout d’abord,
on se rappelle que

1, . 1 .

)\1 = 5(—1(b—|—02)—|—1—cl), )\2: 5(—1(6_02)+1+Cl>; (315)
1. 1.

N =5 (i(b+ ) +1—ar), M= g(ib—c) +1+a). (3.16)

ol c = ¢ +ic; = VAet A = —b? — 4a — 2ib + 1 sont définies dans (3.4)-(3.5)
respectivement. Par conséquent, pour calculer I’asymptotique des valeurs propres lorsque
b — 400, il suffit de calculer les asymptotiques de ¢; et co. On rappelle que ¢ = ¢ +icy =
/A est une racine carré de A = A; +iA, alors

(C1 + i02>2 = Al + 1A2 .

Le but est de chercher ¢, et ¢y, en identifiant la partie réelle et la partie imaginaire dans
I’équation ci-dessus, ceci signifie

A—-cd=A=-0—4da+1 3.17)
26102 = Ag = —-2b
et comme (c; + icy)? = A, il vient aussi I’égalité en module
[(c1 +ico)|? = |AL +ids| <= 3+ 5 = A} + A3 = |A].
Ainsi
cd—ci=A
(Cl + iCQ)Q = A1 + 1A2 = (2c10y = A2 (318)
ci + ¢ = |A]
En résolvant le systeme d’équations a droite (3.18), on obtient
el =+ |A|;A1
ey = 44/ AAL (3.19)

2
20102:142
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et comme A; = —2b < 0 quand b > 0, donc les réels c; et c; sont de signe opposés. Sans
perte de généralité on va traiter le cas b > 0, on suppose que ¢; > 0 et donc ¢, < 0.

Pour calculer les asymptotiques de c; et co lorsque b — +o0, il faut tout d’abord
trouver I’asymptotique de | A|

AP = A2 + A2 = (=0 — 4a + 1) + 4
=b'+b*(8a+2)+ (4a—1)?

24a+1)  (4a—1)?
:b2<1+ m T T

Puis, en utilisant la formule de Taylor-Young de /1 + z lorsque {a)b—? suffisamment
petit, on obtient

2(4 1 4a — 1)2
|A|:b2\/1+ Bovl)  (da—l)

b2 b
_ (1+ (Mb: b (4a2b—41) - ; (2(4622+ b (4ab—4 1) ) +O(<a)2b6))
9 (4da+1) (da—1)>—(4a—1)? 9,6
—i (1 B - + O

P dat1— Sbj + O(la)2 .

En remplagant I’asymptotique de |A| dans les égalités du systeme (3.19), on a alors

\/|A|+A1 \/b2+4a+1—§g+(9<<a>2b4)—b2+1—4a
01: =
2

Ensuite, en utilisant la formule de Taylor v/1 — x, on obtient

2
o =1- bfj +O({a)2b7Y).

De méme, on obtient

cy = —\/b2 +4a— da + O{a)?b=) = —b \/1 + da + O((a)?b—4)

b2 b?
=—b (1 + 2bf + O((a)2b_4))
= —b— Qba +O((a)27%) .
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En utilisant les asymptotiques de ¢; et ¢ quand b — +o00, on a
2a 2a

l—a =5+ O(a)’b™) et 1+c¢ =2~ =+ O({(a)?b™?), (3.20)
b—co=2b+ Qba +0{a)*h™>) et b4cy = —Qb“ + O{a)?b™?). (3.21)

Ceci acheve la démonstration de la propriété 1) du Théoreme 3.1.1.

Maintenant, on va montrer la propriété 2). Soit a > 0 et b # 0, d’apres les expressions
(3.15)-(3.16) des valeurs propres de M, ;, en fonction des quantités auxiliaires c; et ¢z, on
a que les parties imaginaires des valeurs propres s’écrivent comme suit :

t(ca+b)et £(b—ca).

Sous I’hypothese que b # 0 il y a deux cas a traiter.
e Cas b > 0 : Dans ce cas, d’apres la troisieme équation du systeme (3.19) on a

201 Co = Al = —-2b.

Sans perte de généralité, on peut supposer que ¢; > 0 et donc co < 0. Onadonc b — ¢y >
b > 0, alors (), S(A4) # 0. Il reste a montrer que b + ¢o # 0 lorsque b > 0, pour cela
on va raisonner par 1’absurde.

Supposons par 1’absurde que b + co = 0, en utilisant la troisiéme équation du systeéme
(3.19), on obtient

Cg+b:0<:>02—61€2:0<:>CQ(1—01>:0
< c=00uc =1,

comme ¢ = —b < 0, donc ¢; # 0. D’ou ¢; = 1, ce qui implique que A, A3 = 0. Or
d’apres la premiere équation du systeme (3.19), on a

a—c=Ay=-b—dat+tl<=1-b=-b—4a+1+=a=0,

ce qui est impossible comme a > 0. Par conséquent, ¢ + b # 0, alors (A1), S(A3) # 0.
Ce qui acheve la démonstration de la propriété 2) lorsque b > 0.

e Cas b < 0 : Par la symétrie donnée dans la Remarque 3.2.3, on peut montrer aussi
que I(\;) # 0, pour tout j = 1, 2,3, 4. Ceci acheve la preuve du Théoreme 3.1.1. O

Remarque 3.2.4. On note que pour a > 0 et b # 0, alors tous les valeurs propres de
M, , sont distincts. En effet, d’aprés la propriété 2) du Théoréme 3.1.1 tous les valeurs
propres de M, , sont non réelles i.e. I(\;) # 0, pour tout j = 1,2,3,4. On en déduit que

)\1 %Xlz)\g et )\2 %XQI)\ZL.

D’apres la symétrie de conjugué complexe, il reste a montrer que \y # Ay et \y # \y. On
va raisonner par l’absurde, supposons que A\ = )Xo, alors d’aprés les égalités données
dans (3.15) on a

b+co=b—coetl—ci=1+cy,

ce qui implique que c; = co = 0. Or, d’apres la deuxieme équation du systeme (3.18) on
acyco = bdoncb =0, ce qui est impossible car b supposé non nul. D’ott Ay # Xs. De
maniére similaire on peut montrer que \y # \4.
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3.3 Calcul de la norme de I’exponentielle de M/, ,,

3.3.1 Calcul de la matrice exponentielle ¢ /"«

Préliminaire.

Le but de cette partie est d’introduire une méthode qui consiste a calculer 1I’exponen-
tielle d’une matrice qu’on va s’en servir apres. (cf [87, Chapitre 10] pour plus des détails
sur ce sujet).

La proposition suivante nous donne une méthode pour calculer la matrice exponen-
tielle.

Proposition 3.3.1. Si P € GL,(C) et A € M, (C), alors " 'AF = P~leAP,

Démonstration. D’apres la continuité de la morphisme d’algebre A — P~' AP, pour tout
P € GL,(C). En effet, en utilisant I’égalité suivante pour achever la preuve :

N (P1AP) N Ak
= = pt — | P
2w ()"
on obtient alors
N -1 k N Ak
_ PAP A
e’ AP = Tim Y LZAP) _ por (i Y| P=Ple'P.
N—+400 =0 k! N%+ook:0 k!

]

On peut utiliser la proposition 3.3.1, si la matrice est diagonalisable et 1’on connait les
valeurs propres. Ceci nécessite de calculer les matrices de passages, ce qui ne peut pas
toujours facile a I’expliciter, surtout dans les cas ol la matrice est & parametres.

Il existe une méthode simple qui se fonde sur ’interpolation de Lagrange, la seule
condition pour pouvoir I’appliquer est de pouvoir diagonaliser la matrice et identifier les
valeurs propres.

Soit A € M,,(C) avec n valeurs propres distincts \j, Ao, ..., A,. Ceci implique que la
matrice A est diagonalisable, c’est-a-dire

AP € GL,(C) /A= PDP".

On peut trouver un polyndme @ € C[X] tel que e = Q(A). Cela existe en utilisant la
proposition suivante :

Proposition 3.3.2. Soit A € M,,(C), alors il existe Q € C[X] tel que e* = Q(A).

Démonstration. Les polyndmes en A forment la C-algebre C[A] C M, (C). La C-algebre
M,,(C) étant de dimension finie, donc C[A] est un fermé. Ainsi

N
Lok
N EN, 3 atecla)
donc e = Jim Yilo 2 A € C[A] comme C[A] est un fermé. O
—400 :

88



3.3. Calcul de la norme de I’exponentielle de M, ,

Mais pour une matrice diagonale, on peut étre plus explicite. En effet, si ) € C[X] et
A= PDP'avec D = Diag(\y, .., \,) alors

Q(A) = PQ(D)P~".
11 suffit de trouver @ tel que

Q(D) = Diag(Q()\1), ..., Q(\n)) = Diag(e, ...,e*) = exp(D).

Cela se fait tres bien par interpolation de Lagrange si les valeurs propres \; de A sont

distincts . Yo
R S R e
i — Ak

j=1 k=1,..,n,j#k 7J

Finalement, on en déduit I’expression de I’exponentielle de A comme suit :
Q(A)=P'Q(D)P =P 'eP P =¢",
ce que 1’on souhaitait.

0 —t
t 0
utilisant la méthode d’interpolation de Lagrange, on cherche le spectre de la matrice A,
qui est

Exemple 3.3.3. Soir A, = , pour trouver la matrice exponentielle de A; en

Spec(A;) = {it, —it}.

Puis, on calcule le polynome d’interpolation () comme il est mentionné dans le sous-
section précédent :
sin ¢
QX) = TX—i—Cost,
on en déduit alors directement [’expression exacte de la matrice exponentielle comme

suit :
ot _ cost —sint
~ \sint cost |’
Application de la méthode d’interpolation de Lagrange.
On se rappelle que le spectre de la matrice M, est donnée par

SpeC(Ma,b) = {)\17)\27 A3, >\4},

ou les \; sont définies dans (3.9)-(3.10), V5 = 1,2,3,4. Pour a > 0 et b # 0, on note

P la matrice de passage de la base canonique de R* a la base de vecteurs propres B =

{v1,v2,v3,v4}, I'existence de P est justifié par le fait que les valeurs propres \; sont

distincts (voir la Remarque 3.2.4) avec les vecteurs propres v; définis comme suit :
Uj:<)\§—/\j+a )‘j )\?—Aj—i‘a

—_—, -, 1 ) =1,..,4.
b\/a ’ \/av b/\] ) ),\V/] "
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Pour déterminer la matrice exponentielle e~*™+_on pose A, = —tM, . D apres la

Proposition 3.3.2, il existe un polynéme H € C[X] tel que
eAt = H(At) s

et d’apres la méthode d’interpolation de Lagrange,

HX) =3 e B(X)

ou
1 X+ Mt
e \ A+ At
Apres avoir remplacé X par —t M, ;, dans les polyndmes P; pourtout j = 1,...,4,0n

peut constater que P;(—t M, ;) ne dépend pas de ¢. En utilisant la symétrie défini dans la
Remarque 3.2.3, on obtient I’expression exacte de la matrice exponentielle de la matrice
A, comme suit

eAt = H(—tMmb)
=2 (R(a) M2, + R(B) M2, + R(Y) Moy + ROV L4) (3.22)
ou [, est la matrice identité d’ordre 4, et les coefficients «, 3,y et 6 € C sont donnés par

a=—(X;+ Xs),
f==((c+34+1ib)X)+ (—c+3+ib) Xs),
== (el + s (er + 1)) Xy + (M + M (—e1 +1)) Xa)

DO | —

1
b= (M2l s X1+ [Aaf? A X)

ol ¢ = ¢; + ics = v/ A sont les quantités auxiliaires définies dans (3.4) et (3.5), et X; et
X, prennent la forme suivante :

e*t)\l e*t)\l
X, = — — 3.23
TN = )0 = M)\ — M) icles + b)(cq + ib) (3.23)
e—t)\g e—t)\g
X, = — (3.24)

()\2 — )\1)()\2 — )\3)()\2 — )\4) —iC(—Cg + b)(—Cl + lb) )

On remarque que X, est la symétrie de X; par la transformation o

avec ¢ = ¢, + icg, autrement dit, Xo = o(X;). Au vu de cette symétrie, I’expression de
e *Mas est indépendante du choix de v/ A.
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Remarque 3.3.4. On note que dans I’expression (3.22) de la matrice exponentielle e~ Mab,
il intervient les parties réelles des coefficients o, 3,7 et 6 € C car la matrice e ' Met est
réelle et on peut écrire la matrice e aussi en fonction de Xy et X4 qui sont les conju-
guées complexes de X, et X, respectivement, puisque R(z) = R(2). Donc, la symétrie
de conjugué complexe nous a aidé a simplifier [’expression de la matrice exponentielle et
d’avoir la partie réelle donnée dans (3.22).

On cherche a déterminer une base dont laquelle les matrices M, ,, M2, et M2, s’écrivent
comme combinaison linéaires de ses éléments. Pour cela on constate que

Map = Hyy —bJy —va J, (3.25)
M2, = (=b*+1) Hyy — 2b Jyy — VaJ +abJ; —aly, (3.26)

M2, = (=30 —a+1) Hy, + (0° + (2a — 3)b) Jp, + (Vab® + Va(a — 1)) J  (3.27)
+2vabJ;+abJy, —aly,

ol les matrices H,,, H;,, J, Jj, Jy et J,, sont définies comme

1000 0000 00 —1 0
0100 0000 00 0 -1
Ho=100 0 0 Hee =10 01 0 T=l10 0 of ©2®
0000 0001 01 0
0 0 0 1 0 -1 0 0 000
0 0 —-10 1 0 00 000 0
=10 =1 0 of ={o 0 0 o0 Jw=10 00 -1 @
1 0 0 0 0 0 00 001 0

avec I, = H,, + H,, . On note que le choix de ces matrices est basé sur I’étude du cas de
I’opérateur quadratique (KFP) sans champ magnétique dans [84], ou les auteurs ont choisi
H,,, J.., J et Hy,, et en ajoutant les matrices J; et J,, qui dii au parametre magnétique
pour former une base.

En utilisant les égalités (3.25)-(3.27), la matrice exponentielle prend la forme sui-
vante :

e_tMa’b =g va + dJ +e JJ + f va + h Jm? + k (Hﬂ?x + Hv”> ) (330)
ou les coefficients g, d, e, f, h et k € R sont donnés par :
g =2b(bR(L) — (L)), (3.31)
d = 2b/a3(L), (3.32)
e = —2b/aR(L), (3.33)
f=2b(R(L) 4+ b3(L)) — 2baR(0), (3.34)
h = —2abR(0), (3.35)
k = 2ab<3(0), (3.36)

91



Chapter 3 — Etude de I’opérateur quadratique de Kramers-Fokker-Planck-Magnétique

L= )\1X1 + )\2X2 etO = X1 + Xz, (337)

et X; et X, sont définis dans (3.23) et (3.24) respectivement.

3.3.2 Démonstration du Théoréeme 3.1.2
Cas intermédiaire.

Dans cette partie, on cherche a trouver les valeurs propres pour une classe spéci-
fique des matrices réelles, qui s’écrivent comme combinaison linéaire des matrices H,,, —
H.Z’Z" JJ? et

K =[] H,] =

O = O O
_ o O O
S O O
S O = O

ou H,,, H,,, J et J; sont définies dans (3.28) et (3.29)

Proposition 3.3.5. Soit A € M,(R) telle que
A= ﬂl(va - Hxx) + 62[( + 73JJ7

ou 3; € C pour tout j = 1,2,3. Alors les valeurs propres de la matrice A sont de la

forme suivante :
a1 = =B + B3 + B35 et ap = \/BF + 55 + 33

Démonstration. On cherche a trouver le spectre de la matrice A, pour cela on va trouver
les racines de son polyndme caractéristique P4

pr—X 0 B3 B
10 B —X —p B:
Pa)i=l 5 Tla sox
B2 B3 0 -5 =X
pr—X —B2 B3 0 5i—X B3
=B —X)| =B X 0 + B3B8  —P 0
B3 0 65— X P B3 B —X

0 /—-X — B2
—B2|B3 =P —HPi—X
Ba B3 0
= X' = 2087 + 85 + 83) X* + (BF + B3 + B3)°.
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Maintenant, on cherche a résoudre 1’équation suivante :
Pa(X) = X" —2(87 + B3 + 53) X* + (B + 63 + 53)° = 0.

On remarque que le polyndme P4 (X) est bicarré et il peut se factoriser comme suit
2
Pa(X) = (X2 = (BT + B3+ 83))
2

= (x -+ i) (X o aea)

Alors le polyndme P4(X) admet deux racines doubles oy et ay

o = —\/[7 + B34 55 et ag =\/B7 + 55 + 3, (3.38)

qui constituent le spectre de A. [
Remarque 3.3.6. Soit B la matrice qui s’écrit sous la forme suivante :
B :61 (va _Hxx) +62K+63JJ+64I4

alors le spectre de cette matrice est constitué par deux valeurs propres de multiplicité 2

Y= —\/B 4 B3+ B34 Ba et o =/ + B3 + (5 + fa.

En effet, comme le spectre d’'une matrice vérifie la propriété suivante :
Spec(B) = Spec(A + B4 1) = Spec(A) + 4.
Ensuite, d’apres la Proposition 3.3.5
Spec(A) = {aq, s},

ou ay et ay sont définies dans (3.38). Par conséquent, le spectre de B est Spec(B) =
{ar + Ba, az + Ba}

Calcul de la norme de la matrice e “Mas,

—tM,,

Dans cette section, on va expliciter la matrice exponentielle e b en fonction des

parametres a et b pour n’importe quel ¢ > 0.

Proposition 3.3.7. Soita > 0 et b € R. Alors

ool = o (VPR + B+ (B2 4 Paf2)

ou les P; sont

Py = —4b* Va|L|?, (3.39)
Py=bP —8bavaI(OL), (3.40)
Py =40* (b + D|L|* +8ab* (b(O L) — R(O L)), (3.41)
Py=P;+8ab’(|[L]*+al|Of). (3.42)

ou L et O sont définis dans I’égalité (3.37).
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Démonstration. Soita > 0 et b € R, d’apres la section 4.2, on a montré que la matrice
e tMev g’écrit de la forme suivante

eitMa’b :gva+dJ+€JJ+vav+thx+k(Hzm+HW)’

ou les coefficients g, d, e, f, h et k sont définies dans les égalités (3.31)-(3.36) respective-
ment. On se rappelle que la norme de la matrice exponentielle peut étre calculée comme
suit :

HeftMa,b H _ \/p(e—tMa»b e_tM;,b) , (343)

ol p(M) désigne la plus grande valeurs propres de M en valeur absolu, pour M €

M., (C) . Il nous reste a calculer la matrice e "« e *ex. En utilisant 1’égalité (3.30),
on obtient

* 1
e Mt e Mo = o (g% + 2kg + f* = 1*)(Hyw — Ha)
+ (dg+e(f —h)) K + (eg + 2ek — df — hd)J;
1
+ 5(92 +2kg+ f2— A2+ 2(k* +d* +€*)(Hyp + Hyo).

N T Lz . . —tM* . N
D’apres 1’égalité précédente, on obtient que la matrice e ve "Mav appartient a la
classe des matrices introduite dans la partie précédente. D apres le cas intermédiaire et

la Remarque 3.3.6, on a que la plus grande valeur propre est

—tM,,

pleHMav e May)y — \/(\/Pl2 + PF+ (P3/2)% + P4/2> ; (3.44)
ou les P; sont

Plzdg+e(f_h)7

Py =eg+ 2ek —df — hd,

Py =g®+2kg+ [ = h?,

Py =g* 4+ 2kg+ f2 — h* + 2(K* + d* + €?).
Pour achever la démonstration, en incluant les égalités (3.31)-(3.36), on obtient les égali-
tés (3.39)-(3.42). ]

Maintenant, on va donner la démonstration du Théoréme 3.1.2.

Démonstration du Théoreme 3.1.2. D’apres la Proposition précédente, on a

ool = o (VPR B+ (B2 + Paf2) 349

94



3.3. Calcul de la norme de I’exponentielle de M, ,

donc pour achever la démonstration du Théoreme 3.1.2, il faut expliciter les coefficients
Py, P», Py et P, en fonction des quantités auxiliaires A et ¢ définis dans (3.4)-(3.5).
Comme les coefficients indiqués juste avant sont calculés en fonctions de O et L, on
s’intéresse en premier temps a calculer explicitement ses quantités. On remarque que

()\1 — )\3)(/\1 — )\4) = —21b>\1 et )\1 )\2 =a.

Cela nous permet d’écrire

e—t)\l e—t)\l )\2 e—t)\l
X = = — = —
T =)0 = A (A — Ag) 2ibed 2iabc

oll ¢ = /A la quantité auxiliaire définie dans (3.5). Cela nous conduit & simplifier les
expressions de O et L sous la forme suivante :

1
O=X;+ Xo=——(Ne 2 — \e™tM
! 2 Qiabc< 1€ 2¢ )

1
_ _ —tAo —tA\ )
L—>\1X1+>\2X2—Tibc(e — ¢ )

On introduit les notations temporaires analogues au cosh et sinh
1 —tA1 —tAo ]' —tA1 —tAo
%:§(e +e7"?), Jﬁzi(e —e "), (3.46)
En utilisant les notations précédents on obtient

(E+(1—ib)s), [=-——ru5

ibc

O=—

2iabc

Ce qui nous permet d’expliciter la quantité O L comme suit

OL = (6.7 + (1—ib) 7).

L
2ab?| A|

Maintenant, on est capable d’expliciter les coefficients qui définissent la norme exponen-
tielle. On commence par calculer P;

4
P=—4 Va|LP = -2 P
Puis, on peut calculer P,
Py = bP, — 8v2a**S(OL)

B 4b\/a‘ 2 8b2a’/?

_ _ S5 K 1 2
= 2ab2|A‘J(c<g5ﬂ+(1 ib)|.7[?)

——@Sc 7
=4 (c€.Y).
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Ensuite, on calcule P; comme suit

Py = 46*(b* + 1)|L|? + 8ab*(b(OL) — R(OL))
Sab?
2ab?| A

= 4b*(b* + 1) .7 + (bS(cE.T + (1 —ib)|L%)

0|4
—R(¢CT + (1—-ib)|.7]")

A RO+ S 0SET — P — RET — | SP)

\21! |Al
= 08 H(cET) — R(CET)).

Enfin, on analyse P, pour lequel on doit étudier

8a*V?|O|* = ‘A’|c‘5+(1—1b)5”|2
=T (]A\ )P+ 2R(cE (1 +1b).7) + (14 b))
= 26+ T (R(ET) —(ET)) + (1 + 1)
:2|‘€|2+|i|(1+b2)|542—

On peut conclure que
Pi=P+ 8ab2(yLy2 + a|OP)

)
=P+ —|5ﬂ|2 1216 + (14 b*)|.7)? —
* A |A]

‘A’( + b% + 4a)| L) + 2|6

En combinant toutes ces formules dans 1’égalité (3.45), on obtient

1
A — (1 +b* + 4a)|.7|?

L J16a([ 71 + (S 7)) + 40S(6T7) — REET)2.  (B4T)

le™ e = 16" +

A

Pour terminer la démonstration, en utilisant les expressions données dans (3.46), on ob-
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tient
%27::e;t@nﬂmcﬁ)——iﬁn@aﬂ), (3.48)
ENC%ZV)::i;(CQSDh@qﬂ-—clﬂn@aﬂ), (3.49)
%@%177::i;(qsmh@ﬁ)+wa$n@ﬂ», (3.50)
|5”F::i:(aﬁhﬁqﬂ-—coﬂcﬂ)% (3.51)
|€|? = e;(cosh(clt) + cos(cat)). (3.52)

Finalement, on cherche a simplifier I’expression de la norme exponentielle sous la forme
suivante

1
e = e (T+VS).

En utilisant I’expression de la norme obtenue dans (3.47), les égalités précédentes et 1 +
b>+4a=2— A;,ona

1
T =t |A] (|€]? + i+ B + da)|7J?)

1
=3 ((JA] = Ay + 2) cosh(egt) + (JA] + Ay — 2) cos(eat))
ot A; = R(A) est définie dans (3.4). De méme, on a

S = e (16a(|7|" + (S(¢EF))?) + A(bS(cEF) — R(cE.7))?)
= 4a(cosh(cyt) — cos(cat))? + (4acs + (bey — c1)?) sinh?(est)
+ (4act + (bey + c)?) sin’(cat)

+ (—=8acica — 2(bey + ¢2)(bey — ¢1)) sin(tey) sinh(eqt).

Afin d’achever la démonstration du Théoreme, on va calculer chaque coefficient de 1’éga-
lité précédente. On commence par calculer

4acy + (bey — 1)* = (4a + b%)c3 + ¢f — 2beycy
Al = A A+ A
2 )+ 2

A A
:(L+M+4@B|+u—4a—§);+2ﬁ

Al A2 A2
1 2 4 | 1 2
= (140 +da) 5+ 5+
’ | | ‘2
_ o apil, 147
( 1)2 2’

= (4a + b*)( + 20
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on a utilisé les équations du systeme (3.19) et le fait que 1 +b? +4a = 2 — A;, Ay = —2b
et Ay = 1 — b* — 4a. De méme, on peut calculer

Al A2
4aci + (bey + ca)” = (2 — A1)|2| - |2|

Et le dernier coefficient prend la forme suivante :

—8acicy — 2(bey + ¢)(bey — ¢1) = 2¢1¢0(—4a — b* + 1) + 2b(c? — ¢3)
= 20102 A1 + 2b A1
= (20162 + 2b) Al

on a utilisé aussi les équations du systeme (3.19). Par conséquent, on peut réécrire S sous
la forme suivante :

S = 4a(cosh(cyt) — cos(cot))? + ;(2 — Ay)|A|(sinh?(et) + sin®(cat))
1
+ §]A|2(sinh2(clt) — sin®(cot))

Ensuite, en développant les fonctions cosh?(c;t), cos?(cat), sinh? (¢, t) et sin?(cyt ) en fonc-
tion de cosh(2c;t) et cos(2cat), on obtient

1
S = 8a(1 — R(coshet)) + 1(2 — Ay)|A|(cosh 2¢1t — cos 2¢at)
1
+ (2a + Z|A\2)(cosh 2¢1t 4 cos 2¢at — 2),

ou R(cosh ct) = cosh(cit) cos(cot) et on se rappelle que ¢ = ¢1 + ico définie dans (3.5).
Ce qui acheve la démonstration du Théoreme 3.1.2. [

Remarque 3.3.8. On note que ’algébre de Lie qui constitue la matrice exponentielle
e~Mat coincide avec ’algebre de Lie qu’on a trouvé pour I’opérateur P, (voir [58,
Section 3.1] pour plus de détails). Dans le sens ou I’opérateur P, , est considéré comme
un polynome de champ de vecteurs sur une algebre de Lie stratifiée et de type-2. En effet,
Si on pose

G1 = Vect{Hyp, Hyz, Jpu, Juz} €t Go = Vect{J, J;},

ou les matrices citées ci-dessus sont définies dans (3.28) et (3.29), et on définit le sous
algébre G3 = Vect{K, K}, avec

0010 0 0 0 —1
000 1 00 1 0
K=l Hol =\ o g of @ Br=UnHul=1g 25 o
0100 1 0 0 0

Ce qui forme [’algebre de Lie G = G, & Gy ® G3 de dimension 8.
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3.4 Estimations précises en plusieurs régime de la norme
exponentielle

3.4.1 Asymptotique en temps petit.

Dans cette partie, on va trouver un développement asymptotique complet pour la
norme de I’exponentielle de —¢M,;, lorsque ¢ — 0. On va développer les quantités
T et S lorsque t — 07 qui définissent la norme de la matrice e ~*a.b,

Proposition 3.4.1. Les quantités T et S définies dans (3.6) et (3.7) peuvent étre exprimées
sous la forme

0o 0o
T = Z |A|Tkt2k, S = Z |A|20'kt2k7
k=0 k=1

ot chaque T, et 0}, peuvent étre exprimés sous la forme d’un polynéme en A} = 1—b>—4a
et |A]? = (1 — b* — 4a)? + 4b* (et donc en tant que polynéme en a et b*).

Démonstration. On introduit les notations de comptabilité suivantes :
By = () + (DM@ =27 (A + 4D + (A = JA)F)
By = ()" = (=1)F(c)* = 27" (A1 + [AD* — (A = |A]").

On va utiliser les notations précédentes afin d’exprimer les quantités 7" et S. Commencgons
par exprimer 7" en utilisant les développement en séries entieres de fonctions cosh(cit) et
cos(cot), on obtient

T ; (JA] = Ay +2) cosh(ert) + (JA| + Ay — 2) cos(cat))
= 5041 - a+2) 3 S S0+ -2 S -
1 +o0 t2k
= 5 S (AIBs (2= A)BL)

Par comparaison, on obtient alors

(20| AJ7, = = (|A|Bay + (2 — A)B_)) Vk €N,

1
2
De méme on peut exprimer les coefficients de .S pour tout k € N*
(2k)!| Ao, = —8aR(AF) + 2207 ((2 = A))|A|B_ s + (AP + 8a) By 1)
= 8a(22" VB, — R(AY)) + 227D (2 = A))|A|B_ + |APBax) ,

etog = 0.
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Maintenant, on va calculer R(A*), B, . et B_, pour tout k£ € N. Par la formule de
Bindme de Newton, on a

R(AF) =R((A; +i42)")

=R zkj (’;) Ak (iAQ)j)

De méme, on peut exprimer B j et B_

B2 RN
B =2 3 () Al Hap
j=0 \%J

L(k—1)/2] k , _

B_p=2"% %" < , )A’f‘23‘1|A|23+1.

=\ +1

En utilisant les égalités précédentes, on remarque que chaque terme de |A|7;, est divisible
par |A| et laissant une reste polynomiale en fonction de A; et | A|?. Regardons maintenant
| A|?0y.. Les derniers termes avec |A|B_ et |A]* B, sont divisibles par |A|* en laissant
des polynomes en fonction de A; et | A|?. Pour achever la démonstration il faut étudier les
premiers termes de |A|?0y, puisque A2 = |A|?> — A2, on peut réécrire

1k/2] | |
R(AD) = 3 (k.>(—1)jA’f2j(|A\2 _ Ay

=0 \2J
= S (5 ()t
=0 imo \27) \f 1 ' .

Le coefficient de A¥, donné par les termes lorsque ¢ = 0, est

Lk/2]
> (Z) Z;((1+1)’“+(1—1)’f) = ok-1,

J=0

qui coincide exactement avec le coefficient de A¥ dans 22~V B, ;. Ces termes s’an-
nulent, ce qui nous permet de conclure que chaque terme de |A|%0y, est effectivement
divisible par |A|?, laissant une reste polynomiale en fonction de A; et |A|?, complétant
ainsi la preuve de la Proposition 3.4.1. U
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Remarque 3.4.2. Comme |A1| est inférieur ou égale a | A| et
= (1= = A) /4 < (A)/4,

il est évident que pour tout N € N et R > 0, il existe une constante C = C(N, R) telle
que quand {A)t* < R,

N
S — Y |APRoyt?

k=1

N
TS | < Oy < LA,

k=0

Puisqu’on peut calculer que oy = 179 = 1, on obtient (lorsque {A)t* est borné)

etHe tMa,bH2 14 ZTktZk + O(<A>N+lt2N+2)
k=1

N-1
+ t$ L4 ) oppt? + O((A)N+12N),
k=1

Pour (A)t* suffisamment petit, on peut développer la fonction de racine carrée d’une série
de Taylor et la multiplier par la série de Taylor pour e~ pour obtenir une développement
asymptotique compléte pour |le="Mav||2 (et donc pour ||e”Maeb|| si on prend une autre
racine carrée ).

Pour terminer cette partie, on va donner la démonstration de la Proposition 3.1.4.

Démonstration de la Proposition 3.1.4. On remarque que dans la Proposition 3.1.4, on
cherche le développement asymptotique de la norme |le~*at|| jusqu’a I’ordre 6. Pour
cela et d’apres la Remarque 3.4.2 il suffit de calculer les termes 75 et o a ’ordre 3.
On va commencer par calculer les coefficients B j, et B_ j, en suivant les égalités de la
Proposition 3.4.1, par simple calculs on peut montrer que

1 1
{Biatico = {2, A1, 5 (AT + |A|2) (AL 34,47}
{B-}tizo = {0,]4], As| A], (3A2|A| + AP}

En utilisant les valeurs des B, ;, et B_ ; avec k = 0, 1,2, 3, on peut calculer

B
1
n=g A|<1A|A1+<2—A1>1A|>
1 , 1
= 48|A|< (A2 + |A2) + (2—A1)A1|A|) S7(1—4a)

101



Chapter 3 — Etude de I’opérateur quadratique de Kramers-Fokker-Planck-Magnétique

Et 75 vaut
=t g (A1Bes + (2= A)B_)
= o QAAP — A42) 4 643 + 24P)
5%O@A¢?+&¥+QA2+2¥)
720(fh(b2-%441)ﬁ—b2)
7;0(1 _da(2— da — 1),

On passe maintenant a calculer

(—8ad; + (2 — Ay)|A]” + (|A]? + 8a)Ay) = 1

o1 =

1
2|Af?
et oo

1

24]A?
1

T 24|A

oy = (8aR(A%) +4((2 — A1)|A[B_2 + (|A]* + 8a) By 1))

(8a(—A3 + A3 + 247 + 2|14))

+

1 1
1@ - A) A4 AP + (42 AQ)
i (2~ AALAP + 5047 +147)

214 (24a+4(2A1+ (AP - )))

214 (24a + 8(1 — 4a))
1(1 _a).

(Méme le calcul de o3 = (4a® —17a+4+ab*)/90 devient tres long.) D’aprés la Remarque
3.4.2, on peut développer ||e~*Ma¢|| lorsque t — 0* a 1’ordre 6

et Mar||? = e (1 7t 4 ot 7t® + O(AV 1Y) + 1y/1+ 0t? + ogtt + O((A) t6)>
1 1 1
=e™! (1 +t+mt? + 5ang?’ + ot + (203 - 803) t° + m3t° + O((A)* t7)> .

On multiplie par la représentation de la série de Taylor pour e * a I’ordre 6. Le coeffi-
cient de ¢V dans ||e"*Ma+||? est donc 1, le coefficient de ¢ est 1 — 1 = 0. Le coefficient de

t? est donné par
1 1
14 :=0
B T1 + 9 5
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et le coefficient de t3 est
1 1 1 1 1

o — T T(1l—a)— = _
32Nty g =gll-a -5

Ensuite, le coefficient de ¢* est

i TPty T T T 1 376 ¢ Y
Puis, le coefficient de ¢° est
2
o3 oy L 1 oo 7
578 120 PTuT I TG
_(4 1) 2, 1 E+< 17+2_+4 1) N 4 1 1
“\180 72/ ¢ T1s0” 180 "72 24 12) Y7180 72 120
_ Loy Lapyl
120" T180Y Te0™
Finalement, le coefficient de t5 est
1 O3 ag 1 Ty T 09
G ) Tt e T

_(16_4+1) a2+(4_1) ab2
S \720 180 72 720 180
T T (- Toupe e S S S
720 180 48 720 180 72 120 36 24
1 2
—Ea.

Par conséquent, on obtient

Hfmww:1—“ﬁ+<1a%+1aw+lcgﬁ+fﬁ+o«mﬁn
6 120 180 60 72

et en prenant une racine carrée, en utilisant le développement de Taylor 1+ 2z = 1 +
x/2 — x*/8 + O(z?), on termine la démonstration de la Proposition 3.1.4. O

3.4.2 Asymptotique lorsque b tend vers I’infini.

Si M, était auto-adjoint, on aurait I’égalité [|e *Mat||? = e=(1=<1)t pour tout t > 0.
Pour cela, on cherche a comparer ||| avec e~ =V/2 = ™M o Ny = L(1 —ib—
¢1 — icg) est I'une des valeurs propres de )M, ; avec une partie réelle minimale. Pour cela
on va étudier le régime lorsque |b| — +o0.

Démonstration de la Proposition 3.1.5. D’apres le Théoreme 3.1.2, on a

. 1
e Mt |2 = e T+ VS),
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ou T et S sont définis dans (3.7) et (3.6). En multipliant 1’égalité précédente par e**"*1,

on obtient

—t
e2t8‘\‘:)\1HeftMa,bH2 — e2t§ﬁ‘t)\1TA|<T + \/g)

efclt 672C1t

= T+ S.
Al A2

On considere le régime quand b — +o00. On se rappelle que
1
T = 3 ((JA] = Ay 4 2) cosh(eyt) + (|JA] + Ay — 2) cos(eat)) ,

alors on peut développer

e—ct 1 2—A1 91t 1 2—A1 et
T=—11 1 €1 — 11— ‘@ t 3.53
A 4( A >( e “2( A ) coset (333

On note que

AP = (1= 4a = 0%)% + 4% = b (14 2(1 + 4a)b~> + O({a)*b™")) ,
ainsi, le développement en série de Taylor de la fonction racine carrée donne (pour {a)b~2
suffisamment petit)

Al = 6% (1+ (1 +4a)b™> + O((a) ™)) .
En utilisant la série géométrique, on a

2-Ar 1+ (1 +4a)b2 B -
Al 14 dap 2+ Oy T OU@ . (3.54)

Comme
R cosh(ct) = cosh(cyt) cos(cat),

on a alors
1
S = 4a — 8a cosh ¢t cos cot + 1 <|A|2 —(2—A)|A| + 8a> cos 2cot
1 1
+ 1(|A|2 +|A|(2 — Ay) + 8a) cosh 2¢1t — §|A|2

On peut écrire |A|~2e~2¢'S sous la forme suivante :

e 2t 4a
Ve S = AP (e’zclt — (e7" + e7%") cos czt) +
1 2—A 8
e (1 o s
T A LS (1+e ") — L gra
8 A |AJ? 2 '
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3.4. Estimations précises en plusieurs régime de la norme exponentielle

Maintenant on écrit %e_%lt comme suit
1 o0 1 2 — Ay 8a 2— A 8a \ _ony
_ at — | ] _ 1 — o c1
2° 4( A AR T AT T ap) e
et on combine les termes pour obtenir
e—2c1t 4CL iy . s
AP S = Ve (26 Zat _ (g7t e 31t)00502t>+
1 2 — Al 8a —2¢1t
+ 1 1— a + W e (cos2cot — 1) (3.55)
1 2 — Al 8a
|1 1— —2c1t 2.
g (T ) e

Pour obtenir une estimation indépendant du temps, on utilise les égalités (3.53), (3.54)
et (3.55)

—cit —2cit
et Mas2 1 = qy &

= e >

= 2 O(a ) (e~ 1) + Olfa

+ 5+ Oy )y /(1 — e 2102 1 O((a)-9),

on note qu’on a remplacé 1 par

1—1<1+2_A1+1—2_A1>
2 Al | Al

dans 1’égalité précédente.
Sionprendz =1 —e 21t €[0,1[,0ona

et [jg~tMen|[2 _ | = ;<—x + /22 + O{a)2b~) + O({a)?b ™).

Mais pour 7 € R\{0} la valeur absolue de la fonction

-
r)=—cr+Vrl4+r=——————
#(r) r+vVai+r

est décroissante lorsque z > 0sir > 0oux > (—r)/?sir < 0. Le maximum de |p(z)|
est obtenu lorsque r > 0'si z = 0 et si 7 < 0, le maximum est atteint lorsque = = |r|"/2.
Dans les deux cas le maximum est égale 2 |r|'/2, et on a montré

= O({a)b™?).

’e(lfcl)tHeftMa,bHQ 1

La borne inférieur 0 < e(1=¢)*||e=*Ma.v||2 — 1 est trivial en testant un vecteur propre de
M, ;, associé a la valeur propre \; = (1 —ib — ¢; — icy)/2. Ceci acheve la démonstration
de la Proposition 3.1.5. ]
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3.4.3 Asymptotique en temps long.

(1—c1)t He_tM“vb H2

Dans cette partie, on calcule la valeur exacte de . ligrn € , qui mesure
—+00

en un sens la norme du projecteur spectral de M, ; associé a la valeur propre A; (ou bien
Az) vue que (1 —¢p) = 2R = 2RA;.

Démonstration de la Proposition 3.1.6. En utilisant 1’égalité (3.55), on obtient
1
e 2lg = §<|A|2 +8a + |A|(2 — A))) (e + 1) — da(e " + e ") cos cot
1 1
+ (4a — §|A\2 + 1(‘A|2 +8a — |A|(2 — A})) cos 2cot)e 2.

On cherche a obtenir une estimation précise lorsque ¢ — +00, en utilisant

—2eit 1 2—A 8 1
6723 =2z |1 721 + 7@2 — —e 2 1 O({a)*bte ).
|Al 8 Al Al 2

De méme, on peut montrer

e ! 1 2-4 L _oent 274 —cit
T=-(1 e e,
A 4( + Al >+26 + O({a)°b"e™ ")

En posant

1 2 — A La
Ro=-11 -
’ 8(* A +|A|2>

et en notant que Ry = (1 + O({(a)?b~*), on obtient

7Clt 672C1t

T+

A e >

62t§R>\1 ||e_tM“’b ||2

1 2— A L o 2, -4 _—cit
- _ 1 _ Cc1 Cc1
4< + ] >+26 + O{a)be™ )

+ \/>\/1 — —e—%lt + O({a)?b—te1t)

1 1
— R - —2cit O b 4 _Clt
o (2 4\/7()) & OlfayeTe™),

ou I?; est définie par

1 2—-A
R 1 \/ Ro.
1=7 < + ] ) + 0
Par le développement de Taylor de la fonction racine carré, on obtient alors qu’il existe

C > 0 telle que si
1

E(t) — e—2c1t 4 <a)2b 4 —clt < C
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alors
1
VR
Maintenant, cherchons a simplifier les expressions de R, et R;. Pour cela on a besoin du
lemme suivant :

Lemma 3.4.1. Soita > 0etb # 0. Alors

e |l Mar|| — 1| < CE(t). (3.56)

Al +2— A =2(c2 + 1), (3.57)
4a=(1+c)(1—c2), (3.58)
M2 = (14 3) (1 —c¢p)?/4. (3.59)

Démonstration. On commence par montrer 1’égalité (3.57), pour cela on utilise les égali-
tés du systeme (3.18)
Al+2—- A =cd+E+2—F+c=2(1+c3).
Ensuite, on passe a montrer 1’égalité (3.58). En utilisant les égalités du systeme (3.18) et
la définition de A; = —b®> — 4a + 1, on obtient
da=—b—A1+1=—cics—c +c5+1
=c(1—c])+1—¢f
=1 -c)(1+c3).
Finalement, on va montrer I’égalité (3.59). En utilisant la définition de \; en fonction de
c1, co et b et en remplagant b par —cyco, On a

AP =5 (0 -a)+ b+o))

= (1-ar+(antap)

4
1
=3 ((1 — )+l - 61)2)
1
Ce qui acheve la démonstration du Lemme 3.4.1. O

Retournons a la démonstration de la Proposition 3.1.6, en utilisant les égalités du
Lemme 3.4.1, Ry prend la forme suivante

1 2—141 8a
Ro=-[1 =
’ 8<+|m *m@

1 8a
— (A +2-4,+22
am@‘* 1+m0

 (148)?
CAAPR
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1+ c3

Donc R() = m

. On finit cette démonstration par simplifier I’expression de R;

comme suit

1 2 — A
= (1 \/
R 4<+ A >+ Ry

1 s+ 1
:M(|A|+2—A1)+ ;!AI
_c%—l—l
A

c2+1
:c%+c§’

En utilisant la forme simplifier de R; dans I’inégalité (3.56), ce qui acheve la démonstra-
tion de la proposition 3.1.6. [

3.5 Annexe 1. Périodicité de ¢"ie—tMa

a>1/4

O quand b = 0 et

Quand le champ magnétique s’annule, on remarque que et Me0 est périodique

lorsque @ > 1/4, comme montre la Figure 3.1 quand ¢ = 24 > 1/4 si on fait diminuer
I’échelle du temps on obtient la méme graphe. Puis on remarque , dans le cas ot a =
0.2 < 1/4, 1a phénomene de périodicité est disparue. Le but de cette partie est de montrer
ce qu’on a observé numériquement et d’exprimer la période en fonction de parametre
électrique et d’expliquer d’ou intervient I’hypothese a > 1/4.

Proposition 3.5.1. Soit a > 1/4. Alors e®™Me~tMeo est périodique de période T =
47

Via—1"

Démonstration. On rappelle la matrice M, associ€ a I’opérateur de Kramers-Fokker-
Planck quand b = 0 comme suit :

My =

9

0 a 0
1 0 Ja
0 0 0

~va 0 0

et les valeurs propres de M, o, A et Ay avec multiplicité 2 chacune, sont données par

1
0
~va
0
1 1
)\1:5(—\/1—4a+1)et)\225(\/1—461—1—1).
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3.6. Annexe 2 : Illustrations numériques des résultats principaux

On peut montrer que la matrice M, o est diagonalisable et on note I la matrice de passage
de la base canonique a la base de vecteurs propres

0 -3 0 -

VIR S Oﬁ
P= Va Va ,
0 1 0 1
1 0 1 0
avec M, o vérifie I’égalité suivante :
M,o= P D P " avec D = Diag(A, A, Az, o) - (3.60)

tRA\1 e—t Ma,

Pour montrer que e o est périodique, il faut montrer qu’il existe ¢, > 0 tel que

e—t()/Qeto Ma,0 — [4 7
car R\, = 1/2, d’apres la proposition 3.3.1, on a que
e_tM“’O — Pe—tD P_l,

donc, la question revient 2 montrer la périodicité de la matrice e */2¢~*? dans le sens
introduit ci-dessus, c¢’est-a-dire cherchons un réel ¢y > 0 tel que

e—t()D _ e—t0/2[4 7

et en utilisant le fait que
e—t()D — Diag(e_to)‘l, e—t0>\27 e—to)\l’e—to/\z) ,
ceci nous implique que

— — to (; 1 _to
etoD:et()/QLlé i62(1\/4@11):6 2

t
(:)50 4da—1=2kmaveck € Z,

. dkm
o Via—1"
En particulier, prenons k = 1 on obtient T" = \/é%, ceci montre la périodicité e 0/2¢ =t Ma.0
lorsque a > 1/4 avec la période T 0

3.6 Annexe 2 : Illustrations numériques des résultats prin-
cipaux

3.6.1 Abscisse spectrale de M,

Dans le tableau ci-dessous on calcule numériquement, en Scilab, les valeurs de 1’abs-
cisse spectrale de la matrice M, qui égale exactement a ¥\, = (1 — ¢;)/2 en comparant
celles avec les valeurs de a/b* en fixant a = 14 et en prenant plusieurs valeurs de b.

109



Chapter 3 — Etude de I’opérateur quadratique de Kramers-Fokker-Planck-Magnétique

b | Abscisse spectrale | a/b

5 0.221337 0.56

10 | 0.0992201 0.14

100 | 0.0013940 0.0014
200 | 0.0003496 0.00035
800 | 0.0000219 0.0000219

On observe dans le tableau précédent que lorsque b augmente le trou spectral de 1’opé-
rateur P, 5, qui coincide avec I’abscisse spectrale de la matrice M, ;, se rapproche de a/1?,
en particulier cela justifie I’asymptotique lorsque b — +oo de R\;. Ce qui représente le
taux de retour a 1’équilibre qui se comporte comme a/b?. Ceci peut mesurer 1’influence
du champ magnétique sur le retour a 1’équilibre. Par conclusion, on peut déduire que le
champ magnétique ralenti le retour a I’équilibre.

3.6.2 Régime lorsquet — 0.

Dans cette partie, on va donner quelques illustrations numériques en temps petit de
la norme de ||e *Mat||. Ceci est correspond au taux de retour a 1’équilibre pour e~ tFa»
dans une régime ol [je =M || est bien plus grande que e ***1. En observant les Figures
3.3 et 3.4, ou on dessine la norme exponentielle exacte et ses approximations associées
données dans la Proposition 3.1.4 avec un erreur polynomiale d’ordre ¢t’. On constate
que lorsqu’on augmente le champ magnétique 1’erreur augmente, ce qui est normale car
I’approximation est justifié dans le régime ou (A)¢? est suffisamment petit. Puis, dans les
Figures 3.5 et 3.6, on dessine la norme exacte avec le polyndme donné dans la Proposition
3.1.4 d’ordre 6. On observe que lorsqu’on augmente le champ magnétique I’erreur devient
plus important (voir Figure 3.6).

3.6.3 Régime b — +oc.

Dans cette partie, on va donner des illustrations numériques qui illustrent les estima-
tions uniformes obtenues dans la Proposition 3.1.5. Surtout on compare les déviations

le™"=0 —Tho|| = [le™" ],

avec les approximations données dans la proposition citée. On observe numériquement
dans les Figures 3.7 et 3.8 que lorsqu’on augmente le champ magnétique I’approximation
devient plus précis. Et on peut interpréter les figures en disant quand on augmente le
champ magnétique la matrice exponentielle ca ressemble au prédiction autoadjoint qui
égale 2 e *®1_ En plus, on compare a un échelle logarithmique dans la Figure 3.9 la
norme exponentielle quand b = 0 et b # 0. On observe que le caractére non-autoadjoint
semble disparaitre lorsque b augmente.

Au niveau de retour a I’équilibre, on représente dans la Figure 3.10 la norme ||e™
ITy|| en prenant plusieurs valeurs de parameétre magnétique b entre 20 et 100. On remarque

tPa,b _
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3.6. Annexe 2 : Illustrations numériques des résultats principaux

que par exemple lorsque b = 20 on ne voit pas le retour a 1’équilibre a un temps entre
200 et 300, tandis que lorsque b = 100 sur un échelle du temps est égale a 500 le retour
a I’équilibre est faible. Par conséquent, on constate que le champ magnétique ralenti le
retour a 1’équilibre.

3.6.4 Régime en temps long

Dans cette partie on va donner des illustrations numériques qui illustrent le résultat
obtenu dans la Proposition 3.1.6. Comme mentionné dans I’introduction, le résultat de la
Proposition 3.1.6 montre qu’il existe C' > 0 tel que si on suppose que

1
E(t) = 672611‘/ + <a>2bf4efclt S E,

alors on a

2 2\ 1/2 —c
(CBM) e T e Moo | — 1) < CE(1)
C5 +1

On peut montrer que la norme de II; le projecteur spectral associé a \; est

. td—cp) 1+ 2
I = Jim e = fleer | = \| 5= = /Ry,

c+c

ti=c))
Dans la figure 3.11, on dessine le comportement en temps de la fonctione™ 2 ||e_tMa’b [

et la norme exacte de projecteur spectral II; lorsque le parametre électrique a = 8
et le parametre magnétique b = 12. On observe alors que avec le temps la fonction
t(l—cq) tMa

e~ 2z |le”"Met|| se rapproche de la norme exacte du II;.

Ensuite, dans les Figures 3.12 et 3.13 on compare la fonction e ||e‘tMa’b || et les

approximations v/R;(1 — CE(t)) et v/R1(1 + CE(t)) lorsque a = 8 etb = 12 ou 5
respectivement avec la constante C' = 50. On remarque que dans les deux figures la
courbe de la fonction t — e 7" le=*Ma|| compris bien entre les deux courbes associés
aux approximations cités juste avant. En plus, a partir d’un certain temps ¢ compris entre
2.5 et 3 pour le Figure 3.12 (lorsque b = 12), on voit que I’erreur entre les trois courbes
tend vers zéro. Tandis que dans la Figure 3.13 et lorsque b = 5, on voit qu’a partir du
temps ¢ compris entre 4 et 5 I’erreur entre les trois courbes tend vers zéro. Par conclusion,
I’estimation donnée dans la Proposition 3.1.6 devient plus précise lorsqu’on augmente le
champ magnétique b.
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droite.
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droite.
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FIGURE 3.7: Comparaison entre le comportement en temps de la norme [[e~*Mat || et ses
approximations associés a la Proposition 3.1.5 quand b = 8.
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approximation associés a la Proposition 3.1.5 quand b = 5.
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et ses approximations donnés dans la Proposition 3.1.6 avec a = 8 et b = 12 de gauche a
droite lorsque C' = 50.
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Estimations maximales pour
I’opérateur de Fokker-Plank avec
champ magnétique extérieur

Résumé

On considere I’opérateur de Fokker-Planck avec un champ magnétique extérieur fort.
On montre une estimation maximale sur cet opérateur en utilisant une approche nilpo-
tente pour des opérateurs polyndomes de champs de vecteurs et en incluant la notion de la
représentation sur une algebre de Lie. Cette estimation permet de donner une meilleure
caractérisation du domaine de la fermeture de I’opérateur considéré .

Abstract

We consider the Fokker-Planck operator with a strong external magnetic field. We
show a maximal type estimate on this operator using a nilpotent approach on vector field
polynomial operators and including the notion of representation of a Lie algebra. This
estimate makes it possible to give an optimal characterization of the domain of the closure
of the considered operator.
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Chapitre 4 — Estimations maximales pour ’opérateur de Fokker-Planck-Magnétique

4.1 Introduction

4.1.1 Rappels sur I’équation de Fokker-Planck

L’équation de Fokker-Planck a été introduite par Fokker [23] et Planck [77], pour
décrire le mouvement brownien des particules. Dans ces dernieres années, les estima-
tions hypoelliptiques maximales ont connu une renaissance en liaison avec des questions
provenant de la théorie cinétique des gaz. Dans cette direction de nombreux auteurs ont
démontré des estimations maximales pour en déduire la compacité de la résolvante de
I’opérateur de Fokker-Planck et avoir des estimations sur la résolvante permettant d’abor-
der la question du retour a I’équilibre. F. Hérau et F. Nier dans I’article [39] ont mis en
évidence les liens entre I’opérateur de Fokker-Planck avec un potentiel de confinement
et ’opérateur de Laplacian de Witten associé. Puis, dans le livre de B. Helffer et F. Nier
[73], ces travaux ont été complétés et expliqués de maniere générale, et nous renvoyons
plus spécifiquement au chapitre 9 pour une démonstration pédagogique de I’estimation
maximale.

Dans ce chapitre, on va poursuivre I’étude du cas modele de I’opérateur de Fokker-
Planck avec un champ magnétique extérieur 5., commencée dans [59] et établir une esti-
mation maximale sur ce modele, donnant une caractérisation du domaine de son extension
fermée.

4.1.2 Enoncé du résultat

Pour d = 2 ou 3, on se place sur le tore T := R?/Z% et on considere K I’opérateur
de Fokker-Planck avec un champ magnétique extérieur B, : T? — R¥@~1/2 te] que

K=v-V,—(WAB,)-V,—A, +v*/4—d/2,

ot v € R? représente la vitesse, x € T? représente la variable d’espace et t > 0 est le
temps. On souligne que dans la définition précédente de notre opérateur, on a utilisé la
notation (v A B,) - V,, qui s’écrit comme suivant

b(x) (v10y, — V20,,) sid=2
(VA B.)-V,=

b1(x)(v20y; — v30y,) + ba(2)(v30,, — v10,;)
—|—b3(x)(vl&,2 - ?)gavl) sid=3.

On peut identifier les distributions 7' sur T¢ x R¢ avec les distributions qui sont 7" T'-
périodiques sur R? x RY ot T' = Z¢ x {0} C R? x R% Ce qui est noté plus haut 9,7 est
en fait la distribution sur T telle que

0,T = 9,T .



4.1. Introduction

Dans cette identification la norme de u dans L*(T¢ x R?) est la norme de @ sur un domaine
fondamental, par exemple (—,7)¢ x R% De méme, dans cette identification C>(T%)
s’identifie avec I’espace des fonctions C'™° I'-périodiques. Quand cela ne prétera pas a
confusion nous omettrons par la suite les tildes.

On veut associé 2 K un opérateur non-borné sur sur I’espace de Hilbert H = L*(T? x
R%). Pour cela, on considére K comme un opérateur non-borné sur H .
On note

K (oubien K ,;,,) I’extension minimale de K ou D(K) est la fermeture de D(K)
pour la norme du graphe dans H x H.

e K ... I’extension maximale de K dont le domaine D(Fmax) est donné par

D(K pax) = {u € L*(T? x RY) / Ku € L*(T? x R%)}.

A partir de maintenant, on note K I’opérateur K.

L’existence d’un semi-groupe fortement continu associé a I’opérateur K est montrée
dans [59] lorsque le champ magnétique est régulier. Nous améliorons ce résultat, dans
I’annexe A, en considérant une régularité beaucoup plus faible. Pour obtenir I’accrétivité
maximale, nous sommes conduits a substituer I’argument d’hypoellipticité par un argu-
ment de régularité pour les opérateurs ayant des coefficients dans L°°, qui sera combiné
avec des résultats plus classiques de Rothschild-Stein dans [81] pour les opérateurs de
type 2 de Hormander (voir [53] pour plus de détails sur ce sujet).

Théoréme 4.1.1. Si B, € L>°(T%), alors K est maximal accrétif.
Démonstration. Voir I’annexe A pour la preuve détaillée de ce résultat. [

Ceci implique que le domaine de I’opérateur K a la propriété suivante
D(K) = D(K ax) = {u € L*(T* x RY) / Ku € L*(T? x R")}. (4.1)
Il est aussi démontré dans [59] que :
Théoréme 4.1.2. Supposons que B, est dans I’espace W*>°(T?), défini par
W2e(T4) := {u € L>(T%), Va € N |a| <2, D% € L®(T%)},

et muni de sa norme naturelle d’espace de Banach.
Si fo € D(K), alors le probleme

{8tf+Kf:O w2

f(O,ZE,U) = fO(x’U>7

admet une unique solution f € C* ([0, +oo[, L*(dzdv) N C([0, +oo, D(K)).
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On a enfin montré dans [59] la convergence exponentielle vers 1’équilibre ;'/? en
norme L?(dzdv), avec p est donnée par

]. 7,(}2 2
p(v) = W‘? 2,

Théoreme 4.1.3. Si B, € W2>(T4), alors il existe k > 0 et ¢ > 0 telles que, pour tout
fo € L*(dxdv) orthogonale & pi*'? on ait

VE>0, e ™ foll L2(anan) < ce™™|| foll L2 (dwav)-

Dans ce travail, on s’intéresse a préciser le domaine de 1’opérateur K introduit en
(4.1). Pour cela on va obtenir des estimations maximales pour K, en utilisant une ap-
proche nilpotente, c’est a dire des techniques développées initialement pour 1’étude de
I’hypoellipticité des opérateurs invariants sur des groupes nilpotents. Avant d’énoncer
notre résultat principal, on va rappeler quelques notions utiles dans la suite.

Définition 4.1.4. On dit que ¢ € S(T¢ x RY) si $ est C sur R? x R4, T-périodique et
si, pour tous 3, et § € N%, v 92 9 b est bornée sur R x R4,

L’espace vectoriel S(T? x R?) est une variante de I’espace de Schwartz. On note que
I’espace S(T9 x RY) est dense dans ’espace L?(T? x R?) pour tout ¢ € [1, 00|

Définition 4.1.5. On note B*(R?) (ou B? pour indiquer le nom des variables)
B*(R?) := {u € L*(R?), Y(a, B) € N, |a| + |B] < 2, v* 0] u € L*(RY)},

l’espace de Hilbert muni de sa norme hilbertienne naturelle

lullgz == | 3 Hvaafuuiz(w).
la|+|B]<2

Définition 4.1.6. Soit u une fonction de T? & valeurs dans K (oi K = R ou C). On dit
que u est lipschitzienne s’il existe k > 0 tel que u soit k-lipschitzienne, i.e si u vérifie

V(w,y) € T, |u(z) — u(y)| < kd(z,y),
o d est la distance sur le tore T? définie par :

d(z,y) = inf |z — .
(z,y) = inf |z —y +of

On note Lipsch(T?), I’espace des fonctions Lipschitzienne de RY & valeurs dans
RU=1/2 On munit I’espace Lipsch(T?) de la norme suivante

. u(z) —u(y)|
Lipsch(T?) 3 u = [[ulLipsencrey = lullpoe(pay +  sup  ————=2
pach(T*) () z,y€Te zAty d(xa y)
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On note B*(T% x RY), le sous espace L>(T¢, B2(R?)) muni de sa norme hilbertienne
naturelle :

BA(T*xRY 3 u— |lullge = | > v*00ul?amaupay
laf+|B]<2
ot ||.|| est la norme L? et la notation & est la loi definie entre deux espaces de Banach
(X, |- [lx) ex (Yo [ - lly) comme suit

fE€XRY < |flly € X.
Notons que I’espace L2(T?) peut s’identifier a I’espace suivant :

L2 (R?) = {u € L*(RY)/u est Z* — périodique}.

per

Dans cette identification, I’espace B2(R? x R?) s’identifie a I'espace L2,.(R?)® B2.

On peut maintenant énoncer le théoréme principal de ce chapitre :

Théoreme 4.1.7. Soit d = 2 ou 3. On suppose que B, € Lipsch(T%). Alors pour tout
C1 > 0, il existe C > 0 tel que pour tout B, avec || Bel|Lipsen(ray < Ch, et pour tout
u € S(T? x R?), I'opérateur K vérifie I’ estimation maximale suivante :

(v Vo= (v A Be) - Vo)ull + [Jull g2 < C([[Kul] + [[ul])- (4.3)

Compte-tenu de la densité de ’espace de Schwartz dans le domaine de K, nous obte-
nons la caractérisation du domaine de K :

Corollaire 4.1.8.
D(K) :={uc B¥(T*xR%) / (v-V,— (vAB,)-V,)u € L*(T? x R%)}.

Organisation du chapitre : Le plan de ce chapitre est le suivant. Dans la section sui-
vante, on fera des rappels sur la notion d’hypoellipticité maximale, et plus spécifiquement,
on donnera quelques résultats d’hypoellipticité maximale (plus exactement les inégalités
maximales qui I’impliquent) pour des opérateurs polyndmes de champs de vecteurs dans
I’approche nilpotente. Ensuite, dans les deux dernieres sections, on montrera comment
ces techniques permettent la démonstration du théoréme principal 4.1.7, en distinguant
entre le cas d = 2 et le cas d = 3 respectivement.

4.2 Rappels sur ’hypoellipticité maximale dans I’approche
nilpotente

Cette partie a pour but de faire quelques rappels sur les algebres de Lie nilpotentes
graduées et sur les résultats d’hypoellipticité pour des opérateurs polynomes de champs
de vecteurs.
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4.2.1 Hypoellipticité pour des opérateurs polynomes de champs de
vecteurs

On commence par rappeler la définition de base de I’hypoellipticité introduite par
L. Schwartz.

Définition 4.2.1. Un opérateur différentiel avec des coefficients C*° dans un ouvert () C
RY est hypoelliptique dans ), si, pour tout w C S et pour tout u € D'(Q), tel que

Pu € C®(w), alors u € C*™(w).

On s’intéresse maintenant aux opérateurs polyndémes de champs de vecteurs. On consi-
dere des champs de vecteurs X1, ..., X, et Y7, ..., Y, réels, C*, sur un ouvert Q C R<.

Soit P(Zy, ..., Zp+4) un polyndme non commutatif de degré m a p + ¢ variables, a
coefficients C'* sur €2, et soit P 1’opérateur différentiel :

P=P(2, 21, Zprg) = D aal(2) Z*, Nae{l,..p+q}*, 4.4)

jal<m
ot les champs de vecteurs Z, V¢ € {1, ...,p + ¢} sont définis par
Zy =Xy, Y=1,..,p
Ze=Yr,, Yl=p+1, ..p+q
avec, pour a = (au, .., ) € {1, ...,p + q}*,

{1 sia; € {1,..,p}

k
al = d(a;) avec d(a;) =
la] = d(oy) (a5) =1, sia; € {p+1,..,p+q}

i=1

On suppose de plus que les champs Z; avec j € {1,...,p + ¢} vérifient la condition
de Hormander suivante :
(Ho) II existe un entier r tel que les crochets des champs Z; de longueur inférieure ou
égale a r engendrent, en chaque point z de {2, 7€) tout entier.

Autrement dit, si I = (i1, ..., i) et si on note :
Zr =1Zi,, [ Zi,_,s s [ Zins Ziy) - 4.5)

et si on désigne par Z;(z, () le symbole de Z; en (z, (), on peut réécrire la condition (Ho)
sous la forme suivante

Le systeme des Z; avec |I] < r est elliptique en z, ¢’est-a-dire

|I|Z< |ZI(Za §)| 7é07 VC GRd \{O}
Ceci conduit a une version microlocale de la condition de Héormander (voir [9]).
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Lorsque ¢ = 0 et que les champs de vecteur Z; satisfont la conditionde Hérmander
(Ho), I’opérateur P est appelé un opérateur différentiel de type 1. Ainsi, ’opérateur de
Hormander Z§:1 X f (cas ¢ = 0) est appelé “opérateur de Hormander de type-1".
Lorsque ¢ = 1 et que les champs de vecteur Z; satisfont la condition de Hormander (Ho),
I’opérateur P est appelé un opérateur différentiel de type-2. L’ opérateur également étudié
par Hormander Z§:1 X ]2 +Y] (cas ¢ = 1) est appelé “opérateur de Hormander de type-
27,

On pose la définition suivante :
Définition 4.2.2. Soit m € N* (avec de plus m pair si on est dans le cas de type 2). On

dit que P est hypoelliptique maximal en un point z de (), s’il existe un voisinage w de z,
et une constante C' strictement positive telle que [’on ait :

ullzem () < CUIPullZze) + lulZew),  Yu € C5(w), (4.6)

out on désigne par ||.|lym (. la norme dont le carré est défini par :

u— HuH?{m(w) = > HZal...ZakuH%Q(w), Va € {1,...p}™.

laj<m

Il a été démontré par Helffer-Nourrigat dans [29], que si la condition de Hérmander
est vérifiée en z, alors I’hypoellipticité maximale en z implique que P est hypoelliptique
dans un voisinage de z, ce qui justifie la terminologie.

Il a aussi été démontré par Rothschild-Stein dans [82], si I’opérateur homogene as-
socié a P, i.e Y. aq(z)Z“ est hypoelliptique en un point 2y, au sens introduit par

|a)|=m
L. Schwartz, alors P est hypoelliptique maximal dans un voisinage de zj.

4.2.2 Algebres de Lie nilpotentes et graduées

Définition 4.2.3. Une algebre de Lie réelle est un espace vectoriel G sur R muni d’une
application bilinéaire

gxg—g
(X,)Y) — [X,Y],

qui vérifie les propriétés suivantes :
1. VXY € G, [X,Y] = =Y, X] (bilinéaire alternée),
2.VX,Y, Z e G [ X,[Y.Z]| + Y, [Z,X]] + [Z,[X,Y]] = 0, (Identité de Jacobi).

Définition 4.2.4. Soit G une algebre de Lie sur R et considérons la suite décroissante
d’idéaux de G définie par

CHG) =G et C"(G) = [G,C"V(G)], ¥n > 1,
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telle que
C"™(G) = Vect ([ Xy, [Xn-1, ooy [ X2, X1]..]] avec X1, Xo,..., X,, €G).
On dit que G est nilpotente, s’il existe ny € N tel que C™(G) = 0.
Par récurrence, on peut vérifier que [C"(G), C*(G)] C C"*(G), ¥r,s € N.

Définition 4.2.5. On dit que G est une algebre de Lie nilpotente graduée de rang r, si elle
admet une décomposition de la forme :

g:gl@-“@gry
[Qi,gj] C gH_]’ SlZ+] <r et [g“g]] =0 Sll—|—j > T,

Définition 4.2.6. Soit G = G, @ ... B G,, une algébre de Lie nilpotente graduée de rang r,

1. On dit qu’elle est stratifiée de type 1 (ou simplement stratifiée), si elle est engen-
drée par G;.

2. On dit qu elle est stratifiée de type 2, si elle est engendrée par G, @ Gs.

4.2.3 Théorie des représentations

Dans cette partie, on va expliquer tres briecvement quelques résultats de la théorie de
Kirillov dans le cas nilpotent (cf [62] pour plus de détails). Tout d’abord, on va commencer
par quelques rappels sur la théorie des représentations d’un groupe nilpotent G

Représentations sur un groupe G

Soit GG un groupe de Lie, et V' un espace vectoriel sur C. Une représentation complexe
(7, V') du groupe G est la donnée d’une application

T GxV —V
(g,v) = m(g,v),

telle que :
1. w(e,v) =v, Vv € V, ou e est I’élément neutre de G pour la loi de multiplication.
2. n(g,m(h,v)) =7(gh,v), Vh,g € G,Yv € V.

L’espace V' (ou V; si on veut rappeler la référence a ) est appelé espace de représentation
de (. Si V est de dimension finie, sa dimension est notée d, = dimV. Dans le cas
contraire, on pose d, = +00.

Si de plus V' est un espace de Hilbert pour le produit hermitien (., .)y, la représentation
(7, V') est dite unitaire si 7 vérifie la propriété suivante :

<7T(gav>7ﬂ-<g7w)>\/ = <U7w>V, VQ S G,Vv,w eV.
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On utilisera aussi la notation 7(g) ou

m(g)v = 7(g,v).

Ensuite, on introduit la notion de sous-représentation qui nous servira a introduire la
notion de représentation irréductible de G.

Définition 4.2.7. Si (7, V') une représentation de G, et W est un sous-espace vectoriel de
V, on dit que W est invariant par T, si

Vg € G, Yw € W,n(g,w) € W.

Dans ce cas, on note Ty ’application ainsi définie par restriction a W x G et on dit que
(7w, W) est une sous—représentation de (7, V).
Définition 4.2.8. On dit qu’une représentation 7 de G est irréductible si :

1. Elle est non nulle.

2. Elle n’admet aucun sous-espace autre que {0} et V' invariant par .

On introduit maintenant la notion d’équivalence entre deux représentations sur le
groupe G.
Définition 4.2.9. Soient (7, V') et (1, W) deux représentations du groupe G.

1. Un opérateur d’entrelacement est une application T' : V. — W linéaire de V'
dans W vérifiant

T(m(g,v)) =7(g9,T(v)), VgeGYvelV.

2. Les deux représentations (w,V') et (1, W) sont équivalentes s’il existe un opéra-
teur d’entrelacement T' : V. — W inversible.

Enfin, on donne la définition d’une représentation unitaire.

Définition 4.2.10. Soit (7, V') une représentation d’un groupe G. On dit que (w,V') est
une représentation unitaire si V est un espace de Hilbert (réel ou plus souvent complexe),
et si pour tout élément de g € G, V > v +— 7(g,v) € V est un opérateur unitaire sur'V.

Représentations unitaires induites sur 1’algebre de Lie §

Parmi les représentations, les représentations unitaires irréductibles jouent un role cru-
cial. La théorie de Kirillov permet d’associer a tout élément du dual G* de G une repré-
sentation irréductible.

De plus, cette théorie dit que toute représentation unitaire irréductible peut étre repré-
sentée de cette maniere.

Pour étre plus précis, on donne une définition de la représentation induite. Le point de
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départ est une sous-algébre H C G et une forme linéaire ¢ sur G telle que (([H, H]) =
On va alors associer une représentation 74 du groupe de G dans V, := L?(R¥(™) qui
est défini de fagon unique modulo une conjugaison unitaire, o k(7) est la codimension
de H dans G. Pour cette construction et en utilisant le caractere nilpotent, on peut trouver
k = k() vecteurs indépendants e, .., ¢, tels que tout g peut étre écrit sous la forme

g = h exp(sgeg) ... exp(sieq), 4.7)

et tels que, si
Ai=HDRe; ©.. DRep_jq1,

alors A;_; est un idéal de codimension 1 dans A;.
Avec cette construction, on peut obtenir que g — (s, h) est un difféomorphisme global
de G dans R* x H. La représentation induite est donnée par

(meu(expa)f) (t) = expi(C, h(t, a)) f(o(t, a)),
ol h(t,a) et o(t,a) sont définis par la formule suivante
exp tyeg....exptie; expa = exp(h(t,a)) exp ox(t, a)e...exp o1(t, a)e;
On note aussi 7 7, la représentation de 1’algebre de Lie associée définie par

d

Tep(a)u = s (mepu(e™)u), _, (4.8)

ou la représentation 7, 5, peut-€tre définie sur I’ensemble des u € V. tels que I’application
s — mun(e®)u est de classe C'. On va en fait surtout travailler sur I'espace S, des
vecteurs C'*° de la représentation 7 ;.

Plus explicitement, on a

k
mon(a) = i(l b (t,a)) —|—Zata8t
J=1
ou h' et o désignent
h S
(t.0): = o (h(ts5a),
/ d
o (t,a):= T (o(t,sa)), _, -

S

De plus, o a la structure suivante :
aj(tj,....,tl,a):tj+¢j(tj_1,..,t1,a), (49)

ol les ¢; sont des polyndmes sur R¥, ne dépendant que des variables indiquées, a coeffi-
cients réels.
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On sait par la théorie de Kirillov que, dans le cas nilpotent, les représentations irré-
ductibles sont associées a des éléments de G* et que, quand 7 est irréductible, 1’espace
de représentation V. s’identifie & L?(R*(™) ol k(7) est un entier avec L2(R®) = C par
convention si k() = 0. On note G I’ensemble de représentations irréductibles du groupe,
simplement connexe G := exp G associé a G. Il est aussi important aussi de noter que dans
le cas d’une représentation irréductible, S, s’identifie 2 I’espace de Schwartz S(R*(™),

Revenant aux représentations induites 7, 7;, deux cas particuliers vont nous intéresser.
Quand ¢ = 0, on obtient I’extension standard de la représentation triviale du sous-groupe
H de G. On peut considérer cela comme une représentation sur L*(G/H). Un probleme
intéressant (qui est résolu dans [34]) est de caractériser I’hypoellipticité maximale de
7o (P) pour P € Uy, (G).

Le second cas est pour une forme ¢ € G* donnée et lorsque H C G est de dimen-
sion maximale, avec la propriété ¢([r,m]) = 0. Dans ce cas, on peut montrer que la
représentation est irréductible. De plus on peut ainsi construire toutes les représentations
irréductibles (a équivalence unitaire pres). Partant cette fois d’un élément ¢ € G*, on peut
construire une sous-algébre maximale V; telle que ¢([V, V;]) = 0. On peut aussi montrer
que la codimension k(¢) de V; est égale a % rang By, ou By est la 2—forme suivante :

g xG—(l[X,Y).

Pour a € G, on définit par (ad a)* I’adjoint de ad a qui est un endomorphisme de G* défini
par
(ada)* £(b) := £([a, b)).

Le groupe G agit alors naturellement sur G* par :

~ (=" ok
grgl=> o (ada)™ 4,
k=0

avec g = exp(a).

Cette action est appelée action coadjointe. La théorie de Kirillov nous dit que si £ et £ sont
sur la méme orbite pour I’action coadjointe, alors les représentations correspondantes
sont unitairement équivalentes. Inversement , deux orbites différentes donnent deux re-
présentations irréductibles non équivalentes. On peut ainsi identifier I’ensemble G des
représentations unitaires de GG avec I’ensemble des G-orbites dans G* :

G=g/G.

Dans la démonstration du théoréme principal, nous rencontrons des représentations 7
d’une algebre de Lie G dans I’espace S(R¥) (k > 1) qui ont la forme suivante. Pour tout
X € G, m(X) est un opérateur différentiel de la forme suivante :

0 0 0 .
m(X) = Pl(X)af + P2(y1;X)af + ... + Py, --,yk—1;X)8f +iQY1, - Uy X),
Y1 Y2 Yk
(4.10)
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ou les P;(y; X) et Q(y; X) sont des polyndmes sur R*, ne dépendant que des variables
indiquées, a coefficients réels, dépendant linéairement de X € G. On suppose que les
formes linéaires X — P;(0; X) (1 < j < k) sont linéairement indépendantes dans G*.
On notera que les représentations induites ont toujours cette forme. Il s’agit donc de se
poser la question inverse :

La représentation introduite plus haut est-elle en fait une représentation induite ?

La réponse positive est donnée par Helffer-Nourrigat dans [34]. La forme linéaire ¢ est
définie en posant, pour tout X € G

(¢, X)) =Q(0; X), 4.11)

et # est le sous-espace des X € G tels que P;(0; X) = 0 (j = 1,..., k). Les auteurs
démontrent la proposition suivante :

Proposition 4.2.11. Sous les hypothéses ci-dessus :

i) Le sous-espace H est une sous-algebre de G, et I’on a
IX,Y])=0 VXY e H. 4.12)

ii) La représentation m est unitairement équivalente a 74, La transformation qui
réalise I’équivalence est un isomorphisme de S(R¥).

Remarque 4.2.12. Dans la suite, on utilisera la proposition précédente pour passer des
estimations maximales pour 7,3/ (P) aux estimations maximales pour w(P). Ce passage
est justifié via la forme explicite de la transformation 'T', qui va réaliser I’équivalence

mon(exp X)Tf = Tr(exp X)f, pourtout X € G et f € S(R"),

ou
» T est définie par :

Tf(t) = m(expY () fiy_, = OV F(0(1)), Vf € S(RY)
o O(t) = (0.(t), ..., 0x(t)) est une application sur R* définie comme suit :
01 (t) — tl
ej(t) = t] + Hj(tl, ..,tj_l) y \V/] = 2, cey k',

* les H; sont des polynomes.
Par conséquent 0 est un difféomorphisme global de R, dont le jacobien
vaut 1. On passe ainsi sans probleme d’une inégalité maximale a I’autre par un chan-
gement de variable qui conserve la mesure de Lebesgue.

On va finir cette partie en démontrant une propriété spécifique qui sera utilisée dans
la suite.
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Proposition 4.2.13. Soit 7 une représentation définie par (4.10), alors pour tout X € G
lopérateur (X)) est formellement anti-adjoint pour le produit scalaire usuel défini sur
Iespace L*(RF), i.e.

Vu,v € S(RY),  (m(X)u,v) = —(u, 7(X)v).

Démonstration. Soit u etv € S(R¥). Pour X € G,ona

(r(X)uv) = [ #(X)uly) vly) dy.

Rk

en effectuant des intégrations par parties en fonction de y; avec j = 1, ..., k et en utilisant
le fait que P;(y; X) sont des polyndmes a coefficients réels et qui ne dépendent que de
Yi,..,Yj—1 pour tout j = 1, .., k, on obtient

(m(X) u, )

==3 [, u) Pior, g1 %) g;jw) dy+ [ uly) TQ g X)) dy

puisque Q(y; X) aussi est un polyndme a coefficients réels. Puis en réutilisant la définition
(4.10) de la représentation (X ), on obtient

<7T(X) U, U> = —<U, W(X) U>7
ce qui implique le résultat. 0

Remarque 4.2.14. La proposition 4.2.13 est en particulier vraie pour toute représenta-
tion induite . Comme remarqué plus haut, les représentations induites vérifient en

effet (4.10).

4.2.4 Caractérisation de I’hypoellipticité dans le cas des opérateurs
invariants homogenes sur les groupes stratifiés

Cette partie a pour but de donner les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un
opérateur polyndme de champs de vecteurs soit hypoelliptique maximal.

Définition 4.2.15. Soit G une algébre de Lie réelle. On définit I’algebre enveloppante
U(G) comme étant I’algeébre non commutative des expressions polynomiales de la forme
suivante :

P= " aY®, (4.13)

laf<m

ona, € CetY;; (i=1,..,pjetj=1,2)désigne une base de G;, o = (a, .., ay) est un
k-uplet de couples (i,j) aveci € {1, ....,p;}, et o ’on pose :

k
Y =Y,,..Y,, avec |a| = jlo).
I=1
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Lorsque dans (4.13), on ne considére que des termes avec |«| = m, I’ensemble des ex-
pressions polynomiales de cette forme est désigné par U,,(G).

I1 est noté dans [34, Chapter 2] que la représentation 7 3, de 1’algébre G s’étend natu-
rellement a une représentation de 1’algébre enveloppante I/ (G). Pour tout ¢t > 0, on définit
un automorphisme J; de G par la condition :

Si(a)=ta siaeg,;.

On peut naturellement étendre la définition de d; (appelée famille de dilatation) a I’algeébre
enveloppante /(G) en posant :

(P)= > an (0Y)* = 3 ant Y pourt > 0.

la|<m la]<m
On note que :

P EUn(G) <= 0(P)= > an(0Y)*=t"P, Vt>0.

laj=m

A tout élément Y de G, on peut associer un champ de vecteur A(Y) sur le groupe G,
invariant a gauche défini par :

AY) f(u) = cclitf (u-exp(tY)),_,, Vf € L*(R¥),Yu € G

Cette correspondance permet aussi d’identifier 1’algebre enveloppante U(G) avec 1’al-
gebre de tous les polyndmes de champs de vecteurs invariants a gauche. A P € U(G),
défini dans (4.13), on peut en effet associer :

AP) = 3 anA(Y)™.

laf<m

Rappelons le théoreme conjecturé par C.Rockland dans [80], démontré dans le cas du
groupe de Heisenberg par lui, puis dans le cas général par R. Beals [6] pour la condi-
tion nécessaire et par B. Helffer et J. Nourrigat dans [34] pour la condition suffisante.
A noter que le cas du rang 3, qui finalement est le seul qui nous sera utile ici fut traité
antérieurement dans [29].

Théoreme 4.2.16 (Théoreme 0.1 dans [30]). Soit G une algébre de Lie graduée et soit
P € U, (G), alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

1. L’opérateur P défini dans (4.4) est hypoelliptique dans G (le groupe associé a
I’algebre de Lie G).

2. Pour toute représentation 7 dans G non triviale, I"opérateur 7(P) est injectif dans
S, (ou S désigne I’espace des vecteurs C™ de la représentation).
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4.2. Rappels sur I’hypoellipticité maximale dans I’approche nilpotente

Combiné avec un résultat de Rothschild-Stein [82] dans le cas particulier ou 1’ordre
m de I’opérateur P est pair et 1’algebre de Lie est stratifiée de type 1 ou de type 2, le
théoreme de Helffer-Nourrigat prend la forme suivante.

Théoreme 4.2.17. Soit G une algébre de Lie graduée et stratifiée de type 1 ou de type
2 et soit P € U,,(G) avec m est pair (juste dans le cas de type-2), alors les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. L’opérateur P défini dans (4.4) est hypoelliptique dans G.

2. L’opérateur P défini dans (4.4) est hypoelliptique maximal dans G.

3. Pour toute représentation  dans G non triviale, | ‘opérateur 7(P) est injectif dans
S, (ou S, désigne I'espace des vecteurs C™ de la représentation).

Remarque 4.2.18. La condition 3 du théorie sera appelée la condition de Rockland. Pour
la vérifier, on observe que pour 7 dans G non triviale il suffit de montrer que, si u vérifie
7(P)u = 0, alors :

Dans le cas stratifié de Type 1 :  w(Y;)u =0, Vi=1,..,p,

Dans le cas stratifié de Type 2 : w(Xy) =0etnw(Y;) =0,V0=1, . petj=1,.,q.
Ceci implique en effet, dans les deux cas, que

a(Y)u=0, VY €Q.

Puis, par I’hypothese que m est irréductible et non triviale, nous obtenons que u = 0.

On termine cette partie en citant un autre résultat, di a Helffer-Nourrigat dans [31],
qui intervient dans la preuve de leur théoreme et qui nous sera tres utile.

Théoreme 4.2.19. Si P € U,,(G) est un opérateur hypoelliptique maximal, alors il existe
une constante C' strictement positive telle que, pour toute représentation induite m = 1y,
pour tout u dans S(R*™), on ait I’estimation maximale suivante :

> (Y ull e < C (IIm(Phulfae + llulZes) -

la<m

4.2.5 Application a I’hypoellipticité maximale des champs de vec-
teurs

On suppose que les champs X; et Y; pour i € {1,..,p} et j € {1,..,¢} vérifient (Ho)

en 2o . A I’opérateur défini en (4.4), on va d’abord associer en z(, un élément de 1’algebre

enveloppante U(G) ot G désigne 1’algebre de Lie nilpotente libre a p + ¢ générateurs

(Z1, ..., Zp+q) et de rang de nilpotence r. On suit ici la démarche de Rothschild-Stein
dans [82]. On associe a I’opérateur P un élément P,, de U,,(G) défini par :

P., = Z ao(20) Z°

laj=m

et on rappelle un résultat qui s’appuie sur les articles [81], [30] et [9]) :
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Théoreme 4.2.20. Soit P [’opérateur défini en (4.4) avec la condition de Hormander et
2o € 2. Si P., est hypoelliptique alors I’opérateur P est hypoelliptique maximal dans un
voisinage de z.

La réciproque n’est en général pas vraie. C’est tout 1’objet du livre de [34] de donner
des conditions suffisantes optimales pour cette hypoellipticité maximale.

4.3 Démonstration du résultat principal quand d = 2

La démonstration consiste a construire une algebre de Lie graduée G de rang 3, strati-
fiée de type 2 et, en tout point z € T?, un élément K, de Uy (G) hypoelliptique. On déduira
ensuite de I’estimation maximale obtenue pour chaque /C,., une estimation maximale pour
I’opérateur K.

Pour définir IC,, on remplacera B.(z) par une constante b € R fixé, et on montrera
une estimation globale pour le modele suivant :

Ky =v-V, +bv10,, —120,,) — A, +v?/4 — 1, dans R? x R?,

qui apparaitra comme I’image par une représentation induite de /.
Ensuite on utilisera une partition de 1’unité et on contrélera les erreurs.

4.3.1 Application de la Proposition 4.2.11 :

On va montrer qu’on peut se mettre dans le cadre de la Proposition 4.2.11. On cherche
donc une algebre de Lie graduée G de type 2, une sous-algebre H, un élément K, dans
Us>(G) et une forme linéaire ¢ tels que

Ton(Ky) = Ky .

Pour cela, on détermine les conditions nécessaires sur les crochets entre les éléments
générateurs de cette algebre. Dans I’écriture de K, on voit apparaitre les opérateurs dif-
férentiels de degré 1 a coefficients polynomiaux suivants :

"

X114 =0y, X, =in (4.14)
Xy, =0y, Xy, = vy (4.15)
X190 =0.Y,. (4.16)

K}, s’écrit en effet comme polynome de ces cinq opérateurs différentiels

2 / 1 1" Z / " " /
Ky=Xi2—)Y ((Xk,1)2 + Z(Xm)z - Z(sz,le:,l - Xk,le))
k=1
—ib (X7, X5, — X5, X)) (4.17)
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4.3. Démonstration du résultat principal quand d = 2

On regarde maintenant 1’algebre de Lie engendrée par ces cinq opérateurs et leurs cro-
chets. Ceci nous conduit a introduire trois nouveaux éléments qui vérifient les relations
suivantes :

I 1

Xog 1= [Xi,lef,l] = [X2,1=X2,1] =1,
X1,3 = [X1,27X1,1] =0,

/

s X23 = [X1,27X271] = (9962.

1 i
On observe aussi que 1’on a les propriétés suivantes :

[Xi,lvxé,l] = [Xil,lﬂX;,l] =0,
(X1, Xes] = [X5 1, Xes] = [Xis, Xoo] = ... =0 Vi k=1,2.

VR g1

17

On construit alors une algebre de Lie G graduée vérifiant les mémes relations de com-
mutations. Plus précisément, G est stratifiée de type 2, nilpotente de rang 3, son espace
vectoriel sous-jacent est R®, et G; est engendrée par Y{’l, Y2'71, Ylljl et Y'Q':l, G, est engen-
drée par Y 5 et Ys 5 et G3 est engendré par Y; 5 et Y5 5. Les lois de I’algebre sont données
par :

Y2,2 = [Y1/,17Y1,,/1] = [3/;,1,3/2,:1]7 Y1,3 = [Y1,2,Y1,,1], 3/2,3 = [Yl,QaYQ/,l]a (4.18)
Y71, Yo, = [¥11,Ys,] =0, (4.19)
Vi1 Vi) = [}, Vis] = [Yas, Yao) = .. = 0 V5, b = 1,2. (4.20)

On vérifie que 1’application 7 (avec la convention que si ¢ = () il n’y a pas d’exposant)
définie sur la base de G par

m(Yy) =X aveci=1,2,j=1,2,3eto € {0, 1,1} 4.21)

définit bien une représentation 7 de 1’algebre G.
On observe maintenant que notre représentation 7 peut se réécrire sous la forme

m(Y) = Pi(Y)0y, + Pa(v1;Y)0y, + P3(v1,02; Y )0y, + Py(v1,v2,21;Y )0,
+/Z'Q<’U1,”U2,x1,$2;Y),

ou pour tout Y € G, il existe a, b, ¢, d, o, 5,7, et & € R tels que

Y :a’Yll,l + sz/,l + CYll,ll + de/,ll
+aYio+ BYas
+ 73/173 + 53/2,37

et les polyndmes P; avec j = 1, .., 4 et () sont définis par
P(Y) =a, Po(v;Y) =b, P3s(v1,v3,Y) = avy + v
Py(vi,v9,21;Y) = avg + d et Q(v, x;Y) = cvy + dvg + .
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On peut désormais appliquer la Proposition 4.2.11. On obtient alors ™ = 7 4, avec

Leg  ({,Y)=Q(0;Y)=p,
H:={Y €G/P(0Y) =..=Py0;Y) =0} = Vect(Y; 1, Yy 1, Y12, o),

Retournons a notre opérateur K}, qui a été écrit comme un polyndme de champs de
vecteurs { X2, X;3, X1, X;1}j—12 dans (4.17). On définit alors K}, comme le méme
polyndme mais cette fois-ci fonction des champs de vecteurs {Y;o,Y3, inl, inll}j:l,g
définis comme suit

ing 2 / 2 1 1 2 Z / 1 " 7
Ky=Yi2—> (V1) + Z(Yk,l) - Z(YmYkg =Y., Y1)
k=1
—ib (Y/ Yy, = Y5, Y/))
(4.22)

et on vérifie que
Wg,H(Kb> = Kb.

Notons qu’avec les notations utilisées dans I’introduction de la section, on a :

’Cx == R/Be(x) .

4.3.2 Vérification du critere de Rockland

Pour démontrer 1’hypoellipticité maximale, il faut vérifier le critere de Rockland (cf
Théoreme 4.2.17) pour K b- Soit 7 une représentation unitaire sur G dans V.. On va mon-
trer que I’opérateur 7(K}) est un opérateur injectif dans 1’espace S, des vecteurs C'™
de la représentation, qui s’identifie quand 7 est irréductible non-triviale, 2 S(R*(™)). Soit
u € S(R¥™) tel que

7(Kyp)u = 0.

D’une part, on a
Re(m(Kp)u,u) =0,
D’autre part, par intégration par parties et en utilisant que 1’opérateur 7(Y") est un opéra-

teur formellement anti-adjoint (voir Proposition 4.2.13), on obtient

Re(r(Kos ) = Re{r (Vi) ) + 32 (I )ull + =007l

—b Re <@ (W(Yl/,l)ﬂ(yzl,/l) - 7T(Y2l,1)7T(Y1/,/1)) u, “> :

11
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D’abord, on va calculer /. En utilisant le fait que I’opérateur 7(Y; ) est anti-adjoint
d’apres la Proposition 4.2.13, on obtient

(T(Vip)u,u) = —{u, 7(Yig)u) = —(m(Yio)u, u).

Par conséquent, on a
(r(V12)u,u) + (7(Y12)u,u) =0,
d’ou,
I =Re(r(Vi)u,u) = ((1(Yiz)u, u) + (7(Yiz)u, u)) /2 = 0.

Ensuite, on passe au calcul du terme //. En utilisant que 7 est une représentation et les
relations des commutations données dans (4.19), on obtient

[7"(}71,,1)777(}72/:1)] =7 ([}71/,17 }72”1]) =0

~_ ! ~_1

[77(}/2,1)’77(}/1,1)] =7 ([}72,,17 }71//1]) =0.

Alors les opérateurs im(Y; 1)m(Ys,) et im(Yy,)w(Y;;) sont des opérateurs anti-adjoints
sur I’espace S, munis du produit scalaire de V; pour toute représentation 7. Par intégra-
tion par parties, on a

"

(im (Y, ) (Yo )u,u) = —(im (Y] )m(Yah)u, u),
(im (Yo )m (Vi u,u) = =(im(Ya)m (Vi u, u)),

et donc,

Re (in(¥])7(Yz )Ju,u) = Re (im(Vy )m(¥ ), u) = 0.

Par conséquent, on obtient

1"

IT = Re <Z (W(Y£,1)77<Y2,1) - 7T(Y2/,1)7T(Y1H1)) u U> =0.
D’ou,

2
Re(m(Kp)u,u) = Y (Im (Ve ul® + [ (Viy)ul*) .

bl
—_

qui implique que
)=0, Vj=1.2. (4.23)
Il reste a considérer Y] o, pour lequel on peut remarquer que

1 " i ! 1 . ! " ’ 1"
Yo = = Ky + Z ( Yk D2+ Z(Yk’1)2 - Z[Yk,lv Zk,l]) +ib (Y1,1Y2,1 - Yz,lyl,l) :
k=1
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En appliquant 7 et par action sur «, on a

iy = s(Raut Y 7 (0 + 0707 = ¥ ¥ o
+ibm (Y1,,1Y2/,,1 - Y2,1Y1//1> u
=0.
De la Remarque 4.2.18 dans le cas stratifié de type 2, on déduit que
TY)u=0,VY G, etu=0,

ou pour le dernier point on a utilisé que 7 est triviale.

L’ opérateur 7r(l~(b) est donc injectif dans 1’espace S, pour tout représentation irré-
ductible et non triviale 7. Par conséquent, d’aprés le Théoreme 4.2.17 1I’opérateur K,
est hypoelliptique maximal dans le groupe G. En appliquant le Théoréeme 4.2.19 avec
Ky = MH(fﬁ,), on obtient I’existence de C' > 0 telle que I’inégalité suivante

2 2
X2l + D2 (G ull + (X *ull) + 3 X5, Xl
k=1 k=1

< C (|| Kpul + lul), VYue SR*xR?), (4.24)
soit vérifiée.

Remarque 4.3.1. Méme si cela ne sera pas utilisé dans ce texte, on peut montrer que
pour tout compact ) C R, il existe une constante C > 0 telle que pour tout b dans ce
compact, ’estimation (4.24) soit vérifiée.

4.3.3 Deuxieme approche.

Dans cette approche, on va démontrer directement les inégalités sans passer par la
Proposition 4.2.11. Pour cela, on va utiliser la méthode d’addition des variables pour

!/ " ! "
remplacer les champs {Yj 2, Y;3,Y; 1, Y }j=12 par les champs {72, Zj3, Z; |, Z; | }j=1.2
sur R® définies par :

Zyy =0y Ziy =0 + 110y, (4.25)
Zy1 =08y Zyy =0, + 350, (4.26)
Zho =0y + 1,0, + 140., Zoo = 0, (4.27)
Zy 5= 0., Zos = 0s,. (4.28)

Dans les coordonnées exponentielles convenables sur G les champs de vecteurs

! " N 2z . z N
{Zj2,Zj3,7Z; 1, Z;1}j=1, correspondent a la représentation réguliere de G dans G et sont
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des champs de vecteurs invariants a gauche sur le groupe. Dans ces coordonnées, 1’opé-
rateur K}, s”écrit comme un polynéme des champs de vecteurs {Z, 5, Z; 3, Z 1, Z; 1}

b poly p 3,20 45,35 L5515 451 55=1,2>
et en utilisant le Théoréme 4.2.19 sur les groupes nilpotents, on obtient I’estimation maxi-

male suivante

2 2
12120l + 3 (1(Ze)%ull® + 1(Ze)?ul®) + 3 124120l

k=1 k(=1

< C (|[Bwull® + [[u]]?) , Yu € S(R®). (4.29)

Etude préliminaire.
Avant de donner la démonstration de 1’inégalité maximale pour I’opérateur Ky, on va
commencer par montrer comment on passe aisément de 1’inégalité :

1Q(Dz)ull* < C([P(Dy)ul® + [Jull?), Yu € S(RY), (4.30)
a I’'inégalité
QI < C(IPEOP +1), VE € RY. (4.31)
[ei D, = —i%j et P et () sont des polynomes.

En utilisant le Théoreme de Plancherel, on obtient
1QC)w|* < CIPC)w|? + w]?), Vw € S(RY), (4.32)
Pour montrer (4.31) en £ = &, on considere la famille de gaussiennes

(I

wp(§) =ch™ze” 2v [ h >0, (4.33)

ol ¢ > 0 est tel que ||wy|| = 1.
Par application de 1’inégalité (4.32) a la fonction wy,, on obtient

1Q()wnll” < C(|P(wn|® + 1), (4.34)
Il reste a montrer que
1(P(-) = P(&))wnl| = O(h?) et [|(Q(-) — Q(&))wnl| = O(h2). (4.35)

En effet, on peut écrire :

P(§) = P(&) + O1(n) et Q&) = Q(&) + O2(n)

oun =& — &, O1(n) et Oz(n) sont des polyndmes qui s’annulent en = 0 . Ensuite, par
définition de la norme L?(IR¥), on a

I(PC) = Pléo)unlP = ci™® [ Okm)e dn. (4.36)
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En effectuant le changement de variables :

RE S0 = (1, ooy i) — () = (11, 0oy i) = (., oy

9
S

I’égalité (4.36) prend la forme suivante :

IPC) = Po)unl? = ¢ [ Oinbedyear.
Comme O est un polynéme s’annulant en 0, il peut s’écrire comme suit :

O4(7) = > Corv,

a€Zk, 1<]a|<m

avec m = deg(O). En utilisant I’expression précédente, on obtient

1(P(-) = P(&))wnll* = ¢ > Cah% /Rk e dr.

a€Zk, 2<]al<2m

Pour tout a € ZF, I'intégrale [ 7 e~ dr est convergente, on a donc

I(P() = Péo)wnlP= S CLh% = O(h).

a€eZk, 2<|al<2m

Ceci montre I’égalité (4.35) . Puis, en passant a la limite quand h — 0 dans I’estima-
tion (4.34), on déduit

1Q(&)]? < C(IP(&))?+ 1), V& € RF.

Retour a la démonstration de I’inégalité maximale.

On montre maintenant comment on en déduit 1’inégalité maximale pour I’opérateur K},
sans passer par la Proposition 4.2.11. En appliquant la transformation de Fourier partielle
F en les variables (z”,y) = (2, 2%, y1,y2) a ’estimation (4.29), le théoreme

" y)—=(€" )

de Plancherel implique, pour tout u € S (R g n),
| F o gy e” ) 21, aul]? + Z (H]: = m) “ul* + | F e gy e” ) (Z, )l )
+ Z H'F —(&" n)Zk IZK 1UH2 < ¢ (H‘F z" )= (€" ) Kb"LLH2 + H‘F(x”,y)—)(fu,n)uH2> )

k=1

(4.37)

ol les normes sont celles de I’ espace L?(RR®).

On pose 7 = Florn e mZF, _/, e ) POUT tout Z polyndme de champs de vecteurs
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4.3. Démonstration du résultat principal quand d = 2

sur R®. En particulier, les opérateurs Z,f;j avec k = 1,2, =1,2,3eto € {0, 7,1} sont
donnés par :

Zia =0y 21y = i€ + i)
Zyy =0y, Zy1 = i(& + wymp)
21,2 = + xllﬁzl + 96/2322 2272 = i,
21,3 =0, 2273 =0,,.

Alors I’estimation (4.37) prend la forme suivante :

2 2
1Z1awl? + 32 (124wl + 1(Ze)?wl?) + 3 1241 Zeywl?

k=1 k=1
< € (IRl + o)) Vo € S(RY), @3%)

Ensuite, pour montrer le passage de k = 8 3 k = 4 avec des paramétres (¢ ,n) =
(55’, 7o) dans I’estimation (4.38), on considere la famille de fonctions test suivante :

R® > (x/,z,ﬁn,n) — Wh(x/,z,gn,n) = f(a:/,z) wh(ﬁn,n), h>0,

ou wy, est définie en (4.33). Par application de I'inégalité (4.37) a la fonction W}, on
obtient

2 2
1Z1 Wil + 32 (120 )* Wil + 112 )*Wall®) + 3 121 ZeyWall®
k=1 k=1
< C (IRl + W) 439)
En procédant comme dans le cas préliminaire, on passe a la limite quand 2~ — 0 dans

I’estimation (4.39) et on déduit qu’il existe C' > 0 tel que pour tout (5{; ,m0) € R et
f e SRY

2 2
SN ZiaZes(&mo) AP+ (102G mo) FIP + 11(Za)* (& m0) £1I7)
kl=1 k=1

12106, m)fIP < © (IRa& )1 + 171 (4.40)
ol les normes sont maintenant dans I’espace L*(R?).

Finalement, pour déduire I’estimation maximale (4.29), il suffit de choisir (£;,79) =
(0,0,0,1) et d’effectuer le changement de notation suivant :

/ /
21— T1 29 <> To.

On en déduit alors I’estimation maximale (4.24).
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4.3.4 Preuve du Théoreme 4.1.7

Premiere étape.

On fixe o € R? et on note B, () = by € R. On rappelle I’opérateur K
K=v-Vy—WAB,) -V, — A, +0v*/4 -1,

On commence par u € S(R? x R?) avec P,(Suppu) C B(zg,¢), ou P, est la projection
standard en ce qui concerne les variables x et £ > (, une constante qui sera choisie plus
tard, on a

Ku = (K — Kbo)u + Kbou,

D’une part, on vérifie qu’il existe C' > 0 tel que :

[(K = Kpy)ull = [[(Be — Be(20))(v10y, — v20,, )u|
< |VauBel| L [T — xo ||(v10y, — 020y, )ul| (4.41)
<e ”vaeHL‘X’ ”(Ulavz - UQam)uH .

On obtient alors 1’estimation suivante :
(K — K, )ul| < e[| Belluipsen(r2) [|ull 52 -

D’autre part, par I'inégalité (4.24) et le Théoreme 4.2.20 au point zy, on obtient que
I’opérateur Ky, est hypoelliptique maximal dans B(z, ¢). Donc I’opérateur Ky, vérifie,
pour une constante C' > 0 assez grande, 1’estimation suivante

2

1 2 i 1
HEbo el + [lull = FlIX12ull + Z (X )2l + 11(X 1) ?ull) + Z [ X1 X qull,
k=1 k,e=1
4.42)

Finalement, on observe que
[ Kull > || Kyoull — [[(K — Kb, )ull,

1
En utilisant les inégalités (4.41) et (4.42) et en choisissant 0 < ¢ < , on
~ C HBeuLipSCh(TQ)
obtient alors qu’il existe C' > 0 telle que pour tout v € S(R? x R?) avec P, (Suppu) C

B(xg,¢)

2 2
X120l + 3 (100 2ull + (X ) ?ull) + 31X, Xeul

k=1 k=1

< C (|[Kull + lull) - (4.43)
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4.3. Démonstration du résultat principal quand d = 2

Deuxieme étape.

On a montré que pour chaque o € T2, il existe un B(xy, (1)) tel que I'inégalité
maximale (4.43) s’applique. Le tore T? étant une variété compacte, il existe une partition
de I'unité lisse (y;)72, dans la variable = € T* telle que

no
p; € CF(T?) et > @7 =1 sur T?,
=0

et I'inégalité (4.43) est vérifiée sur chaque Suppy; (avec une constante uniforme puisque
la famille de ; est finie). Plus précisément, on prend ¢ = inf{e;, 7 = 1,..,n0} > 0, ou
g; est le rayon de la boule centrée en x; dont (4.43) est vrai, tel que

Supp p; C B(xj,e) C B(zj,e;) Vje{l,..,no},
ou la boule B(x;, ) est définie par, pour tout j = 1, .., ng
B(zj,¢) := {x € T?/ d(z,z;) < €}.
Etape intermédiaire 1. On va montrer |’estimation maximale suivante :
2 2
’ 2 " 2 ’ "
IX1apull + 3 (1) esull + (X )eull) + D (X Xoapul  4.44)
k=1 k(=1
< C (IKpjull + lojull) , Vu € S(T* x R?).

Pour la montrer, on va revenir a I’identification entre u et @ expliquée dans I’introduction.
Pour j = 1, .., ng, on peut identifier la fonction ¢; € C*>(T?), avec Supp ¢; C B(x;, ),
a la fonction ¢; € C§°(R?) qui est I'-périodique. Pour ¢ assez petit, les composantes
connexes de Supp ¢; se décomposent de facon qu’il existe Z; et une fonction ¢, a sup-
port dans B(Z;,e) C R? tels que

Gi= > TaBjo,
a€Z?x{0}

ou 7, est la translation par « et telle que
ljull2(r2xr2y = [|@501] L2 2 xR2) -

En appliquant I’estimation (4.43) a la fonction w = @@ avec u € S(T? x R?) et
observant que diam (Supp w) < &, on obtient qu’il existe C' > 0 telle que :

2 2
1X128500l + 3 (1(X00)2B500l + (X 1) Bi0tl) + D X501 X0 850l (445)
k=1 k=1

< O ([K@joull + llgjoull) -

143



Chapitre 4 — Estimations maximales pour ’opérateur de Fokker-Planck-Magnétique

On note que X9, X3, X;l, et X ]'-:1, avec 7 = 1,2 sont des opérateurs différentiels.

D’apres I’identification et la définition des dérivées sur le tore, on a alors

Kol + > (106wl + 1OG)Peral) + Y 1% X el (446)
k=1 k=1
< ¢ (IKgsull + llgull)

Finalement, par I’équivalence entre la norme || - || L2, (R2xR?) €t la norme | - | 2(r2 xR2), ON
en déduit I’estimation (4.44) .

Etape intermédiaire 2. Le but de cette étape est de montrer les deux estimations
suivantes :

v > 0,3C, > 0/Vu € B |lull g1 < nllull gz + Cyllull, (4.47)
Vo € C(T2),3C, > 0/ |[K, elull < C,llull (4.48)

ou B! est le sous-espace L2® B! muni de sa norme hilbertienne naturelle

ull% = Y [[v*02u||?, Yu € B
laf+]8]<1
Soit u € S(T? x R?), d’apres la définition de la norme || - || 51, on a
lu(z, M = > [0°0ul=, )llia@e
|o|+]BI<1
= > (lu(z,.), v u(z,.)),
laf+[8]<1

En effectuant une intégration par parties par rapport a v, on a, pour tout z € T?,

lu(z, )E = > (vul, ), (=) 0] (v*du(x, )))

laf+]8]<1

= > <u(x, D), (=1D)Blyegs (Uaﬁfu(x, ))> :

lal+]8]<1

Ensuite, en utilisant la formule de Leibniz, I’égalité précédente prend la forme suivante :

(@, ME: = > CuCp (u(x,.), 0”0 ulx, ) .

lo’|+]87]<2

En appliquant I’inégalité de Cauchy Schwarz, on obtient qu’il existe C' > 0 tel que :

(@, 5 < Cllutz, ) lulz, )=
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4.3. Démonstration du résultat principal quand d = 2

Finalement, par I’identité remarquable on obtient que pour tout > 0, il existe C;, > 0
tel que :
v >0, Jlu(@, M < nllul@, E + Cyllulz, I,

puis, en intégrant en x sur le tore T2, on déduit I’estimation (4.47).
En remarquant maintenant que le commutateur vaut

[Ka()@] = [va;@] :U'vm@a
d’apres 1’égalité précédente et en appliquant I'inégalité de Holder, on obtient
I plull = v Vapull < [[Va@ll o) [[ullgr < Collull 1 -

Fin de la preuve : Soit B, € Lipsch(T?) et u € S(T? x R?). On va contrdler terme par
terme. Par la partition de I’unité et par 1’application de 1’inégalité (4.44), on obtient qu’il
existe C' > 0 tel que

no 0o
lulle = lojule < (IKeul® + leul?), (4.49)
Jj=1 Jj=1

En utilisant la définition du commutateur, on obtient
no no
S IKeul* <23 (e, Klull? + Il Kul?) -
j=1 j=1

D’apres I’estimation (4.47)-(4.48), on obtient, pour tout > 0, I’existence de C,, > 0
telle que :

70
> I jull® < 2l Kull® + 2nfull3. + Cyllul®. (4.50)
j=1

En injectant I’'inégalité (4.50) dans I’inégalité (4.49), on en déduit que pour tout n > 0, il
existe C,, > 0 telle que :

lull3: < 2CIKull* + 20 Cllullz. + Cyllull?,
Ensuite, en utilisant les mémes techniques, on a

1o
v Vaull* =Y lgj(v- Vo)

< 2&: (s v - Valull® + 11w - Va) (o50)17)

En utilisant les inégalités (4.50) et (4.44), on obtient qu’il existe C’ > 0 et pour tout
n >0, C,y > 0 telles que :

no
lo- Voul® <3 (C'llps Kull* + 7l sullbe + Collpsull’)

j=1
< O Kull® + ' ullze + Cyllul®
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Chapitre 4 — Estimations maximales pour ’opérateur de Fokker-Planck-Magnétique

Il reste a estimer le terme suivant
no
HBe(Ulavz - U2av1)u”2 = Z HBE(Ulavz - U28v1)(90ju)||2'
j=1

Par application directe des inégalités (4.44) et (4.50), on obtient qu’il existe C, C” > 0 et
pour tout " > 0, C, > 0telles que :

1Be(010y, — 020, ull> < O (1K (pyu)]* + [[ull?)

j=1
< C"[[Kull® + " [[ul G2 + Cyprllull*.

Choisissant 7, netn >0telsque2Cn+n +n" < 1, on obtient donc I’existence d’une
constante C' > 0 tel que :

10 Vi = Bu(01y, — 0300 )ull + [ull g < CIKul + llul),  Vu € S(T? x B?).

4.4 Démonstration du résultat principal quand d = 3

4.4.1 Préliminaires

On présente maintenant la démonstration du Théoreme 4.1.7 quand d = 3, et on va
seulement expliquer les différences dans les étapes de la preuve, avec celles dans le cas
ol d = 2. L’approche est la suivante, on remplace d’abord B,(x) par un vecteur constant
b := (b1, by, b3) € R3, et on montre une estimation globale pour le modele suivant :

Ky=v-V,+(WwAb) -V, —A, +v?/4—3/2. (4.51)
On définit la transformation canonique suivante
Vir REXR = R xR?, (1,0) — Viy(z,v) := (M, (M 1)),

ou M est la matrice de rotation qui s’obtient par la multiplication entre les deux matrices
de rotations R(6,) et R(6) autour des axes (Ozx) et (Oz) et d’angles de rotation 6, et 65
respectivement

1 0 0 cosfly —sinfy 0
R(0;) == |0 costy —sinb; R(0y) == | sinfy cosfy 0O
0 sinf; cos6; 0 0 1

ou les deux angles sont définis par

0, = arctan(by / bo) , 6o = arctan(y/b? + b3/ bs).
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4.4. Démonstration du résultat principal quand d = 3

On note que les opérateurs différentiels suivants sont invariants par conjugaison par la
transformation Vj; :

Vi (v V) Vit = v - Vet Vi (A, +0°/4 = 3/2) Viy1 = —A, +0* /4 — 3/2.

Par construction de la matrice M, la conjugaison de I’opérateur magnétique donne la
forme suivante :
VM(U VAN b) . VU VMfl = |b|(U18U2 — ’Ugam).

Par conséquent, la conjugaison de I’opérateur de Fokker-Planck-magnétique défini en
(4.51), par I’opérateur de transformation canonique V), nous donne I’opérateur suivant

Q|b| = VM Kb V]V[*1 =U- Vﬂc + |b| (U18v2 - U28v1) - Av + U2/4 - 3/27 (452)

ol on désigne par |b| la norme euclidienne du vecteur b € R?.

On remarque que I’espace B2 est invariant par rotation. Les estimations maximales
pour K, sont donc équivalentes aux estimations maximales pour Q|| (avec contrdle uni-
forme des constantes).

Comme dans le cas d = 2, la démonstration consiste a construire une algebre de Lie
graduée G de rang 3, et, en tout point = € T?, un élément Q) de Us(G) hypoelliptique.
On déduira de I’estimation maximale obtenue pour chaque Q|p,|, une estimation maximale
pour I’opérateur Q) p.

4.4.2 Construction de I’algebre de Lie G :

On se met dans le cadre de la Proposition 4.2.11. On cherche donc une algebre de Lie
graduée G de type 2 et de rang 3, une sous-algebre H, un élément (), dans Us(G) et une
forme linéaire ¢ tels que

Wz,%(@b) = Q.

Pour cela, on détermine les conditions nécessaires sur les crochets entre les éléments
générateurs de cette algebre. Dans I’écriture de K}, on voit apparaitre les opérateurs dif-
férentiels de degré 1 a coefficients polynomiaux suivants :

!

’ / .
X}’1 = 0Oy, X}/l = v
X271 - 8@2 X%71 = 1U9

/ / 4.
X3,1 = Oy, X3,1 = U3 (435)
XLQ = U.vx
@y s’écrit en effet comme polyndme de ces sept opérateurs différentiels
3 ! 2 ]. " 2 Z / 1" " !
Qb =X12— ) ((Xk:,1> + Z(Xk,l) - Z<X’“’1X’“’1 - Xk,le:,l)>
k=1
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Chapitre 4 — Estimations maximales pour ’opérateur de Fokker-Planck-Magnétique

On regarde maintenant 1’algebre de Lie engendrée par ces sept opérateurs et leurs cro-
chets. Ceci nous conduit a introduire quatre nouveaux éléments :

X2,2 = [Xi,pr,l] = [X;,laX;,l] =1 Xl,S = [Xl 2aX1 1] 0y

) ; 1

0.

i

X2,3 = [X1,27 Xé;] = aa:g X3,3 = [X1,27 X3 1]

)

On observe aussi les relations de commutations triviales comme

(X100 Xaa] = [X10, Xai] = X

b

Xis] = [X]

g

Xk,3] = [Xk,3a X2,2] = 07

pour tout j, k =1,2,3.

On construit alors une algebre de Lie G stratifiée de type 2 vérifiant les mémes relations
de commutateurs. Plus précisément G est stratifiée de type 2 et nilpotente de rang 3, dont
I’espace vectoriel sous-jacent est R, ot G; est engendrée par YIIJ, Y2/’1, Y54, Y{:I, YQH1 et
Yg:l, G, est engendré par Y7 5 et Ys 5 et G3 est engendrée par Y; 3, Ys 5 et Y3 5. Les lois de
I’algebre sont données par :

Yoo = [V, Y11] = [Yau, Yaul, Yis = [Yi2, V)], (4.55)
Yoz = [Yi2,Y54], Ya3 = [Via, Ys4], (4.56)
Y1, Yo,] = V)1, Ya,] =0, (4.57)
Y, 1, Vil = [Vi1, Yis] = Vi, Yoo = .. =0, Vi, k= 1,2,3. (4.58)

On vérifie que I’application 7 (avec la convention que si ¢ = () il n’y a pas d’exposant)
m(Y) = X7 aveci=1,2,3,j=1,2,3eto c {0,7,/1} (4.59)

définit une représentation 7 de G. On observe maintenant que notre représentation 7 peut
se réécrire sous la forme

7(Y) = P(Y)0y, + Pa(v1;Y)0y, + P3(v1,09;Y )0,
+ Py(v1,v2,v3;Y )05, + Ps(v1, 02,03, 215 Y )0,
+ Ps(v1, 02,03, 21, 225 Y ) Oy + Q (01, 02,03, 21, 2, 237 Y),
ou pour tout Y € G, il existe a;, b;, 5,7, ; € RVi = 1,2, 3 tels que
Y =a1Yy, +asYy, + asYs, + Y], +boYy, + bV

+B8Y12+7Ys,
+ oYz + Yoz + azYss,

et les polyndmes P; avec j = 1, ..,6 et ()’ sont définis par

P (Y)=ay, Po(v1;Y) = as, P3(v1,v9;Y) = ag
Py(v1,v2,v3;Y) = cvg + aq, Ps(v1,v2,21;Y) = Bug + g,

Ps(v1,v9,v3, 21,22, Y) = cuz + g et Q/(v, ;YY) = byvy + bavg + byvs + d.
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En appliquant la Proposition 4.2.11, on obtient alors m = 3, avec

(eG  (0,Y)=Q'(0;Y) =d,
H:={Y €G/P(0;Y) =...= Ps(0;Y) = 0} = Vect(Y; 1, Yy 1, Y51, Vi, Yos),

Retournons a notre operateur (p qui a ét€ écrit comme un polyndbme de champs de
vecteurs {X],Q,X]&X] 1> X 1}]71’273 dans (4.17). On définit alors Qb comme le méme
polynéme mais cette fois-ci fonction des champs de vecteurs {Yjo, Y3, Y . Y] =123

comme suit

~ 3 / 1 12 Z / 1" 1" !
Qb = Y12 — Z (Yk,1>2 + *(Yk,1)2 - *(Yk,lyk,l - Yk,1Yk,1)
4 4
k=1
—ib| (Y1, Y5, = Y5,Y)4), (4.60)
et on vérifie que )
Tow(Kn) = Kb -

4.4.3 Vérification du critere de Rockland

Soit 7 une représentation unitaire sur G dans V, non triviale. On va montrer que
I’opérateur m(Q)jp|) est un opérateur injectif dans I’espace S, des vecteurs C'> de la re-
présentation, s’identifie quand 7 est irréductible 2 S(RF™) . Soit u € S(R*™) tel que

W(Q‘b‘)u =0.

En appliquant les techniques utilisées dans la Sous-Section 3.2, on vérifie pour un systéme
de générateurs la propriété suivante :

T(YVi)u=0 Vi,j=1,23etoe{0,1}.
D’apres la Remarque 4.2.18 dans le cas stratifié de type 2, on en déduit que
TY)u=0,VY €3G,

et que u = 0.

L’ opérateur W(Qw) est donc injectif dans I’espace S, pour tout représentation irréductible
et non triviale 7. Par conséquent, d’apres le Théoreme 4.2.17 I’ opérateur Q‘b‘ est hypoel-
liptique maximal dans le groupe G. En appliquant le Théoreme 4.2.19 (Qp| = 7T£7H(Q‘b|)
on obtient I’'inégalité suivante

2

1X1 20| + Z( (Xi)?ull + [[(Xg)%ull) + 5 X1 X
=1 k=1

< C(IQuull + llull),  Vu € S(R® x R?). (4.61)
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Par la conjugaison par la transformation canonique Vj,-1 de I’opérateur ()|, on a alors

[ X1 2ull + Z ( Xkl )ul| + H(Xk 1) UH) + Z ||Xk 1Xe 1ul
k=1

C (| Kpu| + |lul), Yuec SR?®x R?). (4.62)

4.4.4 Fin de la preuve

Pour la suite de la preuve, il n’y a aucune différence avec le cas d = 2, on utilise
une partition de I’unité et on controle 1’erreur, afin d’obtenir I’estimation maximale (4.3)
pour I’opérateur initial K dans I’espace S(T? x R3). Pour plus de détails sur un résultat
similaire sans champ magnétique mais avec un potentiel électrique, nous renvoyons au
chapitre 9 du livre de B. Helffer et F. Nier [73].

Remerciement. [’auteure est reconnaissante a Bernard Helffer pour son aide impor-
tante et ses précieux conseils tout au long de la rédaction de ce chapitre. L’auteure re-
mercie également le Centre Henri Lebesgue, I’ANR-11-LABX-0020-01 et la Faculté des
sciences (Section I) de I’Université Libanaise pour leurs soutiens.
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Accrétivité Maximale pour des
opérateurs de Fokker-Planck avec
champ électromagnétique faiblement
régulier

Résumé

On considere 1’opérateur de Fokker-Planck avec un champ électromagnétique exté-
rieur. On montre I’accrétivité maximale de 1’opérateur considéré dans le cas ou le champ
électromagnétique a une faible régularité. La preuve s’appuie sur 1’établissement d’une
régularité Sobolev maximale pour des polyndmes de champs des vecteurs a coefficients
non réguliers .

Abstract

The Fokker-Planck operator is considered with an external electromagnetic field. We
show the maximal accretivity of the considered operator in the case when the electro-
magnetic field has low regularity. The proof is based on the establishment of a maximal
Sobolev regularity for polynomials of vectors field with non-regular coefficient.

151



Chapitre A — Accrétivité maximale des opérateurs de Fokker-Planck-électromagnétique
non-réguliers

A.1 Introduction

Dans I’étude des équations cinétiques de la forme suivante :
hF+v -V, F+F(z,v)- Vo, F—Q(F) =0, (A.1)

ot F : R? — R? représente le champ de force extérieur et Q désigne 1’opérateur de
collision (comme par exemple les opérateurs de Boltzmann, Landau ou de Fokker-Planck)
il est fondamental de montrer que I’opérateur P = v - V, + F - V,, — Q est un générateur
infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu. Ceci assure 1’existence d’une solution
du probleme de Cauchy associé a I’équation (A.1) en appliquant le fameux Théoreme de
Hille-Yosida (cf [76, Théoreme 3.1]) dans le cas ou P est un opérateur maximal accrétif .

Pour I’opérateur de Fokker-Planck avec un champ électrique extérieur régulier, de
F. Hérau et F. Nier ont démontré dans [39] I’accrétivité maximale, en adaptant la preuve
qu’un opérateur de Schrodinger avec un potentiel régulier est essentiellement auto-adjoint
sur L?(R??). Ultérieurement B. Helffer et F. Nier ont donné dans [73, Proposition 5.5]
une autre démonstration se basant sur I’hypoellipticité locale de 1’opérateur résultant des
travaux de L. Hormander [53]. Dans ce chapitre, on poursuit I’étude du cas de I’opé-
rateur de Fokker-Planck avec un champ magnétique extérieur B, commencée dans [59],
en considérant une régularité beaucoup plus faible. Pour obtenir 1’accrétivité maximale,
on est conduit a substituer a I’argument d’hypoellipticité un argument de régularité pour
des opérateurs a coefficients L°°, qu’on combinera avec des résultats plus classiques de
Rothschild-Stein pour des opérateurs de Hérmander de type-2 .

Pour d = 2 ou 3, on consideére Ky p I’opérateur de Kramers-Fokker-Planck avec un
champ électromagnétique extérieur B : R? — RU4=1/2 te] que

Kyp=v-V,—V,V -V,—(WAB)-V,— A, +v*/4—d/2, (A.2)

ot v € R représente la vitesse, z € R? représente la variable d’espace, t > 0 est le temps
et V(x) désigne un potentiel électrique. On souligne que dans la définition précédente de
notre opérateur, on a utilisé la notation (v A B) - V,, qui s’écrit comme suit

b(x) (v10y, — V20,,) sid=2
vAB)-V, =
( ) b1(2)(v20y, — v30u,) + ba(x)(v30y, — v10,,)
+b3(x)(v10y, — V20y, ) sid=3.

L’opérateur Ky p est considéré comme un opérateur non-borné sur I’espace de Hilbert
réel H = L?(R*?),

On peut maintenant énoncer les théoremes principaux de cette annexe. Dans le cas ou
V = 0, on note Ky p = Kp, on obtient I’accrétivité maximale de 1’extension minimale
K B de K B-
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A.2. Rappels

Théoreme A.1.1. Si B € L>®(R4, R¥4=V/2) alors Ky est accrétif maximal .

Ensuite, on étudie I’accrétivité maximale de I’extension minimale Ky p de I’opérateur
Ky, p défini dans (A.2), comme étant une perturbation de I’opérateur Kz comme suit :

Kyp=Kp—V,V -V,. (A.3)
On obtient le résultat suivant :

Théoreme A.1.2. Si B € L=(R¢ R¥-D/2) v ¢ [*(R?) et VV € L®(R?, RY), alors
Ky g est maximal accrétif.

De nombreux auteurs ont étudié I’accrétivité maximale de 1’opérateur de Fokker-
Planck sans champ magnétique mais avec un potentiel électrique C* (cf Helffer-Nier
[73, Proposition 5.5] et Hérau-Thomann [41, Lemme 3.14] pour une démonstration se
basant sur la théorie des perturbations par un opérateur non borné ).

Pour 1’étude de I’opérateur de Fokker-Planck avec champ magnétique mais sans po-
tentiel électrique, nous renvoyons les lecteurs a [59], pour 1’étude du retour exponen-
tiel a I’équilibre thermodynamique et la démonstration de I’accrétivité maximale avec un
champ magnétique régulier. L’article [58] établit des estimations maximales sur ce mo-
dele en supposant qu’on est sur le tore T¢ et que B est dans une classe de Holder.

A.2 Rappels

A.2.1 Remarque préliminaire

En suivant les étapes de la preuve de I’accrétivité maximale de 1’ opérateur de Kramers-
Fokker-Planck sans champ magnétique, donnée dans [73, Proposition 5.5], nous avons
besoin d’une certaine régularité locale de I’opérateur suivant :

d
v-V,—=V,V 'Vv—(v/\B)'VU—Av:Yb—i—ZYf,
j=1
ou les vecteurs Y; et Y, sont définis comme suit :
Yo=v-V, -V, V -V,—(vAB)-V, etY;=0,,,Vj=1,..d.

Dans le cas ou V' et B sont C*°, cette régularité résulte immédiatement de I’hypoellipticité
des opérateurs de Hormander. La difficulté dans notre cas faiblement régulier est que le
champ de vecteur Y| est a coefficients L°°. On ne peut donc espérer qu’une régularité plus
faible de type Sobolev.
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A.2.2 Rappels sur la régularité Sobolev pour des opérateurs de Type-
2 de Hormander

Dans cette partie, on va rappeler un résultat de régularité Sobolev pour une classe
d’opérateurs différentiels apparaissant dans notre cas.
On considere I’opérateur différentiel de Hormander de type-2 donné par :

n

EZZXf‘i‘Xo,
J

1

ou les champs des vecteurs Xy, .., X,, sont réels de classe C'*° sur un ouvert 2 C R".
On suppose de plus que les X; avec 7 = 0,1, ..,n vérifient la condition de Hérmander
suivante :

Condition A.2.1. [l existe un entier r tel que les crochets des champs X; de longueur
inférieure ou égale a r engendrent, en chaque point z de (), T.C) tout entier.

L’hypoellipticité de I’opérateur L et de I’opérateur de type-1, >°7_; X ]2, a été étudié
par L. Hormander dans [53]. Ce qui nous intéresse dans la suite est d’étudier 1’opérateur
de type-2 dont I’hypoellipticité est également démontré dans [53].

Définition A.2.2. Pour k € N, on note S*(2) le sous-espace de L*(12)
{fue L*(Q)/ X € L*(Q), Va € N tel que |al, <k},
muni de sa norme Hilbertienne naturelle

Julldeey = > I1X%ul?zq, (A.4)

lof1,2<k

on X* = X,,..Xa,,,, pourtout a; € {0,1,..,n} et

n+1 1 siaje {1,..,n}
aly o = gilas|, avec €; =
|l 2 JZI il J {2 si a; = 0.

On note par St () Uespace des fonctions localement dans S*(2).

Avec cette définition, on rappelle un résultat, di a Rothschild-Stein dans [82], qui nous
sera trés utile dans la suite .

Théoréme A.2.3 (Théoreme 18 dans [82]). Si f et L f € L7 (Q) alors f € S?.(Q).

loc

Ce théoreme utilise que les polynomes de champs de vecteurs sont a coefficients C'*°,
une hypothese qui ne sera pas vérifiée dans notre cas. Le cas de coefficients moins régu-
liers a été étudié dans la littérature. On note par exemple que le cas de I’opérateur de la
forme suivante : .

> ai; Xi X;+ Xo,

1,j=1
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avec des coefficients a; ; non réguliers a ét€ étudi€ par C.J. Xu dans [98] et M. Bramanti et
L. Brandolini dans [11], qui obtiennent des résultats de régularité holderienne et Sobolev.
On renvoie les lecteurs a I’article [75] pour I’étude de la régularité Holderienne pour le cas
particulier des opérateurs de type Kolmogorov a coefficients Holderiens . Aucun de ces
théoremes ne s’applique directement. De plus ils nécessitent une hypothese de régularité
holderienne dont nous n’aurons pas besoin pour nos résultats.

A.3 Accrétivité de ’opérateur de Fokker-Planck magné-
tique avec faible régularité

A.3.1 Régularité Sobolev

Pour démontrer le Théoreme A.1.1, on va montrer la régularité Sobolev associée au

probleme
K f = gavee f,g € Lj,(R*)

ou K7, est I’opérateur adjoint formel de K :
Kp=-v-Vo+WAB) - V,— A, +0v%/4—d/2.
Le résultat du régularité Sobolev est le suivant :

Théoréme A.3.1. Soit d = 2 ou 3. On suppose que B € L>(R? RUI=V/2)  Alors, pour
tout f € L} (R?Y), tel que K3y f = g avec g € L2 (R*?), f € S _(R??).

loc loc

Avant de montrer le Théoreme A.3.1, il est important pour se ramener a un probleme a
coefficients réguliers de prouver une régularité partielle en v pour la famille d’opérateurs
suivante :

Proposition A.3.2. Soit c; € L*(RY, L} (R?)) tel que
Oy, (¢j(z,v)) =0,Vj=1,...d. (A.5)
Soit Py I’opérateur de Kolmogorov :

Py:=—v-V,—A,.

Si h € L2, (R*) vérifie

loc

d
Poh = 3 ¢j(z,v) 0y, hj + 7

j=1
hjetge L (R*), Vj=1,..,d,

loc

(A.6)

alors V., h € L? (R* R?).

loc

Cette proposition sera démontrée dans la sous-section A.S5.
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A.3.2 Démonstration du Théoreme A.3.1

On termine maintenant la démonstration du Théoreme A.3.1. L’idée clé de la preuve
est de décomposer I’opérateur (A.2) comme suit :

Kiy=Py+(wAB)-V,+v*/4—d/2. (A7)

Pour B € L>®°(R? R¥-D/2) et f g € L2 (R?) tels que

loc
Kpf=y,

le but est de montrer que f € 57 _(R??).

Etape 1. Reformulation du probleme :

En suivant la décomposition (A.7) de I’opérateur K5, on peut considérer notre pro-
bléme comme un cas particulier du probleme généralisé suivant :

d

Py f = Zlcj(:z:,v) Ov; hj+ g
j:

h,=fel

loc

=g +5f € LR, Vj=1,..4d,

loc

(R2). (A.8)

N}

¢j(v,v) = —(v A B); € L°(R% L} (RY)),Vj=1,...,d,

loc

la notation L; désignant la j-ieme composante du vecteur L € R?.
On remarque que les coefficients c¢; vérifient la condition (A.5) de la Proposition A.3.2
car

Oy,(VAB); =0,Vj=1,.,d.

La Proposition A.3.2 donne alors que V,, f € L2 (R??).

loc

Etape 2. Application du Théoréeme A.2.3 :

Notre opérateur F; s’écrit comme suit :

d
Poz—AU—v-sz—(ZXf—kXo), (A.9)
j=1

ou les X; pour j = 0,1, .., d sont définis par :



A.4. Accrétivité maximale avec champ électromagnétique faiblement régulier

D’apres I’étape 1, le probleme (A.8) est un cas particulier du probleme de régularité
du type Py f = h, avec fetg € L2 (R??) et h est donnée par :

loc

v? d
hzzcj(w7v)6‘v,jf+g—zf+§f-

Jj=1

D’aprés 1’étape 1, on a montré que V,, f € L3 (R??), ce qui implique que h € L? (R>?).

loc loc
2

Finalement, en appliquant le Théoréme A.2.3 on obtient que f € S?_(R??), ce qui achéve
la démonstration .

A.3.3 Démonstration du Théoreme A.1.1

L’accrétivité de ’opérateur K est claire. Pour montrer que I’opérateur est accrétif
maximal, il suffit de montrer qu’il existe Ay > 0 tel que I’opérateur 7" = Kp + A\gld est
d’image dense dans LQ(RQd). Prenons \g = g + 1 (en se basant sur [73]).

Pour u € L?*(R??), tel que

<U, (KB + Aold) U}> = 0, Yw € D(KB) s (AIO)

on doit montrer que u = 0.
Pour cela on observe que 1’égalité (A.10) implique que :

d
Kyu= —(5 + 1)u, dans D'(R?*?)
ou Ky est ’opérateur adjoint formel de K :
Kyp=-v-V,+WAB)-V,— A, +v*/4—d/2.

Sous I’hypothese que B € L*(R?) et comme u € D(K) C L2 _(R%*), le Théoreme

loc
A.3.1 montre que u € S?_.(R??). La suite de la preuve est assez classique (la régularité

obtenue pour u permet de justifier les intégrations par parties) et on se réfere a 1’article
[59, Proposition 3.1]. (cf aussi [73, Proposition 5.5]) .

A.4 Accrétivité maximale avec champ électromagnétique
faiblement régulier

Pour d = 2 ou 3, on rappelle que Ky, g est1’opérateur de Kramers-Fokker-Planck avec
un champ électromagnétique extérieur tel que

Kyp=Kg—V,V -V,. (A.11)

L’opérateur Ky p est considéré comme un opérateur non-borné sur I’espace de Hilbert
H = L*(R?%). On va montrer le Théoreme A.1.2, en utilisant la théorie de perturbation
par un opérateur non borné .
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A.4.1 Rappels sur la théorie de perturbation par un opérateur non
borné

La somme de deux opérateurs non bornés (A, D(A)) et (B, D(B)) est une opération
tres délicate et elle peut détruire des bonnes propriétés que les opérateurs peuvent avoir.
Ceci est dii au fait que le domaine "naif"

D(A+ B) = D(A) N D(B),

de la somme A + B peut étre trop petit. On renvoie les lecteurs a [21, Exemple 1.2] pour
des exemples concrets sur la situation .

Afin d’éviter cette difficulté, on suppose que la perturbation B est A-borné au sens de
Kato comme suit :

Définition A.4.1. Soit A: D(A) C X — X et B: D(B) C X — X deux opérateurs
non bornés sur un espace de Banach X. L’opérateur B est appelé A-borné si

D(A) c D(B),
Jda, b € Ry tels que || B(x)|| < al|A(z)]| + b||x]|. (A.12)
La borne-A de B est définie alors par
ap = inf{a > 0/3b € R, tel que (A.12) est satisfaite }.

Théoreme A.4.2 (Théoreme 2.7 de [21] ). Soit (A, D(A)) un opérateur maximal accrétif
et (B, D(B)) est accrétif et A-borné avec ay < 1, alors l'opérateur (A + B, D(A)) est
accrétif maximal .

A.4.2 Démonstration du Théoreme A.1.2

I1 suffit de montrer que B = —V,V - V,, est un opérateur Kz-borné ou la borne-Kp
notée ay satisfait ap < 1. Soit f € D(Kp) on a

1BflZ2greay = IV2V - Vo fllTomeay < VeV 1 Foeay Vo 172 ea)
< Col| Vo f 72 @ee

- CO <KB fv f)
< Co | KB fllr2@eay 1| L2®2a) -

Par I’inégalité classique, pour tout > 0, on obtient I’existence de C,, > 0 telle que
IVV - Vo fllZe < ConllKp fllzz@ea + Cy 1 fI1Z: -

Ensuite, on choisit 7 tel que CZn < 1. D’apres le Théoreme A.1.1 I’opérateur Kp est
maximal accrétif, et en appliquant le Théoréme A.4.2, on obtient que I’opérateur Ky 5 est
maximal accrétif .
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Remarque A.4.3. On peut aussi montrer I’accrétivité maximale de I’opérateur Ky p, en
prouvant la régularité Sobolev du probleme K3, i f = g avec fetg € L} (R*®) en notant
qu’on peut reformuler le probleme comme suit :

Pof = % ei(w0) 0, by +

hj=f E Lloc<R2d)

Jg=g— zf+ fel? (R Vji=1,..,d.
Ici les coefficients c; sont définis par :

c¢j(z,v) = —(vA B); — 0,V € L*(R? L}

loc

(RY),Vj=1,...,d.
On note que les coefficients c; vérifient la condition (A.5) de la Proposition A.3.2 car
Oy, (vAB)j=0et 0,0,V =0,Vj=1,..d.

Remarque A.4.4. Le Théoreme A.4.2 de perturbation ne s’applique pas pour la pertur-
bation magnétique. En effet, méme si l’opérateur K g admet la décomposition suivante :

Kg=A+D8,

on A=v-V,— A, +v*/4—d/2 et B= —(vAB)-V,, Uopérateur B n’est pas un
opérateur A-borné, v A\ B n’appartenant pas a L>(R*?).

A.5 Démonstration de la proposition A.3.2

Soit h vérifiant le probléme (A.6). On peut travailler au voisinage d’un point (zq, vg) €
R?® j.e dans une boule B((xg,v0),70) pour un 1 > 0. On doit montrer que V, h €

L2<B((.CE0,U0),?"Q/2) .

A5 Etape 1

On suppose donc que h € H?(R??) est a support dans une boule B((xg,vg), 7o) avec
ro > 0 et on va établir des inégalités a priori. Multiplions I’équation du probleme (A.6)
par h et intégrons par rapport a x et v, on obtient

d

(Poh, h) = cha hj, h) + (g, h), (A.13)

ou (., .) désigne le produit scalaire hilbertien sur I’espace de Hilbert réel L?(R??) .
Commencgons par calculer le c6té gauche de 1’égalité précédente. On a

(P, ) = (v Vo — A) B )
:/ (v- VY, h) hdxdv—/ (A, h) hdzdo.
R2d R2d
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Puis en effectuant des intégrations par parties par rapport a x et v dans 1’égalité précé-
dente, on obtient

<P(]h, h> - va hH%Q(RQd) .

On a ici utilisé que 1’opérateur v - V,, est formellement anti-adjoint dans L?(IR??).

On estime maintenant chaque terme dans le membre de droite de 1’égalité (A.13). En
utilisant I’hypothese (A.5) et en effectuant des intégrations par parties par rapport a v;, on
a

ISH

(cj Oy, hj, h) = Z cjhj, Oy ).

J=1 J=1

'M&

Ensuite en appliquant I’inégalité de Cauchy-Schwarz au produit scalaire, on obtient

d d
Z C] x, U (9 vj h], h> S Z HCJ thLQ(RQd) ”avj hHL2(]R2d) .

On obtient que pour tout 7 > 0, il existe C;, > 0 tel que

d

Z i(2,v) Oy, hy, h)

d
<7 |’Vvh”%2(nz<2d) + G, Z (e hj”%%n@d) .

=1

De méme on obtient

_ 1, 1
(g, h)| < §||g||2L2(]R2d) + §HhH%Z(R2‘1) :

En choisissant < 1, on obtient I’existence d’une constante C' > 0 telle que
d
2 2 ~112 2
Vo hll72geay < C > e hjllz2geay + 1191 222y + 1Rl 72 R2a) | - (A.14)
=1
A.5.2 Etape 2 : Solution générale

Cadre général et remarque utile :

Pour avoir la régularité énoncée dans la Proposition A.3.2 pour une solution h &
L? (R??) du probleme (A.6)., sans hypothése sur le support. On introduit deux fonctions
de troncatures y; et x» telles que

X1, x2 € C5°(R*), Supp x1 C B((o, o), 7o)
x1 = 1lin B((xo,v0), ) and x; = 0 in R4\ B((xg,v0),70)

X1 X2 = X1-

ou rg > 0 est fixé au début de la preuve.
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Soit hs la fonction définie par :
V(z,v) € R* | hs(x,v) = x2 (1 — 62 As) " x1 h(x,v), pourd >0, (A.15)

ou I’opérateur (1 — 62 A,,) " est défini via la transformation de Fourier.
On note que hs € H?(R??) est a support dans B((g, vo), 7). En utilisant le théoréme
de convergence dominée on montre que

hs — x1 h dans L*(R*?) quand 6 — 0. (A.16)
On va maintenant montrer qu’il existe une constante C' et d tels que Vo € (0, do]
Vo hs| < C. (A.17)

Avant de donner la démonstration, on fera la remarque simple et utile dans la suite :
Si Q1 et Q)5 sont deux opérateurs différentiels indépendants de § d’ordre ky et ko respec-
tivement a coefficients de classe C3° tels que

ky+ ke <k<2,
alors il existe C' > 0 telle que

||Q1 (1 — 2 Aaj’v)_l Qo UHLQ(de) < 05_k||u||L2(R2d), Yu € L2(R2d) . (A.18)

Reformulation et relations de commutations

Retournons a la démonstration de I’inégalité (A.17). On rappelle que h satisfait I’équa-
tion suivante :

d
P()h:z cj(x,v)f)vj h]—|—§ (A19)
j=1

L’objectif est de suivre la démarche de la premiere étape pour hs avec cependant quelques
différences. A partir de (A.19), cherchons I’équation vérifiée par hs. On a

PO h5 = X2 (1 - Aa:,v)_l X1 PO h + [XQ (1 - Ax,v)_l X1, PO] . (Azo)

Pour contrbler le commutateur dans le membre de droite, on va utiliser les relations de
commutations suivantes :

[0, Po] = =By o+ v- Voo — 2V, -V, Y € C°(RY), (A.21)

[p,0,,] = —0u, 0, Y € C*(R*),Vj =1,...d, (A.22)
d

(1 =6 Ayy), Po) = 0% [App,v- V] =26 Y 9,,0,,, (A.23)
j=1

[(1—-02A,,) L P)=—(1=62A.,) (1 =02 As,), P (1 =82 A,,)" . (A24)
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En utilisant les relations de commutations précédentes et les égalités (A.19) et (A.20), on
réécrit P, hs sous la forme suivante :

d
Pohis =3 e (1= 8 80) ™ xacs 00, by + B
Jj=1

+Bih+2x (1-0A.) ' Voxi-Voh (A.25)
+ Boh+2Vxa - Vo (1= 8 As0) " xa ) -

Ici les B; pour j = 0,1, 2 sont les opérateurs uniformément bornés par rapport a § sur
L?(R??) (d’apres (A.18))

Bo=x2(1-6>A,) " X1, (A.26)
Bl = X2 (1 - 52 Az,v)il (Ax,vXI) + X2 (1 - 52 A:p,v)il (U : VIX1) ) (A27)
By =x2(1—6A,,) " P R(1-6A) s (A.28)

ou R est I’opérateur de second ordre

d
R=[DApy,v-Vy] =2 8,,0,,. (A.29)
j=1

Démonstration de la borne uniforme de ||V, h;||

Dans le but de montrer 1’estimation (A.17), on multiplie 1’égalité (A.25) par hy

d
P0h57h5 Z X2 1_5 va) 1X1Cjavj hj7h5>+<BO§7h5>
Jj=1

+(Byh,hs) + 2x2(1 =8 Au) ' Voxa - Vo by hg) (A.30)
+(Bahha) + (2Vxa -V (1= 02 Ap) " X0 h) B,

et on estime chaque terme du membre de droite de 1’égalité précédente.
Pour le premier terme on utilise la relation (A.22) pour commuter d,; et x; pour
k=1,2,0na alors

(Xa (1= 6" Au) " X165 00, hy, hs) =T+ I, + I,

ou les I; sont définies par

I() = <8vj (XQ (]_ — (52 A%U)_l X1 Cj h]) s h5> (A31)
L= (x2 (1= 62 A,.) 7 (D, x1) €5 oy, hs) (A.32)
= (00, x2) (1 = 6* Ay) " X1 ¢5 iy, hs) (A.33)
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Pour estimer [, on intégre par parties par rapport a v;
Iy=—{0p1-58A.) " cj hj, Oy, hs)
puis on applique I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient
Lol < [|Bo (¢; hj)l| L2raay 10, hsll2rea) -

Puis en utilisant la bornitude uniforme de I’opérateur B et I’inégalité classique on obtient
que pour tout ' > 0, il existe C,y > 0 tel que

[To] < Coyr llej sl 2 )41 110y, hsll 72 g2ay - (A.34)

B((x0,v0),70))

Ensuite, les deux termes || et | I5| vérifient les estimations suivantes :

|fl| < ||X2 (1 — & A, v)fl (%Xl) Cj h'||L2(R2d) ||h6HL2(R2d)

< C ”C] h HL2 B((x0,v0),r Hh<5HL2 (R24) (A35)
L] < [1(0y, x2) (1 — 62 A”) " X165 hjllz2eay |1 hsl n2rea
< C HCJ h HL2 B((z0,v0),70)) Hh5HL2 (R2d) - (A36)

En utilisant les estimations (A.34)-(A.36),on obtient que pour tout " > 0, il existe C,;, >
0 tel que

d
> (2 (1 =6 Apy) ™ x1.¢ O, by, hs) (A.37)
7j=1
d 2 2
2
< Cn’ Z ||Cj hj“L?(B((xo,vo),ro)) + 77/ ||Vv h6||L2(R2d) + Cn’ HhénL?(R?d) )

=1

On montre pour le quatrieme et le sixieéme terme de (A.30) que pour tous 1" et "’ > 0,
il existe C,» et Cpv > 0 tels que

2x2 (1= 6" D0n) ™ Vi xa - Vi by his) < Conllhl|Z2(m(tmonoyroy + 1 1V hsll 22 (g2

+ Cyr |15 172 gea (A.38)
<2 V’UXQ N VU ((1 — 62 Ax,v) 1 h) h5> < C”]mHhHLQ (1‘0 Uo) 7‘0)) + T]/N ||VU h6||%2(R2d)
+ Gy ||h5||L2(R2d) : (A.39)

Il reste a estimer les 3 termes restants correspondant aux produits scalaires suivants :

{Bo g ha)| < 11Bo dllageen 1Al gy
(B, o)l < 1By Al ey [l e
<

[(By b, hs)) < |1Ba bl pagan sl oy
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On applique (A.18), on obtient I’existence des constantes C; > 0 et Cy > 0 telles que

(Bo g, hs) < C1L|ll22(B((z0.w0)m0)) |76 || 224y, (A.40)
<Bl h, h5> < Cy ||h||L2(B((J:o,vo),7’0)) ||h6||L2(]R2d) . (A.41)

Pour estimer la norme || By h||;2(r24), on applique (A.18) (avec @y = (1 — 6> A, ,) et
Q> = 6% R ol R est défini dans (A.29)). On obtient aussi I’existence de C et 5y > 0 tels
que pour tout § € (0, do]

[(B2 h, hs)| < Cs ||hll 12(B((wo,00).m0)) 17l L2(may - (A.42)

Finalement, en utilisant les estimations (A.37)-(A.42), et en choisissant 7', " et " > 0
tels que ’ +n” + 1" < 1, on obtient I’existence d’une constante C' et §y > 0 telle que
Vo € (0, o]

d

1V, h5H%2(R2d) <C (Z; e th%Q(B((xo,vo),ro)) + ”g”%Q(B((:co,vo),ro)) + HhH%Z(B((zo,vo),ro))> .
J:

(A.43)

Ceci acheve la démonstration de (A.17).

A.5.3 Etape 3 : Déduire une borne locale et uniforme de V,

Soit b € L*(R??) qui vérifie le probléme (A.6). D une part, d’apres (A.16) on sait que

hs — x1 h dans L*(R*) quand 6 — 0.
Ceci implique que
hs — x1het V, hs — V,(x1 h) dans D'(R*) quand § — 0.

D’autre part, d’apres I’ inégalité (A.43), on obtient que (V,, h;)s est borné dans L?(IR??)
pour & € (0, d). Par faible compacité, il existe une sous-suite (Jx)ren tendant vers 0 et
une fonction u € L?(R?? R29) telles que

V, hs, — u dans D'(R*) quand k — +o0,

d’ou V,(x1 h) = u dans D'(R?%). Alors V, h € L*(B((wo,v0),70/2), R?) .

A.5.4 Conclusion

Reprenant les informations obtenues pres de chaque point (g, v), on en déduit que
V., h € L} (R??), ce qui termine la démonstration de la proposition A.3.2.

loc
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Hypocoercivité mode par mode

Résumé

Dans cette partie, on va montrer le retour exponentiel a I’équilibre dans I’espace L?
avec un poids exponentiel ;2~'/2, en utilisant I’approche dite “hypocoercivité mode par
mode”.

B.1 Autre démonstration de I’hypocoercivité de Fokker-
Planck magnétique dans L?(;1/?)

On s’intéresse a 1’équation cinétique inhomogene de Vlasov-Fokker-Planck avec un
champ magnétique extérieur fixé B, suivante :

{8tF+v-VxF—(v/\Be)'V@F:V@~(VU+U)F B

F(0,z,v) = Fy(z,v)

avec F’ est la densité de distribution, ¢ > 0 le temps, z € T3 la position et v € R? la
vitesse. On rappelle que la maxwellienne associée au systeme est

(1) i= — e

v) = ez .

T e

On note par L?(p1~/2) I’espace de Hilbert réel muni de la norme || - || suivante :

Vhe P, P =[] b o) a7 dedo,
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et le produit scalaire réel associé (-, -) sur ’espace L?(p~'/?) définit par

Vg, b€ L), {hg) = [[ hgp dudv.
Onnote 7' =v-V,—(vAB,) -Vyet L=V, (V,+v).On aalors le résultat suivant :

Théoreme B.1.1. Soit B, € L>(T?) et F,, € L*(u~'/?) tel que

(Fh)::[/ Fy dadv = 0.
T3 xR3

Alors L — T est un générateur d’un C°-semi groupe e'“~7) et F(t) = "1 [, ¢
L2(u=1/2) et il existe C > 0 tel que

Vi >0, [eTIE,| < Ce|Fal, (B.2)
ou A > ( est explicite en fonction du champ magnétique B..

On note que le Théoreme B.1.1 est démontré dans [59] en utilisant la méthode d”hypo-
coercivité développée dans [35, 94] et que I’existence de solution au sens du semi groupe
sous une condition de type L°° sur le champ magnétique est montré dans I’annexe A. Dans
cette annexe, on donne une démonstration suivant I’approche d’hypocoercivité mode par
mode.

B.1.1 Hypocoercivité mode par mode

L’approche d’hypocoericvité mode par mode a été élaboré dans [25, 19, 10]. Cette
méthode est inspirée a la fois de la méthode d’hypocoercivité donnée dans [35] et a la
méthode de fonction de compensation de Kawashima donnée par exemple dans [24, 61].

On va essayer d’expliquer le contexte de cette méthode. Considérons I’équation d’évo-
lution suivante :

of+Tf=Lf, (B.3)

ou 7" et L sont respectivement un opérateur de transport général et un opérateur de colli-
sion linéaire. On va rappeler le Théoréme suivant :

Théoréme B.1.2 (Théoreme 3 dans [10]). Soit L et T' deux opérateurs linéaires fermés
dans un espace de Hilbert (H, (., .)) avec la norme induite ||.||. Supposons que L est un
opérateur auto-adjoint et T' est un opérateur anti-adjoint. Soit 11 la projection orthogo-
nale sur le noyau de I’opérateur L définit

A= (Id + (TT)*TI)(TTI)*

ou * désigne I'opérateur adjoint par rapport au produit scalaire hilbertien (., .). Nous
supposons qu’il existe des constantes positives \p,, Ay et Cyy, de sorte que, pour tout
F' € H, les propriétés suivantes sont valables :
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(HI)- Coercivité microscopique :
—(Lf. f) = Mnll(Zd = TD f]]*.
(H2)- Coercivité macroscopique :
ITTLf|? > Ap[[TLF|2.
(H3)- Dynamique macroscopique et parabolique :
I[ITIlf =0.
(H4)- Bornitude de Iopérateur d’auxiliaire :
[AT(Id =) f|| + |ALf]| < Cull(Id =TI f].

Alors il existe C > 0 tel que

leE=DH2 < Ce™, vt >0,
A . Am Aur
N M 1 A, 2L,
AT 30+ ) mm{ ’ (1+)\M)C’J%4}

On note que dans les applications aux opérateurs cinétiques linéaires de noyau de
collision de dimension 1, la coercivité macroscopique ne vaut que pour les fonctions a
moyenne nulle et et une conséquence de I’'inégalité de Poincaré.

B.2 Démonstration du Théoreme B.1.1

L’idée est d’appliquer le Théoreme B.1.2 au probléme (B.1). On note II le projecteur
orthogonal sur le noyau de I’opérateur L dans 1’espace L?(p~'/?)

I1h = u/5 hdv = up(h).
R?
Démonstration du Théoréme B.1.1. On considere H = L?(u~'/?), les opérateurs
LF =0, -0, +v)F, TF=v-0,— (vAB,)-V,F.

Vérifions les hypotheses du Théoreme B.1.2. Tout d’abord, montrons la condition de coer-
civité microscopique. En effectuant des intégrations par parties en variable v, on obtient

(LE.F) = (Vo - (Vo 4+ )F F) == [ V() pdady

< =Nll(Id = F|*
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grace a I'inégalité de Poincaré donnée dans [65, Lemme 3.6] ou A, > 0 est la constante
de Poincaré sur I’espace ‘H. Donc (H2) est vérifié avec \,,, = A\, > 0. Ensuite, on passe a
la condition de coercivité macroscopique. L’ opérateur 711 est défini comme suit :

TTF = v .V, (u@) (/ de)) — v Vo p(F (1)),
En utilisant ’inégalité de Poincaré en espace sur le tore T?, on obtient alors
ITIF = [ 1200 Vaplt, )2~ () dadv

= a [ IVop(t, o) do
= o||VLIIF|? > Cp al|ITF?,

ol @ = [ps |v1|?u(v) dv et Cp > 0 est le constant de Poincaré. Ceci implique que I’hy-
pothese (H2) est vérifiée avec A\py = 2a Cp > 0.
Comme

Asvu(v)dvzo,
ona
ITIHF =0, VFeH,

et la condition de dynamique macro-parabolique (H3) est donc vraie.
Maintenant, on va vérifier la condition de bornitude de 1’opérateur auxiliaire A donné
par

AF = (1 —-al,) 'V, - (/R3 v F(v) dv/> w(v).

ol @ = [gs |v]*u(v) dv. Commengons par calculer

3

ALF = (1 —-alA,) 'V, - (/R v LE@) dv/> p(v). (B.4)

Pour expliciter ALF, on note qu’en effectuant des intégrations par parties par rapport a
v, on obtient

/RSULF(U)OZU:/RS:/Rgvvv‘(vv+v)de

= — Vypdv
R3 [
_ 1/2
—2/RBVUM X =7 dv,
on a utilisé I’égalité suivante
Vop _ o Vop!’?
poo T opt?



Alors on peut réécrire 1’égalité (B.4) sous la forme suivante :

ALF =2(1 — al,)” </ Vo pl/ xl/zdv>,u(v).

Par I’inégalité de Cauchy-Schwarz et la continuité de I’opérateur (1 — aA,) "'V, sur L?
(en tant qu’opérateur pseudodifférentiel d’ordre -1), on obtient

JALF|| < 2C, Val|(Id — ) F].

l¢]
I+alé]?

ou C, = sup ( ) > 0 est la constante de bornitude de I’opérateur (1 — aA,)"'V,
¢ezd

sur L2, On passe maintenant a I’opérateur AT (Id — II), on a

ATU—HﬂN:O—aAQ1Vx«%¥ﬁTUd4MF@ﬁM)M@)

3

:ﬂ—aAQ*Vf(AJHMNE—@ﬂw&yVJUd—Mmemvmw

Par I’inégalité de Cauchy-Schwarz et en utilisant la continuité de I’opérateur (1—aA,) 1A,
sur L2, on obtient

[AT(Id = IDF|| < a(l + || Be|| 1o (x))Cq [(Id = T F],

€12

W) > 0 est la constante de bornitude de 1’opérateur (1 — aA,) A,

ou C! = sup (
EEZ3

sur L2. La condition (H4) est donc vérifiée avec
Cy = 20(1\/5 + Oé(l + ||Be||Loo(T3))C& > 0.

Par conséquent, la preuve du Théoreme B.1.1 est complete par application directe du
Théoreme B.1.2 avec un taux de décroissance donné par

AM
A= —M ind 1A,
a1+AM)mm{’

>\m>\M
—— 3 > 0.
(1 +)\M)012w}
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Conclusion

Cette these est consacrée sur 1’étude de I’équation de Fokker-Planck avec un champ
magnétique extérieur. Plus précisément, dans le chapitre 2, nous avons prouvé le retour a
I’équilibre des solutions de cette équation avec un taux exponentiel dans des espaces de
type L' avec un poids polynomial ainsi dans des espaces de Sobolev non-classiques avec
un poids polynomial. La preuve de ces résultats est basé sur des premiers résultats d’hy-
pocoercivité obtenus dans le méme chapitre dans les espaces de Hilbert L? et H' avec
un poids exponentiel, puis nous avons pu étendre ces résultats aux espaces beaucoup plus
large en appliquant la méthode d’élargissement des espaces de Banach. Ensuite, dans le
chapitre 3, nous nous sommes intéressés a obtenir des régularités en variables de vitesse
des solutions de I’équation considérée . Pour cela, nous avons montré sous une hypothese
de type Lipschitzienne sur le champ magnétique une estimation de type “hypoellipticité
maximale”. Cette derniere nous a donnée la caractérisation optimale du domaine maxi-
male de I’opérateur de Fokker-Planck avec un champ magnétique. Cela nous permet en
particulier d’obtenir la régularité dans des variables vitesses. La preuve de cette estima-
tions est basé sur une approche nilpotente pour des opérateurs polyndmes de champs de
vecteurs et en incluant la notion de la réprésentation sur une algebre de Lie. Ce travail a
profité aussi d’un appendice sur I’accrétivité maximale dans le cas ou le champ magné-
tique non régulier. Cette question nécessite de prouver des régularités faibles en suivant
la preuve originale de Hormander sur I’hypoellipticité de I’opérateur associé dans le cas
lisse et nous combinons avec des résultats plus classiques de Rothschild-Stein pour des
opérateurs de Hormander de type-2. Finalement, nous nous sommes intéressés a étudier
I’opérateur de Kramers-Fokker-Planck quadratique avec un champ magnétique constant
et en présence d’un potentiel électrique quadratique. Le but de cette étude est d’expliciter
I’influence du champ magnétique sur le retour a I’équilibre. Nous avons commencé par
décomposer 1’opérateur considéré en opérateur de création et d’annihilation afin d’asso-
cier cet opérateur a une matrice de taille d x d. Puis nous avons calculé le spectre de
I’opérateur en fonction du spectre de sa matrice associée, en suivant I’étude abstraite de
Aleman-Viola pour des opérateurs quadratiques symétrisés. Nous avons prouvé en par-
ticulier que le trou spectral de 1’opérateur étudié tend vers zéro lorsque le champ ma-
gnétique tend vers ’'infini. Cela nous a dit que le champ magnétique ralenti le retour
a I’équilibre. En plus, nous avons exprimé explicitement la norme exacte de la matrice
exponentielle —tM,, 5, qui coincide avec la norme du semi-groupe associé a 1’opérateur
considéré proche de I’équilibre. La preuve de ce dernier résultat est basé sur la méthode
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d’interpolation de Lagrange et des propriétés algébriques que nous avons observé sur la
structure algébrique de sa matrice associé. En revanche, nous avons montré des estima-
tions explicites et précises de cette derniere norme, ainsi des estimations uniformes en
temps lorsque le champ magnétique tend vers 1’infini. Et nous avons fini ce chapitre par
des illustrations numériques qui justifient les résultats théoriques obtenus.
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