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1 Introduction

Le sujet principal de cette these est 'étude des propriétés dispersives d’équations tres im-
portantes de physique mathématique, I’équation de Schrodinger

10w — Au = 0,

et I’équation des ondes
Otu — Au =0,

ainsi que leur perturbation par un potentiel ne dépendant que de la variable d’espace :
0 — Au+V(zx)u=0, 02u— Au+V(z)u=0.

L’équation des ondes et celle de Schrodinger présentent des points communs ainsi que des
propriétés différentes. La notion de propriétés dispersives s’applique aux deux équations mais
s’explique de maniere différente.

Pour I'équation des ondes, équation d’évolution a vitesse finie, le signal se déplace avec une
vitesse égale a 1; cela signifie que si la donnée initiale a son support dans une boule de rayon R,
la solution au temps 1" a son support dans une boule de rayon au plus R+ T'. Ainsi, I’énergie de
la solution qui est conservée s’étend sur une région qui augmente avec le temps, et il est naturel
d’obtenir que la taille de la solution décroit de méme. D’un point de vue physique, on peut
penser a des ondes se déplacant sur la surface d’un lac lorsqu’on jette une pierre : les cercles
deviennent de plus en plus grand, mais "amplitude des ondes décroit jusqu’a disparaitre. Ce
phénomene est qualifié traditionnellement de décroissance des solutions lorsque t — +o0.

Mais ce phénomene a aussi lieu pour d’autres équations méme si la vitesse de propagation
n’est pas finie, ce qui est le cas pour I’équation de Schrédinger. Pour cette équation, il est facile
de prouver la propriété de dispersion grace a la formule explicite des solutions, mais il est clair
que le mécanisme est différent de ’équation des ondes. Par exemple, si la donnée initiale est
a support compact, la solution de I’équation de Schriodinger au temps 7' n’a pas un support
compact. Ou dit d’une autre maniere, méme si une particule est localisée a l'instant ¢ = 0, elle
a une probabilité non nulle de présence dans tout l’espace des l'instant ¢ > 0. Dans ce cas, en
utilisant la transformée de Fourier, on peut voir que les composantes de la solution qui ont des
fréquences différentes se déplacent a des vitesses différentes. Ainsi, il est naturel de penser a un
nuage de particules qui ont des énergies différentes et qui, pour cette raison, se déplacent a des
vitesses différentes. C’est pourquoi ’on parle de dispersion. Comme les particules se dispersent,
la probabilité de présence dans un région compacte fixée de ’espace décroit.

Dans les deux cas, la propriété est appelée propriété dispersive, de maniere a unifier les cas
de propagation a vitesse finie et infinie.

Décrivons maintenant nos résultats plus en détail. Rappelons tout d’abord certains résultats.
Considérons I’équation de Schrodinger en dimension n :

i0u+ Gou =0, u(0,z) = up(z),

ot Gy est la réalisation auto-adjointe de —A sur L?(R"), n > 1. Le domaine de Go, D(Gy), est
I'espace de Sobolev H2(R"). La solution de ’équation de Schrodinger est donnée par e'tGo ug, oll
le groupe unitaire fortement continu e®“o est défini par le calcul fonctionnel sur les opérateurs
auto-adjoints. Comme la solution peut s’écrire explicitement :

. 1 Jo—yl?
uto2) = ¢ uo(o) = o [ () ay



on obtient directement ’estimation dispersive suivante

Ju®ll = sup [e“uo(@)] < CH 2 uollpr, ¢ 0.
zeR™

Comme nous avons conservation de la norme L? pour le probleme libre, par interpolation
entre l'estimation L?— L? et I'estimation L' — L®, nous obtenons pour I’équation de Schrédinger :

10 pp < ClIT2, £ 0,

pour tout 2 <p<4oo,a=1-2/pet 1/p+1/p =1.

L’estimation correspondante pour I’équation des ondes est plus délicate. Bien que déja connue
dans certains cas, la premiére analyse compléte a été l'article de von Wahl [77], qui a prouvé
que la solution de I’équation des ondes en dimension n, n > 2 :

sin(tv/Go)

O*u—Au=0, u(0,2)=0, Ju(0,2)=ui(z), etainsiu= ——e—"uy,

VGo

vérifie 'estimation de dispersion suivante
n—1
lut, )| < C(A+[t))" = luallwna, Vo eRY,

pour N = N(n) assez grand et ott W1 désignent I’espace de Sobolev usuel. Cette estimation a
été améliorée par Brenner (qui a introduit I'utilisation d’espaces de Besov), Pecher, Kapitanski
[43], Ginibre et Velo [24] [25] [26], et d’autres, et finalement, 'estimation optimale suivante a
été obtenue -

ult, )] < O F | .

1,1

n—1

Ici By désigne 'espace de Besov homogene. Pour éviter le recours a des sous-espaces de
K

L'(R™), nous pouvons autoriser une perte supplémentaire de dérivées :

V|, < Celm I | aym e apEr| L <<,

eVOf| < Gt R 0g2 4 ) [[(-a) - Ay L 0<e<,

En ce qui concerne Pestimation LP" — L, Strichartz a démontré dans [69] et [70]

pour tout 2 <p < +ooeta=1—-2/p.

eit\/GT)f

< Co-oto- gy

‘LP o'’

Il est logique que ’estimation pour 1’équation des ondes soit plus délicate car nous avons les
différences de comportement suivantes :
— équation des ondes : réversibilité (groupe), pas d’action régularisante, vitesse de propaga-
tion finie, solution élémentaire a support compact en x pour tout ¢ > 0 fixé,
— équation de Schrodinger : réversibilité (groupe), action régularisante en x lorsque ¢ croit
(t #0), "vitesse de propagation infinie”, solution élémentaire dont le support est R} pour
t > 0 fixé.



Nous retiendrons aussi que la solution élémentaire de 1’équation de Schrodinger est réguliere
alors que celle de I’équation des ondes est une distribution.

Ces estimations seront dorénavant appelées estimations dispersives L' — L> usuelles ou pour
l'opérateur libre.

La question qui guide cette these est la suivante : quelle part des propriétés dispersives est
préservée si nous perturbons les équations par un potentiel ?

L’étude de ces propriétés est fondamentale & plusieurs titres. Tout d’abord, elle est impor-
tante du point de vue physique dans I’étude des propriétés asymptotiques des solutions : par
exemple, en théorie du scattering, le probleme le plus important est de déterminer ’amplitude
des ondes apres interaction, mais pas le mécanisme précis de l'interaction. De plus, des esti-
mations dispersives ont été utilisées avec succes dans beaucoup de problemes non-linéaires ; en
particulier, pour I’équation semi-linéaire de Schrodinger et pour ’équation des ondes, la théorie
moderne de 'existence de solutions locale et globale est basée essentiellement sur ces estima-
tions. Nous mentionnons entre autre, les résultats d’exitence globale pour des petites données
pour des perturbations semi-linéaires, et I’existence locale pour des solutions a faible régularité
(dus & von Wahl, Strichartz, John, Pecher, Brenner, Klainerman, Kapitanski, Shatah, Struwe,
Kenig, Ponce, Vega, Bourgain, Tao et d’autres).

Remarquons qu’il est facile de détruire les propriétés dispersives en perturbant par un poten-
tiel. Par exemple, si nous ajoutons & —A un terme de potentiel négatif V' (z), V < 0, il est bien
connu que l'opérateur —A + V(z) possede des vecteurs propres u(z) pour des valeurs propres
strictement négatives, a condition que V soit suffisamment grand. Ensuite, il suffit de considérer
I'onde correspondante, de la forme ei’\tu(a:), pour produire une solution de I’équation d’évolution
avec une norme constante en temps. Ainsi, le potentiel V' doit satisfaire des hypotheses conve-
nables.

Pour éliminer le probléme des valeurs propres, nous ferons des hypotheses convenables sur le
potentiel et nous introduirons P, la projection sur le spectre continu. Ainsi, en ne s’intéressant
par exemple qu’a I'estimation dispersive L' — L pour 1’équation de Schrédinger, le nouveau
probleme est le suivant :

A-t-on [|e®CP.|| 1110 < C|t|7™%, t # 0 pour Péquation de Schrédinger, ott P, désigne la pro-
jection sur le spectre continu ?

Un autre obstacle a I'obtention d’estimations dispersives est la présence de résonances. Citons
pour introduire ce probleéme les travaux de Rauch [57] et Jensen et Kato [38] dans lesquels les
auteurs ont étudié les estimations dispersives L? — L? avec certains poids, exponentiel pour
Rauch et polynomial pour Jensen et Kato :

He—s\x|eit(—A+V)Pce—s\w| < C(l + |t|)_1/2,

L2—[2

avec la condion 21V (2) € L®(R?) dans [57] et

[(@)-2et-2 ) <O+ )2, s> 5/,

L2—12

avec la condion (z)?|V (z)| € L®(R?), 8 > 3 dans [38]. La décroissance en (14 [t|)~1/2 au lieu de
(14 ]t[)~3/% est due & la présence de résonances & I’énergie 0. Ainsi, les résonances sont un autre



obstacle pour des estimations dispersives. Rauch et Jensen et Kato, en supposant ’absence de
résonances en 0, ont montré

Hweit(fAJrV)PCw’

< Clt~,

22

avec w(z) = e P avec un certain p > 0 et V exponentiellement décroissant (Rauch) ou
w(z) = (x)"7 pour o > 0 et V décroissant comme une certaine puissance (Jensen, Kato). La
perte de décroissance peut apparaitre aussi si 0 est une valeur propre méme si P, est sensé
éliminer les fonctions propres correspondantes. Les deux articles [57] et [38] sont basés sur des
développements asymptotiques du propagateur lorsque t — oo sur des espaces L? & poids. Nous
préciserons plus loin 'importance du comportement en 0 (valeur propre, résonance, les deux ou
ni 'un ni 'autre).

Voyons quelques stratégies pour prendre en compte les problemes liés aux valeurs propres et
aux résonances. Rappelons qu’il y a deux fagons de voir le spectre d’un opérateur :
— en distinguant oy, 04 €t 0. (ensembles non nécessairement disjoints) ; nous avons oeopt =
Oac U Osc €6 0 = 0pp U Ocont ainsi que la décomposition pour un opérateur auto-adjoint :

L2(Rn) = Lz(Rn)pp D LQ(Rn)ac D Lz(Rn)sc’

— en distinguant og;s et oess (ensembles toujours disjoints); nous avons A € 05 si, et
seulement si A € 0cope OU A est un point limite de oy, ou encore A est un valeur propre de
multiplicité infinie; nous avons A\ € oy, si, et seulement si A est un point isolé de o ou A
est un valeur propre de multiplicité finie.

Rappelons aussi deux théoremes :

Théoréme 1.1 Théoréme de Kato-Rellich.
Si le domaine de V inclut D(—A) et ||Vl < al|l¢|| + b||AY| avec a > 0 et 0 < b < 1, alors
—A +V est auto-adjoint sur D(—A).

Théoréme 1.2 Théoréme de Weyl.
Si V' est une perturbation relativement compacte de —A alors —A + V' est auto-adjoint et
Oess(—A + V) = 0ess(—A) = [0, 00).

C’est pourquoi nous considererons des potentiels a valeurs réelles, V' perturabtion relative-
ment compacte de —A. Sous ces conditions —A + V' admet une unique réalisation auto-adjointe
sur L2(R™) que nous désignons par G. Il est bien connu que les opérateurs G et G possede
le méme domaine de définition ainsi que le méme spectre essentiel qui consiste en 'intervalle
[0,+00). De plus, le caractére auto-adjoint de G nous permet d’utiliser le calcul fonctionnel
approprié pour travailler sur le propagateur ¢"C.

Rappelons aussi quelques théoréemes qui montrent pourquoi de nombreux auteurs se sont
intéressés principalement a deux classes de potentiel : les potentiels décroissant & ’infini et les
petits potentiels.

Théoréme 1.3 Théoréme de Kato-Agmon-Simon
Si 'V est borné en dehors d’une boule et |x|V (z) — 0 lorsque |x| — oo, alors G n’a pas de valeur
propre strictement positive.

N(V) désigne le nombre de valeurs propres négatives de 'opérateur —A + V.



Théoréme 1.4 Borne de Birman-Schwinger

N(V) < ( L >2/R V@IV g,

ar |z —y|?

L’intégrale apparaissant dans le majorant est la norme de Rollnik au carré, noté || - ||%.
Remarquons que si [|[V|[r < 4, alors N(V') = 0.

Théoréme 1.5 Borne de Cwikel-Lieb-Rosenbljum

NV <en [ V@R 0z

n

Ainsi, si |V (z)| < C(z)~% avec § > 2, nous avons V_ € L/?(R") et donc les valeurs propres
négatives sont en nombre fini et de multiplicité finie.

Sid > 3 et V est petit, nous pouvons procéder de maniere perturbative. Un approche
purement perturbative ne peut pas fonctionner en présence d’états liés pour G comme ceux-ci
doivent étre écartés. Comme il est connu que des états liés peuvent apparaitre pour des potentiels
arbitrairement petits en dimensions d = 1,2, une approche perturbative sera plus difficile dans
ces dimensions.

Définition 1.6 V est appelé potentiel d’Agmon si V(z) = (x) 1 *W (x) pour e > 0 et W une
perturbation relativement compacte de — /.

Par exemple, pour n/2 < p < oo et p > 2, si (x)!+V € LP, V est un potentiel d’Agmon.

Théoréme 1.7 Théoréme de Agmon-Kato-Kuroda
Si 'V est un potentiel d’Agmon. Alors
— ’ensemble £T des valeurs propres positives est un ensemble discret de (0,00) et chaque
valeur propre a une multiplicité finie.
- O‘smg(G) = @

— Les opérateurs d’ondes existent et sont complets.

Détaillons un peu ces résultats. Kato [44] a prouvé que si V' est borné et vérifie ‘ 1|im |z||V (x)| =
|—0o0

0, alors il n’y a pas de valeurs propres positives. Agmon [I] et Simon [64] ont prouvé 1’absence
de valeurs propres positives lorsque le potentiel V' peut étre écrit V = Vi + V5, ou Vi vérifie
la condition de Kato et V5 est un potentiel réel a longue portée. La condition de décroissance
ponctuelle de Kato est optimale au sens ou Wigner et Von Neumann ont donné un exemple de
potentiel décroissant en 1/|z| et possédant une valeur propre strictement positive.

Une classe intéressante a étudier est la classe des potentiels a courte portée. Nous rappelons
qu’un potentiel réel V € L?OC(R”) est dit a courte portée ou appartenir a la classe SR si, pour un
certain € > 0, Popérateur de multiplication u — () *V (z)u définit un opérateur compact de
H%(R") sur L*(R"). Sous cette condition, le spectre de G est de la forme o(G) = [0, 00) U {\;}
ol [0, 00) est le spectre essentiel de G et {\;} est I'ensemble discret des valeurs propres négatives

de multiplicité finie, ayant 0 comme seule point limite.

Agmon [2] considére des perturbations par des potentiels & courtes portées (short-range ou
SR). Il montre que sous cette condition, le spectre discret positif de G est un ensemble discret
de RY et qu’il n’y a pas de résonances sur R, seulement des valeurs propres. Il montre aussi



le principe d’absorption aux limites, c’est-a-dire que pour une certaine topologie la fonction a
valeurs opérateur (G — z)~!, définie pour z non-réel, se prolonge de maniére continue au bord
depuis les deux cotés de I'axe réel (en excluant 'ensemble discret des valeurs propres). Il montre
aussi 'existence de 'opérateur d’onde. Le principe d’absorption aux limites est un outil impor-
tant dans notre étude et de nombreux auteurs ont cherché a le prouver sous des conditions moins
restrictives.

Ainsi, par exemple, si V est de classe SR, deux types de solutions intéressantes apparaissent :
— les états liés e™“tug(z) pour lesquels |u(t, z)| est indépendant du temps.
— les états de diffusion u(t,z) avec la propriété

/ lu(t,z)|*dz — 0 lorsque t — 400, VB boule de R".
B

Une question fondamentale concernant les solutions de diffusion est de savoir a quel taux elles
décroissent. Comme V(z) — 0 lorsque |z| — oo, il est naturel de s’attendre & ce que pour
des solutions de diffusion, il existe uy (t) = e®“ou (0) avec ||u(t) — ut(t)||L2ms) — O lorsque
t — +o00. Ainsi, une problématique importante en relation avec les estimations dispersives est
I’étude des propriétés de diffusion, notamment autour de I’existence de 'opérateur d’onde.

Mais supposer que V' est un potentiel a valeurs réelles V' € L*°(R") vérifiant |V (z)| <
C(z)™%, pour tout z € R"™ avec § > 1 et ainsi que 04e(Go) = 04e(G) = [0, +00), Tging = 0 et G
ne possede pas de valeurs propres ou résonances > 0 n’est pas toujours suffisant pour avoir une
estimation dispersive du type [|€C Poe|| 110 < CJt]|™/? otl P, est la projection sur le spectre
absolument continu de G.

En effet, sous ces hypotheses, nous pouvons encore avoir 0 valeur propre ou résonance. Plus
généralement, en présence d’états liés, la nature de la mesure spectrale et/ou de la résolvante
de G deviennent essentielles.

Un des objectifs de cette these est d’étudier attentivement la nature de la résolvante pour
pouvoir considérer une large classe de potentiel incluant notamment de grands potentiels.

Une autre maniere de voir I'importance de 1’étude de la résolvante est la suivante : si nous
regardons les noyaux des résolvantes libres (Gp—z)~! en dimension 1 et 3, nous avons les noyaux
suivants : '

nel. vyl o pog. LEVEM

2z A |z —y|
Nous voyons que le noyau en dimension 3 se comporte raisonnablement lorsque z — 0. Dans le
cas n > 4, le noyau de la résolvante libre a aussi un comportement raisonnable lorsque z — 0.
Dans le cas n = 1, le noyau est singulier en z — 0 et les mémes techniques ne peuvent donc
pas étre employées pour la dimension 1 et les dimensions n > 3. Mais si les propriétés de la
résolvante libre sont bien connues, il est plus difficile de voir comment elles se traduisent sur la
résolvante perturbée.

Un des objectifs de cette these est de souligner le changement de comportement en fonction
de la dimension.

Jensen et Kato [38] pour n = 3 puis Murata [54], Jensen [36] pour n > 5 et [37] pour n = 4,
sous les hypotheses un peu plus fortes V(z) = O(|z|™®) avec 8 > 1 pour n = 3 et 3 > 2
pour n > 4, (éliminant ainsi la présence de valeurs propres strictement positives), montrent des
développements asymptotiques en z de la résolvante (G — z)~! en distingant les cas ot 0 n’est
pas valeur propre des cas ou 0 est valeur propre ou résonance. Ces développements reposent



sur une itération de la formule liant la résolvante R(z) & la résolvante libre ainsi que sur des
propriétés des fonctions de Hankel qui apparaissent dans I’expression du noyau de la résolvante
libre Ryp.

Vingt ans plus tard, Ionescu et Jerison [34] montrent I’absence de valeurs propres positives
pour G pour une classe de potentiels plus larges que les précédentes. Soit ¢ € [n/2,00] (ou g €
: . . i 2
(1,00] si m = 2) et soit 5(q) = (2¢ —n)/(2q), la classe de potentiel considérée est V € LZ)/C (R™)
(ouVelL]l (R"),r>1,sin=2)et

loc

Jim RPD|[V | po(r<|aj<2r) = O-

Koch et Tataru [50] obtiennent I’absence de valeurs propres pour une large classe de potentiels
qui inclue V' € L™1/2(R™) améliorant ainsi le résultat de Tonescu et Jerison oit V' € L™/2(R™).

Le principe d’absorption aux limites d’Agmon [2] a ainsi été amélioré en dimension 3 par
Golberg et Schlag [31]. Agmon [2] utilisait le théoreme de Kato avec la condition de décroissance
ponctuelle pour montrer ’absence de valeurs propres plongées alors que Schlag et Golberg utilise
la condition d’intégrabilité de Ionescu et Jerison.

Enfin, Tonescu et Schlag [35] ont récemment amélioré le théoreme de Agmon-Kato-Kuroda
pour une classe plus large de potentiels : V' a valeurs réelles, V € LY(R"), q € [n/2,(n+1)/2]
(sin =2, alors ¢ € (1,3/2]) ainsi que pour des potentiels & valeurs réelles vérifiant une condtion
de Kato globale.

Pour résumer, les potentiels étudiés vérifient soit une condition de décroissance a l'infini soit
une condition d’intégrabilité. Dans les deux cas, ’hypothese assure que le spectre essentiel est
Oess(G) = 0ess(Go) = [0,00) et que G ne possede pas de valeurs propres ni de résonances stricte-
ment positives. De plus, nous avons a notre disposition un principe d’absorption aux limites ainsi
qu’un développement de la résolvante. Par contre, le cas de I’énergie 0 est traité séparément. Des
résultats sont prouvés sous les hypotheses supplémentaires 0 point régulier (ni valeur propre ni
résonance) ou non.

Dans cette these, nous étudierons exclusivement le cas ot 0 est un point régulier (ie ni valeur
propre, ni résonance). De plus, nous privilégierons 1’étude de la résolvante a ’étude du spectre
pour prouver les estimations dispersives contrairement a ’approche la plus souvent employée.

Revenons d’ailleurs aux estimations dispersives en commencant par les résultats concernant
I’équation de Schrodinger.

Une avancée significative a été réalisée par Journé, Soffer et Sogge [42] pour les dimensions
n > 3. Ils supposent que l'opérateur (x)°V(x) : HY(R™) — HY(R") est borné, avec v > 0 et
6 > n + 4 ainsi que V € L'. Nous avons § > 2 en particulier donc des hypotheses convenables
sur le spectre. Les auteurs montrent I’estimation dispersive L' — L sous la condition 0 point
régulier.

La démonstration utilise une méthode dépendant du temps et un développement du propa-
gateur obtenu par itération de la formule de Duhamel. Pour des hautes énergies, ’estimation
pour controler la petitesse du propagateur e*C apparaissant dans le membre de droite d’un tel
développement est obtenue a ’aide d’estimations de régularité de Kato. Pour les basses énergies,
elle utilise le développement de la résolvante proche de zéro. Comme la méthode est basée sur
I'intégrabilité de t~"/2 & I’infini, elle ne peut étre utilisée qu’en dimension n > 3 et elle nécessite
aussi plus de régularité sur V' (V € L'). Notons que I'hypothese § > n 4 4 est nécessaire aux
basses fréquences, elle peut étre affaiblie en § > n aux hautes fréquences.



Notons que les auteurs ont aussi montré I’estimation de Strichartz
itG
Hez PaCfHLp(RnJrl) < HfHLQ(R")7

ou p = 2+ 4/n. Ils ont aussi conjecturé que sous les conditions 0 point régulier et |V (z)| <
C(z)~27¢, avec £ > 0 arbitraire, alors 'estimation de Strichartz suivante est vérifiée :

) 2 n n
€7 Pac | g(az) < Cllfll2s - pour tout =+ = 2, 2 < g < 00

L’hypothese de décroissance ponctuelle ainsi que les hypotheses de régularité ont été réduites
par Yajima [82] pour les dimensions n > 3 puis Golberg et Schlag [30] pour la dimension n = 3.

En effet, Yajima suppose d > n + 2 plutét que § > n + 4 mais conserve I’hypothése Vel
Yajima utilise les opérateurs d’onde. Présentons brievement sa technique :

Soit W = s — tlim oG itGo Iopérateur d’onde habituel. Les opérateurs d’onde sont des
—00

isométries, avec les propriétés suivantes e’“W = WelS Im(W) c L2.(G), W*W = idy:
et WW* = P,. dans le cas complet (cf théoréme d’Agmon-Kato-Kuroda).
Donc €% P,, = WeSoW* et si ||W||peo—ro est finie, alors

HeitGPw”l—wo = HWG#GOW*Hl—wo < C|t|7n/2-

En dimension 3, 'hypothese sur V nest plus nécessaire et Goldberg et Schlag ont montré
Pestimation dispersive pour des potentiels avec 6 > 3. Vodev [73] et Yajima [84] ont finalement
amélioré I'hypothese en supposant seulement § > 5/2.

En dimension 3, Goldberg [28] et [29] a montré D'estimation dispersive L! — L> pour V €
L2 (R3) N LY (R3) et V € LP(R3) N LI(R3), p < 3/2 < ¢ respectivement avec ’hypothese 0
point régulier. La possibilité de travailler avec des conditions d’intégrabilité dépend du résultat
de Tonescu et Jerison [34]. Remarquons que si [V (z)] < C(z)™°, § > 2, nous avons V qui vérifie
V e L¥275(R?) N L¥?T¢(R?) pour ¢ assez petit.

Rodnianski et Schlag [62] ont montré I'estimation dispersive L' — L pour un potentiel
vérifiant ||V ||x < 47 ainsi que ||V||g < 47 ou

- V@)V (y)|

Wik = sw [ V@l -yl e (VIR = [ gy,
yeR3 JR3 rRe |z —yl

Remarquons que ||V|[x < C||V||13/2-5 + C||V| 13/2+5-

Ces deux derniers résultats sont les meilleurs résultats actuellement : le second pour les petits

potentiels, le premier pour des potentiels grands vérifiant des conditions de décroissance et/ou
d’intégrabilité.

En dimension 1, en utilisant comme Yajima des techniques basées sur l'opérateur d’onde,
Weder [79] et [80] a prouvé 'estimation dispersive L' — L sous I'hypothese V € L1 (R), v > 3/2
lorsque 0 est un point régulier et v > 5/2 lorsque 0 est une résonance. L# désigne l’espace des
fonctions ¢ mesurables a valeurs complexes, définies sur R telles que

1@l == /R lo(2)|(1 + |z])7 do < oo.

Goldberg et Schlag [30] ont ensuite amélioré ce résultat en supposant V' € L1(R) dans le cas
ott 0 est un point régulier. Le théoréme de [30] traite aussi le cas V' € L} pour lequel I'estimation



dispersive L' — L™ a lieu qu’il y ait ou non une résonance en 0.

En dimension 2, Yajima [83] a étendu ses résultats prouvés en dimension > 3. Les hypotheses
deviennent |V (x)| < C(z)™°, § > 6 et une condition de régularité pour I’énergie 0. Pour des
estimations dispersives LP — [P’ avec 1 < p < oo, Jensen et Yajima [41] ont prouvé le résultat
sous la méme hypothese pour le potentiel et sous 'hypothese habituelle 0 point régulier. Schlag
[64] améliore ce résultat en supposant uniquement |V (z)| < C(1 + |z[)™?, B8 > 3 et 0 point
régulier. 11 utilise un résultat plus précis de Jensen et Nenciu [40] sur le développement de la
résolvante pres des de 0.

Remarque 1.8 la principale difficulté en dimension 2 est la partie aux basses énergies. Cela
est dii au fait que la résolvante libre RE(\?) = (Go — (A2 £i0)) ™! a pour noyau HE (la fonction
de Hankel) qui est singuliére en 0.

En dimension n > 2, Murata [54] a montré des estimations dispersives L? pour des hy-
potheses sur la norme de V' vu comme opérateur entre des espaces a poids. En toute dimension,
Jensen et Nakamura [39] ont montré des estimations dispersives LP presque optimales et pour
des espaces de Besov.

Citons aussi Erdogan et Schlag [21] [22] qui ont étudié les estimations dispersives en présence
d’une valeur propre et/ou d’une résonance au niveau d’énergie 0. Dans le premier article, 'hy-
pothese sur V est du type |V (z)| < C{z)~" avec 3 > 12, mais 'objectif des auteurs n’était pas
de trouver la décroissance optimale du potentiel.

Parallelement, des estimations dispersives pour ’équation des ondes ont été étudiées. Beals
et Strauss [0] ont montré des estimations dispersives pour ’équation des ondes sous deux types
de conditions sur le potentiel, une portant sur des petits potentiels, ’autre sur des potentiels plus
réguliers. La condition peut s’exprimer ainsi : [V ()| < ¢o(z) ™ avec une des deux hypotheses

— ¢g est suffisamment petit et 6 > 4 pour n =3, § > n pour n > 5 impair et § > n + 1/2 4+

1/(n+ 1) pour n > 4 pair.

~ V(z)>0etd>3n+1/2—1/(n+1) ainsi que des majorations des derivées de V' jusqu’a

un certain ordre.

Beals [4] a poursuivi ce travail en montrant des estimations analogues & celles portant sur
Go en supposant V € S(R"), n > 3 avec V suffisamment petit ou positif.

En dimension n = 3, Cuccagna [I3] améliore le résultat de [5] en prenant un potentiel
vérifiant |09V (z)| < C(1 + |z|) ™27 pour |af < 2.

Georgiev et Visciglia [23] ont montré que l'estimation dispersive usuelle pour ’équation des
ondes est vérifiée en supposant V(z) € C*(R3\0), a €]0, 1] et

0<V(z) <Clz| ™75, 2| >1 0<V(x) <Cla| 2", |z| <1

En fait, dans ce cas, V € L¥?7%(R3) n L3> (R?) pour § petit.

Cardoso et Vodev [12] ont montré des estimations dispersives a poids pour I’équation des
ondes en dimension 3, 1 < p < 400 avec I'hypothese suivante sur V : |V (z)] < C(z)727%, § > 0.

Vodev [76] a étudié la décroissance de I’énergie locale pour 1’équation des ondes en dimension
n > 3 avec des potentiels & courte portée ie 0 < V(z) < C(z)7%, § > 1.

Pierfelice [56] a montré I'estimation dispersive L' — L> pour |V | x < 47, ce résultat prolonge
le résultat de [23].Ce résultat est étendu a une classe plus large de potentiels dans [17].

Cardoso, Cuevas et Vodev [10] ont montré des estimations dispersives a hautes fréquences
en dimensions 2 et 3 pour des potentiels V(z) = O((x)~"D/27¢) ¢ > 0, sans régularité
supplémentaire.
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Cuevas et Vodev [I5] améliore le résultat de [23] en montrant des estimations dispersives LP,
2 < p < 400 pour des potentiels a valeurs réelles qui décroissent lentement a ’infini.

Ainsi pour I’équation des ondes comme pour ’équation de Schrédinger, le cas de la dimen-
sion 3 est souvent traité, avec deux types d’hypotheses sur le potentiel : petitesse ou condition
de décroissance/intégrabilité. En dimension > 4, les derniers résultats sont celui de Beals et
Strauss [5] pour I’équation des ondes et celui de Yajima [82] pour 1’équation de Schrédinger.
Dans ces deux travaux, une condition supplémentaire de régularité est nécessaure pour obtenir
Pestimation dispersive usuelle (celle du cas V = 0).

Pour ’équation de Schrédinger en dimension n > 4, Goldberg et Visan [32] ont montré que
I’estimation dispersive L' — L® usuelle n’a pas lieu pour un potentiel V & support compact,
Ve C a< (n—3)/2. Ceci sugggere que l'estimation dispersive peut avoir lieu pour des po-
tentiels suffisamment régulier (en plus d’une décroissance suffisante a I'infini), d’autres criteres
comme le nombre et la taille des dérivées détermine ce qui se passe en ’absence d’une régularité
aussi forte. Nous ne pouvons donc pas espérer 'estimation usuelle sans perte de dérivées. C’est
pourquoi nous chercherons dans cette these a expliciter cette perte de dérivée en dimension
n > 4 si nous ne faisons pas d’hypotheses supplémentaires de régularité mais nous chercherons
aussi a améliorer les résultats connus avec des hypotheses de régularité.

Faisons maintenant un petit détour et présentons brievement d’autres thématiques relatives
aux estimations dispersives : les estimations dispersives pour un potentiel dépendant du temps,
les estimations dispersives pour d’autres perturbations du Laplacien et les estimations de Stri-
chartz.

Ainsi, Rodnianski et Schlag [62] ont étudié la décroissance en temps pour des potentiels
dépendant du temps avec I’hypothese :

V(7,x)
sup ||V (¢, )||L3/2 R3) + sup / / | dex < ¢,
t yeR3 JR3 |z — y|

ol ¢y désigne une petite constante et V (7, x) désigne la transformée de Fourier par rapport a la
variable de temps.

Par ailleurs, comme déja mentionné, Journé, Soffer et Sogge [42] ont montré des estimations
de Strichartz

HeitGPacfHMH/"(R"“) - CHfH]ﬁ(R”)'

Yajima [82] puis Goldberg et Schlag [30] en dimension 3 ont affaibli les hypotheses pour lesquelles
I’estimation a lieu.

Un autre résultat fondamental sur les estimations de Strichartz est le résultat de Keel et Tao
[48]. Ces auteurs montrent que si Pestimation dispersive L' — L> a lieu ainsi qu’une estimation
usuelle L? — L? alors nous avons l’estimation de Strichartz suivante :

U@ fllpazy, < Cllfllre,

1
ou la paire d’exposants (g, r) est dite o-admissible ie ¢, 7 > 2, (¢, 7,0) # (2,00,1) et — + 7 _
q T

N[ Q

o= (n—1)/2, n/2 respectivement pour I’équation des ondes et celle de Schrédinger.

Ensuite de nombreux auteurs ont étudié ces estimations de Strichartz pour des potentiels
particuliers. Citons les travaux de Burq, Planchon, Stalker et Tahvildar-Zadeh [§ [9] ou les
travaux de D’Ancona et Pierfelice [I8] entre autres. Nous voyons que de 'obtention d’une es-
timation dispersive L' — L, nous pouvons déduire des estimations de Strichartz, elles aussi
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trés utiles dans I’étude de certaines équations aux dérivées partielles. Remarquons que souvent
I'obtention d’une estimation dispersive est plus difficile que I'obtention d’une estimation d’une
estimation de Strichartz car I'obtention de la premiere implique 1’obtention d’une estimation de
Strichartz.

Citons aussi d’autres travaux sur les estimations dispersives. Rodnianski et Tao [63] ont
étudié la décroissance en temps pour ’équation de Schrodinger sur des variétés. Les fréquences
intermédiaires nécessitent 1'utilisation du théoreme RAGE (qui reflete le fait que G n’a pas de
valeur propre plongée) ainsi qu’une version quantitative de la méthode de Enss. Quant aux
basses fréquences, elles requierent 'utilisation d’une inégalité type Poincaré (qui reflete que 0
est un point régulier). D’autre part, citons les travaux de Bouclet et Tzvetkov [7] et Nakamura
[55] qui étudient des perturbations a longue portée du Laplacien sur R".

Avant de présenter des résultats nouveaux, résumons les problématiques importantes. Pour
étudier les estimations dispersives pour les équations des ondes et de Schrodinger perturbées par
un potentiel, on doit s’intéresser

— & la présence ou non d’états liés ou d’états résonants,

— au comportement a l’infini des solutions de diffusion.

Ceci est relié aux différentes hypotheses que 'on peut envisager sur le potentiel

— petits potentiels,

— conditions d’intégrabilité ou conditions de décroissance a 'infini,

— conditions de régularité.

Remarquons que le probleme principal devient trouver les conditions minimales sur le poten-
tiel V(x) qui garantissent que I’estimation dispersive usuelle (ie du probleme libre) reste vraie.
En dimension n = 1,2, 3, ce programme a été pratiquement complété, alors qu’en dimension
supérieure, il n’est pas toujours clair de voir qu’elles sont les hypotheses minimales.

Les objectifs de cette these sont principalement les suivants :

— établir des estimations dispersives pour I’équation des ondes et I’équation de Schrodin-
ger en considérant une perturbation par un potentiel réel en dimension n > 2, et plus
particulierement,

— souligner la différence de comportement en fonction de la dimension,

— étudier attentivement la nature de la résolvante pour déterminer une large classe de po-
tentiel,

— compléter le programme des dimensions 2 et 3,

— déterminer en dimension n > 4 une classe importante de potentiels pour lesquels ’estima-
tion dispersive optimale a lieu,

— expliquer le phénomene de perte de régularité en dimension n > 4.

En dimension n > 4, des résultats a hautes fréquences pour ’équation de Schrédinger ont été
prouvés par Vodev sous I’hypothese :

Ve L®R"Y), |[V(z)<Cx)™° VzeR", (V)
avec des constantes C' > 0, 0 > (n +2)/2.

Pour traiter séparément hautes et basses fréquences, nous procédons comme suit : étant
donné a > 0, posons xq(0) = x1(c/a), on x1 € C*°(R), x1(0) =0 pour o < 1, x1(0) = 1 pour
o > 2. Posons 1, = x(1 — x4), ou x désigne la fonction caractéristique de I'intervalle [0, +00).
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De maniere évidente, 1,(G) + Xo(G) = Pac.

Dans [74], lorsque n > 4, des estimations dispersives avec une perte de (n — 3)/2 dérivées
pour l'opérateur ey, (G), Ya > 0, ont été prouvées sous la condition (V§), § > (n + 2)/2,
seulement. La perte de dérivées dans ce cas est un phénomene hautes fréquences et ne peut étre
évitée a moins d’imposer des conditions de régularité sur le potentiel (voir [32]). La condition
V e L! dans [42] joue ce role mais elle semble trop forte. Il ressort qu’aucune régularité sur le
potentiel n’est nécessaire pour prouver les estimations dispersives pour la partie basses fréquences
e“n,. (@), a > 0 petit. Nous avons juste besoin d'une décroissance & l'infini. En fait, ’étude &
basses fréquences se trouve étre plus facile en dimension n > 4 comparée aux cas n = 2 et
n = 3, et peut étre conduite pour une classe plus large de potentiels vérifiant (pour un certain
0<exl)

sup / (|x —y| T 4 |z — y\_(”_z)/QJra) |V (x)|dr < C < 4o0. (VS)
yeRn n

De maniere évidente, (VS) est vérifiée pour des potentiels vérifiant (Vo) avec 6 > (n + 2)/2.

De méme, des estimations dispersives a hautes fréquences avec une perte de régularité de
(n — 3)/2 ont été récemment prouvées dans [75] pour le groupe des ondes avec un potentiel a
valeurs réelles V' € L*°(R"), n > 4, vérifiant

V(z)] < C(x)™%, VzeR", (1.1)
avec des constantes C' >0, 6 > (n+1)/2.

Comme dans le cas du groupe de Schrodinger (voir [53]), les estimations dispersives pour
la partie aux basses fréquences eit“/éna(G), a > 0 petit, se trouvent étre plus faciles a prouver
lorsque n > 4, et ceci peut étre fait pour une classe plus large de potentiels. Nous le ferons pour
des potentiels vérifiant

sup / (]a: —y| " | - y\_(”_l)/2> |V (z)|dx < C < +00. (VO)
yeRn n

De maniere évidente, (VO) est vérifié pour des potentiels vérifiant (V) avec 6 > (n+1)/2.

En appendice, nous explicitons les relations entre ces nouvelles hypotheses sur le potentiel
et les hypotheses usuelles de décroissance et/ou d’intégrabilité.

En dimension n = 3, les méthodes utilisées en dimension n > 4 s’adaptent pour traiter le
cas des basses fréquences pour I’équation des ondes. L’hypothese (VO) devient

sup / 2 — " V(2)]dz < C < +oo, (V3)
y€R3 JR3

mais elle ne suffit pas. Il faut rajouter I’hypotheése supplémentaire :
Ve’ YR, 0<e<]1, (L3/2-)

qui permet des estimations plus précises dans certains cas. Les méthodes développées permettent
aussi de traiter le cas de I’équation de Schrédinger mais cela n’apporte pas de résultats nouveaux
puisque nous retrouverions alors les hypotheses de Golberg [28] et [29].
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En dimension n = 2, les méthodes développées pour les dimensions n > 4 s’adaptent pour
traiter cette fois-ci le cas des hautes fréquences pour ’équation des ondes et de Schrodinger.
L’hypothese sur le potentiel s’écrit

sup / |z —y|"V2|V (2)|dz < C < 4o0. (V2)
y€R2 R?2

Dans le cas de la dimension n = 2, une méthode spécifique permet d’obtenir I’estimation dis-
persive a hautes fréquences sous la méme hypothese sur le potentiel pour ’équation des ondes
et celle de Schrodinger.

Les idées principales des méthodes utilisées sont les suivantes :

— des estimations fines sur la résolvante libre en utilisant I’expression de son noyau a 1’aide
des fonctions de Hankel, lesquelles permettent d’obtenir des estimations sur la résolvante
perturbée en inversant 1+ V Ry(A) (sous certaines conditions portant sur \),

— des estimations sur les propagateurs libres et perturbés, en utilisant leur expression qui
font intervenir de nouveau les fonctions de Hankel,

— des estimations sur des opérateurs de comparaison entre le propagateur perturbé et le
propagateur libre a l'aide d’expressions modifiées de la formule de Duhamel.

1.1 Hypotheses sur le potentiel

Hypotheése 1 Hypotheése en dimension 2
— hypothése de décroissance :

VeL*R?), |V(r)| <Clz)~°, (V(9))

avec § > 3/2 pour ’équation des ondes et 6 > 2 pour ’équation de Schridinger.
— hypothése en rapport avec le noyau de la résolvante :
sup / |z —y| V2|V (2)|dz < C < +o0. (V2)
R2

yeR?

Hypothése 2 Hypothése en dimension 3
— hypothése de décroissance :

VeL*R?), |V(x)| <Clz)”°, (V(9))

avec § > 2 pour l’équation des ondes et § > 5/2 pour ’équation de Schridinger.
— hypothése en rapport avec le noyau de la résolvante :

sup / lz —y| |V (2)|dr < C < +oc. (V3)
yeR3 JR3
— hypothese d’intégrabilité :
Ve’ R?%), 0<e<l, (L3/2-)
VelL?*(R?), 0<e< 1. (L3/2+)

Hypotheése 3 Hypothése en dimension n > 4
— hypothése de décroissance :

VeL*R"), [V()| <O, (V(9))

avec 0 > (n+1)/2 pour ’équation des ondes et § > (n+2)/2 pour I’équation de Schrodin-
ger.
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— hypothese en rapport avec le noyau de la résolvante :
— pour l’équation des ondes

sup [ (Jo =yl fo -] ) V@) de < +ox, (VOn)
yeRn n

— pour l’équation de Schrodinger

sup / (]x —y| T 4 |z — y\_"Tin“E) |V (z)|de < +00, 0<e< 1. (VSn)
yERn n
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2 Estimations dispersives pour I’équation des ondes
Nous avons le résultat suivant a basses fréquences en dimension n > 3 :

Théoréme 2.1 Sous les hypothéses (VOn) en dimension n > 4 et (V3)+(L3/2-) en dimension
n = 3 sur le potentiel V' et sous [’hypothése que 0 est un point régulier pour G, il existe ag > 0
tel que pour tout 0 < a < ag

‘ eit\/EGf"T“na(G)‘ P < C(tf”Tfl log(2 + [t]), Vt, (D1)
eit\/éGfa"T“na(G)’ e < (t>*an771, Vit, (D3)

ou1l/p+1/p=1eta=1-2/p pour2 <p< +oo.

Rappelons les résultats a hautes fréquences prouvés par Vodev en dimension n > 4 dans
[75] :

Théoréme 2.2 Supposons (V(5)) vérifiée avec 6 > (n + 1)/2. Alors, pour tout a >0, 2 <p <
2(n—1)
n—3

, il existe une constante C > 0 telle que nous ayons l’estimation suivante
VGG DAy (G| e < ClE* D2 £ 0,
ou1l/p+1/p' =1, a =1-—2/p. De plus, pour tout a >0, 2 < p < 400, nous avons
eV OG0 EN(G) g gy < CHTD, e £ 0,
et V0 <e k1,
Heit@G_a(nH)MXa(G) <x>_a(N/2+6)||L2~>Lp < C’€|t|_a(”_1)/27 Vit £ 0.
Quant aux estimations pour p = 0o, ce sont les suivantes pour tout 0 < e < 1 :
|eYE G2 (G) | g1 < CITTD2, Ve £ 0,
et V0 < e <1,
[etVEG-nHD/A=e'y (G ()2 | e < Cult]m D2 v £,
Remarque 2.3 Nous avons aussi l’estimation
VOGN D ()| y < ORI, w0,

2(n—1-—2q)

tout 0 < g < —3)/2 et 2<p<
pour tou qg<(n—3)/2 et pour2<p "3 2

Une estimation de 'article de Vodev a été donnée sans démonstration et s’est révélée plus
difficile que prévue a justifier, ¢’est pourquoi nous en donnons la démonstration dans la section
2.1.2.

Nous pouvons ainsi déduire un résultat global :
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Théoréme 2.4 Supposons n > 4 et supposons (V(5)) vérifiée pour 6 > (n+ 1)/2. Alors pour
tout 2 < p< 400, 0< ek, t+#0, nous avons les estimations suivantes

e EGmEDA(G) =B AE P, 1 e < Colt]T D 2 Tog(2 4 [#]), (D4)
Heit\@G—(n—i-l)/M—e<G>—(n—3)/4—25PaCHL1_>LOO < Cg‘t‘—(n—l)/Q’ (D5)
Heit\/éGvfoz(nJrl)/4 <G>fa(n73)/4PaCHLp,_)Lp < C‘t‘fa(nfl)/Q' (D6)

De plus pour tout 0 < g < (n—3)/2,2<p< 2(5__371__225), nous avons

||eit\/éGfa(n+1)/4<G>faq/ZPac”Lpl_)Lp < C«|t|foz(n71)/27 (D?)
oul/p+1/p=1eta=1-2/p.
Nous avons également le théoreme suivant en dimension n = 2 :

Théoréme 2.5 Soit V vérifiant (V2). Alors, il existe une constante ag > 0 telle que pour tout
a>ap, 0<ekl, 2<p< 400, nous ayons les estimations

< Ct|7Y2, t#£0, (D8)

L1 —[oe

eit\/§G73/4feXa(G) ‘

eit\/EG—sa/zLXa(G)’ < C]t]*a/Z, t#0, (D9)

' —Lp
oul/p+1/p =1, a=1-2/p.
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2.1 Estimations utiles en dimension n > 2 et a toute fréquence
2.1.1 Estimations autour de la résolvante

Soit ¥ € C§°((0,+00)) et soit p(A) = 1(\?). Nous souhaitons obtenir des estimations sur
¥(h2Go) et ¥(h2G). Pour cela, nous allons utiliser la formule de Helffer-Sjostrand (avec H = Gy
ou H=G):

2 2 [ 09 2 2y—-1
Y(h*H)=— | —=(2)(h"H — z°)" zL(dz), (HS)
T Jo 0Z
ou L(dz) désigne la mesure de Lebesgue sur C, ¢ € C5°(C) est un prolongement presqu’analy-
tique de ¢ supporté dans un petit voisinage complexe de supp @ et vérifiant

92 .)

< Cy|Imz|N, VN >1.
0z

Notons
Cf = {z € supp @, £Im z > 0}.

Vu la formule de Helffer-Sjostrand, les estimations désirées seront déduites d’estimations sur les
résolvantes obtenues pour z € Cf.

Pour £Im z > 0, désignons
RE,(2) = (BPGo — %)Y, Ri(2) = (h*G —2*)~1.
Ces résolvantes sont liées par

RE(2) (1 + h2v7z§h(z>) = REN(2) ou RE(2) = RE,(2) = BPRE()VREL(2), £Imz > 0.

Nous allons chercher des estimations sur R(jfh pour voir que sous de bonnes hypotheses sur V,
nous obtenons des estimations similaires sur Rf en inversant (1 + hQVR(j]Eh(z)) ainsi que sur
Rf - Roih. Pour déterminer des estimations sur T\’%h, intéressons-nous a son noyau : il est de
la forme R,f(\x —yl,z), ol

5 iU_QV
4(2m)v
ot v = (n —2)/2, HE(A) = AWHF(\), HF sont les fonctions de Hankel sortante et entrante
d’ordre v.

Rf(o,2) = +h~ HE(0z/h) = h "RE(oh™1, 2),

Il est bien connu que ces fonctions ont un comportement différent pres de 0 et a ’infini. Pour
A grand, ces fonctions vérifient HE(\) = ebE(\) ot bE(\) est un symbole d’ordre (n — 3)/2,
c’est-a-dire
‘a’jbf()\)‘ < O™k, VkeN.

Alors que pres de A = 0, elles sont de la forme
Hi(A) = a1 (A) + A" ?log Aago (M), (2.1.1)
ou ail et aiQ sont des fonctions analytiques, aiQ = 0 si n est impaire.
Nous voyons que pour le comportement a l’infini, la dimension 3 joue un réle charniere alors

que pres de 0, c’est en dimension 2 que le comportement change (présense du terme A" ~2log \).
C’est pourquoi, dans la suite, nous allons distinguer les cas n =2, n =3 et n > 4.
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Lemme 2.6 Nous avons en dimension n > 3
IVRG, (2l < CR 72, =1, z€Cy. (R1)
Preuve de (R1) : 1l est bien connu que les fonctions de Hankel vérifient
(HEN)| < )32 AL y) LTm A > 0. (2.1.2)
Par conséquent, les fonctions R}f vérifient les estimations (pour o >0, h > 1, z € Ci)

n—3
‘Rf(a,zﬂ < Ch720721’<%> 7 emlm e,

Comme nous avons (z)* < C(1+ |z|%), pour a > 0 et que nous pouvons majorer I’exponentielle
par 1, nous avons

n—3

2>

. oz
Nous utilisons alors z € C;E et h > 1 pour conclure ‘?‘ < (o et donc

oz

h

RF 0,2 <Ch 2021+
|R;; (0, 2)]

|Rf(a, z)| < Ch™2 (0_”+2 + 0_("_1)/2) . (2.1.3)
Remarquons qu’en dimension 3, —-n+2=—(n—1)/2=—1:
‘R}T(a, z)’ <h 27!, n=3

La norme du terme de gauche de (R1) est majorée par

sup / V()| |RE(1x — yl, 2)] de.
yeR" n

Vu (2.1.3), ce terme est majoré par :

< Ch 2 sup / V@)l (Jo = g1+ + o =y~ D/2) de,
yeR” n

et en utilisant (VOn) pour les dimension n > 4 et (V3) pour la dimension n = 3, nous obtenons
finalement la majoration par Ch~2 soit

IVRop(2)| 1 opr <Ch72, h>1.
O

(R1) bien que tres utile ne nous permet pas d’inverser 1—i—h2VR(ji 5 (2). Il faut pour cela gagner
une puissance négative de h supplémentaire. Cela est permis par une étude plus approfondie de
la fonction de Hankel en 0 ainsi que de I’hypothése 0 point régulier. En dimension 3, I’étude doit
étre légerement modifiée et ’hypothese (L3/2-) intervient.

Lemme 2.7 Nous avons pour z € Ccf eth>1:
I[VRon(2) = VRop(0)|| 1 < Ch™?2 n >4, (R2)

IVRon(2) = VRon(O)ll 1o < Ch7277, n=3. (R3)
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Preuve de (R2) : Nous étudions donc les fonctions de Hankel. Tout d’abord, considérons le

cas [A| > 1,
|Hy (A) = H (0)] < [HZ ()] + [15(0)].

par (2.1.2), nous avons comine \)\‘ > 1,
[HEN)| < C)m=D2emImA < ¢y (n=9)/2)

et nous avons

[H5(0)] < € < O
Comme |A|("=3/2 < |NV2(\)=D/2 nous avons pour [ > 1,
M) = HE(O)] < CIAP2) =72,
Ensuite, considérons le cas |A| < 1, nous avons d’apres (2.1.1)

y () —a;(0)

HEN) —HE(0) = A (“V : + A" 3 log A - aiz(A)> :

ay () — a (0)
A

Comme n > 4 et comme et afZ()\) sont analytiques, nous avons

[ H (V) = H (0)] < CIA| < CIA2,
car [\ < 1. Comme |A[Y2 < |A|Y2(\)™=9/2 nous avons pour |A| < 1,
M (V) = HE(0)] < CAY2 ()07,

Finalement,

[HE(N) = HEO)] < OINY2N) D20 wA £Im A > 0.

En utilisant (2.1.4), nous obtenons :

|Rf(a, z) — R}jf(a, 0)] < Ch=>/? (07"%/2 + 07(”71)/2> :

(2.1.4)

(2.1.5)

L’estimation (R2) suit de la méme maniere que (R1) en utilisant (2.1.5) au lieu de (2.1.3), le

fait que dans I’hypotheése (VOn) nous ayons o~ "2 et non o—n+5/2

ne change rien car ce terme

intervient pour controler le comportement des o petits et si ¢ < 1, nous avons o th/2 < gnt2,

Preuve de (R3) : En dimension 3, nous avons
‘7‘(1/2 ‘ < Ce MMzl vz 4Imz > 0.
De plus, pour z petit
Hfm(z) - Hli/Q(O) = z x fonction analytique.

Donc

’H1/2 H1/2( )’ < Clz], =z petit,

et
H15)0(2) = 1, (0)] < H5 () + [H(0)] < C, 2 grand,
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Ce que nous pouvons regrouper en
+ + || +
‘HI/Q(Z)_H1/2(O)’ S C<Z>’ VZE Ccp' (217)

Par conséquent, les fonctions R,jf vérifient les estimations (pour z € C;t, c>0,h>1):

_o __1loz|/h _ oz\ 1
‘Rf(a,z)—Rf(J,O)’ < Ch %0 1<|az//h> =Ch 3|zl<f>

Comme z € C’;k, on a |z <%>71 <C <%>71 et finalement,
RE(0,2) — RE(0,0)| < cn 3 (2) (2.1.8)
h h h

Ensuite (R3) se déduit de la méme maniére que (R1) ou (R2) mais en utilisant I'hypotheése
(L3/2-) ainsi que la remarque sur cette hypotheése faite en appendice. En utilisant (2.1.8), La
norme du terme de gauche de (R3) est majorée par

sup / V(@)|IRE(z — yl, 2) - RE(|z — y],0)] dz < Ch= sup / V(@) (@ — y)/h) " de
yeR3 JR3 yeR3 JR3

< Ch™%7.
O

Par contre, en dimension 2, la présence du log pour z petit dans I'expression du noyau de
la résolvante libre modifie I’étude. Vu I'hypothese faite sur le potentiel, nous pouvons obtenir
HhQVRaEh ()| p21—p2 < ChY/2. Le comportement est ainsi différent des dimensions n > 3 car ici,

cette estimation nous permet directement d’inverser 1 + hQVRaEh(z) mais cette fois-ci pour h
petit et non h grand.

Lemme 2.8 Nous avons en dimension n = 2 pour z € Cfot
IVRon(2) 1y < Ch32 VR > 0. (R4)
Preuve de (R4) : Nous avons alors
zgrand , |HE(z)| < ce MM 2|71/2 4Im 2 >0,

z petit , |Hi(2)| < c|log|z]|.
Par conséquent, les fonctions Rli vérifient les estimations (pour z € CF, 0 > 0) :

‘Rli(a, z)| < Clo|™%, o>1,

‘Rit(()', z)} < —Clog(o), o<1.

Remarquons que —log(o) < Clo|™"/2 et donc nous pouvons regrouper les deux estimations
précédentes en
|RE(0,2)| < Clo| ™2, Vo > 0.

D’ou pour h >0 :
|Ri(0,2)| < Ch7320|7Y2, 5 > 0. (2.1.9)
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Ainsi, la norme du terme de gauche de (R4) est majorée en utilisant (V2) par

sup / V@)|IRE (e -yl 2)| de < Ch/2,
y€R2 JR2

|

Parallelement, aux estimations sur HVROihH 111, hous obtenons aussi des estimations sur
)

IRG Al pr-

Lemme 2.9 Nous avons pour n > 2 :

R

—q
_ <C|llmz|"9 h>0,Imz#0. (R5)

Preuve de (R5) : La norme du terme de gauche de (R5) est bornée supérieurement par

| |Ri(el. ) de.
RTL

En effectuant le changement de variables o = |£|, nous avons
[ EEGE ) de = e [0 | o) do
R 0
Comme R (0,2) = h "R (och™", 2), nous avons

/ 0" R0, 2)] do = / T lon™ )y B (oh ™ 2) [ h do = / 0" R (0, 2) do
0 0 0

(2.1.10)
Ainsi il suffit d’obtenir une majoration de |RT|.
En dimension n > 4, nous utilisons (2.1.2) pour obtenir (pour z € Cfg, Imz #0)
’Rli(O',Z)‘ <o~ n+2< > 2 e —Imoz| _ —Co~ n+2<o_z> 5/2<O'Z>nT+26_U|ImZ|,
comme o > 0.
‘Rli(a, z)| < Co "2 (g)n=3)/2p=olmzl < CG=n+2(5)=5/2| [y 5|~ ("+2)/2, (2.1.11)

Par (2.1.10), (2.1.11) est majoré par

§C|Imz|_(”+2)/2/ o)~ %do.
0

En utilisant o{o) "' < 1, nous obtenons
o
< Cllm 2|~ (2 /2/ (o)~ 2do.
0

~3/2

Comme (o) est intégrable sur (0, +00), nous avons finalement la majoration :

< C|Im z|~("+2)/2,
Ce qui prouve (R5) en dimension n > 4. En dimension n = 3, pour prouver (R5), nous utilisons

’H1/2 ‘ < Ce MMl vy +Imz >0,
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pour obtenir (pour z € C’;)t, Imz #0) :
|RE(0,2)| < Co~teolim=l,

Ainsi, la norme du terme de gauche de (R5) est majorée par
oo oo
C/ o?|Rf (0, 2)|do < C’/ oe oM de < CIm 2|72,
0 0

D’ott (R5) en dimension 3. En dimension 2, pour prouver (R5), nous utilisons les majorations
précédentes pour obtenir (pour z € C;)t, Imz #0) :

R (0,2)] < Ce™ 1oz 71/2 < Clo| ™ [Im 2|, o > 1,

RE(0,2)] < ~Clog(0), o <1.

Ainsi, la norme du terme de gauche de (2.1.10) est majorée par

c/ o|RE (0, 2)|do < c/
0 0

1 oo
—log(o)do + C|Im z| 2 / o %4,
1

Finalement,
oo
C’/ G|Rff(a, 2)|do < C + C|Im 2|72 < C|Im 2|2,
0
comme [Imz| < 1. D’out (R5) en dimension 2. O

Méme si l'inversibilité de 1 + hQVRSEh(z) est obtenue de maniere différente selon les dimen-
sions, le principe de démonstration du lemme suivant est similaire et nous avons :

Lemme 2.10 Nous avons pour z € C’f :
En dimension n > 3, pour un certain hg > 1,

IVRA() p1opr < Ch72, h> ho, (R6)
|RiE(2)|| popn < Cmz|™%  h > ho, Imz # 0. (RT)
En dimension n = 2, pour un certain hg <1,
IVRL(2) 1 SCh ™32 0<h<hy<1, (RS)
HRf(z)HLl_)Ll <ClImz|™? 0<h<hy<l1,Imz#D0. (R9)

Preuve de (R6) et (R7) : Pour prouver (R6) et (R7), nous allons utiliser l'identité
RE(2) (1 + hQVRSEh(z)> = REL(2), £Imz >0, (2.1.12)
Observons que 14—h2V723E R(0) =1— VA~ qui est supposé étre inversible sur L' avec un inverse

borné, noté T. Ainsi, il suit de (R2)-(R3) qu’il existe une constante hy > 0 telle que pour h > hg
I’'opérateur 1 + hQVROih(z) est inversible sur L! avec un inverse vérifiant

H (1 + h?VRgfh(z>)‘ <0, zeC, (2.1.13)

Ll—Lt

avec une constante C' > 0 indépendante de z et h. Par conséquent, nous pouvons écrire

RiE(2) = RE(2) <1 +h2v72;fh(z))_l. (2.1.14)
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Maintenant (R6) résulte de (R1), (2.1.13) et (2.1.14), alors que (R7) résulte de (R5), (2.1.13) et
(2.1.14). 0

Preuve de (R8) et (R9) : Pour prouver (R8) et (R9), nous utilisons aussi 'identité :
RiE(2) (1 + hQVR(j)fh(z)> = Rojfh(z), +Imz > 0.

Observons que ||h2V7?,§’h ()11 g1 < h'/2, donc pour h assez petit 1 —|—h2VR§’h(z) est inversible
pour h < hg, avec un certain hg < 1, avec un inverse vérifiant

H (1+12VRE, ()

<C, ze c;t,
Li-1t

avec une constante C' > 0 indépendante de z et h. Par conséquent, on peut écrire

RiE(2) = Rip(2) (14 W2VRE, (=)
Maintenant, (R8) résulte de (R4) et des identités précédentes, alors que (R9) résulte de (R5) et
des mémes identités. O
2.1.2 Estimations sur (h?Go) et ¥ (h%G)

Pour les trois propositions suivantes, nous faisons les hypotheses suivantes : ¢ € C§°((0, 4+00)),
0 est un point régulier pour G et V vérifie des hypotheses convenables.

Proposition 2.11 (estimations pour tout h en dimension n > 2)
1l existe une constante positive C telle que nous ayons les estimations suivantes

W(hQGo)HLlﬂLl <C, h>0, (E1)
[(z) b (h*Go) (@) ~*|| 12 < CRT™2(h)®, h>0,s>0. (E2)
Dans (E1) et (E2), la constante C est de la forme
C=C" sup sup|dfp(N)l, (E3)
0<k<ko AeR

avec un certain entier ko indépendant de v et une consante C' > 0 dépendant du support de 1,
seulement.

Proposition 2.12 (estimations pour h grand en dimension n > 3)
Sous les hypothéses (VOn) pour n >4 et (V3)+(L3/2-) pour n =3, nous avons

[9(R*G)|| L1 <O, h > hy, (B4)
[9(h2G) — b(h?Go)T |1~y < Ch™P,  h > h, (E5)

ot l'opérateur

T=0-vah .t -t
est borné par hypothése.

Proposition 2.13 (estimations pour h petit en dimension n = 2)
Sous Uhypothése (V2), il existe des constantes positives C' et hy telles que les estimations sui-
vantes atent lieu :

| (R*G)|| ;1 pr S C, 0 < h < ho, (E6)

[¥(h*G) — ¥(h*Go)|| 11 < ChY?, 0< h < hy. (E7)
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Proposition 2.14 (estimations pour h petit en dimension n > 2)
De plus, si V vérifie (V(§)) avec § > n/2, nous avons les estimations :

|(R*G) = ¥(h*Go)|| 1 < CH*, 0<h <1, (E8)
H<x>5 ((h2G) — (h*Gy)) HL LSO 0<h<L, (E9)

Preuve de (E1) (1ére méthode) : (E1) résultent de (HS) et (R3). Ainsi

2 [ 0¢ .
H?,b(hQGO)fHLl = |- %(Z}R&h(z)f(z)zL(dz) en utilisant (HS),
™ Jo OZ L1
2 [ |9¢ +
< =z -
< 2 [ |Fe|H R, pae
0P —g+1 o
< C E(Z) Im z| """ L(d2)||f||zr  en utilisant (R3),
C
< C|Ifllzr  d’apres les propriétés sur @.

|

Preuwve de (E4) et (E6) : De la méme maniere que précédemment, (E4) et (E6) résultent de
(HS) et de (R7) et (R9) respectivement.
g

Preuve de (E1) (2nde méthode) : (E1) peut étre aussi prouvée en utilisant le fait que le noyau
de Popérateur ¥ (h?Go) est de la forme ky,(|z — y|) avec une fonction kj, vérifiant

k(o) = h™"ky (o /h), (2.1.15)
k1(0)] < Clo)™™, Vo >0, (2.1.16)
pour tout entier m > 0, avec une constante Cp, de la forme

Cpn=Cl sup sup |8§\¢(/\)], (2.1.17)
0<j<jm AER

ol j, est un certain entier indépendant de 1), alors que C/, > 0 dépend du support de 1. Nous
avons

Joecnsl <o [ | [ e - st

Par I'inégalité de Young, ceci est majoré par

< CIEC- DIy LA 2

Donc le terme de gauche de (E1) est majoré par

/ e (JEDIde.
-

En effectuant le changement de variables o = |£|, nous obtenons

dr = C|[k(|lz — ) * fll 1 -

/ kn(IEDdE = / ok ()| do.
Rn 0
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Puis en utilisant k(o) = h™"ki(ch™!) et en effectuant le changement de variables ch™! — o,

nous obtenons -
/ " ki (0)|do.
0

Comme |k1(0)| < Cpy (o) ™™ pour tout o > 0 et tout entier m > 0, pour m =n + 1, o o)™
est intégrable. Par conséquent,

/ ok (0)|do < Cpyt.
0

Finalement, nous obtenons (E1) :

[ Go)ll pr g < €

Preuve de (E2) : Nous avons

2

G A I (O M e TR

qui est majoré par

< sup/ (@)% () "> lkn(|z — y]) | dz || £ 71
yeRn n

Comme |z|> < 2(Jy|*> + |z — y|?), nous avons (z)? = 1 + |z|* < 2(y)*(z — y)? et donc pour tout
s > 0, nous avons (x)%*(y)~2* < (z — y)?*. La norme du terme de gauche de (E2) est donc
majorée par

s ([ e o) < s ([ @yt -re)

yeR? yeRM

Nous avons (1 + |£/h|2) (14 h?) > 14 |€]?, donc (€)% < (£/h)?(h)~2%, et par conséquent en
effectuant en plus le changement de variables £ = x — y, nous obtenons la majoration par

1/2
<o ([ em>miehra)

En utilisant kp(|¢]) = h~"k1(|€|/h) et en effectuant le changement de variables £/h — &, nous
obtenons finalement la majoration par

1/2
<cmn? ([ @rmiepa)

En choisissant m assez grand dans la propriété (2.1.16), nous avons finalement
@) Y (W Go) @) =l g < Co (B)*h7"2,

ou s, est un certain entier dépendant de n et s.

Preuve de (E5) : Pour prouver (E5), nous réécrivons 'identité (2.1.14) sous la forme

Rif(2) = REW(2)T = RE,(2) <(1 RVRE, () - T) |
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et comme 771 =1+ h2VR(jih(0), nous obtenons
—1
RiE(2) = REL()T = RE, (2) <(T—1 + (h2VRE,(2) hQVRgfh(O))> - T) ,

et comme (14 A)~!' —1=—A(1 + A)~!, nous obtenons finalement

Ri; () = R, ()T

= RE, ()T (hQVR§h(z) - h2v7z§h(0)) T (1 + (hQVRgfh(z) - hQVRgfh(O)) T) . (2.1.18)
Par (R2), (R3), (R5), (2.1.13) et (2.1.18), nous concluons

|RiE )~ R (7|

-3 — +
- <Ch™Pllmz|™?, h>hy, 2 € Cy, Imz #0, (2.1.19)

avec des constantes C, g, > 0 indépendantes de z et h. Maintenant (E7) résulte de (HS) et
(2.1.19).
O

Preuve de (E7) : Pour prouver (E7), nous réécrivons 'identité de la résolvante sous la forme
Rix (2) = Ry, (2) = KPR (2)VRG, (2).
Par (R4) et (R9), nous concluons

|RiE2) - R (2)

o S ChY?[Imz[™, h<hg, z€CE, Imz #£0, (2.1.20)

avec des constantes C, ¢ > 0 indépendantes de z et h. Ainsi (E7) résulte de (2.1.20) et (HS).
O

Preuve de (E8) : Pour prouver (E8), observons que d’apres la formule d’Helffer-Sjostrand
(HS) et l'identité de la résolvante

(R2G — 2271 = (W*Go — 2°) 7! = (W2Gy — 22) " H(A*G — h2Go)(h*G — 2*) 71
= h3(h*Go — 22"V (h3G — %),
nous avons
2h% [ 0p

Y(h*G) — Y(h*Gy) = - 5(z)(h?c;o — 27 W(hAG — %) 2 L(d2). (2.1.21)

Il est évident que (E8) résulte de (2.1.21), (R5) et de l'estimation (pour z € supp @)
|(h*G = 2*) 7|1 S Clmz[™% 0<h<1,Imz#0. (2.1.22)
En effet, nous avons alors

|(h*G) — (h*Go

§0h2/
C

)HL1—>L1

26| R

<c|Im z|-¢ (R5)

o Wl 102G =2 Yy ol L(de).

s¢ c|Im z|—e (2.1.22) <C, zesuppy
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D’ou

95
|0(h2G) — 0(h2Go)| 1. < CH? /C '(;;(z)
car 8~
%(z) < Onlmz|Y, VN >1.

(dz) < Ch?,

Preuve de (2.1.22) : Soit ¢ € C§°([1,2]) telle que [ ¢(#%)0~df = 1. Etant donné un parametre

0 < € < 1, nous décomposons la résolvante libre comme suit

(h2Go — 22) 7t = A(z;h) + Bo(2; h),

ou .
A(z:h) = /0 7 ((e6R)°Gl; (20)%: 2) d:,
B.(z;h) = /100 f ((e0h)*Go; (£0)?; 2) %,
ﬂ&m@zMﬁﬁéy

En effet, nous vérifions

Azt + Bl ) = [ (o) Gos (04 =

Ecrivons a l’aide de la formule de Stone :

/ o((eBh)*Go)o 1d9_/ / d((e0h)*N?) (RE(N) — Ry (X)) 071 dOdA.

Effectuons le changement de variables ehA@ — 6, nous obtenons

/ooo 6((e0h)Go)0~1df = % /Ooo (/OOO ¢(92)9‘1d9> (5 () = By (V) dA.

Ce qui donne

o0

/ d((eBh)*Go)o 1d9_— (RT(A) — Ry (\) dA = 1.

2T

(2.1.23)

(R2Go — 2%)~ / B((eBh)*Go)0~db.

Maintenant, il est facile de voir qu’il existe des constantes 0 < pu; < po telles que la fonction

f vérifie les majorations suivantes

Pfku,ﬂﬁ@m 0<p<p,

‘afku,ﬂSCﬁmdﬁ”,/uﬁuﬁum

)%ﬂ&uwﬂSC% > pia,
pour tout entier j > 0. En effet, écrivons

o) w P(N) 1

f()\,u,z): = -

A 1—22\1y 22 1— A2

Si nous notons suppp NR = [m, M] et comme supp ¢ = [1,2], désignons par p1 = m

(2.1.24)

(2.1.25)

(2.1.26)

—2/2 et

p2 = 4M?. Alors pour z € supp @, A € supp ¢ et u < u1, nous avons |[22A"1u| < 1/2 et donc
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a < ¥ De méme pour z € supp ¢, A €supp é et [ > pz, nous avons [z 2 \u~t < 1/2

1—222"1y = 27
1 1
et donc 1_72)\_1 <3 . Nous obtenons donc les majorations (2.1.24) et (2.1.26) pour j = 0.
—z
SiulS,ug,ugetlg)\glnousavons

¢(N)

1
Ap—t— 22—

2|Im z||Rez| —

I 1
Im (Ap—t — 22) < Cltmz[

' 1

car z € supp @. D’ou (E8.5) pour j = 0.

Les mémes constantes pp et po conviennent pour tout entier j > 1, car les dénominateurs qui
apparaissent dans les dérivées successives se traitent de la méme maniere que le cas j = 0 alors
que les numérateurs restent bornés. Nous avons donc bien (2.1.24)-(2.1.26) pour tout entier
Jj=0.

Par (E1), (E3) et (2.1.24), nous avons

£ ((0h)*Go; (e0)*;2) || 1,1 < C(e6)?, 0<6 <1, (2.1.27)

a condition € > 0 soit pris suffisamment petit (tel que e < /77, ainsi (€0)? < g pour 0 < 0 < 1).
Nous déduisons de (2.1.27)

| Ac(2;R)|| 1 p1 < C®, 2 € supp @, (2.1.28)

avec une constante C' > 0 indépendante de z, h et €.
Par (E2) et (E3), nous avons

()1 (201G (20)% 2) ()~ 1 o < CLe0R)2(e01)" x_supsup |05 (N (20)% 2)]
0<k<ko AeR

Par suite, en utilisant (2.1.24)-(2.1.26), nous obtenons

sup sup al)ff()\; (60)2;2)‘ < sup max (Ckm,C,;]Imzrk_l,Cg),
0<k<ko AéeR 0<k<ko

et comme z € C,, Imz est petit, c’est donc le comportement de |Im z|~! qui domine. Nous
obtenons finalement :

[(x)* f ((0R)2Go; (£0)%; 2) (@)% || 11 1o < C(e0h) ™™ *(e0h)*|Im 2|7, (2.1.29)

avec des constantes C, ¢ > 0 indépendantes de z, 0, h et €.
Nous déduisons de (2.1.29)

1B:(2; )1 2 < O;h—”/Qumzy—q/ g—1-n/249
1

< Csh_"/z\lm z|79,  z € supp @, (2.1.30)

avec une constante C; > 0 indépendant de z et h.

Il résulte de (2.1.28) que opérateur 1 —h?V A.(z; h) est inversible sur L', & condition que & > 0
soit pris suffisamment petit, indépendant de h (rappelons que h est supposé 0 < h < 1).

Par conséquent, nous pouvons écrire 'identité

(R2G = 2%) 7 = (h2Go — 22) L+ B2 (W2G = 22) TV (B2Go — ), (2.1.31)

sous la forme

(W*G — z2)_1 = M(z;h) + h* (R*G — zz)_l./\/'(z; h), (2.1.32)
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ou les opérateurs M(z; h) et N(z;h) sont définis pas

M(z;h) = (h2Go — 2%) " (1= B3V A(z;h)) ",

N(zh) = VBa(2:h) (1 — W2V A(zh) .

En effet, en utilisant I'identité liant résolvante et résolvante libre et en utilisant 1 = (1 — z)(1 —
x)~! avec z = h2V A, nous obtenons

(h*G — 237!
— ((h%Gy — 22 1+ B2(h2G — 22) W (B2Go — 22) 7t — h2(W2G — 22) WA (1 - B2VA) ™.
Ce qui devient en introduisant B; :

(B2G = 2%) 1 = (h2Go — 22) 7 (1= hPVA) T + R2(2G — 22 'WB. (1 - B2V A) .

De plus les opérateurs M(z; h) et N'(z; h) vérifient les estimations
Mz R) [ pr + IN (5 ) pa s < Cllmz| 79, (2.1.33)
IN (2 D)l 12 < ChT™2[Tm 2|79 (2.1.34)
En effet, comme V vérifie (V(§)) avec § > n/2, on a V € L?. (2.1.34) résulte alors de
IN (2 D)l 12 < CIVB(z3 W)l a2 < ClIVI L2 [1B=(25 )l g1 g2

et de (2.1.30). Pour (2.1.33), comme nous avons H(h2G0 — 22)_1HL1—>L1 < C|Im 2|9, nous avons
la méme estimations pour ||M(z;h)||r1_ 1. Nous utilisons ensuite (2.1.23) et (2.1.28) pour obte-
nir |N(z;h)|| 11 < C|Imz| 9. Ensuite, comme V € L*(R"), nous avons finalement (2.1.33).

En itérant (2.1.32), nous avons

J—1
= Z M(z; )N (z;h)? + h?/ (h2G — 22)71/\/‘(2; h)?

J=0

(n2G - 227"

J—1
= Z M(z; RN (z;h) + h? (h2G0 - 22)71/\/'(2; )’
=0

Fh2TH2 (R2Go — 22) TV (WG = 2%) T Nz ), (2.1.35)
pour tout entier J > 1. Par (2.1.34) et (R3), nous obtenons

| (G027 v (n2G = 22) T Vs )|

L1—-r!

<[Vl IV (25 )l L1 g2

(h2Go — )|

(2G|

Li—Lt L2112
< Ch™™2|Im 2|~ ®. (2.1.36)

Maintenant, (2.1.22) résulte de (2.1.33), (2.1.35) et (2.1.36).
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Preuve de (E9) : Pour prouver (E9), nous réécrivons (2.1.32) sous la forme

(R2G = 22) 7 = (h?Gy—2%) ' = Zsjfj(z; h), (2.1.37)
j=1
ou
Fi(zih) = WA (2 )V A (2 h) (1 — B2V Az )71
Folz;h) = h2Bo(z W)V Ac(z h) (1 — B2V A (2 h)
Fa(zh) = h% (B2G — 22) " VB.(2:h) (1 — W2V Ac(2; 1))
En effet,

Fi(z; h)+Faz; h)+Fa(z; h) = <h2(AE + BV A+ h? (h2G — %) VBE) (1- 2V A(z )"

En utilisant (h2G0 — 22)71 = A. + B: et l'identité de la résolvante, nous retrouvons (2.1.37).
Il est facile de voir que nous avons 'estimation

(@) (026 =23 )™

pour tout s > 0 avec des constantes C,q > 0 dépendantes de s mais indépendantes de z et h.
Par (2.1.30) et (2.1.38),

1

—q ~
I < C|llmz|™% zesuppy, 0 <h <1, (2.1.38)

H<x>6.7:3(z; h)HLl L < Ch*"?[lmz|"% zesupp, 0 < h<1. (2.1.39)

Observons maintenant que nous pouvons écrire 'opérateur A.(z; h) sous la forme
A(z;h) = X (W2Go) (h2Go — 2%) 7,

ou
1/2

EO0 da
(3) _ 2
W= [T T
(2)

De fagon similaire, nous pouvons décomposer 1'opérateur B.(z; h) comme Bél) + B, ou
BY (z;h) = XD (h?Go) (W2 Gy — 22) 1, j=1,2,

elol/ do %0 do
W= [ G &= [ e

—151/2

G

En prenant € > 0 assez petit, nous pouvons nous arranger pour que Supp Xe 20 suppy = 0,

j = 2,3, et donc que les fonctions a valeur opérateur A.(z; h) et BéQ)(z; h) soient analytiques sur
supp . Par conséquent, nous pouvons écrire (2.1.21) sous la forme

V(h2G) — Y(h2Gy) = Z / (z;h)zL(dz), (2.1.40)

ol
Fazih) = h?BY (2 W)V A (2;h) (1 — B2V A(2;h))

Par (2.1.29) (avec s = 4), nous avons

H<x>5f4(z; h)H < Ch? H<x>55§1>(z; h) <m>_5‘

L1 12 L1 12
< Ch*>™™?|Im 2|, zesuppp, 0<h < 1. (2.1.41)
Maintenant (E9) résulte de (2.1.39)-(2.1.41). O
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2.2 Estimations a basses fréquences en dimension n > 3
On introduit
D(t; h) = eVEP(R2G) — T*™VEop(h2Gy)T.
Pour prouver le théoreme en dimension n > 3 a basses fréquences, nous allons étudier ce com-
parateur en trois étapes :
1. Estimations sur 1(h%2Gp) et 1 (h2G) a I'aide de propriétés sur la résolvante (cf section 2.1).

2. Estimations autour des propagateurs a ’aide d’estimations sur les noyaux (cf proposition
2.16).

3. Estimations du comparateur a l’aide de la formule de Duhamel et d’'un mécanisme de
bootstrap.
2.2.1 Etape 1 : Estimations sur ¢ (h?Gy) et ¥(h?G)

L’étude a déja été faite dans une partie précédente. Rappelons ici les résultats qui nous
intéressent a basses fréquences en dimension n > 3 :

Proposition 2.15 I existe des constantes positives C, (3 et hg telles que nous ayons les esti-
mations sutvantes

[ (h*Go)llp1pr < C,  h >0, (E1)
[9(h*G) |1y < C, h> ho, (E4)
[W(h2G) — P(h*Go)T || 1pr < Ch™F, b > hy, (E5)

ou 'opérateur
T=0-vah .t -t

est borné par hypothése.

2.2.2 Etape 2 : Estimations autour des propagateurs eitVGo ot ¢itVG

Proposition 2.16 Sous les hypothéses du théoreme 2.1, il existe des constantes positives C, hg
et B telles que, pour Vf € L',

‘ eitm¢(h2G0)f"Lm < Chf(n+1)/2,t’f(nfl)/szHLl7 h>0,t40, (P1)
T e e P PR B ()
| |ver@omcor|,, de< on e, h>omza, Py
/_Z HVeWCTOw(hQGo)fHLI dt < Ch Y| fllp, h>1,n=3, (P4)
/_Z |verCumrcys| at<ch s, b= h. -

Remarque 2.17 Observons dans (P3) que sin =3 cela donne un terme en h=' qui est insuf-
fisant pour continuer les majorations. Il faut une puissance négative de h supplémentaire, ce qui
nécessite de nouveau l’emploi de l’hypothése (L3/2-) et nous obtenons alors (P4) en dimension
n=3.
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preuve de (P1) : Nous allons utiliser le fait que le noyau de l'opérateur eitmw(h2Go) est de
la forme Kj(|x —y|,t), ou

0.—21/

Kh(O',t) W

/ e T (NP (R2NPAA = h Ky (oh ™ th™), (2:2.1)

o Jy(z) = 2" Jy(2), Ju(z) = (H,f (2) + H, (2)) /2 est la fonction de Bessel d’ordre v = (n—2)/2.
Il est montré dans I'appendice que K, vérifie les estimations (pour tout o,t > 0, h > 1)
1K1 (0,t)] < Ct) (o)~ (=D/2 ys >0, (2.2.2)
Ky (0,t)] < Ch= 21735002 g < s < (n—1)/2. (2.2.3)

Nous avons

Ny Go) )| =| [ Killo = .00 < sup K] 11

e
donc il est évident que (P1) résulte de (2.2.3) avec s = (n — 1)/2.

Preuve de (P3) et (P4) : Nous avons

e

Ve (G f@)de < [ [ V@K 015wl dydo

SHNUSW{/!V@WKMM—MJWW
yeR? JR"

D’ou apres intégration par rapport au temps :

/Z )‘veitmw(h2ao)f(] dt < |[fll: sup / \/ Kz — ), 8)|dt da.

yeER™

Ce n’est donc pas difficile de voir que (P3) et (P4) résultent de (VOn) et du lemme suivant avec
(s=0):

Lemme 2.18 Pour tout o,h >0, 0 < s < (n—1)/2, nous avons

(o)
/ th™1)® |Kp(o,t)| dt < Ch™" Y (gh~1)s~(n=1)/2, (2.2.4a)

—0o0

Remarquons que |th™ |5 < (th~1)* et comme pour 0 < s < (n—1)/2, nous avons (gh~1)*~("~1/2 <
C(ahil)sf("*l)/z, nous obtenons pour tout o,h >0,0<s<(n—1)/2:

/‘ﬁfmﬂmmﬁ§0hmlmf("wz (2.2.4b)
Preuve lemme = (P3) et (P4): Nous avons alors en dimension n > 4 en utilisant (2.2.4b) :
/\Wﬂﬁwmwdﬂ ﬁsmﬂ%WwMump/rwmm y| =D 2,
Ll n n
—00 yeR™” JR
et en dimension n = 3 en utilisant (2.2.4a) :

/ |verveoupncos| dt < Ch7|fll sg)/ V(@) — ylh™") " da.
—00 ye n n
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En utilisant (VOn) en dimension n > 4 et (L3/2-) en dimension n = 3, nous obtenons bien (P3)
et (P4).

Preuve lemme h =1 = lemme : Vu (2.2.1), il suffit de montrer (2.2.4) avec h = 1. En effet,
nous avons

+oo +o0
| el i = [ o

— 00 —00

En effectuant le changement de variables th™! — ¢, nous obtenons :

+o00 400
/ |(th™1) | K, (o, t)|dt = h‘”“/ )| K (oh™L t)|dt

< Ch " oh™1)ys~("=1/2 i (2.2.4a) pour h = 1.

Preuve lemme h = 1 : Lorsque 0 < o < 1, cela provient de (2.2.2). En effet, nous séparons
l'intégration en deux parties |t| < 1 et |¢| > 1. Pour le domaine |t| > 1, nous utilisons (2.2.2)
avec s +14+¢,6>0,0<s<(n—1)/2, ce qui donne

/ | K1 (0, t)|dt < C (o) H1Fe(n=1/2,
[t]>1

Comme 0 < o < 1, nous avons (o)!7¢ < C. Pour le domaine [¢t| < 1, nous utilisons (2.2.2) avec
$,0<s<(n—1)/2, ce qui donne

/ It|*| Ky (0, t)|dt < Clo)s (=172,
[t]<1
Finalement, nous avons

(o.)
/ 5K (0, )| dt < Cloy™ D2 o< o<1, (2.2.5)
—00

Soit maintenant ¢ > 1. Nous allons utiliser le fait que la fonction 7, peut étre décomposée en
Ty (2) = eb} (2) + e7%b; (2), o1 b (2) sont des symboles d’ordre (n — 3)/2 pour z > z. Alors,
nous pouvons décomposer la fonction K7 en K fr + K|, ou K fE sont définis en remplacant dans
la définition de K la fonction J, (o)) par e bt (o \). En intégrant par parties, nous obtenons
par exemple pour K f :

o dm
"t + o) K (0,t) = c,o" /0 et —__ yINT (b (e )P (A)A) d.

En utilisant la formule de dérivation de Leibniz, nous avons

dm ) L dRbf
d}\m(b (eN)Y(A?) _k:O R

U)‘ wm k( )

ol Ypy— € C5°((0, +00)). En utilisant

dkb+ n=3_p
d)\k( ) S|Z’ 2 ’ ‘Z|2207
et le fait que o > 1 (et donc o\ > 2y pour 2y convenablement choisi) et comme les v, sont
a support compact, nous pouvons majorer la valeur absolue de la derivée m-ieme par Co™3 .
Finalement, —2v + (n — 3)/2 = —(n — 1) /2, par conséquent nous avons la majoration
|Kif(0,t)] < Croo™ D2t £ o)™, (2.2.6)

34



pour tout entier m > 0. En utilisant [¢t| < |o|+ |t £ o] et donc |t|® < Co® 4 C|t £ o|*, nous avons

/oo t]* | KT (0, t)| dt < o* /OO }Kli(a,t)‘dt—l—/oo It + 0| |Ki (0,t)] dt.

Par (2.2.6),

/ [11° | K30, 1) dt < Cmas("l)ﬂ/

- —00

(t + o) ™dt + Cppo—("71/2 / (t + o).

— 00

Nous séparons 'intégration en deux parties, par exemple

+oo
/ (t+ o)t = / (t+ o)t + / (t+ o),
lt+o|>1

—0o0 [t+o|<1

et nous choisissons m = 2 dans la premiere intégrale et m = 0 dans la seconde pour conclure

“+oo
/ (t+o) Mdt <C.

—0o0

Finalement, en procédant de méme pour les autres intégrales

/ t|* | Kif (o, )] dt < Co*= (=172, (2.2.7)

Comme o > 1, nous avons (¢) < Co et donc pour 0 < s < (n—1)/2, 05~ ("1/2 < C(g)s~(n=1)/2]
nous avons finalement pour tout o > 0 :

/ t*| K (o, t)|dt < C(o)*~(n=1)/2,

—0o0

En utilisant cette inégalité pour s = 0 et 0 < s < (n—1)/2 et en remarquant que (t)* < C'(1+]t|®),
nous obtenons (2.2.4a) pour tout ¢ > 0et 0 < s < (n—1)/2. O

Preuve de (P5) : Pour prouver (P5) nous allons utiliser la formule
e™VOy(h2G) = (imh) ™! / e op(\) (RT(N) — R™(\)) d), (2.2.9)
0

ott P (A) = p1(hA), p1(N) = Ap(A?), et RE(N) = (G — N2 £40) ! vérifie I'identité
R*(\) (1+ VRE(N) = RF(\). (2.2.10)

Ici R(j)c()\) désignent les résolvantes libres sortante et entrante avec les noyaux donnés en terme
de fonction de Hankel, Hf, d’ordre v = (n — 2)/2 par la formule

[Ry (V)](@,y) = 4™ (2m) |z — y| "2 HE (Alz — y)),
ot HE(2) = 2Y HF (2) vérifie
|0IHE(2)] < C2)"/2) vz >0,5=0,1. (2.2.11)
En effet, rappelons que nous avons

HE(2) = eT2bE(2) siz> 20 et HE(z) = ail(z) + 22 logzafg(z) si z < zp,
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avec b symbole d’ordre (n—3)/2 et aij analytiques (j = 1, 2). Nous avons déja montré (2.2.11)
pour j = 0. Dérivons maintenant H:*. Nous obtenons si z > 2 :

0,y (2) = e (i, (2) + 920, (2))
qui peut s’estimer comme z grand
0. HE(2)| < C|bE(2)| + C |0:b5(2)| < 2|3/,
Pour z < zp, nous obtenons
O HE(2) = &Za,fl + 2" 2log » &Zaiz(z) + ((n—2)2""logz + 2"7?) a:fQ(z).

Lorsque n > 4, nous avons pres de 0, la méme estimation que pour H;(z) soit ‘@Hf(z)‘ <C.
Lorsque n = 3, comme a,2(z) = 0, nous avons aussi la méme estimation. Ce qui prouve bien
(2.2.11) pour j = 1.

D’autre part, nous avons aussi

‘H,jf(z) - Hf(O)‘ < C|2|V2(2)=0/2 vz pour n > 4, (2.2.12a)
[75,(2) = H5,0)] < Cll(2) L, ¥z, pour n=3. (2.2.120)

Il suit de (2.2.11) et de (VOn) et (V3) que
[VRE N[ 10 £C 0< A<, (2.2.13)

D’autre part, nous avons

[(VEy(\) = VEG(0)f]| 2 < en /R /R o =y 72 R (N = yl) = (O] [V ()1 (9)] dyd.
Distinguons les cas n = 3 et n > 4. Pour n > 4, nous utilisons (2.2.12a) pour obtenir :
[VREO) = VES O | < e [ [ oyl 2N 2y 2N a—gl) 2V )0 dody.
En utilisant (VOn) et le fait que si 0 < A < 1, nous avons A=4)/2 <1 nous obtenons

[VRT(A) = VRF(0)]| 10 SCAV2 0<A< L
Pour n = 3, nous utilisons (2.2.12b) pour obtenir :

[V REO) = VES O <t [ ] Ole = V@) dody

En utilisant (L3/2-), nous obtenons :

|[VRE(N) = VRF(0)| 10 SCXT, 0<A<I,

avec « définie dans ’appendice. Nous pouvons donc écrire pour n > 3 :

[VRE(A) = VRF(0)]| 1,0 SCN, 0<A<1,
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avec 3 = min(7y,1/2) > 0. Comme 1+ VR (0) = 1 — VA~ est inversible sur L' par hypothese
avec un inverse borné, noté T, il suit de (2.2.14) qu’il existe une constante Ao > 0 telle que
I'opérateur 1 + VRSE()\) soit inversible sur L' pour 0 < A < A\g. Vu (2.2.10), nous avons

RE(\) =RE(\) (1 +VRE(\) ',

et donc

VRT(\) = VRE(N) (1+VRI(W) ' =1— (1+VREM) ™

En écrivant ensuite
1+ VRE(\) =1+ VRE(0) + VRE(\) — VRE(0)
=T'+VRF(\) - VR5(0)= (1+ (VRy(\) = VR5(0))T) T,

nous avons l'identité

STEVREO) = =Y+ 1+ VREW) = =Y T (1+ (VRE(N) - VRE(0))T)”
+

+ +

1

=N +T(VRE(N) - VRE(0)T (1+ (VRE(N) — VRE(0)T) . (2.2.15)
Par (2.2.9) et (2.2.15),
VetVOy(h2G) = (inh)™ Zi / TV PE(t — 1)UE(T)dr, (2.2.16)

ou

PE(1) = /O T BN (RE(N) — RE(0)) dA,

-1

U(t) = /O - e o (NT (1+ (VRF(N) — VRS (0)T) " dA,

ot on(A) = @1(hA), 1 € C5°((0,400)) est tel que ¢; = 1 sur supp ¢;. Le noyau de opérateur
PE(t) est de la forme A (|z — y], t), ot

Af(o,t) = +id™  (2m) Vo2 /0 h e Gn(\) (M (o)) — H(0)) d\ = h' " AF (0 /h,t/h).

(2.2.17)

Lemme 2.19 Pour tout o > 0, h > 1, nous avons
/ |AF (0, t)| dt < Ch™1/2 (a*”+5/2 + a*(”*l)ﬂ) . >4, (2.2.18)
/ | A (o, )] dt < Ch Y oh ™))™, n=3. (2.2.19)

Preuve de (2.2.18). Vu (2.2.17), il suffit de prouver (2.2.18) avec h = 1. Considérons en
premier le cas 0 < o < 1. Nous voulons obtenir une majoration en o %2, En utilisant
I'inégalité montrée en appendice

1
17l < €3 i [24£)
=0
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nous obtenons

00 +oo
o2 / ’Ali(o, t)|dt = c,,/

<C sup ([HE(0N) —HEO)| +o|oaHE(oN)]) < Co'/?,
AEsupp @1

/ T ERGI(N) (HE(oN) — HE(0)) dA| e
0

qui est la borne désirée. Soit maintenant o > 1. Nous voulons obtenir une majoration en
o~ (m=1/2 Nous avons

Af(o,t) = K (o,t) 4 cto 2 / eAG1(N)dA,
0

olt ¢ sont des constantes et Kt sont comme dans la preuve du lemme 2.18. Comme @ est &

support compact, nous avons 4,2 € LY(R). En effet, écrivons

/_Z /Oooemgb(A)dA‘dt:/tlSl /Oooe“w(A)dA‘dH/tlZl

En intégrant par parties deux fois dans I'intégrale portant sur {|¢| > 1}, nous avons
[e.e]
.

/ A (0, 1) dt < / KE (o, Dldt + Co™ 21|11

—00 —00

/ h e“’\qb()\)d)\' dt.

0

/ e“’\qb()\)d)\‘dtg(]—k/ 1/ I (A)|dAdt < C.
It 0

0 >1 t2

Nous avons donc

En utilisant (2.2.7) qui apparait dans la preuve du lemme 2.18. avec s = 0 et le fait que pour
o > 1, nous ayons o "2 < o~ (n=1/2 nous obtenons finalement :

/ |A(o,t)|dt < Co~""D/2 5 >1.

—00

Par conséquent, nous avons bien (2.2.18) (avec h = 1) dans ce cas. O

Preuve de (2.2.19). Comme dans le cas n > 4, il suffit de prouver (2.2.19) pour h = 1.
Considérons en premier le cas 0 < ¢ < 1. Nous utilisons ici encore I'inégalité

)

1
17l < €3 sup(3) 25
§=0

nous obtenons

o0 400
O'/ }Ali(a,t)‘dt:c;),/
— 00 —00

<C sup  ([HE(oN) —HE(0)] + o [oaHE(oN)])

A€supp p1

/ - e h1(N) (HE (o)) — HE(0)) dA| dt
0

<C sup (]aM(a)Q_l +0) < Co.
AE€supp @1

En utilisant 1 < C(o)~!, nous avons

/ }Af(a,t)‘dtﬁ(?’(@_l, 0<o<1,
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qui est la borne désirée. Pour o > 1, écrivons de nouveau

Af(0,t) = Kif(o,t) + ¢Fo! / PG (N)dA,
0

+

ou c¢™ sont des constantes et K 1i sont comme dans la preuve du lemme 2.18. Nous avons donc

o (o) 2~
/ A (0, 1)t < / KE(0,8)[dt 4+ Co | 1.

—00 —00

En utilisant (2.2.7) qui apparait dans la preuve du lemme 2.18. avec s = 0 et le fait que
o~1 < (o)~ pour ¢ > 1, nous obtenons finalement :

[t < o) oot <Co) oz

—00
Par conséquent, nous avons bien (2.2.19) (avec h = 1) dans ce cas. O

Suite de la preuve de (P5) : Par (2.2.16), (2.2.18) et (VOn), nous avons

/_Z [veCumay|  a< Ch_lzi:/—: /_Z [VEE(t - r)UE(r)f||, drdt
<ot [ Ve v ] [0 )

< Ch‘lg/n/n V() </_Z \Af(m—ym\m) </_Z yU,f(r)f(y)\m) dady.

Distinguons maintenant les cas n > 4 et n = 3. Pour n > 4, nous avons la majoration par

< cn2 V(@) (Jo =yl 52 4 o -y~ 2) [ UE () ()| drdad
S o J V@I (i Py [ U ) drdady

< Ch™3/? h UL (r)f(y)| drdy. 2.2.20
> [ ] wEwlaray (2220)

Pour n = 3, nous avons la majoration par
<o [ [ velte—oim [ 0@ sw) ey
et donc en utilisant (L3/2-), nous obtenons finalement une majoration par
< Ch—l—VZ/ /OO \UE(7) f(y)] drdy. (2.2.21)
= JR" -

Ainsi, (P5) résulte de (2.2.20) et (2.2.21) (avec § = min(y,1/2)) et du lemme suivant

Lemme 2.20 Il existe une constante hg > 0 telle que pour h > hgy, nous ayons

/ . / U0 @) drdz < O (2.2.22)
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Preuve du lemme. En utilisant 'identité

T (1+ (VRE() — VRE(O)T) "
=T~ T(VRE(A\) - VRE(0))T (1+ (VRE(A) - VRE(0))T) ™",
nous obtenons

UiE(t) = T@n(t) — /_ h TV PE(t — 1)U (1)dr.

/_ " \en(t)dt = b / T Bt/ m)lde = / RO

comme précédemment, nous avons

/n/_oo \UE () f ()] dtdz < C||f]| 1 /_Oo |Gn (1)t
o [~ W AF (e = vl = )| [V (7)) dadyrat.

Ce qui se majore pour n > 4 par

< O f]l +Ch_1/2/Rn/_ |U§(T)f(y)‘d7'dy,

Comme

et pour n = 3 par
< Clflln +Ch™ /R |t ) drd

Ce qui implique (2.2.22) & condition que h soit pris assez grand. O

2.2.3 Etape 3 : étude du comparateur

Proposition 2.21 Sous les hypothéses du théoréme 2.1, il existe des constantes positives C, hg
et B telles que nous ayons, pour h > hyg,

19(t, M)l poe < CRTUHDRTA ) =m0y, (CO)

Preuve : Nous allons déduire (CO) de la proposition 2.16.
Nous utilisons la formule de Duhamel

(VG _ itv/Go | sm (t\ﬁ) sin ((t —T)\/CTO) VG g
_ N (\F \/>) / Ve Ve™VCar.  (2.2.23)

Posons
t ~ .
Bo(t:h) = —h / T (WG sin ((t — 7)v/Go ) VeV T (1) . (2.2.24)
0
Nous avons alors

B(t: 1) — Baltsh) = (1) + T (12G) (/5 1+ U (VGG - 2 ) a2,

Nous introduisons ¢; € C§°((0,400)), 1 = 1 sur supp ¢, V(o) = oV/2(0), ¥1(c) = o=V (o).
Comme f(h%2Gy) commute avec eFitvGo pour f =1, 91 et 1, nous obtenons

®y(t;h) = (£ h) — Ba(t; h) = (v1(h°G) — T*1 (R2Go)) ™V Ep(h2G)
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+T* 41 (h*Go)e™ P (p(h?G) — (h*Go)T)
—iT*1 (h2Go) sin (t\/CTO) (L(h2G) — 3 (h2G)T)

T3y (R2Go) sin (t\/cTo) (J(hQG) - {E(hQGO)T) . (2.2.25)
Par (P2) et (E5), nous avons

||2e terme de @1 (t;h) f|| ;0 = HT*Q,ZH(hZGO)@it\/Gio (¢(h2G) - ¢(h2GO)T) fHLoo

< T pooroe X HWMGO)@WCTO
—_———

L1 L X HTZJ(hQG) - ¢(h2G0)THL1ﬂL1 < fllzs.

<C hypothese <Ch—(n+D)/2(t)-(n=1)/2 (P2) <ch—5 (E5)

Par conséquent
|2e terme de @1 (t; h) f|| o0 < ChO7 2 () 2 || 11, h > ho.

De la méme facon, nous obtenons la méme estimation pour les 3e et 4e termes de ®1(¢; h). Pour
traiter le premier terme de ®;(¢; h), nous écrivons :

eVOy(R2G) = ®(t; h) + T ™Sy (h2Go)T.
En utilisant (P2) et (E5), nous obtenons
- _ntl _n—1
[1ter terme de ®4(t; 1) fll o < CH (It R) e lf 1 +B"5 072 1)
Finalement, nous obtenons 'estimation suivante pour la contribution de ®4(¢;h) :
1@1(8; 1) f | oo < CR™CFDRZB) =02 £y 4 CRP YOt 1) f | oo - (2.2.26)

Nous estimons ensuite
t
(@2(t:1)f,9) = ~h / (T $1(h*Go) sin((t = T)VQ)V ™V DPY(RG) f, g) dr.
0
En prenant la valeur absolue et en multipliant par t%, nous majorons " |(®a(t;h) f,g)| en
t/2 t
séparant 'intégrale en deux termes / et / . Dans la premiere intégrale, nous utilisons
0 t/2

n—1

t—7\ 2 e
siO§7‘§t/2alors< tT> 22_717

et dans la deuxiéme intégrale, nous utilisons

-1
-
sit/2 <7 <talors (Z) >27 77 .
De plus, nous écrivons dans la premiere intégrale

(T*1 (h*Go) sin((t—)\/Go)Ve™Cp(h2G) £, g) = (Ver™ Cop(h2G) f, sin((¢—7)/Go)1 (B2Go)Tg),

et dans la deuxieme intégrale
(T*41 (W Go) sin((t=)v/Go)Ve™ (R C) f,g) = (™ Gb(h*G) £,V sin((t=7)v/Go) b1 (W Co)T'g).
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Ce qui permet la majoration suivante

(V2 (ot h) £, 9))|

<h /Ot/2<t = )2 sin (¢ = 1)V/Go) ba2Go)Ty|| _ |[verEuc)s|  dr

(n—1)/2
G

+h /t/: HVsin ((t _ T)\/G>0> {z?l(hQGo)Tg‘ e”\/éq/)(hQG)fHLoo dr.

Par (P2), nous avons comme t — 7 # 0 car 0 < 7 < t/2,

Donc la premiere intégrale peut étre majorée par

n+1

_n—-1
2 ({t—7) 7 [Tyl

<Cligll

sin((t = 7)v/Go) (R*Go) Ty < Ch™

" t/2 )
<cpi-% Hng/ Hv@”@zp(h?c;)fHL1 dr.
0
Quant a la seconde, nous avons la majoration

< Ch sup <T>n771
t/2<r<t

e Cuaeey] [ Vsin (=)o) frcorrs] , o

Nous majorons alors les deux intégrales qui apparaissent dans les majorants par des intégrales
sur (—o0,400) puis nous distinguons les cas n = 3 et n > 4.

Cas n > 4 : nous utilisons (P3) et (P5)

+o0 e ) L
/ |[verSu(n G)fHLl dr < Ch™ B fllpr, h> ho,
+oo ~ n— n—
/ |V sin((t = 7)V/Go)dr(n2Go)Tg | ar' < Ch="3" Tyl < Ch="F gllpa, b >o.

Finalement,
()" D2 [(By(t; 1) £, 9)|

< Ch= 20| gl | fll o + Ch™ "2 ||gllpr sup ()17
t/2<r<t

em/éw(th)fHLm'

n—
Comme n > 4, nous avons > (0 et donc nous pouvons conclure

(D2 Dy (85 h) £ oo < CRT DB £ 1
+Ch™P sup (r)(n1)/2

t/2<r<t

Cas n = 3 : nous utilisons (P4) et (P5)

e”‘@w(hZG)fHLm . (2.2.27a)

+o0 ) \/a ) L
|| verEuaeys),, dr < o s, iz,
/ HVSin((t - T’)\/Go)ﬂl(h2G0)TgHL1 dr' < Ch™ Y| Tg| < Ch~||gllp1, B> 0.

“+oo
00
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Finalement,

() [(®2(t; h) [, 9)]

< Ch > Pgllp | fllzr + Ch gl sup (7)
t/2<7<t

e”\/az/;(th)fHLw . (2.2.27b)

Nous pouvons réunir les cas (2.2.27a) et (2.2.27b) et continuer la démonstration pour tout
n > 3. Par (2.2.26) et (2.2.27), nous concluons

O 2D(8 h) fl e < CHEBY Fl 4+ CRTE ) D2 |8 B) £ e
+Ch™?  sup <T)("_1)/2 |@(75h) fll oo - (2:2.28)
t/2<r<t

En prenant h assez grand, nous pouvons absorber le deuxieme et troisieme terme du membre
de droite de (2.2.28), obtenant ainsi (CO). De facon similaire, nous pouvons traiter le cas ¢ < 0.
O

2.2.4 Preuve du théoréme 2.1

Théoréme 2.22 Sous les hypothéses (VOn) en dimensionn > 4 et (V3)+(L3/2-) en dimension
n = 3 sur le potentiel V' et sous [’hypothése que 0 est un point régulier pour G, il existe ag > 0
tel que pour tout 0 < a < ag

eit\/aG—nTHna(G)‘ e < C<t>‘n771 log(2 + [t]), Vi, (D1)

eit\@G*nTHJrsna(G)‘ I C.t)™"2, VEV0<e<1, (D2)
i —anH —atzt

VGGt Ua(G)’ 10 s Lp < Ct) 7, Wi, (D3)

ot 1/p+1/p=1eta=1-2/p pour2 <p < +oo.

Preuve : le théoreme résulte de la proposition 2.21. Par interpolation entre (CO) et la borne
triviale

12t P22 < C,

nous obtenons

t )|y < Ch™ —afpy—an=1/2 4 9.2.29
d(t. h L Ch a(n+1)/2—af a(n—1)/2 +

pour tout 2 < p < 4o0,0u 1/p+1/p' =1, a =1—2/p. En effet, c’est 'application du théoreme
de Riesz-Thorin ou (1/p’,1/p) est le barycentre du systeme (((1/2,1/2),«), ((1,0),1 — «)).
1 11—« 1

1 —
et —=a+ Ta. Rappellons que

Nous avons bien — = 7

P 2
1a() = x()(1 = xa(0)) = x(0)(1 = x1(0/a)).

Nous avons donc pour ¢ > 0 :

+oo
/ X0 = D@L =1 xilo/a) = (o)

Par conséquent, en posant ¢ (o) = o'~/ (0) € C8°((0, +00)), nous avons

+Oo +OO ! n +OO ! n
/1/ b(o0)0~ T g = /1/ Ty (00)df = 0T / x1(0)d0 = 6~ T n, (o).
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Maintenant, en utilisant (2.2.29), nous obtenons (pour 2 < p < 400)

eit\/éG_a(n+1)/477a(G) . T*eit\/CTOG(;a(n+1)/4na(G0)T‘

o
<
a1

< ¢ {y-atn=1)2 /OO g-1-0B/2 49
a—1

L' —Lp

971+a(n+1)/4d0
e —Lp

q)(t,x/é)’

Comme —1 — af/2 > —1, 6 — 61~8/2 egt intégrable en +oo et donc pour a assez petit

+00
/ 9~1=28/2gp < C. Finalement, nous avons la majoration
1/a

eit\/aG—a(n+1)/4na(G) _ T*eitmGaa(n+1)/4na(Go)T’ < C<t>_a(n_1)/2, (2_2.30)

L' —Lp

a condition que a soit pris suffisamment petit. Séparons maitenant les cas p = +oco et 2 < p <
+00. Pour 2 < p < +00, il est évident que (D3) suit de (2.2.30), du fait que I'estimation ait lieu
pour Gg et que 'opérateur T : LP — LP est borné par hypothese pour 1 < p < 2. Pour p = +0o0,
nous avons comme 'opérateur T : L” — LP est borné par hypothese pour 1 <p < 2:

eit@G—a(n+1)/4na(G) H

+C
L1—[o°

<

eit\/éG—a(n+l)/4na(G) . T*eitmGaa(n+l)/4na(G0)T’ eitmGga(n+l)/4na(Go) H

< Oty "I 1 ()= P 1og(2 + [t]) < O~ 2 log (2 + |t

Théoréme 2.23 Supposons n > 4 et supposons (V(§)) vérifiée pour § > (n+ 1)/2. Alors pour
tout 2 < p< 400, 0< ek, t+#0, nous avons les estimations suivantes

|e™VEG= NN G~ e < Celt] 7D 2 log(2+ [t]), (D4)

Heit\/éG_(n+1)/4+€<G>_(n_3)/4_26PaC”L14,L00 < Cg‘t‘_(n_l)/Z, (D5)

Heit\/éGfa(nJrl)M<G>fa(n73)/4pa < C‘t‘fa(nfl)/Q‘ (DG)

CHLP’_,Lp >

De plus pour tout 0 < g < (n—3)/2,2<p< 2(7?:371:22(?, nous avons

||eit\/aG—a(n+1)/4<G>—aq/2Pac”Lpl_>Lp < C«|t|—a(n—1)/27 (D?)
oul/p+1/p=1eta=1-2/p.

Preuve : le théoréme résulte des théorémes 2.1 et 2.2
D’apres le théoreme 2.2, nous avons

<O, vie#£o,

itVG -2l e
€ G ’ XQ(G)‘ L1—[oe

et d’apres le théoreme 2.1, nous avons

eit\/@G—”T“na(G)‘ S )" log(2 + [t]), Vt#£0.

Comme P,c(G) = 1q(G) + Xxa(G), nous avons

n+1 n— n+1 n—3

GHHG) T T R(G) = G ma(G)G) T T+ G T (@)GTT G T
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n

Comme (av>_nT73_E <1et x%ﬁ(‘r)_ e 1, on a

g = eMOGT (G) ‘

+ 6itﬁG_%_€xa(G)‘

YEGTHH(G) T T PG|

Li—Loo L]

et finalement

n—1
<Clt|” 2 log(2+ |t YVt #£0
L SO log@+ ), VE£0,

VGGt <G>‘nT_3‘5PaC(G)‘

et de la méme maniere pour prouver (D5), (D6) et (D7).
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2.3 Estimations dispersives en dimension n = 2

Nous adaptons des méthodes utilisées pour les dimensions n > 3 a la dimension n = 2.
Les méthodes fonctionnant a basses fréquences en dimension n > 3 fonctionnent ici & hautes
fréquences en dimension n = 2.

Théoréme 2.24 Soit V vérifiant (V2). Alors, il existe une constante ag > 0 telle que pour tout
a>ag, 0<ekl, 2<p< 400, nous ayons les estimations

-1/2
L1 [0 S C€|t| ) t 7& 07 (DS)

eit\/éG—3/4—eXa(G) ‘

<Ot t#£0, (D9)

eit\@G—3a/4xa(G) ‘

L —Lp
oul/p+1/p =1, a=1-2/p.

Soit ¢ € C§°((0,+00)). On introduit
B(t;h) = eVEP(h2G) — eVEp(h2GY).

Pour prouver le théoreme 2.24, nous allons étudier ce comparateur en trois étapes :
1. Estimations sur ¢(h%2Gp) et ¢(h2G) a I'aide de propriété sur la résolvante (section 2.1)

2. Estimations autour des propagateurs associés a ’équation des ondes a ’aide d’estimations
sur les noyaux (section suivante 2.3.1)

3. Estimations du comparateur ®(¢; h) a ’aide de la formule de Duhamel et d’'un mécanisme
de bootstrap (section 2.3.2).

En effet, le théoreme 2.24 résulte de ’estimation suivante :

Proposition 2.25 Sous les hypothéses du théoreme 2.24, il existe des constantes positives C et
ho telles que nous ayons, pour 0 < h < hyg,

|t h) [ 1 e < CRTHETHE £ £ 0. (CO -2)

Preuve du théoréme : écrivons
1
o340 (0) :/ Y(o0)03 e, o >0,
0
ol Y(a) = o' 73/4=¢x! (o) € C§°((0, +00)), et en utilisant (CO-2), nous obtenons

LI = /01 H(I)(t’ \/é)‘

1
< C|t|—1/2/ 03/4%<dn < C|t| 72, (2.3.1)
0

971/4+Ed9
L1 — Lo

eit\/§G73/4feXa(G) - eit\/CToGg3/4*€Xa(G0) ‘

Il est évident que (D8) résulte (2.3.1) et de I'estimation pour 'opérateur libre /Gj. Pour prouver
(D9), observons qu’une interpolation entre (CO-2) et la borne triviale

1@t M) 2z < C

conduit a

1D ) Lo —pp < Ch_a\t\_am, t#0, (2.3.2)
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pour tout 2 < p < 400, 1/p+1/p' =1 et @« =1 —2/p. Maintenant, nous écrivons

G/71
o) = [ wlot) S as,
0

et nous utilisons (2.3.2) pour obtenir (pour 0 < o < 1)

eit\/éGiga/glxa(G) o eitmGaga/4Xa(Go)’

Lr' —Lp

—1

a~ ! a
< / | va)| §-180/1gp < Ct|-o/2 / p-roldgg < Cli—o2, (2.3.3)
0 0

a condition que a soit pris suffisamment grand. Maintenant, (D9) résulte de (2.3.3) et du fait
que l'estimation ait lieu pour Gp.

Ly —Lp

2.3.1 Estimations autour des propagateurs ¢tVC0o et ¢itVG

Proposition 2.26 Sous les hypothéses du théoreme 2.24, il existe des constantes positives C et
hg telles que, pour 0 < s <1/2, f, g € L', nous ayons

eitm@b(hQGO)f“Lm < Ch321 72| f |z, h >0, t#£0, (P6)
Oo .
/ / / [t]*]e —y|~* Vezt¢cTO¢(h2Go)f(x)} l9(y)| didady
R2JR2 /-0
<Ch 2| flpllgllzr,  h>0, (P7)
/RQ /R/ t° (|z —yl/l)~° Ve”@p(h%:)f(x)] lg(v)| dtdzdy

<OV fllpiligllpr, 0 < h < ho, (P8)

oles=0s510<s<1/2etes=¢€sis=1/2avec)<e<1.

Preuve de (P6) : Nous allons utiliser comme dans la preuve de la proposition 2.15. le fait
que le noyau de 'opérateur e’VGoy(h2Gy) est de la forme Kj(|z — y|,t), ot

Kp(o,t) = ! / A To(aN)Y(R2A2)NdA = h 2K (oh ™1, th™1), (2.3.4)

2 Jo

ou Jo(z) est la fonction de Bessel d’ordre 0. Il est prouvé dans I'appendice que Kj vérifie les
estimations (pour tout o,h > 0, t # 0)

|K1(0,t)] < Ct|~%(0)*"1/2, Vs >0, (2.3.5)

|Kp(o,t)] < Ch32|t| 50512, 0<s<1/2. (2.3.6)
Il est évident que (P6) résulte de (2.3.6) avec s = 1/2.

Preuve de (P7) : Ce n’est pas difficile de voir que (P7) résulte de (V2) et du lemme suivant

Lemme 2.27 Pour tout o,h >0, 0 < s < 1/2, nous avons

/ (th=1YS | Ky (o, )] dt < Ch~Y(oh=1)s~1/2. (2.3.70)

—00
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Remarquons que le lemme est légerement différent du lemme 2.18. Le changement de || en
(t)® ne peut pas étre obtenu en dimension n > 3, car nous utilisons ici que ¢~ est intégrable en
0 pour 0 < s < (n—1)/2 avec n = 2. Nous avons encore aussi

/ |t | Kp (0, 8)| dt < Ch™V265712 0<s<1/2, (2.3.7b)

comme [th™!* < (th™1)% et (ch™1)*"Y2 < (6h™1)*"Y/2 pour 0 < s < 1/2.

Preuve lemme = (P7). Nous utilisons en fait (2.3.7b). Nous avons

o0
L] e
R?2 JR? J—c0

//// oKz — '], £)|dt |2 — 5]~V (@) (') lg(v) da'daxdy,
R2 R2 R2

et en utilisant (2.3.7b),

<2 [ ] ] v@lie —yl~le =@ o) dedy

Nous utilisons (V2) pour s =0et s =1/2:

VetVGop(h2Go) f(x)| |g(y)|dt dxdy

/ V(2)||lx — 2| 7V2de < C, (s =0),
R2

/ V(@)lle —y|7VPde < O, (s =1/2),
R?2

pour obtenir pour s = 0 ou s = 1/2, une majoration par :
< Ch || £l gl

Nous obtenons ensuite (P7) par interpolation entre s =0 et s = 1/2.

Preuve lemme h =1 = lemme. Vu (2.3.4), il suffit de montrer (2.3.7a) avec h = 1. En effet,
nous avons

+00 +oo
/ (th™"Y*| K (o, t)|dt = h‘Q/ (th™")*|Ky(oh ™" th™1)|dt.
—00

—0o0

En effectuant le changement de variables th™! — ¢, nous obtenons :

+00 +0oo
/ (th1>S\Kh(a,t)|dt:h1/ (8| K1(oh=L, 0)|dt < Ch=L{oh~1ys=1/2,

—0o0 —00

Preuve lemme h = 1. Nous séparons 1’étude en deux parties.
Si 0 < o <1, nous avons

/_OO< VoK (0, 1) |dE < C/|<1 K (o, t)\dt—i—C/ 15K (0, 1) d.

En utilisant (2.3.5) avec s’ = s pour la premiere intégrale et s’ = s+ 1+ € pour la seconde, nous
avons une majoration par

<C |t|75<0>8*1/2 +C \t\s\t]*5*1*6(0>5+1+6*1/2 < C<U>sfl/2 i C<O,>s+1/2+e.
[t]<1 [t]>1
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Comme 0 < o < 1, nous avons {¢)!T¢ < C et donc nous obtenons finalement

(o]
/ (1| Ky (o, 8)]dt < Clo)=22, W0 <s<1/2.
—00

Si o > 1, nous allons utiliser le fait que la fonction Jy peut étre décomposée en Jy(z) =
b (2) + e"*by (2), ot b (2) sont des symboles d’ordre —1/2 pour z > 1. Alors, nous pouvons
décomposer la fonction K7 en K 1+ + K, ou K 1i sont définis en remplagant dans la définition
de K la fonction Jy(o ) par eiw’\bg(o')\). En intégrant par parties, nous obtenons par exemple
pour Kfr :

. m g+ > i(t+o)A dm + 2
(i(t+0)" K{ (0,t) = /0 € T (bg (TN W(X*)A) dA.

En utilisant la formule de dérivation de Leibniz, nous avons

L e = 3t D ()
dxm \0 rariOx MR
ou les 9,k sont dans C5°((0, +00)). En utilisant
d*bt 1/9_
o (@) ST

et comme les 1, sont & support compact, nous pouvons majorer la valeur absolue de la derivée
m-iéme par Co~ /2. Finalement, nous avons la majoration

|Ki(0,t)| < Cro 2t £ o)™, (2.3.8)

pour tout entier m > 0. En utilisant [¢t| < |o|+ |t £ o] et donc |t|* < Co® 4 C|t £ o|*, nous avons

/OO ]° | K= (o, 8)] di < o /OO }Kli(a,t)\dt—i—/oo t+ ol | K (0,1)| dt.

Par (2.3.8),

/ t|* | K5 (0, 1)] dt < Cm051/2/ <tia)mdt+Cmal/2/ (t + o)~ 4at.

— —00 —00

e}

Nous séparons l'intégration en deux parties, par exemple

“+o0
/ (t+ )Mt — / (t+ o)t + / (t+ o),
oo [t+o|>1

[t+o|<1

et nous choisissons m = 2 dans la premiere intégrale et m = 0 dans la seconde pour conclure

“+oo
/ (t+o) Mdt <C.

—0o0

Finalement, en procédant de méme pour les autres intégrales, nous obtenons

/ It | Kif (o, t)| dt < Co™ 2, 0<s<1/2, Vo > 0. (2.3.9)

Ensuite, nous écrivons

—+o0 +o0 +oo
/ ()° | Ky (0, 8)] dt < c/ \Kl(a,t)\dt—i—C/ ]° | Ko (0, 1) dt.

—00
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En utilisant (2.3.9) pour s =0 et 0 < s < 1/2, nous avons

—+00
/ {t)* | K1 (o,t)|dt < Co™? 4+ Co°~V2 < Co*™12 < (o)~ 12,

car 0 > 1 et 0 <s <1/2. Ce qui implique clairement (2.3.7a) dans ce cas. O

Preuve de (P8) : Pour prouver (P8) nous allons utiliser la formule
VO (R2G) = (imh) / e on(\) (RT(N) — R™(N\)) dA, (2.3.10)
0

ot 5 (A) = p1(hA), p1(N) = Mp(A?), et RE(N) vérifie I'identité
R*(\) (1+ VRF(\) = Ry (\). (2.3.11)

Ici Rac()\) désignent les résolvantes libres sortante et entrante avec les noyaux donnés en terme
de fonction de Hankel, HSE, par la formule

[Ry (W](z,y) = £id™ Hy (Alz — y]),

ou
|HE(2)| < Cl2|7V2, Ve

Il suit de ces estimations que
|[Rg (V)] (@,)] < CATP e —y| 712,
et donc en utilisant (V2)

|[VRF (N <OV vaso. (2.3.12)

HL1~>L1

I1 suit de (2.3.12) qu’il existe une constante A\g > 0 telle que I'opérateur 1+VROi()\) soit inversible
sur L' pour A > \g. Vu (2.3.11), nous avons

RT(\) = RE(\) (1+ VRI() ™,

et donc
VR*(\) = VRF(\) (1+VRI(W) ' =1= (1+VREW) ™ (2.3.13)
Par (2.3.10) et (2.3.13),
VeVGy(h2G) = (irh) 1Zi/ VPE(t — 1)U (r)dr, (2.3.14)

ou

PE(t) = /0 PG RE(V)AA,

UE(t) = /OOO e on(\) (1+ VRE(N) ax,

ot ¢n(A) = @1(hN), ¢1 € C§°((0,400)) est tel que @1 = 1 sur supp ;. Le noyau de opérateur
P}f(t) est de la forme Ai(|x yl,t), ou

Af(o,t) = :I:z'4_1/ e h(N) (Hy (X)) dh = kT Af (oh ™ th ™). (2.3.15)
0
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Lemme 2.28 Pour tout o >0, 0<s<1/2 et 0 < h <1 nous avons

/ [#1° |47 (0, 0)] dt < CRMP05 2 (1 4 hso ™). (2.3.16)

oles=0s510<s<1/2etes=¢€sis=1/2 avec ) <e < 1.
Preuve lemme h = 1 implique lemme : comme Af(a, t) = hilA{E(ah_l,th_l), nous avons
o0 o0 o0
[ na =1t [ elaton e lde = [ epagen L oldr

—c0 —o0 -0

en effectuant le changement de variables th=! + t. Si (2.3.16) est vérifiée pour h = 1, nous avons

oo
/ t*| A (0, )| dt < Ch*(ah™ 1) V2(1 + (oh™1) =) = Ch' 20712 (1 4 o).

—00

Ce qui donne bien (2.3.16) pour tout 0 < h < 1.

Preuve du lemme h = 1 : Considérons en premier le cas 0 < o < 1. Nous avons pour z pres
de 0:
Hy (2) = a7 (2) +log(2) a5 (2),

avec af analytiques pour j = 1,2. Ce qui donne les estimations

Hy(2) = O(|log 2|),  0:Hy (2) = O(1/|z]) et 82Hg (2) = O(1/[2]%).

En remarquant que (nous notons F la transformée de Fourier par rapport a la variable \)

)

Lt

/ Z 45 (o0t = |7 (510 HE )]

et en utilisant 'inégalité (C.12) prouvée en appendice

I

1
17l < €3 supl [93£(0)
§=0

nous obtenons

/oo AT (0, t)|dt < C sup  (|HE(oN)| + o |oNHE(oN)])

- A€supp @1
<C sup (|log|oA||+oloA|™") < Cllog(o)].
AEsupp p1

De la méme manieére, en remarquant que

)

[ i te. 0l = 7 (r(di i o)

Ll

et en utilisant toujours l'inégalité (C.12), nous obtenons
/ |t] }A;E(U,t)‘ dt <C sup (‘H,jf(a)\)‘ +o ‘(%\H,jf(ax\)‘ + o2 |8>2\H5t(0/\)‘)
—00 AEsupp p1

<C sup (|log|oA||+aloA™" + oA 7?) < C|log(a)|.
A€supp 1
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Par conséquent, par interpolation, nous avons pour tout 0 < s < 1 et en particulier pour tout
0<s<1/2:

/ 1 |A¥(0,8)] dt < Cllog o],

—00

Considérons maintenant le cas o > 1. Nous utilisons Hy (z) = eX#bF (2) pour z grand avec
bojE symbole d’ordre —1/2, pour écrire

Af(o,t) = ¢ / EEDAGNBE (V) dA.
Dongc, en utilisant 'inégalité (C.12)

[tz o= [ | [T oo

— 00

<C sup (\bac(a)\)\ + U‘a)\b(:)t<0')\)|)
Aesupp $1

<C sup (]a)\\_l/Z + G!J)\\_3/2> < Clo|7V2,
AEsupp p1

car
bE)| < Clal ™2, Wbt ()] < Cle /2, = grand.

En effectuant le changement de variables ¢ = o — ¢, nous obtenons pour ¢ > 1
(e e}
/ |AT (o, t)|dt < Co™Y/2,
—0o0
Maintenant, utilisons |t| < |t + o| 4+ o, pour écrire
o [e o] o
/ t]| AT (0, t)]dt < / It + o|| AT (0, t)|dt + 0/ |AE (0, 1)|dt.
—00 —00 —00

Ce qui donne en effectuant le changement de variables ¢t + o +— ¢ dans les intégrales du membre
de droite :

2

| Hiage ol < |7 (@0t )|, + o |# (Gi0m)|

En utilisant toujours I'inégalité (C.12) et le fait que b est un symbole d’ordre —1/2, nous
obtenons

/ HAF (@Dt < C sup  (BE(oN)] + olorbE ()] + 02[33bE (o))

—00 AEsupp p1

+Co  sup  (|bE(oN)] + o]|0xbg (o N)])
)\Gsuppqi;l

< C (|o|2 4 olo]712) < Co' P2,

comme o > 1. Finalement, par interpolation, nous avons pour 0 < s < 1/2

(/ AR (0, Dldt < Co* 12, o> 1.

—00
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En regroupant les estimations obtenues pour o petit et o grand, et en utilisant pour 0 < o < 1,
|logo| < Ceo™° pour tout 0 < € < 1, nous obtenons finalement

/ t]*|Af (0, 1) | dt < Co(o)*F 12,

pour tout o > 0 et tout 0 < s < 1/2. Pour 0 < s < 1/2, nous pouvons utiliser pour € assez petit
(o)s+e1/2 < Coste1/2 mais pas pour s = 1/2. Nous obtenons bien (2.3.16). ]

Suite de la preuve de (P8) : 1l est clair qu'il suffit de prouver (P8) pour s =0 et s = 1/2.

Pour ces valeurs de s, nous utilisons |t|* < |t — 7|* 4+ |7|® et (2.3.14)-(2.3.15) pour obtenir

/R2 /Rz /Z [t (| —y|/h)~°
< Ch‘lZ/R2 /R2 /_Z /_Z U — yl/h) = (1t — 7 + 71)

VetVCy(n2Q) f(x)| |g(y)| dtdzdy

‘VPit—T)Ui ||g )| drdtdxdy
co S [ vt = e el i)
m 2 JR2 JR2
x|AF(|x — 2|t — ) |UE () ()] |9(y)| drdtda’ dzdy.

Nous séparons alors les termes correspondant respectivement a |[t—7|° et [¢|*. Puis nous effectuons
le changement de variables t — 7 +— t pour obtenir la majoration par

<ont 32 [ [ LVt - vim o)
([ 1t e - ool (/ U7 )| ) 'y
LD O B B IR T
« </_Z |Af(|x—x'|,t)ydt> (/_Z BE \U,;t(f)f(x')\d7> da dacdly.

Nous utilisons alors (2.3.16) pour s = 0 pour le second terme de la somme du membre de droite
et 0 < s < 1/2 pour 'autre terme pour obtenir

<on 2y /R/R/R [{lo = yl/m) "o =2/ 2 (L ol = 2/| ) lg(y)]

X </ }Uh ) |d7> dx'dxdy

—1/2 T — xlfl/Q
+Ch g//R/R [l =91/ 2 = ')

X (/OO Kl ‘Uf(T)f(x’)‘ dT) do'dxdy = I + Is. (2.3.17)
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Pour estimer I; lorsque s = 0, nous utilisons (V2) pour obtenir
[e.9]
n<en gl Y [ [ U £ drds
¥ JR%2J-o0

Pour estimer I; lorsque s = 1/2, posons g = (261/2)_1, 1/p+1/q = 1, et utilisons 'inégalité de
Holder pour obtenir

pe /R V@) (e gl o 2l 2

<aor ([ Wl o -yl i) b ([ @l - 12as) "

Utilisons ensuite (V2) pour majorer la deuxieme intégrale du membre de droite. Nous pouvons
ainsi en utilisant p > 1 une majoration par

1/p
< Cupare (/ \v<x>|<|x—y|/h>—1/2d:c) |
R2

et donc en utilisant |z — y|/h) /% < Ch'/?|z — y|~'/? une majoration par

1/p
< Cyhare !/ ) ( [ v@le- yrl/zdx>
R2

En utilisant de nouveau (V2) et comme p = 1/(1—2¢; 5), nous avons finalement une majoration
par
< Oy hl/2,

Par conséquent, nous obtenons pour s = 1/2

> + ! /
I < C;/R |, | @@ o) aras'ay.

Finalement, en regroupant les cas s = 0 et s = 1/2, nous avons
o
L<oprY / / / U (r) £ ()] l9(w)| drda’dy. (2.3.18)
+ /R?2JR?J-0

Pour estimer Iy lorsque s = 0, nous utilisons (V2) pour obtenir

peon Pl X [ [ e
Pour estimer Iy lorsque s = 1/2, nous utilisons 'inégalité
(o —yl/0) ™ o — /|2 < (! = yl/m) 2 (Jo =y 2 4 o — 2 7))
Preuve de 1'inégalité : Posons a = (x —y)/h et b = (x — 2’)/h, I'inégalité se réécrit :
(@) b2 < o — )72 (Jal M2 4 o 7H2))

qui est équivalente a
(a)1/? (1 n \b/a\l/z) —b—a)?>0.
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Une étude de fonction par rapport a la variable b montre I’inégalité pour tout a, b > 0. O

Nous obtenons en utilisant (V2)

pcn 3 [ e (o = gl ) 1) o) drda'd,
+ JR2JR? /-0
et donc finalement pour s =0 ou s =1/2:
I §Ch1/22/ / / 75 (|2 — y|/h) " |UE () f(2)] |g(y)| drda’dy. (2.3.19)
+ YR2JR?2J-0

D’autre part, par 'identité

(1+VREN) ' =1=VRFEW (1+VREON) ',

nous obtenons o
UE(t) = @n(t) — / VPE(t — 1)UE(r)dr. (2.3.20)
Comme
on(t) = h ' o1(t/h),

nous avons

/ 1513 (8)[dt < Che. (2.3.21)

—0o0
En utilisant (2.3.20) et (2.3.21), de la méme manieére que dans la preuve de (2.3.17)-(2.3.19),
nous obtenons avec s = 0,

/Rz /Rz/ U 0 f(@)] ()| dtdzdy < C| fl|1llg]

—|—Ch1/2/R2 /R?/ ‘Uhi ||g )| drdx’dy
—00

En prenant h suffisamment petit, nous pouvons absorber le deuxiéme terme du membre de droite
et obtenir I'estimation

o0
/Rz /Rg/ Ui (6)f ()] l9(y)| dtdzdy < C|fl| 1|9l 1- (2.3.22)

Pour s = 1/2, nous avons

t@@/“WWﬂW”Wf ()] lg(w)| dtdzdy < CRY2| fl| 1 llgl|
OB / / / (Ui ()£ (2] 9(v)| drda'dy
R2 JR?2J—-x
> —1/2
‘|‘Ch1/2/ / / |T|1/2<’l‘,—y|/h> / |Uhi “g |d’7’dl',dy
R2 JR?2 J—-x0

Pour majorer le deuxiéme terme du membre de droite, nous utilisons (2.3.22). Nous remarquons
donc que pour 0 < h <1, le deuxieme terme peut étre absorber par le premier terme du membre
de droite. En prenant h suffisamment petit, nous pouvons absorber le troisieme terme du membre
de droite et obtenir I'estimation

Lo L2 e =l 2 U ) £ @) o) dededy < OHP 1l gl (2329
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Ainsi en regroupant (2.3.22) et (2.3.23), nous pouvons écrire

/R2 /R/ It (lz — yl/h) =" |UE () f(2)] lg(y)| dtdzdy < CR*|| £l 1 llg]l 11 (2.3.24)
Maintenant (P8) résulte de (2.3.17)-(2.3.19) et (2.3.24). O

2.3.2 Etude du comparateur

Preuve de (CO-2) : Nous allons déduire (CO-2) de la proposition 2.26.
Nous utilisons la formule de Duhamel pour obtenir la décomposition

D(t;h) = @1t h) + P2(t; h),

avec

1 (t;h) = ®(t; h) — Da(t: h) = (Y1(W2G) — 1 (h*Go)) eV Ep(h2G)
+pr (h2Go)e™ P (p(h*G) — ¥(h*Gy))
—i (WG sin (1/Go ) (£(h2G) — ¥(h2Go))
it (WGo) sin (t/Go) ((12G) - D(h2Gy))
Oo(t;h) = —h /Ot D1 (R2Go) sin ((t - T)JCTO) VerVey(h2Q)dr.

ol 11 € Gg°((0,+00)), 41 = 1 sur supp ), $(0) = 0'/*(0), ¥1(0) = 0=/ *¢1(0).
Par (P6) et (ET7), nous avons

I2e terme de @1 (5 h)fll = [01(R2Go)e ™V (p(12G) — w(12Go)) £,

< le(h2G0)eit\/CTo

< [06) — v G0 |,y Il

<ch-3/2|t|-1/2 (P6) <cnt/2 (ET)

Par conséquent
12 terme de @y (t; h) fl| ;o0 < CA7YE Y21, 0 < h < hyg.

De la méme facon, nous obtenons la méme estimation pour les 3e et 4e termes de ®;(¢; h). Pour
traiter le premier terme de ®;(¢; h), nous écrivons :

¢VCY(h2G) = (t; h) + €VEOY(R2Gy).
En utilisant (P6) et (E7), nous obtenons
I1er terme de @ (t:h)fll . < CHY2 (1000 )| o goell Flls + B2 2 £ )
Finalement, nous obtenons I'estimation suivante pour la contribution de ®4(t;h) :
[@1(5 ) fll oo < CRTHEHT Il + CRY2 [ @(8; 2) | oo (2:3.25)

Nous estimons ensuite
t ~ .
@a(t:)f.9) = h [ (1(02Ga) sinl( = )V GOVEVEU2G) 1. 9) dr
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En prenant la valeur absolue et en multipliant par /2, nous majorons ¢!/2 |(®a(t;h)f,g)| en

t/2 t
séparant 'intégrale en deux termes / et / . Dans chacune des intégrales, nous utilisons
0 t/2

si0<r<t/2alors ((t—7)/)/2>271% etsit/2<r <talors (7/t)"/?>271/2

De plus, nous écrivons dans la premiere intégrale

(1(h2Go) sin((t —7)V/Go)Ve™Cp(h2Q) £, g) = (V™ (h?Q) f,sin((t — 7)/Go)dh1 (h*Go)g),

et dans la deuxieme intégrale

($1(h2Go) sin((t — 1)/ Go)Ve™Cu(h2G) f, g) = (™ Cp(R2G) £, V sin((t —7)/Go)dh1 (h*Go) ).

Ce qui permet la majoration suivante

t2 |(®a(t; h) f, g)]

sin ((t - T)\/GT]) Jl(hQGO)gHLOO ”VeiT\/éw(hQG) fHLl dr

t)2
< h/ (1 — )12
0

+h /t/: HVsin <(t — T)\/CTO) Jl(tho)gHLl 172

Par (P6), nous avons comme ¢t —7 # 0 (car 0 < 7 < t/2),

sin((t = 7)\/Go)br (WGo)g|| | < Ot — o[ g| .

Donc la premiere intégrale peut étre majorée par

eTVC(h2G) fHLoo dr.

e,
gC’h_l/Qth/O [verveumay| |

Quant a la seconde, nous avons la majoration

< Ch t/slglfgtTl/z e”‘/azb(h2G)fHLoo /t/tQ HVsin <(t -7 \/CTO> Jl(h2Go)gHLl dr’.

Nous majorons alors les deux intégrales qui apparaissent dans les majorants par des intégrales
sur (—oo,400) puis nous utilisons (P7) et (P8) avec s =0

00 )
/ Hve”@;(h?c;)fHL1 dr < Ch™Y2|f||1, 0 <h < ho,
+o0 ~
| |sinte =G|, ar' < cn g, 0o
Finalement,
£ [(@a(t; 1) £, 9))|

<Ch Mgl Sl + ChY2|lgllpr sup 72
t/2<T<t

ei7@¢(h2G)fHLoo )
Nous pouvons conclure

2| @o(t; h) fll e < CR7Y|fllr + CRY? sup 71/2
t/2<T<t

e”\FG@Z)(WG)fHLOQ . (2.3.26)

Par (2.3.25) et (2.3.26), nous concluons

2@t h) fll e < CHTHF I + CRYPE2 @t 1) f | oo + CRY? t/§2p<fl/2 |73 1) f | -
o (2.3.27)
En prenant h assez petit, nous pouvons absorber le deuxieme et troisieme terme du membre de

droite de (2.3.27), obtenant ainsi (CO-2). De fagon similaire, nous pouvons traiter le cas ¢t < 0.
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3 Estimations dispersives pour I’équation de Schrodinger
Nous avons le résultat suivant a basses fréquences en dimension n > 4 :

Théoréme 3.1 Sous les hypothéses (VSn) sur le potentiel V.. De plus, supposons que 0 est un
point régulier pour G. Alors dans ce cas, il existe ag > 0 tel que pour tout 0 < a < ag

€00 (G| 1 poe < CtIT™2, VEAO. (D10)
Rappelons les résultats a hautes fréquences prouvés par Vodev pour n > 4 dans [74]

Théoréme 3.2 Supposons (V(§)) vérifiée avec § > (n+2)/2. Alors, pour touta > 0,0 < e < 1,
il existe des constantes C, C. > 0 telles que nous ayons les estimations suivantes

GGG (@) e < CHITE, WE£0,

e xa(@) (@) 25| 2 pee < CElH T2, VE# .
2(n—1-2q)

De plus, tout 0 < g<(n—3)/2,2<p< )
e plus, pour tout 0 < ¢ < (n—3)/ =P n—3—2q

nous avons

1S G2 (G| o < CJHT2, VEFO,
oul/p+1/p=1eta=1-2/p.
Nous pouvons ainsi en déduire

Théoréme 3.3 Sous les mémes hypothéses que le théoreme 3.2 avec n > 4, alors pour tout
0 <e <1 et pour tout t # 0, nous avons les estimations suivantes

€ Pac o= < €l /2 [[(G) /2]

L (D11)

HeitGPacfHLoo < Ce’t’_n/z H<$>n/2+af (D12)

2’

Nous obtenons aussi un nouveau théoreme en dimension n > 4 avec des hypotheses de
régularité supplémentaire :

Théoréme 3.4 Supposons n > 4, 0 point régulier pour G et V vérifiant (V(5)) avec 6 >n — 1
ainsi que V € LY(R™). Alors nous avons l'estimation suivante

€ Pacl| 1, oo < CIEIT"2, t 0. (D14)
Nous avons également le théoreme suivant en dimension n = 2 :
Théoréme 3.5 Si V vérifie (V2), il existe un ag > 0 tel que pour tout a > ag, nous ayons
HeitGXa(G)HLIHLOO < C\t\_l, (D15)

pour une constante C' > 0.
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3.1 Estimations a basses fréquences en dimension n > 4
On introduit
(t; h) = eCp(h2Q) — T G0 (h2Go)T.
Pour prouver le théoreme en dimension n > 4 a basses fréquences, nous allons étudier ce com-
parateur en trois étapes :

1. Estimations sur ¥(h%Gp) et ¥(h?G) a I'aide de propriété sur la résolvante (prouvées dans
la section 2.1).

2. Estimations autour des propagateurs a ’aide d’estimations sur les noyaux (cf proposition
3.7).

3. Estimations du comparateur a ’aide de la formule de Duhamel et d’'un mécanisme de
bootstrap.

3.1.1 Etape 1 : Estimations sur ¢ (h?Gy) et 1(h?G)

L’étude a déja été faite dans la section 2.1. Rappelons ici les résultats qui nous intéressent a
basse fréquences en dimension n > 4 :

Proposition 3.6 Il existe des constantes positives C, B et hg telles que nous ayons les estima-
tions suivantes

[ (h*Go)llp1—pr <C, h>0 (E1)
1(hC) g < C b ho (E4)
16(h2G) — Y(h2Go)Tl| g < Ch™, > ho (E3)

ou l'opérateur
T=0-vahHht. ' -t

est borné par hypothése.

3.1.2 Etape 2 : estimations autour des propagateurs ¢ et ¢

Proposition 3.7 Sous les hypothéses du théoréme 1.1, il existe des constantes positives hg et
B telles que nous ayons les estimations suivantes

/OO Ve @oy(h2Go)|| 1 dt < CRP, h>1, (P9)
/ |V (h?G)e ™ Corpy (WP Go)|| 11 dt < CR™P, b > hy, (P10)
/ Ve (h*G)|| 1 dt < Ch™P, h > hg. (P11)

Preuve de (P9) : 1l est montré dans l’appendice que le noyau de I'opérateur eitGOw(tho)
est de la forme Kj(|x — y|,t) avec une fonction K} vérifiant

Kp(o,t) = h""Ki(ch™ 1, th™2),

|K1(0,t)] < Clt| 57265 (=D/2 <5< (n—1)/2,0>0,t#0.

Ainsi pour tout 0 < s < (n—1)/2, 0 >0, t# 0, h > 0, nous avons

|Kp(o,t)| < Chs=(n=D/2|¢|=s=1/25s=(n=1)/2
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qui implique

A

[vercoun®Gollay, < € sup / V(@) Kn(jz — yl,1)| d
yeR” "

< Chs—(n—l)/2|t|—s—1/2 sup / |.’E _ y|s—(n—1)/2|V(x)| dr.
yeR” n
1 -2 n—1 n—2 . .
Si——e<s< —+4¢alors — —e < s— < - + €, ce qui permet d’utiliser
2 2 2 2 2
(VSn) :
Ve Coy(h2Go)|| 1 < ChE 2177120 1/2 — e < s < 1/2 4¢, (3.1.1)

ou 0 < ¢ < 1. En choisissant 1/2 — ¢ < s < 1/2, nous montrons ¢ — HVeitGOw(hQGo)HL1
intégrable en 0 et en choisissant 1/2 < s < 1/2 + ¢, nous montrons ¢ — ||VeitG°w(h2Gg)“Ll
intégrable en +o00. De manieére évidente, (P9) résulte de (3.1.1) avec = (n—1)/2 — s.

—Lt

-1

Preuve de (P10) : De plus, en utilisant (HS), (R5), (R6), (3.1.1) et Rf(z) - Rafh(z) =
h2Rf(z)VR3Eh(z), nous obtenons

|V (%(R*G) — ¥ (h*Go)) €0y (K*Go)|| ;11
< ChQZ /

S ChQZ/ ‘ HVRi )HL1—>L1 HveitGowl(tho)HLlﬁLl R(j)ch(z)‘

(R6) (3.1.1) (R5)

< Ch*™ (n— 1)/2|t| s— 1/22/

< Chs= D2 =572 1/ —e < s <1/2+€.

L(dz)

‘ani eitGowl(hzco)Rgfh(z)(

L1—r!

L(dz)

L1—L!

(dz)

ce qui implique (P10) de la méme maniére que précédemment. O

Preuve de (P11) : En utilisant la formule de Duhamel
GG — (itGo 4 /t ci(t=T)G/¢imGo g
0

et en multipliant cette égalité & gauche par Y(h?G) et a droite par ¥1(h?Go)T et en utilisant
que ¥ = )1 et que (h2G) et e commutent, nous obtenons l'identité

CY(h*G) = (WG O (W Go)T + e"“p(h*G) (41 (W*G) — v (h*Go)T)

/ w h2 i(t— TGVGZTGle(hQGO)TdT

En multipliant & gauche par V puis en prenant la norme L' — L' et en intégrant par rapport
a t, nous obtenons

oo
/ HVe“sz/J(th)HLI_)L1 dt < Terme 1 + Terme 2 4+ Terme 3,
—00
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avec

400 .

Terme 1 = / |V (h2G)e 0 (h*Go)T|| 11,4 dt,
+o0 .

Terme 2 = / HveltGﬂ}(hQG)(?/)l(hQG)_¢1(h2G0)T)HL1HL1 dt,
—00
+o0o t X .

Terme 3 = / / HVw(hZV)e’(t_T)GVe”G%l(hQGO)THLl |, drdt.
—00 0 -

Pour le Terme 1, nous utilisons (P10) et le fait que ||T'||;1 1 < C
Terme 1 < Ch™", h > hy. (3.1.2)

Pour le Terme 2, nous utilisons (E7)

+00 .
Terme 2 < Ch™” / Ve Cp(h*G)|| 11 dt,  h > ho. (3.1.3)
oo
Pour le Terme 3, nous avons en utilisant 'inégalité de Young

Terme 3 < /00 /t HVdJ(hQG)ei(t_T)G‘ drdt.
—0J0

M p

iTG 2
L1t HVEZT Y1 (h°Go
Nous intervertissons les intégrales puis nous effectuons le changement de variables t — 7 — t :
+oo t +oo +oo 0 —T +oo +oo 0 0 +o00 +oo
/ / drdt = / / +/ / dtdr = / dT/ dt+/ dt/ dr < / dt/ dr
—oco J0 0 T —o0 J —0o0 0 0 —00 —0o0 —00 —00
Nous utilisons (P9) pour majorer I'intégrale par rapport a 7

Terme 3 < h™P /OO HVe"th/J(hZG)HLI_)Ll dt. (3.1.4)

Finalement, regroupant (3.1.2)-(3.1.4)

/ |[VetSp(n2G)|,,_ . dt < Ch~® + Ch~" / [VetSp(h2G)| ., d,
qui implique (P11) si nous prenons h assez grand. |

3.1.3 Etape 3 : étude du comparateur

Proposition 3.8 Sous les hypotheses du théoréme 3.1, il existe des constantes positives C', hg
et B telles que pour h > hy nous ayons

Nt A g < CRTPIET2, £ 0. (C5S1)

Preuve : En utilisant la formule de Duhamel
t
eitG —_ eitGo + ’L/ ei(t—T)Govei’TGdT,
0
et en rappelant que 119 = 9 et que 1 (h%G) et ¢ commutent, nous obtenons I'identité

t
W(t;h) —i / T*1 (h2Go)e! TG0V ™Gy (h2G) dr
0
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—_ €itGw(h2G) _ T*eitGOw(hQGO)T + T*wl(hQGO) (eitGo . eitG) w(hQG)
Posons

t
y(t; h) =i / T*1 (h2Go) et =G0V ™Gy (h2G) dr.
0

Ainsi, en utilisant entre autre e“Cy(h2G) = eCyy (K*G)Y(h2G) = 1 (h?G)e ™) (h*G), nous

avons
U(t; h)—Wa(t; h) = T 1 (h*Go)e™ @ (P(h*G) — Y(h*Go)T) + (Y1 (h*G) — T*h1 (h*Gy)) e"“p(*G).
Posons

Uy (£ h) = T*1(h*Go)e” ($(B*G) = G (h*Go)T) + (1 (R*G) = T*¢1 (B2 Go)) "4 (h*G).

Nous avons donc

j=1
Par (E1) et (E5) ainsi que Pestimation dispersive usuelle pour 'opérateur libre
|eitCo

e < ClET2,

et en rappelant que si ||ul|;1_ ;1 < C, alors ||u*||pe—r~ < C, nous obtenons

1W1(t ) fllpoe < T (lpoopoc 91 (R2G0) || oo po0 [|€77° || 1 oo [WO(RG) — (B> Go)T || po |If | 2

<C <C(E1) <C|t|-n/2 <Ch=B, h>hg, (E5)

+ 191 (h*G) = T* 91 (WP Go)l[L—r || (¥ (s h) + T (h*Go)T)

<Ch=8,(E5)

[P

Finalement,
11t 2) fll oo < CRTPN 2 flls + CRP Wt 1) fll oo, 0. (3.1.5)
Remarquons :
si0<7<t/2alors ((t—7)/t)Y?>2712 etsit/2<r<talors (r/t)/?>271/2,

En séparant l'intégrale apparaissant dans Wa(t; h) en deux intégrales portant respectivement sur
(0,t/2) et (t/2,t), en utilisant la remarque précédente et le fait que ||T™||pe—r~ < C, nous
avons Vf € L', t >0 :

2 [ Wt 1) f ] oo

N Ve y(R*G) f|| 1 dr

t/2 ,
<C [ = funEcet ||
O —

+0 | |wwrcoetmcv| 2 ey || dr

t
t/2
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Nous avons d’apres (P9)

t o t/2 .
/ |vr(2Go)et=m50y | dr' = / 41 (h2Go)e ™V || oo dr
t/2 0

L>©—[>

+o00 .
< [T lnorene .

400 .
< [T e, i

< Ch™# d’apres (P9).

Donc la deuxieme intégrale est majorée par

. t . /
< C sup Tn/QHeZTGw(hQCTy)fHLOO/ ”¢1(h2G0)€z(t—7— )G’OVH dT/
t/2<7<t t/2 oL
<Ch™? sup 72| YR G)f]| oo - (3.1.6)
t/2<r<t

Pour la premiere intégrale, nous utilisons I'estimation dispersive usuelle pour 'opérateur libre
pour majorer

(t - T)n/? Hw(thO)ei(t_T)Go

<C, t#T.
L1 [ 7&

Puis en utilisant (P11), la premiére intégrale se majore par
< Ch 7P| f|l s (3.1.7)
Finalement en regroupant (3.1.6) et (3.1.7), nous obtenons

2 [ Wa(t; h) fll oo < ChTP||f Iy + CR7 sup 72 ([T (G) f| o - (3.1.8)

s
t/2<r<t
En combinant (3.1.5) et (3.1.8), nous concluons, Vf € L', t > 0,
2 W) fll oo < CH7Pfllp + Ch=PH 2 [ (8 ) ] e (3.1.9)

+Ch™? sup V2| U(7; ) f]| oo -

t/2<r<t

En prenant A suffisamment grand, nous pouvons absorber le deuxieéme et troisieme terme de
membre de droite de (3.1.9), et obtenir ainsi (CS1). Il est évident que le cas ¢ < 0 peut étre
traité de la méme maniere. |

3.1.4 Preuve du théoréme 3.1

Théoréme 3.9 Soitn > 4, soit V vérifiant (VSn) et supposons que 0 est un point régulier pour
G. Alors, il existe une constante ag > 0 telle que pour 0 < a < ag, nous ayons l’estimation

1€ 0a(G) || 1 poo < Cle|™™%, t+£o. (D10)
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Preuve : Rappelons que x,(0) = x1(0/a), a > 0 petit. Alors nous pouvons écrire la fonction
7q comme suit

[e.o]

Na(o) =1— Xl(aafl) = / :

/ > / df 0 df
oa~ a1 a—1

ou Y(o) = oxj(o) € C§°((0,+00)). Ainsi, nous obtenons de (CS1),

~ ~ > db
itG e itGo < —
He Na(G) — T"e 77(1(GO)THDALOo < /al U(t, \/5)’ Lipe 0
< cmn/?/ 018249 < C|t| /2, (3.1.10)
a—1

a condition que a soit pris suffisamment petit. Il est évident que (D10) suit de (3.1.10), et du
fait que l'estimation ait lieu pour Gg et que lopérateur T : LP — L est borné par hypothese
pour 1 <p < 2.

|

Théoréme 3.10 Soit n > 4, soit V vérifiant (V(5)) avec 6 > (n+ 2)/2 et supposons que 0 est
un point régulier pour G. Alors, nous avons l’estimation, Vt #0, 0 < & < 1,

HeitGPaCfHLoo < C|t|—n/2 H<G>(n—3)/4f‘ (D11)

L’

|66 Pacf [ e < Coltl ™2 || () /24 1 (D12)

2’

Preuve de (D11) : nous avons d’apres les théoremes (3.1) et (3.2)

" (xa(@) + na( @) || e <

eitGXa(G)Gf(n73)/4G(n73)/4fHLOO + Heitha(G)fHLoo

< Cle| v (HG(H_?))Mf)

LIl

< o (@]

L
g
Preuve de (D12) : nous avons d’apres les théoremes (3.1) et (3.2)
66 (@) 1@l < [[#Cxa@@r 2@y ]|+ e Cna(@)1] o
< cat™2 (@], 1) -
Comme (m — (x>_"/2_6> € L*(R™), nous avons
1l < € |[@m2g]|
et donc finalement :
itG —n/2 n/2+e
€€ Poc f |, < CIE™™ H(x) ey -
g
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3.2 Une autre estimation dispersive avec plus de régularité

En combinant des idées de [73],[74] et [42] nous allons prouver le résultat suivant.
En supposant
V e LYRM), (3.2.1)

on a le théoréme suivant

Théoréeme 3.11 Soit n > 4, soit V vérifiant (V(5)) avec 6 > n — 1 ainsi que (3.2.1). Alors
pour tout a > 0, nous avons l’estimation

1€ Xa(G) || 1 poo < CIEIT™2, £ #0. (D13)

Remarque. Remarquons que (D14) est prouvée dans [42] pour des potentiels vérifiants (V(d))
avec & > n, la condition (3.2.1) ainsi que (z)°V (z) : HY — H” borné pour un certain v > 0. Ici,
nous éliminons cette condition supplémentaire.

En combinant les résultats des théoremes 3.1 et 3.11, nous obtenons

Théoréme 3.12 Soit n > 4, soit V wvérifiant (V(5)) avec § > n — 1 ainsi que (3.2.1), et
supposons que 0 est un point régulier pour G. Alors nous avons [’estimation

1€ Poe| 1 p00 < Clt|7™2,  t 0. (D14)

Preuve du théoréeme 3.12 : comme § > n — 1 implique § > (n — 2)/2 pour tout n > 4, nous
avons

HC”G(Xa(G) + na(G))fHLoo < HeitGXa(G)fHLoo + HeitGT]a(G)fHLoo

<C|t|-/2, théoreme 3.11  <c|t|-"/2, théoreme 3.1

Preuve du théoréme 3.11 : Le point principal dans la preuve de [42] est la borne prouvée en

appendice (C.11)

[e~#CoveitCol| |, <[V, V& (3.2.2)

t
En combinant (3.2.2) avec la formule de Duhamel ¢ = ¢ 4 4 / TG0y ™G gz nous
0
obtenons .
e—itGoveitG — e—itGoveitGo + Z'e—itG()VeitGo/ e—iTGoveiTGdT’
0

et donc

t
He—itGoveitGHLl_)Ll <[Vl + HV\Ll/O He_iTGOVeiTGH[/l—>L1 dr.

En appliquant 'inégalité de Gronwall, nous obtenons
He_itGoveitGHLlaLl <V (1 + ||VHL1tGWHL1t> :
En particulier, si |[¢t| < 1, nous avons :
e #CoveC||,, < C, Jt <1, (3.2.3)

avec une constante C' > 0 indépendante de t. Dans ce qui suit, nous allons déduire (D14) de
(3.2.2) et (3.2.3).
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Pour cela, étant donnée une fonction ¢ € C§°((0,+00)) et un parametre 0 < h < 1, comme
dans [73], [74], désignons par

W(t, h) = eCp(h2Q) — S0y (h2Gy),

t
F(t) = Z/ elt=m)Goy¢itGogr
0
Comme dans ces articles, il est facile de voir que (D14) résulte du résultat suivant

Théoréme 3.13 Sous les hypothéses du théoreme B.1, il existe des constantes C, 3 > 0 telles
que nous ayons les estimations suivantes (pour 0 < h <1,t#0)

IE@) g < ClEIT2, (C52)
[ W(t,h) — F(t)y(h2Go)|| 1, oo < CHOJt| T2, (CS3)
1
Preuve théoréme 3.13 = (D14): Nous écrivons la fonction y, comme x4 (o) = / V(o)1 dh
0
ot (o) = ox,(0) € C3°((0,+00)). Nous obtenons alors

HeitGXa(G) - eitGOXa(GO) - F(t)Xa(GO)HLlﬂLoo
1
< / 19t h) — F(0)$(0Go)| 1o 018
0

1
< C]t]_”/Q/ 018240 < C'|¢] /2.
0

Comme HeitGOHLl_)LOO < C]t]_"/Q et xa(Go) est borné sur LP, 1 < p < +o00, nous déduisons

(D14) des estimations précédentes en décomposant
ey (G) = (eitGXa(G) — €0y (Go) — F(t)xa(Go)) + €90y o (Go) + F(t)xa(Go)-

Preuve du théoréme 3.13
Preuve de (CS2) : Pour |t| < 2, nous avons d’apres (3.2.2) :

. t . . A .
PO < [l [V e < AT [y

et comme l'inégalité de dispersion est vérifiée pour l'opérateur libre, nous obtenons (CS2).
Sans perte de généralités, nous pouvons supposer t > 2. Ecrivons F' = F} + F5, ou

t—1
Fi(t)=i / elt=mCoyeimCqr,
1

1 t
FQ(t):i(/ “f >ei(t_”G0VeiTGOdT.
0 t—1

Il résulte de (3.2.2) que Fy(t) vérifie (CS2) (traitement similaire au cas |t| < 2, étant donné que
les intervalles d’intégration sont de taille < 1). Pour traiter I'opérateur F}(t), observons que son
noyau est de la forme

e / Uz — € /4, Jy — €7/4, )V (€)de,
Rn
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ou ¢, est une constante et
U(oy,09,t) = /t_1 ei‘”/(t_T)HUQ/T(t - 7')_"/27'_”/2(17.
1
Pour prouver que Fj(t) vérifie (D14), il suffit de montrer que
U (01, 09,1)| < Ct~"/2 (0;1/2 v 051/2) . Voi,00>0,t>2. (3.2.4)

En effet, si (3.2.4) est vérifiée, nous avons

E1 @)1 poe < en sup U(lz — €17 /4, 1y — €1?/4, )V (€)d¢
z,yeR™ JR™

<Clel ™ sup [ (o= €7y - €7 VIOl

z,yeR™

(CS2) découle alors du fait que V vérifie (V(d)) avec § > n — 1. Par exemple, (en écrivant
d=n—1+¢¢>0)

[ e—arveue<c [T e
R 0

1

L’intégrande du majorant est équivalent en 400 a p~ ¢ qui est intégrable.

Preuve de (3.2.4) : Dans la formule donnant U, séparons le domaine d’intégration en deux
parties : 1 <7 <t/2et t/2 <7 <t— 1. Effectuons le changement de variables 7/t — 7 dans la
premiere zone et 1 — 7/t — 7 dans la seconde. Nous avons ainsi

U(oy,09,t) =t "+ (u(alt_l, oot Lt + u(agt_l,alt_l,t_l)) , (3.2.5)

ou
1/2

u(o’i, Ué, KJ) _ / eiai/(l—T/)—i-iUé/T/(l _ 7_/)—71/2(7_1)—n/2d7_/.
K
11 est facile de voir que (3.2.4) résulte de (3.2.5) et de la borne
lu(ol, oh, k)| < Cu=32() 72 Yol oh > 0,0 <k < 1/2. (3.2.6)
En effet, si (3.2.6) est vérifiée, nous avons
|U(O’1,0’2,t)‘ < thnJrl <’t’(n73)/2(01t71)71/2 + |t|(n73)/2(0_2t71)71/2> — thn/2(|o_1|71/2_’_|0_2|71/2).

Preuve de (3.2.6) : Pour prouver (3.2.6), nous effectuons le changement de variables p = 1/7
et nous écrivons la fonction u sous la forme

—1

K n/2
u(o hon) = [ ctnbed) (LI ety
2 p—1

ou

oy

0

Notons a(p) = p/( — 1). Nous avons a'(p) = —1/(u — 1)? < 0. Donc a(p) est décroissante.
Comme 0 < £ < 1/2, nous avons 1 < a(k™') = 1/(1 — k) < 2. Par conséquent, 1 < a(u) < 2,
pour 2 < i < k~L. Nous obtenons ainsi :

o(p, 0, 09) = poy + .

R—l
‘u(all,aé, /<;)| < C'/ w2 2dpy < Cr= (272, (3.2.7)
2
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Par ailleurs, observons que

dp o
¢ (1) = =op — —

Cdp P (p-1D¥
donc ¢’ s’annule en pg = 1+ (0} /o%)'/2. Remarquons aussi

201
v (1) = —3
(b —1)°
qui est strictement positif pour p > 2 comme o} > 0. Nous allons considérer deux cas.

Cas 1. po € [3/2,3k71/2]. Alors, écrivons

/ 09 2 oy
o' (p) = p—=1)"=(po—1)%) = ——<5 (k=14 po — 1)(p — o).
(1) (u—l)Q(( )7 —( )?) (#_1)2( ) )
Donc ) 0 )
_ 0—
b (181
0y 1
Ho
Comme 1 > 0 pour p > 2, nous avons
7

1 — fo -
' ()] > Ué‘ﬂ_1|’ pe 2,571

Soit p € [2,k71]. Si po € [1,3/2], nous avons |u — uo| = pu — po et

Opp — 1 14
K G <5 <2<met
donc 10pg — 1 < 9 = 10 — p d’ou finalement
— 1
K — Ho > =
w—1 10
10 115571 +1
Si au contraire 9 > 3x~1/2, nous avons | — | = pro — et Mlol—i_ > Kll i >k >p,
et donc 10pp + 1 > 11 = 10p + p d’otr finalement
— 1
po—p 1

pw—1 10°
En réunissant les deux cas, nous avons

/
/ 02 —1
> = € 2, .
(W] =35 mel2r]
De plus, en intégrant par parties, nous obtenons

-1

K TL/2 )
U(O'/l’o'é’[{) :/ (i(p,)_l ( I 1> un/2_2dew
2 H=

ou

- [ e son (3:28)
2



' . d [ n/2 - igo” 1 n/2 -
_ n—1 % n/2—2 o n/2—2
(i) dp (<u—1> : >+<p’2 n—1) "

‘ i

Comme

¥ 20 (1 —1)72 < 2 (1 05)
¢ (w=1oy—of(p—1)"2 ~ p—1 ’

en utilisant ¢'(u) > 04/10, nous avons

Soit

Nous avons

Comme 1 < a(u) <2 et

< 1, nous avons pour 2 <y < kL

=
1 n/2-3 / n/2—3
ﬁg(u) <Cu et |g'(p)] < Cu™ =",

Par conséquent, nous obtenons (pour p > 2)
[f()] < C (o)~ >3, (3.2.9)
Par (3.2.8) et (3.2.9), et en utilisant
1<a(p)™? <22 pour pe 2,74 et 2272 < /22

nous obtenons
|’LL(O'/1,0'/2,I€)‘ < C(oh) T~ (/2 (3.2.10)

Il est évident que dans ce cas, (3.2.6) résulte de (3.2.7) et (3.2.10).

Cas 2. uo € [3/2,3k71/2]. Désignons par I (o) = [9p0/10, 1140/10] N [2, s~ 1]. Nous écrivons
la fonction © comme uq + us, ou

w = ip H ik n/2-2g4, — ,n/2-1 iAp(2) d 3.2.11
1= =) » 1= fig _ eMYg(2)dz, (3.2.11)
I(po) H I(po)

ol nous avons fait le changement de variables p = po(1 + 2), I(uo) C [—1/10,1/10], A = poos,

n/2
g(z) — <1+Z_1> (1 + Z)n/272’
1+ 2z —

(o —1)° )

Nous pouvons écrire

2
P(z) = (142) (1+ jle) = (1+2) <1+(M0— ) (1— e (Mg“fl) +O<z3>>> ,
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et finalement
W(z) = po+ —2— 2+ O(P), |2 <1,

po — 1
uniformément en pg. Il est facile de voir que nous avons l’estimation

/ M Eg(2)dz

0

<OXV2) al < 1/10. (3.2.12)

En effet, les fonctions g(z) et v (z) sont analytiques en |z| < 1/10 avec |g(z)| borné sur ce
domaine uniformément en . Par ailleurs, nous pouvons changer le contour d’intégration pour
obtenir (avec un certain 0 < v < 1)

/ei’\w(z)g(z)dz /ei’\d’(emy)g(ewy)dy‘-i-
0 0

<

T ,
a/ evie Ga)g(ezea)dﬁ .
0

D’une part, nous avons
P(eMy) = po + ——=e*y? + O(y?)

po — 1
et donc ‘
Re (iAy(ey)) = - Ho 1)\sin(27)y2 +0(y3) < —C 2.
0 —
D’autre part, nous avons
(- i0 V) _ Ho . 2 3
Re (ii(e a)) _ Asin(20)a® + O(6%) < —C.
po — 1

Par conséquent,

/ @) g(2)dz
0

avec des constantes C,C’,C1,C] > 0. Par (3.2.11) et (3.2.12), nous concluons

a Y ,
< Cl/ T C{/ e ONag = O(A7Y/?),
0 0

’u1| < 0(05)71/2/%()71—3)/2 < é(aé)fl/Qﬁf(nffs)/Q_ (3.2.13)
D’autre part, si p € [2, k71 \ I(1o), alors

|1 — piol

>C>0,
w—1

En effet, si 2 < p < 9u0/10, alors | — po| = po — p > /9 et si 11p9/10 < p, alors |u — po| =
u— po > /11, donc nous avons pour tout p € [2, +00[\I (o)

lw=pol o L _p 1
n—1 “1Np—1-11

Par conséquent, nous pouvons minorer |¢'(u)|. De plus, la fonction ug peut étre traitée de la
méme manieére que dans le cas 1. Ainsi, ug vérifie (3.2.6) et par conséquent, vu (3.2.13), il en est
de méme pour u. Ceci complete la preuve de (3.2.6) et donc de (3.2.4). O

Preuve de (CS3) : 11 suffit de prouver (CS3) pour 0 < h < hg avec une certaine constante
0 < hg < 1, comme pour hy < h < 1, (CS3) résulte de (CS2) et de l'estimation de la norme
L' — L* de U(t, h) prouvée dans [74] pour la classe plus large de potentiels vérifiant (V(§))
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avec 0 > (n+2)/2 (sans utiliser (3.2.1)). Sans perte de généralité, nous pouvons supposer ¢t > 0.
Maintenant, utilisant la formule de Duhamel comme dans [73], [74] nous obtenons l'identité

U(t;h) — F(t)yp(h*Go) = > _ T (t; h), (3.2.14)

J=1

ou

Uy (t; h) = 1 (h*Go)e™ (p(h*G) — y(h*Go))
+ (P1(R?G) — 1 (h2Go)) €0 (h2Go) + (Y1 (h2G) — 1 (R*Gy)) T (t; h),

Y t . .
\Ilg(t;h):i< / + / >1/11(h2G0)e’(tT)GOVe”Gw(h2G)dT,
0 t—y
v t . .
3(t;h) = —i ( / + / >ez(tT)GOVe”G%b(hZGQ)dT,
0 t—y
t

. |
Wy(t;h) =i Y1 (h2Go)e " TCV U (1 h)dr,
Y
t—y . .
Ws(t; h) = —i / (1= 1) (R*Go)e' =M%V %4y (h> Gy ) dr,
Y

ou Y1 € C§°((0,400)), 1 = 1 sur suppy, et 0 < v < 1 est un parametre qui sera fixé
ultérieurement, dépendant de h.

Estimation sur ¥i(t;h) : Vu (E5) et en utilisant 'estimation dispersive pour l'opérateur
libre, nous avons

101 (8 h) fll oo < OB fll o + CR2 |9t 1) fll oo, Vf € LY. (3.2.15)

Estimation sur W3(t; h) : Ecrivons

X v t . .
W (t; h) = —ieco < / + / )e_”GOVe”GOw(hQGO)dT.
0 t—y

Par (3.2.2), 'estimation dispersive pour le propagateur libre et (E1), nous obtenons

1W3(t;h) fll o < Oyt 2| fll e, VS € L (3.2.16)

t
Estimation sur Wo(t; h) : Dans l'intégrale / , effectuons le changement de variables ¢t —7 +—
=y
T, nous obtenons :

t ) ) v ) )
1 (hQGO)ez(th)Go Ve”G"gb(hQG)dT _ / W (hQGO)ezTGO Vez(th)Gw(hZG)dT
t—y 0

v , :
=11 (h%Gy) / TG0y e TG gy (U(t;h) + eZtGO@Z)(hZGO)) :
0

En utilisant (3.2.2) et (3.2.3), ainsi que l'estimation dispersive pour le propagateur libre et (E1),
nous obtenons :

192t B) fll oo < Cot™ 2 fllpr + CII¥(ER) fllpoe s VS € L, (3.2.17)

avec une constante C' > 0 indépendante de t, h et ~.

Estimation sur Wy(t; h) :
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Proposition 3.14 Soit V vérifiant (1.1) avec § > n—1. Alors, il existe des constantes C, 31 > 0
telles que pour 0 < h < 1, t > 27, nous ayons l’estimation

[O4(t, D) || 1 poe < CRPIy~(1=3)/24n/2, (3.2.18)
Preuve. Nous allons utiliser les estimations suivantes prouvées dans [74].

Proposition 3.15 Soit V' vérifiant (1.1) avec 6 > (n + 2)/2. Alors, pour tout 0 < ¢ < 1,
1/2—¢/4<s<(n—1)/2,0< h<1,t#0, nous avons les estimations

HZ/J(tho)eitGo <x>—s—1/2—a < Chs—(n—l)/2’t’—s—1/2’ (3_2.19)

L2—[°

H\If(t, h)(z) 5L/ < Chs—(n=3)/2=¢/4)g=s=1/2, (3.2.20)

L2—[°

Comme V vérifie (V()) avec § > n — 1, nous avons en particulier |V (x)| < C(x) 1720

pour un certain 0 < €g < 1. En remarquant que —n+1—2¢9 = (—n/2—¢g) + (—(n—2)/2 —&y)

t—vy t/2 t—y
et en séparant 'intégration / en deux parties / et / , nous obtenons :
gl t/2

~

10 (t, W)l g1 poo

dr
L1-12

(@)~ =0w (7, )|

L2— [

t/2 .
<C [ mncuet-mG
v

dr.
L1—L?

@y rr2eow e )|

t—y
2 i(t—7)Go —(n—2)/2—¢0
R e

t/2
Pour l'intégration / , nous utilisons (3.2.19) avec s = (n —1)/2 et ¢ = g¢ et (3.2.20) avec

.
s=(n—3)/2+42e0/5 et € = 32¢/5. Nous obtenons ainsi une majoration par
t/2
< Cheo/4/ |7f - 7_‘—n/2|7_|—(n—2)/2—250/5d7_‘

v

Comme v < 7, nous avons |t — 7| > /2 et donc |t — 7|7/ < C|t|™/2. Le majorant devient :

t/2
§0h60/4|t‘_n/2// |7_|—(7’L—2)/2—260/5d7_.
v

L’intégrale se calcule, et comme ¢/2 > -, nous avons
£/2
/ ([~ (n=2/2-20/5 4 < Cn~(n=2)/2-250 /541
~

Comme 0 < ¢ < 1, nous avons —(n —2)/2 —2¢9/5+1> —(n—3)/2 et comme 0 < v < 1, nous
avons 7_(”_2)/ 2-220/5+1 < 7_(”_3)/ 2. Finalement, la premitre intégrale peut se majorer par
< Ch€0/4|t|_n/2’)/_(n_3)/2.
=y
Pour l'intégration / , nous utilisons (3.2.19) avec s = (n—3)/2+4¢0/2 et € = €0 /2 et (3.2.20)

t/2
avec s = (n — 1)/2 et € = g9. Nous obtenons ainsi une majoration par

tf
< Chso/4/ 7 [t — r[~(n=2)/2=e0/2| | =n/2g
12
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En effectuant le changement de variables ¢ — 7 — 7, nous retrouvons la méme analyse que la
premiere intégrale. Finalement, nous obtenons :

@4 (t, )| 1 oo < CREO/y=(0=3)/2y7n/2,
Ce qui donne bien le résultat voulu. O
Estimation sur Ws(t; h) :

Proposition 3.16 Soit V vérifiant (1.1) avec § > n—1. Alors, pour tout 0 <e < 1,0 < h <1,
t > 2v, nous avons l’estimation

195t D)l e < Coliin 9222 (3.221)

Preuve. nous allons utiliser le fait que le noyau de I'opérateur e?*“04)(h2Gy) est de la forme
Kh(|$ - y|7t)7 ou

—2v

g

Kp(o,t) = W

/ e T, (e N (R2AE)NAA = b K (oh ™) th™2),
0

ot J,(z) = 2" J,(2), Ju(2) = (Hf (2) + H, (2)) /2 est la fonction de Bessel d’ordre v = (n—2)/2.
Ainsi, le noyau de l'opérateur W5 est de la forme

| Willa =€l ly— el Ve,

ol
=y _
Wh(Ul,Ug,t,’y) :—i/ Kh<0'1,t—T)Kh(02,T)d7‘
il
= W72 2W (o h L, ooh T th 2 v T2, (3.2.22)

o K, n est défini en remplagant dans la définition de K}, la fonction ¢ par 1 — 1. 1l est facile de
voir que (3.2.21) résulte de la borne (pour tout o1, o2, v > 0,0 < e <K 1, t > 2v)

\Wh(al,ag,t,yﬂ < Cghe’}/_(n_3)/2_8t_n/2 (U;n+2 + O‘fl+€ + O_;n+2 + J;1+s) ) (3.2'23)
En effet, si (3.2.23) est vérifée, nous avons

1Ws (85 )| 1o < Cohfy™ (7327072

X Sup/ (lz =&+ |z — &7+ ly = €72+ |y — £ 71F°) [V(©)1de.
z,yeR™ m

Comme V vérifie (V(d)) avec § > n — 1, nous avons par exemple (avec § =n — 1+ a) :

[ v < [,
R 0

En 0, il y a intégrabilité si k < n, ce qui est vérifié pour k=n—2et k=1—¢. En 4o0,ily a
intégrabilité si k + « > 1, ce qui est vérifié pour k =n—2et k =1—¢csi e < a (ce que 'on
suppose). Donc nous avons bien 'intégrabilité de tous les termes.

prewve de (3.2.23) : Vu (3.2.22), il suffit de prouver (3.2.23) avec h = 1. En effet, si (3.2.23)
est vérifiée pour h = 1, alors

(Wi(o1,02,8,7)| < Ceh™2" 2 (yh=2) 71 =3/27e (4 =2) =1 /2
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X ((alh_l)_"+2 + (orh )T 4 (oph ) T2 4 (agh_l)_HE) )
Soit
\Wh(o1,00,t,7| < CEhev—(n—i%)/?—et—n/2 (J;n+2hn—3+s + 0,1—1+s + 05n+2hn—3+6 + 051+e) .

Comme n > 4 et 0 < h < 1, nous avons h" 3¢ < 1. Par conséquent, nous obtenons bien (3.2.23)
pour tout 0 < h < 1.

1
Preuve de (8.2.23) pour h =1 : Maintenant, observons que Zd)\%d)\% = A AadA1d)g et

t—y
=N i3 g 1 G VNHIVNT _ ir N3 Hilt—) 2
(A3 —\2) '

v 2 1

Par conséquent, nous obtenons Wy = Wl(l) - W1(2) ol

(010
WY (o1, 2,.9) = ;71’221/4-2 / / AN 502, A3) T (01 00) To (G2 02)dATANS,
(3.2.24)
(010
Wi(o1,02,,7) = ;W22u+2/ / E=DAHIN (A2, N3) T, (01 A1) To (02 A2) dAZANS,
(3.2.25)
ou la fonction (nous utilisons 1 = 111 pour la seconde égalité)
1 — 1) (A2)p(\3 P(A3) — (N2
p03,3) = E=ROIRED) iy ) L=
2= M 2= M
vérifie
aala‘mp AN < Cayan M) 7172 0 WA, Ag). 3.2.26
1,02

En effet, remarquons que A2 € supp (1—1/1) et A2 € supp ¥ et que supp (1 —1)Nsupp ) = 0.
Comme Ay +— p(A2,A3) est C§°((0,+00)), les dérivations par rapport & A3 ne posent pas de
problémes. Lorsque nous regardons \; +— p(\?,\3), il suffit de regarder le comportement &
Iinfini, comme la fonction est C°°, elle est bornée sur un domaine compact. A linfini, elle se
comporte comme 1/)\? (11(\?) = 0 & I'infini), ce qui donne bien (3.2.26) lorsque nous dérivons.

Etant donnés des entiers 0 < k,m < n/2, nous avons k +m < n — 1 pour n impair et
k +m < n — 2 pour n pair. Comme J,(z) = O(2"~2) lorsque z — 0 pour n pair et qu’il n’y a

pas de singularité qui apparait en 0 lorsque nous dérivons pour n impair, nous pouvons intégrer
par parties pour obtenir

. —m— —k —m O' (% o 22
Wl(l) (017 02, t? 7) =1 k(t — 7) k’y ;71-221/_"_2 / / (t )\ + 'y)\
x50 (P(A, )T (010) Ty (0302)) dNTANS,

2 —m—k —k_ - 010'2 A2 )\2
Wl( )(0'1)0'27t77) =4 ™ (t—"y) ol m 27r 2y+2/ / ’L(t Y)AZ+iy

X ;”%a’;g (PN AT (01 M) T (02)2)) dATANS.

Utilisant I'inégalité bien connue
% i -1/2 |5
[ o < c2 gl
—0o0

74



nous obtenons (avec ¢ définie de maniere naturelle)

/ NG )| < Clt —A[7V2) 6 1.
0

Comme t > 2, nous avons t —y > t/2 et donc |t —~|7*~%/2 < C|t|~#~1/2 et comme par ailleurs

|l = / e”)“(b()\l)‘ d)\1, nous obtenons (pour ¢t > 27v) :

’Wl(l)(()'l,ag,t7’y)‘ < (]f’f*lﬂ " (g109)” / m1+m,\2

XM (PN, )T (010) T, (0202)) dAld)é’ dr, (3.2.27)
‘Wl(2)(01,0'2,t,7)‘ < Ot k112 ™(g109)” / zm2+w,\2

xA2050%s (p(AF, A3) T (01M) T (2)2)) d/\Qd)\%‘ dr. (3.2.28)

Nous rappellons que la fonction 7, est de la forme 7, (2) = b} (2) + e%2b; (2), on1 b (z) sont
des symboles d’ordre (n —3)/2 pour z > 1, alors que pres de z = 0 la fonction J,(2) est égale a
2% fois une fonction analytique. Par ailleurs, elle vérifie

097, (2)| < C2m279 ()~ D20 2 > 0,0<j <n—2, (3.2.29)
897, (2)| < Cj(2)"D/2 vz >0, >0. (3.2.30)
De plus, les fonctions b (z) sont de la forme (prés de z = 0)

bE(2) = at () + 2" 2log 2 a;—L’Q(z),

v,

NS . . + _ . . . .
ou a ; () sont des fonctions analytiques, a,,(z) = 0 si n est impaire. Par ailleurs, nous avons

005 (2)| <C, 0<2<1,0<j<n-3, (3.2.31)
006 (2)| < Cez™®, 0<2<1 j=n-2 (3.2.32)
0965 (2)| < Cj2" 277, 0<2z<1,j>n—1, (3.2.33)
ce qui implique
0962 (2)| < C(2)"™3/270 0 W2 >0,0<j <n-3, (3.2.34)
|09 (2)] < Cez™®(2) """ V2 e >0, j=n—2, (3.2.35)
090 (2)| < Cj2" 270 (z)" V2 e > 0,5 >n -1 (3.2.36)

@ ,

Estimations sur W,
Soit
AL (A1, X, 01, 02) = Aae TR0 0, (p()\%, Ag)jy(alAl)eiwmbf(agAQ)) .
Nous avons ainsi

A2 ;nfal,\c% (P(AL, A3 T (01 M) T (0202)) = eiJQAQAf)()\l,)\2,01,U2) +emi 2 AP (N Ny, 01, 09).
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Par conséquent, pour majorer Wl(z) (01,09,t,7), il nous faut majorer

oo

/.

En effectuant le changement de variables 7 4+ 09 +— 7, nous voyons apparaitre une transformée
de Fourier. Nous pouvons alors utiliser 'inégalité (C.12) prouvée en appendice

eimaFio2 ot AR (X Ny oy, 09)dNod 2| dT. (3.2.37)

nwnm<cw><mp<02w%¢\bgci}@QW%mw.
£=0

=0

Ainsi si nous arrivons a majorer pour £ = 0,1 :

05,42 (0, 2,01, 02)|

nous obtiendrons des majorations des expressions (3.2.37). Par (3.2.26)-(3.2.36), nous avons
(avec £ =0,1)

‘8§2A£|:2)(A1, )‘27 01, 0-2)‘

< CU?—Q<Ul>m—(n—1)/2<02>k+(n—3)/2<)\1>(n—3)/2—m—2, v(}\h/\2)' (3.2.38)
Sim > (n — 3)/2, nous avons l'intégrabilité par rapport a A; de

M () (2,

et nous pouvons ensuite majorer I'intégrale qui apparait dans (3.2.39) par une constante. Ainsi,
par (3.2.28) et (3.2.38), nous obtenons (si m > (n —3)/2) :

R B S

o0
X/
— 00

1
Szi:ZCt—k—l/Ly—m(Ul@)—?Vs;zp/ ’(%\ Ai /\1,)\2,01,02)‘61)\%

et AB (X Ny, 01, 09)dNd 2| d

< Ct—k—1/2,y—m0_27n+2<U2>k+(n—3)/2<01>m—(n—1)/2. (3.2'39)

Nous voulons appliquer (3.2.39) avec k= (n—1)/2, m=(n—3)/2+¢, 0<e < 1.

En fait, comme ()\% — p(\2, )\%)) € C3°((0,400)), nous n’avons pas de conditions restrictives
sur k, (3.2.39) est vraie pour tout entier £ > 0 et donc pour tout réel k£ > 0 par interpolation.
En particulier, ceci est valide pour k = (n —1)/2.

Comme nous avons les conditions suivantes sur l'entier m : 0 < m < n/2 et m > (n—3)/2, nous
avons en fait une estimation dans le cas n pair, pour m = (n — 2)/2 et dans le cas impair pour
m = (n — 1)/2. Nous avons donc besoin de montrer que ces estimations sont valides pour tout
réel (n —3)/2 <m < (n—2)/2 si n est pair, et pour tout réel (n —3)/2<m < (n—1)/2sin
est impair. Ceci peut étre fait par interpolation comme suit.

Soit ¢ € C°(R), ¢(A) = 1 pour [A| < 1, ¢(A) = 0 for |A\| > 2. Décomposons W1(2) sous
la forme X + Y@ ott X?) et Y? sont définis en remplagant dans la définition de W1(2) la
fonction p par ¢(A1)p et (1 — @)(A1)p, respectivement.
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De maniére évidente, la fonction vérifie X(2) vérifie (3.2.39) pour tout entier 0 < m < n/2,
et par conséquent, par interpolation, pour tout réel 0 < m < (n —1)/2 si n est impair, et pour
tout réel 0 < m < (n —2)/2 si n est pair.

Pour traiter la fonction Y(?), qui vérifie (3.2.39) pour tout entier (n — 3)/2 < m < n/2, nous
écrivons la fonction 1 — ¢ sous la forme

(1=0)(N) =D 62(2772),
p=0
avec une certaine fonction ¢2 € C§°(R), ¢2(A) = 0 dans un voisinage de A = 0. Ainsi,
y (2 — Z YZD@)’
p=0

ol }/;2) est défini en remplacant dans la définition de Y () la fonction (1 —¢)(A1) par ¢o(27PA1).
Maintenant, les fonctions Yp(z) vérifient (3.2.39) avec un facteur supplémentaire dans le membre
de droite de la forme 27P(m=("=3)/2) hour tout entier 0 < m < n /2, et par conséquent, par inter-
polation, pour tout réel 0 < m < (n—1)/2 si n est impair, et tout réel 0 < m < (n—2)/2 sin est
pair. Par conséquent, en sommant ces estimations, nous concluons que Y (?) vérifie (3.2.39) pour
tout réel (n—3)/2 < m < (n—1)/2 si n est impair, et pour tout réel (n—3)/2 <m < (n—2)/2
si n est pair. En particulier, ceci est valide pour m = (n — 3)/2 + ¢.

Ainsi W1(2) vérifie (3.2.39) pour k = (n —1)/2 et m = (n — 3)/2 + €, ce qui donne comme
estimation :

W1(2)(01, oo, t,7)| < thn/Q’y*(”fr’)/Q*EUQ_”J“Q(02>”72<01>71+8. (3.2.40)

Estimations sur Wl(l) :

Soit ¢ € C°(R), ¢(A) =1 pour |[A| < 1, ¢(A) = 0 pour |A| > 2. Décomposons Wl(l) sous la
forme Wl(gl) + W1(21)7 ol Wl(gl) et Wl(zl) sont définis en remplagant dans la définition de Wl(l)
la fonction p par ¢(A1)p et (1 — @)(A1)p, respectivement.

Nous distinguons donc deux cas :

ler cas : |A| > 1 : nous cherchons a estimer Wl(zl).
Soit
AP O, 2o, 01,02) = MeTTN 50 (p(AF A)(1 = ) (AN (01 0) T (02)2) )

Nous avons ainsi

)\18’% it (PN, A3) (1 — ) (M) T (01A1) T (0202) ) = 6i01’\1A$)()\1, Aa, o1, 09) e M AN (N N, o, ).
Par conséquent, pour majorer lel)(al, o9, t,7), il nous faut majorer

oo
I
En effectuant le changement de variables 7 + o1 — 7, nous voyons apparaitre une transformée
de Fourier. Nous pouvons alors utiliser 'inégalité (C.12) prouvée en appendice

dr. (3.2.41)

/ / eI A (N Ao 51 09)dAdN2
o Jo

6 < ClnEELe < €3 oo, < cisgp ) ke
=0 =0
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Ainsi si nous arrivons a majorer pour £ = 0,1 :

‘8f\ '(A1y Az, 01, 09))

nous obtiendrons des majorations des expressions (3.2.41). Par (3.2.26)-(3.2.36), nous avons
(avec £ =0,1)

05, A (i, Ao, 1, 02)|

< C<Ul>k+(n—3)/20_£z—2<0_2>m—(n—1)/2<)\1>(n—3)/2—k—17 v(}\l’ )\2)‘ (3.2'42)

Si k > (n — 3)/2, nous pouvons majorer 'expression suivante qui apparait dans (3.2.43)
</\1><)\1>(n—3)/2—k—1 <1

Ainsi, nous obtenons de (3.2.27) et (3.2.42) (si k > (n — 3)/2)

‘Wl(zl)(o-l’o-%ta’}/) ZCt k= 1/2 (0102) v

o0
X/
— 00

1
ke -m _9y 1
<§ZCt T2 sup () 05, AL O, Ao, 1, 0)|

e AW (A Ay, 01, 02)dN dN2| dr

< Ct_k_1/2’7_m0'fn+2<O'1>k+(n_3)/2<O'2>m_(n_1)/2. (3243)

Nous voulons appliquer (3.2.43) avec k = (n —1)/2, m=(n—3)/24+¢,0<e < 1.
Comme nous avons les conditions suivantes sur les entiers k et m : 0 < k,m < n/2 et
k > (n — 3)/2, nous avons en fait une estimation dans le cas n pair, pour k = (n — 2)/2, 0 <
m < (n —2)/2 et dans le cas impair pour k = (n —1)/2, 0 < m < (n —1)/2. Nous avons donc
besoin de montrer que ces estimations sont valides pour tout réel (n —2)/2 < k < n/2 si n est
pair, et si n est impair, c¢’est bon. Ceci peut étre fait par interpolation comme suit.

Pour montrer cela dans le cas n pair, nous écrivons la fonction ¢ sous la forme suivante

= (2,
p=0

avec une certaine fonction ¢ € C§°(R), ¢1(A) = 0 dans un voisinage de A = 0. Ainsi,

=y all,

p=0

ol Al(ii est défini en remplacant dans la définition de Ail) la fonction ¢(\) par ¢1(2PA;).
Comme ci-dessus, nous pouvons voir que les fonctions Ag)i vérifient (3.2.43) avec un facteur
supplémentaire dans le membre de droite de la forme 2P(~"/2) pour tout entier k > (n — 2)/2,

et par conséquent, par interpolation, pour tout réel k > (n — 2)/2. Par ailleurs, en sommant ces
estimations, nous concluons que Ag:) vérifie (3.2.43) pour tout réel (n —2)/2 < k < n/2, et en
particulier pour k = (n — 1)/2. Par conséquent, il en est de méme pour les fonctions Wl(zl). De

plus, Wl(zl) vérifie (3.2.43) pour tout entier 0 < m < n/2, et par conséquent, par interpolation,
pour tout réel 0 < m < (n — 1)/2 si n est impair, et pour tout réel 0 < m < (n — 2)/2 si n est
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pair. En particulier, ceci est valide avec m = (n — 3)/2 + .

Ainsi dans ce cas, Wl(zl) vérifie (3.2.43) pour k = (n —1)/2 et m = (n — 3)/2 + ¢, ce qui
donne comme estimation :

W= (01, 0,1,7)| < Oy (92720 82 ()2 () 71, (3:244)

<1)

< 1
2e cas : |[A\;| <1 : nous cherchons & estimer Wl(—

Posons
aV (A, Aa, 01, 09) = )\13% ;% (P(AL, A3) (M) T (01 M) T (02A2)) -
Nous avons comme dans le cas précédent

<1 e — _ ~
Wl(‘ )(01702,@7)‘ < Olt|7* 12" (g109) " 2 sup |a]| 1 -

A2

Il nous faut donc majorer ||a||;1 ou la transformée de Fourier est prise par rapport & A1 (ce
qui sera le cas dans la suite lorsque nous noterons a)

[0.9]
Décomposons ¢ sous la forme ¢(Aq) Z ¢1(2P A1) avec une certaine fonction ¢ € C§°((0, 00))
p=0
telle que supp ¢1 C [1/2,1]. On définit ainsi

ap(/\l,al,)\g,ag) = /\18k ( (/\2,)\2)¢1<2p)\1)jy(01/\1)jy(02)\2))

Lemme 3.17 Nous avons || f||;1 < \foHl/2||8>\f||1/2 pour tout f € Cg°(R™).

Preuve du lemme : Nous écrivons

F 2 1 R
T)dr = 1.1 () dr = () dr
/|f( )| /|T|SR ’f( 1i|2 +/T|ZR |7" | H{§2)| D
7 (r)[Pdr 7|7 %dr T 2dr
- (/T|<Rd ) </|T<Rf( Fd ) " <~/|T|>R‘ ™d ) ‘ | ‘f (T)°d )

<
0 1/2 oo A 1/2
< V2R'? </ |f(7)|2d7) +V2R™? </ |7'|2|f(7')|2d7'>
< V2(RPIS g2 + R 00f 12
En choisissant R = ||Oxf]|z2/]|f|| 72, nous obtenons le lemme. O

Nous avons ainsi
lap(o1)][zr < f\lap(al)lle ||8>\1ap(01)HL2 : (3.2.45)

ol les normes L? sont prises par rapport & Ai.

Remarquons que supp (A1 — ap(A1)) C [27P7127P]. Soit ¢ € C§((0,+00)) une fonction
telle que ¢ = 1 sur [1/2,1]. Nous avons alors a,(A1) = ap(A1)¢2(2PA1). Ce qui nous permet
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d’écrire

1/2
laplle = ( / |ap<A1>|2dA1)

op 1/2
- (/ . |ap<A1>|2\¢2<2pA1>|2dA1>

2-p

o p 1/2
sup |ap| x (/ d)q)
A1 2-p—1

< C27P/2 sup |ap|.
A1

IN

Comme 0xap ~ 2Pay, nous avons |[Orap||r2 ~ 2P||apl 2 ~ 2P/2 sup lap|. Par conséquent, nous
avons en utilisant le lemme
lap(o1)llr1 < C'sup lay (-, 01)]. (3.2.46)

1

Pour estimer sup), |ap\, nous devons encore traiter deux cas : o1 <1 et o7 > 1.

ler sous-cas : 07 < 1. Nous avons dans ce cas A\jo; < 1. Nous avons

To(a1A1) = (A1o1)" 2 (1 + O(a3AD)) .

—QA;L—I—Q.I{}

Ainsi le comportement de )\18’;2 () est similaire & celui de o et donc nous avons la
1

majoration suivante

S}\lp |ap| < 0(2—1))71—1—2190_?—20.121—2<O,2>m—(n—1)/2'
1

Pour pouvoir sommer par rapport & p, nous devons supposer k < (n — 1)/2, or nous voulons
utiliser l'estimation pour k = (n — 1)/2. Pour cela, nous devons obtenir une estimation plus
précise, ce que 'on fait en séparant les cas n pair et n impair.

Si n est pair, nous pouvons dériver n/2 fois par rapport & A? car nous avons
Toloih) = (A7 (1+0(01A) = o2 (0) 272 — et ()™ + O((07A]) " 272).
/2

Le premier terme disparait dans la dérivation, ainsi le comportement de /\16;2 () est similaire
1

a celui de o1 A1 et donc nous avons la majoration suivante

sup |a,| < C(02) 2P0y < C(02)27Po" 2,
A1
car o1 < 1, ce qui convient.

Par interpolation entre k = (n — 2)/2 et k = n/2, nous en déduisons que 'estimation est
vraie pour k = (n — 1)/2, soit sup |a,| < C(o2)o} 2.

A1
Si n est impair, nous avons en regardant cette fois dya, :

n

nTil n—2 ZnT72 ny23 (n+2)/2
O, )\18>\% o N —c1o1\ —i—O((O’l)\l) ) ,

n—1 n—2
le premier terme 8)\22 Al ? étant en )\1_1 et se simplifiant dans la dérivation avec le terme A;.
1

/2

1 . - . .
Nous avons donc dy,a, ~ 01A}’" et par conséquent S}\lp la,| < C(o2)072 /2 ce qui convient

1
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comme précédemment.

Nous avons donc l'estimation pour k = (n —1)/2 :
[all < Cop 2o~ (og) "7 V12,
et dans ce cas pour m = (n — 3)/2 + €, nous obtenons :
W=D (01,028, 7)| < Ol /2y~ (/22 ) 71, (3.2.47a)
2e sous-cas : 01 > 1. Nous écrivons
PN, A2) = (p(A1, A5) = p(0,23)) + p(0,23) = p(0,A3) + O(AD).

Le terme en O(\}) se traite comme le ler sous-cas car il nous permet deux dérivations
supplémentaires par rapport a k. L’intégration par rapport a A; du terme correspondant a
p(0,\2) s’écrit en fait

Cnoy T / "M T, (a1 M) d(A1)dA

Comme nous avons ’estimation (qui correspond a ’estimation dispersive pour l'opérateur libre) :

< C|t|™/2,

Cnoy T / "M T, (o1 M1 )d\

nous pouvons remplacer ¢ par 1 — ¢ et ainsi remplacer 7, (o1 A1) par Z eii"l’\lbf(al)\l). Nous

+
avons alors & estimer (premier terme du développement de b) :
‘/ PEPANATTIR (1 — g)(An)d
ce qui a été fait par Vodev dans [74] qui a obtenu une majoration par < C|t|7"/ QUEn_l)/ 2 lorsque
01 Z 1.
On a donc

< Clt| 2022 < Cpt 2,

Cno T / "™ 7, (a1 01)d(A1)d A

comme n > 3 et o1 > 1. Comme dans le premier sous-cas, dans la majoration de Wl(l) n’apparait
que le terme dépendant de o9. Par conséquent si |A1| < 1, nous obtenons pour m = (n—3)/2+¢ :

W=D (01,028, 7)| < Ol /2y~ (= 9/22 ) 71, (3:2470)

Fin de la preuve :

Par (3.2.40), (3.2.44), (3.2.47a) et (3.2.47b), nous obtenons
|W1(O'1,0'2,t,’}/)|
< Ct—n/?,y—(n—?))/Z—a (Ul—n+2<01>n—2<02>—1+5 + 02—n+2<02>n—2<01>—1+5 + <U2>—1+5)

S Ct_”/ny_(”_?’)/Q—E (Ul—n+2 +0_2—n+2 + <0_1>—1+8 + <O_2>—1+a)
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< Ct—n/Q,y—(n—?))/Q—a (Ul—n+2 + 0.2—n+2 + 0.1—1+€ + 02—1+e) :

qui est I'estimation désirée. O

En prenant v = h?" avec une constante convenablement choisie B > 0, nous déduisons de
(CS2), (3.2.14)-(3.2.18) et (3.2.21),

[0 (t; ) f = F(£)¢(h*Go) f| 1

< CHPE™2|[fll o + CRP W (t; h) f — Ft))(R2Go)f|| o s Vf € LY, (3.2.48)

avec une certaine constante 8 > 0. en prenant h suffisamment petit, nous pouvons absorber le
second terme du membre de droite de (3.2.48), et obtenir finalement (CS3). O
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3.3 Estimations dispersives en dimension n = 2

Théoreme 3.18 Si V vérifie (V2), alors étant donné un ag > 0, nous avons pour tout a > ag
e xa(@)] < ClHY, (D15)
pour une constante C > 0.
Soit ¢ € C§°((0,+00)). On introduit
(t; h) = eCY(h2G) — ™G0 (h2Gy).
Le théoreme 3.17 résulte de I’estimation suivante :

Proposition 3.19 Sous les hypothéses du théoreme 3.17, il existe des constantes positives C et
hg telles que nous ayons, pour 0 < h < hg,

19t Wl < CHY2H, t £0. (CS-2)
Preuve du théoréme : écrivons

1
o) :/0 V(o)™ 1dl, o >0,

ou Y(0) = oxj(o) € C§°((0,+00)), et en utilisant (CS-2), nous obtenons

xal@) X G 1 < [ VB, 070

1
< C|t|_1/ g1/ 2q < )t (3.3.1)
0
I1 est évident que (D15) résulte (3.3.1) et de l'estimation pour 'opérateur libre Go.

Preuve de (CS-2). Nous allons déduire (CS-2) des estimations déja connues pour I’équation
des ondes en dimension 2. Pour cela, nous allons utiliser I'identité

e o(h2A2) = / e (t, T)dr, (3.3.2)

ot ¢ € C§°((0,400)), ¢ = 1 sur supp ¢1, les fonctions v et ¢ étant définies comme d’habitude,
et

Cu(t,T) = (2m) 71 / N ITAG (RN N = W G (th 2, rh ). (3.3.3)
0
Nous déduisons de (3.3.2) la formule
"Gy (h2G / Cu(t, 7)™V CP(R2G) dr (3.3.4)
En intégrant par parties dans (3.3.3), nous obtenons

attm) =5 () + 0w n),

avec

)= [T
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ot les fonctions ¢; sont C5°((0,400)). En utilisant 'estimation (C.10) montrée en appendice,

la fonction Cl(j ) vérifie les estimations bien connues suivantes (pour tout t #0, 7 € R)
)| <o
qui implique (pour tout ¢t # 0, 7 € R)
i, 7)] < CJt 72 (r).
Comme nous avons aussi toujours d’apres l'estimation (C.10) (pour tout ¢ # 0, 7 € R)
Gat, )| < Cle =2,
par interpolation, nous obtenons
Gt m) < CIRIT2 ()%, Vo< s <.
En particulier pour s = 1/2, cela donne
it )| < CIHm)Y2,

et donc
Ch(t,7)| < Chlt| " rh™ )2, (3.3.5)

Nous pouvons exprimer le comparateur W(¢; 1) & I'aide du comparateur ®(¢; k) :
U(t; h) = /OO Cn(t, 7)® (T, h)dT.
Rappelons la décomposition de ®(; h) = &1 (t; h) + P(t; h) avec
1 (t; h) = (1(h2G) — 1 (h2Go)) €V p(h2G)
+h1 (h2Go)e™ % (p(h*G) — P(h*Go))
—itha (WG sin (1/Go) (w(W*G) — w(W*Go)
i (h2Go) sin (WCTO) (@Z(fﬂe) - J(fﬂGo)) :
Bo(t; h) = —h/ D (h Go)sm( (t—7) Go) VerVey(h2Q)dr,

ol 1 € C°((0,400)), ¥ = 1 on supp,i(0) = o'/%(a), 1(0) = 0~ /2¢1 (o). Ce qui permet
d’écrire une décomposition de ¥ (t; h) = Wy (t; h) + Ua(t; h) avec

neh) = [~ aen i wah) = [ Gtneum b,
Nous cherchons & estimer (U(t;h)f,g). Regardons par exemple

Terme 1 = /OO Cn(t,T) <¢1(h2G0)6i7m (¢(h2G) - T/J(h2G0)) fa9> dr
En utilisant (3.3.5) et (E7), nous obtenons

| Terme 1 | < C’hs/z\t\_l/

—00

2 [ [ 1Rl =l @lldrdady.
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En utilisant (2.3.7a) puis (V2), nous avons
| Terme 1| < CRY2[| 7 £ 1|9l 1
En traitant de la méme maniere, les termes apparaissant dans ¥ (¢, h), nous obtenons
(@1t h)f, )| < CRY2E M fllallgll o + CRY2 W (s )| e L f 1L gl (3.3.6)

Pour traiter le cas de Wa(t; h), écrivons
Wattin)fg) = h [~ [ Guler) (VerVOuR6) . sinl(r - 7\ Go) (Culg ) i dr
En utilisant de nouveau (3.3.5) et en introduisant le noyau K, :
[(Wa(t; h) f, 9)]
<o [ [ [ [ty e R - e = )| o)l [vem w6 o) drdr dady,

En utilisant (rh™1)/2 < C ((T'h_1>1/2 + (1 — T’)h_1>1/2), puis en majorant les intégrales en

temps par des intégrales sur (—oo, o), nous obtenons

washfal <™ [ [ [ Rl nllaldr [ En AV S e dedy

o [ [ e R~ slnllawlar [ (Ve VOu06) f(@)lar dudy.

En utilisant (2.3.7a), nous pouvons écrire

wai) g < ol [ gty g ) Ve VU026 f @)l dady

ron ™ [ [ [ Wereue6) ot e dedy

En utilisant (7'h~1)1/2 < C(1+ |7/|*/2h~1/2) et en utilisant (|2 —y[h ™)~/ < 1 dans Dintégrale
qui correspond & 1, nous obtenons

(ot h) f 9)| < CRY2[E™! L /R /_ (le—ylh™") " lg()l7'[* Ve VO (h*G) f ()| dr dady

+Chlt|” 1/R2 /112/ ”l‘ﬁw R2G) f(2)||g(y)|dr’ dxdy. (3.3.7)

En utilisant (P8) avec s = 1/2 pour la premiere intégrale et (P8) avec s = 0 pour la seconde
intégrale, nous avons finalement

[(Ta(t; h) f,9)| < CRM2[E| 7Y, (3.3.8)
comme 0 < h < 1. Ainsi, nous obtenons en regroupant (3.3.6) et (3.3.8) :
(W(t:h)f,9)| < ChY2 Wt h) fll pos llgllce + CR2 I g gl o,

qui implique clairement (CS-2) pour h pris suffisamment petit.
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A Appendice 1 : Remarques sur les hypothéses sur le potentiel

Hypotheése 4 Hypothése en dimension 2
— hypothése de décroissance :

VeL*R?), |V(z)<Clz)™, (V2(9))

avec 6 > 3/2 pour l’équation des ondes et § > 2 pour l’équation de Schréidinger.
— hypothese en rapport avec le noyau de la résolvante :

sup / |z — y| V2|V (2)|dz < C < +o00. (V2)
yeR? JR2

Hypothése 5 Hypothése en dimension 3
— hypothése de décroissance :

VeL*RY), |V(z)<Clz)™, (V3(9))

avec 6 > 2 pour l’équation des ondes et § > 5/2 pour l’équation de Schréidinger.
— hypothése en rapport avec le noyau de la résolvante :

sup / lz —y| YV (x)|dr < C < 4o0. (V3)
yeR3 JR3
— hypothese d’intégrabilité :
Vel R?, 0<ex1 (L3/2-),
Vel R?), 0<ex1 (L3/2+).

Hypotheése 6 Hypothése en dimension n > 4
— hypothése de décroissance :

Ve L®R"), |V(z)|<CO), (Vn(d))

avec § > (n+1)/2 pour équation des ondes et § > (n+2)/2 pour ’équation de Schridin-
ger.

— hypothése en rapport avec le noyau de la résolvante :
— pour l’équation des ondes

sup / (|1: — y|_"Jr2 + |z — y|_nT_1) |V (z)|dx < +oc. (VOn)
yeRn n

— pour ’équation de Schridinger

sup / (|x —y| T 4 | — y|_nT_2+a) |[V(z)|de < o0, 0<e< 1. (VSn)
yERn n

Remarque A.1 Si|z| <|y|/2, nous avons
|z =yl = [yl = || = [y]/2 = |,
Si |x| > |y|/2, nous avons

(@ —y)?=1+lz -y’ <1+2(jz + |y*) < 1+10Jz* < 10(z)*.
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Remarque A.2 (Dimension n > 4)
Pour Uéquation des ondes, si (Vn(d)) est vérifiée avec § > (n+ 1)/2, alors (VOn) est vérifiée.

n p—
En effet, soit

n
<k<n-2 etsoz‘t5>0telque(5:%+s. Nous avons

/ ‘iﬁ—y’_ﬂV(aj)\d:L‘ﬁ C/ |$—y|_k<x>_nT+l_5d$.
R" R~

Nous séparons lintégrale en deuzx parties |x| > |y|/2 et |z| < |y|/2. Nous avons en utilisant la
remarque précédente :

/ |$—y|_k|V(x)|dx§C/ |x_y|_k<l‘—y>_n7+1_5d$7
lz|>[yl/2 2> yl/2
et
/ |z — yrk’V(x)‘ dr < c/ ‘$|7k<x>*nTH*5 d.
|lz|<|yl/2 \2|<|yl/2

En majorant les intégrales par des intégrales sur R"™, puis en effectuant le changement de va-
riables z = x — y dans la premiére et ensuite p = |z| dans les deux intégrales des termes de
droite, nous obtenons

/R & — ||V ()| dz < C /O IR () .

Prés de 0, lintégrande se comporte comme p" * =1 qui est intégrable pourvu que n —k—1 > —1

soit k < n, ce qui est le cas comme k < n — 2. Prés de l'infini, lintégrande se comporte comme
n—1
p”/2*3/2*5*k qui est intégrable pourvu que n/2 —3/2 —e — k < —1 soit k > — €, ce qui

) n—1
est le cas comme nous avons supposé k > —5 Nous avons donc

n—1

5 <k<n-2

/ |z —y|*|V(z)|de < C < +o0  pour

Rn

Ce qui prouve le résultat annoncé. Nous avons le méme résultat pour l’équation de Schrédinger :
(Vn(9)) avec (6 > (n+2)/2) = (VSn)

Remarque A.3 (Dimension 2)
Pour l’équation des ondes, si (V(5)) est vérifiée avec § > 3/2 alors (V2) est vérifiée. Comme
dans le cas n > 4 puisque pour 6 > 3/2, nous montrerions

1
/ |z —y|*|V(2)|de < C < +oo  pour — 3 <k<O.
RTL

Nous avons le méme résultat pour I’équation de Schréodinger comme & > 2 implique 6 > 3/2.

Remarque A.4 (Dimension 3)
1 1
Si (V(5)) est vérifiée pour 6 > 2, alors (L3/2-) est vérifiée pour e < 3 <2 - 5) et (V3) est

vérifiée. En effet, si (V(0)) est vérifiée, nous avons

/ V()3 %de < C | (2)7°G/29)dy,
R3 R3
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En effectuant le changement de variables p = |x|, nous obtenons une majoration par

/ V(@) de < C / P2 () ~98/2-2) g,
R3 0

2 9
Pour (V3), comme dans le cas n > 4 puisque pour § > 2, nous montrerions

1 1
qui est intégrable pour 2 — 6(3/2 —e) < —1 soit e < 3 ( - ) D’ou (L3/2-).

/ |z —y| *|V(z)|de < C < +o0, pourk =1.
Rn
Nous avons le méme résultat pour I’équation de Schrdodinger comme & > 5/2 implique § > 2.

Si (L3/2¢c-) et (L3/2+) sont vérifiées, nous avons (V3). En effet, en séparant l'intégrale en deux
parties puis en utilisant l'inégalité de Holder, nous avons

/ oy |V (2)|da
R3

1/p 1/q 1/p’
< / v / o -y dz) + / v / o —y| T de
lz—y|<1 |lz—y|<1 |z—y|>1 lz—y|>1

1 1
v

1/¢

avec — + — =1 et = 1. En effectuant le changement de variables p = |x — y|, nous

obtenons :

) L 1/q +oo 1/q
[t s Wi < i, ([ oae) vl ([ )

En prenant, p = 3/2+¢ etp = 3/2—¢, p>~? est intégrable en 0 et p2_q/ l’est en +00. Finalement,
[ o= s Vi@lde < € (W lsjzre + Vo)

Remarque A.5 Si (L3/2-) est vérifiée, nous avons d’apres l'inégalité de Hélder :

/m V()| <fv;y>‘1dx < (/lvv’)l/p </<x;y>_qu>uq.

Effectuons le changement de variables p = |x — y|/h dans la seconde intégrale, ce qui donne :

o) o) )

En choisissant p=3/2 — ¢, on a ¢ = (3 —2¢)/(1 — 2¢) et donc
1/q
(/ p2<p>_qdp> < C < +00.

3 4e
De plus, nous avons — = 1— et nous pouvons donc écrire, en posant 0 < v =
q 3— 2 3— 2

/R3 V()] <x - y>_1 dx < ChY. (A.1.1)

<1:
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Remarque A.6 Nous avons (VSn) = (VOn) en dimension n > 4. En effet, nous avons pour
e —y| >1:

—1

o=y < -y <oy
et pour |z —y| <1 :
n—2 n—1
o=y <oyl T S oy,

Donc si (VSn) est vérifiée

sup [ (o =yl o=y ) V(@)lda
yeRﬁ n

< sup / M—MWWWMM+/
yeR™ \ J|z—y|<1 |

r—y|>1

x—yr%“ﬂvwwm)

< sup / (]a; —y| " |z - y|*n772+5> |V (z)|dx < C < +o0.
yeRM n
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B Appendice 2 : Quelques propriétés autour de la résolvante

B.1 Définition et formules liant R et R,

Nous définissons les résolvantes libre et perturbée par
Ro(2) = (Ho — )" pour = ¢ o(Ho),

R(z)=(H —2)"! pour z¢o(H).
Puis nous définissons

RE(\?) = lim  Ro(z),
z—A2,+Im 2>0

RE(\?) = lim  R(2).
2—A2 +Im 2>0
Nous avons les formules suivantes :
R*(\) — Ry (A) = Ry (MVR*(\) = R*(\)V Ry ().
Si (14 VRo(2))"!et (1+ Ry(2)V)~! existent,
R(2) = (1+ Ro(2)V) " Ro(z) = Ro(2)(1 + VRo(2)) "
De méme si les inverses existent,
R*(N) = R™(\) = (1+ Ry (WV) ™ (RF(N) = Ry (\) (1 + Ry (V) ™.

La premiere formule par itération donne une série de Born.

B.2 Résultats autour des noyaux des propagateurs

Pour £Im z > 0, écrivons
Ron(2) = (B*Go— 247", Ry(2) = (PG —2*)7"
Le noyau de I'opérateur Rojfh(z) est de la forme R}jf(|x — ), z) avec
ot

4(2m)v

Rf(0,2) = +h™? HE(0z/h) = h""RE(oh™ 1, 2),

oit H;E(z) sont les fonctions de Hankel sortante et entrante d’ordre v = (n — 2)/2.
A Taide de la formule

VY (h2Gly) = (i) ! / T N(N) (RS (V) — Ry (X)) Ad,
0

le noyau de l'opérateur eitmw(hQGo) est de la forme Kj,(|x — yl,t) avec

O_—2V

Kl(zw)(avt) = 2t

/OO e T, (NP (REN)NdN = K"Ky (ch™ ! th™). (B.2.1)
0

o J,(2) = 2" Jy(2), Ju(2) = (H,f (2)+ H, (2))/2 est la fonction de Bessel d’ordre v = (n—2)/2.
Nous avons le développement suivant

> 2\ 2k 1
> 14 (3) MO+ ka1 |

90



De la méme maniere, a I'aide de la formule
G0 (h2Gy) = (m')—l/ N (h2A?) (RE(N) — Ry (A)) AdA,
0

le noyau de Popérateur e?“°¢)(h2Gy) est de la forme K (\x —y|,t) on

O_—2V

s
K}(z N(o,t) = @)1

/OO N P(W2ND) T (e NN dA = h K (oh ™ th2). (B.22)
0

Comme nous avons la décomposition J,(z) = eb} (z) + e b, (z) pour z grand, il sera
des fois judicieux de décomposer K ™) (ou K9) sous la forme K+ 4+ K@= on K@+ sont
(w)

définis en remplacant dans la définition de K," la fonction J, (o)) par e £7bF (7)) lorsque nous
souhaiterons obtenir des estimations plus fines sur les noyaux pour ¢ > 1. Ainsi :

K% (0,t) = / N ()b (o) d, (B.2.3)

h~ 10.—21/
(2m)v+l

ot Y(A) = Ag(N?).

Lemme B.1 Nous avons les estimations suivantes pour tout o > 0,t#0 et h >0 :
K" (0,6)] < O (o) D% 520, pourn>2, (N1)
K\ (0,0)] < Ol 7h= iD= (D20 0 <5 < (n—1)/2, pourn>2,  (N2)
|K’S,S)(O-7 H)| < Chs= DRy =571 26=(=D/24s <5< (n—1)/2, pourn > 3. (N3)

Preuve de (N1) : Séparons les cas n > 3 et n = 2. Soit n > 3. Il est connu que la fonction
Ju(z) vérifie les bornes

ij(z)‘ < C’kz("73)/2, z>1,

pour tout entier k£ > 0, alors que pres de z = 0, la fonction 7, () est égale & z2” fois une fonction
analytique paire. Par conséquent, nous avons, pour n > 3,

Zj,,(z)‘ <O 0<2<1,0<k<n—2, (B.2.4)

Ainsi, nous obtenons pour n > 3,

Zj,,(z)‘ < IR D/ 2R S 0 0 < k< n— 2. (B.2.5)
Nous avons aussi pour n > 3
017, (2)| < Cij(2)("=3/2 vz >0,V > 0. (B.2.6)

Soit n > 3 et soit m un entier tel que 0 < m < n — 2. En intégrant par parties m fois
0_721/

(it)" K{" (o) = o

/ e p(A2) T (o A AdA,
0

et en utilisant (B.2.5), nous obtenons

K" (0,8)] < Co™

/0 h e (VAT (G A)A) dA
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RS o+,
<Co™? Zak/ ’ TN (aA)’d)\
k=0 supp

—2uzo_k n—2— k —(n—1)/2+k

< C<O.>—(n—1)/2+m‘

Soit maintenant un entier m tel que m > n — 2. En intégrant par parties m fois, nous obtenons

K" (0,1) < Co™%

/0 h e (YN Ty (aA)N) d)\’

m

< Co~¥ Zak/
k=0 supp

"7,
ONF

(0)\)' dA.

Puis en utilisant (B.2.5) et (B.2.6),

n—2 m
|th£'w)(o_, 1) < Co~2 (Z O,k;o_n—Q—k<O_>—(n—1)/2+k + Z O_k<0.>(n—3)/2> )

k=0 k=n—1

Nous avons pour la premiere somme

n—2
g2 Za_nf2<0_>7(nfl)/2+k < C<0_>(n73)/2

)

et pour la deuxieme somme

<a>(”_3)/20 <C, o petit,

g2 Z Uk<0'>(n_3)/2§

k=n—1 —n+20_m0_(n—3)/2

o m—(n—1)/2

=0 , o grand.
Comme m > n — 1, nous avons m — (n — 1)/2 > (n — 3)/2 et donc finalement
K" (0,8)] < Com— (D)2,
Ce qui prouve
1K) (0,1)] < Clt| "™ ()= =D/, (B.2.7)

pour tout entier m > 0 et donc pour tout réel s > 0 par interpolation. En écrivant (B.2.7) pour
s=0et s >0 eten utilisant 1 + [¢|7° < C(t)~*, nous en déduisons (N1) pour tout réel s > 0.

Soit maintenant n = 2. Nous avons

[e.9]

Jo(z) = Z(—l)kckz% =1l—c2®+--
k=0

donc pres de 0, nous avons

> Jo(z)| < C, pour k pair > Jo(z)| < C|z|, pour k impair.
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Pres de linfini, nous avons l’estimation ‘8£J0(z)’ < C|z|~"? pour tout k. En regroupant les
deux types de comportement, cela donne

85J0(z)‘ < C(z)"Y?  k pair,

O Jo(2)| < Cz(2)7%2,  k impair,

que nous pouvons en fait regrouper en

FJ(z)| < Cl)"? vk >o.

Le méme type raisonnement que dans le cas n > 3 nous conduit a estimer pour un entier m > 0

m k
m ¢ () k Ty
[t K, (o,t)| < C E o / ‘8)\"3

(U)\)‘ dX < CZUk<O'>_1/2.
k=0  suppv k=0

Finalement, nous obtenons pour tout entier m > 0 :
K" (0,8)] < Clo)™ 12,

et donc par interpolation, nous obtenons (N1) pour tout réel s > 0.
O

Preuve de (N2) : D’apres (N1) et comme K}(lw)(a,t) = h_”ng)(ah_l,th_l), nous avons
pourc >0et 0<s<(n—1)/2

K\ (0,1)] < Ch™"|th™Y|5(oh ™1y~ (= 1/2,
Comme nous avons pour 0 < s < (n—1)/2
<O,h—1>—(n—1)/2+s < h(n_l)/2_80'_(n_1)/2+5,

nous obtenons
|K}(lw) (0_’ t)‘ < Ch—(n+1)/2|t|—so_s—(n—1)/2‘

|

Preuve de (N3) : Réécrivons K fS)(U, t) en effectuant le changement de variables A% — ) :

—2v

($)__©o > it

Soit m > 0 un entier. Intégrons par parties thF)(a, t) :

o2V 0o m
(it)" K% (0, 1) = T /0 e”*ij (PO To(eVA) ) ax

Dl AN LIENATN
k=0 0

ot Yk € C§°((0,+00)). Effectuons le changement de variables A — A2, nous obtenons

()" KD 0.0) = 300" [T g, ()T (oA
k=0 0
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ot ¢x(\) = 2X\1p(A?). Pour estimer le terme de droite, nous allons utiliser I'inégalité prouvée en
appendice (C.10)-(C.12) :

oo A2 —iTA -1/21 2
/ NG dA| < Ol

< Cylt|™ 12 sup sup |& qb( )
0<j<1AeR

, Vt#0,7€R, (B.2.8)

pour ¢ € C§°([—b,b]) avec b > 0 et Cj, > 0 une constante indépendante de ¢, 7 et ¢. Séparons
lescas0<o<leto>1.
Pour 0 < o <1, I'inégalité précédente donne

[t K1 (o,t)| < CJt|~ UQZU’“ 2 sup sup
0<j <1 AEsupp pm—k

THNoN)|.

Comme il est connu que pres de 0, la fonction 7, (z) est égal & z?¥ fois une fonction analytique,
nous avons pour 0 < z < zp :

zjy(z)‘ <C7k 0<k<n-2,

zjy(z)‘ <Ci, k>n-—1,

avec des constantes C, C dépendantes de zg. Séparons la somme de 0 & m en deux sommes : la
premiere avec les termes de 0 & n — 2 et les autres de n — 1 & m (la deuxiéme somme est nulle
si m <n — 2). Nous avons dans la premiére somme

sup sup
0<j<1 AEsupp dm—k

TSN (o) < Co

donc la premiere somme est majorée par une constante. Dans la deuxieme somme, nous avons

sup sup
0<j<1 AE€supp dm—k

TII @A) < .

donc la deuxieme somme est majorée par Z 0" "*2 < ¢ comme 0 < o < 1. Finalement,
k=n—1

1K (0,4)] < Coalt| ™™ Y2, VE£0,0<0 <1, (B.2.9)

pour tout entier m > 0 avec une constante Cp, > 0 indépendante de t et o. Clairement, (B.2.9)
reste vraie pour m = s pour tout réel 0 < s < (n —1)/2, ce qui implique (N3) pour h = 1 dans
ce cas.
Pour ¢ > 1, nous devons décomposer J,,(z) en J,(z) = €**b; () + e~*b, (2) avec des fonctions
bt (z) vérifiant

lagbf(z)‘ < CjznT_d_j, Yz > 2o, (B.2.10)
pour tout entier j > 0 et tout z9 > 0, avec une constante C; > 0 dépendante de j et zp mais

(S) _

indépendante de z. Nous pouvons alors écrire K"’ = K 1+ +K;,ou K f[ est défini en remplacant
J,(2) par eT*bF(2). Nous avons

j(k Z eizzbﬂ:
olt les fonctions b, vérifient aussi (B.2.10). Nous avons ainsi en utilisant 1'inégalité (B.2.8) :

t"KE (o, 1) < CJt|~ 1/2ZZak 2 sup sup
par 0<<1 AEsupp b

(bik)U)(UA)‘v
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et comme

Ot ()| < €2 T SO, Vazz, =01,
nous obtenons finalement :

Ui -1
1K E (o, 0)] < 2y o5tk

k=0

Par conséquent
|KE(0,t)] < Cplt| ™20~ =0/20m -y £ 0,0 > 1, (B.2.11)

pour tout entier m > 0 avec une constante C,, > 0 indépendante de t et o. Il est clair que
(B.2.11) reste vraie pour m = s pour tout réel 0 < s < (n — 1)/2, ce qui implique (N3) pour
h =1 dans ce cas.

Comme K}(ls)(a, t) = h‘”K{S) (ch™1,th™1), nous en déduisons (N3) pour tout h. O

Ces résultats sur les noyaux des propagateurs permettent d’obtenir les estimations dispersives
pour ’équation des ondes et de Schrodinger libres.

Proposition B.2 Estimations dispersives pour ’équation des ondes libre
~ Estimation L' — L® a basses fréquences (n > 3, 1ére version)

‘ eitmGa(n+1)/4n( \/GT))‘

— Estimation L' — L™ q basses fréquences (n > 3, 2nde version)

<o)~ D 210g 2+ |t]), V. (OB1)

L1 oo

e VeS| I o () LA 3 (0B2)
— Estimation L' — L™ a hautes fréquences (n > 2)
. _ntl_ -
VG GTTT TF 4 (Go) <Clt|~"z. (OH)
)L S

Nous rappelons Uestimation dispersive LF' — LP pour 'équation des ondes libre (avec 2 <
p<+oo,a=1—2/pet 1/p+1/p' = 1) prouvée par Strichartz dans [69] et [70]
. _gntl n—
ezt\/CToGoa 1 < C‘t‘_aTl. (O)
L' —Lp

Proposition B.3 Estimations dispersives pour l’équation de Schrédinger libre.
Estimation LP' — LP qvec 2 < p<+4oceta=1-2/p:

€%\ g < ClEI73, (S)

Preuve de (OB) : Le noyau de l'opérateur apparaissant dans le membre de gauche de (OB)
est de la forme K(|z — y|,t), ou

K(o,t) = ¢po "2 / AN 2 (N T (G N)dA.
0

Lorsque [t| < 2, en utilisant que J,(z) = O(2"~2), Vz > 0, nous avons |K(o,t)] < C, ce qui
implique (OB) dans ce cas. Dans ce qui suit, nous supposerons donc [t| > 2. Soit ¢ € C§°(R),
¢(p) =1 for |u| <1, ¢(n) = 0 pour |u| > 2. Nous écrivons K = K1 + Ko, ou

Ki(0,t) = cpo "2 / NI ED 20 (N (6T,) (0 N)dA,
0
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Ka(o:0) = cpr ™2 [T EON0H 2, 0)((1 - 9)7,) (0N) A
0

Comme ((1 — ¢)7,)(z) = O(2(*=3)/2), ¥z > 0, (comportement de 7, & I'infini), nous avons
Const
|Ky(0,t)] < Co—(=1)/2 / AN < Co~ (D2 10g(o). (B.2.12)

o1

11 suit de (B.2.12) que pour [t|/2 < o < 2|t|, nous avons
|Ky(0,t)] < Clt|~ ™ D2 10g|t]. (B.2.13)

Soit maintenant o ¢ [|t|/2,2[t|]. Nous écrivons Ky comme K, + K, , ou
KF(0o0) = enr ™42 [N, ) (1 ) )
0

avec des fonctions b qui vérifient
006 (2)] < C;2n3/270 0 >0, 2> 1.

En intégrant par parties m > 1 fois, nous obtenons

KE(0,1)] < Ca‘”+2\tj:0]_m/ ng 72, () [(@ (1 - )t (03)| ax

Const ™
_n+2’tia|—m/ ng I AL (/27 (3 (n=8)/2—(m=3) g

Const
< Co D2 4 g|-m /

(e

AN < Cam_(n_l)/Q‘tﬂ:J‘_m/ U_l_mdu
1

-1
< Com=D2) 4 5|7 < O™ (D2 M (B.2.14)

comme |t + o| > |t|/2 dans ce cas, pour tout entier m > 1, et par conséquent pour tout réel
m > 1. En prenant m = (n — 1)/2 dans (B.2.14), nous obtenons

|Ko(o,t)| < Clt|~=D720 it o ¢ [|t]/2, 2]t]). (B.2.15)

Pour traiter K7 nous allons utiliser que (¢J,)(z) = 2" 2

Nous écrivons

g(z) avec une fonction g € C°(R).
Ki(o,t) = cn/o N =3)/20 (X)) g(oN)dA.

Lemme B.4 Pour tout k > 1, nous avons

/ e”’\)\k_lna()\)g(a)\)d)\’ < Cylt|™*, (B.2.16)
0

avec une constante Cy, > 0 indépendante de t et o.

Preuve. Si k > 1 est un entier, nous intégrons par parties k fois pour obtenir

[ gty

96



<17 [ RO g dr+ ] [k O (Wg oA

<t /0 S oI N 1 (@g) (M)A + [t /0 (D] g(oN) dA + [ *1g(0)
j=1

k 9] ) 9
s|t|-k; /0 (oN) 1 (@] g) (oN)|d(oN) + 1] /0 LVl + 6] lg(0)] < Cilt| .

Nous utilisons alors I'interpolation complexe pour prouver (B.2.16) pour tout réel k£ > 1. O
En appliquant (B.2.16) avec k = (n — 1)/2 nous obtenons
|K1(o,t)| < Ct| D72, (B.2.17)
Maintenant (OB) résulte de (B.2.13), (B.2.15) et (B.2.17). 0
Preuve de (OH) : (N2) avec s = (n — 1)/2 donne
K§(0,)] < Clt|= (=02 (/2.

Par conséquent

eV (h2G)|

< C'sup ]K,(Zw) (0,8)] < Ch=(M+D/2|g~(n=1)/2
Li—Lee >0

Ensuite, en écrivant

1
O_—(n+1)/4—exa(o_):/ w(Ug)g(n-l-l)M—i-e—ldH’
0

avec 1h(0) = o'~ (DA (0) € C5°((0, +00)), nous obtenons

1
<
L1 o0 0

1
< C‘ﬂ(nl)/?/ 6-1<qp < Clt|~ /2.
0

9(n+1)/4+6—1d0
L1 oo

eit\/CToGa(”'*'l)/‘l—exa(Go) ‘

S eh]

Dot (OH).
Od

Preuve de (S) : Si u vérifie '’équation de Schrodinger id;u + Gou = 0 avec condition initiale
u(0,x) = up(z) pour tout x € R™, nous obtenons en utilisant la transformée de Fourier par
rapport & x que 4 vérifie :

0y + |€)20 =0, a(0,€) = dp(€), VE € R™
Equation dont on connait la solution :
at) = elltgq,
De cette expression, nous en déduisons la conservation de I’énergie

lu@ |l 2mry = la()lL2mmy = ol L2rry = lluoll 2mn)-
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Nous en déduisons aussi par transformée de Fourier inverse :

‘o) — 1 i'fo‘Q i
u(t,r) = W Rne up(y) dy.

D’ou 'on déduit
[u(®) | e gy < ClEI"?[luollprmey,  t#0.

Par interpolation entre les estimations L? — L? et L' — L, nous en déduisons l’estimation
LY — LP pour tout 2 < p < 400, c’est-a-dire (S). O
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Appendice 3 : Quelques inégalités utilisées

1. Inégalité de Cauchy

a? b

abS 54‘5 (a,bER), (Cl)
b2
ab§6a2+4—6 (a,be R, e>0). (C.2)
2. Inégalité de Young. Soit 1 < p, g < oo, 1/p+1/q=1.

aP bl
ab< —+ — (a,beR), (C.3)

p q
ab < ea? + C(e)b? (a,be R, e >0, C(e) = (ep)~¥Pgh). (C.4)

3. Inégalité de Holder. Soit 1 <p, g < oo, 1/p+1/g=1.Siu € LP et v € LY, alors

[ vl <l lo]ze (C5)
4. Inégalité de Minkowski. Soit 1 < p < oo et soit u, v € LP. Alors
lu+vllze < ullzr + [lv]lzr- (C.6)

1
5. Inégalité d’interpolation pour les normes LP. Supposons 1 < s < r <t < oo et — =

0 1-—40
-+ — Supposons aussi w € LN L. Alors v € L" et
s

0 —0
lull e < ol (C.7)

6. Inégalité de Gronwall (forme différentielle).
— Soit 7(-) une fonction positive, absolument continue sur [0, 7], qui vérifie pour presque
tout t I'inéquation différentielle

n'(t) < o)) +$(8),
ou ¢(t) et (t) sont positives, intégrable sur [0, 7. Alors

0lt) < 20 (410) / v(s)ds). (©3)
pour tout 0 <t <T.

— En particulier, si < ¢n sur [0,T] et n(0) = 0, alors n = 0 sur [0, T].

7. Inégalité de Gronwall (forme intégrale).
— Soit £(t) une fonction positive, intégrable sur [0,7] qui vérifie pour presque tout t
I'inégalité intégrale

t
&) < /O £(s)ds + C,

pour des constantes Cy, Co > 0. Alors
£(t) < Cy (14 Crtet). (C.9)

pour presque tout 0 <t < T.
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t
— En particulier, si () < Cl/ &(s)ds pour presque tout 0 < ¢ < T, alors £(t) = 0
0

presque partout.

. Une autre inégalité utile :
+m . 2 . ~
[T e < el ol (€.10)
pour ¢ € C§°([—b,b]) avec b > 0.

Preuve : Définissons

J(T, t) — / 6Zt)‘2+”/\¢()\)d>\7

pour tout ¢t # 0 et tout réel 7. Observons que J(7,t) est fonction réguliere solution de
I’équation de Schrodinger en dimension 1

.0 0?
ZaJ(T,t) — ﬁJ(T’t) = 0,

J(1,0) = /OO TGN = (7).

—00

Comme nous connaissons la représentation explicite du noyau de la solution fondamentale :

00 la—bl2
J(r,t) = (—4mit) V2 / e~ T (7, 0)dr.

— 00

Ce qui implique que J(7,t) obéit & I’estimation dispersive usuelle en dimension 1 :
[ T(r,0) < Clt| 72T, 0)| -
Comme nous avons exactement J(7,0) = ¢(7), nous obtenons bien I'inégalité voulue. O

. Encore une autre inégalité utile :

e~ CoveltSo|| <[V, V. (C.11)

Preuve : En utilisant la noyau associé au propagateur *“0, nous pouvons écrire

HefitcoveitGofHLl _/
R”l

oaP
4t 4t

1 .
R

avec ¢(x,y,z) = . Apres calculs, nous trouvons
) b )

_ P =2 T -y
¢($7yaz)_ At +z o .

Nous pouvons donc écrire :

:/n

He—itGo VeitGofHLl

1
(4mt)m

2=zl i2.T=Y
e e 2t V(z)dz f(y) dy| dz,

100



10.

1 JwP=le? AT —y
(4mt)" /Rne v o )dzf(y)dy‘ dx.

:/Rn

Nous effectuons le changement de variables (z — y)/2t — x, ce qui donne

—itGoy itG _ 1
Jecovens], = [ |

/ eid)(x’y)V(x)f(y)dy‘ dz.

Nous pouvons donc obtenir la majoration suivante

. . 1 N
—itG itG
He Ve OfHL1 < W”VHUH.)CHL%
qui est 'estimation voulue. ]
Une autre inégalité utile
1 1
8z < @Iz < € [[Ahe]), < O s (M [dhe)]. (€12)
(=0 =0

Preuve de (C.12) : Par I'inégalité de Cauchy-Schwartz, nous avons
1611 :/ (DS Hdr < D)2 l(m) ()2 < CITS(T) |l 2.

Par le théoreme de Plancherel, nous avons

1
K)o lze = 16(D) 22 + 7d()] 22 = Cille(V) ]l 2 + Callg’ NIz < C Y 1958V 2.

=0

Enfin, nous avons
o0

ol = [~ 02600200 20 < Coupaon? [

—0o0 —0o0

(\)"2dX < Csup(A\)2p (M)
A

Finalement, nous avons bien

i [y
£=0

1
LSO sup () |3 (V)].
=0 A
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