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Raphaël Mourad
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Résumé

Les récentes technologies génomiques à haut-débit ont ouvert la voie aux études
d’association visant la caractérisation systématique à l’échelle du génome des facteurs
génétiques impliqués dans l’apparition des maladies génétiques complexes, telles que
l’asthme et le diabète. Dans ces études, le déséquilibre de liaison (linkage disequili-
brium, LD) reflète l’existence de dépendances complexes au sein des données géné-
tiques et joue un rôle central, puisqu’il permet une localisation précise des facteurs
génétiques. Néanmoins, la haute complexité du LD, ainsi que la dimension élevée des
données génétiques, constituent autant de difficultés à prendre en compte. Les tra-
vaux de recherche réalisés au cours de cette thèse se sont placés dans cette perspective.

La contribution des travaux de recherche présentés est double, puisqu’elle est à la
fois théorique et appliquée. Sur le plan théorique, nous avons proposé une nouvelle
approche de modélisation du LD. Elle est basée sur le développement d’un modèle
issu du domaine de l’intelligence artificielle et de l’apprentissage automatique, la forêt
de modèles hiérarchiques à classes latentes (FMHCL). Les nouveautés les plus signi-
ficatives introduites sont la possibilité de prendre en compte la nature floue du LD
et de hiérarchiser les différents degrés de LD. Un nouvel algorithme d’apprentissage
supportant le passage à l’échelle, nommé CFHLC, a été développé et décliné en deux
versions : la première nécessitant le découpage du génome en fenêtres contiguës pour
résoudre le problème de passage à l’échelle, et la seconde (CFHLC+), plus récente et
évoluée, résolvant le problème au moyen d’une fenêtre glissante sur le chromosome.
A l’aide d’un jeu de données réelles, la comparaison de la méthode CFHLC avec des
méthodes concurrentes a montré qu’elle offre une modélisation plus fine du LD. En
outre, l’apprentissage sur des données présentant des patrons de LD variés a démontré
la capacité de la FMHCL a reproduire fidèlement la structure du LD. Enfin, l’analyse
empirique de la complexité de l’apprentissage a montré la linéarité en temps lorsque
le nombre de variables à traiter augmente.

Sur le plan appliqué, nous avons exploré deux pistes de recherche : la recherche
de causalités et la visualisation synthétique et intuitive du LD. D’une part, une étude
systématique de la capacité des FMHCL à la recherche de causalités est illustrée
dans le contexte de la génétique d’association. Ce travail a établi les bases du dé-
veloppement de nouvelles méthodes de recherche dédiées à la découverte de facteurs
génétiques causaux pour les études d’association à l’échelle du génome. D’autre part,
une méthode a été développée pour la visualisation synthétique et intuitive du LD
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vi Résumé

adaptée aux trois principales situations que peut rencontrer le généticien : la visualisa-
tion du LD de courte distance, de longue distance et dans un contexte pangénomique.
Cette nouvelle méthode apporte des atouts majeurs qui sont les suivants : (i) le LD
par paires (deux variables) et le LD multilocus (deux variables ou plus) sont simul-
tanément visualisés, (ii) le LD de courte distance et le LD de longue distance sont
facilement distingués, et (iii) l’information est synthétisée de manière hiérarchique.



Abstract

Recent high-throughput genomic technologies opened the way for association stu-
dies aiming at the genome-wide characterization of genetic factors involved in complex
genetic diseases, such as asthma and diabetes. In these studies, linkage disequilibrium
(LD) reflects the existence of complex dependences in genetic data and plays a central
role, since it ensures a precise localization of genetic factors. Nevertheless, the high
complexity of LD, as well as the large dimension of genetic data, represents strong
difficulties to consider. Research works of this PhD were carried out in this context.

The contribution of research works presented here is twofold, since it is both
theoretical and applied. On the theoretical side, we proposed a new approach of LD
modeling. It is based on the development of a model coming from artificial intelli-
gence and machine learning, the forest of hierarchical latent class models (FHLCM).
The most significant contributions introduced are the ability of taking into account
the fuzzy nature of LD and organizing into a hierarchy the multiple LD degrees. A
novel scalable learning algorithm, named CFHLC, was developed in two versions :
the first requires to split genome into contiguous windows to resolve the scalability
issue, and the second (CFHLC+), more recent and advanced, implements a sliding
window on chromosome. Using a real dataset, the comparison of the CFHLC me-
thod with others revealed that the former offers a more accurate modeling of LD.
Besides, learning on data showing varying LD patterns showed the ability of FHLCM
to faithfully reproduce the LD structure. Finally, the empirical analysis of learning
complexity showed linearity in time when the number of variables to process increases.

On the applied side, we explored two research avenues : causal discovery and glo-
bal and intuitive visualization of LD. On the one hand, a systematic study of the
ability of FHLCM for causal discovery is illustrated in the context of genetic associa-
tion. This work established the basis of the development of novel methods for causal
genetic factor identification in genome-wide association studies. On the other hand,
a method was developed for the global and intuitive visualization of LD into three
main contexts that geneticist can meet : visualization of short-range, long-range and
genome-wide LD. This new method brings several assets as follows : (i) both pairwise
LD (two variables) and multilocus LD (more than two variables) are simultaneously
displayed, (ii) short-range and long-range LD are easily distinguished, and (iii) infor-
mation is summarized in a hierarchical manner.
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pertise de Christine, combinées aux conseils et au recul de Philippe ne pouvaient que
me tirer vers le haut. Je remercie également mon encadrant côté ”bio”, Jean-Jacques
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– Raphaël Mourad, Christine Sinoquet et Philippe Leray. Réseaux bayésiens hié-
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Rencontres de la Société Francophone de Classification (SFC), pages 25–29,
2010.
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3.2.2 Théorie de l’information . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
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4.4.3.1 Données réelles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

4.4.3.2 Données simulées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
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Liste des abréviations 129

Glossaire 131

Bibliographie 135



xvi Table des matières



Table des figures
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la forêt de modèles hiérarchiques à classes latentes (ancêtres du SNP
causal). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

5.7 Médiane des valeurs de −log10(p-value) pour les différentes couches de
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2 Introduction

1.1 Contexte

Parmi l’ensemble des maladies que nous pouvons rencontrer chez l’Homme, cer-
taines sont influencées par des facteurs génétiques et sont ainsi appelées ”génétiques”
[24]. 17370 maladies génétiques humaines ont été recensées en 2007 [59]. Celles-ci
peuvent impliquer des gènes ou des zones non géniques de l’acide désoxyribonucléique
(ADN). Les maladies génétiques se subdivisent en deux grandes catégories : maladies
monogéniques et maladies multifactorielles.

Les maladies de type monogénique, comme la mucoviscidose ou la phénylcéto-
nurie, sont causées par la mutation d’un seul gène. Par exemple, la phénylcétonurie
est due à une mutation dans la région du gène de la phénylalanine hydroxylase, une
enzyme essentielle au bon fonctionnement de l’organisme [80]. L’analyse génétique de
ce type de maladie s’est révélée relativement aisée et le progrès des connaissances a
été considérable dans ce domaine [25]. Cela provient du fait que, pour ce genre de
maladie, un seul facteur génétique est en cause. De plus, il est généralement le princi-
pal facteur de la maladie, l’influence de l’environnement demeurant souvent minime.
Ainsi, la part des facteurs génétiques dans le déterminisme de la maladie, appelée
aussi héritabilité, est souvent très importante [79]. Par exemple, la phénylcétonurie
montre une héritabilité avoisinant 100% [41]. En conséquence, les études sur ces ma-
ladies parviennent facilement à détecter la corrélation très forte qui existe entre le
gène et la maladie.

Les maladies multifactorielles sont causées conjointement par un ensemble de fac-
teurs génétiques et environnementaux. Ces maladies sont nombreuses : les diabètes de
types 1 et 2, l’hypertension artérielle, l’asthme, la polyarthrite rhumatöıde, la maladie
de Crohn, certains cancers et certaines maladies mentales comme la schizophrénie,
pour ne citer que quelques exemples. De plus, elles sont assez communes dans la po-
pulation, ce qui en fait un enjeu majeur de santé publique. Le diabète de type 2 est
un bon exemple de maladie multifactorielle [7, 20]. Il atteint des individus possédant
des antécédents familiaux ainsi qu’un mode de vie particulier comme l’inactivité phy-
sique [8]. L’obésité est aussi connue comme un facteur à risque dans l’apparition de la
maladie. L’étude des facteurs génétiques impliqués dans les maladies multifactorielles
a débuté par les analyses de liaison sur des familles [105], mais ces dernières ont été
le plus souvent infructueuses [70]. En effet, les analyses de liaison présentent de nom-
breux inconvénients : une localisation très imprécise de la mutation ou des mutations
responsables, une faible sensibilité aux effets modestes des facteurs génétiques et une
focalisation sur un sous-type de la maladie.

Les méthodes d’association basées sur l’étude de populations ont été proposées afin
de résoudre ce problème [17]. Ces méthodes d’association sont fondées sur l’existence
de dépendances statistiques, appelées déséquilibre de liaison (linkage disequilibrium,
LD), généralement observées entre positions (ou loci) proches sur l’ADN (distances
inférieures à 100 kilobases). Cette caractéristique biologique assure une localisation
fine des mutations causales non observées à l’aide de marqueurs génétiques adjacents
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(ce point important sera détaillé dans le chapitre 2, section 2.4.1, page 20). Récem-
ment, les nouvelles technologies génomiques à haut débit ont permis d’accéder à la
variabilité du génome entier à l’aide de centaines de milliers (voire plus d’un million)
de marqueurs génétiques : les polymorphismes d’un seul nucléotide (single nucleotide
polymorphism, SNP) figurent parmi les plus utilisés. Ces technologies ont ouvert la
voie aux études d’association pangénomiques (EAP) [62] vouées à la localisation sys-
tématique des mutations causales sur le génome humain.

Dans ce contexte, un certain nombre de grands projets de recherche ont vu le
jour pour la caractérisation systématique et approfondie de la variabilité génétique
dans les populations humaines. Citons notamment le projet HapMap qui a été mis
en œuvre en trois volets [96–98], et plus récemment, le projet 1000 génomes [95].

1.2 Objectif

Les recherches réalisées lors de la préparation de cette thèse de doctorat sont nées
de la volonté de développer de nouvelles méthodes bioinformatiques pour l’analyse
de données, en amont des études d’association pangénomiques, par exemple pour la
réduction de dimension des données. Plus particulièrement, l’accent a été porté sur
la modélisation du déséquilibre de liaison qui joue un rôle central dans les études
d’association. Face à la très grande quantité de données, tant au niveau du nombre
de variables (centaines de milliers) que du nombre d’individus (quelques milliers) à
traiter, les méthodes à concevoir doivent faire preuve à la fois de performance et de
capacité à passer à l’échelle. Dans ce contexte, l’application de nouvelles approches
basées sur les modèles graphiques probabilistes (MGP) est apparue comme une piste
de recherche intéressante, grâce à leur capacité à analyser un grand volume de don-
nées dans un cadre incertain, tout en assurant une finesse de modélisation dans les
systèmes complexes.

Nos travaux se sont focalisés sur deux grands axes complémentaires : (i) la mo-
délisation pangénomique du déséquilibre de liaison, et (ii) l’utilisation de cette modé-
lisation, pour d’une part, la découverte de causalité, et d’autre part, la visualisation
du déséquilibre de liaison.

1.3 Enjeux

Les enjeux de ces travaux sont nombreux. La modélisation pangénomique du désé-
quilibre de liaison permet de caractériser systématiquement les patrons de dépendance
existants entre SNP, ouvrant ainsi la voie au généticien désirant, par exemple, com-
prendre la structure observée du LD dans le génome humain.
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Outre cet aspect théorique, les applications suivantes de la modélisation du LD à
l’aide de MGP sont attendues :

– le prétraitement des données, notamment par la réduction de leur dimension,
– la localisation précise des mutations causales à travers la connaissance de la

structure de dépendances entre SNP,
– une visualisation intuitive de la structure du LD grâce à la nature graphique

des MGP,
– la possibilité de simuler des données de SNP.

Les travaux de thèse présentés dans ce mémoire ont exploré les trois premiers points.

1.4 Plan du manuscrit

Ce manuscrit s’articule principalement autour de cinq grands chapitres, décrits
ci-après. Chaque chapitre est généralement construit de la manière suivante : énoncé
introductif des points abordés, développement et enfin conclusion. Ce manuscrit est
conçu de manière à ce qu’un lecteur, qu’il soit statisticien, informaticien ou généti-
cien, puisse le comprendre aisément. C’est la raison pour laquelle les deux premiers
chapitres introduisent les notions élémentaires de génétique d’une part et les MGP
d’autre part. La théorie relative à la modélisation pangénomique du LD à l’aide de
MGP puis les applications sont ensuite développées dans les deux chapitres suivants.
Enfin, le manuscrit s’achève sur la conclusion relative aux travaux réalisés et pose les
fondements des perspectives de recherche.

Le chapitre 2 introduit les notions élémentaires de génétique et de biologie en
général, dans l’optique de mieux appréhender le LD et son rôle dans le contexte des
études d’association pangénomiques. Afin de guider le lecteur non-généticien et non-
biologiste de surcrôıt, les notions les plus simples de biologie moléculaire et cellulaire
sont présentées et illustrées, telles que la cellule, le génome et l’ADN. Ensuite, les
préceptes fondamentaux de génétique sont introduits : les mutations, les recombinai-
sons, les notions d’haplotype et de génotype, le déséquilibre de liaison, les SNP et leur
génotypage à haut débit. Dans le cadre des maladies génétiques complexes, l’épidé-
miologie de ces maladies, la relation entre les marqueurs génétiques et la maladie, et
les études d’association pangénomiques sont abordées. Ce premier chapitre se termine
sur une présentation des nombreux défis que soulèvent les études d’association pan-
génomiques et sur les raisons de développer de nouveaux outils provenant du monde
de l’intelligence artificielle, tels que les modèles graphiques probabilistes.

Le chapitre 3 introduit les principaux concepts relatifs aux modèles graphiques
probabilistes. A titre de rappel, un ensemble de définitions simples est d’abord fourni.
D’une part, les définitions concernent les concepts d’indépendance marginale et condi-
tionnelle en théorie des probabilités, et les concepts d’entropie, d’entropie condition-
nelle et d’information mutuelle en théorie de l’information. D’autre part, certaines
définitions relatives à la théorie des graphes sont rappelées. Ensuite, deux grandes
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familles de MGP sont présentées : les réseaux bayésiens (RB) et les réseaux de Mar-
kov (RM). Seule la première famille, les réseaux bayésiens, est abordée de manière
approfondie, car faisant l’objet des travaux de doctorat présentés dans ce mémoire.
Un exemple simple et pratique de mise en œuvre des RB est ensuite employé afin de
donner l’intuition de ces modèles au lecteur non familier. Ensuite, les trois grandes
problématiques associées à l’utilisation des RB sont présentées : l’inférence probabi-
liste, l’apprentissage de paramètres et enfin l’apprentissage de structure. L’accent est
porté sur l’apprentissage de paramètres dans le cadre de données incomplètes (e.g.
présence de variables latentes) et sur l’apprentissage de structure. Ces deux types d’ap-
prentissage seront essentiels pour comprendre l’algorithme d’apprentissage de modèle
proposé dans ce travail de recherche. En conclusion, sont exposées et discutées les
motivations de l’application des modèles graphiques probabilistes au traitement des
données, en amont des études d’association pangénomiques.

Le chapitre 4 réunit l’ensemble du travail relatif à la modélisation pangénomique
du LD. Les enjeux et le contexte de la modélisation du LD sont d’abord introduits.
Un état de l’art sur l’application des MGP à la modélisation du LD est présenté.
Ensuite, le choix d’un nouveau modèle - la forêt de modèles hiérarchiques à classes
latentes (FMHCL) - est discuté et argumenté, notamment au travers de ses nom-
breux avantages pour la modélisation du LD, tels que la possibilité de prendre en
compte la nature floue du LD et de hiérarchiser les différents degrés de LD. Un état
de l’art général sur l’apprentissage d’un modèle très proche, le modèle hiérarchique à
classes latentes, est présenté. Un nouvel algorithme d’apprentissage, nommé CFHLC
(Construction of Forests of Hierarchical Latent Class models), est proposé et détaillé.
Une seconde version (CFHLC+) est ensuite présentée. Elle offre l’avantage de ne plus
nécessiter le découpage du génome en fenêtres. Notre approche de modélisation est
ensuite évaluée sur des données simulées et réelles. Nous réalisons la comparaison avec
des approches concurrentes basées sur un modèle en blocs (SNP contigus) ou encore
basées sur un modèle en clusters (SNP non contigus), notamment en nous appuyant
sur le jeu de données bien connu de Daly et al. [19]. Le passage à l’échelle de l’al-
gorithme aux données pangénomiques est aussi empiriquement prouvé. Ce troisième
chapitre s’achève sur la récapitulation des nombreuses perspectives d’application de
la modélisation proposée.

Le chapitre 5 aborde deux applications de la modélisation proposée : (i) la re-
cherche de causalités, et (ii) la visualisation synthétique et intuitive du LD dans des
contextes variés. La partie (i) se focalise sur une étude systématique de la capacité des
FMHCL à la découverte de causalités et est illustrée dans le contexte de la génétique
d’association. Ce travail établit les bases du développement de nouvelles méthodes
de recherche dédiées à la découverte de SNP causaux pour les études d’association
pangénomiques. La partie (ii) propose une méthode originale pour la visualisation
synthétique et intuitive du LD adaptée aux trois principales situations que peut ren-
contrer le généticien : la visualisation du LD de courte distance, de longue distance
et dans un contexte pangénomique. Chacune des parties s’achève sur une conclusion
des travaux de recherches et sur la présentation des perspectives.
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Le dernier chapitre récapitule l’ensemble des contributions apportées lors de ces
travaux de recherche, mais ouvre également sur différentes perspectives scientifiques
relatives aux possibilités d’amélioration de la modélisation du LD proposée, à l’ap-
plication à la découverte de SNP causaux et enfin au développement d’un outil de
visualisation du LD.
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2.4.2 Les dispositifs expérimentaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.4.3 Les études d’association pangénomiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

7



8 Le déséquilibre de liaison

2.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’introduire les notions élémentaires de génétique et
de biologie en général, dans l’optique de mieux appréhender le déséquilibre de liaison
et son rôle dans le contexte des études d’association pangénomiques. Afin de guider
le lecteur non-généticien et non-biologiste de surcrôıt, les notions les plus simples de
biologie moléculaire et cellulaire sont présentées et illustrées, telles que la cellule, le
génome et l’ADN. Ensuite, les préceptes fondamentaux de génétique sont introduits :
les mutations, les recombinaisons, les notions d’haplotype et de génotype, le désé-
quilibre de liaison, les mutations au niveau d’un seul nucléotide (single nucleotide
polymorphism, SNP) et leur génotypage à haut débit. Dans le cadre des maladies
génétiques complexes, l’épidémiologie de ces maladies, la relation entre les marqueurs
génétiques et la maladie, et les études d’association pangénomiques sont abordées. Ce
premier chapitre se termine sur une présentation des nombreux défis que soulèvent
les études d’association pangénomiques et sur les raisons de développer de nouveaux
outils provenant du monde de l’intelligence artificielle, tels que les modèles graphiques
probabilistes.

2.2 Préceptes de biologie moléculaire et cellulaire

La cellule est l’unité structurale, fonctionnelle et reproductrice de tous les êtres
vivants (à l’exception des virus) [3]. Elle est le siège de la plupart des activités mé-
taboliques. L’organisme humain serait constitué de plus de 1013 cellules eucaryotes.
Les cellules présentent une taille moyenne de 10 microns. Celles-ci sont regroupées en
tissus cellulaires, puis en organes, et constituent enfin l’organisme entier.

A l’intérieur de la cellule, le noyau est le siège de l’immense majorité du patri-
moine génétique, appelé aussi génome. Dans une certaine mesure, le génome influence
le développement des individus et de leurs caractéristiques, appelées aussi traits ou
phénotypes. A titre d’exemple, citons la taille d’un individu et la couleur de ses yeux
comme caractéristiques extérieures, et sa pression artérielle et sa capacité à métaboli-
ser une molécule pharmaceutique comme caractéristiques physiologiques. Le support
de l’information génétique est la molécule d’acide désoxyribonucléique (ADN). Cette
dernière est composée de deux brins complémentaires et antiparallèles (i.e. en sens
opposés) se faisant face et formant une double hélice (voir figure 2.1a). Chaque brin
est un polymère (ou séquence) de nucléotides. Chaque nucléotide est composé de 3
molécules : une molécule d’acide phosphorique, une molécule de désoxyribose et une
base azotée. Quatre bases différentes existent : l’adénine (A), la guanine (G), la cy-
tosine (C) et la thymine (T). Ainsi, le génome constitue-t-il un code formé à partir
d’un alphabet à 4 lettres. Chez l’Homme, la taille du génome est importante, elle est
d’environ 3, 4 milliards de paires de bases, ce qui lui confère une grande complexité.

Les molécules d’ADN associées à des protéines, notamment des histones, forment
des chromosomes au sein du noyau de la cellule (voir figure 2.1b). L’organisme humain
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Figure 2.1: a) Molécule d’acide désoxyribonucléique (ADN). b) De l’acide désoxyribonu-
cléique au chromosome.

est diplöıde, c’est-à-dire qu’il possède deux copies de chaque chromosome (appelées
chromosomes homologues). Les chromosomes sont au nombre de 23 paires : 22 paires
de chromosomes dits autosomes et une paire de chromosomes sexuels. Ces derniers
sont identiques chez la femme (XX) mais différents chez l’homme (XY).

En ce qui concerne le génome humain, les récentes estimations révèlent un nombre
de gènes compris entre 20000 et 25000 [78]. Le gène est l’unité d’information géné-
tique. Un gène code généralement pour la formation d’un acide ribonucléique (ARN)
et d’une protéine, et par ce biais, il participe à l’élaboration du phénotype. Les gènes
ne représentent qu’une partie du génome (moins de 30%) et les régions codantes des
gènes, appelées exons, n’occupent même pas 3% du génome. Les gènes ne sont pas
uniformément distribués dans le génome. Des domaines riches en gènes alternent avec
des régions pauvres. Les autres régions sont composées de séquences non codantes
dont les fonctions n’ont pas encore été tout à fait éclaircies. Ces régions sont appe-
lées aussi régions non géniques : elle joueraient de nombreux rôles tels que des rôles
structurels et régulateurs [43].
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2.3 Préceptes de génétique

2.3.1 Les mutations

L’existence des mutations provient de la non-fiabilité du système héréditaire im-
pliquant la molécule d’ADN. En effet, la capacité de l’ADN à stocker, répliquer,
transmettre et coder l’information n’est pas parfaite [45]. Les mutations résultantes
de ces erreurs sont à l’origine de la variabilité génétique des organismes vivants, gé-
nérant de nouveaux allèles (i.e. nouvelles versions) pour les gènes et façonnant le
génome. Cette variabilité génétique introduit une variabilité phénotypique chez les
êtres vivants et leur permet de s’adapter aux nouvelles conditions de leur environ-
nement, et sur le long terme, d’évoluer vers de nouvelles espèces. L’exemple le plus
emblématique ce phénomène est certainement celui du phalène du bouleau 1 dont la
forme sombre s’est répandue autour des villes industrielles d’Angleterre au cours du
XIXe siècle, en raison de la pollution atmosphérique par les résidus de combustion du
charbon. Cependant, à plus court terme, ces mêmes mutations sont aussi à l’origine
de la mort cellulaire, de cancers et de maladies génétiques.

En outre, les mutations permettent l’analyse génétique. La variabilité introduite
par les mutations permet aux généticiens d’identifier et de localiser les facteurs géné-
tiques impliqués dans les maladies génétiques. Ainsi, les mutations, telles que celles
survenant au niveau d’un seul nucléotide (i.e. SNP), peuvent servir de ”marqueurs
génétiques”. Cet aspect des mutations sera détaillé dans la section 2.4.1, page 20.

Une mutation est définie comme une modification de la séquence d’ADN du gé-
nome. Tout changement nucléotidique est considéré comme mutation. Les mutations
sont diverses : substitution d’un nucléotide, délétion ou insertion d’une ou plusieurs
paires de bases, modification majeure du chromosome. Les mutations peuvent avoir
différents impacts sur l’organisme. Une mutation peut affecter un phénotype (i.e. un
caractère). Si elle en affecte plusieurs, elle est appelée mutation pléiotrope. Dans le cas
où elle n’induit aucune modification du phénotype, il s’agit d’une mutation silencieuse.

Les mutations peuvent survenir à l’intérieur d’un gène, et plus particulièrement,
dans les régions codant la protéine (exons). Elles peuvent aussi être localisées à l’exté-
rieur du gène, par exemple, dans les régions régulatrices. C’est la raison pour laquelle
les mutations peuvent avoir des effets divers sur le phénotype.

2.3.2 Les recombinaisons

Les gènes se distribuent le long des chromosomes. A priori, lors de la transmis-
sion du matériel génétique à la descendance, les allèles de chaque gène devraient être

1. La phalène du bouleau (Biston betularia L.) est un insecte de l’ordre des lépidoptères, de la
famille des géométridés. C’est un papillon nocturne des régions tempérées. Il est souvent cité comme
exemple d’adaptation à l’évolution de son milieu naturel par mutation puis sélection naturelle.
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transmis en un seul bloc du fait du lien physique existant entre eux sur le chromo-
some. Cependant, il est observé qu’un échange de séquences d’ADN a lieu entre les
chromosomes homologues lors de leur appariement en prophase de méiose 1.

Le crossing-over, que nous appellerons aussi plus simplement ”recombinaison”, dé-
signe le phénomène par lequel apparaissent des combinaisons génétiques nouvelles,
dans une cellule ou un individu. Ces combinaisons seront différentes de celles obser-
vées chez les cellules ou individus parentaux. La figure 2.2a illustre la recombinaison
entre deux chromosomes homologues. Trois gènes α, β et γ sont étudiés. Chez le pa-
rent, le premier chromosome, coloré en bleu (foncé), possède la séquence ABC tandis
que le second chromosome, coloré en jaune (clair) possède la séquence abc. Après
recombinaison entre le gène α et le gène β, la séquence du chromosome 1 est Abc et
celle du chromosome 2 est aBC.

Les recombinaisons sont des phénomènes aléatoires. Le nombre de recombinaisons
entre deux gènes d’un même chromosome est proportionnel à la distance physique les
séparant sur l’ADN. Il est alors possible de calculer un second type de distance, diffé-
rent de la distance physique. Cette seconde distance est appelée distance génétique et
s’estime à partir du taux de recombinaison. Son unité de mesure est le centiMorgan
(cM).

Le taux de recombinaison mesure le pourcentage de séquences recombinantes dans
la descendance. Il varie de 0 (lorsque les deux séquences sont totalement liées généti-
quement) à 0, 5 (lorsque les deux séquences ne sont pas du tout liées).

2.3.3 Génotype et haplotype

L’haplotype se définit par une séquence de loci, qu’ils soient gènes ou marqueurs
génétiques, sur un même chromosome. Le génotype, quant à lui, correspond à la com-
position allélique (i.e. en termes de nombre d’allèles) de chaque locus de la séquence.
Pour illustrer la différence entre haplotype - ou génotype phasé - et génotype, prenons
l’exemple suivant présenté en figure 2.2b. Dans cet exemple, nous considérons une sé-
quence de 3 loci répartis sur un chromosome. L’observation du génotype AABbCC
ne fournit pas la connaissance de la phase gamétique, i.e. elle ne permet pas d’établir
la distinction entre les deux combinaisons de paires d’haplotypes possibles : ABC

AbC et
AbC
ABC (haplotype maternel au-dessus et paternel en dessous). Actuellement, seule la
connaissance du génotype est accessible à faible coût grâce aux nouvelles techniques
de génotypage à haut débit. Le génotypage des haplotypes est, quant à lui, très long
et coûteux. Pour connâıtre la phase gamétique, des méthodes statistiques d’inférence
des haplotypes à partir des génotypes ont été développées [13, 82], pour n’en citer
que quelques unes.
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Figure 2.2: a) Schéma d’une recombinaison entre deux chromosomes homologues. b) Illus-
tration de la différence entre génotype et haplotype.

2.3.4 Évolution des haplotypes

Les haplotypes du génome humain tirent leurs origines des mécanismes molécu-
laires de la reproduction sexuée et de l’histoire évolutive de notre espèce. Au fil des
générations, de nouveaux haplotypes apparaissent à partir des haplotypes ancestraux
par le biais des mutations des séquences d’ADN et des recombinaisons ayant lieu
entre eux. Les nouveaux haplotypes se répandent dans la population par le biais des
phénomènes démographiques et évolutifs comme la consanguinité, la dérive génétique
ou la sélection naturelle [77]. Pour une introduction plus exhaustive à l’évolution des
haplotypes, le lecteur peut se référer à Réf.[71].

Les phénomènes de recombinaison exercent une grande influence sur la variabilité
des haplotypes. Prenons l’exemple de la figure 2.3. Nous observons la formation des
haplotypes actuels dans une population à partir de deux haplotypes ancestraux. Si une
mutation est présente sur l’haplotype ancestral 1 (en rouge) et absente de l’haplotype
ancestral 2 (en bleu), alors une partie de la descendance possédera la mutation. Qui
plus est, les individus possédant cette mutation présenteront de fortes chances que
la région chromosomique voisine de la mutation soit identique à celle correspondante
sur le chromosome ancestral 1. Ceci s’explique par le fait que la probabilité que des
évènements de recombinaison se soient produits entre la mutation et sa région avoisi-
nante est très faible. Ce constat illustre le concept de déséquilibre de liaison entre loci
proches qui sont transmis de manière corrélée au fil des générations. Nous pouvons
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Figure 2.3: Évolution des haplotypes avec transmission d’une mutation.
La mutation est symbolisée par X. Copyright 2009 http ://www.hapmap.org/.

aussi nous apercevoir que le déséquilibre de liaison permet de tracer une mutation
à l’aide de marqueurs proches (donc en déséquilibre de liaison avec la mutation), et
fonde ainsi l’approche des études dites ”d’association”. Le secteur disciplinaire qui met
en œuvre de telles études se nomme la génétique d’association.

2.3.5 Le déséquilibre de liaison

Formellement, le déséquilibre de liaison (linkage disequilibrium, LD) est l’associa-
tion non aléatoire entre les allèles de deux loci (ou plus) à l’intérieur d’une population
donnée [57]. Le LD est estimé généralement à partir d’haplotypes, mais peut aussi
s’estimer à partir de génotypes. L’estimation du LD sera abordée dans la suite de la
section. Les généticiens [66, 75] classent le LD en deux catégories : l’un très fréquent
et s’observant sur de courtes distances, i.e. < 10 kilobases (kb), et l’autre plus rare
et s’observant sur de longues distances (> 100kb).

A l’origine, le LD provient du lien physique existant entre les loci présents sur un
même chromosome et dont les allèles sont transmis de générations en générations. Ce
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Figure 2.4: Illustration du phénomène de stratification de la population.
Pour le gène α, deux allèles A et a existent. L’allèle A est plus fréquent dans la sous-population
présentée en haut de la figure que dans la sous-population présentée en bas de la figure.

phénomène est appelé ”liaison génétique”. De nombreux facteurs peuvent accrôıtre
ou diminuer le LD. Le facteur le plus important est la recombinaison génétique qui
casse le lien physique entre loci d’un même chromosome. Avec le temps, i.e. au fur et
à mesure des générations, des évènements de recombinaison entrâınent la disparition
du LD entre deux loci. Étant de nature aléatoire, le nombre d’évènements de recom-
binaison entre deux loci va dépendre de la distance les séparant. Plus les loci sont
proches, plus le taux de recombinaison sera faible, et plus le LD diminuera lentement.
Ce phénomène a notamment été modélisé par Malécot [54]. Un autre facteur impor-
tant est le phénomène de stratification des populations, nommé aussi structure de
la population, dans le contexte de la génétique d’association. Ce facteur crée un LD
artefactuel entre deux loci, dû à la présence de plusieurs sous-populations présentant
des fréquences alléliques différentes (voir figure 2.4), à l’intérieur de la population
étudiée. Par exemple, il est souvent à l’origine du LD observé entre loci éloignés de
plus de 500 kb, ou parfois observé entre chromosomes différents. D’autres facteurs
influent sur le LD mais de manière généralement moins significative, comme la dérive
génétique, la sélection, la consanguinité, la mutation, le flux de gènes et la taille de
l’échantillon étudié [47, 75].

L’analyse du LD sur les données haplotypiques a révélé l’existence de zones présen-
tant de très fortes corrélations, appelées blocs haplotypiques ou haploblocs, séparées
par de courtes zones montrant de faibles corrélations [96–98]. Les travaux précurseurs
de Daly et al. [19] sur une séquence de 500 kb provenant de la région 5q31 chez 256
patients atteints de la maladie de Crohn a révélé le faible nombre d’haplotypes dif-
férents à l’intérieur des blocs. Par exemple, pour 7 blocs s’étendant sur une distance
de 92 kb et contenant 31 SNP, seulement 4 des 231 haplotypes possibles ont été ob-
servés pour 94% des chromosomes. Ces blocs mesurent en moyenne de 10 à 20 kb,
mais peuvent varier de quelques kbs à plusieurs centaines de kbs. Cette structure en
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Figure 2.5: Carte triangulaire de chaleur du déséquilibre de liaison (LD) d’une séquence
réelle de 500 kb.
Génome humain, chromosome 1, région [10 000 kb - 10 500 kb]. Le LD est évalué à l’aide de
la matrice triangulaire des dépendances (mesurées par le LOD et le D′) pour chaque paire de
SNP. Le LOD et le D′ sont des mesures du LD qui seront détaillées à la fin de la section.
Pour une paire de SNP donnée, plus la couleur est rouge (sombre), plus les SNP sont en LD.

blocs s’explique par le fait que les évènements de recombinaison ne sont pas distri-
bués de manière homogène sur une échelle fine : le taux de recombinaison peut varier
grandement d’une position chromosomique à une autre. Les blocs de LD sont donc
des régions à faibles taux de recombinaison séparées par des points chauds (hotspots,
en anglais) de recombinaison. Cette structure en blocs peut être aisément visualisée
à l’aide de la carte triangulaire dite de ”chaleur” (CTC) du LD par paires. Dans la
figure 2.5, on peut discerner 2 haploblocs (triangles rouges) sur une séquence de 500
kb. Les mesures de LD comme le D′ et le LOD seront présentées par la suite dans la
section.

Un aspect intéressant du LD est qu’il réduit le nombre de marqueurs nécessaires
pour capturer la grande majorité de la variation génétique [47]. Ainsi, il est possible
de ne génotyper qu’un nombre réduit de SNP afin de réaliser des études d’associa-
tion. Le projet HapMap est issu en partie de cette observation. La notion de SNP
sera détaillée en section 2.3.6, page 17.

Le projet international HapMap est né d’un partenariat de scientifiques et d’or-
ganismes de financement regroupant le Canada, la Chine, le Japon, le Nigeria, le
Royaume-Uni et les États-Unis. L’objectif est de développer une ressource publique
afin d’aider les chercheurs à découvrir les gènes associés aux maladies humaines et à
la variabilité de la réponse aux médicaments. Le consortium du projet s’est fixé les
objectifs suivants [61] :

– créer une base de données publique des variations génotypiques et haplotypiques
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des SNP pour 4 populations humaines : 30 trios (composés d’un individu et de
ses deux parents) d’Ibadan au Nigéria (YRI), 30 trios de résidents de l’Utah
ayant des origines du nord-ouest de l’Europe (CEU), 44 individus non apparen-
tés de Tokyo au Japon (JPT) et 45 individus Han de Beijing en Chine (CHB),

– génotyper toutes les 5000 paires de bases en moyenne un SNP commun, i.e.
présentant une fréquence de 5% dans la population,

– permettre la détermination d’un ensemble de tagSNPs (SNP étiquettes) : l’iden-
tification de ces tagSNPs est destinée à aider le généticien lors de la recherche
des mutations causales, en réduisant par exemple le nombre de tests d’asso-
ciation SNP-maladie à réaliser et en améliorant ainsi la puissance de détection
(capacité à détecter) des mutations causales,

– aider au développement de technologies de génotypage, d’outils d’analyse et
d’études génétiques sur les maladies complexes.

Les mesures de LD sont des mesures d’association qui quantifient l’écart entre les
fréquences haplotypiques observées et celles attendues sous hypothèse d’indépendance
entre les allèles (hypothèse nommée équilibre de liaison) [57]. Nous nous focaliserons
sur les mesures de LD les plus couramment utilisées : D, D′, r2 et LOD. Ce sont des
mesures réalisées sur des paires de loci.

Prenons l’exemple suivant : deux loci α et β possèdent chacun deux allèles, A et a,
et B et b, respectivement. Soit pA, pa, pB et pb les fréquences alléliques et pAB, pAb, paB
et pab les fréquences haplotypiques. Une mesure très simple du LD consiste à évaluer
la différence entre la fréquence observée d’un haplotype donné et celle attendue sous
hypothèse d’indépendance entre les loci α et β. Cette mesure s’appelle le coefficient
de déséquilibre de liaison (D) et sa formule est la suivante [23] :

D = pAB − pA pB = pab − pa pb. (2.1)

Plus D est élevé, plus les loci sont en déséquilibre de liaison. Des mesures stan-
dardisées ont été proposées afin de disposer de valeurs comprises entre −1 et 1. D′

et r2 sont les plus usuelles. D′ a été introduit par Lewontin [50] et sa formule est la
suivante :

D′ =
D

Dmax

avec

Dmax =

{
min(pA pb; pa pB) si D > 0
min(pa pb; pA pB) si D < 0.

D′ a la propriété de prendre les valeurs −1 et 1 lorsqu’un ou plusieurs des haplo-
types sont absents dans la population. Prenons l’exemple présent dans le tableau 2.1.

Dans cet exemple, D = −0, 0593 et D′ = −1. Nous observons qu’un des quatre
haplotypes est absent de la population : on parle alors de déséquilibre complet. Ainsi,
D′ n’indique pas si le premier locus porte toute l’information du second. De surcrôıt,
des valeurs de D′ inférieures à 1 (ou supérieures à −1) n’ont pas d’interprétation
précise quant au niveau de dépendance existant entre les loci, et dépendent de la
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b B

a 0.1029 0.0719

A 0.8252 0

Tableau 2.1: Exemple de déséquilibre complet.

taille de l’échantillon. C’est la raison pour laquelle r2 est préféré à D′ car il mesure la
quantité d’information que fournit un locus sur l’autre. Sa formule est la suivante :

r2 =
D2

√
pA pa pB pb

.

Avec r2, une valeur de 1 signifie que le premier locus porte toute l’information du se-
cond locus, et vice versa. Dans ce cas, seuls deux des quatre haplotypes possibles sont
observés. Cette situation est appelée déséquilibre parfait. Prenons l’exemple présent
dans le tableau 2.2.

b B

a 0.5763 0

A 0 0.4237

Tableau 2.2: Exemple de déséquilibre parfait.

Ici, D = 0, 2442, D′ = 1 et r2 = 1, alors que précédemment r2 était égal à 0, 6044.
Enfin, une autre mesure de LD fréquemment employée est le logarithme du rapport
des chances (log of odds), noté LOD. Celui-ci évalue le logarithme décimal du rap-
port entre la vraisemblance sous hypothèse de LD et la vraisemblance sous hypothèse
d’équilibre de liaison.

Dans la pratique, nous n’avons généralement accès qu’à la connaissance des gé-
notypes lors des études populationnelles et nous ne pouvons donc pas mesurer direc-
tement le déséquilibre de liaison sur les haplotypes. Afin de contourner ce problème,
les méthodes d’inférence d’haplotypes peuvent être employées.

2.3.6 Les SNP et leur génotypage à haut débit

Les SNP désignent les variations d’un seul nucléotide sur un site particulier du
génome, entre individus d’une même espèce et pour une population donnée. Les gé-
néticiens emploient les SNP comme marqueurs génétiques de sites particuliers du
génome. Prenons l’exemple des deux séquences en Figure 2.6.
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Séquence 1 : AATCGAT

Séquence 2 : AATGGAT
*

Figure 2.6: Exemple de variation d’un seul nucléotide (SNP).

Sur le tableau 2.6, le nucléotide en position 4 diffère entre les deux séquences : la
séquence 1 présente la lettre C tandis que la séquence 2 présente la lettre G. Ainsi,
nous venons d’identifier un SNP : c’est un nucléotide qui peut varier entre les diffé-
rentes séquences présentes dans la population étudiée. En biologie, nous utilisons le
terme de polymorphisme de nucléotide (SNP : single nucleotide polymorphism).

Chez l’Homme, il existerait une dizaine de millions de SNP couvrant le génome
entier (parmi les 3,4 milliards de paires de bases), comme l’a montré le projet Hap-
Map [96–98]. Les SNP constituent les variations les plus fréquentes dans le génome
humain : environ 90%. Il a été estimé en moyenne qu’un nucléotide sur 1200 varie
d’une personne à l’autre. Par ailleurs, les SNP apparaissent sur le génome toutes les
100 à 300 paires de bases en moyenne. Les SNP se présentent, dès lors, comme des
outils très fins de mesure des variations génétiques chez l’Homme. Le génotypage per-
met de réaliser ces mesures. Pour un SNP, les quatre versions alléliques (ou allèles)
A, T, G et C peuvent exister. Cependant, ne sont généralement considérées que les
deux versions les plus fréquentes dans la population d’étude. En outre, l’être humain
est un organisme diplöıde, ce qui signifie qu’il possède deux allèles pour chaque SNP.
Ainsi, le génotype d’un SNP fournit une mesure à trois modalités. Par exemple, si les
deux allèles les plus fréquents d’un SNP sont A et T, les génotypes possibles sont les
suivants : A

A , A
T , T

A et T
T . Les techniques actuelles ne permettent pas de distinguer le

génotype A
T du génotype T

A , et ainsi, ces derniers ne forment qu’une même classe.

Des méthodes à haut débit utilisant la technologie des puces à ADN ont été dé-
veloppées par les industriels pour le génotypage des SNP (de manière analogue aux
puces d’expression génique). Ainsi, il est désormais possible de génotyper sur une
puce plus d’une centaine de milliers de marqueurs pour un individu donné, ce qui a
ouvert la voie au développement des études pangénomiques, c’est-à-dire à l’échelle du
génome. En outre, la technologie évolue rapidement et la dernière puce développée par
Affimetrix R©, nommée Genome-Wide Human SNP Array 6.0, permet de génotyper
plus de 900000 SNP. Une puce est constituée d’une plaque de quelques centimètres
carrés, sur laquelle sont déposés, selon un quadrillage, des centaines de milliers de
spots d’ADN. Chacun de ces spots contient une quantité infime d’ADN, de l’ordre du
picomole (10−12 mole), servant de sonde pour chaque SNP. La méthode de génoty-
page est illustrée en figure 2.7. Le principe est simple : l’ADN nucléaire est d’abord
extrait des cellules étudiées (e.g. cellules sanguines). Puis, l’ADN nucléaire est frag-
menté au moyen d’enzymes de restriction. Les fragments obtenus sont alors amplifiés
(reproduits en de nombreux exemplaires) par la méthode de réaction en châıne par
polymérase (polymerase chain reaction, PCR), permettant ainsi d’obtenir de grandes
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Figure 2.7: Génotypage à haut-débit à l’aide d’une puce Affymetrix R©.
Toutes les étapes ne sont pas détaillées. PCR : réaction en châıne par polymérase ; Marq :
marqueur.

quantités d’ADN. Ensuite, les fragments sont marqués à l’aide d’une molécule fluo-
rescente avant d’être déposés sur la puce. Les simples brins d’ADN sont capables de
s’hybrider avec leur sonde complémentaire si cette dernière existe sur la puce. La puce
est ensuite lavée ; l’ADN n’ayant pu s’hybrider est ainsi éliminé. Chaque fois qu’un
brin d’ADN de l’individu a pu s’hybrider avec une sonde de la puce, un signal fluores-
cent est émis, en cet endroit de la puce. Enfin, la puce est scannée et une photographie
est prise. Nous pouvons déduire alors, pour chaque SNP, si l’individu possède 0, 1
ou 2 copies de l’allèle considéré selon que le signal est soit, d’intensité 0, x ou 2x,
respectivement. Ces puces permettent de répondre à diverses problématiques comme
la découverte de mutations causales dans le cadre des études d’association, que nous
verrons plus en détail dans la section 2.4.3, page 23, le diagnostic de maladies géné-
tiques [84], ou encore, l’étude de la variabilité génétique des populations humaines
[14, 92]. Il faut souligner que de nouvelles technologies, dites de ”reséquençage”, ont
été récemment développées afin d’accéder directement à la séquence génomique des
individus [95, 111].

2.4 Épidémiologie des maladies multifactorielles

Les maladies multifactorielles, aussi appelées maladies complexes ou communes,
sont définies comme les maladies génétiques causées conjointement par un ensemble
de facteurs génétiques et environnementaux (voir section 1.1, chapitre 1, page 2).
L’étude de l’ensemble de ces facteurs, et par extension l’ensemble de ces facteurs, est
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nommée étiologie. L’hypothèse la plus communément admise pour expliquer ces mala-
dies est l’hypothèse ”maladie commune-variants communs” (common disease-common
variant, CDCV) [38]. Elle postule que l’accumulation de diverses causes fréquentes
dans la population, ayant chacune un effet faible sur la maladie, détermine l’appari-
tion de la maladie. La seconde hypothèse est l’hypothèse ”maladie commune-variants
rares” (common disease-rare variant, CDRV) [38]. A l’inverse, selon cette seconde hy-
pothèse, les variants génétiques ne sont présents que dans une faible portion de la
population, mais présentent des effets importants. La première hypothèse a constitué
le paradigme scientifique pour le développement des études d’association pangéno-
miques visant l’élucidation des mécanismes génétiques des maladies multifactorielles.
Du fait du succès encore mitigé des études d’association pangénomiques, le choix
entre la première et la seconde hypothèse anime un vif débat. Parmi les diverses
causes génétiques, doivent être distingués les effets additifs des facteurs génétiques,
les interactions gène-gène (nommé épistasie) et les interactions gène-environnement.
Au sein des causes environnementales, il existe à la fois des effets additifs et des effets
d’interaction.

Comme Josué Feingold l’a montré [25], les chercheurs rencontrent de nombreuses
difficultés lors de l’étude de ce type de maladies. Par exemple, les résultats de nom-
breuses études de liaison ou d’association n’ont pu être confirmés par d’autres études.
Certaines causes possibles de ces échecs ont été envisagées. Par exemple, l’analyse
d’un grand nombre de marqueurs génétiques a pour conséquence d’entrâıner statisti-
quement la détection, parfois importante, de résultats faussement positifs. Sur le plan
épidémiologique, certains échantillons de malades présentent des différences au niveau
de la gravité de la maladie et de son stade évolutif, ce qui peut mener à des résultats
contradictoires. Enfin, un dernier facteur à prendre en considération est l’hétérogé-
néité génétique des maladies multifactorielles, i.e. le fait que différentes combinaisons
de facteurs génétiques peuvent induire l’apparition de la même maladie. L’hétérogé-
néité génétique peut rendre difficile l’interprétation des études d’association, puisque
le modèle génétique de la maladie n’est pas le même pour tous les individus. Cela
peut aboutir à des conclusions peu concordantes concernant les facteurs génétiques
impliqués dans la maladie.

2.4.1 Les marqueurs génétiques et leur relation à la maladie

Nous venons de voir qu’un ensemble de facteurs génétiques influence les maladies
multifactorielles. Différents types de mutations peuvent avoir été à l’origine de la ma-
ladie. Les SNP n’en représentent qu’un type, mais il en existe bien d’autres comme
les insertions, les délétions et les inversions de séquences sur l’ADN.

Alors pourquoi n’employer que les SNP si ces derniers ne représentent qu’une par-
tie des mutations sur l’ADN ? En fait, pour les généticiens, les SNP ne représentent
pas seulement des mutations sur l’ADN, ce sont aussi des marqueurs génétiques qui
permettent de ”baliser” le génome afin d’en étudier la variation. Dans le cadre des
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Figure 2.8: a) Association directe maladie-marqueur observé. b) Association indirecte
maladie-marqueur non observé.

études de génétique d’association, le déséquilibre de liaison existant entre loci proches
joue un rôle central dans la localisation des mutations causales ne faisant pas partie
du lot de SNP observés. Il existe deux types de situations auxquelles le généticien
peut être confronté : (i) la dépendance directe entre une mutation portée par le SNP
observé et le phénotype (figure 2.8a), et (ii) la dépendance indirecte entre un SNP
observé et le phénotype, via la mutation causale non observée, en LD avec le SNP
observé (figure 2.8b). Dans ces deux situations, le généticien est capable de locali-
ser la mutation causale avec grande précision, pourvu que la région chromosomique
étudiée soit balisée avec suffisamment de SNP. Leur abondance, le fait que les SNP
soient génétiquement stables et peuvent être génotypés facilement et à bas coût grâce
aux nouvelles technologies génomiques à haut débit ont justifié l’emploi des SNP lors
des études d’association pangénomiques. Dans le cas de l’étude du génome humain,
un million de SNP est suffisant pour assurer une bonne couverture de la variabilité
génétique. Ceci explique en partie pourquoi les études pangénomiques nécessitent le
traitement de volumes de données considérables et représentent un défi de taille pour
les généticiens et bioinformaticiens.

Les approches génétiques classiques reposent sur l’étude de la liaison génétique
à l’intérieur de familles, appelées aussi pedigrees. Par exemple, lorsqu’un SNP et la
mutation causale de maladie sont proches sur le chromosome, alors la liaison géné-
tique assurera une forte dépendance entre eux par leur co-transmission pendant un
certain nombre de générations. En fait, plus deux marqueurs sont proches sur le chro-
mosome, moins il est probable qu’une recombinaison survienne entre eux, et ainsi,
plus il est probable qu’ils soient transmis simultanément à la descendance. Les deux
loci seront alors associés statistiquement dans la descendance. Malheureusement, ce
type d’approche soulève de nombreux problèmes pour la localisation des mutations
responsables des maladies multifactorielles (voir section 1.1, chapitre 1, page 2, 3ème
paragraphe).

Les approches plus récentes sont basées sur le LD existant entre loci très proches
et apparaissent comme une solution pour l’étude des maladies multifactorielles. En
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de susceptibilité.
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effet, si la liaison génétique s’exerce généralement sur des distances de quelques mé-
gabases (Mb), le LD, quant à lui, s’exerce entre marqueurs beaucoup plus proches,
en moyenne 10 kb [97].

2.4.2 Les dispositifs expérimentaux

Dans le domaine de la cartographie des loci de susceptibilité prédisposants aux
maladies multifactorielles, trois grandes classes de dispositifs expérimentaux ont vu
le jour [79] : les études familiales classiques, les études familiales de type ”trios”, et
les études populationnelles (figure 2.9).

Les études familiales classiques étudient des familles dont certains individus sont
atteints de la maladie. Les études familiales de type ”trios”, quant à elles, ne se foca-
lisent pas sur une seule famille mais plutôt sur un ensemble dont seulement l’individu
malade, son père et sa mère sont étudiés. Les études populationnelles analysent une
population d’individus non apparentés composée d’individus malades (cas) et d’indi-
vidu sains (témoins). Chacun de ses dispositifs présente des avantages et des incon-
vénients. Premièrement, les familles sont difficiles à recruter mais leur étude possède
l’avantage de se focaliser sur une seule forme de la maladie et n’est donc pas affectée
par les problèmes d’hétérogénéité génétique. Deuxièmement, le recrutement des trios
est plus simple, mais l’approche manque de puissance (i.e. de capacité à détecter
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les facteurs génétiques). Troisièmement, le recrutement des populations est rapide et
simple, et l’approche populationnelle permet d’étudier les interactions gène-gène et
gène-environnement. Cependant, cette dernière approche est plus sujette à la présence
d’artefacts dans les résultats, par exemple, du fait de la stratification des populations.
De plus, cette approche est rendue compliquée par l’hétérogénéité génétique de la ma-
ladie.

2.4.3 Les études d’association pangénomiques

Le travail réalisé dans le cadre de la présente thèse s’inscrit dans les études popu-
lationnelles, et plus particulièrement celles qui portent sur la cartographie du génome
complet (i.e. les méthodes pangénomiques). Lors de ces études, un ensemble d’indi-
vidus sains et d’individus atteints par la maladie est génotypé. L’idée sur laquelle
repose ces études est très simple. Elle part du principe que la découverte des facteurs
génétiques causaux peut être réalisée en comparant les fréquences alléliques des SNP
entre les deux populations d’individus. Lorsque l’allèle d’un SNP est (légèrement) plus
fréquent chez les patients atteints, alors il pourra être conclu que cet allèle (ou une
mutation non observée très proche) exerce une influence sur l’étiologie de la maladie.
Contrairement aux études gènes-candidats qui ciblent un ensemble de gènes poten-
tiels [93], les études d’association pangénomiques investiguent une grande partie du
génome sans aucun a priori sur l’identité ou la localisation des loci impliqués. Cette
approche représente une stratégie impartiale, non dirigée et exploratoire. Elle présente
l’avantage de permettre la découverte de nouvelles connaissances sur la position des
facteurs causaux.

Malgré leur simplicité de mise œuvre, en comparaison des autres approches, les
études d’association pangénomiques (EAP) présentent un certain nombre de difficul-
tés, notamment au niveau statistique. L’analyse de ces données génétiques de grande
dimension est complexe [5, 51, 58, 62]. La recherche simple d’association entre chaque
marqueur et la variable indicatrice sain/malade se révèle difficile car elle entrâıne la
découverte d’un très grand nombre de faux positifs (SNP statistiquement associés à la
maladie mais en réalité non impliqués dans son étiologie). Une solution simple consiste
à réaliser un seuillage des associations afin de ne récupérer que les plus significatives,
mais cela a pour effet de diminuer sensiblement la puissance statistique. Par ailleurs,
les combinaisons de marqueurs génétiques et de certains facteurs environnementaux
sont susceptibles de jouer un rôle important dans l’apparition de la maladie, ce qui
engendre une explosion combinatoire dans les analyses à réaliser. Enfin, il faut souli-
gner la difficulté de manipuler et de traiter des données aussi volumineuses.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre d’introduction au déséquilibre de liaison (LD) dans le contexte
des études d’association pangénomiques (EAP), nous avons souligné principalement
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la complexité de la structure du LD et le rôle majeur de ce dernier dans les EAP.
C’est la raison pour laquelle, la modélisation fine du LD devrait garantir une analyse
plus aisée lors des EAP, par exemple en réduisant la forte dimension des données. Des
outils ont déjà été développés dans cet objectif, dont certains proviennent du monde
de l’intelligence artificielle et de l’apprentissage automatique, comme les modèles gra-
phiques probabilistes [30, 44, 68] qui seront développés plus en détail dans la suite du
document. Dans cette problématique, une difficulté importante à surmonter demeure
la mise en œuvre des méthodes d’apprentissage des modèles graphiques probabilistes
dans le contexte de données de très grande dimension, comme celles issues des EAP.
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3.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’introduire les principales notions dans le domaine
des modèles graphiques probabilistes (MGP). A titre de rappel, un ensemble de défi-
nitions simples est d’abord fourni. D’une part, les définitions concernent les concepts
d’indépendance marginale et conditionnelle en théorie des probabilités, et les concepts
d’entropie et d’information mutuelle en théorie de l’information. D’autre part, cer-
taines définitions relatives à la théorie des graphes sont rappelées. Ensuite, deux
grandes familles de MGP sont présentées : les réseaux bayésiens (RB) et les réseaux
de Markov (RM). Seule la première famille, les réseaux bayésiens, est abordée de
manière approfondie. Un exemple simple et pratique de mise en œuvre des RB est
ensuite employé afin de donner l’intuition de ces modèles au lecteur non familier.
Ensuite, les trois grandes problématiques associées à l’utilisation des RB sont présen-
tées : l’inférence probabiliste, l’apprentissage de paramètres et enfin l’apprentissage
de structure. L’accent est porté sur l’apprentissage de paramètres dans le cadre de
données incomplètes (e.g. présence de variables latentes) et sur l’apprentissage de
structure. Les deux types d’apprentissage seront essentiels pour mieux comprendre
l’algorithme d’apprentissage de modèles proposé dans ce travail de recherche. En
conclusion, les motivations de l’application des modèles graphiques probabilistes au
traitement des données issues des études d’association pangénomiques sont exposées
et discutées.

3.2 Préceptes

3.2.1 Théorie des probabilités

Considérons X = {X1, ..., Xn}, un ensemble de n variables aléatoires discrètes.
Dans les MGP, deux propriétés sont centrales : l’indépendance marginale et l’indé-
pendance conditionnelle.

Définition 1
L’indépendance marginale entre deux variables Xi et Xj, notée Xi ⊥ Xj, est

définie par rapport à la distribution de probabilité jointe P (Xi, Xj) de la façon sui-
vante :

P (Xi, Xj) = P (Xi) P (Xj).

Une non-égalité implique que Xi et Xj sont marginalement dépendantes.

Définition 2
L’indépendance conditionnelle entre deux variables Xi et Xj sachant un sous-

ensemble de variables S ⊆ X\{Xi, Xj}, notée Xi ⊥ Xj |S, est :

P (Xi, Xj |S) = P (Xi|S) P (Xj |S).

Une non-égalité implique que Xi et Xj sont conditionnellement dépendantes sachant
S.
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3.2.2 Théorie de l’information

Définition 3
L’entropie d’une variable Xi est définie de la manière suivante :

H(Xi) = −
∑
xi

pxi log pxi ,

où pxi est la probabilité de chaque état xi de Xi, et où la somme inclut tous les états
possibles. De la même manière, on peut calculer l’entropie d’un ensemble de variables
en sommant sur tous les états possibles de leur loi jointe. L’entropie est une mesure
de l’incertitude associée à une variable ou plusieurs variables.

Définition 4
L’entropie conditionnelle d’une variable Xi sachant une variable Xj est définie

de la manière suivante :

H(Xi|Xj) = H(Xi, Xj)−H(Xj),

où H(Xi, Xj) est l’entropie jointe de Xi et Xj. L’entropie conditionnelle mesure l’en-
tropie restante provenant de la variable Xi, si l’on connait parfaitement la variable
Xj.

Définition 5
L’information mutuelle entre deux variables Xi et Xj est :

I(Xi;Xj) = H(Xi)−H(Xi|Xj) = H(Xj)−H(Xj |Xi).

L’information mutuelle entre deux variables mesure le degré de dépendance entre elles.
Si I(Xi;Xj) = 0, alors les deux variables sont indépendantes.

3.2.3 Théorie des graphes

L’idée sous-jacente à la théorie des graphes est de proposer un outil pour traiter
des problèmes mettant en œuvre des ensembles sur lesquels sont définies des relations
binaires, quelle que soit la nature de ces relations. De nombreuses notions de graphes
sont nécessaires à la compréhension des modèles graphiques probabilistes, et c’est la
raison pour laquelle nous allons les présenter. Dans la suite, nous ne considérerons
que les graphes finis (i.e. composés d’un ensemble fini de nœuds et d’arêtes).

Définition 6
Soit V = {v1, ..., vn} un ensemble fini non vide. Un graphe G sur V (sans

boucles) est défini par la donnée du couple G = {V,E} où E ⊂ {(u, v) ‖ u, v ∈
V , et u 6= v}. V est alors nommé l’ensemble des nœuds de G.

Définition 7
Soit un graphe G = {V,E}. Pour tout élément (u, v) ∈ E,

– (u, v) est une arête (notée (u− v)) si et seulement si (v, u) ∈ E,
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– (u, v) est un arc (noté (u→ v)) si et seulement si (v, u) /∈ E.

Définition 8
Un graphe G = {V,E} est un graphe orienté (noté

−→
G) si et seulement si tous

les éléments de E sont des arcs. De la même façon, un graphe G = {V,E} est un
graphe non orienté (noté G) si et seulement si tous les éléments de E sont des arêtes.
Un graphe est mixte s’il ne possède aucune de ces deux propriétés.

Définition 9
Dans un graphe orienté

−→
G = {V,E}, un chemin est une séquence d’arcs (ei)i∈{1,...,p}

vérifiant la propriété suivante : l’origine de tout arc ei est l’extrémité de l’arc ei−1

précédent, dans la séquence. Un circuit est un chemin dont l’extrémité du dernier arc
est l’origine du premier.

Définition 10
Dans un graphe quelconque G = {V,E}, une châıne (ei)i∈{1,...,p} est une sé-

quence d’arêtes vérifiant la propriété suivante : pour tout i ∈ 2, ..., p− 1, l’une des
extrémités d’une arête ei est une extrémité de l’arête ei−1 précédente ; l’autre extré-
mité de ei est une extrémité de l’arête suivante ei+1. Un cycle est une châıne dont
une extrémité du dernier arc est une extrémité du premier.

Définition 11
Soit un graphe G = {V,E}, ∀W ⊂ V , ∀F ⊂ E :

– (W,E ∩W ×W ) est un sous-graphe de G,
– (V, F ) est un graphe partiel de G.

Définition 12
Soit un graphe G = {V,E} :

– connexité : G est connexe si et seulement si pour tout u, v ∈ V, u 6= v, il existe
une châıne entre u et v.

– connexité forte : G est fortement connexe si et seulement si pour tout u, v ∈
V, u 6= v, il existe un chemin entre u et v.

– graphe complet : G est complet si et seulement si ∀u, v ∈ V, u 6= v, (u− v) ∈ E.

Définition 13
Les composantes connexes d’un graphe sont les sous-graphes connexes maxi-

maux (c’est-à-dire de cardinal maximal en termes de nombre d’arêtes). De même, les
cliques d’un graphe sont les sous-graphes complets maximaux.

Définition 14
Un graphe G = {V,E} est un arbre si et seulement s’il est connexe et sans

cycle. Un graphe G est une arborescence si et seulement si G est un arbre et possède
une unique racine, à partir de laquelle il existe un chemin unique vers tous les autres
nœuds. Une forêt est un graphe dont toutes les composantes connexes sont des arbres.

Définition 15
Dans un graphe orienté, un nœud v est parent d’un nœud u si et seulement

s’il existe un arc (v → u). Le parent est alors noté Pau. Le nœud u est alors appelé
enfant du nœud v. Dans un graphe non orienté, un nœud v est voisin d’un nœud u
si et seulement s’il existe une arête (v − u).
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Définition 16
Un nœud z est ancêtre d’un nœud u si et seulement s’il existe un chemin de z

vers u. Le nœud u est alors appelé descendant du nœud z.

3.3 Introduction aux modèles graphiques probabilistes

Notre étude se place dans le cadre d’un raisonnement statistique sur des don-
nées multivariées, impliquant un ensemble de variables aléatoires discrètes. Les SNP
sont des variables quantitatives discrètes (0, 1 ou 2), et peuvent ainsi être considérés
comme variables qualitatives ou quantitatives. Le phénotype est de nature purement
qualitative puisqu’il indique si l’individu est atteint ou non de la maladie génétique
multifactorielle.

Les MGP sont issus à la fois de la théorie des probabilités et de la théorie des
graphes [67]. D’une part, le raisonnement probabiliste fournit le cadre incertain avec
la notion de variables aléatoires, de dépendances et d’indépendances probabilistes
entre les variables aléatoires. D’autre part, les graphes assurent la modélisation de
la structure des relations de dépendance entre les variables. Dans un MGP, chaque
nœud du graphe correspond à une variable aléatoire et chaque arête (ou arc) repré-
sente une relation de dépendance entre les variables. Le graphe encode la façon dont
la distribution de probabilité jointe peut être décomposée en un ensemble de distri-
butions de probabilité de dimensions respectives plus petites. Ainsi, les MGP offrent
un cadre de représentation compacte de la distribution de probabilité jointe en rédui-
sant le nombre de paramètres libres requis (i.e. degrés de liberté), assurant ainsi une
meilleure robustesse 1.

Différentes sous-classes de MGP existent, dont les plus courantes sont les réseaux
de Markov (RM) et les réseaux bayésiens (RB). Les RM sont des graphes non orien-
tés, tandis que les réseaux bayésiens sont des graphes orientés sans circuit (GOSC).
Contrairement aux RM, les RB présentent la particularité de pouvoir représenter
des relations de causalité (i.e. cause-effet) entre les variables [53]. Les MGP généra-
lisent un grand nombre de modèles, ce qui en fait un cadre d’étude très puissant. Par
exemple, les modèles de Markov et les modèles de Markov cachés, deux outils indis-
pensables en analyse de séquences, peuvent être considérés comme des cas particuliers
de RB.

Formellement, les modèles graphiques probabilistes sont des graphes G(X,E) à
l’intérieur desquels l’ensemble de nœuds X = {X1, ..., Xn} représente n variables aléa-
toires, et l’ensemble des arêtes E capture les dépendances entre ces variables (i.e. la
structure). Les variables peuvent être soit observées (i.e. mesurées), soit latentes (i.e.
non mesurées).

1. La robustesse est la capacité des paramètres estimés à ne pas être modifiés par une petite
modification dans les données
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Dans ce chapitre introductif aux MGP, nous nous focaliserons sur les RB. En effet,
ces derniers ont fait l’objet des travaux de recherche présentés dans ce mémoire de
doctorat. Les RM seront quant à eux présentés de manière beaucoup plus succincte,
dans le but de mieux appréhender l’état de l’art qui couvrira à la fois les RB et les RM.

3.4 Réseaux bayésiens

3.4.1 Introduction

Afin d’introduire les réseaux bayésiens, nous allons prendre l’exemple suivant (à
titre purement didactique). Imaginons que nous étudiions le mécanisme génétique
à l’origine de la couleur de peau, notée C. Le mécanisme héréditaire est considéré
comme monogénique, c’est-à-dire qu’un seul gène influence la couleur de peau. Nous
avons identifié le gène, noté G. Considérons que l’allèle (i.e. la version du gène, ou
modalité en langage statistique) à l’origine de la couleur foncée soit dominant. Ainsi
sa présence en une seule copie suffit pour qu’un sujet ait la peau foncée. Supposons
que le phénomène ait été étudié sur un certain nombre d’individus. Nous avons ainsi
pu calculer les probabilités pour le gène G de porter l’allèle donnant la couleur foncée
ou de ne pas le porter, et les probabilités qu’a un individu d’avoir la peau foncée ou
non sachant la nature de son gène. Nous pouvons modéliser cet état de connaissances
à l’aide d’un RB très simple (voir figure 3.1).

Sur la figure 3.1, un arc relie le gène G à la couleur C de la peau. Cet arc repré-
sente le lien probabiliste existant entre les deux variables : le gène G et la couleur
C de la peau sont dépendants. Un tableau de probabilités est associé à chacune des
variables. Par exemple, a priori, nous savons que 40% des individus possèdent l’allèle
de la couleur foncée dans la population étudiée. Ensuite, 90% des individus possé-
dant l’allèle de la couleur foncée présentent une peau foncée. Par ailleurs, 90% des
individus n’ayant pas l’allèle de la couleur foncée présentent une peau de couleur claire.

Le RB modélise de façon équivoque la relation de dépendance existant entre les
variables : d’une part, il représente cette dépendance selon la théorie des graphes à
l’aide d’un arc, et d’autre part, il la matérialise selon la théorie des probabilités avec
la table de probabilités conditionnelles P (C|G). Cet exemple demeure très basique au
regard des possibilités offertes par les RB. Une des propriétés les plus importantes des
RB est qu’ils permettent de modéliser des relations d’indépendance et de dépendance
conditionnelles entre les variables. Reprenons l’exemple précédent et admettons que
nous avons maintenant identifié le produit protéique P du gène G. De plus, nous
savons que la couleur de la peau peut être influencée par des facteurs non génétiques
comme l’usage d’une crème bronzante, noté B, et que l’action de B ne repose pas sur
la protéine P . Reconstruisons le RB à partir de cet état de connaissances (voir figure
3.2).

Dans ce nouveau RB, la couleur C de la peau devient indépendante du gène G
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Gène Couleur

P(C|G)P(G)

G
Oui Non

0,4 0,6

G

Oui Non

C
Oui 0,9 0,1

Non 0,1 0,9

Figure 3.1: Réseau bayésien modélisant l’influence du gène G sur la couleur de peau C.

sachant la protéine P . En effet, la connaissance de la variable G devient inutile lorsque
nous connaissons l’état de la variable P afin de prédire C. Cet exemple illustre l’indé-
pendance conditionnelle. Une propriété plus étonnante peut s’illustrer par le fait que
la variable P devient dépendante de B sachant C : c’est la dépendance condition-
nelle, qui est modélisée graphiquement par une structure en V, nommée V-structure.
Cette propriété est beaucoup moins intuitive mais nous pouvons la comprendre de la
manière suivante. Si nous observons une personne à la peau foncée et que nous savons
qu’elle a utilisé de la crème bronzante, nous allons avoir tendance à penser qu’il est
plus probable que la couleur de sa peau ait été causée par l’utilisation de la crème
bronzante plutôt que par le fait que naturellement sa peau ait un teint foncé, i.e. que
la protéine P soit présente dans sa peau. Ainsi nous voyons que les deux variables,
usage de crème bronzante B et présence de la protéine P , deviennent dépendantes
lorsque nous connaissons la couleur de la peau de la personne, alors qu’a priori, nous
savons que les deux variables ne sont pas liées biologiquement.

La factorisation de la loi jointe joue un rôle essentiel dans les RB (et dans les
MGP en général). Elle permet de décomposer d’une manière simple la distribution
de probabilité jointe en un produit de distributions de probabilité conditionnelle de
chaque nœud Xi conditionnellement à ses parents PaXi dans le graphe :

P (X) = Πn
i=1P (Xi|PaXi). (3.1)

Dans l’exemple précédent, la distribution de probabilité jointe (DPJ) se décompose
de la manière suivante :

P (G,P,C,B) = P (G) P (P |G) P (B) P (C|P,B).

La connaissance de la DPJ a de nombreuses applications. Elle permet notamment
de réaliser des opérations d’inférence probabiliste, de simuler des données et d’évaluer
la qualité d’un modèle grâce au calcul de la vraisemblance des données (la vraisem-
blance sera présentée en section 3.4.4.1, page 34). Par exemple, l’inférence probabiliste
permet de calculer la probabilité d’avoir mis de la crème bronzante sachant certaines
informations dans le RB. A priori, la probabilité d’avoir mis de la crème bronzante
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Couleurp(C|P,B)

P(G)

Protéine Bronzant

Gène

p(P|G)

G

Oui Non

0,4 0,6

G

Oui Non

P
Oui 0,9 0,1

Non 0,1 0,9

P(B)

B

Oui Non

0,1 0,9

P,B

Oui,Oui Oui,Non Non,Oui Non,Non

C
Oui 0,9 0,9 0,9 0,05

Non 0,1 0,1 0,1 0,95

Figure 3.2: Réseau bayésien modélisant l’influence du gène G et de la crème bronzante B
sur la couleur de peau C.
P indique la présence de la protéine issue de l’expression du gène G.

est P (B = oui) = 0, 1. Si l’on considère le cas où la personne a la peau foncée, alors
la probabilité devient P (B = oui|C = oui) = 0, 197. Cette probabilité est environ dix
fois moins importante si la personne a la peau claire : P (B = oui|C = non) = 0, 018.

Pour notre problématique de modélisation du déséquilibre de liaison, la DPJ est
inconnue et représente ainsi l’objectif à atteindre. Le moyen, pour y parvenir, consiste
à utiliser des méthodes d’apprentissage automatique à partir de données. Pour cela,
deux étapes majeures sont à distinguer :

– l’apprentissage de la structure, i.e. des dépendances marginales et condition-
nelles encodées par le graphe du RB,

– l’apprentissage des paramètres, i.e. des distributions de probabilité condition-
nelle ou marginale associées à chaque nœud. Dans la plupart des situations,
l’apprentissage de structure est une étape préliminaire à l’apprentissage de pa-
ramètres, et se révèle la plus difficile.

Par souci didactique, dans la suite du mémoire, nous présenterons dans l’ordre :
la définition des RB, l’inférence probabiliste, l’apprentissage de paramètres et enfin
l’apprentissage de structure. Nous avons délibérément choisi de ne pas présenter cer-
tains aspects des RB qui ne seront pas employés dans la suite du mémoire.
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3.4.2 Définition

Définition 17
Un réseau bayésien est défini par un graphe orienté sans circuit (GOSC), G(X,E),

et un ensemble de paramètres θ. L’ensemble des nœuds X = {X1, ..., Xn} repré-
sente n variables aléatoires et l’ensemble des arcs E capture les dépendances entre
ces variables. L’ensemble θ réunit les distributions de probabilité conditionnelle θi =
[P(Xi|PaXi)] où PaXi sont les parents du nœud Xi. Si un nœud ne possède pas de
parents, alors il est décrit par une distribution de probabilité a priori.

3.4.3 Inférence probabiliste

D’un point de vue intuitif, l’inférence probabiliste (IP) dans un RB consiste à
propager une ou plusieurs informations certaines au sein de ce réseau, pour en dé-
duire ensuite la façon dont sont modifiées les croyances (plus ou moins certaines)
concernant les autres nœuds [67]. L’IP nécessite la connaissance de la structure (i.e.
du graphe) et des paramètres du RB (i.e. des tables de probabilités associées aux
nœuds). D’un point de vue probabiliste, l’IP consiste à estimer la probabilité d’un
évènement quelconque sachant certaines connaissances dans le RB. L’IP présente
l’avantage de prendre en compte l’incertitude présente dans les connaissances. Pour
illustrer l’IP, reprenons l’exemple du RB de la figure 3.2. Grâce à l’IP, nous pouvons
déterminer que la probabilité a priori d’avoir la peau bronzée, notée P (C = oui), est
égale à 0.456. Maintenant, si l’on sait que la personne a utilisé de la crème bronzante,
alors la probabilité a posteriori d’avoir la peau bronzée, notée P (C = oui|B = oui),
est égale à 0.9.

L’IP repose sur le calcul de la probabilité a posteriori de l’évènement A sachant
l’observation e (ou évidence), selon le théorème de Bayes :

p(A|e) =
p(e|A) p(A)

p(e)
.

Dans la pratique, l’IP est beaucoup plus complexe. L’IP a été prouvée NP-difficile
(non polynomial difficile) dans le cas général [18].

Diverses méthodes ont été proposées pour la mise en œuvre de l’IP dans les RB.
Parmi les méthodes exactes, deux classes principales ont vu le jour : (i) les méthodes
de propagation de messages étendus par des algorithmes de coupe (ou de conditionne-
ment) [74], et (ii) les méthodes utilisant des regroupements de nœuds [39, 40, 48]. Les
premières réalisent une propagation des messages le long des arcs du GOSC, tandis
que les secondes opèrent au préalable une transformation du GOSC en arbre de jonc-
tion pour ensuite appliquer une version simplifiée de la propagation de messages. Pour
une introduction plus détaillée à ces méthodes, le lecteur peut se référer à Réf.[67].



34 Les modèles graphiques probabilistes

3.4.4 Apprentissage de paramètres

L’apprentissage de paramètres (AP) est une étape clé lors de la construction d’un
RB. Étant donné une structure, l’AP consiste à estimer de la manière la plus précise
les paramètres du modèle à partir de données. L’AP est un sujet vaste et complexe,
c’est pourquoi nous nous restreindrons aux méthodes les plus utilisées dans le cadre
des RB.

3.4.4.1 Données complètes

Dans le cas le plus simple, l’AP est réalisé sur des données complètes, i.e. pour
lesquelles aucune donnée n’est manquante ou bien pour lesquelles toutes les variables
du RB correspondant sont observées (aucune variable non observée). Si l’on ne consi-
dère pas de connaissance a priori sur les paramètres (approche fréquentiste), alors il
est possible d’estimer les paramètres de manière très simple à l’aide de la méthode
du maximum de vraisemblance (MV). La méthode du MV est simple : elle cherche
à maximiser la probabilité que les données observées aient été générées par un mo-
dèle dont la structure est fixée. On considère un ensemble de données d’apprentis-
sage D = {x1, ...,xm} comprenant m observations pour les n variables de l’ensemble
X = {X1, ..., Xn}. Une observation est une réalisation de ces n variables aléatoires :
pour i ∈ 1, ...,m, xi = {xi1, ..., xin}. On appelle vraisemblance du modèle, notée L(θ),
au vu des observations D d’un échantillon de taille m indépendamment et identique-
ment distribué (i.i.d.) selon la DPJ de paramètres θ, le terme :

L(θ) = P (D|θ) = L(x1, ...,xm|θ) = P (x1|θ)× ...× P (xm|θ) = Πm
i=1P (xi|θ).

La méthode du maximum de vraisemblance consiste alors à identifier les para-
mètres θMV maximisant L(θ), appelé maximum de vraisemblance. Dans la pratique,
le maximum de la log-vraisemblance, log L(θ), est utilisé car il permet de simplifier les
calculs et revient à identifier les mêmes paramètres. Dans le cas des données discrètes
qui nous préoccupe, l’estimation par la méthode du maximum de vraisemblance est
triviale et revient à calculer la fréquence d’apparition d’un évènement :

P̂ (Xi = xk|PaXi = xj) = θ̂MV
i,j,k =

Ni,j,k∑
kNi,j,k

où Ni,j,k est le nombre d’évènements pour lesquels la variable Xi est dans l’état xk
et ses parents PaXi sont dans la configuration xj .

Dans de nombreuses situations, il peut être plus intéressant de réaliser un appren-
tissage bayésien. Contrairement à l’approche fréquentiste (e.g. maximum de vrai-
semblance), l’approche bayésienne prend en compte un certain nombre d’a priori
sur les paramètres. Par exemple, l’apprentissage bayésien [10] permet d’apporter des
connaissances a priori sur le phénomène étudié, indépendamment des données d’ap-
prentissage. L’approche bayésienne consiste à calculer la distribution a posteriori des
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paramètres P (θ|D) [76]. Les paramètres θ̂MAP maximisant la probabilité a posteriori
(MAP) peuvent alors être employés :

θ̂MAP = argmaxθ log P (θ|D).

La distribution a posteriori P (θ|D) est calculée à l’aide de la formule de Bayes incor-
porant des aprioris sur les paramètres :

P (θ|D) =
P (D|θ) P (θ)

P (D)
,

où P (θ|D) s’exprime comme le produit de la vraisemblance marginalisée P (D|θ) (où
θ est ici une variable aléatoire) et d’une probabilité a priori sur les paramètres P (θ),
divisé par une constante de normalisation (P (D) est constant quel que soit le modèle
traité et n’est pas pris en compte lors du calcul). Une approche alternative au maxi-
mum a posteriori consiste à calculer l’espérance a posteriori des paramètres à inférer.

3.4.4.2 Données incomplètes

Dans le cas où certaines données sont manquantes, ou bien des variables non ob-
servées (appelées aussi variables latentes) sont présentes dans le modèle, l’AP est bien
plus complexe et long car il nécessite dans la plupart des situations un apprentissage
basé sur des méthodes itératives. L’algorithme le plus utilisé dans ce cas est l’algo-
rithme expectation-maximization (EM) [22], car il est simple à mettre en œuvre et
efficace dans la majorité des situations. Il peut être employé à la fois dans le cadre
fréquentiste et dans le cadre bayésien. Nous le présenterons en détail sous la perspec-
tive fréquentiste.

Soit log P (D|θ) = log P (Do, Dm|θ) la log-vraisemblance des données complètes.
Do et Dm correspondent aux données observées et aux données manquantes, res-
pectivement. En considérant un modèle de référence θ∗, il est possible d’estimer la
distribution de probabilité des données manquantes P (Dm|θ∗), et ainsi de calculer
Q(θ; θ∗) l’espérance de la log-vraisemblance des données complètes :

Q(θ; θ∗) = Eθ∗ [log P (Do, Dm|θ)].

Q(θ; θ∗) est l’espérance de la vraisemblance d’un ensemble de paramètres θ quel-
conque, calculée en employant la distribution de données manquantes P (Dm|θ∗). Dans
le cadre des réseaux bayésiens, l’équation précédente peut se réécrire de la façon sui-
vante :

Q(θ; θ∗) =

n∑
i=1

qi∑
j=1

ri∑
k=1

N∗ijk log θijk (3.2)

où N∗ijk = Eθ∗ [Nijk] = N × P (Xi = xk, PaXi = xj |θ∗) est obtenu par inférence dans
le réseau de paramètres θ∗ si les valeurs de {Xi, PaXi} ne sont pas complètement
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mesurés, et par simple comptage sinon. N est le nombre total d’observations.

L’algorithme EM est très simple et consiste à itérer deux étapes. Soient θt = {θtijk}
les paramètres du modèle à l’itération t. A l’étape t + 1, deux calculs sont mis en
œuvre :

– calcul de l’espérance : estimation des N∗ijk de l’équation 3.2 à partir des para-

mètres de référence θt,
– maximisation : identification des paramètres θt+1 qui maximisent Q :

θt+1
ijk =

N∗ijk∑
kN
∗
ijk

.

Ces deux étapes sont répétées tant qu’il est possible d’augmenter la valeur de Q.

L’algorithme converge généralement vers un maximum local. C’est pourquoi de
nombreuses méthodes ont été développées pour pallier ce problème. La plus simple
consiste à relancer l’algorithme en tirant aléatoirement de nouvelles valeurs pour les
paramètres de départ (réinitialisation aléatoire). De nombreuses variantes de l’algo-
rithme EM ont été proposées, notamment pour simplifier le problème de l’étape de
maximisation (EM généralisé) [22]. L’algorithme EM peut aussi s’appliquer au cadre
bayésien. Il suffit pour cela de remplacer le maximum de vraisemblance de l’étape de
maximisation par le maximum a posteriori ou l’espérance a posteriori.

3.4.5 Apprentissage de structure

Dans un grand nombre de situations, la structure du RB est inconnue et il est
nécessaire de la déterminer avant de réaliser l’apprentissage des paramètres. C’est le
cas, par exemple, en génétique d’association, où les relations entre variables (SNP
et phénotype) ne sont pas (ou sont seulement partiellement) connues a priori. Mal-
heureusement, l’apprentissage de la structure (AS) est un problème NP-difficile [16]
et demeure l’étape la plus complexe lors de l’apprentissage d’un RB. C’est pourquoi
la plupart des algorithmes développés sont des heuristiques conçues dans le but de
surmonter la difficulté due à la très grande dimension de l’espace de recherche des
structures. Le nombre r de structures possibles est superexponentiel en fonction du
nombre de variables n :

r(n) =

{
1 , n = 0 ou 1∑n

i=1(−1)i+1
(
n
i

)
2i(n−1) r(n− i) , n > 1.

Afin de donner un ordre de grandeur, pour 5 et 10 variables, les valeurs de r sont
égales à 29281 et à 4.2× 1018, respectivement.

La complexité de l’AS a motivé le développement de deux grandes familles d’algo-
rithmes [34] : les méthodes par contraintes (MC) et les méthodes basées sur un score
(MS). Les MC mettent en œuvre une recherche d’indépendances conditionnelles entre
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les variables, à l’aide de tests statistiques tels que le χ2 conditionnel et le coefficient de
corrélation partielle de Pearson. A titre d’exemple, nous pouvons citer l’algorithme
PC [88] qui part du graphe complet non orienté (toutes les arêtes sont présentes),
puis les retire au fur et à mesure que des indépendances sont découvertes. Ensuite,
pour orienter le graphe, l’identification des dépendances conditionnelles permet de
repérer les V-structures. A l’issue de ces deux étapes, le graphe obtenu est un graphe
partiellement orienté qu’il faut finir d’orienter tout en ne rajoutant pas de nouvelles
V-structures.

Les MS cherchent à optimiser un score évaluant la pertinence d’une structure
par rapport aux données observées, lors d’une recherche locale à travers l’espace
des GOSC. Les scores, tels que le critère d’information d’Akaike (Akaike information
criterion, AIC) [2] et le critère d’information bayésien (Bayesian information criterion,
BIC) [83], peuvent être décomposés en deux termes : le premier évalue l’adéquation
du modèle aux données (maximum de vraisemblance), tandis que le second pénalise
le modèle en considérant sa dimension de façon à empêcher tout surapprentissage 2.
La formule du score BIC est la suivante :

BIC(M,D) = log P (D|θMV ,M)− 1

2
dim(M) log N

avec M le modèle, dim(M) la dimension de M et N le nombre d’observations. Un
des algorithmes les plus simples, la recherche gloutonne [15], consiste à partir d’une
structure donnée, à explorer le voisinage de cette structure à l’aide d’opérateurs d’ad-
dition, de suppression et d’inversion d’arc dans le GOSC. L’algorithme s’arrête lorsque
le score n’augmente plus et la structure courante est alors renvoyée.

D’autres classes de méthodes plus récentes ont vu le jour. Notamment, les mé-
thodes hybrides combinent une première phase de recherche d’indépendances condi-
tionnelles pour guider la phase suivante de recherche gloutonne dans l’espace des struc-
tures. Ces méthodes hybrides tirent parti des avantages des méthodes par contraintes,
rapides, afin de restreindre ensuite la recherche locale. Ces méthodes engendrent ainsi
un gain important en terme de temps de calcul. Par exemple, l’algorithme max-min
hill climbing (MMHC) [106] permet de surpasser un grand nombre de méthodes lors-
qu’un nombre important de variables est considéré (100 k variables). Des études de
simulation évaluant et comparant les différents algorithmes d’apprentissage en termes
de performance et de temps de calcul peuvent être trouvées dans Réf.[106, 112, 115].

Des méthodes ont aussi été développées lorsque des valeurs sont manquantes ou
des variables latentes sont présentes. Nous verrons en détail cette situation dans le
prochain chapitre, consacré aux contributions algorithmiques des travaux présentés
dans le cadre de cette thèse.

2. Le surapprentissage désigne le fait qu’un modèle possédant un trop grand nombre de paramètres
s’ajustera très bien aux données sur lequel il aura été appris mais aura de la peine à généraliser les
caractéristiques de ces données.
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3.5 Réseaux de Markov

Les réseaux de Markov (RM) sont des graphes non orientés. Dans ces modèles, la
DPJ peut être factorisée en cliques du graphe G à l’aide de la formule suivante :

P (X) =
1

Z
ΠC∈cl(G) φ(C)

où cl(G) est l’ensemble des cliques maximales de G, les fonctions φ sont les paramètres
(souvent nommés potentiels) et Z est la constante de normalisation, généralement im-
possible à calculer dans la pratique.

Les RM permettent de prendre en compte certaines dépendances que les RB ne
peuvent pas représenter, les dépendances dans un cycle. Par contre, contrairement
aux RB, le RM ne modélisent pas les dépendances marginales (V-structure).

Certaines classes particulières de RM sont très intéressantes, tels que les modèles
ayant une structure en arbre et les RM décomposables. D’une part, les modèles à
structure en arbre permettent, par exemple, de réaliser l’inférence probabiliste en
temps linéaire. Ils sont en outre très simples à apprendre. D’autre part, l’utilisation de
RM décomposables (RMD) simplifie le calcul de la DPJ. Les RMD sont décomposables
en cliques et séparateurs de cliques. Un séparateur de cliques est un ensemble de nœuds
dont la suppression a pour effet de déconnecter deux cliques ou plus. Pour les RMD,
la décomposition de la DPJ est la suivante :

P (X) =
ΠC∈cl(G)P (C)

ΠS∈sep(G)P (S)
(3.3)

où sep(G) est l’ensemble des séparateurs de cliques de G, et P (C) et P (S) sont
les DPJ des cliques et des séparateurs, respectivement. Grâce à cette décomposition
simple de la DPJ, il est possible de calculer rapidement la vraisemblance d’un modèle
et ainsi d’évaluer ce dernier grâce à un score, tel que le score BIC. Dans la suite du
mémoire, nous nous concentrerons sur les RMD qui ont rencontré plus de succès que
les RM pour la modélisation du déséquilibre de liaison (LD) et des données issues des
études d’association pangénomiques (EAP).

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre d’introduction aux modèles graphiques probabilistes, nous avons
présenté deux classes très répandues de modèles, d’une part les réseaux bayésiens et
d’autre part les réseaux de Markov. En outre, nous avons montré leur utilité sur un
exemple simple de génétique. Pour l’apprentissage de ces modèles, deux étapes sont
fondamentales : l’apprentissage de la structure, i.e. des dépendances entre variables,
et l’apprentissage des paramètres, i.e. des distributions locales de probabilité. La pre-
mière étape est la plus complexe dans la situation où toutes les données sont observées.
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En effet, dans cette situation, les paramètres sont rapidement appris par maximum de
vraisemblance (ou maximum a posteriori) qui met en œuvre un simple comptage des
observations, alors que l’apprentissage de structure nécessite un parcours dans l’es-
pace superexponentiel des graphes orientés sans circuit. Dans la situation où toutes
les données ne sont pas observées, par exemple en présence de variables latentes,
l’étape d’apprentissage de paramètres nécessite aussi l’emploi de longs calculs (e.g.
algorithme EM). Malgré ces inconvénients, nous verrons dans le prochain chapitre que
les modèles avec variables latentes présentent un certain nombre d’avantages pour la
modélisation du LD qui a motivé les travaux de cette thèse.
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4.1 Introduction

La modélisation du déséquilibre de liaison (linkage disequilibrium, LD) représente
un enjeu majeur en génétique statistique car elle joue un rôle important lors de la car-
tographie des loci de susceptibilité à la maladie et aide à mieux appréhender l’histoire
des populations humaines [75]. Par exemple, la réduction de la dimension des données
[73] et l’inférence haplotypique [1] sont des applications de la modélisation du LD en
cartographie des loci. Comme nous avons vu dans le chapitre 2, section 2.3.5, page 13,
la structure du LD est complexe. Elle est constituée de blocs de tailles variées présen-
tant une faible diversité haplotypique. De plus, l’existence de dépendances entre loci
non contigus et le fait que les frontières de ces blocs ne soient pas précisément défi-
nies sur le génome ont pour effet d’accrôıtre la complexité de la structure en blocs du
LD. Outre l’aspect de la complexité, il faut prendre en compte le caractère incertain
inhérent aux données génétiques. En effet, ces données peuvent être partiellement ou
complètement non observées (phase manquante). De plus, elles peuvent être sujettes
à des erreurs de mesure, telles que les erreurs de génotypage.

Les raisons précédentes justifient l’utilisation des modèles graphiques probabilistes
(MGP) qui constituent un cadre d’étude approprié pour la modélisation fine du LD.
Les MGP permettent par exemple d’estimer les fréquences haplotypiques avec beau-
coup de précision, tout en intégrant l’incertitude des données. Cependant le passage à
l’échelle des méthodes basées sur les MGP demeure une point problématique majeur à
prendre en considération lors de l’apprentissage à partir de données de très grandes di-
mensions, telles que les données issues des études d’association pangénomiques (EAP).

Ce chapitre présente l’ensemble des travaux relatifs à la modélisation pangéno-
mique du LD. Les enjeux et le contexte de la modélisation du LD sont d’abord intro-
duits. Un état de l’art sur l’application des MGP à la modélisation du LD est présenté.
Ensuite, le choix d’un nouveau modèle - la forêt de modèles hiérarchiques à classes
latentes - est discuté et argumenté, notamment au travers de ses nombreux avantages
pour la modélisation du LD, tels que la possibilité de prendre en compte la nature
floue du LD et de hiérarchiser les différents degrés de LD. Un état de l’art général
sur l’apprentissage d’un modèle très proche, le modèle hiérarchique à classes latentes,
est présenté. Un nouvel algorithme d’apprentissage nommé CFHLC (Construction
of Forests of Hierarchical Latent Class models) est proposé et détaillé. Une seconde
version (CFHLC+) est ensuite présentée. Elle offre l’avantage de ne plus nécessiter le
découpage du génome en fenêtres. Notre approche de modélisation est ensuite évaluée
sur des données simulées et réelles. A l’aide du jeu de données de Daly et al. [19],
cette approche est comparée à un certain nombre d’approches concurrentes basées sur
une modélisation en blocs (SNP contigus) ou basées sur une modélisation en clusters
(SNP non contigus). Par ailleurs, le passage à l’échelle est démontré pour des don-
nées pangénomiques. La conclusion de ce troisième chapitre porte sur les perspectives
d’amélioration de la modélisation proposée et sur ses champs d’application possibles.
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Figure 4.1: Modèle à classes latentes.
Les variables observées et les variables latentes sont représentées par des nœuds bleus (clairs)
et rouges (foncés), respectivement.

4.2 État de l’art

Un certain nombre de méthodes basées sur les MGP ont été proposées afin de
modéliser le LD. Ces méthodes peuvent être principalement classées en fonction du
type de modèle employé, de leur capacité ou non à passer à l’échelle et de l’application
à la génétique visée en aval de la modélisation du LD. Dans le cadre de ce travail de
thèse de doctorat, un état de l’art sur l’application des MGP à la modélisation du
LD a été publié dans Réf.[65].

4.2.1 Différents modèles de déséquilibre de liaison

A priori, la direction des arcs dans les MGP (comme dans les RB par exemple)
parâıt arbitraire dans le cas de la modélisation du LD. En effet, elle ne possède pas de
signification génétique particulière, n’impliquant pas de relation causale entre SNP.
En effet, il est difficile d’imaginer qu’un SNP puisse représenter un facteur causal d’un
autre SNP. C’est pourquoi les RM, des modèles basés sur des graphes non orientés,
apparaissent de prime abord comme des outils de choix pour modéliser le LD. Dans
cette optique, Thomas et Camp [102] réalise un apprentissage de la structure basé
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Séquence génomique

Figure 4.2: Ensemble de modèles à classes latentes augmenté par des dépendances entre
SNP et des dépendances entre variables latentes, proposé par Nefian [68].
Les SNP et les variables latentes sont représentés par des nœuds bleus (clairs) et rouges
(foncés), respectivement.

sur le score. Lors du parcours de l’espace des graphes non orientés, seuls les graphes
décomposables sont considérés, ce qui simplifie le calcul du score (voir chapitre 3,
section 3.5, page 38), mais présente l’inconvénient d’engendrer une perte de temps
de calcul lors de la proposition de solutions non décomposables. En outre, Thomas
et Camp incorporent la position chromosomique des loci comme information a priori
dans la formule du score. Cette idée se base sur le fait que le LD décrôıt naturellement
avec la distance physique existant entre les SNP (modèle de Malécot [54]). Malgré
cet a priori, la méthode de Thomas et Camp réussit à identifier des dépendances
complexes entre SNP non adjacents.

Les RB ont aussi été proposés pour la modélisation du LD. Deux travaux [49, 108]
ont suggéré que la direction des arcs pourrait être utile pour le généticien, notamment
pour la sélection d’un sous-ensemble de SNP indépendants et hautement informatifs
(i.e. tagSNPs). Une approche standard, la recherche gloutonne, qui réalise une re-
cherche locale basée sur un score, est implémentée dans la méthode BNTagger [49].
L’espace des GOSC est exploré à l’aide d’opérateurs d’addition, de suppression et d’in-
version d’arc. Afin d’éviter les maxima locaux, la réinitialisation aléatoire ou le recuit
simulé représentent des solutions simples mais efficaces. L’emploi de méthodes plus
sophistiquées d’apprentissage de la structure, telles que les algorithmes génétiques
combinés à une recherche locale, s’est révélé performant pour trouver rapidement une
structure optimale [108].

Une famille particulière de RB, les RB avec VL, offre aussi de nombreuses possibi-
lités. L’intérêt des VL est qu’elles capturent des dépendances complexes entre les VO.
Elles peuvent aussi être utilisées à la place des VO pour la réduction de dimension
des données. Parmi cette famille, le modèle à classes latentes (MCL) a été largement
employé. Un MCL est défini comme un ensemble de VO Xi ayant toutes pour parent
une même et unique VL H (voir figure 4.1). Dans ce modèle, chaque classe latente (i.e.
chaque modalité de la VL) représente un cluster (probabiliste) des différentes confi-
gurations possibles prises par les VO. L’hypothèse d’indépendance locale, inhérente
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Figure 4.3: Ensemble de modèles à classes latentes, proposé par Zhang et Ji [116].
Voir figure 4.2 pour la nomenclature des nœuds.

à ce modèle, stipule que les VO sont toutes indépendantes conditionnellement à la VL.

Par exemple, Nefian [68] modélise le LD à l’aide d’un ensemble de modèles à
classes latentes augmenté par des dépendances entre SNP et des dépendances entre
VL (voir figure 4.2). Cette modélisation présente l’avantage de prendre en compte à
la fois les dépendances à l’intérieur des blocs de SNP (représentées par les MCL) et
les dépendances entre blocs (représentées par les liens entre les VL). L’apprentissage
du modèle s’appuie sur un découpage arbitraire de la séquence en petites fenêtres de
taille fixe (6 SNP). Pour chaque fenêtre, un MCL est créé. Ensuite, Nefian applique
l’algorithme structural expectation-maximization (SEM) afin d’apprendre les dépen-
dances entre SNP et les dépendances entre VL : à chaque étape de l’algorithme SEM,
les données des VL sont d’abord complétées à l’aide du modèle courant, dans le but
de pouvoir ensuite calculer le score des modèles dans le voisinage du modèle courant.
Nefian emploie des opérateurs d’ajout/retrait d’arcs entre VL et entre VO pour le
parcours du voisinage des structures. Malheureusement, le manque de flexibilité de la
méthode de Nefian demeure un inconvénient important.

Assez similaire au modèle de Nefian, le modèle implémenté dans le programme
HaploBlock (http ://bioinfo.cs.technion.ac.il/haploblock/) peut être considéré comme
un ensemble de blocs, chacun modélisé par un MCL, et reliés par une châıne de Mar-
kov qui prend en compte les dépendances entre blocs adjacents [29, 30]. L’atout de
ce modèle est qu’il met en œuvre un certain nombre de concepts de génétique des
populations comme la mutation, le goulot d’étranglement, la dérive génétique et les
points chauds de recombinaison (pour une introduction aux concepts de génétique
des populations, se référer à Réf.[69]).

Zhang et Ji, quant à eux, proposent une approche plus souple pour la modélisation
du LD. Elle constitue une amélioration directe du modèle implémenté dans le logiciel
Gerbil [44], basé sur une structure en blocs. Pour cela, un ensemble de MCL est ap-
pris (voir figure 4.3) à l’aide de l’algorithme SEM [116]. L’algorithme SEM développé
met en œuvre un opérateur de réaffectation d’un SNP d’un cluster vers un autre, et
intègre un recuit simulé afin d’augmenter la probabilité de convergence vers une solu-
tion globale. A la différence des travaux précédents, cette méthode peut partitionner
la séquence en clusters de tailles variées de SNP non nécessairement adjacents. Malgré
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Figure 4.4: Le modèle de Markov caché utilisé par Scheet et Stephens [82] : a) représen-
tation global du modèle, b) illustration pour un SNP.
a) Les nœuds Mi et Pi sont les haplotypes ancestraux maternels et paternels au SNP i, res-
pectivement. Le nœud Gi est le génotype actuel observé au SNP i. b) Pour les haplotypes,
les symboles 0 et 1 représentent l’allèle originel et l’allèle mutant, respectivement. Pour les
génotypes, les symboles 0, 1, 2 représentent le nombre d’allèles mutants. Hap. : haplotype ;
Géno. : génotype ; Ances. : ancestral.

cette amélioration, un inconvénient réside dans le fait que le nombre de MCL (i.e. de
clusters) doit être spécifié au préalable.

4.2.2 Passage à l’échelle

Aucune des quatre méthodes mentionnées précédemment ne permet le passage à
l’échelle avec le nombre de SNP : elles ne peuvent traiter plus d’un millier de SNP,
ce qui les restreint à l’analyse de petites régions chromosomiques. Pour résoudre ce
problème, plusieurs méthodes ont été proposées : les premières sont basées sur un
processus markovien, tandis que les secondes contraignent l’apprentissage de la struc-
ture par une distance physique maximale.

Les processus markoviens constituent des outils naturels pour le traitement de
données séquentielles, telles que les données génétiques. Dans cette perspective, les
modèles de Markov cachés (MMC) présentent l’avantage de manipuler des états la-
tents, comme la phase manquante dans les données génotypiques. En se basant sur
cette idée, Scheet et Stephens [82] proposent un modèle où les états latents corres-
pondent à des clusters haplotypiques, interprétés comme des haplotypes ancestraux.
Le modèle est présenté en figure 4.4a, en suivant la représentation des RB. Les arcs
verticaux peuvent être considérés comme des mutations apparues entre les haplotypes
ancestraux (maternels et paternels) et le génotype actuel observé, alors que les arcs
horizontaux sont des évènements de recombinaison survenus entre deux SNP conti-
gus. Ce modèle est implémenté dans le programme bien connu fastPHASE, disponible
à l’adresse Internet http ://stephenslab.uchicago.edu/software.html. La grande force
de ce modèle réside dans le fait qu’il peut prendre en compte à la fois la structure
en blocs du LD et la diminution graduelle de ce dernier avec la distance séparant
les SNP. En outre, fastPHASE est précis et capable de manipuler de grands jeux de
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Figure 4.5: Graphe d’intervalle (GI) utilisé par Thomas [100].
Voir figure 4.2 pour la nomenclature des nœuds.

données (un millier d’individus et des centaines de milliers de SNP). Le logiciel fast-
PHASE a été considéré comme l’outil de référence pour l’inférence pangénomique des
haplotypes jusqu’à l’apparition de la méthode de Browning et Browning implémentée
dans la suite logicielle BEAGLE [11, 13].

Browning [12] propose l’emploi du modèle de Markov de longueur variable (MMLV)
qui s’adapte automatiquement à l’étendue du LD entre les SNP présents sur le chro-
mosome. Dans le MMLV, la longueur de la mémoire du processus n’est pas constante
et peut varier le long de la châıne selon le contexte, permettant ainsi de prendre en
compte la nature multilocus du LD. Par exemple, la longueur de la mémoire sera
plus importante dans les régions de fort LD que dans les régions de faible LD. En
comparaison du MMC mentionné précédemment, le MMLV présente l’avantage de ne
pas nécessiter de spécification préalable de la structure du modèle, telle que le nombre
d’haplotypes ancestraux, et l’apprentissage peut être réalisé au moyen d’heuristiques
rapides. La suite logicielle BEAGLE implémente cet algorithme. Elle est disponible à
l’adresse Internet http ://faculty.washington.edu/browning/beagle/beagle.html.

Afin de surmonter le problème de la grande dimension des données, une autre
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stratégie consiste à restreindre l’espace de recherche des MGP par une contrainte
portant sur la distance physique séparant les SNP. Suivant cette idée, deux méthodes
ont été développées. Verzilli et al. [107] ont conçu une approche ”Markov chain Monte
Carlo” (MCMC) afin d’échantillonner dans l’espace des cliques disjointes, un sous-
espace des graphes non orientés décomposables. Deux opérateurs simples de parcours
sont utilisés : la fusion et la scission de deux cliques choisies aléatoirement dans le
graphe courant. La distance physique maximale entre SNP pouvant appartenir à une
même clique, ainsi que la taille maximale des cliques, sont fixées, assurant ainsi le
passage à l’échelle de la méthode. L’utilisation de ces contraintes ainsi que le par-
cours d’un espace plus petit que celui des RM décomposables - l’espace des cliques
disjointes - assure un apprentissage très rapide. Pour donner un ordre d’idée : l’al-
gorithme ne nécessite que 5 minutes pour traiter 105 SNP et 268 individus. Cette
méthode est implémentée dans le package R graphminer et est disponible à l’adresse
Internet http ://homepages.lshtm.ac.uk/encdcver/.

Thomas [100] a proposé d’employer les graphes d’intervalle, une sous-classe des
graphes non orientés décomposables. Un graphe d’intervalle (GI) est un graphe pour
lequel les nœuds représentent des intervalles localisés sur une même ligne et pour
lequel les arêtes connectent les paires d’intervalles se chevauchant. Les GI sont intrin-
sèquement décomposables. La décomposabilité en cliques de petite taille constitue la
clé pour le passage à l’échelle de l’apprentissage des RM. Elle assure un calcul simple
et local de la vraisemblance, évite une perte de temps importante liée à la proposition
de solutions non décomposables, et permet l’emploi d’algorithmes d’inférence per-
formants tels que l’algorithme forward-backward (appelé aussi message passing dans
l’arbre de jonction) [48]. Outre ces atouts calculatoires, les GI apparaissent intuitive-
ment comme des outils particulièrement adaptés pour la modélisation du LD, puisque
les intervalles peuvent être interprétés comme le LD présent autour d’un locus. Les GI
sont facilement contraints à l’aide des positions physiques des SNP, reflétant le fait
que des corrélations fortes auront davantage de chance d’être observées entre SNP
proches sur le chromosome. Le modèle est présenté en figure 4.5.

En théorie, une structure de données en arbre peut être utilisée pour stocker
et mettre à jour en temps logarithmique les intervalles inférés par échantillonnage
MCMC (ici nous parlons de complexité en fonction du nombre de SNP à traiter).
Cependant, en pratique, la construction de l’arbre se révèle superlinéaire en temps
lorsque de grands jeux de données sont traités (plus de 104 SNP). Pour résoudre ce
problème, une nouvelle restriction a été introduite [101] : les intervalles ne sont pas
autorisés à dépasser une largeur maximale de part et d’autre de la position du SNP.
Très récemment, l’emploi de GI est devenu obsolète avec le développement du modèle
d’Abel et Thomas [1] qui se base sur un nouvel algorithme d’échantillonnage dans
l’espace général des graphes décomposables [103, 104]. Pour ce modèle, la linéarité de
l’algorithme d’apprentissage a aussi été atteinte au moyen de contraintes portant sur
les graphes : seuls les SNP séparés par une distance inférieure à une distance maxi-
male peuvent être dépendants. Cette contrainte est en fait identique à celle employée
pour l’apprentissage des GI. Afin d’estimer le modèle (GI ou graphe décomposable)
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RM génotypes bayésien graphminer

RM allèles
fréquentiste IntervalLD

fréquentiste FitGMLD (Abel et Thomas, 2011)

Passage
à l'échelle

allèles 
& 

clusters
haplotypiques

inférence de 
blocs haplotypiques

(Greenspan et Geiger, 2004)
(Greenspan et Geiger, 2005)

RB avec VL
(MMC)

allèles 
& 

clusters
haplotypiques

ordre physique 
des SNP

inférence 
d'haplotypes

RB
(MMLV)

clusters
haplotypiques étude d'association

pangénomiquedistance physique & 
décomposabilité

(Verzilli et al., 2006)

distance physique & 
graphe d'intervalle inférence 

d'haplotypes

(Thomas, 2009a)
(Thomas, 2009b)

distance physique & 
décomposabilité

Tableau 4.1: Comparaison des méthodes basées sur des modèles graphiques probabilistes
pour la modélisation du déséquilibre de liaison. RM : réseau de Markov ; RB : réseau bayésien ;
MMC : modèle de Markov caché ; MMLV : modèle de Markov de longueur variable ; VL :
variable latente ; LD : déséquilibre de liaison.

et d’inférer les haplotypes, une approche ”diviser pour régner” considère une fenêtre
glissante le long du chromosome. A l’intérieur de la fenêtre, l’algorithme forward-
backward est employé. Grâce à ce moyen, les complexités en temps et en mémoire
sont linéaires.

4.2.3 Applications

Les applications des MGP à la modélisation du LD sont multiples. Elles vont de la
sélection de tagSNPs à l’inférence des haplotypes. Par exemple, dans BNTagger, une
heuristique recherche les tagSNPs, qui peuvent être employés de différentes manières
dans le cadre des EAP. Par exemple, les tagSNPs servent à réduire la dimension des
données pour la recherche d’associations. Ils sont aussi très utiles pour l’imputation 1

de données de SNP non génotypés. Ainsi l’on peut génotyper qu’un nombre réduit de
SNP et imputer ensuite les SNP restants pour assurer une localisation plus précise des
SNP causaux. Pour la sélection de tagSNPs, BNTagger surclasse plusieurs méthodes
de l’état de l’art comme Eigen2htSNP [52] et STAMPA [31].

La méthode d’Abel et Thomas [1], quant à elle, peut s’appliquer à : (i) l’inférence
pangénomique d’haplotypes, (ii) la simulation d’haplotypes pour les individus d’un
pedigree de structure connue lorsque les haplotypes fondateurs présentent du LD,
et (iii) le calcul de la distribution a posteriori des allèles pour chacun des loci. Par
exemple, l’inférence d’haplotypes à partir de données génotypiques est une probléma-
tique majeure pour le généticien. Les haplotypes représentent l’information génétique
des chromosomes. Leur étude aide à mieux comprendre les processus évolutifs des
populations humaines. Outre cet aspect théorique, il est important d’identifier les

1. L’imputation consiste à inférer des données manquantes à l’aide d’une méthode statistique.
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Figure 4.6: a) Dépendance locale (non prise en compte) dans un modèle à classes latentes.
b) Modélisation de la dépendance locale à l’aide d’un modèle hiérarchique à classes latentes.
Voir figure 4.2 pour la nomenclature des nœuds.

haplotypes portant la mutation causale à l’origine de la maladie. En qui concerne
l’inférence d’haplotypes pour de très grands jeux de données (e.g. 103 individus et
105 SNP), la méthode d’Abel et Thomas obtient des résultats légèrement moins pré-
cis que ceux de l’algorithme le plus performant implémenté dans la suite logicielle
BEAGLE [13].

Nous venons de présenter différentes méthodes basées sur les MGP et visant à
modéliser le LD. Ces différentes méthodes de modélisation sont résumées dans le Ta-
bleau 4.1. Nous avons comparé les familles de modèles, les variables analysées, les
restrictions imposées lors de l’apprentissage, la capacité de la méthode à passer à
l’échelle, le paradigme d’apprentissage statistique et l’objectif de la méthode.

4.3 Forêt de modèles hiérarchiques à classes latentes

Les travaux sur le développement d’un nouveau modèle, la forêt de modèles hié-
rarchiques à classes latentes, dédié à la modélisation du LD ont été publiés dans
Réf.[63, 64].

4.3.1 Introduction et motivations

Le modèle hiérarchique à classes latentes (MHCL) a été proposé comme généra-
lisation du MCL [113]. Il présente l’avantage de ne plus être basé sur une hypothèse
souvent infirmée par les données, l’hypothèse d’indépendance locale des VO. Ce phé-
nomène est illustré en figure 4.6a. Une dépendance locale est observée entre les VO
X2 et X3 conditionnellement à la VL H (flèche en pointillés). Cette dépendance locale
peut être modélisée à l’aide d’une VL supplémentaire H∗ reliant les VO X2 et X3 au
reste du modèle.

Le MHCL est défini comme un arbre orienté dont les feuilles sont des VO et les
nœuds restants sont des VL, organisées en couches multiples (voir figure 4.7). Outre
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Figure 4.7: Modèle hiérarchique à classes latentes (MHCL).
Voir figure 4.2 pour la nomenclature des nœuds.

sa capacité à prendre en compte la dépendance locale entre VO, le MHCL offre de
nombreux avantages pour l’analyse du LD. Premièrement, il permet une modélisation
précise et souple du LD. D’une part, la structure en blocs, dans laquelle les SNP ne
sont regroupés que s’ils sont adjacents sur l’ADN, est remplacée par une structure en
clusters, moins contraignante, car elle n’oblige pas les SNP à être contigus. Dans ce
modèle, un cluster est défini comme un ensemble de SNP (i.e. feuilles dans l’arbre)
”subsumés”2 par une VL. D’autre part, la structure hiérarchique du modèle peut être
vue comme une forme de classification ascendante hiérarchique des SNP. Cette struc-
ture présente ainsi l’originalité de prendre en compte la nature floue des frontières
définissant les clusters. En effet, cette hiérarchie définit différents degrés de dépen-
dances entre SNP, ce qui limite l’aspect arbitraire du découpage en clusters, lequel
aboutit nécessairement à un seuillage des dépendances.

Deuxièmement, ce modèle peut fournir une interprétation biologique du LD dans
le cas de l’analyse de données haplotypiques. En effet, une VL peut être vue comme
un clustering (probabiliste) des haplotypes multilocus définis par les VO subsumées
par la VL. Ainsi, chaque état (ou classe) de la VL peut être considéré comme un
cluster d’haplotypes. Or il a été montré que dans une situation de recombinaison an-
cestrale limitée, des haplotypes similaires tendent à partager une parenté ancestrale
commune [62]. Cette situation est très vraisemblable pour les VL de bas niveau dans
l’arbre, supposées couvrir de petites régions chromosomiques montrant un fort LD et
un faible taux de recombinaison. Dans la situation inverse, i.e. où une VL connecte
des SNP éloignés (e.g. plus de 100 kb), la VL pourra être interprétée comme un effet
de la structure de la population [75].

Une amélioration triviale du MHCL, mais qui se révèle plus adaptée pour le LD,
consiste à ne plus considérer une structure en arbre mais une structure en forêt, i.e. un
ensemble d’arbres (voir figure 4.8). Dans cette nouvelle structure définissant un nou-
veau modèle, la forêt de modèles hiérarchiques à classes latentes (FMHCL), les SNP

2. Nous définissons, dans un arbre ou une forêt, la subsomption comme la relation descendant-
ancêtre.
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Figure 4.8: Forêt de modèles hiérarchiques à classes latentes (FMHCL).
Voir figure 4.2 pour la nomenclature des nœuds.

ne sont plus contraints à être dépendants les uns des autres, que ce soit directement
(via une VL) ou indirectement (via une châıne de VL). Cette particularité assure une
meilleure modélisation puisque, dans la majorité des situations, le LD est inexistant
entre SNP très éloignés. La figure 4.9 illustre ce phénomène. Elle représente le LD par
paires de SNP pour une séquence de 2 Mb. En outre, l’emploi de la FMHCL autorise
un meilleur passage à l’échelle lors de l’apprentissage du modèle puisqu’il est possible
de contraindre la recherche des dépendances entre SNP par la distance physique les
séparant.

Les avantages de la modélisation du LD par une FMHCL sont nombreux. Tout
d’abord, ce modèle permet de réduire la dimension des données génétiques, ce qui est
avantageux dans le contexte des études pangénomiques. En effet, les VL peuvent être
employées à la place des SNP pour la recherche d’associations avec la maladie. De
plus, la structure du modèle peut guider la découverte d’associations causales, i.e. des
associations impliquant des SNP causaux (ou les SNP les plus proches des mutations
causales non observées). En effet, il est envisageable d’employer, par exemple, des
tests d’indépendance conditionnelle mesurant la dépendance SNP-maladie condition-
nellement à la VL parente du SNP. Étant donné que, selon la structure du modèle, un
SNP est indépendant de tous les autres SNP conditionnellement à sa VL parentale,
alors il est possible de mesurer le lien direct existant entre ce dernier et la maladie,
assurant ainsi l’identification d’associations causales. Des méthodes plus complexes
de découverte d’associations causales sont possibles, notamment à travers le parcours
en profondeur de la forêt. Outre la recherche d’associations, la FMHCL représente un
outil particulièrement adéquat pour la visualisation de la structure spatiale du LD.
En effet, sa nature graphique et sa structure hiérarchique autorisent une visualisation
synthétique et intuitive des dépendances entre SNP.
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Figure 4.9: Carte triangulaire de chaleur du D′/LOD d’une séquence de 2 Mb provenant
du génome humain.

4.3.2 État de l’art sur l’apprentissage de modèles hiérarchiques à
classes latentes

Aucune méthode antérieure au travail présenté dans ce mémoire n’a été conçue
pour l’apprentissage de FMHCL à partir de données. Néanmoins, l’apprentissage des
MHCL - modèles très proches - a fait l’objet d’un certain nombre de travaux de re-
cherche. Dans la suite, nous présentons l’état de l’art des MHCL.

Généralement, l’apprentissage des RB nécessite d’abord la mise en œuvre d’une
étape d’inférence de structure (G) avant l’inférence des paramètres du modèle (θ).
Dans le cas des MHCL, cet apprentissage est plus complexe, puisque, d’une part, le
nombre et la cardinalité des VL doivent en plus être appris, et d’autre part, la fron-
tière entre apprentissage de structure et apprentissage de paramètres est plus mince
car les deux étapes sont généralement imbriquées. Nous verrons que les approches
développées pour l’apprentissage diffèrent principalement selon les points suivants :
(i) l’apprentissage de la structure ; (ii) la détermination de la cardinalité des VL ; (iii)
l’apprentissage des paramètres ; (iv) le passage à l’échelle ; (v) l’application.

Deux grands types d’approches ont été mises en œuvre : les méthodes basées
sur un score et les méthodes basées sur le clustering de variables. Pour le premier
type, l’algorithme SEM permet d’optimiser successivement θ conditionnellement à G
(θ | G) et G conditionnellement à θ (G | θ). Afin de parcourir l’espace des structures,
la recherche gloutonne à l’aide du critère BIC a été appliquée avec succès [114]. Pour
cela, l’espace des structures et des cardinalités des VL est exploré à l’aide de quatre
opérateurs : ajout ou suppression d’une VL, et ajout ou suppression d’un état à une
VL.

L’apprentissage par clustering de variables offre une alternative qui consiste à
tester statistiquement la dépendance entre variables et à regrouper celles qui sont
dépendantes. L’idée sous-jacente est qu’il est probable que les dépendances observées
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entre les variables proviennent de l’influence d’une ou plusieurs variables non obser-
vées, c’est-à-dire de variables latentes. Dans cette perspective, la classification hiérar-
chique de variables apparâıt comme une solution adéquate pour inférer la structure
des MHCL. En effet, si l’on considère que la hiérarchie inférée comme un arbre, alors
chaque noeud interne de la hiérarchie peut être considéré comme une variable latente
de l’arbre. En se fondant sur cette idée, Wang et al. [110] commencent par construire
un arbre binaire par classification ascendante hiérarchique (CAH) classique ; ensuite,
ils appliquent des opérations de régularisation et de simplification de la structure,
de façon à ce qu’éventuellement plus de deux nœuds puissent être subsumés par une
VL. L’approche de Hwang et al., quant à elle, restreint la recherche à celle des arbres
binaires [37]. Afin de construire l’arbre, une méthode similaire à la CAH est employée.
D’abord, une partition des VO par paires est réalisée, selon le critère de la maximi-
sation de l’information mutuelle. Chaque cluster de deux variables identifié définit
ensuite un MCL (le MCL a été détaillé en section 4.2.1, page 44). Deuxièmement,
les paramètres sont appris par EM pour chaque MCL. Les valeurs manquantes des
VL peuvent ainsi être imputées, et les VL sont alors considérées comme de nouvelles
VO lors d’une prochaine étape de partitionnement. L’arbre est alors construit par
itération de ces deux étapes (partitionnement, imputation des valeurs manquantes
des VL).

L’apprentissage des paramètres en présence de VL requiert au préalable la déter-
mination de leur cardinalité, i.e. leur nombre d’états (ou de classes). La méthode la
plus simple consiste à ignorer cette étape de détermination et à assigner arbitraire-
ment une valeur pour la cardinalité. Suivant cette idée, Hwang et al. [37] choisissent
de fixer la cardinalité des VL à deux dans les arbres binaires dont les VO sont elles-
mêmes binaires. Dans cette situation, fixer la cardinalité à une valeur égale à 2 n’est
pas dénué de bon sens. En effet, cette stratégie réduit raisonnablement la cardina-
lité de la distribution de probabilité jointe des deux variables enfants subsumées par
la VL, en passant d’une valeur de 4 (2 × 2) à une valeur de 2. Cependant, dans le
cas général où les VO ne sont pas binaires, cette stratégie présente plusieurs défauts :
d’une part, une cardinalité trop faible entrâınera une perte d’information conséquente
lors du processus de subsomption des VO ; d’autre part, une cardinalité trop élevée
engendrera un surapprentissage du modèle et un coût calculatoire plus élevé lors de
l’apprentissage des paramètres. Wang et al. [110] proposent une étape de régulari-
sation afin de réduire la cardinalité d’une VL, sachant celles des voisins (variables
enfants et parents). Considérons une VL Y dont les voisins sont Zi. Après régulari-
sation, la cardinalité sera la suivante :

|Y | = Πk
i=1|Zi|

maxki=1|Zi|
. (4.1)

Il est aussi envisageable d’employer une approche par recherche gloutonne. En fixant
une valeur de départ pour la cardinalité, celle-ci est incrémentée ou décrémentée jus-
qu’à atteindre un optimum local pour un score donné. Cette approche présente l’avan-
tage d’être plus efficace pour retrouver la cardinalité optimale, mais de loin beaucoup
plus gourmande en calculs, puisqu’elle nécessite plusieurs exécutions de l’algorithme
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EM, qui suit lui-même une procédure itérative. Il faut noter qu’il est préférable dans
la pratique d’initialiser la cardinalité à une valeur faible (e.g. 2) puis d’incrémenter,
plutôt que de procéder de manière inverse.

Généralement, l’algorithme EM est employé pour l’apprentissage de paramètres
en présence de VL ou de données manquantes, mais il présente l’inconvénient de
nécessiter des temps de calculs importants et ne garantit pas la convergence vers un
optimum global. Afin d’accélérer cet algorithme, Hwang et al. [37] ont implémenté une
heuristique basée sur l’imputation déterministe partielle des valeurs manquantes des
VL. Pour chaque MCL composé de deux variables enfants Ei et Ej , l’heuristique est la
suivante : tous les individus présentant la configuration la plus fréquente de {Ei, Ej}
se voient assigner une valeur donnée (e.g. 0) pour la VL. De manière analogue, les
individus caractérisés par la seconde configuration la plus fréquente se voient assigner
une autre valeur (e.g. 1). Après que les données aient été partiellement imputées,
l’algorithme EM est exécuté pour l’apprentissage des paramètres. Finalement, bien
que de nombreuses méthodes autres qu’EM existent pour l’apprentissage de modèles
à variables latentes, telles que les méthodes de descente de gradient [87], ces dernières
n’ont pas été employées dans le cas des MHCL. Cela s’explique probablement par la
plus grande simplicité de mise en œuvre de l’algorithme EM, par comparaison avec
les autres méthodes.

L’approche de Hwang et al. est la seule capable de passer à l’échelle pour le trai-
tement de données de grande dimension. Lors d’une application à un jeu de données
d’expression génique, plus de 6000 gènes et 60 individus ont pu être traités. Malgré
cela, la série de restrictions imposées par la méthode de Hwang et al., telles que l’em-
ploi d’arbres binaires et de variables binaires, représente un inconvénient majeur pour
notre objectif de modélisation fine et flexible du LD. Le manque de méthode d’ap-
prentissage dédiée à la FMHCL, ainsi que l’absence de méthode performante pour le
MHCL nous ont amenés à développer notre propre méthode.

4.3.3 Algorithme CFHLC

Notre algorithme d’apprentissage, nommé Construction of Forests of Hierarchi-
cal Latent Class models (CFHLC), implémente une approche hiérarchique proche
de celle de Hwang et al. [37]. Cependant CFHLC présente un avantage majeur : il
lève la double restriction arbre binaire-variables binaires. Au lieu de construire un
MCL pour chaque paire de variables dépendantes, les variables sont regroupées en
ensembles pouvant contenir plus de deux variables. Ainsi il est possible de créer des
arbres qui ne sont pas binaires. La cardinalité des VL, quant à elle, est déterminée
sachant le nombre de variables du MCL auquel elle appartient. De ce fait, les VL
créées peuvent avoir une cardinalité supérieure à 2.

Deux variantes de CFHLC ont été proposées. Dans la première, pour des rai-
sons de passage à l’échelle, un découpage arbitraire de la séquence chromosomique en
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larges fenêtres a été proposé, tandis que dans la seconde version, l’étape de découpage
n’est plus nécessaire. Nous commencerons par exposer la première variante, puis nous
présenterons les améliorations ayant permis de développer la seconde variante.

4.3.3.1 Principe

Notre algorithme peut traiter à la fois des données génotypiques (phase inconnue)
et des données haplotypiques (phase connue), et a fortiori tout type de données dis-
crètes. Bien que notre algorithme soit une méthode d’inférence de valeurs manquantes
des VL, elle ne réalise pas de phasage de données génotypiques. L’algorithme prend
en entrée une matrice DX définie sur un domaine fini discret, par exemple {0, 1, 2}
pour les données génotypiques ou {0, 1} pour les données haplotypiques de chaque
SNP. DX décrit un ensemble de n individus et de p variables X = {X1, ..., Xp}. L’al-
gorithme CFHLC retourne une FMHCL, c’est-à-dire une structure de forêt G et θ, les
paramètres du modèle. Deux espaces de recherche sont explorés : l’espace des forêts
orientées, et l’espace probabilisé. De plus, l’ensemble des variables latentes H de la
FMHCL est calculé, ainsi que la matrice de données imputées associées DH.

Afin de manipuler des données de grande dimension, notre approche combine deux
stratégies. La première est simple et consiste à découper les données pangénomiques
en régions contiguës. Dans le cas de la modélisation du LD, ce découpage, bien que
restrictif, n’est pas dénué de fondement biologique, puisque la majorité des dépen-
dances s’observe entre SNP proches sur l’ADN. Ensuite, une FMHCL est apprise pour
chaque fenêtre. A l’intérieur d’une fenêtre, l’apprentissage est réalisé par subsomption
à l’aide d’une procédure ascendante hiérarchique : (i) à chaque étape d’agglomération,
un partitionnement en cliques est employé afin d’identifier des cliques de variables ;
(ii) ensuite, chaque clique est susceptible d’être subsumée par une VL, constituant
ainsi un MCL. Pour chaque MCL, l’apprentissage des paramètres et l’imputation des
données manquantes (pour la variable latente) sont réalisés. Le schéma global de la
méthode est présenté en figure 4.10.

4.3.3.2 Partitionnement en cliques de variables

Martin et VanLehn [56] ont proposé d’associer une VL à chaque clique maximale
du graphe non orienté des dépendances par paires de variables (voir figure 4.11).
Cependant, la recherche de telles cliques est un problème NP-complexe. De plus,
contrairement à l’objectif de Martin et VanLehn, notre tâche est de découvrir des
cliques non chevauchantes, puisqu’à l’intérieur d’une FMHCL, une variable ne peut
avoir qu’un seul parent. Ce sont les raisons pour lesquelles l’emploi d’une méthode de
partitionnement en cliques de variables apparâıt plus appropriée que l’approche de
Martin et VanLehn. En effet, elle permet d’identifier des cliques non chevauchantes
de manière efficace et simple à partir de la connaissance des dépendances par paires
de variables.
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Figure 4.10: Schéma de l’algorithme CFHLC.

Un algorithme de partitionnement en cliques de variables, à la fois performant et
permettant le passage à l’échelle, a été proposé par Ben-Dor et al. [9]. Cet algorithme,
nommé Cluster Affinity Search Technique (CAST), a été conçu pour l’identification
de clusters de gènes pour des données d’expression de grande dimension. En entrée,
CAST requiert la matrice d’adjacence du graphe non orienté des dépendances entre
variables. Afin de la calculer simplement à partir des données, nous proposons d’em-
ployer la matrice des informations mutuelles des paires de SNP. Ensuite, cette matrice
est seuillée au moyen d’un seuil tMI . Le quantile des valeurs de la matrice est em-
ployé comme seuil. L’emploi du quantile, plutôt qu’une autre valeur arbitraire fixée
par l’utilisateur, a son importance. Pour mieux le comprendre, il faut savoir que la
distribution des informations mutuelles évolue d’une étape à une autre de CFHLC
puisque des VO peuvent être remplacées par des VL. L’emploi du quantile permet
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a b

Figure 4.11: Introduction d’une variable latente à (a) une clique maximale du graphe non
orienté des dépendances entre variables, afin de former (b) un modèle à classes latentes.
Voir figure 4.2 pour la nomenclature des nœuds.

alors la découverte des cliques les plus solides (dont les variables sont les plus dépen-
dantes), relativement à la distribution des informations mutuelles entre les variables.
Ensuite, CAST construit les clusters de manière gloutonne, i.e. les uns après les
autres. Les auteurs de CAST définissent une mesure d’affinité a(x) d’un élément x
comme la somme des valeurs de similarité (0 ou 1 dans la matrice d’adjacence) entre
x et les éléments présents dans le cluster courant Ccourant. x est un élément de forte
affinité s’il vérifie l’inégalité a(x) ≥ tCAST |Ccourant|, avec tCAST , un seuil de similarité
spécifié par l’utilisateur. Sinon, x est considéré comme un élément de faible affinité.
Pour résumer, CAST alterne entre ajout d’éléments de forte affinité à Ccourant, et
retrait d’éléments de faible affinité. Lorsque le processus s’est stabilisé, Ccourant est
fermé. Le processus traite alors un nouveau cluster, et ainsi de suite.

4.3.3.3 Détermination de la cardinalité des variables latentes

Une étape difficile est de choisir - idéalement d’optimiser - la cardinalité de chaque
VL. Ce problème ne peut se résoudre par une recherche gloutonne du fait de la grande
dimension des données. Bien que la méthode de Wang et al. présente l’avantage d’être
très rapide (voir section 4.3.2, paragraphe 4, page 54), dans notre contexte, elle est
inapplicable. Prenons l’exemple d’un MHCL appris à partir de données de SNP. La
première couche du MHCL contient la majorité des VL du modèle. Dans ce cas,
une VL de la première couche pourra peut-être subsumer plus d’une dizaine de va-
riables enfants (i.e. des SNP). Comme la cardinalité est égale à 3 pour tous les SNP
(trois génotypes possibles), la cardinalité de la VL demeurera très élevée même après
régularisation. Par exemple, pour un MCL contenant 10 SNP, la cardinalité après
régularisation sera : |H| = 310/3 = 39 = 19683 (voir équation 4.1, page 55). Pour
ne pas attribuer une valeur faible à la cardinalité de manière arbitraire (voir section
4.3.2, page 54), nous avons proposé de l’estimer à partir d’une information disponible,
le nombre d’enfants à l’intérieur du MCL. La raison est la suivante : pour un nombre
d’enfants restreint, plus ce nombre est élevé, plus grande est la cardinalité de la table
de contingence de ces derniers, et plus grand est attendu le nombre de combinaisons
observées sur les individus (cardinalité de la table de contingence, en ne comptant
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pas les valeurs nulles). C’est la raison pour laquelle nous proposons d’estimer la car-
dinalité de la VL comme une fonction du nombre de ses enfants. Nous avons choisi
d’employer une fonction affine, mais des études plus poussées sur la détermination
de la meilleure fonction mériteraient d’être réalisées. Afin de limiter la complexité du
modèle, une valeur maximale est fixée.

4.3.3.4 Apprentissage des paramètres et imputation

L’apprentissage des paramètres est réalisé étape après étape de partitionnement
en cliques. A l’étape i, l’apprentissage des paramètres consiste simplement à créer un
MCL pour chaque clique de plus de deux variables, puis à apprendre les paramètres
à l’aide d’une procédure EM classique (voir section 3.4.4.2, chapitre 3, page 35).
Cette procédure prend en entrée la cardinalité de la VL H et renvoie la distribution
de probabilité du modèle, i.e. une distribution de probabilité a priori de H, et des
distributions de probabilité conditionnelle des enfants X (X = {X1, ..., Xn}) condi-
tionnellement à H. Après imputation des VL, de nouvelles données sont disponibles
afin d’alimenter la nouvelle étape de construction de la FMHCL : chaque VL identifiée
pendant l’étape i sera considérée comme VO durant l’étape i+ 1.

Il faut noter que l’imputation de données des VL peut être réalisée de différentes
façons. Pour chaque individu `, il est possible d’échantillonner un ensemble de points
de la VL H de manière à refléter au mieux la distribution du modèle, à l’aide de la
probabilité suivante :

P (H = c|x`) =
Πn
i=1 P (x`i |H = c) P (H = c)∑k

c=1 Πn
i=1 P (x`i |H = c) P (H = c)

,

avec x` = {xj1, ..., x
j
n} l’ensemble des valeurs, pour l’individu `, des variables enfants

{X1, ..., Xn} de la VL, et k le nombre de classes de la VL H. Cependant, cette ap-
proche présente l’inconvénient de nécessiter une grande quantité de mémoire. Une
autre manière de procéder consiste à considérer la probabilité d’appartenance d’un
individu à une classe c comme un poids, et de construire la FMHCL sur des données
pondérées, mais cela nécessite aussi un surplus de mémoire, qui est critique lors du
passage à l’échelle sur des données pangénomiques. C’est la raison pour laquelle nous
avons privilégié la solution la plus simple qui consiste à employer la valeur la plus
probable dans la distribution :

c∗ = argmaxc{P (H = c|x`)}.

4.3.3.5 Contrôle de la perte d’information

Contrairement à la méthode de Hwang et al. [37] qui vise principalement la com-
pression de données, un contrôle de la perte d’information lors du processus de sub-
somption est requis dans notre cas : à chaque étape i, chaque VL candidate H qui
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ne véhicule pas suffisamment d’information sur ses enfants doit être invalidée. Cela
a pour conséquence de reconsidérer ces enfants comme des nœuds isolés lors de la
prochaine étape i+ 1.

L’information mutuelle I(X;H) mesure la quantité d’information d’une variable
enfant X véhiculée par la variable parent H (et vice versa). La définition de l’in-
formation mutuelle est rappelée en section 3.2.2, chapitre 3, page 27. Cette mesure
d’information mutuelle peut être normalisée pour être ramenée à un critère plus in-
tuitif - un ratio compris entre 0 et 1 - :

I(X;H)

min (H(X), H(H))
.

En calculant une moyenne sur les informations mutuelles I(Xi;H) obtenues pour
chaque couple enfant-parent {Xi;H} d’un MCL, nous obtenons un mesure globale,
notée C, de la quantité d’information (exprimée en pourcentage) qu’une VL véhicule
sur ses enfants :

C =
1

n

∑
i

I(Xi;H)

min (H(Xi), H(H))
,

où n est le nombre d’enfants du MCL.

4.3.3.6 Pseudocode de CFHLC

Le pseudocode de CFHLC est présenté dans les algorithmes 1 et 2. Les paramètres
d’entrée sont au nombre de 7. La taille de la fenêtre s spécifie le nombre de SNP conti-
gus par fenêtre. Le seuil minimal t est employé afin de limiter la perte d’information
mesurée par le critère C mentionné précédemment. Les paramètres a, b et cardmax
servent à calculer la cardinalité de chaque VL à l’aide d’une fonction affine. Finale-
ment, le paramètre AlgoPartitionnementCliques introduit une flexibilité dans le choix
de la méthode de partitionnement en cliques de variables.

A l’intérieur de chaque fenêtre i, une procédure de classification ascendante hiérar-
chique adaptée est initialisée à partir d’une première couche de modèles univariés. Un
modèle univarié est construit pour chaque VO de la fenêtre courante Wi (lignes 6 à 8).
Un partitionnement en cliques est ensuite réalisé (ligne 12). Chaque clique contenant
au moins 2 nœuds est sujette à l’apprentissage d’un MCL (lignes 19 et 20) suivi par sa
validation (lignes 23 à 28). De manière à simplifier l’apprentissage de la FMHCL, la
cardinalité de la VL est estimée au moyen d’une fonction affine du nombre de nœuds
de la clique (ligne 19). L’algorithme apprentissage modèle à classes latentes est in-
tégré dans ce cadre général (ligne 20). Après validation au moyen du seuil t (lignes 23
et 24), le MCL est utilisé afin d’enrichir la FMHCL associée à la fenêtre courante Wi

(ligne 25) : un processus de fusion permet de connecter le nœud additionnel (corres-
pondant à la VL) à ses nœuds enfants, eux-mêmes déjà présents dans la FMHCL en
cours de construction ; les distributions a priori des enfants sont remplacées par les
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distributions conditionnellement à la VL. La VL nouvellement créée, Hjk , est ajou-
tée à l’ensemble de VL, alors que ses données imputées (pour tous les individus),
D [Hjk ], sont sauvegardées (ligne 26). Dans Wi, les variables de C `jk sont mainte-
nant remplacées par la VL correspondante ; la matrice de données D [Wi] est mise
à jour en conséquence (ligne 27). En revanche, les nœuds de cliques invalidées sont
considérés comme isolés pour la prochaine étape. La construction de la FMHCL est
arrêtée lorsque chaque clique identifiée est réduite à un singleton (ligne 13) ou lorsque
plus aucune clique de taille supérieure ou égale à 2 n’est validée (ligne 31). Finale-
ment, la collection de forêts (graphes) est successivement augmentée par les forêts
construites à l’intérieur de chaque fenêtre (ligne 36). En parallèle, grâce à l’hypothèse
d’indépendance entre les fenêtres, la distribution jointe de la FMHCL est simplement
calculée comme le produit des distributions associées à chacune des fenêtres (ligne 36).
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Algorithme 1 CFHLC

INPUT :
X, un ensemble de p variables observées (X = X1, ..., Xp),
DX, les observations correspondantes pour n individus,
s, la taille de la fenêtre,
C, le critère permettant d’estimer la perte d’information lors de la construction de la FMHCL,
t, un seuil employé afin de contraindre la perte d’information (critère C),
a,b et cardmax, les paramètres employés afin d’estimer la cardinalité des VL,
AlgoPartitionnementCliques, un algorithme dédié au partitionnement en cliques de variables.

OUTPUT :
GOSC et θ, le graphe orienté sans circuit et les paramètres de la FMHCL construite, respectivement,
H, l’ensemble de variables latentes identifiées lors de la construction (H = {H1, ..., Hm}),
DH, les données correspondantes imputées pour les n individus.

1: nbw ← p/s /∗ Calcul du nombre de fenêtres contiguës ∗/
2: GOSC ← ∅; θ ← ∅; H← ∅; DH ← ∅
3:
4: pour i = 1 à nbw

5: /∗ Construction de la couche 0 ∗/
6: Wi ← {X(i−1)×s+1, ..., Xi×s}; D [Wi]← D [(i− 1)× s+ 1 : i× s)]
7: {∪j∈Wi

GOSCunivj , ∪j∈Wi
θunivj } ← apprentissage modèles univariés(Wi)

8: GOSCi ← ∪j∈Wi
GOSCunivj ; θi ← ∪j∈Wi

θunivj

9:
10: étape← 1

11: tant que vrai
12: {C `1, ...,C `#c} ← partitionnement(Wi,D [Wi], AlgoPartitionnementCliques)

13: si toutes les cliques C `q sont des singletons alors sortir boucle fin si
14:
15: {C `j1 , ...,C `j#c2

} ← identification cliques de taille strictement supérieure à un(C `1, ...,C `#c)

16: nbCliquesV alides← 0

17:
18: pour k = 1 à #c2
19: cardV L ← min(a × nombre de variables(C `jk ) + b, cardmax)

20: {GOSCjk , θjk , Hjk ,D [Hjk ]} ← apprentissage modèle à classes latentes(C `jk ,D [C `jk ], cardV L)

21:
22: /∗ Validation de la clique courante - voir section 4.3.3.5, page 60 ∗/
23: si (C(GOSCjk ,D [C `jk ] ∪ D [Hjk ]) ≥ t)
24: incr(nbCliquesV alides)

25: GOSCi ← fusion structures(GOSCi, GOSCjk ); θi ← fusion paramètres(θi, θjk )

26: H← H ∪Hjk ; DH ← DH ∪ D [Hjk ]

27: D [Wi]← (D [Wi] \ D [C `jk ]) ∪ D [Hjk ]; Wi ← (Wi \ C `jk ) ∪Hjk

28: fin si
29: fin pour
30:
31: si (nbCliquesV alides = 0) alors sortir boucle fin si
32:
33: incr(étape)

34: fin tant que
35:
36: GOSC ← GOSC ∪GOSCi; θ ← θ × θi
37: fin pour
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Algorithme 2 apprentissage modèle à classes latentes

INPUT :
C `u : une clique contenant au moins deux nœuds,
D [C `u] : les observations correspondantes pour n individus,
cardV L : la cardinalité de la variable latente à créer.

OUTPUT :
un modèle à classes latentes décrit par :
GOSCu et θu, la structure et les paramètres du modèle à classes latentes, respectivement,
Hu, une variable latente,
D [Hu], les données imputées pour la variable latente (pour n individus).

1: Hu ← création variable latente()

2: GOSCu ← construire structure du modèle à classes latentes(Hu,C `u)

3: θu ← exécuter EM(GOSCu,D [C `u], cardV L)

4: D [Hu]← imputer données(θu,D [C `u])
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Figure 4.12: Exemple de matrice creuse des dépendances entre les variables, calculées
dans l’algorithme CFHLC+.
Les dépendances ne sont calculées qu’entre variables Vi (SNP ou variables latentes) séparées
par une distance maximale. Les dépendances calculées sont représentées en foncé, tandis que
les dépendances non calculées sont représentées par des zéros. Cette matrice est symmétrique,
seules les dépendances de la diagonale supérieure (ou inférieure) sont calculées.

4.3.3.7 Algorithme CFHLC+

Nous avons développé une seconde version de l’algorithme CFHLC, nommée CFHLC+,
qui ne nécessite plus de découpage préalable du génome pour l’analyse de données
pangénomiques. Au lieu de réaliser un découpage en fenêtres qui empêche la modéli-
sation des dépendances existant entre fenêtres adjacentes, une contrainte simple peut
être employée : les dépendances ne sont calculées qu’entre variables (SNP ou VL)
séparées par une distance physique maximale sur le chromosome. Contrairement aux
SNP, les VL ne possèdent pas de position physique sur le chromosome. Pour résoudre
ce problème, pour une VL, la moyenne des positions des SNP subsumés est employée.
Cette contrainte physique amène à considérer une matrice creuse de dépendances par
paires (figure 4.12). Cette matrice creuse présente une bande diagonale dans laquelle
les dépendances sont calculées. Dans les zones denses en SNP, plus de dépendences
sont calculées entre les variables que dans les zones peu denses. Cela explique pour-
quoi d’une variable à une autre, la largeur de la bande peut varier. Seules les valeurs
de la bande sont stockées en mémoire. CAST, l’algorithme de partitionnement en
cliques, a été réimplémenté afin de manipuler de larges matrices creuses.

Cette nouvelle version, plus flexible, peut être vue comme une approche par fe-
nêtre glissante. En fixant une distance maximale suffisamment large (e.g. 0.1-5 Mb), il
est désormais possible de capturer le LD à longue distance dans le contexte des EAP.
En outre, dans cette version, il a été inclus une étape de réinitialisations aléatoires
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multiples de l’algorithme EM afin d’augmenter la probabilité de convergence de l’ap-
prentissage de paramètres vers un optimum global. CFHLC+ a été expérimenté pour
la visualisation du LD dans le chapitre 5, section 5.3, page 95. Le passage à l’échelle
a été étudié dans la section 4.4.6, page 78.

4.4 Résultats expérimentaux et discussion

4.4.1 Implémentation

Les algorithmes CFHLC et CFHLC+ ont été développés en langage C++, à
l’aide de la librairie ProBT conçue pour les réseaux bayésiens (http :// bayesian-
programming.org). Nous avons intégré à l’intérieur des deux algorithmes une im-
plémentation C++ de l’algorithme CAST en nous basant sur l’implémentation en
langage JAVA de Ben Fry (http ://benfry.com/clustering/). En ce qui concerne la
visualisation des graphes, le logiciel Tulip (http ://tulip.labri.fr/TulipDrupal/) a été
privilégié, de manière à assurer une certaine qualité de représentation et un passage à
l’échelle lors de la manipulation de grands graphes (comportant plus de 100 k nœuds).

Pour les expérimentations présentées dans ce chapitre, CFHLC a été exécuté sur
un ordinateur personnel standard (3.8 GHz, 3.3 Go de RAM). CFHLC+, quant à
lui, a été exécuté sur un serveur Intel Xeon X7460 (2.66GHz, 120 Go de RAM
dont seulement quelques Go ont été nécessaires). Le code de CFHLC+ est dispo-
nible en version Windows 32 bits à l’adresse Internet https ://sites.google.com/site/-
raphaelmouradeng/home/programs.

4.4.2 Protocole expérimental

La performance de notre algorithme a été évaluée sur des données génétiques
réelles et simulées, haplotypiques (phasées) et génotypiques (non phasées).

Pour l’analyse des données réelles, le jeu de données bien connu de Daly et al. [19]
a été employé. Il est disponible à l’adresse Internet http ://www-genome.wi.mit.edu/-
humgen/IBD5/index.html. Ce jeu de données se compose de 129 trios (deux parents
et un enfant). Pour chaque individu, 103 SNP ont été génotypés dans la région 5q31
(chromosome 5) et couvrent 617 kb.

En ce qui concerne l’analyse des données simulées, deux programmes ont été em-
ployés : HAPGEN et HAPSIMU. A l’aide de HAPGEN (http ://www.stats.ox.ac.uk/
∼marchini/software/gwas/hapgen.html), nous avons généré des données haplotypiques
pour 2000 individus non apparentés (i.e. 4000 haplotypes). Les séquences simulées
couvrent une région d’une centaine de kb, contenant environ 20-30 SNP. Les haplo-
types utilisés comme références proviennent de la deuxième phase du projet HapMap
(HapMap II) et concernent les habitants des États-Unis issus d’ancêtres ayant vécu
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dans le nord et l’ouest de l’Europe (CEU) (http ://hapmap.ncbi.nlm.nih.gov/). Cinq
séquences montrant des degrés de LD variables (médiane(r2) variant de 0.007 à 0.5)
ont été générées.

HAPSIMU (http ://l.web.umkc.edu/liujian/) a été utilisé afin de simuler des don-
nées génotypiques dans un contexte plus proche des études d’association pangéno-
miques, caractérisées par une structure de la population. HAPSIMU emploie comme
références les haplotypes CEU et les haplotypes concernant les habitants d’Ibadan au
Nigéria (YRI, HapMap II). Nous avons fait varier le nombre de variables observées.
Pour cela, nous avons considéré les trois échantillons suivants : 1 k, 10 k et 100 k
SNP (2000 individus pour chaque échantillon). Pour chaque échantillon, 10 jeux de
données ont été générés.

4.4.3 Modélisation du déséquilibre de liaison

4.4.3.1 Données réelles

En employant le jeu de données de Daly et al., notre objectif est d’évaluer la fa-
çon dont la FMHCL obtenue par CFHLC est capable de s’ajuster à la structure réelle
des données biologiques. En outre, CFHLC est comparé à quatre autres méthodes de
modélisation du LD.

Données haplotypiques versus données génotypiques

Deux FMHCL ont été comparées, l’une apprise à partir de données haplotypiques,
et l’autre à partir de données génotypiques. Les graphes correspondants sont présentés
en figures 4.13 et 4.14, respectivement. Globalement, les deux graphes sont similaires :
la majorité des SNP qui sont connectés par une VL dans le graphe des données ha-
plotypiques (GDH) sont aussi connectés par une VL dans le graphe des données
génotypiques (GDG), e.g. SNP1, SNP4 et SNP6. De plus, une part importante de ces
SNP partage un parent commun dans les deux graphes : par exemple, dans le GDH
et le GDG, nous observons que SNP61 et SNP65 sont liés par une VL appartenant à
la couche 1. Ainsi, en termes de structures, l’apprentissage de la FMHCL à partir de
données génotypiques fournit des résultats très proches de celle obtenue lors de l’ap-
prentissage à partir de données haplotypiques, malgré l’incertitude liée au manque de
connaissance de la phase gamétique. Cependant, en moyenne, nous observons que les
SNP du GDG sont plus connectés : 8 composantes connexes sont seulement identifiées
dans le GDH, alors que le GDG comporte 15 composantes connexes. Par exemple, les
deux arbres encadrés 1 et 5 du GDH (figure 4.13) sont connectés par une VL de haut
niveau dans le GDG, formant l’arbre 1 (figure 4.14).

Structure globale

Nous nous attendons à ce que le graphe de la FMHCL reflète la structure en blocs
haplotypiques : de grands blocs de SNP adjacents et corrélés, séparés par des points



68 Modélisation pangénomique du déséquilibre de liaison

1

2 4 3

5

6

7

8

9 10
11 12

13

14

15

Figure 4.13: Graphe de la forêt de modèles hiérarchiques à classes latentes apprise à partir
des données haplotypiques de Daly et al. [19].
Les variables observées sont numérotées de 1 à 103, alors que les variables latentes sont notées
”H` i” où ` spécifie le numéro de couche et i énumère les variables appartenant à la même
couche. Les paramètres de CFHLC sont a = 0.2, b = 2, cardmax = 20, tCAST = 0.95, tMI =
quantileMI(0.95) et t = 0.3 (pour une description des paramètres, voir section 4.3.3.6, page
61).

chauds de recombinaison. Tout d’abord, nous observons sur les deux graphes que la
position physique des SNP influence effectivement leur connexion, puisque les SNP
proches tendent à être connectés par une VL appartenant à une couche basse, alors
que les SNP distants sont généralement liés par une VL de haut niveau. Néanmoins,
de fortes dépendances entre SNP distants sont aussi observées, e.g. entre SNP26 et
SNP74, et entre SNP49 et SNP91 (voir figure 4.13, arbre 6 et figure 4.14, arbre 3).
Cette caractéristique révèle que la structure du LD n’est pas exclusivement dominée
par des influences spatiales et justifie notre approche de structure en clusters (au lieu
de la structure classique en blocs). En outre, les graphes montrent que les clusters
identifiés sont cohérents vis-à-vis de la réalité biologique, i.e. la variation des taux de
recombinaison inférés à l’aide du logiciel PHASE v2.1 [91] le long de la séquence étu-
diée (voir figure 4.15). En effet, la plupart des sous-arbres racinés dans une VL de bas
niveau couvrent des régions présentant un faible taux de recombinaison (TR). 68% et
94% des VL de la couche 1 couvrent des segments chromosomiques montrant des TR
en deçà de 4 cM/Mb et 9 cM/Mb, respectivement. La même tendance est observée
pour 44% et 66% des VL de la couche 2, respectivement. Ces résultats montrent la
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Figure 4.14: Graphe de la forêt de modèles hiérarchiques à classes latentes apprise à partir
des données génotypiques de Daly et al. [19].
Pour la nomenclature des nœuds et les paramètres de CFHLC, voir figure 4.13.

pertinence de l’interprétation, au moins partielle, des VL de bas niveau en tant que
clustering d’haplotypes ancestraux, lorsque les données analysées sont des haplotypes
(voir section 4.3.1, page 51).

Structure en blocs versus structure en clusters

Nous avons comparé la structure obtenue par CFHLC avec les sorties de quatre
autres méthodes conçues pour la modélisation du LD : la méthode de Daly et al. [19],
le logiciel Gerbil [44], le programme HaploBlock [29] et l’algorithme de Zhang et al.
[116]. La méthode de Daly met en œuvre un modèle de Markov caché. Les autres mé-
thodes sont détaillées dans la section 4.2.1, page 44, dédiée à l’état de l’art des MGP
conçus pour la modélisation du LD. Les trois premières méthodes partitionnent la
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Figure 4.15: Taux de recombinaison (cM/Mb) inférés à l’aide du logiciel PHASE v2.1 à
partir des données génotypiques de Daly et al. [19].

séquence en blocs de SNP contigus, tandis que la dernière méthode construit des
clusters (non chevauchants) de SNP non contigus. Nous rappelons que CFHLC gé-
nère une classification hiérarchique de SNP non contigus.

Dans la figure 4.16, nous comparons les structures en blocs et en clusters obtenues
à l’aide des quatre méthodes mentionnées précédemment et de CFHLC. En dépit du
fait que ces méthodes s’attaquent à la modélisation du LD de manières différentes,
des similitudes sont observées (voir lignes en pointillés en figure 4.16). Par exemple, le
dernier bloc identifié par la méthode de Daly et al., Gerbil et l’algorithme de Zhang et
al. (ligne 6) est aussi inféré par notre méthode (ligne 31). De légères différences sont
observées au niveau des deux premiers blocs résultant de la méthode de Daly et al.
et Gerbil, qui ne forment qu’un seul bloc pour l’algorithme de Zhang et al. (ligne 8)
et CFHLC (ligne 15). La majorité des divergences entre notre méthode et les autres
résulte de sa capacité à prendre en compte la délimitation floue des clusters. Cette
aptitude est bien illustrée par la zone centrale de la séquence (SNP26-SNP74), qui
présente deux points chauds de recombinaison faible (entre les SNP39 et SNP40, et
entre les SNP58 et SNP59). En effet, on observe que le découpage en clusters dans
cette zone centrale n’est pas net et que différents degrés de LD sont présents. Une
autre différence avec les autres méthodes consiste en la présence de SNP groupés par
les autres méthodes, mais non regroupés par CFHLC (e.g. SNP9, SNP20 et SNP25
dans notre modèle).

Comparaison de performances

Les temps d’exécution, les taux de réduction de dimension et les taux de compres-
sion d’entropie sont présentés dans le tableau 4.2. Les résultats révèlent que Gerbil
est l’algorithme testé le plus rapide, avec un temps d’exécution de 40 s. Néanmoins,
CFHLC et l’algorithme de Zhang et al., qui apprennent des modèles plus complexes
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Méthode de Daly et al.

Gerbil

HaploBlock
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Figure 4.16: Comparaison des résultats de cinq méthodes conçues afin de modéliser le
déséquilibre de liaison, pour le jeu de données de Daly et al. [19].
Partitions de SNP contigus (blocs) inférés par (a) la méthode de Daly et al., (b) le logiciel
Gerbil et (c) le programme HaploBlock. La sous-figure (c) présente cinq sorties différentes
produites par la méthode non déterministe d’HaploBlock. Les blocs sont représentés par des
séquences de x alternant avec des séquences de #. Partitions de SNP non contigus (clusters)
inférés par (d) l’algorithme de Zhang et al. et (e) la méthode CFHLC. La sous-figure (d)
montre une partition de SNP, alors que la sous-figure (e) présente une hiérarchie. Le symbole o
de la ième ligne et j ème colonne indique que le j ème SNP appartient au ième cluster. Les lignes
en pointillés soulignent les similitudes entre les cinq méthodes. Les paramètres de CFHLC
sont : a = 0.2, b = 2, cardmax = 20, tCAST = 0.95, tMI = quantileMI(0.95) et t = 0.3
(pour une description des paramètres, voir section 4.3.3.6, page 61).
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Algorithme Temps d’exécution TRD TCE

Méthode de Daly et al. − 0.107 0.313
Gerbil 40 s 0.107 0.300

HaploBlock 158 mn 0.066 0.241
Algorithme de Zhang et al. 168 s 0.078 0.229

CFHLC 84 s 0.146 0.231

Tableau 4.2: Comparaison des temps d’exécution, des taux de réduction de dimension
(TRD) et des taux de compression d’entropie (TCE) entre CFHLC et quatre autres approches,
pour le jeu de données de Daly et al. : méthode de Daly et al. [19], logiciel Gerbil [44],
programme HaploBlock [29] et algorithme de Zhang et al. [116].
Les trois derniers programmes ont été exécutés sur un ordinateur standard. Comme nous
n’avions pas accès au programme de Daly et al., nous avons seulement pu comparer le taux de
réduction de dimension et le taux de compression d’entropie obtenus avec les autres méthodes.

(i.e. clusters de SNP au lieu de blocs), réalisent leur tâche en un temps raisonnable,
84 s et 168 s, respectivement. En comparaison des autres méthodes, HaploBlock est
la méthode la plus lente, avec un temps d’exécution de 155 mn, dû à la grande com-
plexité de la méthode d’apprentissage basée sur la génétique des populations.

Pour ces trois méthodes de partitionnement en blocs, nous définissons le taux de
réduction de dimension (TRD) comme le ratio du nombre de blocs sur le nombre
de SNP. En ce qui concerne l’algorithme de Zhang et al., le TRD est défini comme
le ratio du nombre de clusters sur le nombre de SNP. Dans le cas de CFHLC, nous
considérons que l’information de chaque arbre de la FMHCL peut être synthétisée
par sa racine, apportant ainsi la meilleure réduction de dimension. Ainsi, le TRD est
défini comme le nombre de racines dans la forêt entière divisé par le nombre de SNP.
HaploBlock génère le plus petit nombre de blocs avec une moyenne de 6.8 (TRD de
0.066), alors que l’algorithme de Zhang et al. partitionne la séquence en 8 clusters
(TRD de 0.078), et la méthode de Daly et al. et Gerbil identifient tous les deux 11
blocs (TRD de 0.107). CFHLC présente la plus faible réduction de dimension avec 15
arbres (TRD de 0.146), due à la présence de 7 SNP non regroupés : SNP9, SNP20,
SNP25, SNP81, SNP82, SNP94 et SNP103.

Comme alternative à la mesure de réduction de dimension, nous définissons un
taux de compression d’entropie (TCE) comme le ratio de la somme des entropies des
blocs (ou clusters) dans la partition à l’entropie sous hypothèse d’absence de struc-
ture (i.e. la somme des entropies individuelles des SNP). Nous observons maintenant
une différence de classement entre les méthodes. Nous remarquons que CFHLC et
l’algorithme de Zhang et al., qui apprennent tous les deux des modèles de clusters,
fournissent les meilleures (i.e. les plus basses) valeurs de TCE (autour de 0.23), alors
que HaploBlock, Gerbil et la méthode de Daly et al. montrent des valeurs de TCE
de 0.241, 0.3 et 0.313, respectivement. La supériorité des résultats de TCE obtenus
par les modèles de clusters s’explique par l’absence d’une contrainte sur la proximité
physique des SNP, présente dans les modèles de blocs. En outre, le critère TCE ne
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Figure 4.17: Relation entre le coefficient de corrélation au carré r2 pour chaque paire de
SNP et le niveau de leur ancêtre commun le plus bas (ACLPB) dans la forêt, pour le jeu de
données de Daly et al. (a) Données haplotypiques, (b) Données génotypiques.
N indique la situation où les deux SNP considérés n’appartiennent pas au même arbre.
Les paramètres de CFHLC sont a = 0.2, b = 2, cardmax = 20, tCAST = 0.95, tMI =
quantileMI(0.95) et t = 0.3 (pour une description des paramètres, voir section 4.3.3.6, page
61).

pénalise pas la méthode CFHLC, puisque les SNP non regroupés contribuent relati-
vement peu à la quantité d’information totale.

Niveau des variables latentes

Dans la section 4.3.1, page 51, nous avions avancé que les couches de la FMHCL
pourraient décrire différents degrés de LD. Afin de le vérifier, nous analysons la re-
lation entre le coefficient de corrélation au carré r2 pour chaque paire de SNP et le
niveau de leur ancêtre commun le plus bas (ACLPB) dans la forêt. Notons qu’ici
l’ACLPB est une notion de la théorie des graphes. Elle ne présente pas de lien avec
la notion d’ACLPB utilisée en phylogénie. Nous aurons d’ailleurs l’occasion d’utiliser
à nouveau le concept d’ACLPB au chapitre 5, section 5.3.3.1, page 101. Les figures
4.17a et 4.17b montrent cette relation pour des données haplotypiques et génoty-
piques, respectivement. Partant de valeurs élevées [0.9 − 1.0], r2 diminue de façon
presque linéaire lorsque le niveau de l’ACLPB augmente. Ainsi, nous concluons que
la structure en couches de la FMHCL reflète fidèlement les différences de degré de
LD. Ces résultats nous amènent à comparer visuellement la carte triangulaire de
chaleur du r2 par paires de SNP à la carte triangulaire de chaleur du niveau de
l’ACLPB pour des données haplotypiques ou génotypiques (voir figure 4.18). Dans
ce but, le code couleur employé dans la carte triangulaire de chaleur du r2 (CTCR)
est réutilisé pour la carte triangulaire de chaleur du niveau (CTCN) de l’ACLPB, de
la manière suivante. Dans la CTCR, l’intensité de la couleur de chaque cellule varie
en fonction de la valeur du r2. Comme nous pouvons calculer la valeur médiane du
r2 pour chaque niveau de l’ACLPB, il est possible d’attribuer une couleur à chaque
cellule de la CTCN, en réemployant la même échelle de couleur que celle de la CTCR.
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Figure 4.18: Carte triangulaire de chaleur du r2 par paires de SNP versus carte trian-
gulaire de chaleur du niveau de l’ancêtre commun le plus bas (ACLPB) dans la forêt, pour
le jeu de données de Daly et al.. (a) Carte triangulaire de chaleur du r2 par paires de SNP
(cette carte provient de Réf.[116]). (b) Carte triangulaire de chaleur du niveau de l’ACLPB
(données haplotypiques). (c) Carte triangulaire de chaleur du niveau de l’ACLPB (données
génotypiques). Pour les détails concernant N et les paramètres de CFHLC, voir figure 4.17.
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Figure 4.19: Relation entre le nombre d’haplotypes communs et le niveau de la variable
latente (VL), pour le jeu de données de Daly et al.
Pour chaque VL, les haplotypes observés sont définis par les variables observées (VO), i.e.
les valeurs des feuilles de l’arbre enraciné par la VL. L’ensemble des haplotypes communs
est défini comme le plus petit sous-ensemble d’haplotypes observés couvrant au moins 75%
de l’échantillon. La diversité haplotypique est mesurée par le nombre médian d’haplotypes
communs observés au niveau `. Pour les détails concernant les paramètres de CFHLC, voir
figure 4.17.

La correspondance entre la CTCR et la CTCN montre clairement la capacité de
la FMHCL à modéliser de manière précise les différents degrés de LD : la majorité
des dépendances à l’intérieur de la CTCR sont présentes dans la CTCN, et avec une
intensité comparable. En outre, nous remarquons que la modélisation des données
génotypiques donne des résultats très proches de celle obtenue avec des données ha-
plotypiques.

La diversité haplotypique est généralement très faible à l’intérieur des blocs (et a
fortiori à l’intérieur des clusters) haplotypiques. En outre, dans notre modèle hiérar-
chique, la diversité haplotypique devrait être plus élevée à l’intérieur d’un cluster dont
le niveau de la VL le subsumant est élevé. Afin de vérifier ceci, nous nous sommes
basés sur les clusters identifiés en figure 4.16(e). Pour une VL de niveau `, la diversité
haplotypique est calculée comme le nombre d’haplotypes communs observés dans les
feuilles de l’arbre enraciné dans cette VL. La figure 4.19 montre que la diversité ha-
plotypique médiane demeure très basse (en-dessous de 6) pour les quatre premières
couches et augmente fortement jusqu’à environ 70 pour la cinquième couche. Ce ré-
sultat confirme que la diversité haplotypique augmente avec le niveau de la VL.
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Médiane(r²) = 0.007

Médiane(r²) = 0.074

Médiane(r²) = 0.189

Médiane(r²) = 0.318

Médiane(r²) = 0.5

Figure 4.20: Influence du degré de déséquilibre de liaison sur la structure de la forêt de
modèles hiérarchiques à classes latentes.
Cinq séquences montrant des degrés de LD variables ont été employées afin d’apprendre les
forêts de modèles hiérarchiques à classes latentes. Les paramètres de CFHLC sont : a =
0.2, b = 2, cardmax = 20, tCAST = 0.95, tMI = quantileMI(0.95) et t = 0.6 (pour une
description des paramètres, voir section 4.3.3.6, page 61).
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4.4.3.2 Données simulées

Finalement, l’impact de la variation du degré de LD a été étudié. Pour cela,
nous avons généré des données haplotypiques à l’aide du logiciel HAPGEN. Cinq sé-
quences, montrant des degrés de LD variables (médiane(r2)) allant de 0.007 à 0.5,
ont été employées pour l’apprentissage des FMHCL. La figure 4.20 montre les forêts
obtenues. Les forêts révèlent que l’augmentation du degré de LD entrâıne une plus
grande connectivité ainsi qu’un plus grand nombre de couches. En effet, lorsque la
médiane du coefficient r2 est égale à 0.007, 11 composantes connexes sont identifiées
et la plus haute VL appartient à la troisième couche. A l’inverse, dans le cas où la
médiane du coefficient r2 est égale à 0.5, la forêt est seulement composée de 3 com-
posantes connexes et la plus haute VL appartient à la sixième couche. Ainsi, nous
concluons que la méthode CFHLC peut traiter des séquences présentant des degrés
de LD variés et générer des structures reflétant fidèlement le LD.

4.4.4 Passage à l’échelle de CFHLC pour des études d’association
pangénomiques

Le passage à l’échelle a été étudié à l’aide de données simulées par HAPSIMU (voir
annexe A.1, page 117). Dans le cas le plus problématique (100 k SNP), seulement 15
heures sont nécessaires lorsque la taille de la fenêtre s est fixée à 100. Pour le même
jeu de données, dans les cas où s = 200 et s = 600, les temps d’exécution sont de 20.5
h et 62.5 h, respectivement. En ce qui concerne le cas 10 k SNP, les temps d’exécution
sont de 1.3 h, 2 h et 5.8 h pour s = 100, s = 200 et s = 600, respectivement.

4.4.5 Analyse de CFHLC

Un ensemble d’expérimentations sur l’algorithme CFHLC est présenté en an-
nexes A.2 à A.9. L’annexe A.2, page 118, souligne l’effet de la taille de la fenêtre
sur le temps d’exécution. En annexe A.3, page 119, la réduction de dimension des
données est évaluée comme le nombre de VL à l’intérieur de chaque couche de la
forêt. Les annexes A.4 à A.7 (pages 120 à 123) montrent l’influence de la taille de la
fenêtre sur le nombre de racines de la forêt, le nombre de VL, le nombre de couches
et la distribution des VL entre les couches, respectivement. Les annexes A.8 et A.9
(pages 124 et 125) analysent comment l’information diminue lorsque le numéro de la
couche augmente.

Un résultat important est que CFHLC peut assurer une réduction de dimension
des données de plus de 80% (voir annexe A.4, page 120). En ce qui concerne la com-
plexité spatiale de la méthode, la FMHCL entière n’est jamais stockée dans la RAM,
puisque chaque fenêtre peut être sauvegardée indépendamment sur le disque dur.
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4.4.6 Passage à l’échelle de CFHLC+

Les variations de la complexité temporelle empirique de CFHLC+ en fonction du
nombre de SNP traités et de la taille de la fenêtre sont montrées en annexes B.1 et B.2,
respectivement. D’une part, nous observons que la complexité temporelle empirique
de CFHLC+ est presque linéaire avec le nombre de SNP traités. D’autre part, elle
est aussi proche de la linéarité avec la taille de la fenêtre considérée.

4.5 Conclusion

La contribution de ce travail est multiple : (i) un nouveau cadre d’analyse du
déséquilibre de liaison (linkage disequilibrium, LD) a été proposé, et testé sur des
données simulées et réelles. Ce cadre s’est révélé pertinent pour modéliser finement
les dépendances entre SNP et pour réduire la dimension des données ; (ii) CFHLC, un
algorithme conçu pour l’apprentissage de la forêt de modèles hiérarchiques à classes
latentes (FMHCL), a été développé et s’est montré efficace pour l’analyse de données
pangénomiques.

En comparaison des travaux de Verzilli et al. [107], notre méthode présente l’avan-
tage d’offrir une modélisation plus précise du LD grâce à un modèle hiérarchique, ainsi
qu’une synthèse de l’information génétique au travers des variables latentes (VL). De
plus, en comparaison avec l’algorithme de Zhang et Ji [116], notre approche ne néces-
site pas la spécification a priori du nombre de clusters, et peut de surcrôıt capturer
différents niveaux de dépendance. A l’heure actuelle, elle est la seule permettant de
prendre en compte la nature floue du LD. Du point de vue de l’apprentissage de
la FMHCL, notre algorithme est le premier à permettre de traiter des données de
grandes dimensions, tout en ne restreignant pas l’inférence du modèle à des arbres
binaires et à des variables binaires, comme le fait l’approche de Hwang et al. [37].
L’étude sur des données simulées a pu montrer que notre algorithme est capable de
refléter le LD dans un grand nombre de situations allant d’un faible à un fort LD
global.

Bien que notre algorithme ait été conçu dans le cadre des EAP, nous devons sou-
ligner qu’il peut aussi s’appliquer à tout type de données présentant des dépendances
spatiales, en particulier pour des données séquentielles. C’est la raison pour laquelle
il serait intéressant d’évaluer la capacité de notre algorithme à pouvoir être appliqué
à plusieurs problématiques différentes.

Dans le contexte des études pangénomiques, les applications de notre méthode
sont multiples :

– Grâce à sa structure hiérarchique latente, la FMHCL pourrait être employée
comme un outil simple et efficace pour la recherche de relations de causalité.
En effet, les couches multiples de la FMHCL représentent différents degrés de
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synthèse de l’information (i.e. réduction de dimension). Or la connexion entre
les variables du modèle par relation de subsomption permet de réaliser un par-
cours depuis les causes générales (couches hautes) jusqu’aux causes spécifiques
(couches basses), et vice versa. D’autre part, la structure d’indépendance condi-
tionnelle encodée par le modèle permet de construire des tests d’indépendance
conditionnelle afin d’isoler les causes les unes des autres. Ainsi, la découverte
de causalité pourrait être guidée par la structure du modèle.

– La nature graphique et hiérarchique de la FMHCL permettrait le développe-
ment d’outils de visualisation intuitive et synthétique des dépendances entre
SNP. Le LD par paires pourrait être perçu à travers le niveau de l’ancêtre com-
mun le plus bas reliant deux SNP dans la forêt. En effet, nous avons observé
que ce niveau est corrélé au LD par paires (voir figure 4.17, section 4.4.3, page
73). Le LD multilocus, quant à lui, peut être interprété comme un ensemble de
SNP subsumés par une VL. En outre, il est possible de calculer une mesure de
LD multilocus à l’aide de la distribution jointe de la FMHCL.

– Les VL de haut niveau sont supposées représenter l’effet de la structure de la
population sur le LD de longue distance. Si cela était confirmé, il serait in-
téressant d’employer ces variables afin de mieux comprendre les mélanges de
sous-populations.

Lors de ce travail de thèse de doctorat, nous avons choisi de poursuivre le premier
et le second axe de recherche appliquée, i.e. la découverte de causalité et la visualisa-
tion du LD à l’aide de FMHCL. Les travaux réalisés sont présentés dans le chapitre
suivant.

4.6 Perspectives

De nombreuses perspectives sont envisageables afin de poursuivre ces travaux de
modélisation du LD, notamment au niveau de l’apprentissage du modèle.

Les méthodes basées sur le clustering spectral [109] représentent probablement
une approche bien plus puissante pour le partitionnement de variables en cliques que
celle implémentée dans l’algorithme CAST. Le clustering spectral a connu un grand
succès grâce à sa simplicité de mise en œuvre et à son efficacité pour regrouper les
variables corrélées entre elles, étant donnée une matrice de similarité par paires de
variables. Une approche basée sur la régularisation, telle que le graphical Lasso [26],
offre une autre alternative. Elle consiste à inférer une matrice creuse des dépendances
entre variables. Par comparaison à la méthode employée dans CFHLC, l’un des avan-
tages du graphical Lasso est qu’il utilise une mesure de dépendance, le coefficient de
corrélation partielle, qui possède une propriété plus forte que l’information mutuelle
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par paires de variables. En effet, le coefficient de corrélation partielle mesure l’in-
dépendance conditionnelle, tandis que l’information mutuelle par paires de variables
mesure l’indépendance marginale. Pour l’instant, cette approche n’a été appliquée
qu’aux données d’expression génique. La dimension des données d’expression génique
est d’un ordre de grandeur important (e.g. 100 individus, 5000 variables) mais qui
demeure beaucoup plus faible que celui des données d’EAP.

L’algorithme CFHLC réalise un apprentissage des paramètres de manière locale
en utilisant les paramètres appris pour chaque MCL constituant la FMHCL (voir
section 4.3.3.6, page 61). L’ajout d’une dernière étape d’apprentissage global de la
FMHCL devrait permettre de disposer d’une meilleure modélisation des dépendances
entre variables. Bien que cet apprentissage global par EM soit très coûteux en temps
de calcul, il est possible d’initialiser les paramètres avec ceux appris localement, ce
qui devrait assurer une convergence de l’algorithme bien plus rapide.

Dans notre modélisation, nous ne nous sommes pas intéressés à inférer la phase
gamétique des données génotypiques. Nous avons postulé que nous la connaissions a
priori. Néanmoins, une extension éventuelle de notre modèle pourrait consister à infé-
rer la phase. Par exemple, les variables latentes de bas niveau pourraient représenter
des paires d’haplotypes ancestraux paternels et maternels.

Dans la problématique plus générale de modélisation du LD à l’aide de modèles
graphiques probabilistes (non nécessairement FMHCL), une piste prometteuse consis-
terait à poursuivre les travaux de Verzilli et al. [107]. En effet, leur approche présente
l’avantage d’être très rapide et efficace pour traiter des données pangénomiques. Elle
consiste à générer à l’aide d’un échantillonneur de Gibbs et selon un schéma de MCMC
un ensemble de réseaux de Markov. En outre, elle intègre une recherche performante
d’associations avec la maladie selon un cadre bayésien qui est très avantageux pour
les EAP [90], car il permet l’intégration simple de connaissances a priori telles que
l’espérance du nombre de SNP causaux. Malheureusement, le schéma MCMC proposé
est très restrictif : il consiste à ne parcourir que les graphes composés d’un ensemble de
cliques disjointes, afin d’assurer la décomposabilité du graphe, un point essentiel qui
assure un calcul simple de la vraisemblance. Cependant, avec le développement récent
des algorithmes de Thomas et Green [103, 104], il est désormais possible d’échan-
tillonner directement dans la classe générale des graphes décomposables. Ainsi, la
réimplémentation de la méthode de Verzilli et al. en intégrant la méthode de Thomas
et Green pour l’échantillonnage de graphes décomposables mériterait d’être envisagée.
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5.3.2.3 Tracé de graphe et visualisation . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

5.3.3 Résultats expérimentaux et discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
5.3.3.1 Déséquilibre de liaison de courte distance . . . . . . . . . . . . 101
5.3.3.2 Déséquilibre de liaison de longue distance . . . . . . . . . . . . 104
5.3.3.3 Déséquilibre de liaison pangénomique . . . . . . . . . . . . . . 106

5.3.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
5.3.5 Perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

81



82 Applications

5.1 Introduction

Ce chapitre aborde deux applications de la modélisation du LD proposée dans le
troisième chapitre : (i) la recherche de causalités et (ii) la visualisation synthétique et
intuitive du LD dans des contextes variés. La partie (i) se focalise sur une étude sys-
tématique de la capacité des FMHCL à la recherche de causalités et est illustrée dans
le contexte de la génétique d’association. Ce travail établit les bases du développe-
ment de nouvelles méthodes dédiées à la découverte de SNP causaux pour les études
d’association pangénomiques. La partie (ii) propose une méthode originale pour la
visualisation synthétique et intuitive du LD adaptée aux trois principales situations
que peut rencontrer le généticien : la visualisation du LD de courte distance, de longue
distance et dans un contexte pangénomique. Les perspectives de recherche sont discu-
tées, notamment celles évoquant la nécessité de développer un logiciel intégré équipé
d’une interface graphique conviviale afin d’apprendre les FMHCL, de les visualiser et
de lancer des analyses d’association génétique.

5.2 Recherche de causalités : illustration sur le cas de la
génétique d’association

5.2.1 Introduction

Les FMHCL sont naturellement amenées à être employées comme outils simples
et efficaces pour la recherche de relations de causalité grâce à leur structure hiérar-
chique latente. Un point important à comprendre est le fait que l’orientation des arcs
dans les FMHCL ne représente pas une relation de causalité entre les variables. Par
contre, la structure de dépendance encodée par la FMHCL permet de construire des
tests d’indépendance conditionnelle afin d’isoler les causes les unes des autres. D’autre
part, les multiples couches des FMHCL regroupent différents degrés de synthèse de
l’information (i.e. différents degrés de réduction de dimension). Or, grâce aux rela-
tions de subsomption, la connexion entre les variables du modèle permet de réaliser
aisément un parcours depuis les causes générales (couches hautes) jusqu’aux causes
spécifiques (couches basses), et vice versa. Ainsi la découverte de causalité peut être
guidée par la structure du modèle.

Dans les études d’association pangénomiques, l’objectif est d’identifier la com-
binaison de facteurs génétiques impliqués dans l’apparition de la maladie génétique
complexe. L’analyse des données issues de ces études consiste à trouver les SNP impli-
qués dans la maladie et peut être vue comme un problème de découverte de causalité.
L’approche näıve est de tester l’association entre chaque SNP et la maladie, mais cela
implique la réalisation d’un grand nombre de tests. Ceci a pour conséquence d’engen-
drer un fort taux de faux positifs, ainsi qu’une perte de puissance lors de la recherche
des SNP causaux [5]. Pour résoudre ces problèmes, un grand nombre d’approches a
été développé : les tests d’association haplotypique (les haplotypes étant préalable-
ment inférés) [81] et les tests d’association réalisés avec des blocs de SNP [73] ou avec
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X

Ancêtre du SNP causal 
(A)

SNP causal
Arbre non-causal

Non-ancêtre du SNP causal 
(N)

Arbre causal

Figure 5.1: Illustration des termes spécifiques à notre approche de découverte de causalité :
ancêtre du SNP causal, non-ancêtre du SNP causal, arbre causal et arbre non causal.
Les SNP et les variables latentes sont représentés par des nœuds bleus (clairs) et rouges
(foncés), respectivement.

des tagSNPs [32] (pour plus de références, voir [51]). Des méthodes moins classiques,
provenant des domaines de l’intelligence artificielle et de l’apprentissage automatique,
représentent des solutions prometteuses, notamment grâce à leur capacité à traiter
des données volumineuses. Dans ce contexte, les méthodes basées sur les MGP ont
rencontré un certain succès [33, 55, 84, 99, 107].

Dans le chapitre précédent, les FMHCL ont été employées afin de modéliser le LD
à partir de données des EAP. La découverte de causalités dans ce contexte apparâıt
comme un bon exemple d’application. Mais avant d’employer les FMHCL pour la
découverte de SNP causaux, il est judicieux de démontrer au préalable la capacité de
la FMHCL apprise par CFHLC pour la découverte de causalité, et plus particulière-
ment, pour la capture d’associations génétiques indirectes (AGI), que nous définissons
ci-après. Dans cet objectif, nous avons réalisé une étude systématique sur des don-
nées génétiques réelles et simulées visant à étudier la capacité des VL de la FMHCL
à la capture d’AGI. Lors de cette étude préliminaire, nous nous sommes concentrés
sur le cas le plus simple : un seul SNP causal influence la maladie. Sous l’hypothèse
d’additivité des effets des SNP causaux (i.e. interactions SNP-SNP inexistantes), les
résultats obtenus peuvent être aisément généralisés au cas où plusieurs SNP sont im-
pliqués dans l’apparition de la maladie.

Nous nommons association génétique indirecte, une dépendance statistique entre
un nœud ancêtre du SNP causal (en abrégé, A) de la FMHCL et la maladie. Cette
dépendance s’explique par le fait qu’un A a tendance à capturer l’information du SNP
causal qu’il subsume (i.e. dont il est ancêtre dans le graphe). La recherche d’associa-
tion génétique indirecte constitue la clé de notre méthode de découverte de causalité
dans les études de génétique d’association : l’identification des A permet de cibler
les marqueurs causaux potentiels, puisque ces derniers sont les feuilles des arbres en-
racinés dans les A (voir figure 5.1 qui clarifie la signification des termes spécifiques
employés).
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5.2.2 Matériel et méthodes

5.2.2.1 Protocole expérimental

Afin d’évaluer la capacité des VL à capturer les AGI, nous avons simulé des don-
nées génotypiques (phase inconnue) et phénotypiques pour différents scénarios. En
particulier, nous avons fait varier la fréquence de l’allèle mineur (FAM) du SNP si-
mulé causal, le risque relatif génotypique (RRG) et le modèle de la maladie. Nous
avons répliqué chaque scénario 100 fois. Des données ont été simulées avec le logi-
ciel HAPGEN (http ://www.stats.ox.ac.uk/∼marchini/software/gwas/hapgen.html)
en employant comme référence les haplotypes provenant de la deuxième phase du pro-
jet HapMap et concernant les habitants des États-Unis issus d’ancêtres ayant vécu
dans le nord et l’ouest de l’Europe (CEU) (http ://hapmap.ncbi.nlm.nih.gov/). Les
données génotypiques ont été générées pour 1000 contrôles (individus sains) et 1000
cas (individus malades), et couvrent une région de 1.5 Mb contenant 100 SNP. Parmi
les SNP générés, HAPGEN simule un SNP causal du phénotype (cas/contrôle). L’in-
tervalle de variation de la FAM du SNP causal est spécifié à [0.1-0.2], [0.2-0.3] ou
[0.3-0.4]. Différents RRG sont considérés : 1.4, 1.6 ou 1.8. Le modèle de la maladie
est soit dominant, récessif, additif ou multiplicatif. La combinaison des conditions
précédentes amène à tester 3 × 3 × 4 scénarios. Un contrôle qualité de routine a été
appliqué sur les données génotypiques : les SNP ayant une FAM inférieure à 0.05 et
les SNP déviant de l’équilibre de Hardy-Weinberg 1 avec une p-value inférieure à 0.001
ont été supprimés.

5.2.2.2 Évaluation des associations génétiques indirectes

Afin d’évaluer l’association entre une variable X de la FMHCL (VO ou VL) et le
phénotype Y , nous avons employé des tests d’indépendance. Nous n’avons pas utilisé
de tests classiquement utilisés en génétique d’association, comme le test de tendance
de Cochran-Armitage, car ces derniers ne peuvent être appliqués à la recherche d’as-
sociation avec les VL. En effet, pour l’étude de données génotypiques, les VL sont
des variables discrètes dont les états ne représentent pas la composition allélique des
SNP mais plutôt des clusters probabilistes de génotypes multilocus (voir chapitre 4,
section 4.3.1, page 51). Ainsi, il n’est pas possible de distinguer entre effet additif,
dominant, récessif ou multiplicatif du facteur génétique.

C’est la raison pour laquelle nous avons choisi un test d’indépendance non spéci-
fique. Nous avons choisi d’employer le test du G2 que nous détaillons ci-après. Soit
deux variables qualitatives X et Y pour lesquelles nous souhaitons savoir si elles sont
dépendantes ou indépendantes. Posons les hypothèses statistiques :

−H0 : P (X,Y ) = P (X) P (Y ) indépendance,
−H1 : P (X,Y ) = P (X|Y ) P (Y ) = P (Y |X) P (X) dépendance.

1. L’équilibre de Hardy-Weinberg postule qu’il y a un équilibre de la fréquence des allèles et des
génotypes au cours des générations.
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Y1 · · · Yj · · · Yp total

X1 N11 · · · N1j · · · N1p N1.
...

...
...

...
...

Xi Ni1 · · · Nij · · · Nip Ni.
...

...
...

...
...

Xq Nq1 · · · Nqj · · · Nqp Nq.

total N.1 · · · N.j · · · N.p N..

Tableau 5.1: Table de contingence T .

La statistique du G2 est calculée à partir de la table de contingence T sur les données
observées {X,Y } (voir tableau 5.1). La formule du G2 est la suivante :

G2 = 2
∑
ij

Nij ln

(
fij
fi. f.j

)
,

avec fij =
Nij

N..
, fi. = Ni.

N..
et f.j =

N.j

N..
.

Sous l’hypothèse H0, le G2 tend asymptotiquement vers une loi du χ2 à (q− 1)×
(p − 1) degrés de liberté. La probabilité de rejeter H0 (et donc d’accepter H1) alors
que H0 est vraie mesure le risque de se tromper en considérant que X et Y sont
dépendants. Cette probabilité est nommée p-value. Plus la p-value faible, plus nous
pouvons conclure que les deux variables sont dépendantes.

Notre choix du test du G2 au lieu d’un test plus connu comme le test du χ2 s’ex-
plique par le fait que le premier correspond au test du ratio de vraisemblance 2 (TRV),
tandis que le second est seulement une approximation du TRV. Pour des échantillons
de taille raisonnable, les tests du G2 et du χ2 fournissent les mêmes résultats. Mais
pour des échantillons de petite taille (inférieure à 300 individus), comme c’est le cas
pour le jeu de données réelles analysées, de grandes différences sont attendues lorsque
des p-values faibles sont considérées.

Nous avons comparé les p-values obtenues, après avoir testé successivement l’as-
sociation entre le phénotype Y et le SNP causal, les ancêtres du SNP causal et les
non-ancêtres du SNP causal (en abrégé N) dans le graphe de la FMHCL. Pour une
meilleure visualisation des résultats, les valeurs de −log10(p-value) sont utilisées. Des
valeurs proches de 0 révèlent une indépendance. Ces valeurs augmentent avec la force
de la dépendance.

Pour mesurer la significativité des associations, nous avons implémenté une pro-
cédure de permutation conçue pour le calcul du taux d’erreur de type I par test (noté

2. Le test du ratio de vraisemblance teste le ratio de la vraisemblance sous hypothèse H0 à la
vraisemblance sous hypothèse H1.
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Algorithme 3 Procédure de permutation (X,DX , Y,DY , np, α)

entrée :
X,DX : un ensemble de nv variables candidates (observées ou latentes) X = X1, ..., Xnv

et les données correspondantes observées ou imputées pour n individus,
Y,DY : une variable cible Y et les données correspondantes observées pour n individus,
np : le nombre de permutations,
α : le taux d’erreur de type I lors de tests multiples.

sortie :
{α′(1), ..., α′(n`)} : l’ensemble des taux d’erreur de type I par test calculés pour les couches 1 à n`,

respectivement.

1: pour ` = 1 à n` distribminPV alues(`)← ∅ fin pour

2: pour p = 1 à np

3: DYp ← permuterEtiquettes(DY )

4: pour ` = 1 à n`

5: pV alues(p, `)← ∅
6: pour chaque variable Xv dans la couche `
7: pV aluep, `, v ← réaliserTestAssociation(DXv , DYp )

8: pV alues(p, `)← pV alues(p, `) ∪ pV aluep, `, v

9: fin pour
10: distribminPV alues(`)← distribminPV alues(`) ∪ minXv (pV alues(p, `))

11: fin pour
12: fin pour

13: pour ` = 1 à n`

14: α′(`)← quantile(distribminPV alues(`), α)

15: fin pour

α′), de manière à contrôler le taux d’erreur de type I lors de tests multiples (noté
α) à 5%, par exemple. α′ fournit un seuil de significativité par test. α, quant à lui,
contrôle la probabilité d’observer un faux positif, ou plus, parmi toutes les hypothèses
considérées lorsque plusieurs tests d’association sont réalisés. Pour une valeur α don-
née, plus le nombre de variables à tester est grand, plus la valeur de α′ est faible. Un
des avantages de la structure hiérarchique de notre modèle est qu’il présente moins
de variables dans les couches hautes. Ainsi, une augmentation de α′ avec le niveau
de la couche est attendue. C’est pour cela que notre procédure de permutation a été
adaptée au calcul d’un α′ spécifique à chaque couche.

Dans la procédure de permutation standard [28], les valeurs de Y (le phénotype)
sont permutées un certain nombre de fois. Un ensemble de permutations P est gé-
néré (généralement, |P| = 1000). Pour chaque permutation DYp , un test d’association
entre Y et chaque variable candidate Xv est réalisé et le maximum des statistiques
(max(T )) obtenues sur tous les tests est sauvegardé. A chaque permutation, est ainsi
associée une unique statistique (max(T )). Lorsque le nombre de permutations est
suffisamment grand, la distribution de max(T ) représente une bonne approximation
empirique de la distribution sous hypothèse nulle qui stipule qu’aucun Xv n’est associé
à Y . Par ailleurs, dans notre modèle, les VL peuvent présenter différentes cardina-
lités. Ainsi les tests d’association présentent des degrés de liberté différents. Il est
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Figure 5.2: Histogramme des valeurs de −log10(p-value) provenant des tests d’association
entre le phénotype et les nœuds ancêtres du SNP causal (A), et entre le phénotype et les nœuds
non-ancêtres du SNP causal (N).
Les résultats regroupent tous les scénarios : FAM (0.1-0.2, 0.2-0.3 et 0.3-0.4), RRG (1.4, 1.6
et 1.8) et modèle de la maladie (dominance, récessivité, additivité et multiplicativité). Pour
une description des scénarios, voir section 5.2.2.1, page 84.

alors impossible de comparer les statistiques entre elles. C’est la raison pour laquelle
nous avons adapté la procédure de permutation standard à cette caractéristique.
L’adaptation est simple : au lieu de nous baser sur la distribution des maximum des
statistiques, nous employons la distribution des minimum des p-values. En effet, les
p-values peuvent être comparées, étant donné que leur calcul prend en compte le de-
gré de liberté.

La nouvelle procédure de permutation est décrite dans l’algorithme 3. Cette procé-
dure consiste à réaliser np permutations pour la variable Y . Pour chaque permutation
DYp , et chaque couche de la FMHCL `, un test d’association est réalisé entre chaque
variable Xv appartenant à la couche de la FMHCL et la variable Y (ligne 7). Ensuite,
pour chaque permutation, la p-value minimale sur toutes les variables appartenant à
la couche ` est identifiée et participera à la distribution des p-values minimales pour
cette couche (ligne 10). Étant donné un taux d’erreur α, cette distribution permet
alors d’extraire le seuil α′` correspondant (ligne 14). Cette valeur de α′`, spécifique à
chaque couche, doit être comparée avec la p-value résultant du test d’association entre
la variable Xv (appartenant à la couche `) et Y . Ainsi l’association est testée au seuil
de significativité spécifique à chaque couche qui est corrigé pour les tests multiples.

5.2.3 Résultats expérimentaux et discussion

Dans la suite, nous nous focalisons sur les quatre premières couches du modèle
(couches 0-3) et ne considérons pas les autres couches, pour lesquelles nous ne dispo-
sons pas de suffisamment de résultats à analyser (ces couches montrent généralement
très peu de variables ou ne sont pas présentes dans le modèle).
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Figure 5.3: Bôıte à moustaches des valeurs de −log10(p-value) pour les différentes couches
de la forêt de modèles hiérarchiques à classes latentes, résultant des tests d’association entre
le phénotype et les nœuds ancêtres du SNP causal (A), et entre le phénotype et les nœuds
non-ancêtres du SNP causal (N).
La couche 0 se réfère aux tests d’association entre le phénotype et le SNP causal. Voir figure
5.2 pour les explications concernant les scénarios.

5.2.3.1 Données simulées

Tests d’indépendance marginale

La figure 5.2 compare les histogrammes des valeurs de −log10(p-value) résultant
des tests d’associations de Y avec les A et les N, respectivement. La comparaison de
ces deux histogrammes révèle une grande dissimilarité entre les deux distributions.
La majorité (70%) des valeurs de −log10(p-value) associées aux A est plus grande
que 1, alors que c’est le cas pour seulement 19% des N. En effet, nous observons que
de grandes valeurs de −log10(p-value) (e.g., plus grandes que 5) sont fréquentes pour
les A et très rares pour les N. Le test des rangs de Wilcoxon, réalisé pour comparer
les deux distributions, montre une p-value inférieure à 10−16, ce qui confirme que les
p-values des A et des N suivent deux distributions différentes.

La figure 5.3 décrit plus précisément les valeurs de −log10(p-value) observées pour
les différentes couches de la FMHCL dans le cas des tests associés aux A et N. La
couche 0 se réfère aux tests d’association entre le phénotype et le SNP causal, et sert
de valeur de référence. Dans cette figure, nous observons que la force de l’association
avec les A décrôıt lentement lorsque le numéro de la couche augmente. En revanche,
les associations avec les N présentent constamment des valeurs de −log10(p-value) en
deçà de 0.4, correspondant à des p-values supérieures à 0.4. Bien que les N présentent
un certain nombre de faux positifs (moins de 10% ont une p-value inférieure à 0.01),
ces résultats montrent clairement une tendance générale : les associations indirectes
sont capturées par les A tandis que la majorité des N ne montre pas d’association.

La figure 5.4 souligne la tendance générale des valeurs de −log10(p-value) obser-
vées pour les A et les N, et compare la médiane des valeurs obtenues pour chaque
couche à la valeur du seuil de significativité α′ correspondant à cette couche (voir
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Médiane de -log10(p-value)

Taux d'erreur par test α'

SNP causal

A

N

Figure 5.4: Médiane des valeurs de −log10(p-value) pour les différentes couches de la forêt
de modèles hiérarchiques à classes latentes, résultant des tests d’association entre le phénotype
et les nœuds ancêtres du SNP causal, et entre le phénotype et les nœuds non-ancêtres du SNP
causal.
Pour la définition du taux d’erreur α′, voir section 5.2.2.2, page 84. A : ancêtres du SNP
causal ; N : non-ancêtres du SNP causal. Voir figure 5.2 pour les explications concernant les
scénarios et voir figure 5.3 pour les explications concernant la couche 0.

Pourcentage

p(NA) 21%
p(NE) 79%

p(NA | FP) 73%
p(NE | FP) 27%
p(FP | NA) 16%
p(FP | NE ) 1.6%

Tableau 5.2: Tableau récapitulatif des pourcentages de faux positifs (FP) pour les nœuds
non-ancêtres du SNP causal et localisés dans l’arbre causal (NA), et pour les nœuds non-
ancêtres du SNP causal et non localisés dans l’arbre causal (NE).
A = vrais positifs ; N = vrais négatifs + faux positifs ; N = NA (21%) + NE (79%).

section 5.2.2.2, page 84). Cette figure révèle que, jusqu’à la seconde couche, des as-
sociations significatives sont identifiées pour les A. A l’inverse, en ce qui concerne les
N, les médianes des valeurs de −log10(p-value) sont plus petites que les valeurs de
seuils −log10(α′) correspondantes, et ceci, pour toutes les couches. En nous focalisant
sur la distribution des N, nous observons que le pourcentage de p-values inférieures
à α′ (faux positifs) est égal à 4.7%. L’existence de faux positifs peut s’expliquer en
partie par la présence de dépendances indirectes entre le SNP causal et les NA, i.e.
les N localisés dans l’arbre causal. L’arbre causal est l’arbre contenant le SNP causal
(voir figure 5.1). A l’opposé, aucun faux positif n’est attendu pour les NE, qui sont
les N présents dans les arbres non causaux. En fait, plus de 73% des faux positifs
sont des NA, alors qu’ils ne représentent seulement que 21% des N. Plus précisément,
le taux de faux positifs dans les NA est de 16.07% alors qu’il est 10 fois inférieur
dans les NE. Les différents pourcentages sont résumés dans le tableau 5.2. Ainsi nous
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X

NA

P
NA      Phéno

Phéno

NA      Phéno | P

Dépendance marginale:

Indépendance conditionnelle:

Figure 5.5: Illustration de la dépendance indirecte entre non-ancêtres du SNP causal
localisés dans l’arbre causal (NA) et le phénotype : dépendance marginale et indépendance
conditionnellement au SNP causal.
Phéno : phénotype ; X : SNP causal ; NA : non-ancêtre du SNP causal localisés dans l’arbre
causal ; P : parent de NA.

pouvons conclure qu’une importante partie des faux positifs est due à l’existence de
dépendances indirectes entre les NA et le phénotype (voir figure 5.5).

Tests d’indépendance conditionnelle

Les tests d’indépendance conditionnelle représentent une solution permettant de
ne pas prendre en compte les dépendances indirectes entre le phénotype et les NA,
qui passent par le SNP causal. Il est possible de réaliser un test entre le phénotype
et un NA conditionnellement à son parent, car le chemin entre le phénotype et le
NA passant par le SNP causal est séparé par le parent du NA dans le graphe de la
FMHCL (voir figure 5.5). En employant ce test pour tous les NA, nous observons que
la plupart des p-values sont plus élevées (donc moins significatives). En effet, plus de
99% des p-values sont au-delà des seuils de significativité calculés par permutation.
Ce bon résultat doit être modéré car les p-values des tests conditionnels ont générale-
ment tendance à être beaucoup plus élevées que celles des tests simples, du fait d’un
degré de liberté plus grand. Par exemple, considérons une VL de cardinalité égale à
3 ayant une variable parent de même cardinalité. La variable phénotype possède une
cardinalité égale à 2. Le degré de liberté est égal à seulement 2 (i.e. 2 × 1) pour le
test non conditionnel entre la VL et le phénotype, tandis qu’il est de 6 (i.e. 2× 1× 3)
pour le test conditionnel. Malgré ce phénomène, un résultat intéressant est observé :
le taux de faux positifs dans les NA (qui est égal à 1%) est maintenant seulement
le double de celui obtenu dans les NE. Nous rappelons qu’en utilisant des tests non
conditionnels, le ratio entre le taux de faux positifs chez les NA et le taux de faux
positifs chez les NE est d’environ 10. Ainsi, bien que les tests conditionnels entrâınent
le calcul de p-values plus grandes, ils permettent dans le même temps de réduire le
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Figure 5.6: Médiane des valeurs de −log10(p-value) pour les différentes couches de la forêt
de modèles hiérarchiques à classes latentes, résultant des tests d’association entre le phéno-
type et les nœuds ancêtres du SNP causal.
Les fenêtres représentent les différents scénarios testés. En haut de chaque fenêtre, l’intervalle
de la FAM et le modèle de la maladie (additivité, dominance, multiplicativité ou récessivité)
sont indiqués. Les trois symboles employés se réfèrent aux risques relatifs génotypiques (RRG)
considérés pour le SNP causal simulé (voir légende). La couche 0 se réfère aux tests d’asso-
ciation entre le phénotype et le SNP causal (en considérant les 100 réplications).

taux de faux positifs d’un facteur 5, du fait de la prise en compte des dépendances
indirectes entre phénotype et NA.

Comparaison sous différentes configurations génétiques

Nous avons évalué le comportement des VL pour différentes configurations géné-
tiques : intervalle de la FAM ([0.1-0.2], [0.2-0.3] ou [0.3-0.4]), RRG (1.4, 1.6 ou 1.8), et
modèle de la maladie (additivité, dominance, multiplicativité ou récessivité). Comme
précédemment, nous avons comparé les résultats des tests d’association obtenus pour
les A et pour les N. Ces résultats sont présentés en figures 5.6 et 5.7. Globalement, des
tendances similaires sont observées pour tous les scénarios : la force de l’association
diminue de manière constante de la première couche à la quatrième ; dans le cas des
N, la majorité des résultats montre l’absence d’association, quelle que soit la couche
étudiée.

Lorsque l’on considère la situation la plus facile pour la détection d’association
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Figure 5.7: Médiane des valeurs de −log10(p-value) pour les différentes couches de la
forêt de modèles hiérarchiques à classes latentes, résultant des tests d’associations entre le
phénotype et les nœuds non-ancêtres du SNP causal.
Voir figure 5.6 pour la description des paramètres et les explications concernant la couche 0.

(intervalle de FAM = [0.3-0.4], RRG = 1.8 et modèle multiplicatif), sur toutes les
couches, les A présentent de fortes associations (−log10(p-value) > 7). Pour une
configuration moins idéale, mais plus plausible, (intervalle de FAM = [0.2-0.3], RRG
= 1.6 et modèle additif), la médiane des valeurs de −log10(p-value) calculées pour les
A décrôıt de 8.3 pour la couche 0, pour atteindre 4.6, 3.2 et 2.2 pour les couches 1,
2 et 3, respectivement. Au contraire, lorsque le modèle est récessif, l’association avec
le SNP causal est basse et les A ne peuvent rien capturer (des résultats similaires
sont obtenus avec la plupart des méthodes conçues pour la découverte d’associations
génétiques). En ce qui concerne les N, des associations nulles sont observées quelle
que soit la configuration.

5.2.3.2 Données réelles

Nous avons évalué notre approche de recherche de causalité sur des données géno-
typiques réelles concernant la région 22q13 (chromosome 22) de 890 kb flanquant le
gène CYP2D6 qui a un rôle dans le métabolisme lié à certaines molécules pharmaceu-
tiques [36]. Ce jeu de données est composé de 32 SNP génotypés pour 268 individus
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Figure 5.8: Bôıte à moustaches des valeurs de −log10(p-value) pour les différentes couches
de la forêt de modèles hiérarchiques à classes latentes (FMHCL), résultant de tests d’associa-
tion entre le phénotype et les nœuds ancêtres du SNP causal (A), et entre le phénotype et les
nœuds non-ancêtres du SNP causal (N), sur données réelles.
La couche 0 se réfère aux tests d’association entre le phénotype et le SNP causal (SNP 19).
Dans la couche 3, aucun N n’est observé dans les FMHCL.

et a été récupéré à partir du package R graphminer (http ://homepages.lshtm.ac.uk/-
encdcver/) développé par Verzilli et al. [107]. Cette région chromosomique a été utili-
sée dans plusieurs études comme banc d’essai pour les méthodes de cartographie fine
basées sur le LD. Le SNP 19 (position 550 kb) est le plus proche marqueur du gène
CYP2D6 (positionné à 525.3 kb) [94]. C’est la raison pour laquelle nous considérons
le SNP 19 comme le marqueur causal lors de nos expérimentations.

Afin de prendre en compte la nature stochastique de notre algorithme (initialisa-
tion aléatoire des paramètres lors de l’algorithme EM), nous présentons les résultats
de 1000 exécutions. Chacune des exécutions dure en moyenne 5.4 s sur un ordinateur
personnel standard (3 GHz, 3.3 Go RAM). En moyenne, sur les 1000 FMHCL (1000
réplications), les pourcentages de nœuds sont distribués de la façon suivante : 82.62%
dans le couche 0, 16.89% dans la couche 1, 0.39% dans la couche 2 et 0.10% dans la
couche 3. La figure 5.8 montre les valeurs de −log10(p-value) pour les tests d’asso-
ciation sur les A et les N. De façon similaire aux résultats obtenus avec les données
simulées, nous observons que les A réussissent à capturer les associations génétiques
indirectes, en particulier dans la couche 1, avec une valeur médiane de 4.5, correspon-
dant à des p-values inférieures à 5.10−5. Dans les autres couches, la force d’association
est plus faible, mais demeure relativement élevée comme dans la couche 2 montrant
une valeur médiane de 4, équivalent à une p-value de 10−4. Comme précédemment
avec les données simulées, lorsque nous nous focalisons sur les N, nous observons très
peu d’associations. La majorité des p-values (plus de 80%) est supérieure à 0.01.

5.2.4 Conclusion

En nous basant sur l’analyse de données simulées et réelles, nous avons montré
la capacité des variables latentes (VL) de la forêt de modèles hiérarchiques à classes
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latentes (FMHCL) à être utilisées pour la recherche de causalité, notamment dans le
domaine de la génétique humaine. Une capture efficace des associations génétiques
indirectes est réalisée grâce à deux propriétés majeures : (i) les nœuds ancêtres du
SNP causal réussissent à capturer les associations indirectes avec le phénotype ; (ii) à
l’inverse, les nœuds non-ancêtres du SNP causal montrent globalement de très faibles
associations. En d’autres termes, il est possible de distinguer entre vraies et fausses
associations génétiques indirectes.

5.2.5 Perspectives

Le présent travail demeure une étude préliminaire de l’utilisation de la FMHCL
pour la recherche de causalité. La principale perspective de recherche consiste à dé-
velopper une méthode basée sur ce modèle pour la découverte de SNP causaux dans
les études d’association pangénomiques. Pour cela, plusieurs pistes de recherche sont
à explorer :

– Pour mesurer l’association entre une VL et le phénotype, nous avons utilisé les
données imputées de la VL en choisissant la classe la plus probable (voir cha-
pitre 4, section 4.3.3.4, page 60). Une mesure plus précise de l’association serait
d’utiliser, pour chaque individu, la probabilité d’appartenance pour chacune
des classes (données pondérées). En outre, au lieu d’employer les probabilités
d’appartenance calculées lors de l’apprentissage local de la FMHCL par CFHLC
(ce qui est réalisé au niveau de chaque modèle à classe latente), il est possible
de calculer ces probabilités par inférence probabiliste sur la loi jointe. Le cal-
cul d’inférence sera efficace, car il est de complexité linéaire avec le nombre de
nœuds dans l’arbre.

– Pour la recherche d’association, l’approche que nous avons utilisée est fréquen-
tiste. Elle met en œuvre le calcul de p-values. Cependant de nombreuses études
[35, 85, 90, 94, 117] tendent à montrer la supériorité de l’approche bayésienne sur
l’approche fréquentiste pour les tests d’association dans le contexte des études
d’association pangénomiques. En effet, dans le cadre fréquentiste, la correction
des p-values pour les tests multiples mène à calculer des seuils de significati-
vité très stricts, lorsque le nombre de SNP considéré est important (les seuils
sont d’autant plus bas qu’il y a de tests à réaliser). Au contraire, dans l’ap-
proche bayésienne, le seuil de significativité ne dépend plus du nombre de SNP
à tester, mais de l’espérance a priori du nombre de SNP causaux. De ce fait, il
n’y a plus besoin de réaliser de calcul de seuils de significativité par permutation.

– La structure hiérarchique latente du modèle pourrait être employée pour réa-
liser une découverte des facteurs causaux selon une approche descendante (des
couches hautes vers les couches basses), afin d’identifier les SNP causaux. L’idée
est qu’il est probable, lorsqu’on observe une VL associée au phénotype, qu’il
existe un chemin partant de cette VL et dans lequel toutes les variables (VL
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et SNP) sont aussi associées au phénotype. Le parcours de ce chemin, qui peut
être réalisé au moyen d’un parcours en profondeur, devrait guider la découverte
de SNP causaux.

5.3 Visualisation pangénomique du déséquilibre de liai-
son

5.3.1 Introduction et état de l’art

L’étude du LD représente un sujet de recherche majeur en statistique génétique.
Par exemple, le LD joue un rôle fondamental dans la cartographie des gènes réalisée
par étude d’association, mais son analyse permet aussi d’apporter une meilleure com-
préhension de l’histoire des populations humaines. Par exemple, les goulots d’étran-
glement 3, la sélection naturelle et les migrations sont des exemples d’évènements
évolutifs qui peuvent être inférés à l’aide de modèles coalescents qui analysent les
haplotypes [89].

A l’interface entre les statistiques et l’intelligence artificielle, la fouille de données
est le processus d’extraction de connaissances à partir de données [21]. La fouille de
données permet de formuler des hypothèses pertinentes à tester et offre des outils com-
plémentaires aux méthodes statistiques conventionnelles. La visualisation de données,
que l’on peut considérer comme une branche de la fouille de données, a pour objectif de
fournir des outils efficaces et intuitifs afin d’afficher et de synthétiser l’information la
plus pertinente sous-jacente aux données [86]. La visualisation de données a été appli-
quée avec succès en bioinformatique [4], par exemple en génomique et en protéomique.

Le projet international HapMap [98], et plus récemment le projet international
1000 génomes [95], ont fédéré de nombreux efforts afin de caractériser de façon ap-
profondie la variation de la séquence du génome dans les populations humaines. Dans
ce contexte, l’application de méthodes de visualisation à l’analyse des patrons de LD
s’est révélée essentielle, plus particulièrement pour mettre en relief la structure com-
plexe du LD en blocs [19]. La méthode la plus simple, mais aussi la plus populaire,
est la carte triangulaire de chaleur (CTC), construite par exemple par le logiciel Ha-
ploview [6]. La CTC est la matrice triangulaire des dépendances par paires de SNP,
pour laquelle l’intensité de la couleur indique la force du LD de chaque cellule de la
matrice. La CTC affiche généralement la mesure de Lewontin D′ ou le coefficient de
corrélation au carré r2. Une autre mesure de dépendance, le ratio de la mesure D′ au
logarithme du rapport des chances (LOD), est également employée comme mesure
standard par Haploview. Dans la CTC, les blocs de LD sont visuellement apparents.
Néanmoins, la CTC présente l’inconvénient de n’afficher que les dépendances par
paires, empêchant la visualisation des patrons multilocus. Une autre méthode popu-
laire consiste à présenter les taux de recombinaison par cartographie fine calculés le
long de la séquence chromosomique. Pour cela, PHASE [91], une méthode basée sur

3. Facteur extrinsèque à une population qui vient diminuer son effectif.
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le coalescent 4, peut être utilisée afin d’estimer le taux de recombinaison pour chaque
paire de SNP adjacents sur la séquence. Cette approche identifie les points chauds de
recombinaison et donne une idée de la structure en blocs du LD, mais nécessite de
long calculs. Les techniques de visualisation plus avancées, telles que les ”isometric
blocks” et les ”bifurcation plots” [27], ou le ”textile plot” [46], peuvent prendre en
compte le LD multilocus. Par exemple, le textile plot emploie un algorithme proche
de l’analyse en composantes principales. La stratégie du textile plot consiste à recher-
cher une configuration géométrique optimale pour les variables et les individus dans
un espace linéaire de dimension plus faible que celle des données initiales.

Grâce à la nature graphique et hiérarchique de la FMHCL, l’emploi de cette der-
nière constitue une voie prometteuse pour le développement d’outils de visualisation
intuitif et synthétique des dépendances entre SNP. C’est la raison pour laquelle nous
allons appliquer la FMHCL aux trois principales situations que peut rencontrer le
généticien : la visualisation du LD de courte distance, de longue distance et dans un
contexte pangénomique.

5.3.2 Matériel et méthodes

5.3.2.1 Apprentissage de la FMHCL

Pour les expérimentations sur la visualisation du LD, nous avons employé l’algo-
rithme CFHLC+ qui ne nécessite plus le découpage du génome en fenêtres contiguës
de taille constante. Ce nouvel algorithme contraint la recherche des dépendances entre
SNP à l’aide de leur position physique sur l’ADN, et correspond en fait à une ap-
proche par fenêtre glissante. Fixer la taille de la fenêtre entre 0.1 et 5 Mb représente
une stratégie raisonnable afin de capturer le LD de longue distance dans le contexte
des EAP.

5.3.2.2 Déséquilibre de liaison multilocus

Puisque la FMHCL modélise le LD multilocus 5, il est possible de calculer une
valeur de multilocus LD à partir de la loi jointe de la FMHCL. Notamment, le LD
multilocus peut être calculé simplement pour chaque sous-arbre de la FMHCL (i.e.
pour chaque cluster de LD).

Nothnagel et al. ont proposé d’employer l’entropie (voir section 3.2.2, chapitre 3,
page 27) afin d’évaluer le LD multilocus dans les blocs haplotypiques [72]. Ils construisent
une mesure de LD multilocus comme la différence d’entropies entre équilibre de liaison
(SE) et déséquilibre de liaison (SB) :

∆S = SE − SB.

4. Généalogie ancestrale de la séquence.
5. LD présent entre plusieurs loci.
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Figure 5.9: Illustration des termes spécifiques à notre méthode de visualisation : sous-
arbre, arbre, forêt, parent, descendant, ancêtre et ancêtre commun le plus bas.
Les SNP et les variables latentes sont représentées par des nœuds bleus (clairs) et rouges
(foncés), respectivement.

Ensuite, la mesure ∆S est normée dans l’intervalle [0, 1] :

ε =
∆S

SE
= 1− SB

SE
.

En suivant la même idée, nous avons conçu une mesure de LD multilocus basée sur
la FMHCL apprise. Dans la suite, nous n’allons considérer que les sous-arbres compo-
sés d’une VL de la FMHCL et de tous ses descendants, ce qui correspond en fait à des
MHCL (e.g. le sous-arbre enraciné dans le nœud 21 en figure 5.9). Prenons l’exemple
d’un sous-arbre sur un ensemble de n nœuds observés et latents V = {V1, ..., Vn}. V
est composé d’un ensemble de m nœuds observés X = {X1, ..., Xm} et d’un ensemble
de p nœuds latents H = {H1, ...,Hp}. H peut aussi se diviser en deux : l’ensemble
des p− 1 nœuds non-racines N = {N1, ..., Np−1}, et le nœud racine R.

L’entropie sous hypothèse d’équilibre de liaison, i.e. en l’absence de VL, est sim-
plement la somme des entropies individuelles des VO :

SE =

m∑
j=1

H(Xj).

L’entropie sous hypothèse de déséquilibre de liaison (modélisé par le sous-arbre
de la FMHCL) est l’entropie de la loi jointe des VO, H(X). Pour éviter un coût
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calculatoire important lié à la marginalisation du modèle sur les variables latentes H,
nous choisissons d’utiliser à la place l’entropie de la loi jointe du modèle :

SB = H(X,N, R)

=
m∑
j=1

H(Xj |PaXj ) +

p−1∑
k=1

H(Nk|PaNk
) +H(R).

Cette entropie de la loi jointe du modèle est supérieure ou égale à l’entropie de la loi
jointe marginalisée des VO :

H(X,N, R) ≥ H(X) (5.1)

Sachant les entropies SE et SB, ∆S peut s’écrire de la manière suivante :

∆S =

m∑
j=1

H(Xj)−
m∑
j=1

H(Xj |PaXj )

−
p−1∑
k=1

H(Nk|PaNk
)−H(R).

(5.2)

Étant donné l’équation 5.1, il en résulte que notre différence d’entropie ∆S calculée à
partir de la loi jointe du modèle est inférieure ou égale à ∆S que l’on aurait calculée
à partir de la loi jointe marginalisée des VO.

Grâce à la formule de l’information mutuelle (section 3.2.2, chapitre 3, page 27),
l’équation 5.2 est reformulée comme suit :

∆S =
m∑
j=1

(
H(Xj)−H(Xj |PaXj )

)

−
p−1∑
k=1

(
H(Nk)− I(Nk;PaNk

)
)

−H(R)

=

m∑
j=1

I(Xj ;PaXj ) +

p−1∑
k=1

I(Nk;PaNk
)

−
p−1∑
k=1

H(Nk)−H(R)

=
n∑
i=1

I(Vi;PaVi)−
p∑
j=1

H(Hj).

(5.3)

Nous observons que ∆S se compose de deux termes : (i) le premier est souvent em-
ployé afin d’évaluer l’ajustement d’un RB sans VL aux données, lorsque la structure
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du modèle est un arbre ou une forêt, alors que (ii) le second peut être vu comme un
terme de pénalisation spécifique à ces modèles à variables latentes. Ce terme de péna-
lisation est la somme des entropies individuelles des VL, et permet ainsi de prendre
en compte l’augmentation de complexité due à l’incorporation de VL dans le modèle.
En effet, l’entropie d’une VL crôıt avec le nombre de ses classes (ou états) d’une part,
et avec l’uniformité de sa distribution, d’autre part.

Finalement, de la même façon que la mesure de Nothnagel et al., ∆S est normée :

ε =

∑n
i=1 I(Vi, PaVi)−

∑p
j=1H(Hj)∑m

k=1H(Xk)
.

Dans de rares situations, la valeur de ε peut être légèrement inférieure à 0 (à cause du
terme de pénalisation). Dans ce cas, la valeur de ε est seuillée à 0. Un calcul efficace
des ε peut être réalisé en partant de la première couche de la FMHCL et en finissant
dans la dernière couche.

5.3.2.3 Tracé de graphe et visualisation

Le tracé, c’est-à-dire le placement des nœuds, et la visualisation (ou affichage)
du graphe des FMHCL représentent une étape importante pour notre méthode de
représentation graphique du LD [42]. Pour cet objectif, nous proposons une solution
simple qui offre un vue claire et intelligible de la structure spatiale du LD. Grâce à
la nature hiérarchique des FMHCL, il est possible d’implémenter un tracé simple et
intuitif : les nœuds sont placés le long du chromosome et couche par couche. Les SNP
sont placés le long du chromosome en utilisant leur ordre physique sur la séquence.
Les VL sont positionnées en employant les ordres physiques calculés en moyennant
sur ceux des SNP subsumés. Chaque couche est positionnée et ordonnée le long d’un
axe perpendiculaire au chromosome.

En ce qui concerne la visualisation, seul un petit nombre de logiciels a été dé-
veloppé afin de manipuler de grands graphes tels que ceux issus de la modélisation
pangénomique du LD par des FMHCL. Pour visualiser les graphes, nous avons choisi
le logiciel Tulip (http ://tulip.labri.fr/TulipDrupal/) qui est un outil convivial, ca-
pable de traiter plus d’un million de nœuds, et qui permet la navigation grâce à un
ensemble d’opérations géométriques variées ainsi que l’extraction de sous-graphes et
la mise en avant de résultats obtenus après filtrage. Afin de visualiser le LD multilocus
(ε) pour les sous-arbres de la FMHCL, nous proposons de lier l’intensité de la couleur
de la VL subsumant le sous-arbre à la force du LD. La valeur précise du LD est aussi
affichée à l’intérieur du nœud représentant la VL.
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Figure 5.10: Comparaison des méthodes de visualisation du déséquilibre de liaison de
courte distance, appliquées au jeu de données de Daly et al. [19] : a) carte triangulaire de
chaleur du D′/LOD pour les blocs de LD calculés par Haploview v4.2, b) taux de recombi-
naison inférés avec PHASE v2.1, c) textile plot et d) forêt de modèles hiérarchiques à classes
latentes affichée avec Tulip.
Pour toutes les paires de SNP possédant leur ancêtre commun le plus bas (ACLPB) dans
la couche `, la médiane des r2 et la médiane des distances calculées (kb) ont été affichées
(d) section droite). Le zoom montre la mesure du déséquilibre de liaison multilocus relative à
une variable latente. Les lignes en pointillés soulignent les tendances communes aux quatre
méthodes.



5.3 Visualisation pangénomique du déséquilibre de liaison 101

Figure 5.11: Relation entre le niveau de l’ancêtre commun le plus bas (ACLPB) des SNP
et a) la médiane des valeurs de r2, et b) la médiane des distances, calculées pour chaque paire
de SNP.
Par exemple, la bôıte à moustaches de gauche dans a) correspond aux paires de SNP dont
l’ACLPB appartient à la couche 1.

5.3.3 Résultats expérimentaux et discussion

5.3.3.1 Déséquilibre de liaison de courte distance

Nous illustrons la visualisation du LD de courte distance sur le jeu de données de
Daly et al. [19]. Ce jeu de données fournit un bon exemple de patrons complexes de
LD présentant des degrés de LD variés. Il comprend 129 trios, chacun composé de
deux parents et d’un enfant. Pour chaque individu, 103 SNP ont été génotypés dans
la région 5q31 (chromosome 5) et couvrent 617 kb.

Comparaison générale

Notre méthode basée sur la FMHCL est comparée avec deux approches classiques
- la CTC de D′/LOD construite avec Haploview v4.2 et le graphique relatif aux
taux de recombinaison (GTR) par cartographie fine inférés par PHASE v2.1 - et la
méthode la plus avancée du point de vue de la visualisation, le textile plot. Les ré-
sultats sont présentés en figure 5.10. En dépit du fait que ces méthodes abordent la
visualisation du LD de façons différentes, des tendances communes apparaissent : la
plupart des SNP sont regroupés en blocs similaires entre les méthodes (voir lignes en
pointillés). Dans la séquence de Daly et al., Haploview a inféré 11 blocs de LD, qui
sont encadrés en noir sur la CTC (voir figure 5.10a). En outre, nous observons un
certain nombre de dépendances entre SNP non contigus, par exemple, entre les SNP
26 et 28 du bloc 5 et les SNP des blocs 7, 8, 9 et 10. Le GTR indique quatre points
chauds de recombinaison aux positions SNP14-SNP15, SNP24-SNP25, SNP76-SNP77
et SNP91-SNP92, montrant des valeurs au delà de 10 cM/Mb (voir figure 5.10b). Ces
points chauds de recombinaison définissent 4 grands blocs qui sont partiellement en
adéquation avec ceux obtenus par la CTC, comme le soulignent les lignes en pointillés.
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Dans le textile plot, plus la dispersion des génotypes est grande entre un homo-
zygote (AA) et l’autre homozygote (BB) sur l’axe vertical, plus le SNP considéré
est en LD avec les autres SNP de la séquence (voir figure 5.10c). Les résultats sont
similaires entre textile plot, CTC et GTR. Dans le textile plot, les dispersions des
génotypes sont élevées à l’intérieur des blocs de LD et faibles à l’extérieur. Outre la
mise en évidence des blocs de LD, il est possible de distinguer le LD parfait (r2 = 1
et D′ = 1), comme entre le SNP1 et le SNP2, du LD complet (r2 < 1 et D′ = 1),
comme observé entre le SNP2 et le SNP3. En effet, pour le premier couple de SNP,
il n’y a pas de ligne reliant un homozygote au côté opposé de l’homozygote (e.g. GG
vers AA entre le SNP1 et le SNP2), alors qu’il y en a pour la seconde paire de SNP.
De plus, le textile plot offre une autre fonctionnalité absente de la CTC et du GTR.
Le textile plot permet la visualisation des fréquences de génotypes multilocus : plus
la ligne reliant deux génotypes élémentaires est épaisse, plus la fréquence du génotype
bi-locus correspondant est élevée. Par exemple, nous observons le génotype multilocus
le plus fréquent en bas du textile plot.

Le graphe de la FMHCL offre un autre point de vue du LD (voir figure 5.10d).
Cette vue est assez similaire à celle de la CTC car la méthode se concentre aussi
sur les dépendances entre variables. La méthode a été utilisée sur des données non
phasées, mais des résultats similaires sont obtenus avec des données phasées (voir sec-
tion 4.4.3, page 67). Dans le graphe, les nœuds feuilles sont des SNP (nœuds bleus),
tandis que les autres nœuds (nœuds rouges) capturent les patrons de LD multilocus.
Un arc entre deux nœuds (latents ou observés) indique une dépendance entre eux.
Grâce au concept d’ACLPB pour chaque paire de SNP (voir figure 5.9, page 97), il
est possible de tirer parti de la structure hiérarchique du modèle afin d’évaluer le LD
par paires. Nous rappelons que l’ACLPB est défini pour deux nœuds v et w comme
le nœud le plus bas dans l’arbre (ou la forêt) qui a à la fois v et w pour descendants.
Dans la forêt, le niveau de l’ACLPB relatif à deux SNP représente la force du LD par
paires existant entre eux. Les niveaux d’ACLPB correspondent à différents degrés de
LD par paires et à différentes distances entre SNP (voir figure 5.11). Dans la première
couche de la figure 5.11, il y a 27 ACLPB fournissant des valeurs médianes pour le
coefficient r2 et la distance de 0.91 et 5.5kb, respectivement. Dans la seconde couche,
il y a 8 ACLPB et les valeurs médianes pour le r2 et la distance sont de 0.76 et
26 kb, respectivement. Dans les deux dernières couches, les médianes de r2 et de la
distance sont plus basses (environ 0.5 et 60 kb). Ainsi, le niveau d’un ACLPB dans le
graphe véhicule une information essentielle sur une paire de SNP : plus le niveau est
haut, plus le LD par paires est faible, et plus la distance séparant les SNP est grande.
Les ACLPB de bas niveau représentent un LD par paires fort et de courte distance,
alors que les ACLPB de haut niveau correspondent à un LD par paires faible et de
longue distance. Par comparaison avec la CTC, le graphe de la FMHCL offre deux
avantages pour l’affichage du LD par paires : (i) un LD non significatif entre deux
SNP est reflété par l’absence de chemin les reliant, et (ii) les degrés de LD par paires
sont catégorisés et visualisés hiérarchiquement par niveaux d’ACLPB. Ainsi, ces ca-
ractéristiques permettent de réduire le bruit inhérent à la stochasticité des données
et d’offrir une vue du LD par paires, d’une façon plus intelligible.
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LD multilocus

En plus du LD par paires, le graphe de la FMHCL présente le LD multilocus, une
mesure complémentaire. Dans le graphe de la FMHCL, un cluster de LD (groupe de
SNP non nécessairement adjacents) est facilement visualisé, puisqu’il est simplement
représenté par une VL (nœud rouge) subsumant des nœuds feuilles (nœuds bleus
correspondant à des SNP). Pour chaque cluster, l’intensité de la couleur de la VL
est proportionnelle à la force de LD multilocus ε. Comme dans la CTC, cette repré-
sentation offre une vue globale du LD en un seul affichage. Nous observons que les
distributions du LD par paires et du LD multilocus ne sont pas similaires. Nous rap-
pelons que la distribution du LD multilocus correspond à la distribution de l’intensité
des couleurs des VL, alors que la distribution du LD par paires peut être appréhendée
à travers le niveau de l’ACLPB pour chaque paire de SNP. Notamment, le degré de
LD multilocus ne dépend pas du niveau de la VL, contrairement au LD par paires.
La distribution du LD multilocus de la FMHCL est similaire à celle du textile plot,
qui calcule aussi un LD multilocus. Par exemple, sur la figure 5.10a, le premier bloc
de LD inféré avec Haploview est composé de deux plus petits blocs (séparés par la
première ligne en pointillés en partant de la gauche) de LD plus fort (ε = 0.83 et 0.73,
respectivement). Ces deux petits blocs peuvent être aisément visualisés dans le textile
plot et la FMHCL. Le premier petit bloc montre le plus grand LD multilocus à la
fois dans le textile plot et la FMHCL. Un avantage de la FMHCL sur le textile plot
est que nous pouvons facilement voir le LD fort restant entre ces deux petits blocs
(qui sont tous les deux représentés par une VL dans la couche 1), car les deux petits
blocs sont connectés par une VL supplémentaire dans la couche 2. Des dépendances
plus complexes sont observées dans la grande région centrale SNP26-SNP76, avec la
présence de VL dans les couches 3 et 4. Cela illustre bien le fait que la structure
hiérarchique des FMHCL peut aisément s’adapter à la nature floue des frontières des
clusters de LD.

Comparaison du nombre d’éléments graphiques

Finalement, nous comparons le nombre d’éléments graphiques (NEG) entre les
quatre méthodes, afin d’évaluer leur capacité à synthétiser l’information. Dans la
CTC, le NEG est égal à (n(n − 1))/2, où n est le nombre de SNP. Pour le GTR, le
NEG est de n − 1, i.e. le nombre de valeurs de taux recombinaison (calculées pour
chaque paire de SNP adjacents). En ce qui concerne le textile plot, le NEG est compris
entre (n− 1)× 3 et (n− 1)× 3× 3, car il y existe n− 1 paires de SNP adjacents et
3 × 3 connexions possibles entre les génotypes (AA, AB et BB) pour chaque paire.
Dans le graphe de la FMHCL, le NEG est égal à sn + se, qui est la somme du
nombre de nœuds et du nombre d’arcs. Le NEG varie en fonction de la complexité
de la structure de la FMHCL. Il est compris entre n (sn = n, se = 0) et 4n − 3
(sn = 2n− 1, se = 2n− 2). Évidemment, cette comparaison est simpliste car elle ne
prend pas en compte le fait que les différents méthodes ne véhiculent pas la même
quantité d’information. Néanmoins, il est clairement démontré que, mis à part le GTR
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qui fournit la plus grand synthèse d’information, le graphe de la FMHCL offre la vue
la plus synthétique. En particulier, la comparaison du graphe de la FMHCL avec la
méthode la plus similaire, la CTC, révèle que la synthèse d’information est plus élevée
dans le premier (complexité linéaire) que dans le second (complexité quadratique).

5.3.3.2 Déséquilibre de liaison de longue distance

Afin d’illustrer la visualisation en présence de LD de longue distance, nous avons
choisi d’étudier le complexe majeur d’histocompatibilité (CMH), une large région
chromosomique incluant une famille de gènes codant pour les molécules du CMH.
Le CMH joue une rôle essentiel dans le système immunitaire et auto-immunitaire.
Un LD de longue distance a été observé dans la région du CMH [46, 60]. Ce LD
pourrait s’expliquer par des phénomènes de balayage sélectif 6 (selective sweeps) et
par l’histoire des populations (dérive génétique), mais il y existe aussi des éléments
indiquant l’influence importante de la recombinaison. Afin d’étudier le LD de longue
distance, nous nous sommes concentrés sur la région [22Mb − 40Mb] présente sur le
chromosome 6 et qui englobe le CMH. Bien que cette région contienne 14292 SNP,
nous avons préféré sélectionner seulement 358 d’entre eux dans le contexte d’une dé-
monstration hors-ligne de notre méthode. Il est toutefois possible d’analyser les 14292
SNP couvrant la région du CMH mais la visualisation d’un si grand graphe nécessite
la navigation à l’intérieur du graphe à l’aide d’un logiciel tel que Tulip. Nous avons
travaillé sur les 117 individus provenant de la troisième phase du projet HapMap et
concernant les habitants des États Unis issus d’ancêtres ayant vécu dans le nord et
l’ouest de l’Europe (CEU). Nous avons utilisé les données génotypiques (non phasées).

La carte chromosomique, la carte triangulaire de chaleur, le textile plot et le graphe
de la FMHCL sont présentés en figure 5.12. Les trois méthodes de visualisation in-
diquent la présence d’un fort LD couvrant plusieurs mégabases dans le région centrale
(située à l’intérieur des lignes en pointillés). Cette région à fort LD est entourée de
régions de faible LD. Dans le textile plot, la grande région de fort LD est révélée
par de fortes dispersions des génotypes, pour la plupart des SNP. Dans le graphe de
la FMHCL, nous observons de grands arbres et de multiples couches dans la région
centrale. En comparaison du textile plot, le graphe de la FMHCL apporte une infor-
mation supplémentaire : les différentes couches permettent la distinction entre LD de
courte distance et LD de longue distance. Le premier est représenté par les ACLPB
de bas niveau tandis que le second est mis en avant par les ACLPB de haut niveau.
Dans la FMHCL, les dépendances entre SNP distants sont facilement observables.
Ce n’est pas le cas avec le textile plot, pour lequel les SNP sont ordonnés le long du
chromosome. Pour résoudre ce problème, Kumasaka et al. emploient un algorithme
de clustering hiérarchique des variables afin de réarranger les positions des SNP le
long de l’axe horizontal, permettant de révéler le LD entre SNP distants. Néanmoins,
l’inconvénient est que l’ordre physique des SNP est perdu.

6. Désigne la réduction de la variabilité de la région chromosomique entourant une mutation ayant
subi une importante pression sélective positive.
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Figure 5.12: Visualisation du déséquilibre de liaison de longue distance pour la région
[22Mb− 40Mb], chromosome 6, entourant le complexe majeur d’histocompatibilité : a) carte
chromosomique construite avec UCSC Genome Browser, b) carte triangulaire de chaleur du
D′/LOD construite avec Haploview v4.2, c) textile plot et d) forêt de modèles hiérarchiques
à classes latentes visualisée à l’aide de Tulip.
Pour chaque couche `, la médiane des valeurs de r2 (resp. distances) est calculée sur toutes
les paires de SNP ayant leur ancêtre commun le plus bas dans la couche `.
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5.3.3.3 Déséquilibre de liaison pangénomique

La visualisation du LD pangénomique peut être réalisée par apprentissage de la
FMHCL à l’aide CFHLC+, puis navigation dans l’arbre correspondant sous Tulip.
Nous illustrons la visualisation du LD pour le chromosome 1 dans la population CEU
(voir section 5.3.3.2, page 104). Le jeu de données se compose de 117 individus (gé-
notypes non phasés) et de 101100 SNP. L’apprentissage de la FMHCL a été contraint
par une distance physique maximale entre SNP (ou VL) de 100 kb. CFHLC+ a été
exécuté sur un ordinateur personnel standard (3.8 GHz, 3.3 Go de RAM). Seulement
9 heures et 1.1 GB ont été nécessaires pour construire la FMHCL relative à tout le
chromosome.

En figure 5.13, le graphe de la FMHCL a été dessiné. La navigation dans le
graphe à l’aide de zooms successifs permet de modifier la résolution de la visualisation.
Lorsque la fonction de zoom est inactive, le chromosome est simplement représenté
par une ligne bleue. Néanmoins, si nous zoomons une première fois sur le graphe, la
structure globale devient apparente. Dans la seconde vue, le LD de longue distance
entre SNP séparés par 50-100 kb est aisément visualisé. Dans la troisième fenêtre, il
devient possible de distinguer chaque cluster de LD dans le graphe (i.e. chaque sous-
arbre de la FMHCL), afin de voir le nombre de couches et le degré de connectivité de
la FMHCL. Le degré de LD par paires est révélé par le niveau d’ACLPB, tandis que
le degré de LD multilocus est montré par l’intensité de la couleur des VL. Finalement,
si nous zoomons encore, nous pouvons voir la position des SNP et la valeur précise
du LD multilocus, qui sont écrites à l’intérieur des nœuds bleus (SNP) et des nœuds
rouges (VL), respectivement.
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Vue du chromosome 1 : 
[0 kb - 245 523 kb],
 ~100k SNP.

1er zoom :
[100 882 kb - 104 714 kb], 
1400 SNP.

2nd zoom :
[101 575 kb - 102 161 kb], 
337 SNP.

3ème zoom :
[101 804 kb - 101 893 kb],
 41 SNP.

4ème zoom :
[101 833 kb - 101 851 kb], 
6 SNP.  

Figure 5.13: Visualisation pangénomique du déséquilibre de liaison (LD) pour le chromo-
some 1 : navigation à l’aide de zooms successifs à l’intérieur du graphe de la FMHCL.
Les positions des SNP sont affichées à l’intérieur des nœuds bleus. Le degré du LD multilocus
relatif aux sous-arbres enracinés dans les variables latentes peut être lu à l’intérieur des nœuds
rouges.
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5.3.4 Conclusion

Notre méthode basée sur la FMHCL pour la visualisation de la structure spatiale
du LD s’est révélée capable de fournir une vue synthétique et intuitive dans les trois
contextes principaux : l’analyse de LD de courte distance, de longue distance et de
LD pangénomique. Notre approche se concentre sur les dépendances entre variables,
et c’est la raison pour laquelle elle est très similaire à la CTC. Néanmoins, elle dispose
de nombreux avantages vis-à-vis de la CTC : (i) le LD par paires et le LD multilocus
sont tous deux visualisés, (ii) l’information est hiérarchiquement structurée, permet-
tant une distinction intelligible entre LD de courte distance et LD de longue distance,
et (iii) l’information la plus pertinente est véhiculée, puisque seul le LD significatif
est montré et le degré de LD par paires est catégorisé en différents niveaux. En com-
paraison du textile plot, notre outil de visualisation montre plusieurs inconvénients,
contrebalancés par de nombreux avantages. Par exemple, bien que le graphe de la
FMHCL ne permette pas de distinguer entre LD complet et LD parfait, ni de mon-
trer les fréquences des génotypes, il identifie clairement le LD de longue distance sans
le besoin d’un réarrangement de l’ordre des SNP sur la séquence, comme requis par
la méthode du textile plot. En fait, le textile plot et le graphe de la FMHCL sont des
approches complémentaires pour l’étude de la structure du LD.

5.3.5 Perspectives

Les perspectives de recherche concernent plusieurs aspects. Tout d’abord, toute
l’information portée par la FMHCL n’a pas été employée dans l’approche de visua-
lisation développée. Par exemple, les distributions de probabilité conditionnelle et a
priori apprises par CFHLC+ pourraient autoriser un aperçu de la distribution des
génotypes multilocus, et surtout celui de la distribution des clusters de génotypes
(modélisés par les états d’une VL). Enfin, il serait intéressant pour le généticien de
disposer d’un logiciel intégré équipé d’un interface conviviale, tel que proposé par
Haploview ou par le logiciel du textile plot, afin d’apprendre les FMHCL, de les vi-
sualiser et de lancer des analyses d’association génétique, en mode interactif.
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Conclusion et Perspectives

L’avènement des nouvelles technologies génomiques à haut débit, notamment les
puces de génotypage de marqueurs génétiques SNP, a constitué un tournant déci-
sif pour l’analyse génétique des maladies multifactorielles, telles que le diabète et
l’asthme. Cette analyse constitue un enjeu de santé publique majeur (diagnostic, pré-
vention et thérapie de ces maladies). Dans ce contexte, les études d’association pan-
génomiques ont émergé comme approches pertinentes pour la localisation précise des
facteurs génétiques impliqués dans l’apparition de ces maladies. Malheureusement,
la forte complexité des données provenant de ces études, combinée à leur grand vo-
lume, constitue encore un frein important pour la découverte des facteurs génétiques.
L’existence des dépendances entre SNP, appelées aussi déséquilibre de liaison (LD),
représente une des clés du succès de ces études. Réduction de dimension des données,
visualisation du LD, découverte de causalité, étude de la structure de la population
sont par exemple autant d’applications différentes possibles, en aval, de la modélisa-
tion de ces dépendances. Bien que le projet HapMap ait révélé une structure simple en
blocs des dépendances, une analyse plus approfondie révèle que la structure est en fait
bien plus complexe. Les travaux de recherche présentés dans ce mémoire sont nés de la
volonté de développer de nouveaux outils bioinformatiques offrant une modélisation
fine du LD, tout en garantissant un passage à l’échelle des données pangénomiques.
Ce chapitre porte naturellement sur les conclusions des travaux de recherche réalisés,
mais il ouvre aussi sur les principales perspectives scientifiques offertes.

6.1 Conclusion

Les travaux abordés par ce mémoire s’inscrivent à la confluence de plusieurs
domaines scientifiques différents : la biologie (génétique), les mathématiques (sta-
tistiques) et l’informatique (intelligence artificielle). C’est la raison pour laquelle,
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pour faciliter la compréhension de l’ouvrage et la dissémination des idées présentées,
nous avons porté une attention particulière à introduire les notions fondamentales de
chaque discipline à des non-spécialistes, dans les deux premiers chapitres.

Nous avons d’abord introduit le LD dans le contexte des études d’association
pangénomiques. Pour cela, les concepts essentiels de biologie moléculaire et cellulaire,
puis les notions fondamentales de génétique ont été introduits. Ensuite, dans le cadre
des maladies génétiques complexes, les études d’association pangénomiques, ainsi que
les nombreux défis qu’elles soulèvent, ont été présentés. Enfin, nous avons conclu sur
les raisons de développer de nouveaux outils provenant du monde de l’intelligence
artificielle, tels que les modèles graphiques probabilistes.

Ensuite, les principaux concepts relatifs aux modèles graphiques probabilistes
(MGP) ont été présentés. A titre de rappel, les définitions fondamentales en théo-
rie des probabilités, théorie de l’information et en théorie des graphes ont été intro-
duites. Puis deux grandes familles de MGP ont été abordées : les réseaux bayésiens
(RB), faisant l’objet des travaux de cette thèse, et les réseaux de Markov. Les RB
ont été d’abord présentés de manière simple et intuitive, puis définis plus formelle-
ment. Les trois grandes problématiques de l’utilisation de ces modèles ont ensuite
été détaillées : inférence probabiliste, apprentissage de paramètres et apprentissage
de structure. Enfin, nous avons terminé en évoquant les motivations de l’application
des MGP au traitement des données génétiques, notamment en amont des études
d’association pangénomiques.

Les contributions de ce manuscrit concernent deux grands axes : d’une part, un
axe théorique focalisé sur la modélisation pangénomique du LD à l’aide de MGP, et
d’autre part, un axe appliqué qui découle naturellement de cette modélisation.

Sur le plan théorique, nous avons proposé un nouveau cadre d’analyse pangéno-
mique du LD basé sur la modélisation à l’aide de forêts de modèles hiérarchiques à
classes latentes (FMHCL). Les FMHCL présentent un certain nombre d’avantages.
Parmi les plus importants, nous pouvons citer : la capacité des FMHCL à traiter
directement des données sans inférer les haplotypes, ce qui permet de limiter de façon
importante les temps de calculs, la hiérarchisation des différents degrés de LD par
paires et multilocus, l’interprétation biologique des variables latentes et la prise en
compte de la nature floue du LD. La comparaison avec d’autres méthodes (méthode
de Daly et al., Gerbil, HaploBlock et méthode de Zhang et al.), sur données réelles, a
révélé que les FMHCL offrent une modélisation plus fine des dépendances entre SNP.
En outre, les FMHCL se sont montrées capables de reproduire fidèlement les dépen-
dances dans des contextes de patrons de LD variés, sur des données simulées. Pour
l’apprentissage des FMHCL à partir de données pangénomiques, nous avons déve-
loppé un nouvel algorithme permettant le passage à l’échelle. Cet algorithme combine
plusieurs approches efficaces en apprentissage : construction locale et ascendante du
modèle, découverte de dépendances entre variables pour l’identification de variables
latentes et emploi de l’algorithme expectation-maximization pour l’inférence de ces
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variables latentes. Deux versions de l’algorithme ont été proposées : la première né-
cessite le partitionnement du chromosome en larges fenêtres contiguës, tandis que la
dernière, plus avancée, applique une fenêtre glissante le long du chromosome. Les deux
versions se sont montrées capables de traiter des données pangénomiques et l’analyse
empirique de leur complexité a montré la linéarité en temps lorsque le nombre de
SNP augmente.

Sur le plan appliqué, deux axes de recherche ont été privilégiés : la recherche de
causalité et la visualisation du LD. Les premiers travaux constituent une étude pré-
liminaire systématique visant à étudier la capacité des FMHCL pour la recherche de
causalité. Nous avons analysé cette capacité dans le contexte de la génétique d’asso-
ciation. Les bases du développement de nouvelles méthodes de recherche dédiées à
la découverte de SNP causaux ont été établies. Pour cet objectif, nous avons défini
le concept d’association génétique indirecte qui constitue la clé de notre méthode de
recherche de causalité. Dans le graphe, l’identification des ancêtres du SNP causal
permet de cibler les régions causales potentielles, et plus précisément, les SNP cau-
saux potentiels. Lors d’études sur des données simulées et réelles, nous avons montré
qu’une capture efficace des associations génétiques indirectes est réalisée grâce à deux
propriétés majeures : (i) les nœuds ancêtres du SNP causal réussissent à capturer les
associations indirectes avec le phénotype ; (ii) à l’inverse, les nœuds non-ancêtres du
SNP causal montrent globalement de très faibles associations.

Nous avons aussi développé une nouvelle représentation visuelle du LD. Cette re-
présentation est fondée sur la nature graphique et hiérarchique de la FMHCL et a
permis le développement d’un outil de visualisation intuitif et synthétique des dé-
pendances spatiales entre SNP. L’outil s’est révélé efficace pour les trois principales
situations que peut rencontrer le généticien : l’analyse de LD de courte distance, de
longue distance et de LD pangénomique. En comparaison de la carte triangulaire
de chaleur, une méthode classique de visualisation (implémentée par exemple dans
Haploview), notre outil a montré les atouts suivants : (i) le LD par paires et le LD
multilocus sont tous deux visualisés, (ii) l’information est hiérarchiquement struc-
turée, permettant une distinction intelligible entre LD de courte distance et LD de
longue distance, et (iii) l’information la plus pertinente est véhiculée, puisque seul le
LD significatif est montré et le degré de LD par paires est catégorisé en différents
niveaux. La comparaison de notre outil avec la méthode plus sophistiquée du textile
plot montre que les deux approches sont complémentaires pour l’étude de la structure
du LD. Par exemple, notre outil permet de visualiser beaucoup plus simplement le
LD de longue distance, alors qu’il ne permet pas de distinguer le LD complet du LD
parfait comme le fait le textile plot.
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6.2 Perspectives

Modélisation du déséquilibre de liaison

A l’issue des travaux présentés dans ce mémoire de thèse, un certain nombre de
perspectives s’offrent à nous. Les premières concernent la modélisation pangénomique
du LD à l’aide de FMHCL. Un point délicat lors de l’emploi de cette modélisation de-
meure l’apprentissage à partir de données volumineuses. Le partitionnement en cliques
de SNP à l’aide de l’algorithme CAST pourrait être remplacé par une méthode plus
précise. Par exemple, le clustering spectral est considéré comme une méthode très
efficace et simple à mettre en œuvre pour regrouper des variables corrélées entre
elles. Le graphical Lasso représente une autre alternative. Il est fondé sur l’estimation
régularisée du coefficient de corrélation partiel entre SNP. Cette estimation évalue l’in-
dépendance conditionnelle entre SNP dans les réseaux creux. Elle est plus pertinente
que l’information mutuelle par paires de SNP car elle permet de ne pas prendre en
compte les dépendances indirectes entre SNP. Outre la découverte de cliques de SNP,
une étape d’apprentissage global des paramètres de la FMHCL pourrait être ajoutée à
la fin de CFHLC. En effet, dans l’algorithme CFHLC, l’apprentissage des paramètres
est réalisé de manière locale en utilisant les paramètres appris pour chaque modèle à
classes latentes. Si l’on utilise les paramètres appris localement pour initialiser l’ap-
prentissage global, alors ce dernier pourrait être réalisé en un temps raisonnable et
autorisant le passage à l’échelle.

Par ailleurs, dans notre modélisation, nous ne nous sommes pas intéressés à in-
férer la phase gamétique des données génotypiques. Nous avons postulé que nous la
connaissions a priori. Néanmoins, une extension éventuelle de notre modèle pourrait
consister à inférer la phase.

Bien que nos travaux se soient focalisés sur les FMHCL, l’utilisation d’autres
classes de MGP mériterait aussi d’être explorée. Par exemple, l’approche de Verzilli
et al. est performante car elle présente l’avantage d’être très rapide et d’intégrer une
étape supplémentaire de localisation efficace de SNP causaux. Cette approche met
en œuvre le parcours de l’espace des graphes composés de cliques disjointes, afin
d’assurer la décomposabilité du graphe et de permettre ainsi un calcul simple de la
vraisemblance. Cependant, depuis les travaux récents de Thomas et Green, il est dé-
sormais possible d’échantillonner directement et efficacement dans l’espace général des
graphes décomposables. Ainsi l’intégration de l’échantillonneur de Thomas et Green
dans l’approche de Verzilli et al. constitue une piste prometteuse pour la modélisation
du LD combinée à la recherche d’associations génétiques.

Découverte de causalité

Au cours de cette thèse, une étude systématique des FMHCL pour la recherche de
causalité dans les études de génétique d’association a été menée mais elle ne représente
qu’une étape préliminaire dans le développement d’outils de recherche d’associations.



6.2 Perspectives 113

Pour cet objectif, plusieurs points sont à développer. Premièrement, grâce à la struc-
ture en forêt du modèle, il est possible d’inférer de manière efficace (i.e. en temps
linéaire) les valeurs des variables latentes en utilisant la loi jointe du modèle com-
plet (i.e. de la FMHCL), et non plus simplement en employant les distributions des
modèles à classes latentes apprises localement. Deuxièmement, en comparaison de
l’approche fréquentiste employée lors de ces travaux, le paradigme bayésien offre de
nombreux atouts pour la recherche d’association car il permet d’incorporer facile-
ment de nombreuses connaissances a priori, telles que l’espérance a priori du nombre
de SNP causaux. Troisièmement, la structure hiérarchique latente du modèle pour-
rait être utilisée pour réaliser une recherche des facteurs causaux selon une approche
descendante (des couches hautes vers les couches basses), afin d’identifier les SNP
causaux. L’idée est qu’il est probable, lorsqu’on observe une VL associée au phéno-
type, qu’il existe un chemin partant de cette VL et dans lequel toutes les variables
(VL et SNP) soient aussi associées au phénotype. Le parcours de ce chemin, qui peut
être réalisé au moyen d’un parcours en profondeur (depth first search), devrait guider
la découverte de SNP causaux.

Visualisation des dépendances

Notre méthode basée sur les FMHCL pour la visualisation du LD s’est révélée ca-
pable de fournir une vue synthétique et intuitive des dépendances spatiales entre SNP.
Néanmoins, il reste plusieurs améliorations à apporter. Tout d’abord, toute l’infor-
mation portée par les FMHCL n’a pas été employée dans l’approche de visualisation
développée. Par exemple, les distributions de probabilité conditionnelle et a priori
apprises par CFHLC pourraient fournir un aperçu de la distribution des génotypes
multilocus, et surtout celui de la distribution des clusters de génotypes (modélisés par
les états d’une VL). Par ailleurs, afin d’assurer une utilisation simple pour l’utilisateur,
la méthode de visualisation développée devrait être intégrée dans un logiciel équipé
d’une interface conviviale, tel que proposé par Haploview, afin d’apprendre le modèle,
de le visualiser et de lancer en mode interactif des analyses de génétique d’association.

Outre les applications développées lors de ces travaux de doctorat, l’utilisation
des FMHCL pour l’étude de l’effet de la structure de la population sur le LD méri-
terait d’être explorée grâce aux variables latentes présentes dans les couches de haut
niveau. Par exemple, il pourrait être ainsi possible d’analyser les mélanges de sous-
populations dans les études d’association. Enfin, le développement des FMHCL ne
devrait pas être cantonné exclusivement au domaine de la génétique. En effet, ces
modèles pourraient représenter des outils généraux pour l’analyse de données spatia-
lement structurées, telles que les données spectrales ou certaines données d’écologie
des populations par exemple.
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A
Analyse et passage à l’échelle de CFHLC

A.1 Temps d’exécution moyen versus nombre de variables

Figure A.1: Temps d’exécution moyen versus nombre de variables. Les paramètres de
CFHLC sont : s = 100 SNP, a = 0.2, b = 2, cardmax = 20, tCAST = 0.95, tMI =
quantileMI(0.5) et t = 0.5 (pour la description des paramètres, voir section 4.3.3.6, chapitre 4,
page 61).

Cette annexe décrit le temps d’exécution moyen de CFHLC en fonction du nombre
de SNP à traiter. Dans le cas le plus problématique (100 k SNP), seulement 15 heures
sont nécessaires lorsque la taille de la fenêtre s est fixée à 100. Pour le même jeu de
données, dans les cas où s = 200 et s = 600, les temps d’exécution sont de 20.5 h
et 62.5 h, respectivement. En ce qui concerne le cas 10 k SNP, les temps d’exécution
sont de 1.3 h, 2 h et 5.8 h pour s = 100, s = 200 et s = 600, respectivement.
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A.2 Influence de la taille de la fenêtre sur le temps d’exé-
cution

50 100 200 400 600

Figure A.2: Influence de la taille de la fenêtre sur le temps d’exécution. Les paramètres de
CFHLC sont : a = 0.2, b = 2, cardmax = 20, tCAST = 0.95, tMI = quantileMI(0.5) et t = 0.5
(pour la description des paramètres, voir section 4.3.3.6, chapitre 4, page 61).

Cette annexe décrit plus précisément l’influence de la taille de la fenêtre sur le
temps d’exécution. De manière assez surprenante, nous observons une tendance li-
néaire du temps d’exécution. Il s’agit en fait de deux phénomènes qui agissent en
sens contraires. Le premier augmente le nombre de modèles à classes latentes (MCL)
à apprendre : plus la taille de la fenêtre est élevée, plus il y aura de couches dans
la forêt de modèles hiérarchiques à classes latentes (FMHCL). Le second phénomène
entrâıne une diminution du nombre de MCL à apprendre : pour des paramètres de
CAST constant (seuil d’information mutuelle tMI et seuil de similarité tCAST ), plus le
nombre de variables à partitionner est grand, plus les clusters sont grands. De grands
clusters ont tendance à diminuer le nombre de MCL de la FMHCL.
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A.3 Nombre de variables par couche dans la forêt de
modèles hiérarchiques à classes latentes

Figure A.3: Nombre de variables par couche dans la forêt de modèles hiérarchiques à
classes latentes. 1000 SNP traités. Les paramètres de CFHLC sont : s = 100 SNP, a =
0.2, b = 2, cardmax = 20, tCAST = 0.95, tMI = quantileMI(0.5) et t = 0.5 (pour la
description des paramètres, voir section 4.3.3.6, chapitre 4, page 61).

Nous observons une diminution importante du nombre de variables par couche,
lorsque le niveau de la couche augmente. 64% des variables latentes (VL) sont pré-
sentes dans la première couche. La diminution du nombre de VL entre la première et
la seconde couche est de 60%.
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A.4 Influence de la taille de la fenêtre sur le nombre de
racines

50 100 200 400 600

Figure A.4: Influence de la taille de la fenêtre sur le nombre de racines. 1000 SNP traités.
Les paramètres de CFHLC sont : a = 0.2, b = 2, cardmax = 20, tCAST = 0.95, tMI =
quantileMI(0.5) et t = 0.5 (pour la description des paramètres, voir section 4.3.3.6, chapitre 4,
page 61).

Cette annexe met en évidence la diminution du nombre de variables par couche,
de la plus basse à la plus élevée. Cette diminution se traduit par un plus petit nombre
de variables dont l’association est à tester vis-à-vis de la maladie : de 1000 variables
observées à moins de 200 racines dans le cas s = 100. Dans ce cas, l’algorithme
CFHLC permet une réduction du nombre de variables de plus de 80%.
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A.5 Influence de la taille de la fenêtre sur le nombre de
variables latentes

Figure A.5: Influence de la taille de la fenêtre sur le nombre de variables latentes. 1000
SNP traités. Les paramètres de CFHLC sont : a = 0.2, b = 2, cardmax = 20, tCAST =
0.95, tMI = quantileMI(0.5) et t = 0.5 (pour la description des paramètres, voir sec-
tion 4.3.3.6, chapitre 4, page 61).

Le nombre de variables latentes (VL) augmente avec la taille de la fenêtre. Cette
augmentation provient du fait qu’un plus grand nombre de dépendances peut être
pris en compte dans les couches supérieures. En moyenne, autour de 270 VL réparties
dans 5 à 6 couches sont observées pour le cas s = 100, alors que 340 VL et 8 couches
sont identifiées pour le cas s = 600.
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A.6 Influence de la taille de la fenêtre sur le nombre de
couches

Figure A.6: Influence de la taille de la fenêtre sur le nombre de couches. 1000 SNP
traités. Les paramètres de CFHLC sont : a = 0.2, b = 2, cardmax = 20, tCAST = 0.95, tMI =
quantileMI(0.5) et t = 0.5 (pour la description des paramètres, voir section 4.3.3.6, chapitre 4,
page 61).

De la même manière que pour le nombre de variables latentes, le nombre de
couches augmente avec la taille de la fenêtre.
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A.7 Influence de la taille de la fenêtre sur le nombre de
variables latentes par couche

Figure A.7: Influence de la taille de la fenêtre sur le nombre de variables latentes (VL)
et sur le ratio de VL par couche (ratio = nombre de VL par couche sur le nombre total
de variables). (a) Nombre moyen de VL par couche de la forêt de modèles hiérarchiques à
classes latentes (FMHCL). (b) Ratio moyen de VL par couche de la FMHCL. 1000 SNP
traités. Les paramètres de CFHLC sont : s = 100 SNP, a = 0.2, b = 2, cardmax =
20, tCAST = 0.95, tMI = quantileMI(0.5) et t = 0.5 (pour la description des paramètres,
voir section 4.3.3.6, chapitre 4, page 61).

Cette annexe souligne l’influence de la taille de la fenêtre sur (a) le nombre de
VL et sur (b) le ratio du nombre de VL d’une couche donnée au nombre total de
VL. Nous observons que pour toutes les couches, exceptée la première, le nombre
(et le ratio) de VL est plus grand lorsque la taille de la fenêtre est plus importante.
Cela s’explique de la manière suivante : lorsque le nombre de variables observées
augmente, i.e. lorsque la taille de la fenêtre s’accrôıt, pour des paramètres constants
de l’algorithme de partitionnement, le nombre de clusters identifiés est plus faible
(plus grands clusters).
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A.8 Influence de la taille de la fenêtre sur l’information
mutuelle normalisée moyenne

Figure A.8: Influence de la taille de la fenêtre sur l’information mutuelle normalisée
moyenne (C) pour chaque couche de la forêt de modèles hiérarchiques à classes latentes. 1000
SNP traités. Les paramètres de CFHLC sont : a = 0.2, b = 2, cardmax = 20, tCAST =
0.95, tMI = quantileMI(0.5) et t = 0.5 (pour la description des paramètres, voir sec-
tion 4.3.3.6, chapitre 4, page 61).

Cette annexe montre comment l’information diminue lorsque le numéro de la
couche augmente. Pour le cas s = 600, les quatre premières couches montrent des
valeurs moyennes du critère d’information mutuelle C voisines de 0.62, 0.60, 0.59 et
0.58. Dans les couches plus hautes, C est au moins égal à 0.52 et 0.56 pour les cas
s = 100 et s = 600, respectivement. Ainsi, nous pouvons constater que la perte
d’information est contrôlée.
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A.9 Influence des paramètres a et b sur l’information mu-
tuelle normalisée moyenne

Figure A.9: Influence des paramètres a et b sur l’information mutuelle normalisée
moyenne, par chaque couche. 1000 SNP traités. Les paramètres de CFHLC sont : s =
100 SNP, cardmax = 20, tCAST = 0.95, tMI = quantileMI(0.5) et t = 0.5 (pour la descrip-
tion des paramètres, voir section 4.3.3.6, chapitre 4, page 61).

De façon peu surprenante, on observe que l’information mutuelle augmente avec
les paramètres a et b, car les variables ayant de grandes cardinalités peuvent capturer
plus d’information sur leur nœuds enfants.
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B
Passage à l’échelle de CFHLC+

B.1 Temps d’exécution versus nombre de SNP traités

Figure B.1: Temps d’exécution versus nombre de SNP traités.
Les données traitées proviennent de la population CEU et couvrent le chromosome 1. Les pa-
ramètres de CFHLC+ sont : s = 100kb, a = 0.3, b = 2, cardmax = 10, tCAST = 0.95, tMI =
quantileMI(0.9) et t = 0.1 (pour une description des paramètres, voir section 4.3.3.6, cha-
pitre 4, page 61). Le nombre de réinitialisations aléatoires de l’algorithme EM est de 10.

Le temps d’exécution de CFHLC+ est linéaire avec le nombre de SNP traités.
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B.2 Temps d’exécution versus taille de la fenêtre

Figure B.2: Temps d’exécution versus taille de la fenêtre.
Les données traitées proviennent de la population CEU et couvrent le chromosome 1. Voir
figure B.1 pour la description des paramètres.

Le temps d’exécution de CFHLC+ est linéaire avec la taille de la fenêtre.



Liste des abréviations

A Nœud ancêtre du SNP causal

ACLPB Ancêtre commun le plus bas

ADN Acide désoxyribonucléique

AGI Association génétique indirecte

AIC Akaike information criterion (critère d’information d’Akaike)

AP Apprentissage des paramètres

ARN Acide ribonucléique

AS Apprentissage de structure

BIC Bayesian information criterion (critère d’information bayésien)

CAH Classification ascendante hiérarchique

CDCV Common disease-common variant (maladie commune-variants com-
muns)

CDRV Common disease-rare variant (maladie commune-variants rares)

CFHLC Construction of Forests of Hierarchical Latent Class model

CTC Carte triangulaire de chaleur

CTCN Carte triangulaire de chaleur du niveau de l’ACLPB

CTCR Carte triangulaire de chaleur du r2

EAP Étude d’association pangénomique

EM Expectation-maximization

FMHCL Forêt de modèles hiérarchiques à classes latentes

FP Faux positif

GDG Graphe des données génotypiques

GDH Graphe des données haplotypiques

GI Graphe d’intervalle

GOSC Graphe orienté sans circuit

GTR Graphique relatif aux taux de recombinaison
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IP Inférence probabiliste

LD Linkage disequilibrium (déséquilibre de liaison)

MC Méthode basée sur les contraintes

MCL Modèle à classes latentes

MCMC Markov chain Monte Carlo

MGP Modèle graphique probabiliste

MHCL Modèle hiérarchique à classes latentes

MMC Modèle de Markov caché

MS Méthode basée sur le score

MV Maximum de vraisemblance

N Nœud non-ancêtre du SNP causal

NA Nœud non-ancêtre du SNP causal, présent dans l’arbre causal

NE Nœud non-ancêtre du SNP causal, présent dans l’arbre non-causal

NEG Nombre d’éléments graphiques

RB Réseau bayésien

RM Réseau de Markov

RMD Réseau de Markov décomposable

RRG Risque relatif génotypique

SEM Structural expectation-maximization

SNP Single nucleotide polymorphism (polymorphisme d’un seul nucléo-
tide)

TCE Taux de compression d’entropie

TRD Taux de réduction de dimension

TRV Test du ratio de vraisemblance

VL Variable latente

VO Variable observée



Glossaire

ADN (acide désoxyribonucléique) Molécule support de l’information génétique,
8

Algorithme EM (expectation-maximization) Algorithme pour l’apprentissage
de paramètres d’un modèle probabiliste en présence de variables latentes ou de
données manquantes, 35

Allèle Version d’un gène, 9

Analyse de liaison Analyse génétique basée sur la recombinaison génétique, 2

Apprentissage de paramètres Apprentissage statistique des paramètres d’un mo-
dèle probabiliste, 32

Apprentissage de structure Apprentissage statistique de la structure d’indépen-
dance conditionnelle d’un modèle graphique probabiliste, 32

Apprentissage de structure basé sur des contraintes Désigne les méthodes d’ap-
prentissage de structure basées sur l’identification d’indépendances condition-
nelles à l’aide de tests statistiques sur les données, 36

Apprentissage de structure basé sur un score Désigne les méthodes parcourant
localement l’espace des structures en cherchant à maximiser un score, 36

Association génétique indirecte Désigne une dépendance statistique entre un nœud
ancêtre du SNP causal de la FMHCL et le phénotype, 83

Bayésien Se réfère aux méthodes statistiques basées à la fois sur les données fournies
par l’expérience et sur des connaissances a priori , 34

BIC (Bayesian information criterion) Score permettant d’évaluer la pertinence
d’un modèle sur des données. Il réalise un compromis entre ajustement du mo-
dèle aux données et complexité du modèle, 37

Bloc haplotypique Ensemble de loci contigus et fortement corrélés, 14

Cardinalité Dans le cas d’une variable discrète, la cardinalité est le nombre d’états
différents qu’elle peut prendre, 55

Carte triangulaire de chaleur Désigne, dans le contexte du LD, la matrice tri-
angulaire des dépendances par paires de SNP, pour laquelle l’intensité de la
couleur indique la force du LD de chaque cellule de la matrice, 14, 95

Classification ascendante hiérarchique Classification dans laquelle tous les élé-
ments à regrouper forment initialement des classes individuelles, puis sont ras-
semblés en classes de plus en plus grandes, 54
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Clustering Classification d’éléments en groupes homogènes, 52

Distribution de probabilité jointe Distribution de probabilité d’un ensemble de
variables, 29

Déséquilibre de liaison Association non aléatoire entre les allèles de deux loci (ou
plus) pour une population donnée, 13

Déséquilibre de liaison multilocus Déséquilibre de liaison observé entre plus de
deux loci, 97

Déséquilibre de liaison par paires Déséquilibre de liaison observé entre deux loci,
14

Entropie Mesure du désordre dans un système, 96

Etude d’association pangénomique Analyse génétique basée sur le déséquilibre
de liaison et visant à la localisation systématique des facteurs génétiques sur le
génome, 23

Etude populationnelle Étude sur une population d’individus non apparentés, 22

Faux positif Dans une étude d’association, un faux positif est un SNP (ou une
variable, en générale) qui est considéré comme associé au phénotype, alors qu’en
réalité il ne l’est pas, 88

Fréquentiste Se réfère aux méthodes statistiques basées uniquement sur les données
fournies par l’expérience, 34

Graphe (théorie) Objet mathématique employé afin de traiter des problèmes met-
tant en œuvre des ensembles sur lesquels sont définies des relations binaires,
quelle que soit la nature de ces relations, 27

Graphe décomposable Graphe pouvant être décomposé en cliques et séparateurs
de cliques, 38

Gène Unité d’information génétique, 9

Génotype Composition allélique d’un locus ou d’un ensemble de loci d’une séquence,
11

Génétique d’association Analyse génétique basée sur le déséquilibre de liaison, 13

Haplotype Séquence de loci, qu’ils soient gènes ou marqueurs, sur un chromosome,
11

Haplotype ancestral Désigne l’haplotype qui est l’ancêtre (évolutivement) de la
population d’haplotypes étudiés, 47

Homozygote Individu possédant le même allèle sur les deux chromosomes homo-
logues, 101

Imputation Désigne le fait de déterminer les valeurs des données manquantes à
l’aide des données observées, 54
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Indépendance locale Hypothèse selon laquelle les variables observées sont indépen-
dantes conditionnellement à la(aux) variable(s) latente(s). C’est une hypothèse
inhérente au modèle à classes latentes, 45

Inférence probabiliste Estimation de la probabilité d’un évènement quelconque
sachant certaines connaissances dans le modèle graphique probabiliste, 31

LD de courte distance LD s’observant sur de courtes distances, i.e. < 10 kb, 96

LD de longue distance LD s’observant sur de longues distances, i.e. > 100 kb, 96

Maladie génétique multifactorielle Maladie génétique influencée conjointement
par un ensemble de facteurs génétiques et environnementaux, 2

Markov chain Monte Carlo Classe de méthodes d’échantillonnage à partir d’une
distribution de probabilité. Ces méthodes sont basées sur un parcours de l’espace
des solutions suivant une châıne de Markov, 48

Matrice d’adjacence Pour un graphe fini G à n nœuds, la matrice d’adjacence est
une matrice de dimension n× n dont l’élément non diagonal aij est le nombre
d’arêtes reliant le nœud i au nœud j, 57

Modèle graphique probabiliste Modèle probabiliste dont la structure d’indépen-
dance conditionnelle est encodée à l’aide d’un graphe, 29

Modèle hiérarchique à classes latentes Modèle probabiliste discret possédant plu-
sieurs variables latentes. Dans le cadre des réseaux bayésiens à variables latentes,
ce modèle est défini par un arbre dont les feuilles sont des variables observées
et les nœuds restants sont des variables latentes, 51

Modèle à classes latentes Modèle probabiliste discret possédant une variable la-
tente. Dans le cadre des réseaux bayésiens à variables latentes, ce modèle est
défini comme un ensemble de variables observées ayant toutes pour parent une
même et unique variable latente, 45

Mutation Toute altération de la séquence du patrimoine génétique d’un individu,
10

P-value Désigne la probabilité de rejet de la loi H0 sachant que H0 est vraie, lors
d’un test statistique. Pour les tests d’indépendance, plus la p-value est faible,
plus la dépendance est considérée comme forte, 85

Partitionnement en cliques Désigne le fait de partitionner un graphe en cliques
disjointes de nœuds, 57

Phase gamétique Connaissance de la séquence des allèles sur le chromosome, 11

Point chaud de recombinaison Zone du génome généralement petite et présen-
tant un fort taux de recombinaison, 14

Processus markovien Processus stochastique dans lequel la prédiction du futur ne
dépend que du présent et d’une partie limitée du passé, 47

Recombinaison Phénomène par lequel apparaissent des combinaisons génétiques
nouvelles, dans une cellule ou un individu, et différentes de celles observées chez
les cellules ou individus parentaux, 11
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Risque relatif génotypique (RRG) Mesure le rapport de probabilités d’être at-
teint d’une maladie entre le génotype présentant une ou deux copies de l’allèle
muté et le génotype n’en présentant pas. Le RRG dépend du modèle de la
maladie (additif, dominant, récessif ou multiplicatif), 83

Réseau bayésien Modèle graphique probabiliste dont les indépendances condition-
nelles sont encodées par un graphe orienté sans circuit, 29

Réseau de Markov Modèle graphique probabiliste dont les indépendances condi-
tionnelles sont encodées par un graphe non orienté, 29

SNP Polymorphisme d’un seul nucléotide, i.e. tout changement de base au niveau
d’un nucléotide de la séquence d’ADN, 17

Structure de la population Désigne le fait que la population étudiée soit consti-
tuée d’un ensemble de sous-populations de natures génétiques différentes, 13

Structure en blocs Structure correspondant à un partitionnement en groupes (ap-
pelés blocs) de SNP contigus sur l’ADN, 51

Structure en clusters Structure correspondant à un partitionnement en groupes
(appelés clusters) de SNP non-nécessairement contigus sur l’ADN, 51

Subsomption Dans un arbre ou une forêt, la subsomption désigne la relation descendant-
ancêtre, 82

Variable discrète Variable qui ne prend qu’un nombre fini (ou dénombrable) de
valeurs, 29

Variable latente Variable non mesurée, 4, 26

Vraisemblance Probabilité d’observer les données sachant le modèle. Le maximum
de la vraisemblance est utilisé pour évaluer l’ajustement d’un modèle probabi-
liste aux données observées, 31
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