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Introduction

Cette thèse traite des caractères modulaires de trois familles de groupes : les
groupes symétriques Sn, les produits en couronne d’un groupe fini G avec les groupes
symétriques G o Sn et les groupes linéaires finis GLn(Fq), où Fq est le corps à q

éléments.
On montre que les caractères modulaires de ces familles de groupes s’organisent

en une structure d’algèbre de Hopf graduée. Dans le cas des groupes symétriques
et des produits en couronne, on montre de plus, que les caractères modulaires des
représentations projectives forment un anneau de polynômes sur Z dont on exhibe
des familles de générateurs. Pour les groupes linéaires finis, on donne des générateurs
polynomiaux sur C.

Structure d’algèbre de Hopf en caractéristique 0

Notons (Gn)n≥0 l’une des trois familles citées ci-dessus. Pour tout i et j tels que
i + j = n, fixons un plongement de Gi × Gj dans Gn. Ceci permet de définir des
foncteurs, notés indGnGi×Gj et resGnGi×Gj , entre les catégories des C(Gi × Gj)-modules
et la catégorie des CGn-modules.

Pour les groupes symétriques, le groupe Si × Sj s’identifie au sous-groupe de Sn
qui laisse globalement fixe le sous-ensemble {1, . . . , i} de {1, . . . , n}. On note

indSnSi×Sj = IndSnSi×Sj et resSnSi×Sj = ResSnSi×Sj .

Pour les produits en couronne, on identifie G o Si ×G o Sj au sous-groupe de G o Sn
qui laisse globalement fixes les i premiers facteurs de Gn et on note

indGoSnGoSi×GoSj = IndSnGoSi×GoSj et resGoSnGoSi×GoSj = ResGoSnGoSi×GoSj .

Enfin, pour les groupes linéaires finis, on utilise les foncteurs d’induction et de res-
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Introduction

triction paraboliques, dont on rappelle la définition. Notons Pi,j le sous-groupe pa-
rabolique de GLn(Fq) formé des matrices

gi m

0 gj

 ,
avec gi dans GLi(Fq), gj dans GLj(Fq) et m dans Mi,j(Fq). On note aussi Ui,j le
sous-groupe unipotent de GLn(Fq) formé des matrices

Ii m

0 Ij

 ,
avec Ik la matrice identité de GLk(Fq) et m dans Mi,j(Fq). Le groupe Pi,j se dé-
compose en produit semi-direct

Pi,j = Ui,j o (GLi(Fq)×GLj(Fq)).

Soit V un C(GLi(Fq)×GLj(Fq))-module. L’action de GLi(Fq)×GLj(Fq) sur V
s’étend en une action de Pi,j sur V en faisant opérer Ui,j trivialement. Ceci définit
le foncteur d’inflation InflPi,jGLi(Fq)×GLj(Fq).

Le foncteur d’induction parabolique est le foncteur composé

PIndGLn(Fq)
GLi(Fq)×GLj(Fq) = IndGLn(Fq)

Pi,j
◦ InflPi,jGLi(Fq)×GLj(Fq),

et le foncteur de restriction parabolique est

PResGLn(Fq)
GLi(Fq)×GLj(Fq) V = (ResGLn(Fq)

Pi,j
V )Ui,j ,

le module des invariants de ResGLn(Fq)
Pi,j

V sous l’action de Ui,j.
On note

indGLn(Fq)
GLi(Fq)×GLj(Fq) = PIndGLn(Fq)

GLi(Fq)×GLj(Fq)

et
resGLn(Fq)

GLi(Fq)×GLj(Fq) = PResGLn(Fq)
GLi(Fq)×GLj(Fq) .

SoitK0(CGn -mod) le groupe de Grothendieck de la catégorie des CGn-modules.
C’est le Z-module libre engendré par les représentations irréductibles de Gn sur C.
Rappelons que la classe d’isomorphisme d’une représentation complexe d’un groupe
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fini est entièrement déterminée par son caractère. Le groupe K0(CGn -mod) s’iden-
tifie donc au Z-module des caractères de Gn.

Pour chacune de ces trois familles, on noteR le groupe gradué⊕n≥0K0(CGn -mod).
Les foncteurs d’induction et de restriction permettent de munir R d’une multiplica-
tion

_ ◦ _ : R⊗R → R

[V ]⊗ [W ] 7→ [indGm+n
Gm×Gn ]

et d’une comultiplication

∆ : R → R⊗R
[V ] 7→ ∑

i+j=n[resGnGi×Gj V ].

La formule de Mackey pour les doubles classes montre que R muni des opérations ◦
et ∆ est une bigèbre graduée et donc une algèbre de Hopf [Zel81].

Dans son Lecture Note [Zel81], A. Zelevinsky précise la structure de R. Pour cela,
il introduit la notion d’algèbre de Hopf auto-adjointe positive. Une algèbre de Hopf
sur Z est dite auto-adjointe positive si elle est graduée, connexe et munie d’une
Z-base Ω formée d’éléments homogènes. On demande aussi que les constantes de
structures soient positives et identiques pour la multiplication et la comultiplication
des éléments de Ω (voir l’Appendice A pour plus de détails). L’exemple type est
l’algèbre de Hopf des fonctions symétriques à coefficients dans Z, munie de la base
des fonctions de Schur. On note SymZ cette algèbre. Zelevinsky montre que toute
algèbre de Hopf auto-adjointe positive est isomorphe, à graduation près, à un produit
tensoriel de copie de l’algèbre SymZ [Zel81, §3]. Concernant les caractères des groupes
Gn, il obtient le résultat suivant.

Théorème 1. [Zel81, Ch. II-III] Pour chacune des trois familles, le groupe gradué
R muni des opérations ◦, ∆ est une algèbre de Hopf auto-adjointe positive.

Pour les groupes symétriques, ce résultat est classique et sûrement déjà connu
de Frobenius (voir [Car83 ; Mac98]). Les produits en couronne ont eux été étudiés
par Geissinger et Kinch [Gei77 ; GK78], au moins lorsque G = Z /2Z. La théorie des
algèbres de Hopf auto-adjointes positives développée par Zelevinsky permet d’englo-
ber les groupes linéaires finis. Avec ce formalisme, on retrouve la classification des
caractères irréductibles des GLn(Fq) [SZ84] expliquée par Green [Gre55].
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Théorie de Brauer

On s’intéresse ici aux structures qui apparaissent lorsqu’on fait agir les groupes
Gn, non plus sur C, mais sur un corps de caractéristique strictement positive. Pré-
cisément, on étudie les caractères modulaires de ces groupes.

Soit G un groupe fini, k un corps de caractéristique p > 0 assez grand (c’est-à-
dire contenant les racines e-ème de l’unité où e est le plus grand diviseur premier à
p de l’exposant de G), et ρ une représentation de G sur k. Notons Greg l’ensemble
des éléments de G d’ordre premier à p et fixons θ un plongement de k× dans C×.
Soit g un élément de Greg. Puisque g est d’ordre premier à p, l’endomorphisme ρ(g)
est diagonalisable sur k. Notons λ1, . . . , λn ses valeurs propres et

Φρ(g) =
n∑
i=1

θ(λi).

On appelle caractère de Brauer, ou modulaire, de ρ l’application Φρ : Greg → C.
La théorie de Brauer relie les caractères complexes aux caractères modulaires

(voir l’appendice B). On a un diagramme commutatif :

K0(kG -proj) c //

e
((

K0(kG -mod)

K0(CG -mod)
d

66
,

où K0(kG -mod) désigne le groupe de Grothendieck de la catégorie des kG-modules
de type fini et K0(kG -proj) celui des kG-modules projectifs.

Structure multiplicative en caractéristique non nulle

Considérons à nouveau la famille des groupes (Gn)n≥0 et fixons k un corps de
caractéristique p, assez grand pour tous les Gn. Notons R(p)n = K0(kGn -mod),
K(p)n = K0(kGn -proj) et R(p) = ⊕

n≥0R(p)n, K(p) = ⊕
n≥0K(p)n les groupes

gradués associés. D’après ce qui précède, pour tout entier n, on a un triangle com-
mutatif

K(p)n
cn //

en ##

R(p)n

Rn

dn

<<
.
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Notons e = ⊕
n≥0 en, d = ⊕

n≥0 dn et c = ⊕
n≥0 cn les applications graduées. Comme

pour les représentations complexes, on peut définir une multiplication ◦ et une co-
multiplication ∆ sur R(p). À l’exception du cas où Gn est GLn(Fq) avec q = pn et
où k est un corps de caractéristique p, les foncteurs d’induction et de restriction sont
exacts et préservent donc les modules projectifs. On peut alors restreindre ◦ et ∆ à
K(p).

Proposition 1. Le triangle de groupes gradués

K(p) c //

e
!!

R(p)

R
d

==

est un triangle d’algèbres de Hopf.

On peut préciser la structure de l’anneau K(p) dans le cas des groupes symé-
triques.

Théorème 2. Si Gn = Sn, l’anneau K(p) est polynomial avec un générateur homo-
gène en chaque degré premier à p.

Ce résultat s’adapte au cas des produits en couronne entre un groupe fini G et
les groupes symétriques.

Théorème 3. Si Gn = G o Sn et k est un corps de décomposition pour G avec
car(k) = p, l’anneau K(Gn) est polynomial sur Z.

Pour les représentations des GLn(Fp), si k est de caractéristique p, la multi-
plication ◦ n’est pas définie sur K(p). Cependant, elle l’est toujours sur R(p) et
l’application d : R→ R(p) est un morphisme d’algèbres de Hopf. Par ailleurs, l’an-
neau R(p) et l’anneau obtenu en munissant K(p) de la multiplication induite par
les foncteurs d’induction usuels sont isomorphes [Lus76 ; Hai19].

L’étude des caractères modulaires des GLn(Fp) est liée à la théorie des modules
instables sur l’algèbre de Steenrod modulo p. En effet, l’anneau K(p) est isomorphe
à K(U), le groupe de Grothendieck des modules instables réduits de type fini sur
l’algèbre de Steenrod modulo p (voir par exemple [CK89]).
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Plan de la thèse

Chapitre 1 : Caractères des groupes symétriques

Dans le premier chapitre, nous étudions les caractères des groupes symétriques.
Rappelons que K0(CSn) désigne le groupe de Grothendieck des CSn-modules. Il
s’identifie au Z-module formé des caractères complexes du groupe Sn. La théorie
des représentations des groupes symétriques est très bien comprise (voir par exemple
[JK84]). En particulier, les représentations irréductibles de Sn sont paramétrées par
l’ensemble Pn des partitions de n.

On munit le groupe gradué ⊕n≥0K0(CSn -mod) d’une structure de bigèbre via
les foncteurs d’induction et de restriction. Pour tous m et n entiers, on identifie
le groupe produit Sm × Sn au sous-groupe de Sm+n qui stabilise le sous-ensemble
{1, . . . ,m} de {1, . . . ,m + n}. Les foncteurs d’induction de la forme IndSm+n

Sn×Sm per-
mettent de définir une multiplication graduée ◦ sur ⊕n≥0K0(CSn -mod),

_ ◦ _ : K0(CSm -mod)⊗K0(CSn -mod) → K0(CSm+n -mod)
[V ]⊗ [W ] 7→ [IndSm+n

Sn×Sm(V ⊗W )].

De la même manière, on construit une comultiplication sur ⊕n≥0K0(CSn -mod)
en utilisant les foncteurs de restriction de la forme ResSm+n

Sn×Sm . On note ∆ cette
comultiplication,

∆ : K0(CSn -mod) → ⊕
k+l=nK0(CSk -mod)⊗K0(CSl -mod)

[V ] 7→ ∑
k+l=n[ResSnSk×Sl V ].

Théorème 4. Muni des opérations ◦ et ∆, ⊕n≥0K0(CSn -mod) est une algèbre
de Hopf (au sens de A.1.6). De plus, ⊕n≥0K0(CSn -mod) est isomorphe à Sym,
l’algèbre des fonctions symétriques à coefficients dans Z. En particulier, c’est un
anneau polynomial sur Z.

On munit ⊕n≥0K0(CSn -mod) du produit scalaire défini par

〈[V ], [W ]〉 = dimC HomSn(V,W ),

pour [V ] et [W ] dans K0(CSn -mod).
L’isomorphisme précédent est une isométrie puisque le produit scalaire sur SymZ

est tel que la base des fonctions de Schur est orthonormée (voir appendice A).
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Si le corps des nombres complexes est remplacé par un corps de caractéristique
non nulle, par exemple Fp, la description des représentations irréductibles n’est pas
complètement connue, même pour les groupes symétriques. On a vu que la théorie
de Brauer permet de relier les représentations modulaires aux représentations com-
plexes (voir [Ser71] ou l’appendice B). Une question centrale dans cette étude est de
décrire les matrices de décomposition, c’est-à-dire les facteurs de composition (avec
multiplicité) de la réduction sur Fp des CSn -modules simples. Ceci équivaut à dé-
crire la décomposition de l’image par e d’un Fp Sn-module projectif en CSn-modules
irréductibles.

Comme dans le cas complexe, on peut munir ⊕
n≥0K0(Fp Sn -proj) et⊕

n≥0K0(Fp Sn -mod) d’une structure d’algèbre de Hopf via les foncteurs d’induction
et de restriction. Les caractères de Brauer permettent alors d’identifier⊕
n≥0K0(Fp Sn -proj) à la sous-algèbre de Hopf de ⊕n≥0K0(CSn -mod) formée des

caractères nuls en dehors des classes p-régulières.
En utilisant cette identification, on montre le théorème principal de ce premier

chapitre.

Théorème 5. L’anneau ⊕
n≥0K0(Fp Sn -proj) est polynomial avec un générateur

homogène en chaque degré premier à p.

Ce résultat est sûrement déjà connu et aurait été prouvé par Robert Oliver et
Pierre Vogel [Vog88]. Cependant, aucune référence n’est connue de l’auteure.

La preuve donnée ici fournit une condition suffisante pour qu’un sous-ensemble
de générateurs polynomiaux de ⊕n≥0K0(CSn -mod) soit un ensemble de généra-
teurs polynomiaux pour ⊕n≥0K0(Fp Sn -proj). On exhibe ensuite deux familles de
générateurs. L’une est construite de manière ad hoc comme suit. Pour tout entier n
premier à p, on définit un élément yn de ⊕n≥0K0(CSn -mod) de telle sorte que la
famille (yn)p-n vérifie les propriétés souhaitées. Des calculs via Sage et Gap montrent
que pour des degrés accessibles, les générateurs choisis sont, au signe près, les ca-
ractères de vraies représentations complexes.

De plus, pour les degrés dans lesquels on dispose des matrices de décomposi-
tion, on vérifie qu’au signe près ces générateurs proviennent de vrais Fp Sn-modules
projectifs. On propose la conjecture suivante.

Conjecture 1. Pour tout n entier, (−1)q(n,p)yn est l’image du caractère modulaire
d’un vrai Fp Sn-module projectif par le morphisme e, où q(n, p) désigne le quotient
de la division euclidienne de n par p.
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La deuxième famille est donnée par les fonctions symétriques de Witt en degré
premier à p. La conjecture de Reutenauer, prouvée par W. Doran [Dor96] et T. Scharf
et J-Y. Thibon [ST96], montre que les fonctions symétriques de Witt sont associées
à de vrais caractères des groupes symétriques. À nouveau, les calculs montrent qu’en
bas degré ce sont, au signe près, les caractères de vrais modules projectifs.

Chapitre 2 : Caractères des produits en couronne avec les
groupes symétriques

Dans ce deuxième chapitre, on adapte les résultats du précédent au cas des
produits en couronne entre un groupe fini et les groupes symétriques.

Soit G un groupe fini. Le groupe Sn agit sur Gn par permutation des facteurs.
On note G o Sn le produit semi-direct de G avec Sn pour cette action. Ce groupe
est appelé produit en couronne de G avec Sn. La théorie des représentations com-
plexes de G o Sn se déduit largement de la théorie des représentations complexes
des groupes symétriques (voir par exemple [JK84]). En particulier, les représenta-
tions irréductibles sont paramétrées par les applications λ : Irr(G) → P telles que∑
ρ∈Irr(G) |λ(ρ)| = n.
Considérons le groupe gradué ⊕n≥0K0(G o Sn). Pour m et n entiers, on identifie

G oSm×G oSn au sous-groupe de G oSm+n qui laisse invariant les m premiers facteurs
de Gm+n. À nouveau les foncteurs d’induction et de restriction permettent de définir
une multiplication ◦ et une comultiplication ∆ sur ⊕n≥0K0(G o Sn) :

_ ◦ _ : K0(CG o Sm -mod)⊗K0(CG o Sn -mod) → K0(CG o Sm+n -mod)
[V ]⊗ [W ] 7→ [IndGoSm+n

GoSm×GoSn(V ⊗W )]

et

∆ : K0(CG o Sn -mod) → ⊕
k+l=nK0(CG o Sk -mod)⊗K0(CG o Sl -mod)

[V ] 7→ ∑
k+l=n[ResGoSnGoSk×GoSl V ].

Théorème 6. [Zel81] Muni des opérations ◦ et ∆, ⊕n≥0K0(G oSn) est une algèbre
de Hopf auto-adjointe positive. On a :

⊕
n≥0

K0(G o Sn) ∼=
⊗

ρ∈Irr(G)
SymZ .

En particulier, c’est un anneau polynomial sur Z.
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Pour étudier les représentations p-modulaires des G o Sn avec p premier, on fixe
(K,A, k) un système p-modulaire de rupture pour G (voir Appendice B). Le système
(K,A, k) est également un système p-modulaire de rupture pour tous les G o Sn. La
théorie des représentations modulaires des G o Sn se déduit à nouveau de celle des
groupes symétriques (voir [JK84]. Les représentations irréductibles de GoSn sont pa-
ramétrées par les applications λ : Irrp(G) → P telles que ∑ρ∈K0(kG -mod) |λ(ρ)| = n.
On a le même paramétrage pour les projectifs indécomposables de G oSn en rempla-
çant les kG-modules irréductibles par les kG-modules projectifs indécomposables.

En utilisant les idées développées dans le chapitre précédent, on aboutit au ré-
sultat suivant.

Théorème 7. Soit k un corps de décomposition pour G avec car(k) = p. L’anneau⊕
n≥0K0(k(G o Sn) -proj) est polynomial sur Z.

Chapitre 3 : Caractères des groupes linéaires finis en carac-
téristique transverse

La structure d’algèbre de Hopf auto-adjointe positive de Zelevinsky permet aussi
d’étudier les représentations des groupes linéaires finis. Pour définir une structure
d’algèbre de Hopf sur le groupe gradué ⊕n≥0K0(CGLn(Fq) -mod), on utilise les
foncteurs d’induction et de restriction paraboliques PInd et PRes. Ils font apparaître
implicitement les groupes symétriques qui sont les groupes de Weyl des groupes
linéaires GLn(Fq). Ceci peut expliquer les similarités de la combinatoire entre le cas
présent et les précédents.

Dans ce troisième chapitre, on commence par détailler la classification des classes
de conjugaison des groupes linéaires. Notons Φ l’ensemble des polynômes irréduc-
tibles de degré n sur Fq avec coefficient constant non nul, Pn l’ensemble des partitions
de n et P = ⋃

n≥0Pn. Les classes de conjugaison de GLn(Fq) sont paramétrées par
les applications

λ : Φ→ P ,

telles que ∑f∈Φ |λ(f)| deg(f) = n. Ceci fournit également une indexation des fonc-
tions de classes sur les GLn(Fq).

On identifie l’espace vectoriel des fonctions de classes surGLn(Fq) à C⊗K0(CGLn(Fq) -mod)
via les caractères. L’espace vectoriel gradué C⊗⊕n≥0K0(CGLn(Fq) -mod) est muni
d’une multiplication et d’une comultiplication, toujours notées ◦ et ∆, par extension
des précédentes.
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Théorème 8. [Zel81 ; SZ84] L’algèbre C⊗⊕n≥0K0(CGLn(Fq) -mod) est une al-
gèbre de Hopf. Précisément,

C⊗
⊕
n≥0

K0(CGLn(Fq) -mod) ∼=
⊗
f∈Φ

SymC,

où SymC désigne l’algèbre des fonctions symétriques à coefficients dans C.

Le résultat est en fait vrai avant complexification. Pour cela on introduit la no-
tion de représentation cuspidale. Une représentation de GLn(Fq) est dite cuspidale
si elle est irréductible et que sa classe d’isomorphisme est un élément primitif de
l’algèbre C⊗⊕n≥0K0(CGLn(Fq) -mod). Les représentations cuspidales jouent un
rôle central dans la théorie des représentations des groupes linéaires finis. On note
Cn l’ensemble des classes d’isomorphisme des représentations cuspidales de GLn(Fq)
et C = ⋃

n≥0 Cn. Par exemple, la représentation triviale de GL1(Fq) est une repré-
sentation cuspidale.

Théorème 9. [Zel81 ; SZ84] Le groupe gradué ⊕n≥0K0(CGLn(Fq) -mod) muni de
◦ et ∆ est une algèbre de Hopf auto-adjointe positive,

⊕
n≥0

K0(CGLn(Fq) -mod) ∼=
⊗
ρ∈C

SymZ .

En particulier, c’est un anneau polynomial sur Z.

Pour l’étude des représentations modulaires, il faut distinguer deux cas. Celui
de la caractéristique transverse, c’est-à-dire des représentations sur un corps de
caractéristique l 6= p, et celui de la caractéristique naturelle. Dans ce chapitre, on
s’intéresse aux représentations en caractéristique transverse.

Fixons k un corps de caractéristique l 6= p, tel que k soit un corps de rupture
pour tout les GLn(Fq). La théorie des caractères modulaires nous permet d’identifier
C⊗K0(kGLn(Fq) -mod) et C⊗K0(CGLn(Fq) -mod) au C-espace vectoriel des fonc-
tions de classes sur GLn(Fq), nulles en dehors des classes de conjugaison l-régulières
(i.e. dont les éléments sont d’ordre premier à l). Notons Φl le sous-ensemble de Φ
formé des polynômes dont les racines sont d’ordre premier à l dans F̄q. Les classes
de conjugaison l-régulières sont paramétrées par les applications

λ : Φl → P ,

telles que ∑f∈Φl |λ(f)| deg(f) = n.
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Théorème 10. On a un isomorphisme d’algèbres,

C
(⊕
n≥0

K0(kGLn(Fq) -mod)
) ∼= ⊗

f∈Φl
SymC .

Ces résultats s’adaptent aux caractères des groupes unitaires finis en utilisant les
travaux de Digne et Michel [DM87]. Pour définir la multiplication et la comultipli-
cation, on utilise les foncteurs de Lusztig qui sont une généralisation des foncteurs
paraboliques (voir aussi [DM91]).

Chapitre 4 : Caractères des groupes linéaires finis en carac-
téristique naturelle

Dans le cas des représentations modulaires de GLn(Fp) sur Fp, qui est corps
de rupture pour tous les GLn(Fp) [HK88, §4], le produit donné par l’induction
parabolique est toujours défini sur ⊕n≥0K0(FpGLn(Fp) -mod) mais ne préserve pas
les projectifs.

Parmi les représentations irréductibles de GLn(Fp), l’une joue un rôle très parti-
culier, notament en caractéristique naturelle. Cette représentation est la représenta-
tion de Steinberg [Ste57], noté Stn. Sa réduction modulo p reste irréductible mais est
également un FpGLn(Fp)-module projectif. De plus, on a un isomorphisme [Lus76] :

_⊗ Stn : K0(FpGLn(Fp) -mod)→ K0(FpGLn(Fp) -proj).

Munissons maintenant le groupe gradué ⊕n≥0K0(FpGLn(Fp) -proj) d’une struc-
ture d’anneau avec pour multiplication _ •_ l’opération graduée définie, pour tout
m et n entier, par :

_ • _ : K0(FpGLm(Fp) -proj)⊗K0(FpGLn(Fp) -proj) → K0(FpGLm+n(Fp) -proj)
[V ]⊗ [W ] 7→ [IndGLm+n(Fp)

GLm(Fp)×GLn(Fp) V ⊗W ].

Théorème 11. [Lus76 ; Hai19] L’application

⊕
n≥0

(_⊗ Stn) : (
⊕
n≥0

K0(FpGLn(Fp) -mod), ◦)→ (
⊕
n≥0

K0(FpGLn(Fp) -proj), •),

est un isomorphisme d’anneaux.

Notre premier résultat dans ce chapitre précise la structure de l’anneau
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(⊕n≥0K0(FpGLn(Fp) -proj), •) après tensorisation par C.
Soit f un polynôme à coefficients dans Fp, on note πf la fonction caractéris-

tique de la classe associée à f . C’est un élément de C⊗K0(FpGLn(Fp) -proj) avec
n = deg(f).

Théorème 12. L’algèbre C⊗
(⊕

n≥0K0(FpGLn(Fp) -proj)
)
est polynomiale,

C⊗
(⊕
n≥0

K0(FpGLn(Fp) -proj)
)

= C[πf , f ∈ Φ],

où l’on rappelle que Φ désigne l’ensemble des polynômes sur Fp, unitaires, irréduc-
tibles et avec terme constant non-nul.

On relie ensuite les générateurs polynomiaux (πf )f∈Φ aux caractères de vraies
représentations en les exprimant en fonction de caractères de Deligne-Lusztig [DL76].

Fixons θ un plongement de F̄×p dans C×. Considérons Fpn comme un Fp-espace
vectoriel de dimension n sur Fp. La multiplication dans Fpn induit un homomor-
phisme de groupes entre F×pn et GLn(Fp). Notons Tn l’image de cet homomorphisme
et ϕ0, . . . , ϕpn−2 les caractères irréductibles de Tn. Pierre Deligne et George Lusz-
tig associent au tore Tn et au caractère ϕj de Tn, un caractère de GLn(Fp) appelé
caractère de Deligne-Lusztig et noté Rϕj

Tn .

Lemme 1. [DL76, Prop. 7.3] Pour tout j dans {0, . . . , pn − 2},

IndGLn(Fp)
Tn (ϕj) = (−1)n−1R

ϕj
Tn ⊗ Stn .

On en déduit une expression des générateurs πf en fonction des caractères de
Deligne-Lusztig.

Proposition 2. Soit f un polynôme irréductible sur Fp et α une racine de f dans
F̄p,

πf = (−1)n−1 1
pn − 1

pn−2∑
j=0

θ(α)−jRϕj
Tn ⊗ Stn .

Chapitre 5 : Application à la théorie des modules instables

L’étude de l’anneau⊕n≥0K0(FpGLn(Fp) -proj) est motivée par plusieurs conjec-
tures venant de la topologie algébrique, précisément de la théorie des modules
sur l’algèbre de Steenrod. Notons Kn(U) le groupe abélien libre engendré par les
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classes d’isomorphisme des facteurs directs de H∗Vn := H∗(Vn,Z /p) comme mo-
dule sur l’algèbre de Steenrod, avec Vn = (Fp)n. En interprétant un facteur di-
rect de H∗Vn comme un facteur direct de H∗Vn+1, on obtient un monomorphisme
de Kn(U) vers Kn+1(U). On dispose donc d’une filtration du groupe abélien libre
K(U) = ⋃

n≥0K
n(U). Ce groupe est également muni d’une structure d’anneau pour

la multiplication donnée par le produit tensoriel de modules instables. Carlisle et
Kuhn énoncent la question suivante à propos de la structure de cet anneau.

Question 1. [CK89, §8] L’anneau K(U) est-il polynomial ?

D’après [CK89, Thm. 3.2] les anneaux ⊕n≥0K0(FpGLn(Fp) -proj) et K(U) sont
isomorphes. Le théorème 4.2.2 montre donc que KC(U) := C⊗K(U) est une algèbre
polynomiale. On décrit une famille de générateurs sur C en utilisant les facteurs de
Campbell-Selick [CS90], (voir aussi [Hai19]). Ceci donne une nouvelle preuve d’une
conjecture de Schwartz [DHS14, Conj. 3.2], qui a été démontrée dans [Hai15 ; Hai16 ;
Hai19] (voir aussi [FHS16]).

Proposition 3. L’action du foncteur T de Lannes sur Kn
C(U) est diagonalisable et

son spectre est {1, p, . . . , pn}.

On identifie ensuite les séries de Poincaré associées aux éléments de KC(U). Soit
PC(., t) l’application de KC(U) vers C[[t]] qui associe à la classe d’un module instable
sa série de Poincaré. On fixe un plongement θ de F×p dans C.

Proposition 4. L’image PC(., t) est engendrée comme algèbre par les séries

PC(Pf , t) =


1

(w−t)(w2−t)...(w2n−1−t) , pour p = 2,

(w+t)(wp+t)...(wpn−1+t)
(w−t2)(wp−t2)...(wpn−1−t2) , pour p > 2,

où f parcourt l’ensemble des polynômes irréductibles sur Fp avec un coefficient
constant non nul et w = θ(α) où α est une racine de f .

On retrouve que le noyau de PC(., t) est non trivial pour p = 2 [DHS14]. On
obtient de plus que la restriction à l’espace propre associé à 1 est également non
injective.

Proposition 5. Pour p = 2, la restriction de PC(., t) à l’espace propre pour l’action
du foncteur T associé à la valeur propre 1 a un noyau non trivial.
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Notations

On utilise les notations suivantes :
— p désigne un nombre premier
— q désigne une puissance de p
— N est l’ensemble des entiers naturels
— Z est l’ensemble des entiers relatifs
— Q est le corps des nombres rationnels
— C est le corps des nombres complexes
— K désigne un corps, souvent de caractéristique 0
— k désigne un corps, souvent de caractéristique p
— A ou Λ désignent des anneaux commutatifs, associatifs et unitaires
— Fq désigne le corps à q éléments
— G est un groupe fini
— Sn est le groupe des permutations de l’ensemble {1, . . . , n}
— G o Sn désigne le produit en couronne de G avec Sn
— GLn(k) désigne le groupe linéaire d’ordre n à coefficients dans k
— Un(k) désigne le groupe unitaire d’ordre n à coefficients dans k
— K0(C) désigne le groupe de Grothendieck de la catégorie C
— Pn désigne l’ensemble des partitions de n
— SymΛ est l’anneau des fonctions symétriques à coefficients dans Λ.
— sλ désigne la fonction de Schur associée à la partition λ
— Ind désigne le foncteur d’induction
— Res désigne le foncteur de restriction
— PInd désigne le foncteur d’induction parabolique
— PRes désigne le foncteur de restriction parabolique
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1
Caractères des groupes
symétriques

Ce premier chapitre étudie les caractères des groupes symétriques Sn. On com-
mence par rappeler des résultats sur leurs représentations complexes, notamment la
structure d’algèbre de Hopf de l’anneau⊕n≥0K0(CSn -mod), où K0(CSn -mod) dé-
signe le groupe de Grothendieck des CSn-modules et, où la multiplication est donnée
par les foncteurs d’induction et la comultiplication par les foncteurs de restriction.
Un résultat classique, sûrement déjà connu de Frobenius, affirme que cet anneau
est isomorphe à l’anneau des fonctions symétriques, en particulier, il est polynomial
(i.e. libre et commutatif). On explique ce résultat du point de vue de A. Zelevinsky
[Zel81], à savoir en utilisant la théorie des algèbres de Hopf auto-adjointes positives
(voir l’appendice A).

On s’intéresse ensuite aux représentations des groupes Sn sur un corps de carac-
téristique positive. Notons Fp le corps premier à p éléments et K0(Fp Sn -mod) (resp.
K0(Fp Sn -proj)) le groupe de Grothendieck des Fp Sn-modules de type fini (resp. des
Fp Sn-modules projectifs). De la même manière que dans le cas complexe, les fonc-
teurs d’induction et de restriction permettent de munir ⊕n≥0K0(Fp Sn -mod) d’une
structure d’anneau. De plus, ces opérations se restreignent à ⊕n≥0K0(Fp Sn -proj)
qui est donc également un anneau. Le résultat principal de ce chapitre précise la
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structure de ce dernier.

Théorème 1.0.1. L’anneau ⊕n≥0K0(Fp Sn -proj) est polynomial avec un généra-
teur homogène en chaque degré premier à p.

Ce résultat serait déjà connu et aurait été prouvé par Robert Oliver et Pierre
Vogel [Vog88]. Cependant, aucune référence n’est connue de l’auteure. Nous don-
nons ici une preuve de ce théorème. Nous proposons également deux familles de
générateurs polynomiaux, la première est construite de manière ad hoc, l’autre est
reliée aux fonctions symétriques de Witt.

1.1 Caractères des représentations complexes

Pour simplifier, notons Rn = K0(CSn -mod), le groupe de Grothendieck des
représentations complexes de Sn avec la convention R0 = Z. Si V est une repré-
sentation de Sn sur C, on note [V ] sa classe dans K0(CSn -mod). Rappelons que la
classe d’isomorphisme d’une représentation complexe d’un groupe fini est entière-
ment déterminée par son caractère. Ainsi, le groupe Rn s’identifie au groupe abélien
libre engendré par les caractères irréductibles de Sn (voir l’annexe B ou [Ser71]).

Notons au passage que pour tout corps K de caractéristique 0, les groupes abé-
liens libres K0(KSn -mod) et Rn sont isomorphes puisque tout corps est corps de
décomposition pour les groupes symétriques [JK84].

1.1.1 Produit et coproduit

Une manière classique d’étudier les groupes symétriques consiste à les considérer
tous simultanément. Du point de vue des groupes de Grothendieck, cela mène à
étudier le groupe gradué R =

⊕
n≥0

Rn. On le munit d’une structure d’algèbre de Hopf

de la façon suivante.
Soient m et n deux entiers, on identifie le groupe produit Sm×Sn au sous-groupe

de Sm+n qui stabilise le sous-ensemble {1, . . . , n} de {1, . . . ,m+n}. On obtient alors
le foncteur d’induction,

IndSm+n
Sm×Sn(_) : CSm -mod×CSn -mod → CSm+n

(V,W ) 7→ CSm+n ⊗C(Sm×Sn) (V ⊗W )
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Ceci permet de définir une multiplication graduée ◦ sur R. Pour tout m et n dans N,

_ ◦ _ : Rm ⊗Rn → Rm+n

[V ]⊗ [W ] 7→ [IndSm+n
Sm×Sn(V ⊗W )].

Si ρm est le caractère associé à la classe d’isomorphisme [V ] et ρn celui de [W ],
la valeur du caractère associé à la classe [V ] ◦ [W ] en un élément g de Sm+n est

(ρm ◦ ρn)(g) = 1
|Sm|.|Sn|

∑
h∈Sn+m,

hgh−1=(gm,gn)∈Sm×Sn

ρm(gm).ρn(gn).

De la même manière, les foncteurs de restriction

ResSnSk×Sl(_) : CSn → CSk -mod⊗CSl -mod,

avec k + l = n, permettent de définir une comultiplication sur R. On désigne par ∆
le morphisme de groupe gradué, défini en degré n dans N par

∆ : Rn →
⊕

k+l=nRk ⊗Rl

[V ] 7→ ∑
k+l=n[ResSnSk×Sl(V )],

où on identifie Rk⊗Rl = K0(CSk -mod)⊗K0(CSl -mod) avec K0(C(Sk×Sl) -mod).

Proposition 1.1.1. [Zel81] Muni des opérations ◦ et ∆, R est une algèbre associa-
tive et commutative, et une cogèbre coassociative et cocommutative.

1.1.2 L’algèbre des fonctions de classes

Considérons à présent le C-espace vectoriel des fonctions de classes sur Sn à
valeur dans C, on le note CF(Sn). Une base de CF(Sn) est donnée par les caractères
irréductibles de Sn [Ser71, §2.4, Thm. 6]. On identifie alors CF(Sn) avec C⊗Rn et
on peut étendre la multiplication ◦ et la comultiplication ∆ au C-espace vectoriel
gradué ⊕n≥0 CF(Sn). Par extension, les opérations ◦ et ∆ munissent ⊕n≥0 CF(Sn)
d’une structure d’algèbre de Hopf.

Une base plus naïve de CF(Sn) est donnée par les fonctions caractéristiques des
classes de conjugaison de Sn. Avant de les définir on introduit quelques notations.

Soit σ un élément de Sn et σ = γ1 . . . γk, sa décomposition en cycles à supports
disjoints, avec γi un cycle de longueur λi et telle que λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λk. La suite
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(λ1, . . . , λk) est une partition de n et elle caractérise la classe de conjugaison de σ
dans Sn.

Notons Pn l’ensemble des partitions de n et P = ⊔
n≥0Pn. On utilisera aussi la

notation plus concise (1i1 , 2i2 , . . . , kik) pour désigner λ, où ij est le nombre de parts
de taille j de λ.

D’après ce qui précède, pour tout entier n, il y a une bijection entre l’ensemble
des classes de conjugaison de Sn et Pn. Pour λ une partition de n, notons Cλ la
classe de conjugaison associée et πλ la fonction caractéristique de Cλ. La fonction
πλ est la fonction de classes de Sn définie par :

πλ(g) =
 1 si g ∈ Cλ,

0 sinon.

La famille {πλ}λ∈Pn est une base de CF(Sn) et {πλ}λ∈P une base de ⊕n≥0 CF(Sn).
Rappelons que si G est un groupe fini, K0(CG -mod) est muni d’un produit

scalaire 〈., .〉C. Pour tout ρ, ρ′ dans K0(CG -mod) et g dans G,

〈ρ, ρ′〉G = 1
|G|

∑
g∈G

ρ(g)ρ′(g),

où .̄ désigne la conjugaison complexe.
L’algèbre R est munie d’un produit scalaire gradué 〈., .〉 défini sur les éléments

homogènes par :

〈ρ, ρ′〉 =
 〈ρ, ρ′〉Sn si ρ et ρ′ ont même degré,

0 sinon.

La base {πλ}λ∈P est orthogonale pour ce produit scalaire. Notons pour n tout
entier ξn = nπ(n) et, pour λ = (λ1, . . . , λk), partition de n, ξλ = ξλ1 . . . ξλk . Si
λ = (1k1 , . . . , nkn),

ξλ = ξk1
1 . . . ξknn .

Donc, pour λ = (1k1 , . . . , nkn),

ξλ =
n∏
i=1

ikiπki(i).
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D’après’après la formule d’induction pour les caractères, on a

ξλ = |Sn|
|Cλ|

πλ = (
n∏
i=1

ki!iki)πλ. (1.1)

Ainsi, la famille (ξλ)λ∈P est orthogonale et pour tout ρ dans R,

〈ρ, ξλ〉 = ρ(γλ), (1.2)

avec γλ dans la classe de conjugaison Cλ.

Proposition 1.1.2. L’algèbre ⊕n≥0 CF(Sn) est une algèbre polynomiale,

⊕
n≥0

CF(Sn) = C[ξi, i ≥ 1].

Démonstration. D’après (1.1), pour tout λ = (1k1 , . . . , nkn),

ξλ = ξk1
1 ◦ . . . ◦ ξknn = (

n∏
i=1

ki!iki)πλ.

Donc les ξi engendrent algébriquement ⊕n≥0 CF(Sn).
De plus,

dimC CF(Sn) = cardPn,

et cardPn est égal à la dimension du sous-espace vectoriel de C[ξi, i ≥ 1], engendré
par les polynômes de degré n en les ξi.

Remarque 1. On peut remplacer le corps des nombres complexes par celui des ra-
tionnels dans ce qui précède.

1.1.3 Structure d’algèbre de Hopf auto-adjointe positive

On a établi dans le paragraphe précédent que l’algèbre obtenue en tensorisant
R par C est polynomiale. Le résultat est en fait déjà vrai sur les entiers. Le point
essentiel est la compatibilité de la comultiplication ∆ avec la multiplication ◦.

Proposition 1.1.3. [Zel81] La comultiplication ∆ est un morphisme d’algèbres.

Démonstration. La preuve se déduit du théorème de décomposition de Mackey (voir
[Ser71, §7.3]).
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On en déduit immédiatement que R est une algèbre de Hopf puisque que c’est une
bigèbre graduée, ce qui montre à nouveau que C⊗R est une algèbre polynomiale sur
C. La famille de générateurs {ξn}n≥0 de la proposition 1.1.2 est formée d’éléments
primitifs de C⊗R.

En fait, R peut être muni d’une structure d’algèbre de Hopf auto-adjointe posi-
tive. On fixe comme base, la base formée des caractères irréductibles et on munit R
du produit scalaire 〈., .〉 pour lequel cette base est orthonormale. En degré fixé, on
retrouve le produit scalaire usuel entre les caractères.

Proposition 1.1.4. Les applications ◦ et ∆ sont adjointes l’une de l’autre pour le
produit scalaire.

Démonstration. Ceci découle immédiatement de la formule de réciprocité de Frobe-
nius (voir par exemple [Ser71, §7.2]).

La théorie des algèbres de Hopf auto-adjointes positives (voir A.3) donne le
résultat suivant.

Théorème 1.1.5. [Zel81, §6] L’application qui envoie les représentations irréduc-
tibles des Sn sur les fonctions de Schur associées est un isomorphisme d’algèbres de
Hopf auto-adjointes positives. Pour tout n entier, cet isomorphisme envoie le ca-
ractère de la représentation triviale xn sur la fonction symétrique homogène hn. En
particulier, ⊕

n≥0
Rn = Z[xn, n ≥ 1].

Le reste du chapitre vise à généraliser ce résultat au cas des représentations des
groupes symétriques sur un corps de caractéristique positive.

1.2 Caractères modulaires

On fixe un nombre premier p et un système p-modulaire (K,A, k) tel que K
et k soient des corps de décomposition pour tous les groupes symétriques. Notons
que puisque tout corps est un corps de décomposition pour les groupes symétriques
[JK84], on peut choisir le système (Qp,Zp,Fp).

Pour tout n entier, notons R(p)n = K0(Fp Sn -mod) le groupe de Grothendieck
de la catégorie des Fp Sn-modules de type fini et K(p)n = K0(Fp Sn -proj) celui de
la catégorie des Fp Sn-modules projectifs.
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Comme dans le cas des représentations complexes, l’application

R(p)m ⊗R(p)n → R(p)m+n

[V ]⊗ [W ] 7→
[
IndSn+m

Sn×Sm(V ⊗W )
]

définit une multiplication graduée sur R(p) =
⊕
n≥0

R(p)n, qu’on notera à nouveau ◦.

De même l’application

R(p)n →
⊕
k+l=nR(p)k ⊗R(p)l

[V ] 7→ ∑
k+l=n

[
ResSnSk×Sl V

]
définit une comultiplication sur R(p).

Les foncteurs d’induction et de restriction étant des foncteurs exacts, on peut
donc restreindre la multiplication et la comultiplication à K(p) =

⊕
n≥0

K(p)n.

1.2.1 De la caractéristique p à la caractéristique 0

D’après la théorie de Brauer, pour tout entier n, on dispose d’un morphisme
injectif de K0(Fp Sn -proj) dans K0(Qp Sn -mod) et d’un morphisme surjectif entre
K0(Qp Sn -mod) etK0(Fp Sn -mod). En identifiantK0(Qp Sn -mod) àK0(CSn -mod),
on obtient le diagramme commutatif,

K(p)n

en ##

cn // R(p)n

Rn

dn

<<
,

avec en et cn injectifs et dn surjectif (voir B.2.4).
Notons e =

⊕
n≥0

en, c =
⊕
n≥0

cn et d =
⊕
n≥0

dn les morphismes gradués. Il en résulte

le triangle de groupes gradués,

K(p)

e
!!

c // R(p)

R
d

==
,

avec toujours e et d injectifs et c surjectif.

Lemme 1.2.1. Le diagramme précédent est un diagramme d’algèbres de Hopf.
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Démonstration. Commençons par montrer que e est une application multiplicative
et comultiplicative. Par linéarité, il suffit de vérifier les propriétés sur les classes de
vrais modules projectifs.

Soit P un kSm-module projectif de type fini et Q un kSn-module projectif de
type fini. D’après [Ser71, p. 14.4], il existe un Zp Sm-module projectif P̃ et un Zp Sn-
module projectif Q̃ tels que

P ∼= Fp⊗ZpP̃ et Q ∼= Fp⊗ZpQ̃.

On a alors
IndSm+n

Sm×Sn(P ⊗Q) ∼= Fp⊗Zp IndSm+n
Sm×Sn(P̃ ⊗ Q̃),

donc
e([P ].[Q]) = [Qp⊗Zp IndSm+n

Sm×Sn(Q̃⊗ P̃ )] ,

et
e([P ]).e([Q]) = [Qp⊗ZpP̃ ].[Qp⊗ZpQ̃]

= [IndSm+n
Sm×Sn((Qp⊗ZpP̃ )⊗ (Qp⊗ZpQ̃))]

= [Qp⊗Zp(IndSm+n
Sm×Sn(P̃ ⊗ Q̃))].

Ainsi e est multiplicative.
De même,

∆([P ]) = ∑
k+l=n[ResSnSk×Sl P ]

= ∑
k+l=n[ResSnSk×Sl Fp⊗ZpP̃ ]

= ∑
k+l=n[Fp⊗Zp ResSnSk×Sl P̃ ],

donc
e(∆[P ]) = ∑

k+l=nQp⊗Zp [ResSnSk×Sl P̃ ]

= ∑
k+l=n[ResSnSk×Sl Qp⊗ZpP̃ ]

= ∆(e([P ])).

Comme e est injective, on en déduit que K(p) est une algèbre de Hopf et que e
est un morphisme d’algèbres de Hopf.
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On montre de manière similaire que d est multiplicative et comultiplicative. Soit
E un CSm-module de type fini et F un CSn-module de type fini. Il existe E1 un
Zp Sm-module Zp-libre inclus dans E et F1 un Zp Sn-module Zp-libre inclus dans F
tels que [E] = [QpE1] et [F ] = [Qp F1] (voir annexe B). Alors,

[IndSm+n
Sm×Sn(E ⊗ F )] = [Qp(IndSm+n

Sm×Sn(E1 ⊗ F1))],

et
d([IndSm+n

Sm×Sn(E ⊗ F )]) = [Fp⊗Zp IndSm+n
Sm×Sn(E1 ⊗ F1)]

= [Fp⊗ZpE1].[Fp⊗ZpF1]

= d([E]).d([F ]).

Pour la comultiplicativité, on a :

d(∆[E]) = ∑
k+l=n[Fp⊗Zp ResSnSk×Sl Ẽ1]

= ∑
k+l=n[ResSnSk×Sl Fp⊗ZpẼ1]

= ∆(d([P ])).

Comme d est surjective, on obtient que R(p) est une algèbre de Hopf et que d
est un morphisme d’algèbres de Hopf.

L’algèbre K(p) est donc isomorphe à une sous-algèbre de Hopf de R. De plus, on
sait que pour tout n, l’image de en est formée des caractères s’annulant en dehors
des classes p-régulières (voir B.3). L’anneau K(p) s’identifie donc à la sous-algèbre
de R formée des caractères nuls en dehors des classes p-régulières. Rappelons qu’une
classe de conjugaison est dite p-régulière si ses éléments sont d’ordre premier à p.

Il est clair qu’un élément σ de Sn est p-régulier si tous les cycles qui apparaissent
dans sa décomposition en cycles à supports disjoints sont d’ordre premier à p. Le
paramétrage des classes de conjugaison de Sn, donné précédemment, associe à un
élément p-régulier σ la partition λ = (λ1, . . . , λk) telle que p ne divise aucun des λi,
pour i dans {1, . . . , k}.

On note Pn,reg l’ensemble des partitions de n dont toutes les parts sont de
taille première à p. Notons aussi Preg = ⊔

n≥0Pn,reg. On dira qu’une partition est
p-régulière si elle est dans Preg, et p-singulière dans le cas contraire. Les classes de
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conjugaison p-régulières de Sn sont donc paramétrées par les partitions p-régulières
de n. En particulier, l’image de e est caractérisée par la propriété suivante.

Proposition 1.2.2. Un élément x de R est dans l’image de e si, et seulement si,
pour toute partition p-singulière λ,

〈x, ξλ〉 = 0.

Démonstration. D’après (1.2),

〈x, ξλ〉 = x(γλ),

où γλ est un représentant de la classe de conjugaison associée à λ. Le résultat s’en
déduit puisque l’image de e est exactement formée des caractères x tels que pour
toute partition p-singulière λ,

x(γλ) = 0.

Autrement dit, e(K(p)) est le supplémentaire orthogonal de Ip, l’idéal de R
engendré par {ξkp}k∈N∗ [LLT96, §2.4]. L’idéal Ip est également le noyau du morphisme
d, en particulier

R(p) ∼= R/Ip.

1.2.2 Fonctions de classes et classes p-régulières

Comme pour les caractères ordinaires, l’étude des algèbres complexifiées C⊗R(p)
et C⊗K(p) est plus simple. Notons CFreg(Sn) l’espace vectoriel des fonctions de
classes nulles sur les classes p-singulières et CF(Sn)reg l’espace des fonctions sur les
classes p-régulières 1. Les caractères modulaires des représentations simples de Sn
sur Fp forment une base de CF(Sn)reg ce qui nous permet d’identifier C⊗R(p)n à
CF(Sn)reg. L’application en induit un isomorphisme entre C⊗K(p) et CFreg(Sn).
Rappelons également que C⊗cn, où cn désigne le morphisme de Cartan, est un
isomorphisme entre CF(Sn)reg et CFreg(Sn).

Les multiplications et les comultiplications s’étendent à
⊕
n≥0

CF(Sn)reg et
⊕
n≥0

CFreg(Sn)

qui sont ainsi munies d’une structure de bigèbre graduée.

1. La notation diffère légèrement de l’appendice B du fait des doubles indices.
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Proposition 1.2.3. L’algèbre

⊕
n≥0

CFreg(Sn)

est une sous-algèbre de Hopf de l’algèbre des fonctions de classes ⊕n≥0 CF(Sn). En
particulier, C⊗K(p) est polynomiale sur C,

⊕
n≥0

CFreg(Sn) = C[ξn, p - n].

Démonstration. C’est une conséquence de la structure d’algèbre de Hopf. On peut
aussi le constater en effectuant un calcul similaire à celui de la preuve de la propo-
sition 1.1.2.

1.2.3 Polynomialité

Dans cette section on montre le résultat principal de ce chapitre, à savoir que
l’algèbre K(p) est polynomiale sur Z. On donne ensuite deux familles de générateurs
homogènes pour K(p). Ces familles peuvent s’étendre en des familles de générateurs
pour R. Cela permet de montrer que R(p) n’est pas un anneau polynomial.

Le lemme suivant donne une condition suffisante pour qu’une famille d’éléments
de e(K(p)) soit une famille de générateurs polynomiaux.

Lemme 1.2.4. Soit (yn)n≥0,p-n une famille d’éléments homogènes de e(K(p)) avec
deg(yn) = n. Si la famille (yn)n≥0,p-n vérifie les propriétés suivantes, c’est une famille
de générateurs polynomiaux pour e(K(p)) :

1. yn est un polynôme à coefficients complexes en les ξk avec p - k,
2. yn − xn est une combinaison C-linéaire des xλ, avec λ partition p-singulière.

Démonstration. Soit {yn}n∈N une famille vérifiant les propriétés de l’énoncé. D’après
la proposition 1.2.3, ⊕n≥0 CFreg(Sn) est polynomial avec un générateur en chaque
degré premier à p. On a donc

⊕
n≥0

CFreg(Sn) = C[yn, p - n].

Il reste à montrer que tout élément de e(K(p)) s’écrit comme polynôme à coefficients
entiers en les yn. Soit z un élément de e(K(p)), homogène de degré n. On plonge z
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dans C⊗e(K(p)) en étendant les scalaires. Comme

C⊗e(K(p)) = C[yn, p - n],

il existe des coefficients αλ dans C tels que

z =
∑

λ∈Pn,reg
αλyλ.

Par ailleurs, comme z est aussi un élément de Rn et que ⊕n≥0Rn = Z[xi|i ≥ 1], il
existe des coefficients βλ dans Z tels que

z =
∑
λ∈Pn

βλxλ.

En combinant les deux expressions, on obtient la relation suivante dans C⊗e(K(p)) :

0 =
∑
λ∈Pn

βλxλ −
∑

λ∈Pn,reg
αλyλ.

Par définition de yn, on a
yλ = xλ + rλ

avec rλ combinaison linéaire des {xλ′}λ′ /∈Pn,reg , donc

0 =
∑

λ∈Pn,reg
(βλ − αλ)xλ +

∑
λ/∈Pn,reg

βλxλ −
∑

λ∈Pn,reg
αλrλ.

Comme la famille {xλ}λ∈Pn est une base de Rn, on a

∑
λ∈Pn,reg

(βλ − αλ)xλ = 0

et pour tout λ ∈ Pn,reg,
βλ − αλ = 0.

En particulier, αλ est dans Z. Finalement z ∈ Z[yn, p - n], ce qui conclut la preuve.

Remarque 2. À nouveau C peut être remplacé par Q dans ce qui précède.

36



1.2. Caractères modulaires

Construction d’une famille de générateurs

Construisons maintenant une famille vérifiant les hypothèses du lemme 1.2.4.

Définition 1.2.5. Soit X(t) = ∑
n≥0 xnt

n une série formelle,

— La partie p-régulière de X est la série ∑p-n xnt
n,

— La partie p-singulière de X est la série ∑n≥0 xnpt
np.

Lemme 1.2.6. Soit X(t) = ∑
n≥0 xnt

n et C(t) = ∑
n≥1

ξn
n
tn deux séries formelles

telles que :
X(t) = exp(C(t)).

On note U(t) (resp. V (t)) la partie p-singulière (resp. p-régulière) de X(t), A(t)
(resp. B(t)) la partie p-singulière (resp. p-régulière) de C(t), et Y (t) = ∑

n≥0 ynt
n la

série formelle définie par
Y (t) = V (t)

U(t) .

La famille (yn)n≥0 a les propriétés suivantes :

1. yn = 0 pour p|n,

2. yn est polynomial en les ξi, p - i,

3. (yn − xn) est combinaison linéaire de xλ avec λ /∈ Pn,reg.

Démonstration. On écrit

exp(C(t)) = exp(A(t) +B(t))
= exp(A(t)). chp(B(t)) + exp(A(t)). shp(B(t)),

où chp(B(t)) désigne la partie p-singulière de exp(B(t)) et shp(B(t)) désigne la partie
p-régulière de exp(B(t)).

D’une part, en identifiant les parties p-régulières et p-singulières, on a :

U(t) = exp(A(t)). chp(B(t)) et V (t) = exp(A(t)). shp(B(t)),

ainsi
Y (t) = shp(B(t))

chp(B(t))

et (yn)n≥0 vérifie le second point.
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D’autre part :

1
U(t) = 1

1 +∑
n≥1 xpntpn

=
∑
k≥0

(−1)k(
∑
n≥1

xpnt
pn)k

=
∑
k≥0,

p|λ1,...,λk,λi>0

(−1)λ1+...λkxλ1,...,λkt
λ1+...+λk ,

donc

Y (t) = V (t)
[ ∑

k≥0,
p|λ1,...,λk,λi>0

(−1)λ1+...λkxλ1,...,λkt
λ1+...+λk

]
.

Ceci prouve 1) et 3).

La preuve donne une formule explicite pour les yn :

yn =
∑

(λ0,...,λk)∈(N∗)k+1∑
i
λi=n

p-λ0 et p|λi,i≥1

(−1)kxλ0 . . . xλk . (1.3)

Par exemple, pour p = 2 :

• y1 = x1,

• y3 = x3 − x1x2,

• y5 = x5 − x3x2 + x1x
2
2 − x1x4,

• y7 = x7 − x5x2 − x3x4 − x1x6 + x3x
2
2 + 2x1x4x2 − x1x

3
2.

Théorème 1.2.7. L’anneau K(p) est polynomial avec un générateur en chaque
degré premier à p,

e(K(p)) = Z[yn, p - n].

Démonstration. C’est une conséquence immédiate des lemmes 1.2.4 et 1.2.6.

Corollaire 1.2.8. L’anneau gradué R(p) n’est pas polynomial sur Z.

Démonstration. Supposons que R(p) soit polynomial. Alors, pour tout l premier,
Fl⊗R(p) est polynomial. D’après [BR08, Prop. 2.4], pour tout entier n, le module
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des indécomposables QR(p)n est sans torsion (voir A.1.12 pour la notation) et

dimFl Q(Fl⊗R(p))n = dimQQ(Q⊗R(p))n = rgQR(p)n.

Ainsi,

rgQR(p)n =
 1 si p - n,

0 sinon.

Pour tout p ne divisant pas n, un relèvement d’une base de QR(p)n dans R(p)n est
(d(yn)). La famille (d(yn))p-n est donc une famille de générateurs pour R(p) :

R(p) = Z[d(yn), p - n].

On en déduit que l’application c est un isomorphisme d’anneaux et que les mor-
phismes de Cartan cn sont des isomorphismes de groupes abéliens. Ce dernier point
est faux.

Par exemple, pour p = 2, on a un défaut de polynomialité en degré 2. Notons
pour tout n entier, Trn le caractère de la représentation triviale de Sn sur F2. Le
caractère Tr1 engendre le Z-module R(p)1 et est donc (au signe près) le seul choix
pour un générateur homogène de degré 1. Cependant (Tr1)2 n’engendre pas le Z-
module R(p)2. Le module R(p)2 est par exemple engendré par Tr2 et on a la relation
2 Tr2 = (Tr1)2.

Exemple. Explicitons les premiers générateurs de K(p). En degré 1, y1 = x1 est la
classe de la représentation triviale de S1. Notons que pour n ≥ 1, xn1 est la classe de
la représentation régulière de Sn.

En degré 2, il existe une unique représentation irréductible de S2 sur F2 : la repré-
sentation triviale. Donc il existe un unique F2S2-module projectif indécomposable :
la couverture de la représentation triviale, qui est F2S2. Sa classe est 2d(x2) = d(y1)2.

Pour n = 3, on a F2S3 = P ⊕ St⊕2
2 où P est la couverture projective de la

représentation triviale de S3 sur F2 et St2 est le deuxième F2S3-module irréductible.
En se servant des identifications précédentes, on obtient d(x1)3 = 2d(x1)d(x2), donc
d(x1)3 = 2d(x3)+2(d(x1)d(x2)−d(x3)). En particulier, (−d(y3)) = d(x1)d(x2)−d(x3)
est la classe de St2.

En degré 4, il y a deux F2S4-modules irréductibles [Web16, §p.267]. Notons P1 la
couverture projective de la représentation triviale et P2 la couverture projective du
deuxième module irréductible. On a F2S4 = P1 ⊕ P⊕2

2 et (−d(y1)d(y3)) est la classe
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de P2. La classe de la couverture projective du second module irréductible est donc
d(y1)4 + 2d(y1)d(y3).

Remarquons que y3 est l’opposé d’une vraie représentation. Des calculs sur Sa-
gemath [Dev17] montrent que les premiers générateurs yn sont au signe près, les
caractères de vraies représentations.

Conjecture 1.2.9. Pour tout n entier, (−1)q(n,p)yn est le caractère d’une vraie
représentation de Sn sur C avec q(n, p) quotient dans la division euclidienne de n
par p.

En fait, des calculs en petits degrés avec Sagemath [Dev17] et le package Hecke
de GAP [Gro17 ; Tra13] montrent que, au signe près, yn est le caractère d’un vrai
module projectif (on détaille cela au paragraphe 1.3 et dans l’appendice C).

Conjecture 1.2.10. Pour tout n entier, (−1)q(n,p)yn est l’image du caractère mo-
dulaire d’un vrai Fp Sn-module projectif par le morphisme e.

Fonctions de Witt

Une autre famille de générateurs est donnée par les fonctions de Witt . La fonc-
tion symétrique de Witt qn est la fonction symétrique définie par la formule :

∏
n≥1

1
1− qntn

=
∑
n≥0

tnhn.

Par exemple,

• q1 = h1,

• q2 = −h2
1 + h2,

• q3 = −h1h2 + h3,

• q4 = −h4
1 + 2h2h

2
1 − h2

2 − h3h1 + h4,

• q5 = −h2h
3
1 + h2

2h1 + h3h
2
1 − h3h2 − h4h1 + h5.

Puisque les fonctions symétriques homogènes hn sont des générateurs polyno-
miaux de l’algèbre des fonctions symétriques, il en va de même des fonctions de
Witt,

SymZ = Z[qn, n ≥ 0].
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Les fonctions qn se décrivent en fonction des sommes de Newton [ST96] :

pn =
∑
d|n
dq

n/d
d . (1.4)

La conjecture de Reutenauer [Reu95], prouvée indépendamment par W. Doran
[Dor96] et T. Scharf et J-Y. Thibon [ST96], assure que les fonctions de Witt sont
positives.

Proposition 1.2.11. Les fonctions q1, −qn, n ≥ 2 sont des combinaisons linéaires
entières positives des fonctions de Schur.

Notons pour tout n, wn le caractère de Sn correspondant à la fonction qn .
La conjecture de Reutenauer assure donc que (−wn) est le caractère d’une vraie
représentation, pour n ≥ 1. De plus, la formule (1.4) montre que pour n premier
avec p, wn est dans l’image de e. On déduit alors de la proposition 1.2.4, que la
famille {wn, p - n} est une famille de générateurs polynomiaux pour e(K(p)) :

e(K(p)) = Z[wn, p - n].

Des calculs en bas degré montrent que −wn est l’image par e du caractère mo-
dulaire d’un vrai Fp Sn-module projectif (voir à nouveau le paragraphe 1.3 et l’ap-
pendice C).

On propose la conjecture suivante.

Conjecture 1.2.12. Pour tout n ≥ 2, −wn est l’image du caractère modulaire d’un
vrai Fp Sn-module projectif par le morphisme e.

1.3 Décomposition des générateurs

Dans cette section on justifie les conjectures 1.2.10 et 1.2.12 par des tables don-
nant la décomposition des générateurs de K(p) sur la base des projectifs indécom-
posables (voir aussi l’appendice C pour la méthode de calcul). Les partitions dans la
première ligne d’un tableau font référence aux projectifs indécomposables qui leur
sont associés (on utilise se réfère à [JK84] pour l’indexation des projectifs indécom-
posables par les partitions). La deuxième ligne indique les coefficients du générateur
dans la base des projectifs indécomposables. On ne fait pas apparaître les partitions
pour lesquelles le coefficient associé est nul.
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1.3.1 p = 2

Décomposition des yn

(2
, 1

)

−y3 1

(3
, 2

)

y5 1

(4
, 3

)

(4
, 2

, 1
)

−y7 1 2

(5
, 4

)

(5
, 3

, 1
)

(4
, 3

, 2
)

y9 1 2 6

(6
, 5

)

(6
, 4

, 1
)

(6
, 3

, 2
)

(5
, 4

, 2
)

(5
, 3

, 2
, 1

)

−y11 1 4 4 8 18

(7
, 6

)

(7
, 5

, 1
)

(7
, 4

, 2
)

(7
, 3

, 2
, 1

)

(6
, 5

, 2
)

(6
, 4

, 3
)

(6
, 4

, 2
, 1

)

(5
, 4

, 3
, 1

)

y13 1 4 4 16 20 16 24 58

Décomposition des wn

(2
, 1

)

−w3 1

(4
, 1

)

(3
, 2

)

−w5 1 1

(6
, 1

)

(5
, 2

)

(4
, 3

)

(4
, 2

, 1
)

−w7 1 2 1 3
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(8
, 1

)

(7
, 2

)

(6
, 3

)

(5
, 4

)

(6
, 2

, 1
)

(5
, 3

, 1
)

(4
, 3

, 2
)

−w9 1 3 5 1 8 4 15
(1

0,
1)

(9
, 2

)

(8
, 3

)

(7
, 4

)

(6
, 5

)

(8
, 2

, 1
)

(7
, 3

, 1
)

(6
, 4

, 1
)

(6
, 3

, 2
)

(5
, 4

, 2
)

(5
, 3

, 2
, 1

)

−w11 1 4 9 15 3 17 18 13 78 38 105

(1
2,

1)

(1
1,

2)

(1
0,

3)

(9
, 4

)

(8
, 5

)

(7
, 6

)

(1
0,

2,
1)

(9
, 3

, 1
)

(8
, 4

, 1
)

(8
, 3

, 2
)

(7
, 5

, 2
)

(7
, 4

, 2
)

. . .
−w13 1 1 16 32 43 1 32 40 125 219 22 267 . . .

. . . (6
, 5

, 2
)

(6
, 4

, 3
)

(7
, 3

, 2
, 1

)

(6
, 4

, 2
, 1

)

(5
, 4

, 3
, 1

)

. . . 133 100 616 246 658

1.3.2 p = 3

Décomposition des yn

(2
)

y2 1

(3
, 1

)

−y4 1

(4
, 1

)

−y5 1

(5
, 2

)

(5
, 1

, 1
)

y7 1 1
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(6
, 2

)

(6
, 1

, 1
)

(5
, 3

)

y8 1 1 2

(7
, 3

)

(7
, 2

, 1
)

(6
, 4

)

(6
, 3

, 1
)

(5
, 3

, 1
, 1

)

−y10 1 1 2 4 3

(8
, 3

)

(8
, 2

, 1
)

(7
, 4

)

(7
, 3

, 1
)

(7
, 2

, 1
, 1

)

(6
, 4

, 1
)

−y11 1 1 3 4 3 8

Décomposition des wn

(1
, 1

)

−w2 1

(3
, 1

)

(2
, 2

)

(2
, 1

, 1
)

−w4 1 1 1

(4
, 1

)

(3
, 1

, 1
)

(2
, 2

, 1
)

−w5 1 1 1

(6
, 1

)

(5
, 2

)

(5
, 1

, 1
)

(4
, 3

)

(4
, 2

, 1
)

(3
, 3

, 1
)

(3
, 2

, 2
)

−w4 1 2 2 1 1 3 1 2
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(7
, 1

)

(6
, 2

)

(5
, 3

)

(4
, 4

)

(6
, 1

, 1
)

(5
, 2

, 1
)

(4
, 3

, 1
)

(4
, 2

, 2
)

(3
, 3

, 2
)

(4
, 2

, 1
, 1

)

(3
, 3

, 1
, 1

)

(3
, 2

, 2
, 1

)

−w8 1 2 5 1 3 6 3 7 6 1 4 8
(9

, 1
)

(8
, 2

)

(7
, 3

)

(6
, 4

)

(8
, 1

, 1
)

(7
, 2

, 1
)

(6
, 3

, 1
)

(6
, 2

, 2
)

(5
, 3

, 2
)

(4
, 4

, 2
, 2

)

. . .
−w10 1 4 5 11 4 10 34 15 15 3 . . .

. . . (4
, 3

, 3
)

(6
, 2

, 1
, 1

)

(5
, 3

, 1
, 1

)

(4
, 4

, 1
, 1

)

(5
, 2

, 2
, 1

)

(4
, 3

, 2
, 1

)

(4
, 2

, 2
, 1

, 1
)

(3
, 3

, 2
, 1

, 1
)

. . . 9 25 67 4 28 12 64 30

(1
0,

1)

(9
, 2

)

(8
, 3

)

(7
, 4

)

(6
, 5

)

(9
, 1

, 1
)

(8
, 2

, 1
)

(7
, 3

, 1
)

(6
, 4

, 1
)

(5
, 5

, 1
)

(7
, 2

, 2
)

(6
, 3

, 2
)

. . .
−w11 1 3 10 11 1 4 11 29 1 1 30 81 . . .

. . . (5
, 4

, 2
)

(5
, 3

, 3
)

(7
, 2

, 1
, 1

)

(6
, 3

, 1
, 1

)

(5
, 4

, 1
, 1

)

(6
, 2

, 2
, 1

)

(5
, 3

, 2
, 1

)

(4
, 4

, 2
, 1

)

(4
, 3

, 3
, 1

)

(4
, 3

, 2
, 2

)

(5
, 2

, 2
, 1

, 1
)

(4
, 3

, 2
, 1

)

(3
, 3

, 2
, 2

, 1
)

. . . 8 19 54 72 3 54 65 26 54 12 82 38 5
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2
Caractères des produits en
couronne avec les groupes
symétriques

Ce chapitre généralise les résultats du précédent au cas des produits en cou-
ronne d’un groupe fini G avec les groupes symétriques. Le résultat principal étend
le théorème 1.2.7.

Théorème 2.0.1. Soit k un corps de décomposition pour G avec car(k) = p. L’an-
neau ⊕n≥0K0(kG o Sn -proj) est polynomial sur Z.

Cette généralisation s’appuie essentiellement sur le fait que les représentations
irréductibles des produits en couronne s’expriment en fonction des représentations
irréductibles du groupe G et des représentations irréductibles des groupes symé-
triques.

On commence par rappeler la théorie des représentations des produits en cou-
ronne [JK84]. On explique notamment comment s’applique la théorie des algèbres
auto-adjointes à ce cadre [Zel81]. Dans un deuxième temps on s’intéresse aux repré-
sentations modulaires pour aboutir au théorème.
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2.1 Produits en couronne

Fixons pour tout le chapitre un groupe fini G. Le groupe symétrique Sn agit à
gauche sur le groupe produit Gn = G× . . .×G par permutation des facteurs. Pour
tout n-uplet g = (g1, . . . , gn) dans Gn et tout σ dans Sn, on note :

σg = (gσ−1(1), . . . , gσ−1(n)),

l’image de g sous l’action de σ. On appelle produit en couronne de G avec Sn, et on
note G o Sn, le produit semi-direct

G o Sn := Gn o Sn = {(g, σ)|g = (g1, . . . , gn) ∈ Gn, σ ∈ Sn}.

La multiplication de deux éléments est

(g, σ).(h, ω) = (g.σh, σ.ω)

et l’inverse de (g, σ) = ((g1, . . . , gn, σ) est

(g−1
σ(1), . . . , g

−1
σ(n), σ

−1).

Par définition, Gn est un sous-groupe distingué de G o Sn et (G o Sn)/Gn ∼= Sn.

Remarque 3. On peut penser à GoSn comme à l’ensemble des matrices de taille n×n
à coefficient dans G, ayant un seul coefficient non-nul sur chaque ligne et chaque
colonne.

2.1.1 Classes de conjugaison

Notons C(G) = {C1, . . . , Cr} l’ensemble des classes de conjugaison de G. Soit
(g, σ) un élément de G o Sn, considérons γ = (γ1, . . . , γk) un cycle dans la décompo-
sition à support disjoint de σ. L’élément gγk . . . . .gγ1 est appelé produit cyclique de g
associé au cycle γ. La classe de conjugaison du produit cyclique gγk . . . . .gγ1 dans G
est indépendante de la permutation cyclique des éléments γ1, . . . , γk. On peut ainsi
définir une application ϕ(g,σ) : C(G) → P telle que pour tout i dans {1, . . . , r},
ϕ(g,σ)(Ci) = (λ1, . . . , λk) si σ admet λl cycles de longueur l dont le produit cyclique
est dans la classe de conjugaison Ci. L’application ϕ(g,σ) est appelée le type de (g, σ).
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Proposition 2.1.1. Deux éléments de G o Sn sont conjugués si, et seulement si, ils
ont le même type. En particulier, les classes de conjugaison de GoSn sont paramétrées
par les applications ϕ : C(G)→ P , telles que ∑C∈C(G) |ϕ(C)| = n.

Démonstration. Supposons que (g, σ) et (f , τ) soient conjugués dans G oSn. Il existe
(h, π) = ((h1, . . . , hn), π) dans G o Sn tel que

((h1, . . . , hn), π)((g1, . . . , gn), σ)((h−1
π(1), . . . , h

−1
π(n)), π−1) = ((f1, . . . , fn), τ).

Donc σ et τ sont conjugués dans Sn. Il reste à montrer que pour tout cycle (i1, . . . , ik)
de σ, les produits cycliques gik . . . gi1 et fπ(ik) . . . fπ(i1), associés à σ et τ respective-
ment, sont conjugués. On a

(h, π).((g1, . . . , gn), σ).(h, π)−1 = ((h1gπ−1(1)h
−1
π−1σπ(1), . . . , hngπ−1(n)h

−1
π−1σ−1π(n), πσπ

−1)

= ((h1gπ−1(1)h
−1
τ−1(1), . . . , hngπ−1(n)h

−1
τ−1(n)), τ)

= ((f1, . . . , fn), τ).

Ainsi, pour tout l dans {1, . . . , k},

fπ(il) = hπ(il)gilh
−1
τ−1(π(il))

= hπ(il)gilh
−1
π(il−1).

On en déduit que

fπ(ik)fπ(ik−1) . . . fπ(i1) = hπ(ik)gi1gik−1 . . . gi1h
−1
π(ik).

Ainsi, (g, σ) et (f , τ) ont même type.
Réciproquement, supposons que (g, σ) et (f , τ) aient le même type. Alors, il

existe π dans Sn tel que
τ = πσπ−1

et tel que pour tout cycle (i1, . . . , ik) de σ, les éléments gik . . . gi1 et fπ(ik) . . . fπ(i1)

soient conjugués. Pour tout cycle (i1, . . . , ik) de σ, choisissons hπ(ik) dans G tel que

fπ(ik) . . . fπ(i1) = hπ(ik)gik . . . gikh
−1
π(i1),
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et pour tout l dans {2, . . . , k}, notons

hπ(il−1) = f−1
π(il)hπ(il)gil .

On a
fπ(i1) = hπ(i1)gilh

−1
π(ik)

= hπ(i1)gi1h
−1
τ−1(π(i1)).

et pour tout l dans {2, . . . , k},

fπ(il) = hπ(il)gilh
−1
π(il−1)

= hπ(il)gilh
−1
τ−1(π(il)).

En remontant les calculs de la première partie de la preuve, on obtient (h1, . . . , hn)
dans Gn tel que

((h1, . . . , hn), π)(g, σ)(h−1
π(1), . . . , h

−1
π(n), π

−1) = (f , τ).

Considérons maintenant p un nombre premier et notons Creg(G) l’ensemble des
classes de conjugaison p-régulières de G.

Proposition 2.1.2. Les classes de conjugaison p-régulières de G o Sn sont paramé-
trées par les applications ϕ : Creg(G)→ Preg, telles que

∑
C∈Creg(G) |ϕ(C)| = n.

Démonstration. Soit (g, σ) un élément de G oSn. Remarquons que l’ordre de σ divise
celui (g, σ). Donc, si σ est un élément p-régulier de Sn, ϕ(g,σ) est à valeurs dans Preg
puisque σ ne possède pas de cycle de longueur divisible par p.

Réciproquement, si (g, σ) est de type ϕ, avec ϕ à valeur dans Preg, alors σ ne
possède pas de cycle de longueur divisible par p. Donc σ est p-régulier.

Supposons maintenant que σ soit p-régulier et notons e son ordre. On a :

(g, σ)e = (g(σg) . . . (σe−1g), id).

Soit γ = (i1, . . . , ik) un cycle de σ. Le ik-ème facteur de g(σg) . . . (σe−1g) est
gikgik−1 . . . gi1 , c’est-à-dire le produit cyclique de g associé à γ. Donc (g, σ) est d’ordre
premier à p si, et seulement si, tous ses produits cycliques sont d’ordre premier à
p.
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2.1.2 Représentations complexes

On explique ici brièvement la théorie des représentations complexes des pro-
duits en couronne. Elle se déduit principalement de la théorie des représentations
complexes des groupes symétriques.

Soit U une représentation complexe de G et V une représentation de Sn. Le
groupe G o Sn agit sur U⊗n ⊗ V . Pour g = (g1, . . . , gn) dans G, σ dans Sn et u1 ⊗
. . .⊗ un ⊗ v un vecteur de U⊗n ⊗ V ,

g(u1 ⊗ . . .⊗ un ⊗ v) := g1u1 ⊗ . . .⊗ gnun ⊗ v

et
σ(u1 ⊗ . . .⊗ un ⊗ v) := uσ−1(1) ⊗ . . .⊗ uσ−1(n) ⊗ σv.

Notons Irr(G) = {U1, . . . , Ur} l’ensemble des représentations irréductibles de G
et pour Vλ une représentation simple de Sn,

Vi,λ := U⊗ni ⊗ Vλ

la représentation de GoSn avec l’action décrite ci-dessus. Maintenant pour λ1, . . . , λr,
des partitions de n1, . . . , nr respectivement (avec éventuellement nj = 0), le produit

V1,λ1 ⊗ . . .⊗ Vr,λr = (U⊗n1
1 ⊗ Vλ1)⊗ . . .⊗ (U⊗nrr ⊗ Vλr)

est une représentation de (GoSn1)×. . .×(GoSnr). En identifiant (GoSn1)×. . .×(GoSnr)
à un sous-groupe de G oSn, avec n = n1 + . . .+nk, on peut induire la représentation
précédente sur G o Sn. On obtient la représentation

IndGoSn(GoSn1 )×...×(GoSnr )(V1,λ1 ⊗ . . .⊗ Vr,λr).

Cette construction permet en fait de décrire les représentations irréductibles deGoSn.
Soit λ : Irr(G) → P l’application qui à la représentation irréductible Ui associe la
partition λi. On note

Vλ := IndGoSn(GoSn1 )×...×(GoSnr )(V1,λ1 ⊗ . . .⊗ Vr,λr)

la représentation de G o Sn décrite ci-dessus.

51



Chapitre 2 – Caractères des produits en couronne avec les groupes symétriques

Théorème 2.1.3. [JK84] Les représentations irréductibles de G o Sn sont toutes de
la forme Vλ avec λ : Irr(G) → P telle que ∑U∈Irr(G) |ϕ(U)| = n. De plus Vλ ∼= Vλ′

si, et seulement si, λ = λ′.

2.2 Structure d’algèbre de Hopf

Notons R(G)n = K0(C(G o Sn) -mod) le groupe de Grothendieck des C(G o Sn)-
modules. On identifie Rn(G) au Z-module libre engendré par les caractères irré-
ductibles de G o Sn et on note χλ le caractère de la représentation irréductible Vλ
de G o Sn. On munit le groupe gradué R(G) = ⊕

n≥0R(G)n de la base formée des
caractères irréductibles

{χλ, λ : Irr(G)→ P}.

Comme dans le cas des groupes symétriques, les foncteurs d’induction et de
restriction permettent de définir une multiplication ◦ et une comultiplication ∆ sur
R(G) :

◦ : R(G)m ⊗R(G)n → R(G)m+n

[V ]⊗ [W ] 7→ [IndGoSm+n
(GoSm)×(GoSn)(V ⊗W )],

et pour tout n entier :

∆ : R(G)n →
⊕
k+l=nR(G)k ⊗R(G)l

[V ] 7→ ∑
k+l=n[ResGoSn(GoSk)×(GoSl)(V )].

Enfin, on munit R(G) du produit scalaire pour lequel la base des caractères
irréductibles est orthonormale. À nouveau, les opérations ◦ et ∆ sont adjointes
l’une de l’autre pour ce produit scalaire.

Proposition 2.2.1. [Zel81, §7.1] (R(G), ◦,∆) est une algèbre de Hopf auto-duale
positive. Les éléments primitifs irréductibles sont les caractères irréductibles de
G ∼= G o S1, c’est-à-dire les éléments de Irr(G).

D’après le théorème de décomposition des algèbres de Hopf auto-adjointes posi-
tives [Zel81],

R(G) ∼=
⊗

ρ∈Irr(G)
R(ρ),
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où R(ρ)n est le Z-module engendré par les facteurs directs de

ρn = IndGoSnGn (ρ⊗ . . .⊗ ρ)

(voir appendice A).
Soit ρ une représentation irréductible de G. On peut lui associer le foncteur

additif
Fρ,n : CSn -mod → C(G o Sn) -mod

Vλ 7→ ρ⊗n ⊗ Vλ,

où l’action de G o Sn sur ρ⊗n ⊗ Vλ est celle définie au paragraphe précédent.
On obtient ainsi un morphisme de groupes gradués

Fρ : R→ R(G).

Proposition 2.2.2. [Zel81, §7] L’application Fρ est un morphisme d’algèbres de
Hopf auto-adjointes positives.

En particulier, Fρ induit un isomorphisme entre R et R(ρ).

Définition 2.2.3. Pour x dans R et ρ dans Irr(G), on note x(ρ) = Fρ(x).

Avec cette notation,

R(G) = Z[xn(ρ)|n ≥ 1, ρ ∈ Irr(G)],

où xn désigne la représentation triviale de Sn.
Par ailleurs, comme R(G) est une algèbre de Hopf, d’après le théorème A.1.11,

l’algèbre C⊗R(G) est polynomiale sur C. Rappelons que l’espace C⊗R(G)n s’iden-
tifie à CF(G oSn), l’espace vectoriel des fonctions de classes sur G oSn. De plus, une
famille de générateurs polynomiaux est donnée par les fonctions caractéristiques des
classes de conjugaison de la forme

(g, σ) = ((g1, . . . , gn), (1 . . . n)).

Pour gn . . . g1 dans C, on note ξi,C cette fonction.
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2.3 Caractères modulaires

Fixons (K,A, k) un système p-modulaire de décomposition pour G. C’est égale-
ment un système de décomposition pour tous les G o Sn [JK84].

Pour tout n entier, on note R(k,G)n = K0(k(G o Sn) -mod) le groupe de Gro-
thendieck des k(G o Sn)-modules de type fini et K(k,G)n = K0(k(G o Sn) -proj) le
groupe de Grothendieck des k(G o Sn)-modules projectifs.

Comme dans les cas précédents, le groupe gradué R(k,G) =
⊕
n≥0

R(k,G)n est

muni d’une multiplication donnée par les foncteurs d’induction

R(k,G)m ⊗R(k,G)n → R(k,G)m+n

[M ⊗N ] 7→
[
IndGoSm+n

(GoSm)×(GoSn)(M ⊗N)
] ,

pour M un (G o Sm)-module et N un (G o Sn)-module, et d’une comultiplication
donnée par les foncteurs de restriction

R(k,G)n →
⊕

i+j=nR(k,G)i ⊗R(k,G)j
[N ] 7→ ∑

i+j=n

[
ResGoSn(GoSi)×(GoSj) N

]
,

pour N un (G o Sn)-module.
Les foncteurs d’induction et de restriction sont exacts. En particulier, ils pré-

servent les projectifs. On peut donc restreindre ces opérations àK(k,G) =
⊕
n≥0

K(k,G)n.

Notons c(G) = ⊕
cn(G) : K(k,G) → R(k,G) l’application de Cartan graduée,

e(G) = ⊕
en(G) : K(k,G)→ R(G) et d(G) = ⊕

dn(G) : R(G)→ R(k,G) l’applica-
tion de décomposition (voir B.2.4). On a une version graduée du triangle cde,

K(k,G) c(G) //

e(G) %%

R(k,G)

R(G)
d(G)

::
.

Proposition 2.3.1. Le diagramme précédent est un diagramme d’algèbres de Hopf.

Démonstration. Commençons par montrer que e(G) est une application multiplica-
tive et comultiplicative.

Soient P un k(G o Sm)-module projectif de type fini et Q un k(G o Sn)-module
projectif de type fini. Il existe un A(GoSm)-module projectif P̃ et un A(GoSn)-module
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projectif Q̃ tels que
P ∼= k ⊗A P̃ et Q ∼= k ⊗A Q̃.

On a alors
IndGoSm+n

(GoSm)×(GoSn)(P ⊗Q) ∼= ⊗A(P̃ ⊗ Q̃).

Par définition,

e(G)([P ].[Q]) = [K⊗A IndGoSm+n
(GoSm)×(GoSn)(Q̃⊗ P̃ )]

et
e(G)([P ]).e(G)([Q]) = [K⊗AP̃ ].[K⊗AQ̃]

= [IndGoSm+n
(GoSm)×(GoSn)((K⊗AP̃ )⊗ (K⊗AQ̃))]

= [K⊗A(IndGoSm+n
(GoSm)×(GoSn)(P̃ ⊗ Q̃)].

Donc e est multiplicative.
De même,

∆([P ]) = ∑
k+l=n[ResGoSn(GoSk)×(GoSl) P ]

= ∑
k+l=n[ResGoSn(GoSk)×(GoSl) k ⊗A P̃ ]

= ∑
k+l=n[k ⊗A ResGoSn(GoSk)×(GoSl) P̃ ].

Donc,
e(G)(∆[P ]) = ∑

k+l=nK⊗A[ResGoSn(GoSk)×(GoSl) P̃ ]

= ∑
k+l=n[ResGoSn(GoSk)×(GoSl) K⊗AP̃ ]

= ∆(e(G)([P ])).

Comme e(G) est injective, on en déduit que K(k,G) est une algèbre de Hopf et
que e(G) est un morphisme d’algèbres de Hopf.

On montre de manière similaire que d(G) est multiplicative et comultiplicative.
Comme d(G) est surjective, on obtient que R(k,G) est une algèbre de Hopf et que
d(G) est un morphisme d’algèbres de Hopf.

Dans toute la suite, on confondK(k,G) et son image dans R(G) par l’application
e(G). Cette image est le sous-anneau de R(G) formé des caractères nuls en dehors

55
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des classes de conjugaison p-régulières.

2.3.1 Fonctions de classes

Rappelons que pour tout entier n, CF(G o Sn) désigne le C-espace vectoriel
des fonctions de classes sur G o Sn. Il s’identifie à C⊗R(G)n via les caractères et⊕

n≥0 CF(G o Sn) s’identifie à l’algèbre C⊗R(G). De la même manière C⊗K(k,G)
s’identifie, via l’application e, à CFreg(GoSn), le sous-espace de CF (GoSn) formé des
fonctions de classes nulles en dehors des classes p-régulières, et R(k,G) s’identifie à
CF(G o Sn)reg l’espace des fonctions sur les classes p-régulières, via les caractères de
Brauer. En étendant les opérations de manière C-linéaire, on identifie les algèbres
C⊗K(k,G) avec ⊕n≥0 CFreg(G o Sn) et C⊗R(k,G) avec ⊕n≥0 CF(G o Sn)reg.

Le triangle suivant est donc commutatif :

⊕
n≥0 CFreg(G o Sn) c(G) //

e(G) ))

⊕
n≥0 CF(G o Sn)reg

⊕
n≥0 CF(G o Sn)

d(G)

55
.

Puisque ⊕n≥0 CFreg(G o Sn) est une C-algèbre de Hopf graduée, c’est une al-
gèbre polynomiale d’après le théorème de Milnor-Moore (voir théorème A.1.11). Par
ailleurs, rappelons que l’espace des éléments primitifs de ⊕n≥0 CF(G oSn) est engen-
dré par les fonctions de classes ξi,C avec i entier et C une classe de conjugaison de G.
On en déduit que les fonctions ξi,C avec p ne divisant par i, engendrent l’ensemble
des éléments primitifs de ⊕n≥0 CFreg(G o Sn). Donc

⊕
n≥0

CFreg(G o Sn) = C[ξi,C , p - i et C ∈ Clreg(G)].

2.3.2 Polynomialité

Notons e l’inclusion de K0(kG -proj) dans K0(KG -mod) (voir B.2.3). Considé-
rons une base {ϕ1, . . . , ϕM} de K0(kG -proj), par exemple la base formée des kG-
modules projectifs indécomposables. Puisque l’inclusion e(G) se rétracte, on peut la
compléter en une base

{ϕ1, . . . , ϕM , ϕM+1, . . . , ϕN},

de K0(KG -mod).
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2.3. Caractères modulaires

On note pour tout i ∈ [[1, N ]] :

ϕi =


ϕ1,i
...

ϕN,i

 .

La matrice (ϕs,t)1≤s,t≤N est la matrice de passage de la base {ϕ1, . . . , ϕN} à la base
{ρ1, . . . , ρN} formée des caractères irréductibles de G.

Définition 2.3.2. Pour tout k ∈ {1, . . . ,M}, on note

Xk(t) =
∑
i≥0

Xk,it
i =

(∑
i≥0

xi(ρ1)ti
)ϕ1,k

. . .
(∑
i≥0

xi(ρM)ti
)ϕM,k

.

Rappelons que pour tout x dans R et tout i dans {1, . . . , N}, x(ρi) = Fρi(x).
Pour alléger les notations dans la suite, on note Fi = Fρi .

Lemme 2.3.3. Pour tout k ∈ {1, . . . ,M}, on a l’égalité suivante dans⊕n≥0 CF(G o Sn) :

Xk(t) = exp(Ck(t))

avec
Ck(t) =

∑
i≥1

[ ∑
C∈Clreg(G)

( N∑
j=1

|C|
|G|

ϕj,kχj(C)
)ξi,C
i
ti
]
.

Démonstration.

Xk(t) =
(∑
i≥0

F1(xi)ti
)ϕ1,k

. . .
(∑
i≥0

FM(xi)ti
)ϕM,k

= exp
(∑
i≥1

F1(ci
i

)ti
)ϕ1,k

. . . exp
(∑
i≥1

FM(ci
i

)ti
)ϕM,k

= exp
(∑
i≥1

(
N∑
j=1

ϕj,kFj(
ci
i
ti))

)

= exp
(∑
i≥1

[ N∑
j=1

( ∑
C∈Cl(G)

ϕj,kχk(C) |C|
|G|

ξi,C
i
ti
)])

car Fj(ci) = ∑
C∈Cl(G) χj(C) |C||G|ξi,C .
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Donc

Xk(t) = exp
[ ∑
C∈Cl(G)

( N∑
j=1

ϕj,kχk(C) |C|
|G|

ξi,C
i
ti
]

= exp
[ ∑
C∈Clreg(G)

( N∑
j=1

ϕj,kχk(C) |C|
|G|

ξi,C
i
ti
]
,

puisque ϕk est nul en dehors des classes de conjugaison p-régulières.

Définition 2.3.4. Pour tout k ∈ {1, . . . ,M}, on note :

Yk(t) =
∑
n≥0

Yk,nt
n = Vk(t)

Uk(t)
,

où Uk(t) désigne la partie p-régulière de Xk(t) et Vk(t) sa partie p-singulière (voir
définition 1.2.5).

D’après le lemme 1.2.6, pour tout k dans {1, . . . ,M},

1. Yk,n = 0 pour p|n,

2. Yk,n est un polynôme à coefficient dans C en les ξi,C , p - i et C ∈ Clreg(G),

3. En notant Xk,λ = Xk,λ1 . . . Xk,λk pour λ = (λ1, . . . , λk) ∈ Pn, (Yk,n −Xk,n) est
combinaison linéaire de Xk,λ avec λ /∈ Pn,reg.

En particulier, pour tout n entier et k dans {1, . . . ,M}, Yk,n est dans K(G)n.

Lemme 2.3.5. L’ensemble {Xk,i|k ∈ [[1;N ]], i ≥ 1} est un ensemble de générateurs
de l’anneau gradué R(G),

R(G) = Z[Xk,i|k ∈ [[1;N ]], i ≥ 1].

Démonstration. On montre par récurrence sur n ∈ N∗ que

Z[Xk,i|k ∈ [[1;N ]], 1 ≤ i ≤ n] = Z[Fk(xi)|k ∈ [[1;N ]], 1 ≤ i ≤ n].

Pour i = 1, on a :
X1,1 = ϕ1,1F1(x1) + . . .+ ϕN,1FN(x1)

...

XN,1 = ϕ1,NF1(x1) + . . .+ ϕN,NFN(x1).
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Mais (ϕi,j)1≤i,j≤N est une matrice inversible dans Z, donc

Z[Xk,1|k ∈ [[1;N ]]] = Z[Fk(x1)|k ∈ [[1;N ]]].

Supposons maintenant que

Z[Xk,i|k ∈ [[1;N ]], 1 ≤ i ≤ n− 1] = Z[Fk(xi)|k ∈ [[1;N ]], 1 ≤ i ≤ n− 1].

On a :
X1,n = ϕ1,1F1(xn) + . . .+ ϕN,1FN(xn) +R1

...

XN,n = ϕ1,NF1(xn) + . . .+ ϕN,NFN(xn) +RN

avec Rk ∈ Z[Xk,i|k ∈ [[1;N ]], 1 ≤ i ≤ n− 1]. Ainsi les

ϕ1,1F1(xn) + . . .+ ϕN,1FN(xn)

...

ϕ1,NF1(xn) + . . .+ ϕN,NFN(xn)

sont dans Z[Xk,i|k ∈ [[1;N ]], 1 ≤ i ≤ n]. Comme (ϕi,j)1≤i,j≤N ∈ GLN(Z), les Fk(xn),
1 ≤ k ≤ N , sont dans Z[Xk,i|k ∈ [[1;N ]], 1 ≤ i ≤ n] et le résultat est prouvé.

On peut maintenant donner le théorème principal de cette section.

Théorème 2.3.6. L’anneau K(k,G) est polynomial. Plus précisément, on a :

K(k,G) = Z[Yi,n|i ∈ [[1;M ]], p - n].

En particulier,

K(k,G) ∼=
M⊗
i=1

K(p).

Démonstration. On sait que

Z[Yi,n|i ∈ [[1;M ]], p - n] ⊂ K(k,G).
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De plus, en comparant les dimensions degré par degré, on obtient

C⊗K(k,G) = C[Yi,n|i ∈ [[1;M ]], p - n]. (2.1)

Il reste à montrer que pour z homogène de degré n dans K(k,G), z est un polynôme
à coefficients dans Z en les Yi,k, i ∈ [[1,M ]] et k ≤ n.

Considérons donc un tel z. D’après (2.1) :

z =
∑

λ1,...,λM∈Preg,∑
|λi|=n

αλ1,...,λMy1,λ1 . . . yM,λM

avec αλ1,...,λM ∈ K, et

z =
∑

λ1,...,λN∈P,∑
|λi|=n

βλ1,...,λNX1,λ1 . . . XN,λN ,

avec βλ1,...,λN ∈ Z, d’après le lemme 2.3.5. Or yi,λ = Xi,λ +Ri,λ où Ri,λ est combinai-
son linéaire de Xi,λ′ avec λ′ /∈ Preg et la famille {X1,λ1 . . . XN,λN}λi∈P,

∑
|λi|=n forme

une base de R(G)n. Donc

y1,λ1 . . . yM,λM = X1,λ1 . . . XM,λM +Rλ1,...,λM ,

où Rλ1,...,λM est un polynôme en les Xi,λ′ avec i ∈ [[1,M ]] et λ′ /∈ Preg. On a alors :

0 =
∑

λ1,...,λM∈Preg,∑
|λi|=n

(αλ1,...,λM − βλ1,...,λM )X1,λ1 . . . XM,λM

+
∑

λ1,...,λM∈Preg,∑
|λi|=n

αλ1,...,λMRλ1,...,λM

−
∑

λ1,...,λM /∈Preg,∑
|λi|=n

βλ1,...,λMX1,λ1 . . . XN,λM −
∑

(λM+1,...,λN )6=0,∑
|λi|=n

βλ1,...,λNX1,λ1 . . . XN,λN .

Par indépendance linéaire des {X1,λ1 . . . XN,λN}λi∈P,
∑
|λi|=n, pour tout λ1, . . . , λM ∈ Preg,

αλ1,...,λM = βλ1,...,λM donc αλ1,...,λM ∈ Z et le résultat est prouvé.
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3
Caractères des groupes linéaires
en caractéristique transverse

Nous avons vu dans les chapitres précédents que les caractères complexes des
groupes symétriques et des produits en couronne d’un groupe fini G avec les groupes
symétriques respectivement, s’organisent en une structure d’algèbre de Hopf auto-
adjointe positive. En particulier, ce sont des anneaux de polynômes sur les entiers.
On a utilisé ce résultat pour montrer que les caractères modulaires des modules
projectifs se structurent également en anneaux de polynômes sur les entiers.

Un résultat remarquable de A. Zelevinsky [Zel81] affirme que c’est aussi le cas
des caractères complexes des groupes linéaires finis : ils forment une algèbre de
Hopf auto-adjointe positive. Le présent chapitre explique ces résultats. C’est aussi
l’occasion d’introduire des notations qui serviront au chapitre suivant.

On étudie brièvement le cas modulaire, obtenant par exemple que le C-espace
vectoriel des caractères l-modulaires des GLn(Fq), avec l et q premiers entre eux,
est une sous-algèbre de Hopf de C⊗(⊕n≥0K0(GLn(Fq) -mod).

Les résultats s’adaptent au cas des groupes unitaires finis en utilisant les foncteurs
de Lusztig et des résultats de François Digne et Jean Michel [DM87].
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3.1 Classes de conjugaison

Pour n entier, on note GLn(Fq) le groupe fini des matrices inversibles sur Fq, le
corps fini à q éléments, où q = pn et p est premier.

On note Fq[x] l’anneau des polynômes sur Fq en l’indéterminée x et Φ l’ensemble
des polynômes irréductibles sur Fq, distincts de x (c’est l’ensemble des polynômes
caractéristiques des matrices inversibles sur Fq).

Les classes de conjugaison des éléments de GLn(Fq) sont décrites par leurs inva-
riants de similitude. Soit g dans GLn(Fq) et f dans Φ, on note mf i(g) la multiplicité
de f i comme invariant de similitude de g. On note U(f i) la matrice compagnon de
f i et pour λ = (λ1, . . . , λk) une partition de n,

Uλ(f) =


U(fλ1)

. . .
U(fλk)

 .

Si fk1
1 . . . fkrr est la décomposition en facteurs irréductibles du polynôme caractéris-

tique de g, un représentant de sa classe de conjugaison est la matrice

Uλ1(f1)

. . .
Uλr(fr)

 ,

où pour tout i dans {1, . . . , r},

λi = (1n1 , . . . , sns , . . .),

et nj = m(fi)j(g) est la multiplicité de (fi)j comme invariant de similitude de g.
Autrement dit, on a un isomorphisme de modules,

Fq[x]/(g) ∼=
⊕
f∈Φ

⊕
i≥1

(
Fq[x]/(f i)

)mfi (g).
Les classes de conjugaison des éléments de GLn(Fq) sont donc paramétrées par

les applications
λ : Φ → P ,

telles que∑f∈Φ deg(f)|λ(f)| = n. Précisément, à chaque g dans GLn(Fq), on associe
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l’application
λg : f 7→ (mf1(g),mf2(g), . . . ,mfk(g), . . .),

et λg ne dépend que de la classe de conjugaison de g.
Soit λ une application de Φ dans P . On appelle support de λ l’ensemble des

polynômes f de Φ pour lesquelles λ(f) 6= (0). Si λ est associée à une classe de
conjugaison dans GLn(Fq), son support est un ensemble fini.

On note ord(g) l’ordre de g dans GLn(Fq). Pour f un polynôme sur Fq, on note
ord(f) l’ordre de la matrice compagnon de f . Si f est irréductible, ord(f) est égal
à l’ordre de ses racines dans Fq, en particulier ord(f) divise qdeg(f) − 1.

Lemme 3.1.1. [LN97, Thm 3.8] Soit f un élément de Φ et i dans N. Alors

ord f i = pt ord(f),

où t est le plus petit entier tel que pt ≥ i.

Ainsi pour g un élément de GLn(Fq) et λg : Φ → P l’application associée à sa
classe de conjugaison,

ord(g) = ptM,

avec
M = ppcm{ord(f)|f ∈ Φ,λ(f)l(λ(f)) 6= 0},

où l(λ) désigne le nombre de parts de λ et t le plus petit entier tel que pt ≥ maxf∈Φ{λ(f)l(λ(f))}.

3.2 Représentations complexes

Notons Rn = K0(CGLn(Fq)) le groupe de Grothendieck des CGLn(Fq)-modules.
Ce groupe s’identifie au Z-module engendré par les caractères irréductibles deGLn(Fq).
On note Cn le C-espace vectoriel engendré par les fonctions de classes sur GLn(Fq),
C⊗Rn

∼= Cn.
À nouveau, on considère le groupe gradué R = ⊕

n≥0Rn, avec R0 = Z. On le mu-
nit d’une structure d’algèbre de Hopf graduée en utilisant les foncteurs d’induction
et de restriction parabolique.
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3.2.1 Induction et restriction parabolique

Soient n et m deux entiers naturels. Notons Gm,n le sous-groupe de Levi de
GLm+n(Fq) formé des matrices diagonales par blocs

Am 0
0 An

 ,
avec Am dans GLm(Fq) et An dans GLn(Fq), et notons Um,n le sous-groupe unipotent
de GLm+n(Fq) formé des matrices du type


1 M

. . .
0 1

 ,

avec M dans Mm,n(Fq). Le sous-groupe Gm,n agit par conjugaison sur Um,n et
Gm,n ∩ Um,n = {1}. On note Pm,n = Gm,n n Um,n. C’est le sous-groupe parabolique
de GLm+n(Fq) formé des matrices triangulaires supérieures par blocs,

Am M

0 An

 .
On note Inflm,n(_) le foncteur de la catégorie des C(GLm(Fq) × GLn(Fq))-

modules vers la catégorie des CPm,n-modules, tel que Um,n agit trivialement sur
Inflm,n(V ).

Définition 3.2.1. Le foncteur d’induction parabolique PIndGLm,nGLm×GLn(_) est le fonc-
teur composé

IndGLm,nPm,n ◦ Inflm,n(_) : C(GLm(Fq)×GLn(Fq)) -mod→ CGLm+n(Fq) -mod .

On l’appelle également foncteur d’induction de Harish-Chandra.

Définition 3.2.2. On appelle foncteur de restriction parabolique ou foncteur de
restriction de Harish-Chandra, et on note PResGLm,nGLm×GLn(_), le foncteur

PResGLm,nGLm×GLn(_) : CGLm+n(Fq) -mod → C(GLm(Fq)×GLn(Fq)) -mod
V 7→ (ResGLm,nPm,n (V ))Um,n .

.
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Proposition 3.2.3. Pour tout m et n entiers,

— Les foncteurs PIndGLm,nGLm×GLn(_) et PResGLm,nGLm×GLn(_) sont additifs,

— PIndGLm,nGLm×GLn(_) est adjoint à gauche de PResGLm,nGLm×GLn(_),

— Les foncteurs PIndGLm,nGLm×GLn(_) et PResGLm,nGLm×GLn(_) sont exacts.

Si ρ est le caractère d’un CGLm(Fq)×CGLn(Fq)-module V , on note PIndGLm+n(Fq)
GLm(Fq)×GLn(Fq)(ρ)

le caractère de PIndGLm+n(Fq)
GLm(Fq)×GLn(Fq)(V ). Soient ρm et ρn des caractères de GLm(Fq)

et GLn(Fq) respectivement, et g un élément de GLm+n(Fq),

PInd(ρm ⊗ ρn)(g) = 1
|Pn,m|

∑
h∈GLm+n

hgh−1=
(
gm ∗
0 gn

)
∈Pm,n

ρm(gm)ρn(gn).

De même, si ρ est le caractère deGLm+n(Fq)-module V , on note PResGLm+n(Fq)
GLm(Fq)×GLn(Fq)(ρ)

le caractère de PResGLm+n(Fq)
GLm(Fq)×GLn(Fq)(V ). Pour g = (gm, gn) dans GLm(Fq)×GLn(Fq),

PRes(ρ)(g) = 1
|Um,n|

∑
u∈Mm,n(Fq)

ρ(
gm u

0 gn

).

3.2.2 Structure d’algèbre de Hopf

On munit R de la multiplication

◦ : Rk ⊗Rl → Rk+l

[M ]⊗ [N ] 7→
[
PIndGLnGLk×GLl(M ⊗N)

]
et de la comultiplication

∆ : Rn →
⊕
k+l=nRk ⊗Rl

[M ] 7→ ∑
k+l=n

[
PResGLnGLk⊗GLl(M)

]
.

On note Ω la base de R formée par les représentations irréductibles des GLn(Fq).

Proposition 3.2.4. [Zel81 ; SZ84] La multiplication ◦, la co-multiplication ∆ et la
base Ω munissent R d’une structure d’algèbre de Hopf sur Z.

D’après le théorème de structure des algèbres de Hopf auto-adjointes positives
(voir théorème A.3.3), R se décompose en produit tensoriel d’algèbres de Hopf toutes
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isomorphes à SymZ, à graduation près. Les éléments permettant de décrire cette
décomposition sont les caractères cuspidaux.

Un caractère irréductible de GLn(Fq) est dit cuspidal si c’est aussi un élément
primitif de R. On note Cn leur ensemble et C = ⋃

n≥0 Cn. Si ρ est un caractère de Cn,
on dit que ρ est de degré n et on note d(ρ) = n.

On dit qu’une représentation est cuspidale si son caractère est cuspidal. Par défi-
nition, les représentations cuspidales de GLn(Fq) sont exactement les représentations
ne contenant aucun vecteur invariant sous l’action d’un sous-groupe unipotent Uk,l.

On note R(ρ) le Z-module libre engendré par les facteurs directs des ρn, avec n
entier.

Théorème 3.2.5. [Zel81, §8]

1. Chaque R(ρ) est une sous-algèbre de Hopf de R. Ces sous-algèbres sont or-
thogonales et la restriction orthogonale resρ : R → R(ρ) est un morphisme
d’algèbres de Hopf.

2. Pour tout ρ dans C, il existe un isomorphisme naturel d’algèbres de Hopf, à
graduation près, entre SymZ et R(ρ), qui à x associe x(ρ), tel que les caractères
irréductibles de GLn(Fq) soient exactement les caractères sλ(ρ) correspondant
aux fonctions de Schur, pour λ parcourant les partitions de n. En particulier,
cet isomorphisme est une isométrie.

3. L’algèbre R se décompose en produit tensoriel :

R =
⊗
ρ∈C

R(ρ).

Les caractères irréductibles de GLn(Fq) sont paramétrés par les fonctions λ :
C → P telles que

||λ|| =
∑
ρ∈C

d(ρ)|λ(ρ)| = n.

Le caractère irréductible correspondant à la fonction λ est

χλ =
∏
ρ∈C

sλ(ρ)(ρ).

Remarque 4. Une Z-base de l’espace des éléments primitifs de R est donnée par

BR = {pn(ρ), n ∈ N, ρ ∈ C},
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où (pn)n∈N désigne la famille des sommes de Newton de l’algèbre des fonctions sy-
métriques SymZ (voir remarque 7 de l’appendice A.2).

3.2.3 Fonctions de classes

Notons cλ la classe de conjugaison caractérisée par l’application λ : C → P et
πλ la fonction caractéristique de cette classe. Les fonctions πλ forment une base de
C := C⊗R pour λ parcourant les applications de C dans P .

Notons
Vλ =

⊕
f∈Φ

⊕
i≥1

(
Fq[x]/(f i)

)λ(f)i
,

et gνλ,µ le nombre de sous-modules W ⊂ Vν tel que W ∼= Vλ et Vν/W ∼= Vµ.

Proposition 3.2.6. [Zel81, Prop. 10.1]

πλ ◦ πµ =
∑
ν

gνλ,µπν .

Pour f ∈ Φ, on note C(f) le sous-espace de C engendré par les fonctions πλ pour
lesquelles le support de λ est restreint à f . On a le résultat suivant :

Théorème 3.2.7. [SZ84, §1.6]

1. Pour tout f ∈ Φ, C(f) est une sous-algèbre de Hopf de C. Ces algèbres sont
orthogonales et la projection orthogonale resf : C → C(f) est un morphisme
d’algèbres de Hopf.

2. Pour tout f ∈ Φ, il y a un isomorphisme, à graduation près, entre Sym et
C(f), noté x 7→ x(f), et tel que

hl(f) =
∑
λ∈Pl

πλ(f).

3. L’algèbre C est isomorphe à ⊗f∈Φ C(f). De plus, on a

πλ =
∏
f∈Φ

πλ(f)(f).

Remarque 5. En s’appuyant sur le deuxième point, on peut déterminer l’image
d’autres fonctions symétriques de référence dans C(f). L’image de la fonction sy-
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métrique élémentaire el est :

el(f) = qd(f)l(l−1)/2π1l(f).

L’image de polynôme de Newton pl est :

pl(f) =
∏
f∈Φ

(−1)l(λ)−1ψl(λ)−1(qdeg(f))πλ(f)(f),

où l(λ) est le nombre de parts de λ et pour tout r ≥ 0

ψr(q) =
∏

1≤i≤r
(qi − 1)

est le q-analogue de la factorielle.

On en déduit en particulier que la famille

BC = {pn(f), n ∈ N, f ∈ Φ}

est une C-base de l’ensemble des éléments primitifs de C = C⊗R.

Explicitons le changement de base entre BC et BR. Pour cela, on a besoin de
notations supplémentaires.

Pour tout entier n, notons kn l’unique extension de degré n de Fq et Ln =
Hom(k×n ,C×) le groupe des caractères de kn. Si m divise n, l’application norme
Nn,m : k×n → k×m, définie par

Nn,m(x) = x(qn−1)/(qm−1),

où d = n/m est surjective. Si n divise m, Lm se plonge dans Ln via l’application
duale de la norme de Nn,m. Notons L la limite directe des Ln. L’automorphisme
de Frobenius F : x 7→ xp agit sur L en laissant chaque Ln invariant. Notons Γ
le groupe engendré par F , et Θ (respectivement Θn) l’ensemble des orbites de L
(respectivement Ln) sous l’action de Γ. Pour chaque Φ dans Θ, on appelle degré de
Φ son cardinal et on le note d(Φ). Les éléments Θn sont exactement ceux dont le
degré divise n. On définit un couplage de Ln avec k×n par

〈ξ, x〉n = ξ(x),
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pour ξ dans Ln et x dans k×n . Enfin, pour x un élément de k, racine d’un polynôme
irréductible fx sur Fq, avec d = deg(fx), on note

p̃n(x) =
 pl(fx) si n = ld

0 sinon.

Théorème 3.2.8. [SZ84, Thm 1.11]

1. Il existe une bijection naturelle Φ→ ρ(Φ) entre Θ et C préservant le degré. Si
Φ est un élément de Θ de degré d et ξ un élément de L, alors on note

p̃n(ξ) = p̃n(Φ) =
 pl(ρ(Φ)) si n = ld

0 sinon.

Les éléments p̃n(Φ) forment une base des éléments primitifs de R.

2. Soit ξ dans L, Φ a Γ-orbite ξ, d = d(Φ) et n = ld,

p̃n(Φ) = (−1)l(d−1)∑
x∈k×n 〈ξ, x〉np̃n(x).

3.3 Caractères modulaires en caractéristique trans-
verse

On déduit des résultats de Zelevinsky présentés ci-dessus quelques propriétés des
caractères modulaires des GLn(Fq) en caractéristique distincte de p.

Fixons l un nombre premier distinct de p et k un corps de rupture de caractéris-
tique l pour tous les GLn(Fq). Rappelons qu’une classe de conjugaison de GLn(Fq)
est dite l-régulière si ses éléments sont d’ordre premier à l.

Lemme 3.3.1. Soit g un élément de GLn(Fq). Alors g est l-régulier si, et seulement
si, pour tout f dans Φ tel que l | ord f , f n’est pas un facteur irréductible d’un
invariant de similitude de g.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du lemme 3.1.1.

En particulier, si f est un polynôme irréductible sur Fq de degré n, l’ordre de f
divise qn − 1.

Notons Φl le sous-ensemble de Φ des polynômes d’ordre premier à l. D’après le
lemme précédent, les classes de conjugaison l-régulières deGLn(Fq) sont paramétrées
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par les applications
Φl → P ,

telles que ∑f∈Φl deg(f)|λ(f)| = n.

De la même manière que sur le corps des nombres complexes, on définit les
foncteurs d’induction et de restriction parabolique PInd et PRes. À nouveau, ces
foncteurs sont exacts et préservent donc les projectifs.

Notons Mn le C-espace vectoriel engendré par les caractères l-modulaires irré-
ductibles. D’après la théorie de Brauer, le C-espace vectoriel Mn est isomorphe à

C⊗K0(kGLn(Fq) -mod),

ainsi qu’à
C⊗K0(kGLn(Fq) -proj).

De plus, Mn s’identifie au sous-espace de Cn formé des fonctions de classes nulles en
dehors des classes l-régulières.

Notons maintenantM = ⊕
n≥0Mn. On a le triangle d’algèbres de Hopf graduées,

M
c //

e
  

M

C
d

>>

et M s’identifie, via l’application e, à la sous-algèbre de Hopf de C formée des
fonctions de classes nulles en dehors des classes l-régulières.

Proposition 3.3.2. L’algèbre M est isomorphe à la sous-algèbre de Hopf

⊗
f∈Φl

C(f)

de C.

Démonstration. On commence par identifier M à la sous-algèbre de Hopf de C
formée des fonctions de classes nulles en dehors des classes l-régulières. D’après le
lemme 3.3.1, les classes l-régulières de GLn(Fq) sont celles dont les invariants de
similitude n’ont que des éléments de Φl comme facteurs irréductibles. Ainsi une
fonction de classes est dans M si, et seulement si, elle est dans l’algèbre engendrée
par les fonctions de classes πf avec f un polynôme dont les invariants de similitude
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ont pour facteurs irréductibles uniquement des éléments de Φl. C’est exactement
l’algèbre ⊗f∈Φl C(f), d’après le théorème 3.2.7.

Corollaire 3.3.3. Soit ρ est un caractère cuspidal de degré n. Si l ne divise pas
qn − 1, alors ρ est un caractère de Brauer projectif virtuel.

Démonstration. D’après le théorème 3.2.8, il existe Φ dans Θ, de degré n tel que
ρ = ρ(Φ). Alors

ρ = p1(ρ) = p̃n(Φ) = (−1)d−1 ∑
x∈k×n

〈ξ, x〉np̃n(x).

Si x est racine d’un polynôme irréductible unitaire fx,

p̃n(x) =
 pk(fx) si n = kd

0 sinon,

où d = deg(fx). Rappelons que l’ordre d’un polynôme irréductible sur Fq de degré
d divise qd − 1. Donc si l ne divise pas qn − 1, l ne divise pas qd − 1 si d divise l et
pour tout x dans k×n , fx est d’ordre premier à l. On en déduit que ρ est un élément
de ⊗f∈Φl C(f). Ainsi, ρ est dans l’image de e.

3.4 Caractères des groupes unitaires

On peut étudier de la même manière les groupes unitaires finis. Leurs classes de
conjugaison sont également paramétrées par des fonctions de partitions et à nouveau,
les caractères complexes des groupes unitaires sont munis d’une structure d’algèbre
de Hopf. La multiplication et la comultiplication sont cette fois définies en utilisant
les foncteurs de Lusztig [DM87] qui sont une généralisation des foncteurs d’induction
et de restriction paraboliques.

3.4.1 Classes de conjugaison

On note F̄q la clôture algébrique de Fq. On considère le morphisme de Frobenius

F : GLn(F̄q) → GLn(F̄q)
(ai,j) 7→ (aqj,i)−1.
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Le groupe unitaire sur Fq2 est le sous-groupe des points fixes sous l’action de F :

Un(Fq2) := {A ∈ GLn(F̄q) | F (A) = A}.

Pour f(x) = xd + a1x
d−1 + . . .+ ad−1x+ ad dans Fq2 [x] avec ad 6= 0, on note

f̃(t) = xd + a−qd (aqd−1x
d−1 + . . .+ aq1x+ 1).

Si {x1, . . . , xd} est l’ensemble des racines de f dans F̄q, alors les racines de f̃ sont
{F (x1), . . . , F (xd)}.

Définition 3.4.1. Un polynôme f dans Fq2 [x] est dit U -irréductible dans l’un des
deux cas suivants :

• f est irréductible dans Fq2 [x] et f̃ = f (dans ce cas deg f est impair),

• f = hh̃ avec h irréductible dans Fq2 [x] et h̃ 6= h.

On note ΦU l’ensemble des polynômes U -irréductibles dans Fq2 [x].

Comme dans le cas des groupes linéaires, les classes de conjugaison de Un(Fq2)
sont paramétrées par l’ensemble des applications

λ : ΦU → P ,

telles que ∑f∈ΦU deg(f)|λ(f)| = n. En particulier, l’ordre d’un élément de Un(Fq2)
est donné par la proposition 3.1.1.

3.4.2 Foncteurs de Lusztig

On introduit ici les foncteurs de Lusztig de manière générale, suivant [DM87].

Définition 3.4.2. Soit G et H deux groupes finis et M un (CG,CH)-bimodule.
On note RM le foncteur qui associe à tout CH-module à gauche, le CG-module
M ⊗CH V , l’action de G étant induite par l’action de G sur M .

Exemples. Si H est un sous-groupe de G et M = CG, RM = IndHG . On retrouve les
foncteurs utilisés dans l’étude des groupes symétriques et des produits en couronne.

Soit maitenant G un groupe réductif défini sur Fq, P un sous-groupe parabolique
rationnel de G. Considérons L et U deux sous-groupes de G tels que P = LU soit
une décomposition de Lévi rationnelle de P. On note G, L et U les groupes des points

72



3.4. Caractères des groupes unitaires

rationnels sur Fq de G, L et U respectivement. L’algèbre de groupe M = CG/U
est un G-module à gauche et un L-module à droite (car L normalise U). Le foncteur
RM associé est le foncteur d’induction parabolique RG

L .
Considérons à nouveau G un groupe réductif défini sur Fq, P un sous-groupe

parabolique de G et P = LU une décomposition de Lévi de P. On suppose ici que
L est rationnel mais pas nécessairement P. On pose

YU = {x ∈ G|x−1Fx ∈ FU}.

Le groupe G×L agit sur la variété YU . On note M = H∗c (YU , Q̄s) avec s un nombre
premier qui ne divise pas q. Le module M est muni d’une action à gauche de G et
à droite de L. On note RG

L = RM . Si P est rationnel, on retrouve l’induction à la
Harish-Chandra.

On note R∗M , l’adjoint à droite du foncteur RM . On a

(IndHG )∗ = ResHG ,

et
(PIndGL)∗ = PResGL .

3.4.3 Caractères complexes

Pour tout entier n, on note Un pour Un(F2
q). On définit une multiplication ◦ et

une comultiplication ∆ sur ⊕n≥0K0(CUn -mod) par :

◦ : K0(CUk -mod)⊗K0(CUl -mod) → K0(CUk+l -mod)
[M ]⊗ [N ] 7→

[
R
Uk+l
Uk×Ul(M ⊗N)

]
et

∆ : K0(CUn -mod) → ⊕
k+l=nK0(CUk -mod)⊗K0(CUl -mod)

[M ] 7→ ∑
k+l=n

[
(RUn

Uk×Ul)
∗(M)

]
.

Théorème 3.4.3. [DM87, Cor. 9.4] Muni des opérations ◦ et ∆, l’anneau⊕n≥0K0(CUn -mod)
est une algèbre de Hopf auto-adjointe.

C’est également un anneau de polynômes sur les entiers.
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Théorème 3.4.4. [DM87, Thm. 9.5] L’algèbre ⊕n≥0K0(CUn -mod) est isomorphe
à un produit tensoriel de copie de SymZ :

⊕
n≥0

K0(CUn -mod) ∼=
⊗
f∈ΦU

SymZ .

Les fonctions de Schur dans les copies SymZ correspondent, au signe près, aux
représentations irréductibles des Un. Une étude combinatoire complète est donnée
dans [TV07].

3.4.4 Caractères modulaires

Fixons (K,A, k) un système l-modulaire de décomposition pour Un, avec l ne
divisant pas q.

On identifie K0(kUn -proj) au sous-groupe de K0(KUn -mod) formé des carac-
tères nuls en dehors des classes p-régulières. En complexifiant, C⊗K0(kUn -proj)
s’identifie au sous-espace vectoriel des fonctions de classes sur Un, nulles en dehors
des classes p-régulières.

Notons ΦU
l le sous-ensemble de ΦU des polynômes d’ordre premier à l. D’après

ce qui précède, les classes de conjugaison p-régulières des Un sont paramétrées par
les applications

λ : ΦU
l → P ,

telles que ∑f∈ΦU
l

deg(f)|λ(f)| = n. Pour λ une telle application, on note πλ la
fonctions de classes de Un associée. Pour tout f dans ΦU , on note C̃(f) le sous-
espace engendré par les fonctions de classes πλ où le support de λ est restreint à f .
On a

C̃(f) ∼= SymC .

D’après [DM87, 9 §]

C⊗
⊕
n≥0

K0(CUn -mod) ∼=
⊗
f∈ΦU

C̃(f).

Proposition 3.4.5. L’algèbre C⊗⊕n≥0K0(kUn -proj) est une sous-algèbre de Hopf
de C⊗⊕n≥0K0(CUn -mod) isomorphe au produit tensoriel de copies de SymC,

C⊗
⊕
n≥0

K0(kUn -proj) ∼=
⊗
f∈ΦU

l

C̃(f).
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4
Caractères modulaires des groupes
linéaires en caractéristique
naturelle

Ce chapitre s’intéresse aux caractères des groupes linéaires finis en caracté-
ristique naturelle. Considérons K0(FpGLn(Fp) -mod) le groupe de Grothendieck
des FpGLn(Fp)-modules de type fini, où Fp est le corps premier à p éléments.
Le groupe gradué ⊕n≥0K0(FpGLn(Fp) -mod) muni de la multiplication et de la
comultiplication données par les foncteurs d’induction et de restriction parabo-
lique est une algèbre de Hopf. Contrairement aux cas précédents, ces opérations
ne se restreignent pas au groupe gradué ⊕n≥0K0(FpGLn(Fp) -proj). Cependant,
les caractères de Steinberg permettent de définir un isomorphisme entre l’anneau⊕
n≥0K0(FpGLn(Fp) -mod) et l’anneau obtenu en munissant⊕n≥0K0(FpGLn(Fp) -proj)

de la multiplication donnée par les foncteurs d’induction usuels. C’est ce dernier an-
neau qui est étudié ci-après.

En utilisant la caractérisation des modules projectifs par leur caractère de Brauer,
on identifie C⊗

(⊕
n≥0K0(FpGLn(Fp) -proj)

)
avec l’espace des fonctions de classes

sur GLn(Fp) qui s’annulent en dehors des classes semi-simples. Une base de
C⊗

(⊕
n≥0K0(FpGLn(Fp) -proj)

)
est donnée par les fonctions caractéristiques des
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classes de conjugaison des éléments semi-simples. Une classe semi-simple est entière-
ment déterminée par le polynôme caractéristique associé. Ainsi, on peut paramétrer
les fonctions caractéristiques des classes semi-simples par les polynômes unitaires sur
Fp avec un coefficient constant non-nul. Cette indexation se comporte agréablement
vis-à-vis de la multiplication. On obtient le résultat qui suit.

Théorème 4.0.1. L’algèbre C⊗
(⊕

n≥0K0(FpGLn(Fp) -proj)
)
est polynomiale et

une famille de générateurs est donnée par les fonctions caractéristiques associées
aux polynômes irréductibles sur Fp, unitaires, avec un coefficient constant non nul.

Les caractères de Deligne-Lusztig [DL76] tensorisés avec les modules de Stein-
berg donnent de vrais FpGLn(Fp)-modules projectifs. Ces modules nous serviront à
donner une autre description de ces générateurs.

Cette étude est motivée par plusieurs conjectures en théorie des modules instables
qui seront explicitées au chapitre suivant.

4.1 Groupes de Grothendieck

Pour tout n entier, on note K0(FpGLn(Fp) -mod) le groupe de Grothendieck
des FpGLn(Fp)-modules de type fini et K0(FpGLn(Fp) -proj) celui des FpGLn(Fp)-
modules projectifs de type fini. Pour V un FpGLn(Fp)-module de type fini (resp. pro-
jectif), on note [V ] sa classe dansK0(FpGLn(Fp) -mod) (resp.K0(FpGLn(Fp) -proj)).
Comme dans le chapitre précédent, les foncteurs d’induction parabolique définissent
une multiplication ◦ qui munit le groupe gradué ⊕n≥0K0(FpGLn(Fp) -mod) d’une
structure d’anneau commutatif. Contrairement au cas précédent, cette multiplica-
tion ne se restreint pas à ⊕n≥0K0(FpGLn(Fp) -proj).

Considérons maintenant les foncteurs d’induction

IndGLn(Fp)
GLk(Fp)×GLl(Fp)(_),

où k, l et n sont des entiers naturels vérifiant k+l = n. On définit une multiplication
commutative • sur ⊕n≥0K0(FpGLn(Fp) -mod), pour tous k et l tel que k + l = n,

_ • _ : K0(FpGLk(Fp) -mod)⊗K0(FpGLl(Fp) -mod) → K0(FpGLn(Fp) -mod)
[V ]⊗ [W ] 7→ [IndGLnGLk(Fp)×GLl(Fp)(V ⊗W )].

Cette multiplication munit ⊕n≥0K0(FpGLn(Fp) -mod) d’une deuxième structure
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d’anneau. Cette multiplication se restreint à ⊕n≥0K0(FpGLn(Fp) -proj) et le munit
également d’une structure d’anneau gradué.

4.1.1 Représentations de Steinberg

Le groupe linéaire GLn(Fp) admet une représentation bien particulière, la repré-
sentation de Steinberg. On commence ici par donner une définition de cette repré-
sentation [Hum87].

Notons Bn le sous-groupe de Borel de GLn(Fp) formé des matrices triangulaires
supérieures, Tn le tore maximal contenu dans Bn formé des matrices diagonales et
Un le sous-groupe de GLn(Fp) des matrices triangulaires supérieures unipotentes. Le
groupe Bn est le produit semi-direct de Tn avec Un. On note Nn = NGLn(Fp)(Tn) le
normalisateur de Tn dans GLn(Fp) et Wn = Nn/Tn le groupe de Weyl de GLn(Fp).
Le groupe Wn est isomorphe au groupe symétrique Sn.

Fixons K un corps quelconque. Dans le but d’expliciter une représentation dont
le degré est une puissance de p de GLn(Fp) (ou plus généralement un groupe de type
Lie défini sur un corps de caractéristique p), Steinberg construit un idéal à gauche
de l’algèbre de groupe KGLn(Fp) [Ste57]. Notons εn la représentation signature de
Wn. Soient T̄n et Ūn les éléments de KGLn(Fp) définis par

T̄n =
∑
t∈Tn

t

et
Ūn =

∑
u∈Un

u.

Pour tout w dans Wn, soit nw un représentant de w dans Nn. On note

en =
∑
w∈Wn

εn(w)nwT̄nŪn,

et In l’idéal à gauche de KGLn(Fp) engendré par en. Une base de In est donnée par
les éléments u.e, où u parcourt le sous-groupe Un. En particulier, la dimension de
KGLn(Fp).e est pdimUn .

Définition 4.1.1. On note Stn le représentation de GLn(Fp) associée à l’idéal In,
et on l’appelle représentation de Steinberg. On note également Stn son caractère.
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Théorème 4.1.2. [Ste57, Thm. 2]

— La restriction de Stn à Un est isomorphe à la représentation régulière à droite
de Un.

— Dans la base (u.en, u ∈ Un), Stn est représenté par des matrices à coefficients
dans {−1, 0, 1}, avec au plus |Wn| coefficients non-nuls par ligne.

— Si K est un corps de caractéristique 0 ou p, Stn est une représentation irré-
ductible de GLn(Fp).

Curtis [Cur66] et Feit, indépendamment, expriment le caractère de Steinberg
comme combinaison linéaire entière de modules induits. Pour tout I = (i1, . . . , ik)
avec ij dans N∗ et ∑k

j ij = n, on note PI le sous-groupe de GLn(Fp) formé des
matrices triangulaires supérieures par blocs, avec des blocs de tailles i1, . . . ik. On a

Stn =
∑
I⊂S

(−1)|I| IndGLn(Fp)
PI

1PI .

En particulier, en reprenant les notations du chapitre précédent,

Stn = s(1n)(x− 1) = en(x− 1) =
∑

(i1,...,ik),
∑k

j=1 ij=n

(−1)k1i1 ◦ . . . ◦ 1ik .

La valeur du caractère complexe Stn s’en déduit.

Théorème 4.1.3. [SZ84, §1.3] Le caractère de Steinberg Stn évalué sur une classe
de conjugaison Cλ de GLn(Fp) vaut zéro sauf si Cλ est p-régulière, c’est-à-dire si
λ(f) est de la forme (1k(f)) pour tout f ∈ Φ, et dans ce cas

Stn(Cλ) = (−1)NpD,

où N = n−∑f∈Φ l(f) et D = ∑
f∈Φ deg(f).(k(f)(k(f)− 1)/2).

4.1.2 Modules projectifs et isomorphismes

D’après le théorème 4.1.2, la réduction modulo p de la représentation de Stein-
berg est toujours irréductible et par définition c’est aussi un FpGLn(Fp)-module
projectif. Ainsi en tensorisant un FpGLn(Fp)-module quelconque avec Stn, on ob-
tient un FpGLn(Fp)-module projectif. En fait, Stn "divise" tout module projectif.
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Lemme 4.1.4. [Lus76] Soit P un FpGLn(Fp)-module projectif. Il existe un unique
élément [V ] dans K0(FpGLn(Fp) -mod) tel que

[P ] = [Stn⊗V ]

dans K0(FpGLn(Fp) -proj).

Les représentations de Steinberg se comportent bien vis-à-vis des multiplications
et le résultat précédent s’étend aux groupes gradués.

Théorème 4.1.5. [DM91, p. 9.6] L’application linéaire

(⊕n≥0K0(FpGLn(Fp) -mod), ◦) → (⊕n≥0K0(FpGLn(Fp) -proj), •)
[V ] 7→ [Stn⊗V ]

est un isomorphisme d’anneaux.

Corollaire 4.1.6. L’application

(⊕n≥0K0(CGLn(Fp) -mod), ◦) → (⊕n≥0K0(FpGLn(Fp) -proj), •)
[V ] 7→ [Stn⊗dn(V )]

où dn : ⊕n≥0K0(CGLn(Fp) -mod) 7→ ⊕
n≥0K0(FpGLn(Fp) -mod) est l’application

de décomposition [Ser71, §15.2], est un morphisme d’anneaux surjectif.

Démonstration. Les applications de décomposition dn induisent un morphisme de
groupes gradués, qui est multiplicatif d’après [DM91, p. 9.6]. En composant avec
l’isomorphisme du théorème 4.1.5, on obtient l’isomorphisme souhaité.

4.2 Polynomialité

Dans cette section, on montre que la C-algèbre (⊕n≥0K0(FpGLn(Fp) -proj), •)
est polynomiale en explicitant une famille de générateurs.

4.2.1 Caractères des groupes linéaires

En utilisant la caractérisation des modules projectifs par leur caractère de Brauer,
pour chaque entier naturel n, on identifie C ⊗ K0(FpGLn(Fp) -proj) avec l’espace
des fonctions de classes sur GLn(Fp), s’annulant en dehors des éléments p-réguliers
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(i.e en dehors des éléments d’ordre premier à p). Remarquons qu’un élément de
GLn(Fp) est d’ordre premier à p si, et seulement si, il est semi-simple (i.e. diagona-
lisable dans une extension finie de Fp). Avec cette reformulation, la multiplication
de C⊗K0(FpGLn(Fp) -proj) est donnée par la formule :

ρn.ρm(g) = 1
|GLn(Fp)|.|GLm(Fp)|

∑
h∈GLn+m(Fp),

hgh−1=
(
gn 0
0 gm

) ρn(gn)ρm(gm),

où ρn et ρm sont des fonctions de classes p-régulières sur GLn(Fp) et GLm(Fp)
respectivement.

Pour g dans GLn(Fp), on note χg le polynôme caractéristique de g.

Définition 4.2.1. Soit f dans Fp[x] de degré n, de coefficient constant non nul. On
note πf la fonction de classes sur GLn(Fp) définie par

πf (g) =
 1 si g est semi-simple et f = χg,

0 sinon.

Ainsi, πf est la fonction caractéristique de la classe des éléments semi-simples de
GLn(Fp) dont le polynôme caractéristique est f . Ce choix d’indexation est cohérent
avec la multiplication. Pour tout fn, fm dans Fp[x] de degré respectif n et m, et g
dans GLn+m(Fp),

πfn .πfm(g) = 1
|GLn(Fp)|.|GLm(Fp)|

∑
h∈GLn+m(Fp),

hgh−1=
(
gn 0
0 gm

) πfn(gn)πfm(gm) = cfn,fmπfn.fm(g)

(4.1)
où cfn,fm est un entier non-nul.

Théorème 4.2.2. L’algèbre C⊗
(⊕

n≥0K0(FpGLn(Fp) -proj)
)
est polynomiale avec

un générateur pour chaque polynôme irréductible de Fp[x] avec un coefficient constant
non nul. Précisément,

C⊗
(⊕
n≥0

K0(FpGLn(Fp) -proj)
) ∼= C[πf , f ∈ Fp[x] irréductible, unitaire, f 6= x].

Démonstration. Soit W l’espace vectoriel de base

(wf , f irréductible dans Fp[x], unitaire, f 6= x).

80



4.2. Polynomialité

Notons P = SC(W ) la C-algèbre commutative symétrique surW telle que degwf = n,
pour deg f = n. Soit ϕ le morphisme d’algèbres défini par

ϕ : SC(W ) → C⊗⊕n≥0K0(GLn(Fp))
wf 7→ πf .

D’après la formule (4.1), ϕ est surjective. De plus, pour tout n entier

dimC S(W )n = dimC C⊗K0(GLn(Fp))

et ϕ est injective. Ainsi, ϕ est un isomorphisme d’algèbres. On en déduit que
C⊗⊕n≥0K0(GLn(Fp)) est polynomiale et que

{f, f ∈ Fp[x] irréductible, unitaire , f 6= x}

est un ensemble de générateurs.

D’après l’isomorphisme 4.1.5, le fait que cette algèbre soit polynomiale n’est
pas surprenant puisque C⊗

(⊕
n≥0K0(FpGLn(Fp) -mod)

)
est une algèbre de Hopf.

Cependant, on a ici des générateurs assez simples pour nous permettre de mener des
calculs.

On déduit de ce qui précède que le résultat reste vrai sur n’importe quel corps
de caractéristique 0.

Corollaire 4.2.3. L’algèbre Q⊗
(⊕

n≥0K0(FpGLn(Fp) -proj)
)
est polynomiale avec

un générateur pour chaque polynôme irréductible de Fp[x] avec un coefficient constant
non nul.

4.2.2 Constantes de structures

Pour terminer la description de l’algèbre, il reste à calculer les constantes cfn,fm
de (4.1).
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Proposition 4.2.4. Soit f et g des polynômes unitaires dans Fp[x] avec des coeffi-
cients constants non nuls.
— Si f et g sont premiers entre eux, πf .πg = πf.g, c’est-à-dire

cf,g = 1.

— Si f est irréductible de degré d, pour tout entier n et m,

cfn,fm = pdmn
ψn+m(pd)

ψn(pd)ψm(pd)

où ψk(pd) = ∏k
i=1(pid − 1).

Remarque 6. Le coefficient ψn+m(pd)
ψn(pd)ψm(pd) est le pd-analogue du coefficient binomial(

n+m
n

)
. Il est parfois noté

(
n+m
n

)
pd

et il compte le nombre de sous-espaces vectoriels
de dimension n dans un Fpd-espace vectoriel de dimension (n+m).

Démonstration. Le premier point se déduit de 4.1.3. Pour le second, fixons un entier
n. On utilise la description du caractère Stn du théorème 4.1.3. Si f1, . . . , fk sont
des polynômes irréductibles sur Fp avec un coefficient constant non nul et de degré
respectif d1, . . . , dk et si g est un élément semi-simple de GLn(Fp) de polynôme
caractéristique fn1

1 . . . fnkk ,
Stn(g) = (−1)NpD, (4.2)

où N = n−∑k
i=1 ni et D = ∑k

i=1 di
(
ni
2

)
(voir [SZ84, §1.13]).

Ainsi

πfn = (−1)nd−n

pd(
n
2)

Stdn⊗πfn et πfm = (−1)md−m

pd(
m
2 ) Stdm⊗πfm .

Donc

πfn .πfm = (−1)d(m+n)−m+n

pd((n2)+(m2 ))
Std(n+m)⊗PIndGLd(n+m)(Fp)

GLdn(Fp)×GLdm(Fp)(πfn ⊗ πfm).

Par le théorème 4.1.5 et [Zel81, Prop. 10.1],

Std(n+m)⊗PIndGLd(n+m)(Fp)
GLdn(Fp)×GLdm(Fp)(πfn ⊗ πfm) = Std(n+m)⊗

ψn+m(pd)
ψn(pd)ψm(pd)πf

n+m .

Le résultat s’en déduit en utilisant à nouveau (4.2).
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Corollaire 4.2.5. Soit f un polynôme irréductible de degré d sur Fp avec un coef-
ficient constant non nul. Pour tout n dans N∗,

(πf )n = pd(
n
2) ψn(pd)
ψ1(pd)nπf

n .

Démonstration. On le montre par récurrence sur n dans N∗. Pour n = 1, c’est
immédiat. Supposons le résultat vrai pour n− 1. On a

(πf )n = (πf )n−1πf = pd(
n−1

2 ) ψn−1(pd)
ψ1(pd)n−1πfn−1πf

et, d’après le lemme précédent,

πfn−1πf = pd(n−1) ψn(pd)
ψn−1(pd)ψ1(pd)πf

n .

Donc
(πf )n = pd(

n−1
2 )pd(n−1) ψn−1(pd)

ψ1(pd)n−1
ψn(pd)

ψn−1(pd)ψ1(pd)πfn

= pd(
n
2) ψn(pd)
ψ1(pd)nπfn .

4.3 Éléments de type groupe

D’après [Kuh94, Thm. 6.10], l’anneau ⊕
n≥0K0(FpGLn(Fp)) admet aussi une

structure de bigèbre (non graduée) pour la comultiplication ∆ définie en degré n
par l’application

IndGLn(Fp)×GLn(Fp)
GLn(Fp) : K0(FpGLn(Fp) -proj)→ K0(Fp(GLn(Fp)×GLn(Fp)) -proj)

composée avec l’inverse de

_⊗_ : K0(FpGLn(Fp) -proj)⊗K0(FpGLn(Fp) -proj)→ K0(Fp(GLn(Fp)×GLn(Fp)) -proj).

Les fonctions πf se comportent également bien vis-à-vis de cette comultiplication.
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Lemme 4.3.1. Pour f un polynôme unitaire sur Fp avec un coefficient constant
non nul, πf est un élément de type groupe :

∆πf = πf ⊗ πf .

Démonstration. Soit f comme précédemment et de degré n. On fixe (a, b) dans
GLn(Fp)×GLn(Fp). La formule de l’induction pour les fonctions de classes donne :

IndGLn(Fp)×GLn(Fp)
GLn(Fp) (πf )(a, b) = 1

|GLn(Fp)|

∑
(h,l)∈GLn(Fp)×GLn(Fp)
(hah−1,lbl−1)∈GLn(Fp)

πf (hah−1)

= 1
|GLn(Fp)|

∑
(h,l)∈GLn(Fp)×GLn(Fp)

hah−1=lbl−1

πf (hah−1).

Ainsi,

IndGLn(Fp)×GLn(Fp)
GLn(Fp) (πf )(a, b) = IndGLn(Fp)×GLn(Fp)

GLn(Fp) (πf )(a, a)δχa,χb

= 1
|GLn(Fp)|

∑
(h,l)∈GLn(Fp)×GLn(Fp)

hah−1=lal−1

πf (a)δχa,χb
.

Comme il y a une bijection entre

{(h, l) ∈ GLn(Fp)×GLn(Fp)|hah−1 = lal−1} et StabGLn(Fp)(a)×Orb(a),

on a
#{(h, l) ∈ GLn(Fp)×GLn(Fp)|hah−1 = lal−1} = |GLn(Fp)|

et donc
IndGLn(Fp)×GLn(Fp)

GLn(Fp) (πf )(a, a) = πf (a) = δχa,f .

Finalement,
IndGLn(Fp)×GLn(Fp)

GLn(Fp) (πf )(a, b) = δ(χa,χb),(f,f).

Ainsi, IndGLn(Fp)×GLn(Fp)
GLn(Fp) (πf ) est l’image de πf ⊗ πf par

K0(FpGLn(Fp) -proj)⊗K0(FpGLn(Fp) -proj) ⊗−→ K0(Fp(GLn(Fp)×GLn(Fp)) -proj)

et ∆(πf ) = πf ⊗ πf .
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4.4 Caractères de Deligne-Lusztig

Dans cette section, on utilise les caractères de Deligne-Lusztig pour donner une
autre description des fonctions de classes, πf .

Soit α une racine primitive de l’unité, de degré pn−1 sur Fp. C’est un générateur
du groupe cyclique F×pn . Soit θ un plongement de F×p dans C× et soit w = θ(α). On
note Tn le groupe cyclique engendré par α, ainsi Tn ∼= Z/(pn − 1). Le groupe Tn
s’identifie à un sous-groupe de GLn(Fp) en choisissant une base de Fpn comme Fp-
espace vectoriel. Enfin, pour tout entier i dans {0, . . . , pn − 2}, on note

ϕi : Tn → C×

αk 7→ ωki

les caractères irréductibles de Tn. Les caractères induits IndGLn(Fp)
Tn (ϕi), sont projec-

tifs et dépendent seulement de l’orbite de αi sous l’action du Frobenius de Fpn . De
plus, ils sont fortement liés aux caractères de Deligne-Lusztig.

Lemme 4.4.1. [DL76, Prop. 7.3] Pour tout i dans {0, . . . , pn − 2},

IndGLn(Fp)
Tn (ϕi) = (−1)n−1Rϕi

Tn ⊗ Stn,

où Rϕi
Tn est le caractère de Deligne Lusztig associé à ϕi de Tn [DL76].

Considérons, pour tout k dans {0, . . . , pn − 2}, ϕ̂k la transformée de Fourier de
ϕk. Pour tout i et k dans {0, . . . pn − 2},

ϕ̂k(αi) = 1
pn − 1

pn−2∑
j=0

w−ijϕk(αj) = δi,k.

Ainsi, ϕ̂k est la fonction indicatrice de αk sur Tn.

Lemme 4.4.2. Pour tout k dans {0, . . . , pn − 2},

ϕ̂k = 1
pn − 1

pn−2∑
j=0

w−jkϕj.

Démonstration. Ce résultat est juste une réécriture de la formule précédente.
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Les lemmes 4.4.1 et 4.4.2 donnent un cas particulier de [DL76, Prop. 7.5] :

IndGLn(Fp)
Tn (ϕ̂k) = (−1)n−1

pn − 1

pn−2∑
j=0

w−jkR
ϕj
Tn ⊗ Stn . (4.3)

Proposition 4.4.3. Pour tout k dans {0, . . . , pn − 2},

IndGLn(Fp)
Tn (ϕ̂k) = ψmk(pdk)

ψ1(pn) πfmk
k
,

où fk est le polynôme irréductible sur Fp de racines {αk, αpk, . . . , αpn−1k}, dk est le
degré de fk, mk = n/dk, et ψm(pd) = ∏m

i=1(pid−1) comme dans la proposition 4.2.4.

Démonstration. Comme ϕ̂k est la fonction indicatrice de αk, IndGLn(Fp)
Tn (ϕ̂k) est coli-

néaire à la fonction caractéristique de la classe de conjugaison de αk dans GLn(Fp)
qui est la fonction πfmk

k
. Il reste à calculer IndGLn(Fp)

Tn (ϕ̂k)(αk) :

IndGLnTn (ϕ̂k)(αk) = 1
|Tn|

∑
h∈GLn(Fp),
hαkh−1∈Tn

ϕ̂k(αk) = |ZGLn(Fp)(αk)|
|Tn|

.

Or |ZGLn(Fp)(αk)| ne dépend que de l’orbite de αk sous l’action du Frobenius. On
note dk le cardinal de {αk, αpk, . . . , αkpn−1), l’orbite de αk, et mk = n/dk. On a

|ZGLn(Fp)(αk)| = |GLmk(Fpdk )|,

donc

|ZGLn(Fp)(αk)|
|Tn|

= (pdkmk − 1)(pdkmk − pdk) . . . (pdkmk − pdkmk−dk)
pn − 1

= ψmk(pdk)
ψ1(pn) .

Rappelons que d’après le corollaire 4.2.5, pour fk un polynôme irréductible uni-
taire de racines {αk, αpk, . . . , αpn−1k},

πmkfk = pdk(
mk

2 ) ψmk(pdk)
ψ1(pdk)mk πf

mk
k
.
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La Proposition 4.4.3 implique :

Proposition 4.4.4.

πmkfk = (−1)n−1 pdk(
mk

2 )
(pdk − 1)mk

pn−2∑
j=0

w−jkR
ϕj
Tn ⊗ Stn,

et en inversant la transformée de Fourier, on obtient

Rϕi
Tn ⊗ Stn =

pn−2∑
k=0

wik
ψ1(pdk)mk

pdk(
mk

2 )ψ1(pn)
πmkfk .

Démonstration. On a

πmkfk = pdk(
mk

2 ) ψmk (pdk )
ψ1(pdk )mk IndGLk(Fp)

Tk

= pdk(
mk

2 ) ψ1(pn)
ψ1(pdk )mk

(−1)n−1

pn−1
∑pn−2
j=0 w−jkR

ϕj
Tn ⊗ Stn

= (−1)n−1 p
dk(mk2 )

(pdk−1)mk
∑pn−2
j=0 w−jkR

ϕj
Tn ⊗ Stn,

où la première égalité est donnée par la propriété 4.4.3 et la deuxième par la formule
suivant le lemme 4.4.2.

Pour la deuxième relation, on applique la formule d’inversion de Fourier à

ϕ̂k = 1
pn − 1

pn−2∑
j=0

w−jkϕj.

On obtient
ϕj =

pn−2∑
k=0

wjkϕ̄k.

On applique ensuite le foncteur IndGLn(Fp)
Tn (_),

Rϕi
Tn ⊗ Stn = ∑pn−2

k=0 wjk
ψnk (pdk )
ψ1(pn) πfmkk

= ∑pn−2
k=0 wik ψ1(pdk )mk

p
dk(mk2 )ψ1(pn)

πmkfk ,

d’après le lemme 4.4.2 et la proposition 4.4.3.
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Corollaire 4.4.5. Pour tout entier n, il existe un sous-ensemble de {Rϕi
Tn⊗Stn}j∈{0,...,pn−2}

qui est un ensemble de générateurs de degré n pour Q⊗(⊕n≥0K0(FpGLn(Fp))).

Démonstration. Notons κ(n) le nombre d’orbites de F×pn sous l’action du Frobenius
et choisissons i1, . . . , iκ(n) dans {1, . . . , pn−2} tels que

F×pn =
κ(n)⊔
j=1

Orb(αij).

Alors, les fi1 , . . . , fiκ(n) sont des polynômes distincts et les caractères
R
ϕi1
Tn ⊗ Stn, . . . , R

ϕiκ(n)
Tn ⊗ Stn sont tous différents. On peut réécrire les formules de la

proposition 4.4.4 de la manière suivante. Notons pour r, s dans {1, . . . , κ(n)},

Wr,s =
dir−1∑
l=0

wirisp
l

,

et

W̃r,s =
dir−1∑
l=0

w−irisp
l

.

Alors,

πmkfk = (−1)n−1 pdk(
mk

2 )
(pdk − 1)mk

κ(n)∑
j=1

W̃j,kR
ϕij
Tn ⊗ Stn,

et

Rϕi
Tn ⊗ Stn =

κ(n)∑
k=1

Wj,k
ψ1(pdk)mk

pdk(
mk

2 )ψ1(pn)
πmkfk .

Ce sont les formules de changement de base entre (Rϕi
n ⊗Stn)i∈{i1,...,iκ(n)} et (πfi)i∈{i1,...,iκ(n)}.

Remarquons que {πfik | deg(fik) = n} est un ensemble de générateurs de degré n
pour C⊗(⊕n≥0K0(FpGLn(Fp))). Notons ν(n) le nombre de polynômes irréductibles
sur Fp de degré n et par fk1 , . . . , fkν(n) ces polynômes. Les formules précédentes
montrent que si l’on choisit j1, . . . , jν(n) dans {i1, . . . , iκ(n)} tels que la matrice

(Wir,ks)1≤r,s≤ν(n)

est inversible, {Rϕir
Tn ⊗ Stn}1≤r≤ν(n) est un autre ensemble de générateurs de degré n

pour C⊗(⊕n≥0K0(FpGLn(Fp))). En particulier, ces éléments sont des générateurs
sur Q.
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5
Application à la théorie des
modules instables

L’étude des caractères modulaires des groupes linéaires finis menée dans le cha-
pitre précédent est motivée par plusieurs conjectures issues de la topologie algé-
brique, précisément de la théorie des modules sur l’algèbre de Steenrod. On note
Kn(U) le groupe abélien libre engendré par les classes d’isomorphisme des facteurs
directs de H∗Vn := H∗(Vn,Z /p) comme module sur l’algèbre de Steenrod, avec
Vn = (Fp)n. En interprétant un facteur direct de H∗Vn comme facteur direct de
H∗Vn+1, on obtient un monomorphisme de Kn(U) vers Kn+1(U). On dispose donc
d’une filtration du groupe abélien libre K(U) = ⋃

n≥0K
n(U). Ce groupe est égale-

ment muni d’une structure d’anneau pour la multiplication donnée par le produit
tensoriel de modules instables. Carlisle et Kuhn [CK89] proposent la conjecture
suivante sur la structure de cet anneau.

Conjecture 5.0.1. L’anneau K(U) est polynomial.

D’après [CK89, Thm. 3.2] les anneaux ⊕n≥0K0(FpGLn(Fp) -proj) et K(U) sont
isomorphes. Le théorème 4.2.2 montre donc que KC(U) := C⊗K(U) est une algèbre
polynomiale. On décrit une famille de générateurs (sur C) en utilisant les facteurs de
Campbell-Selick [CS90], (voir [Hai19]). La polynomialité donne une nouvelle preuve
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Chapitre 5 – Application à la théorie des modules instables

d’une conjecture de Schwartz [DHS14, Conj. 3.2], qui a été démontrée dans [Hai15 ;
Hai16 ; Hai19] (voir aussi [FHS16]).

Proposition 5.0.2. L’action du foncteur T de Lannes sur Kn
C(U) est diagonalisable

et son spectre est {1, p, . . . , pn}.

On peut également identifier les séries de Poincaré associées aux éléments de
KC(U). Soit PC(., t) l’application de KC(U) vers C[[t]] qui associe à la classe d’un
module instable sa série de Poincaré. On fixe un plongement θ de F×p dans C et pour
tout f polynôme irréductible sur Fp avec un coefficient constant non nul, on note
Pf l’image par l’isomorphisme décrit ci-dessus dans KC(U) de la fonction de classes
πf .

Proposition 5.0.3. L’image PC(., t) est engendrée en tant qu’algèbre par les séries

PC(Pf , t) =


1

(w−t)(w2−t)...(w2n−1−t) , pour p = 2,

(w+t)(wp+t)...(wpn−1+t)
(w−t2)(wp−t2)...(wpn−1−t2) , pour p > 2,

où f parcourt l’ensemble des polynômes irréductibles sur Fp avec un coefficient
constant non nul et w = θ(α) où α est une racine de f .

On retrouve que le noyau de PC(., t) est non trivial pour p = 2 [DHS14] et notre
argument fournit une réponse à une question plus précise posée par Hai [Hai19, §5] :

Proposition 5.0.4. Pour p = 2, la restriction de PC(., t) à l’espace propre pour
l’action du foncteur T associé à la valeur propre 1 admet un noyau non trivial.

5.1 Polynomialité

On note U la catégorie des modules instables sur l’algèbre de Steenrod modulo
p, et Kn(U) le groupe abélien libre engendré par les classes d’isomorphisme des
facteurs directs de H∗Vn, où Vn = (Z/pZ)n. Le groupe K(U) = ⋃

n≥0K
n(U) est un

anneau pour le produit tensoriel de modules instables. Pour M un facteur direct de
H∗Vn, on note [M ] sa classe dans K(U).

Carlisle et Kuhn énoncent la conjecture suivante :

Conjecture 5.1.1. [CK89, §4] L’anneau K(U) est polynomial sur Z.
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5.1. Polynomialité

Cette conjecture est discutée dans [Hai19, §4]. Elle s’énonce également en termes
de représentations modulaires des groupes linéaires. Pour P un FpGLn(Fp)-module
projectif, considérons le module instable HomGLn(Fp)(P,H∗Vn). Il est isomorphe à
un facteur direct de H∗Vn. Ceci permet de définir l’application

⊕
n≥0K0(FpGLn(Fp) -proj) → K(U)

[P ] 7→ [HomGLn(Fp)(P,H∗Vn)],
(5.1)

qui est un isomorphisme d’anneaux [CK89, Thm. 3.2]. On l’étend en un isomor-
phisme de C-algèbres

C⊗
(⊕
n≥0

K0(FpGLn(Fp) -proj)
) ∼−→ KC(U). (5.2)

On déduit du théorème 4.2.2 une forme faible de 5.1.1.

Théorème 5.1.2. L’algèbre KC(U) est polynomiale et une famille de générateurs
polynomiaux est

{Pf , f dans Fp[x] irreducible, f(0) 6= 0}.

Le corollaire 4.2.3 donne le résultat sur les rationnels.

Corollaire 5.1.3. L’algèbre Q ⊗ K(U) est polynomiale avec un générateur pour
chaque polynôme irréductible sur Fp avec un coefficient constant non nul.

Démonstration. C’est une reformulation du théorème 4.2.2 par l’isomorphisme (5.2).

Rappelons que d’après la proposition 4.4.3 les fonctions de classes πf sont des
combinaisons linéaires à coefficients complexes des caractères de Deligne-Lusztig ten-
sorisés par la représentation de Steinberg Stn. L’isomorphisme (5.1) fournit une bi-
jection entre les facteurs directs de Campbell-Selick [CS90] et les caractères Stn⊗Rϕi

Tn

[Hai19, §4]. Ainsi, la proposition 4.4.4 devient :

Pf = 1
pn − 1

|Tn|−1∑
j=0

w−jMn(j).

Remarquons que les facteurs directs Mn(j) sont ceux utilisés par Hai pour décrire
un système de générateurs de K(U) formé de vecteurs propres du foncteur T [Hai19,
§1].
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Chapitre 5 – Application à la théorie des modules instables

5.2 Vecteurs propres du foncteur T

Considérons l’action du foncteur T de Lannes [Lan92]. Le foncteur T est l’adjoint
à gauche du foncteur _⊗H∗ Fp : U → U . C’est un foncteur exact et il commute avec
le produit tensoriel [Lan92]. En particulier, il induit un endomorphisme de l’anneau
K(U), qu’on notera encore T . D’après [Lan92],

T (HomGLn(Fp)(P,H∗Vn)) ∼= HomGLn(Fp)(P ⊗ Fp[V ∗n ], H∗Vn).

Par l’isomorphisme (5.1), on peut aussi voir T comme un endomorphisme de⊕
n≥0K0(GLn(Fp) -proj). Alors,

T ([P ]) = [P ⊗ Fp[V ∗n ]].

Notons TC la complexification de T . C’est un endomorphisme de
C⊗(⊕n≥0K0(GLn(Fp) -proj).

Proposition 5.2.1. Soit f = (x − 1)ng dans Fp[x] avec g(0)g(1) 6= 0. La fonction
de classes πf est un vecteur propre pour TC pour la valeur propre pn.

Démonstration. Soit f un polynôme de degré n sur Fp avec un coefficient constant
non nul. On a

T (πf ) = πf ⊗ Fp[V ∗n ].

Soit alors g dans GLn(Fp), on a

πf ⊗ Fp[V ∗n ](g) =
 Fp[V ∗n ](g), si χg = f,

0 sinon.

Si f 6= x − 1 et χg = f , alors g : V ∗n → V ∗n est sans point fixe. Ainsi Fp[V ∗n ](g) = 1
et T (πf ) = πf . Sinon, f = x− 1 et pour g tel que χg = f , on a Fp[V ∗1 ](g) = p. Donc
T (πf ) = pπf .
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5.2. Vecteurs propres du foncteur T

Comme corollaire, on obtient une preuve de la conjecture de Schwartz [DHS14,
Conj. 3.2] sur la diagonalisation de l’action de TC. Cette conjecture a été démontrée
dans [Hai15] et [Hai16] par des méthodes différentes.

Corollaire 5.2.2. L’action de T sur Kn
C(U) est diagonalisable et ses valeurs propres

sont 1, p, . . . , pn. De plus, pour 0 ≤ i ≤ 1, une base de l’espace propre associé à pi

est (
(H∗ Fp)⊗i ⊗ Pf , deg(f) ≤ n− i, f(1) 6= 0

)
.

Cet espace est de dimension pn−i − pn−i−1 pour i < n, et unidimensionnel si i = n.

Démonstration. D’après le théorème 5.1.2, pour tout entier n, une base de Kn
C(U)

est
(Pf , f unitaire de degré ≤ n et f(0) 6= 0).

Notons pour tout 0 ≤ i ≤ n, Kn
C(pi) le sous-espace propre de Kn

C(U) associé à la
valeur propre pi. D’après la propriété 5.2.1, Kn

C(pi) est le sous-espace engendré par
les P(x−1)if avec f dans Fp[x], unitaire, de degré inférieur ou égal à (n− i) et tel que
f(0)f(1) 6= 0. En particulier,

dimCK
n
C(pi) = #{f ∈ Fp[x], f unitaire, deg f ≤ n− i, f(0)f(1) 6= 0}.

Notons Fn = {f ∈ Fp[x], f unitaire, deg f ≤ n, f(0)f(1) 6= 0}. Il reste à montrer
que

#Fn−i =
 pn−i − pn−i−1 si i < n,

1 si i = n.

Le cas n = i est clair, le seul polynôme dans F0 est polynôme constant égal à 1.
Montrons par récurrence sur n dans N∗ la propriété (Pn) : “ le cardinal de Fn

vaut pn − pn−1.”
Pour n = 1,

F1 = {1} ∪ {x− a, a ∈ Fp}\{0, 1}.

Donc #F1 = p− 1 et (P1) est vraie.
Supposons (Pn−1). Pour tout k entier, notons

Gk = {f ∈ Fp[x], deg f = n, f(0) 6= 0}.
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Chapitre 5 – Application à la théorie des modules instables

On a la décomposition ensembliste,

Fn = Gn\{(x− 1)g, g ∈ Gn−1} ∪ Fn−1.

Donc
#Fn = pn − pn−1 − (pn−1 − pn−2) + pn−1 − pn−2 = pn − pn−1.

Ainsi, la propriété (Pn) est vraie.

5.3 Séries de Poincaré

On peut identifier les séries de Poincaré associées aux éléments de KC(U). On
note P (., t) l’application qui associe à la classe d’un module instable sa série de
Poincaré

K(U) → Z[[t]]
[M ] 7→ ∑

d≥0 dimMdtd.

On note PC(., t) sa complexifiée. Enfin, rappelons que pour f un polynôme sur Fp
avec un coefficient constant non nul, Pf désigne l’élément de KC(U) associé à πf . La
proposition suivante décrit l’image de PC(., t).

Proposition 5.3.1. Soit f un polynôme unitaire, irréductible sur Fp avec un coef-
ficient constant non nul,

PC(Pf , t) =


1

(w−t)(w2−t)...(w2n−1−t) , p = 2,

(w+t)(wp+t)...(wpn−1+t)
(w−t2)(wp−t2)...(wpn−1−t2) , p > 2.

Démonstration. On a vu que

Pf = 1
pn − 1

|Tn|−1∑
j=0

w−jMn(j).

Par ailleurs,
Mn(j) = HomGLn(Fp)(IndGLn(Fp)

Tn (ϕj), H∗Vn)
= HomTn(ϕj,ResGLn(Fp)

Tn H∗Vn)
∼= H∗V

ϕj
n .
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5.3. Séries de Poincaré

Comme

H∗Vn ∼=

 S(V ∗n ) si p = 2
S(V ∗n )⊗ Λ(V ∗n ) si p > 2,

où S(V ∗n ) est l’algèbre symétrique sur V ∗n concentré en degré 1 et Λ(V ∗n ) l’algèbre
extérieure sur V ∗n concentré en degré 2 (voir par exemple [Sch94, §1.5]), le résultat
se déduit de la formule de Molien.

Le cas p = 2

Dans ce cas, la formule de la proposition 5.3.1 prend une forme particulièrement
simple.

Soit f un polynôme irréductible sur F2 avec un terme constant non nul et
α1, . . . , αn ses racines dans F×2 . On note f̃ le polynôme (θ(α1) − t) . . . (θ(αn) − t)
in C[t]. L’image PC(., t) est la sous-algèbre de C(t) engendrée par {1/f̃ | f ∈
F2[x], f(0) 6= 0}.

Soit g le produit des polynômes irréductibles f1, . . . , fN , on note Pg = Pf1⊗ . . .⊗
PfN et g̃ = f̃1 . . . f̃N . Ainsi, on a PC(Pg, t) = 1/g̃.

Proposition 5.3.2. Pour p = 2, le noyau de PC(., t) est non-trivial.

Démonstration. Soit N un entier et f1, . . . , fkN des polynômes irréductibles sur F2

de degré N . D’après la proposition 5.3.1, pour tout α1, . . . , αkN , dans C, la série

kN∑
i=1

αi∏kN
j=1,j 6=i f̃j

=
kN∑
i=1

αif̃i∏kN
j=1 f̃j

est dans cette image. Ainsi, chaque relation

α1f̃1 + . . .+ αN f̃N = 0

dans C[t] fournit un élément du noyau. En particulier, lorsque le nombre de po-
lynômes irréductibles de degré N est strictement plus grand que la dimension de
l’espace C[t]≤n, on est sûr qu’il existe de telles relations. Il suffit par exemple de
prendre N = 6.

La preuve donne une réponse négative à une question posée dans [Hai19, p. 4.6] :
la restriction de PC(., t) à l’espace propre associée à 1 pour l’action de T sur KC(U)
n’est pas injective.
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On peut aussi décrire le noyau de PC(., t). Chaque élément P de KC(U) est
combinaison linéaire des Pf1 , . . . , PfN , avec fi unitaire de degré di et avec un terme
constant non nul :

P =
N∑
i=1

αfiPfi .

Donc P est un élément du noyau si, et seulement si,

N∑
i=1

αfi
f̃i

= 0.

C’est-à-dire
N∑
i=1

αfi
∏N
j=1,j 6=i f̃i∏N
j=1 f̃i

= 0,

ou encore
N∑
i=1

αfi

N∏
j=1,j 6=i

f̃i = 0,

où la dernière équation vit dans l’espace vectoriel des polynômes de degré inférieur
ou égal à ∏N

i=1 di.

Exemple. Considérons les polynômes de degré 4 sur F2, premiers avec x + 1. Un
élément du noyau de PC(., t) est

PFGH − 5PEGH + 3PEFH + PEFG,

avec
E = x4 + x3 + x2 + x+ 1
F = x4 + x3 + 1
G = x4 + x2 + 1 = (x2 + x+ 1)2

H = x4 + x+ 1.

Par définition, c’est un vecteur propre pour la valeur propre 1 pour l’action de
T . Ceci permet de répondre à une question posée par Hai quant à l’injectivité de
l’application série de Poincaré restreinte à l’espace propre associé à la valeur propre 1
[Hai19, Conj. 5.6].
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A
Algèbres de Hopf auto-adjointes
positives

Dans ce chapitre on introduit la notion d’algèbre de Hopf auto-adjointe positive
("PSH-algebras") définie par Andreï Zelevinsky dans son Lecture Notes [Zel81].
Cette structure a pour exemple typique l’algèbre des fonctions symétriques. Un
résultat classique, certainement connu de F.G. Frobenius, relie l’algèbre des fonctions
symétriques aux représentations des groupes symétriques pris simultanément. La
structure d’algèbre de Hopf auto-adjointe permet également de faire le lien avec les
produits en couronne d’un groupe fini G, avec les groupes symétriques ainsi qu’avec
les groupes linéaires finis et les groupes unitaires finis.

On commence par rappeler la définition d’algèbre de Hopf. Ensuite on décrit
l’exemple de l’algèbre des fonctions symétriques. Ceci permet de fixer des notations,
également utilisées dans le reste du texte. Enfin, on présente la notion d’algèbre de
Hopf auto-adjointe positive. On suit la présentation de [GR18].

A.1 Algèbres de Hopf

Dans tout ce chapitre, K désigne un corps et A un anneau, la lettre m désigne
une multiplication et ∆ une comultiplication. Toutes les algèbres que l’on considère
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sont associatives et munies d’une unité, souvent notée u. De même les cogèbres sont
coassociatives et munies d’une counité qu’on notera ε.

Définition A.1.1. Un K-module est une bigèbre si c’est une algèbre et une cogèbre
sur K telle que la comultiplication soit un morphisme d’algèbres.

Exemple. Pour G un groupe fini, on munit l’algèbre KG d’une base (eg)g∈G telle
que pour tout g et g′ dans G, eg.eg′ = egg′ . L’algèbre KG est une bigèbre pour la
counité

ε : KG → K
eg 7→ 1

et la comultiplication
∆ : KG → KG⊗KG

eg 7→ eg ⊗ eg
.

Définition A.1.2. Soit A une bigèbre et x un élément de A,
— l’élément x est dit de type groupe si ∆(x) = x⊗ x,
— il est dit primitif si ∆(x) = x⊗ 1 + 1⊗ x.

Exemple. Dans la bigèbre KG, les éléments de la base (eg)g∈G sont des éléments de
type groupe.

Définition A.1.3. Soit A une bigèbre. Un coidéal bilatère est un sous K-module J
de A tel que

∆(J) ⊂ J ⊗ A+ A⊗ J

et
ε(J) = 0.

Si un sous-ensemble J d’une bigèbre A est à la fois un coidéal bilatère et un idéal
bilatère, alors le quotient A/J hérite d’une structure de bigèbre.

Définition A.1.4. Un K-module M est dit N-gradué s’il admet une décomposition
en somme directe de la forme

M =
⊕
n≥0

Mn.

Un élément x appartenant à Mn est dit homogène de degré n. Un K-module M est
dit connexe si M0 ∼= K.

Définition A.1.5. On dit qu’un module gradué est de type fini si pour tout n entier
Mn est de type fini.

98



Définition A.1.6. Une bigèbre A sur K est une algèbre de Hopf s’il existe une
application K-linéaire S : A→ A, appelée antipode, telle que le diagramme suivant
commute :

A⊗ A S⊗id // A⊗ A
m

##
A

ε //

∆
;;

∆ ##

K u // A

A⊗ A id⊗S
// A⊗ A

m

;;

Exemple. L’algèbre de groupe KG est une algèbre de Hopf pour l’antipode

S(eg) = eg−1 .

Exemple. Soit V un K-module gradué. L’algèbre tensorielle T (V ) et l’algèbre symé-
trique Sym(V ) sont des algèbres de Hopf.

Définition A.1.7. Soit H et H ′ deux algèbres de Hopf. On dit qu’une application
f : H → H ′ est un morphisme d’algèbres de Hopf si c’est un morphisme de bigèbres,
c’est-à-dire si f commute avec la multiplication et avec avec la comultiplication.

Proposition A.1.8. L’antipode S d’une algèbre de Hopf est un anti-endomorphisme :

S(1) = 1 et S(a.b) = S(b).S(a).

Proposition A.1.9. [GR18, Prop. 1.4.14] Une bigèbre graduée connexe A admet
une unique antipode S qui est un morphisme gradué et qui munit A d’une structure
d’algèbre de Hopf.

Définition A.1.10. Soit H une algèbre de Hopf sur K. Une sous-algèbre de Hopf de
H est une algèbre de Hopf A sur K telle que A ⊂ H et l’inclusion est un morphisme
d’algèbres de Hopf.

Théorème A.1.11 (Milnor-Moore). Soit A = ⊕
n≥0An une algèbre de Hopf graduée

sur un corps K de caractéristique 0. Si A est connexe et commutative alors c’est une
algèbre commutative libre, c’est-à-dire une algèbre polynomiale, engendrée par des
éléments homogènes.

Définition A.1.12. Soit A une algèbre graduée connexe de type fini et soit Ā son
idéal d’augmentation. On appelle module des indécomposables le module Ā/Ā2 et
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on le note Q(A). On appelle module des décomposables le module Ā2, qu’on note
D(A).

Les modules Q(A) et D(A) héritent de la graduation de A.

A.2 Algèbre des fonctions symétriques

A.2.1 Définition

Soit A un anneau commutatif et x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) une suite de variables.
Pour toute suite d’entiers α = (α1, . . . , αk) nulle à partir d’un certain rang, on note
xα le monôme xα1

1 . . . xαkk . Un monôme xα est de degré n si ∑i αi = n.
On note A[x] l’anneau des séries formelles en x,

S(x) =
∑
α

cαxα

de degré fini, c’est-à-dire les séries pour lesquelles il existe d = d(S) tel que si∑
i αi > d alors cα = 0.
Pour tout n, le groupe symétrique Sn agit sur A[x] en permutant les n premières

variables. Considérons la chaîne formée par les groupes symétriques :

S1 ⊂ S2 ⊂ . . . ⊂ Sn ⊂ . . . ,

on note S∞ sa limite inductive. On peut voir S∞ comme le groupe des permutations
de N∗ ne permutant qu’un nombre fini d’éléments.

Définition A.2.1. On appelle anneau des fonctions symétriques en x et à coeffi-
cients dans A, le sous-anneau des S∞-invariants A[x]S∞ . On le note SymA ou sim-
plement Sym si cela ne prête pas à confusion.

L’anneau Sym est gradué :

Sym =
⊕
n≥0

Symn,

où Symn désigne l’ensemble des fonctions symétriques homogènes de degré n.
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A.2.2 Comultiplication

Considérons les familles de variables x et y. On a un homomorphisme d’anneaux

A[x]⊗ A[y] → A[(x,y)]
f(x)⊗ g(y) 7→ f(x)g(y)

.

La restriction de cet homomorphisme aux fonctions symétriques donne l’isomor-
phisme

ϕ : Sym(x,y)→ A[(x,y)]S∞×S∞ ,

où S∞× S∞ désigne le groupe des permutations (finies) de (x,y) qui permutent les
variables x1, . . . , xn, . . . de x entre elles. Notons S(∞,∞) le groupe des permutations
de (x,y) ne permutant qu’un nombre fini de variables. Le groupe S∞ × S∞ est un
sous-groupe de S(∞,∞). On a donc une inclusion d’anneaux

i : A[(x,y)]S(∞,∞) ↪→ A[(x,y)]S∞×S∞ = Sym⊗ Sym .

En fixant une bijection entre (x,y) et x, on identifie les anneaux A[(x,y)]S(∞,∞)

et Sym (le choix de la bijection n’importe pas puisque les éléments de Sym sont des
fonctions symétriques en les variables). On obtient alors la comultiplication ∆ en
composant i et ϕ−1 :

∆ : Sym i−→ A[(x,y)]S∞×S∞ ϕ−1
−→ Sym⊗ Sym .

Proposition A.2.2. [GR18, §2.2] L’application ∆ est un morphisme d’algèbres et
munit Sym d’une structure de bigèbre connexe graduée qui est donc une algèbre de
Hopf.

A.2.3 Bases

On définit ici les bases usuelles de Sym (voir [GR18]).

fonctions symétriques élémentaires : en := ∑
i1<i2<...<in xi1xi2 . . . xin .

sommes de Newton : pn := xn1 + xn2 + . . ..

fonctions symétriques homogènes : hn := ∑
i1≤i2≤...≤in xi1xi2 . . . xin .

Notons,
e(t) = ∑

n≥0 ent
n, h(t) = ∑

n≥0 hnt
n,
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et
p(t) =

∑
i≥0

pnt
n.

On a la relation
e(t)h(−t) = 1.

On a également,
h(t)p(t) = nh′(t),

soit
pn + h1pn−1 + . . .+ hn−1p1 = nhn. (A.1)

En particulier, si K contient Q,

h(t) = exp(
∑
k≥1

pk
k
tk).

Si λ = (λ1, λ2, . . . , λk), on note

eλ = eλ1 .eλ2 . . . . .eλk ,

pλ = pλ1 .pλ2 . . . . .pλk ,

et
hλ = hλ1 .hλ2 . . . . .hλk .

Proposition A.2.3. Les familles {eλ}λ et {hλ}λ sont des K-bases de SymK. Si
Q ⊂ K, alors {pλ}λ est également une base de SymK.

En particulier,
SymZ = Z[en, n ≥ 1] = Z[hn, n ≥ 1],

et
SymQ = Q[pn, n ≥ 1].

Pour tout entier n, on a,

• ∆(pn) = pn ⊗ 1 + 1⊗ pn,
• ∆(en) = ∑

i+j=n ei ⊗ ej,
• ∆(hn) = ∑

i+j=n hi ⊗ hj.

Remarque 7. Les pn sont des éléments primitifs de SymZ. En fait ils engendrent
le sous-module de SymZ formé des éléments primitifs et en forment donc une base
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puisque ce module est de rang 1 en chaque degré et que les pn ne sont pas divisibles
(d’après la formule (A.1)).

A.2.4 Fonctions de Schur

Une autre base classique pour Sym est la base des fonctions de Schur {sλ}λ. Pour
toute partition λ = (λ1, λ2, . . . , λm), on note :

sλ = det(hλi−i+j)1≤i,j≤m.

Proposition A.2.4. [GR18] Dans la base formée des fonctions de Schur, les constantes
de multiplication et de comultiplication sont les mêmes. C’est-à-dire qu’il existe des
coefficients entiers cνλ,µ définis pour tout triplet de partitions, tels que

sλ.sµ =
∑
ν

cνλ,µsν ,

et
∆(sν) =

∑
λ,µ

cνλ,µsλ ⊗ sµ.

De plus, cνλ,µ est nul sauf si λ, µ ⊂ ν et |λ|+ |µ| = |ν|.

En particulier,
SymZ = Z[sn, n ≥ 1].

L’algèbre Sym est munie d’un produit scalaire tel que la base des fonctions de
Schur soit une base orthonormée,

〈sλ, sλ′〉 = δλ,λ′ .

La base {pλ}λ est orthogonale pour ce produit scalaire et λ = (1r1 , 2r2 , . . .),

〈pλ, pλ〉 =
∏
i≥1

iriri!

A.3 Algèbres de Hopf auto-adjointes positives

Dans l’algèbre des fonctions symétriques Sym, la base formée des fonctions de
Schur a la propriété remarquable que les constantes de structure pour la multiplica-
tion et pour la comultiplication sont les mêmes. De plus, toutes ces constantes sont
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positives. L’idée de Zelevinsky est d’étudier les algèbres de Hopf graduées munies
d’une base ayant ces mêmes propriétés [Zel81].

A.3.1 Définition

Définition A.3.1. [Zel81] Une algèbre de Hopf A sur Z est dite auto-adjointe posi-
tive si elle est munie d’une Z-base Ω = {ωλ}λ formée d’éléments homogènes vérifiant
les deux propriétés suivantes :
(auto-adjonction) Si ωλ.ωµ = ∑

ν α
ν
λ,µων , alors ∆ων = ∑

λ,µ α
ν
λ,µωλ ⊗ ωµ.

(positivité) Pour tout λ, µ, ν, ανλ,µ ≥ 0.
Les éléments de Ω sont dit irréductibles.

L’algèbre des fonctions symétriques munie de la base des fonctions de Schur est
évidemment une algèbre de Hopf auto-adjointe positive.

Un morphisme d’algèbres de Hopf auto-adjointes positives f entre A1 et A2 de
bases respectives Ω1 et Ω2 est un morphisme d’algèbres de Hopf graduées tel que
f(Ω1) ⊂ NΩ2.

La propriété d’auto-adjonction implique notamment le résultat suivant.

Théorème A.3.2. [GR18] Soit A une algèbre de Hopf auto-adjointe positive définie
sur un corps K de caractéristique 0. L’inclusion de l’ensemble des éléments primitifs
p dans A induit un isomorphisme d’algèbres

SymK(p)→ A.

En particulier, A est commutative et cocommutative.

Toute algèbre de Hopf auto-adjointe positive (A,Ω) est munie d’un produit sca-
laire 〈., .〉 pour lequel la base Ω est orthonormale. Pour tout élément x de A, on note
x⊥ l’opérateur adjoint de la multiplication par x. Autrement dit, x⊥ est défini par

〈x⊥(y), z〉 = 〈y, xz〉,

pour tous y et z dans A.

A.3.2 Décomposition

Dans cette section on donne la décomposition des algèbres de Hopf auto-adjointes
positives en produit tensoriel de sous-algèbres ayant un unique élément primitif
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irréductible.
Si A1 et A2 sont deux algèbres de Hopf auto-adjointes positives de bases respec-

tives Ω1 et Ω2, leur produit tensoriel A1 ⊗ A2 est à nouveau muni d’une structure
d’algèbre de Hopf auto-adjointe positive de base {ω1 ⊗ ω2}(ω1,ω2)∈Ω1×Ω2 .

Soit A une algèbre de Hopf auto-adjointe positive et Ω la base des irréductibles.
On note C := Ω ∩ p l’ensemble des éléments primitifs de Ω. Pour tout ρ dans C, on
note

Ω(ρ) := {ω ∈ Ω|〈ω, ρn〉 6= 0 pour un certain n ≥ 0}

et
A(ρ) :=

⊕
w∈Ω(ρ)

Z .ω.

Alors A(ρ) est une sous-algèbre de Hopf auto-adjointe positive de A et l’ensemble
de ses éléments irréductibles est Ω(ρ). En particulier, ρ est le seul élément à la fois
irréductible et primitif de A(ρ). On dit que A(ρ) est indécomposable.

Théorème A.3.3. [Zel81] Toute algèbre de Hopf auto-adjointe positive A admet
une décomposition en produit tensoriel d’algèbres de Hopf auto-adjointes positives
indécomposables

A =
⊗
ρ∈C

A(ρ).

A.3.3 Unicité

Il nous reste donc à comprendre les algèbres de Hopf auto-adjointes indécompo-
sables, c’est-à-dire celles ayant un unique élément primitif irréductible. Soit A une
algèbre de Hopf auto-adjointe positive ayant un unique élément primitif, à change-
ment de graduation près, A est isomorphe à Sym.

L’idée est de trouver dans la base Ω de A, deux familles d’éléments qui vont
correspondre respectivement à la famille des fonctions symétriques homogènes

{hn = s(n)}n∈N

et à la famille des fonctions symétriques élémentaires

{en = s(1n)}n∈N.

Zelevinsky caractérise ces deux familles par les propriétés suivantes :
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1. h0 = e0 = 1, h1 = e1 =: ρ et

ρ2 = e2 + h2,

2. pour tout n ≥ 0
h⊥2 (en) = 0 et e⊥2 (hn) = 0,

3. pour 0 ≤ k ≤ n,

h⊥k (hn) = hn−k et e⊥k (en) = hn−k,

4. si ω ∈ Ω\{h0, . . . , hn},
ρ⊥(hn) = 0

et si ω ∈ Ω\{e0, . . . , en}
ρ⊥(en) = 0,

5. pour tout n ≥ 0,

∆(hn) = ∑
i+j=n hi ⊗ hj et ∆(en) = ∑

i+j=n ei ⊗ ej.

Théorème A.3.4. [Zel81] Soit A une algèbre de Hopf sur Z auto-adjointe positive
de base Ω. On suppose que Ω contient un unique élément primitif, noté ρ, et qu’il
est de degré 1. Il existe un unique couple de familles {hn}n et {en}n d’éléments de
A, vérifiant les propriétés listées ci-dessus. De plus,

— les éléments en et hn vérifient les relations

∑
i+j=n

(−1)ieihj = δ0,n,

— on a,
A = Z[h1, h2, . . .] = Z[e1, e2, . . .],

— il existe un unique automorphisme non trivial d’algèbre de Hopf auto-adjointe
positive sur A, le morphisme qui échange hn et en pour tout n entier,

— il existe deux isomorphismes d’algèbres de Hopf auto-adjointes positives entre
A et Sym. Le premier envoie hn sur la fonction symétrique homogène hn(x),
le second envoie en sur la fonction symétrique homogène en(x).
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B
Théorie de Brauer

On rappelle ici brièvement des éléments de la théorie des représentations modu-
laires des groupes finis. Notre référence principale est [Ser71] et on utilise également
[Web16].

Pour le reste de cette section, on fixe G un groupe fini et K un corps de carac-
téristique 0 muni d’une valuation discrète. On note A l’anneau de valuation, m son
idéal maximal et k := A /m le corps résiduel. On suppose que k est de caractéristique
p > 0. Le triplet (K,A, k) est appelé système p-modulaire.

Un KG-module (ou un kG-module) simple est dit absolument simple s’il reste
simple après extension des scalaires. Si tous les KG-modules simples sont absolu-
ment simples, on dit que K est un corps de décomposition pour G.

En pratique on supposera que (K,A, k) est système p-modulaire de décomposi-
tion pour G.

Dans toute la suite, pour Λ un anneau associatif unitaire, on note K0(Λ -mod)
(resp. K0(Λ -proj)) le groupe de Grothendieck de la catégorie des Λ-modules de type
fini (resp. le groupe de Grothendieck de la catégorie des Λ-modules projectifs de
type fini).
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B.1 Dualités

Si E et F sont deux KG-modules, le couplage

(E,F )→ dimK HomG(E,F )

définit une application bilinéaire

K0(KG -mod)×K0(KG -mod)→ Z .

On la note 〈., .〉K. Les classes de deux modules simples non-isomorphes sont ortho-
gonales pour cette forme. De plus, si K est un corps de décomposition pour G, un
KG-module S est simple si, et seulement si, 〈S, S〉K = 1. Ainsi, la forme bilinéaire
est non-dégénérée.

Si E est un kG-module projectif et F un kG-module quelconque, le couplage

(E,F )→ dimk HomG(E,F )

permet de définir à nouveau une application bilinéaire

K0(kG -proj)×K0(kG -mod)→ Z .

On note cette dernière 〈., .〉k. Si k est un corps de rupture pour G, la forme 〈., .〉k
est non dégénérée. En effet, les familles des kG-modules simples {[S]}S et des kG-
modules projectifs indécomposables {[PS]}S, sont des bases duales l’une de l’autre.

B.2 Triangle cde

B.2.1 Décomposition des projectifs

En associant à chaque kG-module projectif, sa classe dans K0(kG -mod), on
obtient un morphisme de groupes abéliens

c : K0(kG -proj)→ K0(kG -mod),

appelé homomorphisme de Cartan.
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B.2.2 Décomposition en caractéristique positive

Pour E un KG-module, on peut trouver un sous-A-module A-libre E1 de E tel
que KE1 ∼= E. De plus, on peut supposer que E1 est stable sous l’action de G de
telle sorte que E1 soit un AG-module. On peut alors former le kG-module k ⊗A E1

dont l’image dans K0(kG -mod) est indépendante du choix de E1. On obtient alors
un morphisme

d : K0(KG -mod)→ K0(kG -mod).

Le morphisme d est appelé application de décomposition.

B.2.3 Relèvement des projectifs

Si P est kG-module projectif, il existe un unique AG-module P̃ à isomorphisme
près tel que k ⊗A P̃ ∼= P . De plus c’est un AG-module projectif.

Pour P un kG-module projectif, à partir de son relèvement P̃ , on peut former le
KG-module K ⊗A P̄ . Ceci définit un morphisme

e : K0(kG -proj)→ K0(KG -mod).

B.2.4 Le triangle

Les applications c, d et e donnent le triangle commutatif :

K0(kG -proj)

e
((

c // K0(kG -mod)

K0(KG -mod)
d

66
.

De plus, les applications d et e sont adjointes l’une de l’autre,

〈e(P ),M〉K = 〈c(P ), d(M)〉k,

pour P dans K0(kG -proj) et M dans K0(KG -mod).

Proposition B.2.1.

— L’homomorphisme d est surjectif,

— L’homomorphisme e est une injection scindée.
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B.3 Caractérisation de l’image de e

Définition B.3.1. Un élément de G est dit p-régulier s’il est d’ordre premier à p. On
note Greg l’ensemble des éléments p-réguliers. On dit qu’une classe de conjugaison
de G est p-régulière si ses éléments sont p-réguliers.

La propriété suivante est un résultat essentiel dans le travail présenté dans cette
thèse.

Proposition B.3.2. [Ser71, §16.2.37] L’image de e : K0(kG -proj)→ K0(KG -mod)
est formée des éléments de K0(KG -mod) dont le caractère est nul en dehors des
classes p-régulières.

La classe d’isomorphisme d’un kG-module projectif est entièrement déterminée
par le caractère de son image par e.

B.4 Caractères modulaires

Ici, on a besoin les corps que K et k soient des corps de décomposition pour G
et pour tous ses sous-groupes. On peut par exemple supposer que K contient toutes
les racines e-ièmes de l’unité, où e est l’exposant de G.

Rappelons que Greg désigne l’ensemble de éléments de G d’ordre premier à p.
Notons a le plus petit multiple commun de l’ordre des éléments de Greg et fixons
θ un isomorphisme entre les racines a-èmes de l’unité de k et les racines a-èmes de
l’unité de K.

B.4.1 Caractères modulaires

Soit E un kG-module de dimension n et g un élément de Greg. On note gE l’endo-
morphisme de E associé à g. Comme g est d’ordre premier à p, gE est diagonalisable
sur k et ses valeurs propres sont des racines a-èmes de l’unité. On les note λ1, . . . , λn.
On note

ΦE(g) =
n∑
i=1

θ(λi).

L’application ΦE : Greg → K est appelée caractère modulaire de E, ou encore
caractère de Brauer de E.
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Proposition B.4.1. On a,

1. ΦE(1) = dimk E ;

2. ΦE est une fonction de classes sur Greg ;

3. si 0 → E0 → E1 → E2 → 0 est une suite exacte courte de kG-modules, alors
ΦE1 = ΦE0+ΦE2. En particulier, ΦE ne dépend que de la classe d’isomorphisme
de E ;

4. si P est un kG-module projectif, pour tout g dans Greg, on a χe([P ])(g) = ΦE(g),
où χe([P ]) désigne le caractère complexe de e([P ]).

Notons CF(Greg) le K-espace vectoriel des fonctions de classes de Greg.

Théorème B.4.2. (Brauer) Les caractères des kG-modules irréductibles forment
une base de CF(Greg).

Corollaire B.4.3. Le nombre de classes d’isomorphisme de kG-modules irréduc-
tibles est égal au nombre de classes de conjugaison p-régulières de G.

B.4.2 Triangle cde et fonctions de classes

D’après ce qui précède, en tensorisant les applications du triangle cde par K et
après des identifications évidentes, on obtient le triangle commutatif :

CFreg(G)

K⊗e &&

K⊗c // CF(Greg)

CF(G)
K⊗d

99
.

Notons que K⊗c est un isomorphisme d’espaces-vectoriels.

B.4.3 Relèvement de Brauer

On l’a expliqué, l’application e est un monomorphisme scindé. Comme l’appli-
cation de décomposition d est l’application adjointe de e, elle est également scindée.
On définit ici une section de d.

Tout élément g de G admet une décomposition unique g = grgu avec gr un élé-
ment p-régulier et gu un élément dont l’ordre est une puissance de p et qui commute
à gr. L’élément gr est la partie p-régulière de g et gu sa partie p-unipotente.
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Si f est une fonction de CF(Greg), on définit une fonction de classes σ(f) sur G
en posant pour tout g dans G,

σ(f)(g) = f(gr).

Théorème B.4.4.

— Si f est un caractère modulaire de G, alors σ(f) est un caractère virtuel de G.

— L’application σ : K0(kG -mod) → K0(KG -mod) définit une section de l’ap-
plication de décomposition d.
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C
Calcul des générateurs

On présente une méthode pour calculer les générateurs (yn)p-n de
⊕
n≥0K0(Fp Sn -proj)

ainsi que leur décomposition en termes des Fp Sn-modules projectifs indécomposables
en utilisant Sagemath. Les conjectures énoncées le chapitre 1 s’y appuient.

Les calculs sont réalisés dans Sym, l’anneau des fonctions symétriques. Notons
A(p) le sous-anneau de Sym formé des fonctions symétriques f telles que pour toutes
partitions p-singulières λ,

〈f, pλ〉 = 0.

L’isomorphisme entre les anneaux Sym et⊕n≥0K0(CSn -mod) (voir théorème 1.1.5)
identifie le sous-anneau A(p) avec e(⊕n≥0K0(Fp Sn -proj)). Après des traductions
immédiates, le théorème 1.2.7 montre que A(p) est polynomial et que des générateurs
polynomiaux sont donnés par les fonctions

yn =
∑

(λ0,...,λk)∈(N∗)k+1∑
i
λi=n

p-λ0 et p|λi,i≥1

(−1)khλ0 . . . hλk , (C.1)

pour n premier à p (voir 1.3 après le lemme 1.2.6 pour la formule)
D’après le paragraphe 1.2.3, d’autres générateurs s’obtiennent en considérant les

fonctions de Witt (qn)p-n.
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Avec Sagemath, on commence par définir Sym et plusieurs de ses bases :

sage: Sym=SymmetricFunctions(ZZ)
sage: s=Sym.s() #base des fonctions de Schur
sage: h=Sym.h() #base des fonctions homogènes
sage: w=Sym.w() #base des fonctions de Witt

Remarquons que Sagemath utilise la notation w pour les fonctions symétriques
de Witt. Ainsi, dans toute la suite on confondra la fonction symétrique de Witt et le
caractère complexe du groupe symétrique associé en espérant que cela ne troublera
pas le lecteur. On fera de même pour les fonctions symétriques yn définies ci-dessus
et les caractères associés.

C.1 Générateurs yn
En s’appuyant sur la formule C.1, les générateurs (yn)p-n se décrivent comme

combinaison linéaire des fonctions symétriques homogènes. La fonctions fonctions
suivantes construit le générateur y(n, p) en suivant cette description. Les nombres n
et p sont rentrés en paramètres.

sage: def y(n,p) :
... y=0
... L=Partitions(n).list() #Liste des partitions de n
... for mu in L :
... if (len([k for k in mu if k%p!=0])==1) and
(len([k for k in mu if k%p==0])==(len(mu)-1)) :
... c=((-1)^(len(mu)-1))*factorial(len(mu)-1)
... l=[list(mu).count(x) for x in list(set(mu)) if x % p == 0]
... for i in range(len(set(mu))-1) :
... c=c/factorial(l[i])
... y=y+c*h(mu)
... return y
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On a par exemple :

sage: y(9,2)
h[2, 2, 2, 2, 1] - h[3, 2, 2, 2] - 3*h[4, 2, 2, 1] + 2*h[4, 3, 2]
+ h[4, 4, 1] + h[5, 2, 2] - h[5, 4] + 2*h[6, 2, 1] - h[6, 3]
- h[7, 2] - h[8, 1] + h[9]

En particulier, y9 est le caractère d’un vrai CS9-module.

C.2 Décomposition dans la base des projectifs in-
décomposables

Soit f une fonction symétrique homogène de degré n dans A(p). Notons χ le
caractère complexe de Sn qui lui est associé. On le voit comme un élément de
K0(CSn -mod). Puisque f est dans A(p), le caractère χ est dans l’image de l’ap-
plication

en : K0(Fp Sn -proj)→ K0(CSn -mod).

Étant donné la matrice de l’application en dans les bases des Fp Sn-modules pro-
jectifs indécomposables au départ et des CSn-modules simples à l’arrivée, on peut
déterminer la décomposition de e−1

n (χ) dans la base des Fp Sn-modules projectifs
indécomposables. Il suffit de résoudre l’équation :

χ = Ep.

C’est ce que fait la fonction suivante. La fonction symétrique f et la matrice E de
l’application en sont rentrées en paramètres.

sage: def DecProj(E,f) :
... a=s(f)
... n=sum(a.support()[0])
... V=Matrix([a[i] for i in sorted(Partitions(n).list(),reverse=true)])
... P = E.solve_right(V.transpose())
... return P.transpose()

Remarque 8. Les matrices des applications en peuvent s’obtenir en utilisant la bi-
bliothèque Hecke de GAP [Tra13].
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C.3 Un exemple de calcul

Prenons pour l’exemple n = 9 et p = 2. Définissons les fonctions symétriques

y9_2 = (−1)q(9,2)y9,

où q(9,2) désigne le quotient de la division euclidienne de 9 par 2, et

w9_2 = −w9.

sage: y9_2=(-1)^(9//2)*y(9,2)
sage: w9_2=-w[9]

Enfin, définissons E9_2 la matrice de l’application e9 dans les bases mentionnées
plus haut :

sage: E9_2=Matrix(
sage: [ [ 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 ], [ 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0 ],
... [ 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0 ], [ 2, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0 ],
... [ 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0 ], [ 1, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0 ],
... [ 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0 ], [ 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0 ],
... [ 2, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 0 ], [ 2, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0 ],
... [ 3, 0, 2, 0, 1, 1, 1, 0 ], [ 2, 0, 2, 0, 0, 1, 0, 0 ],
... [ 2, 0, 1, 0, 0, 1, 1, 0 ], [ 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1 ],
... [ 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 1 ], [ 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 1 ],
... [ 3, 0, 2, 0, 1, 1, 1, 0 ], [ 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0 ],
... [ 2, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0 ], [ 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1 ],
... [ 2, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0 ], [ 2, 0, 1, 0, 0, 1, 1, 0 ],
... [ 2, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 0 ], [ 1, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0 ],
... [ 2, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0 ], [ 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0 ],
... [ 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0 ], [ 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0 ],
... [ 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0 ], [ 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 ] ]
...
sage: )

On obtient :

sage: DecProj(E9_2,y9_2);
[0 0 0 0 0 1 2 6]
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et

sage: DecProj(E9_2,w9_2);
[ 0 1 3 5 8 1 4 15]

Vu comme des caractères complexes S9, les caractères y9_2 et w9_2 sont donc les
caractères de vrais modules projectifs de S9 sur Fp.
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Titre : Caractères modulaires de familles de groupes

Mot clés : représentations modulaires ; groupes symétriques ; groupes linéaires
finis ; modules instables.

Resumé : Cette thèse étudie les ca-
ractères modulaires de trois familles de
groupes : les groupes symétriques, les
produits en couronne avec un groupe fini
et les groupes linéaires finis. On s’inté-
resse plus particulièrement à la structure
multiplicative des groupes de Grothen-
dieck des modules projectifs. Dans les cas
des groupes symétriques et des produits
en couronne, on obtient que ce sont des

anneaux polynomiaux. Un résultat simi-
laire a été conjecturé par Carlisle et Kuhn
pour les groupes linéaires en caractéris-
tique naturelle. On obtient une forme
plus faible donnant la polynomialité sur
les rationnels avec des générateurs décrits
par les caractères de Deligne-Lusztig. On
montre diverses applications de ce résul-
tat en théorie des modules instables sur
l’algèbre de Steenrod.

Title : Modular characters of families of groups

Keywords : modular representations ; symmetric groups ; finite general linear
groups ; unstable modules.

Abstract : This thesis studies modular
characters of three families of groups : the
symmetric groups, the wreath products
with a finite group and the finite gene-
ral linear groups. Precisely, we study the
multiplicative structure on the Grothen-
dieck groups of projective modules. For
the symmetric groups, as for the wreath
products, we show that these are poly-

nomial rings. Carlisle and Kuhn conjec-
tured a similar result holds for the finite
general linear groups in defining charac-
teristic. We give a weaker version which
states the polynomiality over the ration-
nals and we describe polynomial genera-
tors using Deligne-Lusztig characters. We
get applications to unstable modules over
the Steenrod algebra.
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