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Introduction

Afin de modéliser simplement des phénomenes qui évoluent au cours du temps,
il est souvent pertinent de supposer que le fait étudié évolue aléatoirement et de
le représenter par un processus stochastique. La classe des processus stochastiques
est treés large et permet de modéliser de nombreuses caractéristiques observées sur
le phénomene que 'on cherche a étudier. Le choix du processus stochastique pour
le représenter permet ainsi de prendre en compte les éventuels dépendances au
passé, sauts, invariants du phénomene, régularité de la trajectoire...

Dans de nombreux cas, les accroissements du processus sont supposés station-
naires. Cela permet de caractériser des données dont les accroissements semblent
suivre la méme loi au cours du temps. Si, pour de telles données, le phénomene
étudié présente des queues de distribution lourdes (a savoir que la probabilité
qu'un accroissement soit supérieure a M est de 'ordre de M ~* avec 0 < o < 2),
on représente alors ce phénomene a l'aide d’'un processus a-stable. Le parameétre
« contréle alors l'intensité des sauts dans la trajectoire. En particulier, dans le do-
maine de la finance, on peut constater que de nombreux indices présentent des
queues lourdes. Cependant, ce type de processus décrit mal I'évolution du marché
financier pour lequel le comportement va étre différent suivant la période étudiée.
En effet, les indices financiers n’auront pas le méme aspect en période de forte
croissance par rapport a une période de crise économique. Pour cela, on consi-
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dére des processus multistables qui sont des processus dont I'intensité « évolue au
cours du temps et qui, localement, se comportent comme des processus stables.
L’étude locale des processus stochastiques et différentes méthodes de construction
de processus multistables ont été traitées dans [Fal02; FalO3; Fal+09; LGLV12].
La premiére partie de cette these consiste en I'estimation des parametres pour
une loi stable puis a la simulation de processus multistables et 'estimation de la
fonction d’intensité de tels processus.

Dans un deuxiéme temps, on se focalise sur des données en temps continu
présentant une faible stationnarité au niveau de leur loi. On va alors supposer que
le processus construit pour modéliser ces données a une espérance constante au
cours du temps et une covariance invariante par translation. De tels processus sont
utilisés dans des domaines variés (hydrologie, économie, télécommunications...).

En temps discret, ce type de processus a été largement étudié mais pour des
phénomeénes en temps continu I'étude est plus compliquée puisqu’il n’est géné-
ralement plus possible d’avoir acces a I'intégralité d’une trajectoire du processus.
Pour de tels processus, on n’observe habituellement leurs valeurs qu’a des instants
discrets correspondant aux instants d’échantillonnage a partir de mesures ponc-
tuelles.

Des travaux ont été mené dans le cadre d’échantillonnage déterministe régu-
lier ([Cha98], [Hwa00]) ou irrégulier ([TC05a]). Cependant, pour des domaines
comme la géologie ou encore I'archéologie pour lesquels des données peuvent
provenir par exemple d'une éruption volcanique, il est souhaitable de penser que
les observations proviennent d’'un échantillonnage aléatoire. De méme, pour des
données issues de machines, on peut représenter I'erreur de précision a I'aide d’un
aléa sur les temps d’observations. Une étude de certains échantillonnage aléatoire
est menée dans [SS60; Phi+19]. La deuxieme partie de cette these est ainsi axée
sur I'étude par échantillonnage aléatoire de processus faiblement stationnaires a
temps continu.

1.1 Processus stables

1.1.1 Quelques rappels sur les lois et processus stables

Dans [ST94], un travail tres approfondi sur les processus stables est mené.
Nous allons uniquement rappeler dans cette section les principales définitions
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et propriétés qui vont nous servir dans la premiere partie de cette these. On
commence par rappeler la définition d’'une variable aléatoire stable utilisée dans
[ST94].

Definition 1.1.1

Une variable aléatoire X suit une loi stable s’il existe des parametres(0 < a < 2,
-1 < B <1,0>0etu € R tels que sa fonction caractéristique soit de la
forme :
co TQ . .
exp (—aa\t|a (1 — isign(t) tan()) + wt) : sia#1,
B [eX] = 2
- . 2log |t| _ .
exp | —olt| | 1 + ifsign(t)——— | +iut |, sia=1
m
(1.1.1)
ou
1 sit >0,
sign(t) =4¢ 0 sit =0,
-1 sit <0

Une loi stable est ainsi caractérisée par quatre parametres. On écrit

X ~ Sa(0-767u)

pour indiquer que X suit une loi stable d’indice de stabilité a €]0, 2], de paramétre
d’échelle o € R, d’asymétrie § € [—1, 1] et de parametre de position ;1 € R. On
écrira également X ~ SaS si X est symétrique a-stable, i.e. si § = u = 0. Les
densités des variables aléatoires a-stables existent et sont continues mais n’ont
pas de formes explicites a part dans de rares cas (décrits ci-dessous).

Exemple 1.1.1. 1. La loi normale S3(c, 0, 1) = N(u, 20*) admet pour densité

1 (z — p)?
——exp|———|.
Vo2 P 4o
2. Laloi de Cauchy S;(o, 0, ) admet pour densité

m((z —p)?+0?)
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3. Laloi de Lévy S1/2(0, 1, 1) admet pour densité

o 1 o 1
— =5 exXp | ———— | Llasp-
o (v — 2 TP\ 2w —p))

On rappelle ensuite des propriétés sur le comportement des queues et sur les

moments de lois stables dans le cas non-gaussien.

Proposition 1.1.1

Le
de

Soit X ~ S, (0,0, ) avec0 < a < 2. Alors

1
lim AP(X >\ =Ca ;5003
Ao g (1.1.2)
lim A*P(X < -\ =0, o,
A—+o00 2
ot
1l—«a
00 -1 Si 7£ 1,
C, = </ x sin(x)dx) — { T'(2 —a)cos(ma/2) (1.1.3)
0 .
2/ sia=1.

comportement des queues de distribution sert ensuite a décrire les moments
s lois stables.

Proposition 1.1.2 ([ST94], Prop 1.2.16)

Soit X ~ S, (0,0, u) avec0 < a < 2. Alors pour p > 0, on a

E[|X|?] < oo sietseulementsi p < a.

Proposition 1.1.3

Soit X ~ S,(0,3,0) avec0 < a < 2 (si « = 1, on suppose de plus que /3 est
égal a 0). Alors pour tout p €]0, «|, il existe une constante c, g(p) telle que

E[|X["]"" = ca5(p)o. (1.1.4)

L’expression de la constante est donnée dans [HJ84] par :

C

P-17(] — 2 p/20
a8(p)f = 2 ru-y) (1 + 3% tan? Oé;) cos (p arctan (ﬁ tan ogr)) . (1.1.5)
a

oo sin?(u)
0 —grrr du
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On rappelle a présent la définition d’'un processus a-stable.
Définition 1.1.4
Soit 0 < «a < 2. Un processus stochastique {X;,t € T} ouT C R est appelé

a-stable si toutes ses lois fini-dimensionnelles sont «-stables.

En particulier, les processus 2-stables sont les processus gaussiens.

Définition 1.1.5

Un processus stochastique {X(t),t € T} ou T C R est H-auto-similaire si
pour tout a > 0, {X(at),t € T} et {a?X(¢),t € T} ont les mémes lois fini-
dimensionnelles.

Nous allons voir dans la suite que les processus auto-similaires interviennent dans
de nombreux exemples de processus stables. Cette propriété associée a la station-
narité des accroissements va nous permettre de caractériser le comportement local
des processus étudiés.

1.1.2 Représentations des processus stables

Nous rappelons a présent deux représentations des processus «-stables qui
nous serviront par la suite dans les chapitres 3 et 4. Nous allons supposer dans
cette partie que S = p = 0.

Soit (E,£,m) un espace de mesure o-finieet & = {A € £ : m(A) < oo}.
On commence par définir une mesure aléatoire a-stable M. Soit (2, F, P) 'espace
probabilisé sous-jacent et L°(Q2) 'ensemble des variables aléatoires réelles sur cet
espace.

Définition 1.1.6
Une fonction d’ensemble M : &, — L°(Q) telle que :

— VA € &, M(A) ~ Sy(m(A)Y,0,0),

— VA, ..., Ay € & disjoints, les M (A;) sont indépendants,

— Y(4,);51 € &) disjoints tels que U Aj € &, M( U Aj) = > M(Aj) p.s.

jzl1 jz1 j>1

est appelée une mesure aléatoire symétrique a-stable sur (E, ) de mesure de
contrble m.

On souhaite ensuite définir I'intégrale d’une fonction contre la mesure aléatoire

q
symétrique a-stable M. Pour une fonction f étagée de la forme f(z) = > ¢; 14,(z)
j=1
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(ou les A; sont des ensembles disjoints inclus dans &), on définit
q
1) = [ Fa)M(dr) = 3 e;M(4;).
j=1

On souhaite, par extension, construire cette intégrale stochastique sur un espace
plus large de fonctions. On définit

FolE,E,m) ={g : g est mesurable et ||g||, < oo}

ol || || estla quasi-norme donnée par

lolle = ( [ lotw)Pmaz)) "

On peut alors définir I'intégrale a-stable de mesure de controle m d’une fonction
f € Fo(E,E,m) notée

I(f) = /E ()M (dz) (1.1.6)
et qui vérifie

I(f) ~ Soz(”f”om 0, 0)7
(voir le chapitre 3 de [ST94] pour le passage de la construction pour les fonctions
étagées a la construction sur l'espace F,(E,E,m)). On donne quelques exemples

de processus qui peuvent s’écrire comme intégrale d’'une fonction contre une me-
sure aléatoire symétrique a-stable M.

Exemple 1.1.2. Le mouvement de Lévy «-stable est défini par :

La(t) = [ Tacelw)M(d) = /OtM(dx), >0

ou M est une mesure aléatoire symétrique a-stable sur R+ de mesure de contrdle Leb. 11

a les propriétés suivantes :
1. L,(0) =0p.s.,
2. L, est a accroissements indépendants,
3. Lo(t) — Lo(s) ~ Sa ((t — s)l/“,0,0> pour tout 0 < s < .

Le processus L, est un processus de Lévy. Il est 1/a-auto-similaire et & accroissements
stationnaires. C’est d’ailleurs le seul processus a-stable qui vérifie ces deux propriétés
si0 < a < 1. Ce n’est plus le cas si @« > 1. Par exemple, le processus X (t) = tY
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avec Y ~ S51(1,0,0) est 1-auto-similaire a accroissements stationnaires. Le cas o = 2

correspond au cas particulier du mouvement Brownien.

Exemple 1.1.3. Processus des moyennes mobiles symétriques «-stable
Soit 0 < «a < 2 et f une fonction réelle mesurable telle que [ |f(z)|*dx < oo. On
définit un processus de moyennes mobiles X a partir de f et d’une mesure aléatoire M

symétrique a-stable sur R de mesure de contrdle Leb par

— /Rf(t—:v)M(da:), t eR.

C’est un processus stationnaire.
Exemple 1.1.4. Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck stable est défini par :
t
X(t) := / e MM (dx), t € R

ou M est une mesure aléatoire symétrique a-stable sur R de mesure de controle Leb et A
est un parametre strictement positif. C’est un processus des moyennes mobiles symétrique

a-stable. Il est donc stationnaire.

Exemple 1.1.5. Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck Rétrograde stable est défini par :
X(t) = / e =0 M (dz), t € R
t

ou M est une mesure aléatoire symétrique a-stable sur R de mesure de contrdle Leb et A

est un parametre strictement positif.

Exemple 1.1.6. Le Mouvement linéaire fractionnaire o-stable est défini par :

Lo r(a, ;1) /faH a,b; t, )M (dz)

N

ou
o bitix) = a[(t =) = ()T b [ - )" = ()

a et b sont des réels avec |a| + [b] > 0,0 < a <2et0 < H < 1telsque H # 1/a, M
mesure aléatoire symétrique a-stable sur R de mesure de contréle Leb. L, g(a, b; .) est
un processus [ -auto-similaire a accroissements stationnaires. De plus, lorsquea = b = 1,
il est appelé mouvement linéaire fractionnaire o-stable bien équilibré et est noté L, .
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On a alors
Laa(t) = [ [Jt =2~V = o)=Y/ M(dz).
R
Le cas a = 2 pour L, g correspond au mouvement Brownien fractionnaire.

Exemple 1.1.7. Le mouvement log-fractionnaire stable est défini par :
Ag(t) = / Mo |t — 2| — In |2[] M(dz), t € R
JR

ou M est une mesure aléatoire symétrique a-stable sur R de mesure de contrdle Leb. Ce
processus est bien défini seulement pour o €]1, 2]. Il est 1/a-auto-similaire a accroisse-

ments stationnaires.

On donne ensuite une proposition qui montre le résultat d’'une intégrale sto-
chastique apres changement de mesure de controle.
Proposition 1.1.7 (Changement de mesure de contréle)

Soit M, et M, deux mesures aléatoires symétriques «-stable sur un espace
mesurable (E, £) de mesures de contréle o-finies respectives m et v, vérifiant

v(dr) = (dx)

@m

our:E — R*. Alors pour tout f € F,(E,E,m),

/E F(@) My (dar) 2 [E Fla)r (@) M, (dz).

Cette proposition va étre tres utile par la suite pour la construction des processus
multistables dans le cas de mesure c-finie.

En effet, si m est une mesure o-finie sur (F,£), on peut trouver une suite de
parties (E,),en € EY disjointes deux a deux telles que F = nLGJNEn et m(FE,) < oo
pour tout n. Si on pose r : E — R* la fonction qui a * € E,, associe m(E,) et
m(dzr)lamesure sur (£, ) telle que m(dz) = %m(dw), on se ramene au cas d’'une
construction pour une mesure finie puisque m est une mesure de probabilité. Dans
le cas de mesure o-finie, on peut donc toujours trouver une fonction r a valeurs
dans R* telle que m(dz) = %m(dm) soit une mesure de probabilité.

On pourra regarder dans [ST94] (chap3) pour plus de détails sur la construc-
tion de cette intégrale stable.

22



Introduction

Nous donnons désormais une autre représentation d’une intégrale «-stable qui
va nous servir pour 'étude des processus multistables. Cette représentation de
Ferguson-Klass-LePage repose sur une somme convergente de temps d’arrivée d’'un
processus de Poisson. On trouvera plus de détails sur cette représentation dans
[Ben+01], [FK72], [Ros90] et [ST94].

On suppose désormais que (£, £, m) est un espace de mesure finieet 0 < o < 2.
On considere (I';);>; une suite de temps d’arrivée d’'un processus de Poisson avec
un taux d’arrivée unitaire : T; = >2/_, ¢, ott les (¢;) sont i.i.d. £(1). Soit (V});>; une
suite de variables aléatoires i.i.d. de loi m = m/m(FE) sur E et (v;);>; une suite
de variables aléatoires i.i.d. de loi P(y; = 1) = P(y; = —1) = 1/2. On suppose
finalement que les trois suites (I';);>1, (V;)i>1 et (7);>1 sont indépendantes.

On donne alors le théoreme de représentation en série de Ferguson-Klass-
LePage de l'intégrale stochastique a-stable (voir la version de [ST94] Théoreme
3.10.1) :

Théoreme 1.1.8 (Représentation de Ferguson-Klass-LePage, cas symétrique)

Soit M une mesure aléatoire symétrique «-stable avec 0 < o < 2 de mesure de
contrdle m et f une fonction appartenant a F,(F,£, m). On définit la série

S(f) = (Cam(E)Y* S 4D (0, (1.1.7)
=1

ou C,, est la constante définie par (1.1.3).
La série est presque slirement convergente et on a

I(f) = S(f)

ou I(f) définie par (1.1.6) est l'intégrale stochastique de la fonction f contre
une mesure aléatoire M symétrique «-stable de mesure de contréle m.

Corollaire 1.1.9
Soient fi,..., fr € Fo(E,E,m), alors

(I(f)s - I(f) 22 (S(fr)s -, S(fi))

On rappelle que deux processus sont dit égaux en loi s’ils ont les mémes lois fini-
dimensionnelles.
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Exemple 1.1.8. Soit (La(t)):cp0,1) le processus de Lévy a-stable sur [0, 1]. On a vu que

(La(t))tepo] o (/ Log(x )>
. t€[0,1]

ou M est une mesure aléatoire symétrique a-stable sur ([0, 1], B([0, 1])) de mesure de
controle Leb. D’apres le théoreme de représentation de Ferguson-Klass-LePage et le co-
rollaire précédent, on a

Loi o > —1/a
(Lal)icpn (03/ S n[o,tum)
te[0,1]

i=1

ou les I';, ; et V; sont décrits précédemment. Ici les (V;); forment une suite de variables

aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1].

1.2 Processus stationnaires du second ordre

1.2.1 Processus stationnaires du second ordre : fonction d’autocova-

riance, densité spectrale et mémoire

Dans la suite, on s’'intéresse a des processus stochastiques définis sur / C R
ou I correspond, suivant le processus étudié, a N (temps discret) ou a Rt (temps
continu). On rappelle les définitions et propriétés des processus stationnaires du
second ordre (voir [Gir+12]).

Définition 1.2.1

Un processus stochastique a valeurs réelles X = (X;)c; est dit strictement

stationnaire si pour toutn > 1, pour toutty,...,t, € I, la loi jointe du vecteur
aléatoire (X4, 45, ..., X4, +s) Ne dépend pas de s € 1.

Définition 1.2.2

Un processus stochastique a valeurs réelles X = (X)) est dit stationnaire du

second ordre si
—Vtel, X, € L?
— Vt € I, E[X;] = u (I'espérance est constante au cours du temps),
— Vs, t € I, Cov(Xs, Xyys) = Cov(Xo, X;). La fonction de covariance est
invariante par translation.
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On note alors ox sa fonction d’autocovariance définie par

ox(t) = Cov(Xo, X¢).

Les processus stationnaires du second ordre sont aussi appelés dans la littéra-
ture processus a covariance stationnaire ou processus faiblement stationnaires.

Dans le cas de processus gaussiens, la loi du processus est entierement détermi-
née par la moyenne et par la fonction de covariance. Ainsi, tandis que les processus
strictement stationnaires et L? sont des processus stationnaires du second ordre,
la réciproque est vraie pour les processus gaussiens.

Les principales propriétés satisfaites par une fonction d’autocovariance d'un
processus stationnaire du second ordre sont redonnées dans la proposition sui-
vante.

Proposition 1.2.3

Soit X un processus stationnaire du second ordre sur I de fonction d’autoco-
variance ox. Alors pour toutt € I,

ox(0) = Var(X;) >0, |ox(t)| <ox(0) et ox(t) =ox(—t).

On donne maintenant une représentation spectrale de la fonction d’autocova-
riance.

Proposition 1.2.4

Toute fonction d’autocovariance oy associée a un processus stationnaire du
second ordre peut s’écrire :
™
— dans le cas discret, ox (k) = / e dF(v), k €N,

—r

— dans le cas continu, ox(t) = /Re"“tdF(v), t e RT,

ou F/ox(0) est une fonction de répartition correspondant a une variable
aléatoire a valeurs p.s. dans [—n, 7| (resp. R) dans le cas discret (resp. dans le
cas continu). La fonction I est appelée la fonction de répartition spectrale du
processus X.

Si la mesure F' est absolument continue par rapport a la mesure de Le-
besgue, alors la fonction f définie par f(v) = %% )

T dv

est appelée la densité spec-
trale du processus X .
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Définition 1.2.5
e Dans le cas discret, une fonction réelle [ sur [—m, n| est appelée une densité

spectrale du processus stationnaire du second ordre (Xy)xen Si
f>0sur|—m 7] et ox(k) :/ ¢k f(v)dv, Yk € Z.

e Dans le cas continu, une fonction réelle f sur R est appelée une densité
spectrale du processus stationnaire du second ordre (X;);cgr+ Si

f>0surR et ox(t) = / e f(v)dv, Vt € R.
R

En particulier, une densité spectrale est une fonction paire et intégrable sur [—, 7]
(resp. sur R) dans le cas discret (resp. dans le cas continu). Les processus station-
naires du second ordre n’admettent pas forcément de densité spectrale. Cepen-
dant, sous certaines hypothéses sur la fonction d’autocovariance, on a des résultats
d’existence :

Proposition 1.2.6

e Dans le cas discret, si » _ |ox (k)| < oo, alors X admet une densité spectrale
k>0
définie pour v € [—m, 7| par

f(v) = or D€ Moy (k).
T kez
Cette somme converge uniformément pour v € [—7, 7| et f est continue.
e Dans le cas continu, si / lox(t)|dt < oo, alors X admet une densité spectrale
R

définie pour v € R par

1

"~ or

F(v) /R e~y (1) dt.

Cette intégrale converge uniformément pour v € R, i.e.

1oy,
- — T t)dt| —— 0
sup (v) = - [ e ox(t)dr]

et f est continue.

Un critére plus général d’existence est donné dans la proposition suivante.
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Proposition 1.2.7

e Dans le cas discret, si Y ox(k)* < oo, alors X admet une densité spectrale
k>0

f € L*(|—=,n]) définie pour v € |—7, 71| par

(o) = = S e P (k)

21 7,

et
2
n

/7r f(v) — 217r 2 e oy (k)| dv —— 0.

n—00

e Dans le cas continu, si / ox(t)?dt < oo, alors X admet une densité spectrale
R

f € L*(R) définie pour v € R par

et on a de méme

Définition 1.2.8
Soit X = (Xj)ren un processus stationnaire du second ordre. On définit le

périodogramme au point u € |—m, 7| par

I(u

Z ezkuX

27m

Le périodogramme est une version empirique de la densité spectrale pour un pro-
cessus X stationnaire du second ordre a temps discret. Bien que ce ne soit pas un
estimateur consistant de la densité spectrale f(u), il vérifie que E[7,,(u)] —f (u)
en tout point de continuité de la fonction f.

On souhaite désormais décrire et mesurer la dépendance dun processus sta-
tionnaire du second ordre dans le domaine temporel a partir de la fonction d’au-
tocovariance et dans le domaine des fréquences grace a la densité spectrale.
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Définition 1.2.9
Soit X un processus stationnaire du second ordre.

e Dans le cas discret, X est dit a courte mémoire (resp. longue mémoire) si
Siez |ox (k)] < 00 (resp. Syes o (k)] = 00).

e Dans le cas continu, X est dit a courte mémoire (resp. longue mémoire) si
Jrlox(t)|dt < oo (resp. [ |ox(t)|dt = 00).

La caractérisation dans le domaine temporel de la courte et longue mémoire
est ainsi basée sur le comportement asymptotique de la fonction d’autocovariance.
Dans le cas de la courte mémoire, la condition de sommabilité ou intégrabilité de
la fonction d’autocovariance implique par la Proposition 1.2.6 I'existence d’une
densité spectrale f bornée. Sous '’hypothese d’'une longue mémoire, la densité
spectrale, si elle existe, est généralement non bornée en zéro.

1.2.2 Théoreme central limite et convergence du processus des som-

mes partielles

Enfin, on donne des résultats de type théoreme central limite dans le cas de
processus stationnaires en temps discret. Soit X = (X} )xen, Un processus station-
naire du second ordre. On définit alors S, = 37, Xj.

Si (X;); en est un processus gaussien centré, on a % ~ N(0,1) et ainsi la

question de la loi limite de S,, revient a trouver le comportement asymptotique de
Var(S,,). Dans le cas de processus linéaires, on a le résultat suivant :
Théoréme 1.2.10 (Théoréeme 16.6.5 de [IL71])

Soit X = (Xj)ken un processus linéaire stationnaire du second ordre de la

forme Xj, = 3222, axC—; ou les innovations (Ck)ren sont 1.i.d, centrées et L2, Si

Sn Loi
Var(S,) — > alors Nar(s,) e N(0,1)

On a également des résultats plus forts : on peut montrer la convergence faible
(on définit plus précisément cette convergence par la suite) du processus des
sommes partielles S,(.) défini pour = € [0,1] par S,(r) = Y\ X;. A n fixé,
Sy (.) est une fonction étagée appartenant a D|0, 1].

On rappelle les notions de convergence faible (voir [Bil68]) pour une suite de
processus stochastiques.
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Définition 1.2.11

On dit que la suite de processus stochastiques (Y,,(.)), dans D|0, 1] converge

faiblement vers le processus stochastique Y (.) € DI[0, 1] si pour toute fonction
f : D]0,1] — R bornée et continue (par rapport a la J;-topologie de Skorokhod
dans D[0,1]), on a

E[f(Ya)] =2 Elf(Y)].

n—o0

En particulier, cette convergence faible entraine la convergence en loi de fonction-
nelles continues du processus. Par exemple, on obtient

sup [¥(r)| 225 sup V()] et [ ¥y L2 [y
7€[0,1] N0 el0,1] 0 n—oo Jo

Dans la suite, on va s’intéresser uniquement a des situations pour lesquelles le
processus limite est continu : P(Y(.) € C[0,1]) = 1. Dans ce cas, il est naturel
de discuter de la convergence faible de (Y,,(.)), dans I'espace D[0, 1] muni de la
topologie uniforme (donnée par la norme uniforme et la o-algébre B5y[0, 1] des
sous-ensembles de D[0, 1] générés par les boules fermées pour la norme uniforme).
Cette convergence est appelée la convergence faible dans D[0, 1] muni de la norme
uniforme. On donne une définition équivalente :

Définition 1.2.12

On dit que la suite de processus stochastique (Y,,(.)), dans D|0, 1] converge fai-

blement dans D[0, 1] muni de la norme uniforme vers le processus stochastique
Y (.) continu si pour toute fonction f : D[0,1] — R bornée, mesurable (par
rapport a B5y[0, 1]) et continue (par rapport a la norme uniforme), on a

Elf(Yo)] =2 ElF(Y)].

n—o0

Définition 1.2.13

On dit que la suite de processus stochastique (Y, (.)), dans D0, 1] est tendue

dans D[0, 1] muni de la norme uniforme si Ve > 0, il existe un ensemble com-
pact K C D0, 1] avec K € By|0, 1] tel que pour toutn > 1,

P(Y,()€eK)>1—¢.
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La topologie uniforme est plus forte que la J;-topologie. La convergence faible
dans D0, 1] muni de la norme uniforme nous permet d’étendre la classe de fonc-
tionnelles f pour lesquelles on a la convergence E[f(Y},)] — E[f(Y)].

La méthode classique pour montrer la convergence faible d’'une suite de pro-
cessus dans D[0, 1] muni de la norme uniforme s’effectue en deux étapes :

1. on prouve la convergence en loi fini-dimensionnelles,

2. on vérifie que la suite de processus est tendue dans DJ0, 1] muni de la norme
uniforme.

On donne un critere de tension pour une suite de processus :

Théoréme 1.2.14 (Théoreme 15.5 de [Bil68])

Soit (Y,,(.)) suite de processus dans D|0, 1] telle que |Y,,(0)| = O,(1). On sup-
pose qu’il existe une suite de fonctions croissantes et continues a droite (F,),

sur [0, 1] qui sont uniformément bornées et qui vérifient

limlimsup sup |F,(t) — F,(s)| = 0.

020 n—oo |t—g<s
De plus, on suppose qu’il existe C' >0,y > 0 et a > 1/2 tels que
E[|Y,(u) — Yo(s)]?] < C|F,(u) — Fo(s)]**, 0<s<u<1

alors la suite (Y,,(.)),, est tendue dans D|0, 1] muni de la norme uniforme. Et si
la suite (Y,(.)), converge faiblement dans D|0, 1] muni de la norme uniforme
alors le processus limite est continu p.s.

Revenons a la convergence du processus des sommes partielles S,(.). A I'aide du

critere de tension ci-dessus, on peut montrer la tension de (vifzg) )> :
n)/n

Proposition 1.2.15 (Prop 4.4.2 dans [Gir+12])

Soit X = (X} )ken un processus stationnaire du second ordre tel que Var(S,,) =

n'*t2d[(n) avec 0 < d < 1/2 et L a variation lente. Alors la suite des processus
Sn(.)
Var(Sn)

des sommes partielles ( ) est tendue par rapport a la norme uniforme.
n

Dans le cas de processus linéaires, on a le résultat de convergence en loi fini-
dimensionnelles suivant :
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Proposition 1.2.16 (Thm 2 de [Dav70])

Soit X = (Xy)ren un processus linéaire stationnaire du second ordre de la

forme X, = 2720 arC—; ou les innovations (Ck)ren sont i.i.d centrées et L?. Si
Var(S,) = n'*2¢L(n) avec —1/2 < d < 1/2 et L a variation lente alors

Sa()
Var(S,) "%

Bay1)2

ot la convergence est en loi fini-dimensionnelles et By, est le mouvement

Brownien fractionnaire de parametre d + 1/2.

Dans le chapitre 5, on va montrer un résultat de convergence de la suite des pro-
cessus des sommes partielles dans DJ0, 1] muni de la norme uniforme pour le pro-
cessus étudié.

1.3 Organisation de la these

1.3.1 Partie I : Estimations et simulations de processus stables

Nous avons rappelé a présent les propriétés sur les lois et processus stables qui
nous serviront par la suite. Dans la premiere partie de cette these, on va s’intéresser
a I'estimation de lois et processus (localement) stables et a la simulation de ces
processus.

Chapitre 2

Le chapitre 2 correspond a la version francaise de I'article [LV+19] soumis en
collaboration avec J. Lévy Véhel et A. Philippe. Dans ce chapitre, on s’'intéresse a
des méthodes d’estimation pour les lois stables.

En particulier, on estime 'indice de stabilité « ainsi que le parametre d’échelle
o pour une loi stable S, (o, 0,0) en utilisant les expressions des log-moments :

2 2

1
Ellog [W|] = <a — 1) v+ logo et Var(log |W|) = & + %’

ou W ~ S,(c,0,0) et v est la constante d’Euler. Ces estimateurs des log-moments
sont fortement consistants et admettent un théoreme central limite. De plus, ces
estimateurs sont robustes dans le cas de variables non identiquement distribuées
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sous certaines conditions sur la non-stationnarité. Par exemple, nous montrons la
consistance et un théoreme central limite pour I'estimateur des log-moments dans
le cas d’'un échantillon (X;,---,X,) de variables indépendantes tels que X; ~
Sa,;(0,0,0) ou les (o ); sont déterministes ou aléatoires et suffisamment proches de
« (voir Section 2.4).

Un certain nombre d’estimateurs existent déja pour les parametres des lois
stables comme ceux proposés par Fama-Roll [FR71] et Mc Culloch [McC86] qui
reposent sur les quantiles empiriques ou celui donné par Koutrouvelis [Kou80;
Kou81] qui est basé sur la fonction caractéristique. Une étude des estimateurs
existants pour les lois stables est menée [Wer95] qui conclut que la méthode de
régression de Koutrouvelis est un bon estimateur.

Apres comparaison des performances numériques des estimateurs de Koutrou-
velis et des log-moments pour les parametres « et o, il apparait que les perfor-
mances dépendent de la valeur de o avec un estimateur des log-moments meilleur
pour « petit et inversement. Nous donnons ensuite un estimateur combiné qui
permet d’améliorer les performances de notre estimateur pour le cas de petits
échantillons.

Enfin, nous étendons nos estimateurs au cas de variables aléatoires asymé-
triques et nous construisons un test sur 'asymétrie des données.

Ces estimateurs sont ensuite appliqués dans le cas de processus multistables
(dont nous continuons I'étude aux chapitres suivants) ainsi que sur I'estimation
d’un indice financier.

Chapitres 3 et 4

Les chapitres 3 et 4 s’inscrivent dans le prolongement des travaux sur les pro-
cessus multistables définis a partir de la représentation de Ferguson-Klass-LePage
effectué dans [LGIV12]. Le chapitre 3 donne une méthode de simulation rapide
de tels processus tandis que le chapitre 4 est consacré a 'estimation de la fonction
qui paramétrise ces processus.

Dans le chapitre 3, on commence par rappeler la définition des processus lo-
calisables (voir [Fal02], [FalO3]) et des processus multistables définis a partir
d’'un champ stochastique dans le cas d’espace de mesure finie ou o-finie (voir
[LGLV12]). En particulier, a partir d'une fonction d’intensité «, le processus mul-
tistable Y est défini comme le processus diagonal du champ de processus stables
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(X (t,u))¢twep,1)2, Cest a dire Y (t) = X (¢,t), ou le champ est de la forme
X(t,u) = UO‘“Z% J p @t u Vi), () € [0,1)2

(voir Théoreme 3.2.1 pour les notations).

On va simuler le processus multistable grace au champ. Si on veut simuler le
processus multistable aux instants (k/N)req1,..,n}, il faut connaitre les valeurs du
N N) Comme, a u fixé, X (-, u) est un processus «(u)-stable,
il faut simuler les NV processus X ( —) aux instants ( )k (LN} . Cette méthode
de calcul nécessite beaucoup de temps de calcul lorsque N est grand puisqu’il faut

alors calculer N points de N processus stables.

champ en position (

Nous donnons dans ce chapitre, une simulation approchée de ces processus a
'aide d’une grille fixée de pas 1/K avec K € N*. Cette méthode consiste a discré-
tiser de maniere réguliere l'intervalle |0, 2[ parcouru par la fonction « en (2K — 1)
valeurs possibles. Au lieu de simuler le processus diagonal Y = (X(¢,?)).c[0,1), On
simule alors le processus approché (X (t, t))teo,1) défini a partir du champ :

Xic(t,u) = Co/oml Z% Tt e, V), (1.3.1)
ol ag(u) = max (WK(U)J, ;{) :

Cette construction approchée permet une simulation beaucoup plus rapide
des processus multistables puisqu’elle nécessite au maximum la simulation de N
points de (2K — 1) processus stables.

Nous montrons le résultat suivant sur l'erreur entre le vrai processus et sa
construction approchée avec une grille :
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Théoréme A (Théoreme 3.3.1)
Soitt > 0 fixé. Sous de bonnes conditions, on a

X(t,t) — Xpc(t,t) = (aut) — ax(t) Zx (t)

avec Zk(t) KLL> Zs(t) ot la variable aléatoire Z..(t) est non-dégénérée. En
—00

conséquence,
1

IX(t,8) — Xec(t,1)| = Op (K) .

Nous illustrons cette méthode de simulation pour la réalisation d’'un mouve-
ment de Lévy multistable et pour un mouvement linéaire multifractionnaire mul-
tistable. Par exemple, la simulation par le champ d’'un mouvement de Lévy multis-
table est environ 1800 fois plus lente que son approximation a I'aide d’une grille
de pas 1/K ou K = 2000 lorsque N = 2.10°.

Apres avoir donné une méthode de simulation rapide dans le chapitre 3, le
chapitre 4 est consacré a 'estimation de la fonction d’intensité des processus mul-
tistables. Au point ¢, €]0, 1], 'estimateur de «(t,) est basé sur les moments empi-
riques d’ordre p €]0, 2] du processus multistable Y définis par :

1 k+1 B\
Sx () = ( > r(f) -y (5) )
N pelntey |\ N N
sur une fenétre de taille % centrée autour du point t, ot N > 1, n(/N) est une

suite d’entiers pairs et

]N(tg):{LNtoj —n(év),...,LNtonrn(éV) —1}.

Dans [LG13], Le Guével a lui-aussi étudié un estimateur consistant de la fonction
d’intensité basé sur les moments empiriques (voir Section 4.3 pour plus de détails).
Suivant la valeur de p, on a le résultat suivant de convergence pour Sy(p) :
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Théoréme B ( Théoréme 5.4 de [LG13] et Théoréme 4.2.2)

n(

Soit n(N) tel que n(N) oo et nl) = 0. Alors, sous de bonnes condi-
—00 —00

N
tions, on a
p €)0,alto)l, NSy (p) L B[IX(1,40)7],
—00
et

Wp €la(ty), 2], NH®Op(N)aw 5 Sy (p) 22 WP,

N—o0

OL‘I W ~ Sa(to)/p (Up’a(to), 1, O).

On utilise ensuite I'expression de E[|X(1,%)|"]"? pour 0 < p < «f(ty) afin de
construire un estimateur de «(to) dont on montre la convergence en probabilité
vers a(ty) si 0 < p < a(ty) et vers p sinon.

Théoréme C (Théoréme 4.3.1)

Pour 0 < 0 < 1, soit @y : [0, 1[—] — o0, 1] la fonction strictement décroissante

définie par ®y(x) = F%%ﬁ;/g et de bijection réciproque ®,'. On peut alors
définir I'estimateur

N P

Qnpo(to) =

o N 10T\
IR Sn(p) P 1-p I'(2-6p) cos("3")

q)e (mm ll’ ( S]zvv(m) T(2—p) cos( ) ( o ) D

On se place sous les conditions du théoréme précédent. On a alors,

proba Oé(t0)7 Slp 6]07 Oé(to)[,
—

anpolto)
? N=voo |y sip €la(ty), 2.

1.3.2 Partie II : Echantillonnage de processus stationnaires du se-
cond ordre définis en temps continu

L’échantillonnage de processus a toujours été une question intéressante puis-

qu’il permet de modéliser a la fois des données en temps continu dont nous n’avons

acces qu’a un certain nombre d’observations (grace a un capteur par exemple) soit
de modéliser un processus dont il nous manque des données.
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Une premiére approche d’échantillonnage proposée consiste a regarder de ma-
niere réguliere le processus aux instants (nh),cz, avec h un pas de temps fixé
([BT58]). Cependant, cette méthode ne permet pas de retrouver précisément la
densité spectrale f du processus initial (et donc aussi sa fonction de covariance)
car cette méthode produit des alias de f, c’est a dire d’autres densités spectrales
compatibles avec les valeurs du processus aux instants (nh),cz.

Ainsi, [SS60] proposent d’étudier certains échantillonnages irréguliers afin
d’avoir des méthodes sans alias. Une premiére étude aux instants aléatoires (nh +
Yn)nez OU h est un pas de temps fixé et les ~,, sont des variables i.i.d. A'(0, o) avec
o < h mene a un échantillonnage qui admet lui-aussi des alias. Une deuxiéme
étude pour un échantillonnage aléatoire additif aux instants (¢,).cz tels que
tp = tn_1 + v, avec des (7,), i.i.d. de densité p sur R* et supposée dans L? meéne
a un échantillonnage sans alias (sous certaines conditions sur la loi commune des
vn) [SS60; GR57]. On peut trouver d’autres échantillonnages dans la littérature.
Par exemple, [BB10] proposent d’étudier des processus gaussiens stationnaires
aux instants (£J”,...,t™) tels que t\"), — t\" = §6,L; avec (4,), suite détermi-
niste positive tendant vers 0 et (Ly); suite de variables aléatoires positives tandis
que [LM94] s’'intéressent a un échantillonnage a I'aide d’un processus ponctuel
stationnaire.

Dans une deuxiéme partie, nous nous sommes ainsi intéressés aux processus
stationnaires du second ordre définis en temps continu X = (X;);cr+ de fonction
d’autocovariance oy. On cherche ainsi a décrire le comportement du processus
aux instants d’observations (7},),, en supposant que les inter-observations
(T, — Tp,-1), sont i.i.d. a densité sur R* (échantillonnage aléatoire additif de
[SS60]). On définit alors le processus échantillonné (Y,,),, par

Y, =Xy, pourn e N.

De nombreuses études ont été menées pour des processus stationnaires du se-
cond ordre gaussiens, linéaires avec des innovations i.i.d. ou encore fonctions d’un
processus linéaire ou gaussien (voir [Gir+12]). Ces résultats classiques ne sont pas
applicables puisque méme sous ’hypothese d’une loi connue pour le processus ini-
tial, on ne peut généralement rien préciser sur la loi du processus échantillonné.
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Chapitre 5

Le chapitre 5 correspond a la version francaise de l'article [Phi+19] écrit en
collaboration avec A. Philippe et M-C. Viano dans lequel on s’intéresse au compor-
tement de la mémoire et de la loi du processus apres échantillonnage aléatoire.
Dans [PV10], Philippe et Viano ont traité le cas de processus stationnaires du se-
cond ordre en temps discrets qui sont échantillonnés aléatoirement. Bien que nos
résultats obtenus sont similaires a ceux de [PV10], les méthodes d’étude ne sont
pas les mémes. En effet, dans le cas discret, la loi des inter-arrivées est une variable
aléatoire discrete a valeurs dans N* et le processus initial et son échantillonné sont
tous les deux a temps discrets ce qui facilitent I'étude.

On aborde en particulier dans ce chapitre des questions naturelles que 1'on
se pose sur les processus X et Y : Les caractéristiques du processus initial sont-
elles conservées apres échantillonnage aléatoire ? Peut-on retrouver les propriétés du
processus initial X a partir du processus échantillonné Y ?

Dans ce chapitre, nous traitons uniquement des propriétés dans le domaine
temporel de ces processus. Nous montrons que Y est lui un processus stationnaire
du second ordre dont la fonction d’autocovariance oy vérifie

oy (0) = ox(0),
Uy(h) :]E[Ux(Th)], hZ 1.

De plus, on montre que dans le cas d’'un processus initial X gaussien, les margi-
nales de Y sont gaussiennes. Cependant, si la variable aléatoire oy (7}) n’est pas
constante p.s. alors Y n’est pas un processus gaussien (voir Proposition 5.2.2).

Sous des hypothéses peu restrictives, la courte mémoire est conservée apres
échantillonnage alors que la conservation de la longue mémoire nécessite des
inter-arrivées intégrables. Cette condition sur le moment d’ordre 1 des inter-obser-
vations avaient déja été soulignée par [PV10].

Pour la longue mémoire, le cas d’'une fonction d’autocovariance a variation

réguliere de la forme
(%) ox(t)=t""*L(1)

(avec 0 < d < 1/2 et L a variation lente et décroissante a partir d'un certain rang)
est étudié plus précisément afin de donner davantage d’informations sur le com-
portement de la mémoire apres échantillonnage. En particulier, on montre que le
parameétre de mémoire d est conservé apres échantillonnage lorsque E[T;] < oc.
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Ce résultat est similaire a ceux obtenus par [PV10] (échantillonnage aléatoire) et
par [Cha98] et [Hwa00] qui étudient I’échantillonnage déterministe et 'agréga-
tion temporelle de processus FARIMA(0, d,0) dont le paramétre de mémoire d est
conservé apres I'échantillonnage.

On a vu que le caractere gaussien du processus initial était perdu apres échan-
tillonnage. On peut cependant, sous certaines hypotheses, retrouver de maniere
asymptotique un comportement gaussien pour le processus des sommes partielles
apres normalisation. C’est 'objet du théoréme ci-dessous qui étend les résultats
classiques pour le processus des sommes partielles concernant les processus li-
néaires a innovations i.i.d (voir Chapitre 4 de [Gir+12]).

Théoréme D (Théoréme 5.3.4)

Soit X un processus gaussien de covariance vérifiant (x). Alors, si E[T}] < oo,

on obtient
g L) P28, () —— Bi (), (13.2)
ot la convergence a lieu dans D0, 1] muni de la norme uniforme, By 4 estle
. . ) . ) E[Tl}flJer
mouvement brownien fractionnaire de paramétre 5 +d et vy = A+ 2d)

Cela nous conduit a étudier la statistique R/S introduite par Hurst [Hur51;
Hur56] puis utilisée dans [Rip57 ; MW69b ; MT79 ; Ber94 ; Li+11] dont nous mon-
trons la convergence en loi (Proposition 5.3.1). Cette statistique nous donne une
maniere heuristique pour estimer le parametre de longue mémoire d.

Dans le cas d’inter-arrivées non-intégrables, on montre un encadrement sur la
mémoire de Y dépendant du parametre de mémoire d et du parametre

S = sup{y : E[T{] < oo} €]0,1]

dépendant de la loi de 77. En particulier, échantillonner un processus a longue
mémoire avec des inter-arrivées non intégrables peut conduire a un processus a
courte mémoire.

Enfin, nous étudions le processus agrégé :

Tn+1
7, — / X,dt,
Tn

qui, lui aussi, est stationnaire du second ordre. Dans le cas d’'une fonction oy
décroissante sur R, nous montrons que le processus agrégé hérite des propriétés

38



Introduction

du processus discret Y défini apres échantillonnage.

Chapitre 6

Le chapitre 6 correspond a un travail effectué en collaboration avec M. Ould
Haye et A. Philippe. Ce chapitre est consacré a I’étude spectrale apres échantillon-
nage du processus X stationnaire du second ordre a temps continu. Dans le cas
d’'un processus X a temps discret, il n’est pas possible de reconstruire la densité
spectrale de fy a partir de la connaissance d’'une version échantillonnée obte-
nue par un échantillonnage déterministe d{i a un phénomene d’alias. Cet aliasing
peut étre supprimé en prenant un échantillonnage aléatoire (différents schémas
d’échantillonnage peuvent étre trouvés dans [SS60], [Beu70] et [Mas71]).

On commence par montrer des résultats d’existence des densités spectrales de
X et de son échantillonné Y ainsi que le lien entre ces deux densités spectrales.
Plus particulierement, la Proposition 6.2.1 montre 'existence dans le cas d’une
fonction ox bornée par une fonction décroissante et dans L” avec 1 < p < 2 alors
que la Proposition 6.2.2 montre que sous 'hypothése de I'existence d’'une densité
spectrale avec une certaine forme ou sur des conditions sur la loi de 73, on a
existence d’une densité spectrale pour Y avec son expression.

Le reste du chapitre se consacre a I’étude spectrale dans le cas particulier d'un
processus initial gaussien a longue mémoire de fonction de covariance de la forme
(x) admettant une densité spectrale fx avec un échantillonnage poissonnien. En
particulier, dans ce contexte, on a existence d’une densité spectrale fy pour Y.

Pour ces processus, en définissant pour j € {1, ... ,|[n/2]}, le périodogramme

1| |
D L) = — D Yie™
n() 2mn kgl F
nous montrons alors la convergence de ce périodogramme apres normalisation :
Théoréme E (Théoréme 6.3.1)

Sous les hypotheses décrites ci-dessus, on a alors pour tout nombre de fré-
quences de Fourier s > 1 fixé, et pour tous j;,...,js € {1,...,|n/2]} entiers
tous distincts,

(In()‘jl) In(%;))

o
de (Yi,...,Y,) a la fréquence de Fourier \; = it

)

fY()‘h) o fY()\js)
—2 s (Ly @UP(0) + V()] L (@0 Gs) + V23]

n—-+00

ou (U(1),...,U(|n/2]),V(1),...,V(|n/2])) est un vecteur gaussien centré de
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matrice de covariance connue s’exprimant en fonction de (ji, ..., js) et d (voir
6.3.2) et L;(d) est une constante dépendant de j et d.

Enfin, a 'aide d’une condition sur les cumulants d’ordre 4 vérifiée par le proces-
sus Y (Proposition 6.4.1), on montre a la fois la convergence de 1’estimateur local
Whittle pour le parametre d a 'aide des travaux de cet estimateur pour les proces-
sus non-linéaires de [Dal+06] et la convergence de I'estimateur HAC [Aba+09] de
la variance asymptotique nécessaire pour inférer la moyenne inconnue. La conver-
gence de l'estimateur HAC nous permet également de tester la courte mémoire
du processus a l'aide de la statistique V/S [MW69a; Kwi+92; LS96; Gir+03;
Gir+06].
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2.0 ANNEXE . . v v v e i ittt e et e e e et ettt 77

Dans ce chapitre, on s’intéresse a ’estimation de I'indice de stabilité et du para-
metre d’échelle de variables aléatoires stables. Bien que la littérature sur ce sujet
soit conséquente, aucun résultat théorique précis ne semble disponible. Dans la
suite, nous étudions un estimateur basé sur les log-moments qui sont toujours
bien définis pour ces variables aléatoires. Cet estimateur a 'avantage de pouvoir
s’écrire sous une expression explicite simple ce qui nous permet d’en déduire des
résultats de convergence presque slire et un théoreme central limite. Nous mon-
trons ensuite comment améliorer la précision de cet estimateur en le combinant
avec ceux déja définis. La forme explicite nous permet également de considérer le
cas de données non identiquement distribuées, et nous montrons que nos résul-
tats restent vrais, a condition que les écarts par rapport a la stationnarité soient
"petits". A aide d’un centrage et d’'une symétrie, nous élargissons les estimateurs
précédents aux variables stables asymétriques et nous construisons un test pour
vérifier 'asymétrie des données. En applications, nous montrons numériquement
que I'indice de stabilité du mouvement de Lévy multistable peut étre estimé avec
précision et nous considérons un indice financier, a savoir le S&P 500, ou nous
trouvons que l'indice de stabilité évolue dans le temps en fonction des événements
financiers majeurs.

2.1 Introduction

La famille de loi a-stable est omniprésente en théorie des probabilités puisque
ces lois apparaissent comme les limites de sommes renormalisées de variables aléa-
toires indépendantes et identiquement distribuées. La densité d’'une loi a-stable
existe et est continue mais elle n’a pas de forme explicite sauf dans le cas de va-
riables gaussiennes, de Cauchy, de Lévy ou dans le cas des variables constantes.
Les lois stables non-gaussiennes sont un modele de représentation de phénomenes
réels comportant des sauts. De plus, lorsque a < 2, leur densité admet un compor-
tement de loi a queue lourde, résultant d'une décroissance lente de la probabilité
de voir apparaitre des événements extrémes.

Les lois stables ont été largement utilisées ces derniéres années pour la modé-
lisation dans de nombreux domaines tels que la biomédecine [SG+13], la géo-
physique [Yan+09], 'économie [Man97], la finance [Man97], le trafic sur In-
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ternet [Dim+11] et bien d’autres. Les lois stables sont caractérisées par quatre
parametres : un parametre d’échelle généralement noté o, (ce parametre est pro-
portionnel a la variance dans le cas gaussien), un parametre de stabilité noté «,
qui détermine le poids de la queue de distribution et qui varie dans l'intervalle
]0,2], un parametre de localisation p comparable a la moyenne dans le cas de
lois gaussiennes, et un parametre d’asymétrie J appartenant a l'intervalle [—1, 1].
Afin de pouvoir utiliser des lois stables pour la modélisation des phénomenes
du monde réel, il faut étre capable d’estimer ces parametres ci-dessus. Un cer-
tain nombre d’estimateurs sont couramment utilisés comme ceux proposés par
Fama-Roll [FR71], Mc Culloch [McC86] et Koutrouvelis [Kou80 ; Kou81]. Ces es-
timateurs présentent un inconvénient : ils ne possedent pas d’expression expli-
cite simple. En conséquence, a notre connaissance, aucun résultat théorique n’est
connu a leurs sujets, tel que des théorémes de convergence presque siire ou des
théoremes central limite. Leurs lois asymptotiques ainsi que leurs variances asymp-
totiques ne sont donc accessibles que par des simulations numériques.

De plus, I'absence de formes explicites simples rend difficile I'évaluation théo-
rique de leur performance dans des situations qui s’écartent légerement des hypo-
theses classiques des échantillons aléatoires indépendants et identiquement dis-
tribués. Or cela est souhaitable lorsque 1'on veut traiter des données du monde
réel qui, souvent, ne vérifient pas ces hypotheses idéales. Il est possible de trouver
d’autres estimateurs pour les lois stables (moments négatifs dans [DI17], maxi-
mum de vraisemblance a partir d'une approximation de tranformée de Fourier
[Nol98]...). Ces estimateurs sont complexes a étudier.

Notre principal objectif est d’étudier les propriétés théoriques d’un estimateur
des moments. Puisque les variables aléatoires stables non gaussiennes ne pos-
sedent pas de variance finie et, méme dans certains cas une moyenne bien dé-
finie, nous allons considérer un estimateur basé sur les moments logarithmiques.
Cette idée n’est pas nouvelle, car il a été remarqué depuis longtemps que les log-
moments existent toujours pour les variables aléatoires stables et qu’ils constituent
des outils de travail pratiques. Par exemple, [MN95] considere le méme estimateur
que celui que nous étudions et 'applique a I'identification des canaux aveugles
tandis que [Wan+15] l'utilise pour I'estimation d’'un bruit a-stable pour I'erreur
aléatoire d’un gyroscope laser. La forme de cet estimateur est connu mais pas son
comportement. Grace a son expression simple, nous sommes en mesure de prou-
ver une convergence presque siire et un théoréme central limite a la fois dans un
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cadre identiquement distribué et indépendant et dans le cas d’un 1éger écart de
stationnarité. Nous comparons la performance de notre estimateur avec la mé-
thode de régression de Koutrouvelis [Kou80; Kou81]. Les résultats dépendent de
la valeur de « et de la taille de I’échantillon. Nous combinons ensuite ces deux
estimateurs a 'aide d’'une technique récemment mise au point dans [LR16] pour
améliorer leur performance, en particulier dans le cas des petits échantillons.

Comme applications, nous montrons des résultats numériques a la fois sur des
données synthétisées (mouvement symétrique de Lévy multistable) et sur un in-
dice financier (S&P 500), qui confirment nos résultats théoriques, a savoir que
I'estimateur est capable de suivre des variations assez lisses de I'indice de stabilité
dans le temps.

Une loi stable est caractérisée par quatre parametres. Nous écrivons X ~
Sa(o, B, ) pour indiquer que X suit une loi stable d’indice de stabilité o €]0, 2],
de parametre d’échelle o € R", d’asymétrie 5 € [—1, 1] et paramétre de position
i € R (voir [ST94]).

Il existe plusieurs paramétrages des lois stables, chacun ayant ses avantages
et ses inconvénients. Le suivant, de fonction caractéristique ¢ définie ci-apres, est
probablement le plus populaire :

exp (—JO‘MO‘ (1 — ifsign(t) tan (?)) + iut) sia#1,

o(t) = o log |t @2.1.1)
exp (—0!t| (1 + iﬁsign(t)OgH> + iut) sia =
s
ou
1 sit>0,
sign(t) =¢ 0 sit=0,
-1 sit <O.

Pour une loi stable, la densité n’est pas connue de maniere explicite sauf pour
quelques exceptions (loi gaussienne, loi de Cauchy;,. . .). Il est donc difficile d’utili-
ser les méthodes d’estimation classiques basées sur la densité, comme le maximum
de vraisemblance ou les statistiques bayésiennes. Bien que la densité puisse étre
estimée numériquement, par exemple par inversion de Fourier, cette procédure
entraine des erreurs d’approximation qui ne peuvent étre facilement évaluées.

Sauf dans le cas gaussien, une autre difficulté vient du fait que les variables
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aléatoires stables ont des moments infinis des que l'ordre est plus grand que l'in-
dice de stabilité. Plus précisément, lorsque X ~ S,(o,0,u) avec 0 < a < 2,
E[|X|?] < oo si et seulement si 0 < p < « (voir Proposition 1.1.2). Cela im-
plique qu’il n’est pas possible d’utiliser la méthode des moments afin d’estimer les
parametres. Nous étudions dans la section suivante un estimateur simple basé sur
les moments logarithmiques qui permet d’effectuer des calculs explicites.

Dans la section 2.2, nous étudions des estimateurs de « et o pour des variables
aléatoires stables symétriques (c’est-a-dire lorsque u = § = 0) : des estimateurs
des log-moments et des estimateurs combinés construits avec I'estimateur de Kou-
trouvelis.

Dans la section 2.3, nous étendons les estimateurs des log-moments, de Kou-
trouvelis et combiné au cas asymétrique en étudiant deux facons d’adapter l'esti-
mateur log-moments. Les propriétés des estimateurs des log-moments nous per-
mettent également de proposer une méthode pour tester 'asymétrie des données.
Dans la section 2.4, nous étudions le cas de variables non identiquement distri-
buées ol nous prouvons la robustesse des estimateurs des log-moments sous cer-
taines conditions pour les perturbations. Dans la section 2.5, nous effectuons des
simulations numériques pour tester notre estimateur pour un mouvement de Lévy
multistable et également pour des données réelles avec I'étude d’un indice finan-
cier.

2.2 Méthodes d’estimation

Nous construisons un estimateur pour les parametres « et ¢ en utilisant un
estimateur combiné dont la procédure générale de construction est décrite dans
[LR16]. Dans notre cas particulier, §# = *(«, o) sont les parameétres a estimer et
nous avons acces a p estimateurs pour « et ¢ estimateurs pour o.

Nous considérons des estimateurs moyennés de ¢ de la forme

~

(651

A€ A, (2.2.1)
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ol ') désigne la transposée de ) et A est un sous-ensemble donné de M ;1) x2(R).
On mesure la performance de 6, pour A € A a l'aide de lerreur quadratique
moyenne (MSE). On sélectionne A\* qui satisfait la condition :

N = argmin E [|| 6, — 6 || .
AEA

Dans ce qui suit, nous présentons un estimateur classique : celui de Koutrou-
velis ([Kou80], [Kou81]). Le choix de cet estimateur particulier est motivé par
les résultats rapportés dans [Wer95] qui montrent qu’il fonctionne généralement
mieux que d’autres méthodes telles que celles de Fama-Roll et Mc Culloch. Nous
voulons combiner I'estimateur de Koutrouvelis décrit dans la section 2.2.2 avec
I'estimateur des log-moments (Section 2.2.1) pour obtenir de meilleures perfor-
mances surtout quand « < 1.

2.2.1 Log-moments dans le cas symétrique

Pour une loi stable symétrique, les log-moments absolus peuvent étre explicités
[LG13], cela nous permet d’en déduire des expressions reliant les log-moments
aux parametres « et o et d’obtenir un moyen de les estimer. Tout d’abord, on
remarque la propriété suivante :

Proposition 2.2.1
Soit Z ~ S,(1,0,0), alors

E[|log|Z]||P] < o0 pour toutp > 0. (2.2.2)

Démonstration: Voir 'annexe 2.6. ]

Ces espérances peuvent étre calculées explicitement en remarquant que :

dPE[| Z]t
El(oz|2]y] = T2 223)
t=0

et en utilisant le résultat suivant :
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Proposition 2.2.2
Soit Z ~ S,(1,0,0). Alors, pour tout 0 < ¢ < min(a, 1),

T(1-t/a)

— E[|Z|] = . 224
1211 ['(1 —t) cos(mt/2) ( )
Démonstration : Voir 'annexe 2.6. [ |

On en déduit 'espérance et la variance d’une variable log | Z| ot Z suit une loi
Sa(1,0,0) : Ellog|Z|] = (é - 1) v et Var(log |Z|) = 6% + ’{—;, ou v est la constante
d’Euler (y = 0.57721...).

Théoréme 2.2.3
Soit (X3,...,X,) une suite de variables aléatoires i.i.d stables symétriques
réduites S,(1,0,0). On définit

~ Y
an(Xq,...,X,) = .
(X )= T TIY g X

~ D.S. _ox2 2
Alors, @, o De plus, avec f(z) = {5 + T3,

n

VilGn Z Y _toi , zrg ), 2.2.5)

7
@l @)

Démonstration: La preuve de ce résultat se trouve en annexe 2.6. |

Généralement, o est inconnu et on doit estimer conjointement les deux para-
meétres d’intérét. Soit I suivant une loi S,(c,0,0), alors on a la réduction & ~
Sa(1,0,0) et on déduit les log-moments de W a partir de ceux de Z. On obtient

2 2

1 s T
Eflog [W]] = (a - 1) v+ logo et Var(log |W|) = o2 + ol
Théoreme 2.2.4
Soit (X1,...,X,) une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi stable symé-

trique S,(0,0,0). On définit les estimateurs &(L%G et &%G (en fonction de
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(X1,...,X,)) par

6 & 1 A
~(n) v - 4
Aroa = (max (772(n —) > llog | X " > " log ]Xk\] 5 4)) ,

i=1 k=1

U(LO)G = exp ( > log | Xi| — (A(n) — 1) 7.)

=1 @Loc
(2.2.6)
Alors, on a
(8166 9106) ——— (a@,0). (22.7)
et
éZSJHO)G « Loi

N () — ——— N(0,An o), (2.2.8)

9L0G o oo

ou la matrice A, , est explicitée dans la remarque ci-dessous.

Remarque 2.2.1. La fonction max dans I’expression de &E%G assure que I’estimateur est

toujours calculable et qu’il est a valeurs dans ]0, 2| presque sirement. La matrice A, ,

s’exprime en fonction des moments de log | X;|, de « et o par la relation :

t t
Aa,a = Fa,aGa,aza,a Ga,cr Fa,o

ou
F,, = (“ o/ 0‘2) , (2.2.9)
’ 0 1
Gao = ( ! 0 ) , (2.2.10)
6 ((i — 1) v+ loga) oad/r? =33 /7?
et
5 ( Var(log | X1]) Cov(log | X1, (log |X1|)2)) 22.11)
’ Cov(log | X1], (log | X1])*) Var((log | X1/)?)
Démonstration: La preuve de ce résultat se trouve en annexe 2.6. [ |

2.2.2 Performance numérique de chaque estimateur

L’estimateur de Koutrouvelis (voir [Kou80] et [Kou81]) est basé sur I'exploita-
tion de l'expression explicite du logarithme itéré de la fonction caractéristique ¢.
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Dans le cas symétrique, il prend la forme particulierement simple suivante :

log(log(|¢(t)|?) = log(20*) + alog |t|. (2.2.12)

La fonction caractéristique empirique donnée par ¢,(t) = L 3", "% basée sur

les observations i.i.d ()X;) est un estimateur consistant de ¢. Nous estimons ces
parametres en régressant y = log(log(||én(¢)[2) sur w = log |¢| dans le modele

Yk = M + qwy + € (2.2.13)

olt m = log(20®), ty = Z£ pour k € {1,...,K} avec K dépendant de la valeur
de « et de la taille de I’échantillon, et ¢, désigne un terme d’erreurs. Dans nos
simulations, nous utilisons une version plus facile de la méthode de régression de
Koutrouvelis qui est plus adaptée au cas symétrique (voir [Wer95]). Nous décri-
vons l'algorithme :

— On définit une erreur admissible (tol = 0.05 dans la simulation) et le
nombre maximal d’itérations (iter,,,, = 10).

— Une regression linéaire appliquée a la méthode des quantiles de Mc Culloch
[McC86] nous fournit des estimations initiales a™ et ™ pour les para-
metres, ou n désigne la taille de 'échantillon observé.

— Tant que le nombre d’itérations est inférieur a iter,,,, et que |s — 1| > tol
(cette condition démarre a la deuxieme itération) :

— on trouve le nombre de points K dont on va se servir pour la régression,
dépendant de 4™ comme dans la regression classique de Koutrouvelis,
— on définit w = (wy)keq1..x}y €Y = (Y )ke(1..k} PAr wy = log|mk/25],

-~ wk 2

— on calcule la nouvelle valeur de & donnée par
K —_— PR—
a™ — min <Zk=1(wk mean(w))(y, — mean(y)) ’ 2)

ZkK:l(wk — mean(w))?

Yx = log(—log (

N iour © A
— on met a jour § = exp (mean(y a(Mw) log(Z))

a(")

— on met a jour 5™ = "3,
Cette version modifiée de Koutrouvelis donne des performances (en termes
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d’erreurs quadratiques moyennes) similaires a 'original. Cependant, elle est beau-
coup plus rapide car cette version ne nécessite pas I'estimation des parametres 3
et p (qui nécessite I'inversion numérique de matrices de taille n x n).

En général, la méthode de régression de Koutrouvelis a une erreur quadra-
tique moyenne plus petite que les autres méthodes d’estimation classiques basées
sur des quantiles empiriques (par exemple la méthode Fama-Roll [FR71] ou la
méthode de Mc Culloch [McC86]). Une comparaison des performances de ces
méthodes classiques est effectuée dans [Wer95]. Pour chaque paire de valeurs
pour («, o), r échantillons indépendants de taille n de variables aléatoires i.i.d.
stables symétriques ont été générés en utilisant la méthode de simulation donnée
par Chambers et al [Cha+76]. L'erreur quadratique moyenne empirique des lois
d’échantillonnage de « et o est donnée par

MSEQZEZ(&i—Oé)Q, ]\4'SE1U:12(6’1—0')27

iz riz
ol & (resp. o) est un estimateur de « (resp. o).

Dans la suite, nous utilisons les abréviations "KOUT" et "LOG" pour désigner
respectivement 'estimateur de Koutrouvelis ou des log-moments. Pour chaque «,
les comportements de axoyr €t drog sont similaires pour toute valeur de o (Table
2.1) alors que, pour chaque valeur de o, dour €t doc Saméliorent lorsque «
augmente (Tableau 2.2). En outre, lorsque « est fixe, 6 xoyr et 6.0 ont le méme
comportement pour tout o. Pour cette raison, seul le cas ou o est égal a 1 est
représenté dans la Table 2.2.

a =0.2 a =0.6 a =1 a=14 o =1.8

LOG 9.06 10 9.06 10~* 4.67107% 1.9710~? 3.10102
KOUT | 4.70107* 2.3510 3.75107% 820102 4.171073
LOG 8.0710™° 1.06107% 44710~ 2.20107% 3.1910°?
KOUT | 4.27107* 2.1110™2 3.91107% 758103 4.281073
LOG 89310 9.5910~* 44310~ 2.20107% 2.97107?
KOUT | 4.66 107* 1961072 4.2210% 7.5810™3 4.291073

TABLE 2.1 — Erreur quadratique moyenne pour aizo¢ et Aoy (r = 500 et n = 500).
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a =0.2 a =0.6 a =1 a=14 o =1.8
o —10 LOG 7.10 9.8610°' 6.0810~' 6.0710°" 5.4310°!
KOUT | 11.5 9.9210' 4.82107' 3.5610°' 1.7210°!
o —1 LOG 8201072 9.4510~° 6.52107% 6.9810~° 5.771073
- KOUT | 1.18 107" 9.8210™2 4.4410~% 3.8310~2 1.561073
o —01 LOG 6.7310~% 8.77107° 6.7110™ 6.54107° 5.89107°
" | KOUT | 8.6310~* 8.6010™° 4.75107° 3.3510™° 1.82107°

TABLE 2.2 — Erreur quadratique moyenne pour d;o¢ et o xour (r = 500 et n. = 500).

Avec une étude par simulation de variables stables, nous comparons les er-
reurs quadratiques moyennes empiriques de « et o pour les méthodes présentées
plus haut. Nous représentons le rapport logarithmique des erreurs quadratiques
moyennes pour « et o pour les deux méthodes d’estimation a partir de plusieurs
échantillons de taille » x n. Pour chaque échantillon de r x n observations, « et o
sont fixes

a € {0.2;0.4;0.6;0.8;1;1.2;1.4;1.6; 1.8}

et

log(o) € {—1;—0.75; —0.5; —0.25; 0; 0.25; 0.5; 0.75; 1}

(voir Figure 2.1). Les Tables 2.1-2.2 et les Figures 2.1-2.2 montre que 'estimateur
des log-moments a de meilleures performances que celui de Koutrouvelis lorsque
a < 1, alors que C’est le contraire pour o > 1. Les différences de performance
accroissent pour des valeurs extrémes de «.
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(a) n=100 (b) n=500

=

o

1
1)
)
o
log(sigma)

2.0

(c) n=2000

FIGURE 2.1 — Log du rapport entre I’erreur quadratique moyenne pour le parametre o
pour I’estimateur de Koutrouvelis et celui des log-moments avec » = 1000 et n = 100
dans la Figure (a), n = 500 dans la Figure (b), n = 2000 dans la Figure (c).
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FIGURE 2.2 — Densités empiriques des estimateurs des log-moments (LOG) et de Kou-
trouvelis (KOUT) pour « (1ere colonne) et o (2eme colonne) avec » = 500 et un échan-
tillon de taille n = 500. Ici, on fixe 0 = 1 et pour chaque ligne o change en prenant ses
valeurs dans {0.2;0.6; 1; 1.4; 1.8}. 55
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2.2.3 Estimateur combiné

Comme nous 'avons vu précédemment, I'estimateur de régression de Koutrou-
velis est préféré lorsque o > 1 tandis que le log-estimateur devient significative-
ment meilleur que celui de Koutrouvelis lorsque a (< 1) diminue. Nous voulons
construire un estimateur de « qui sera au moins aussi bon que le meilleur esti-
mateur, pour chaque «, pour de petits échantillons (n ~ 100). Pour ce faire, nous
utilisons un estimateur combiné dont la procédure générale de construction est
décrite dans [LR16]. Dans notre cas particulier, § = (a, o) sont les parametres a
estimer et nous avons acces aux estimateurs dxour, Qroc et Gxour -

On considére des estimateurs moyennés de 6 de la forme :

CAYKOUT
Ory= "\ aroe |, NEA, (2.2.14)

OKOUT

ou '\ désigne le vecteur transposé de \ et A C M3,»(R).
Un moyen pratique de mesurer la performance de f, consiste 4 la comparer
4 celle de 6*, qui est défini comme la meilleure combinaison linéaire , obte-
nue pour un vecteur non aléatoire A € A. Plus précisément, 8* est la combinai-
axouT
son linéaire ‘\* | a;oc | minimisant 'erreur quadratique moyenne (MSE), i.e.
OKOUT
A* = argmin E[|| 6, — 6 ||2].
XeA
De toute évidence, plus 'ensemble A est grand et mieux ce sera. Cependant,
choisir 'ensemble de I'espace A = M;3.5(R) n’est en général pas exploitable. Nous
devons imposer certaines conditions sur ’ensemble A afin d’avoir un formule ex-
plicite pour \*.
On définit

=

et on considere I'espace de contraintes

1
1
0

0
o)

Ao = {) € Masa(R)/ AT = I} = {(10 ib) J(a,b) € R2}

1. Comme GxouT et drog ont des performances similaires, nous n’utilisons qu’un seul de ces estima-
teurs dans la combinaison.
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ou I, est la matrice identité. L’erreur quadratique moyenne E[|| 6, — 6 ||?] est
minimisée sur 'espace A,,., pour une unique valeur :

M=yttt (2.2.15)

ou X est la matrice de Gram :

a/{(OUTfa E/{(OUTfa
E - ]E arLoGg—o aroG—o . (2216)
OKOUT — 0O tUKOUTfo'
Comme la matrice ¥ est inconnu, I'estimateur moyenné 6., est obtenu en
remplacant X par une estimation . :

Amax = S (LTSI
R arxouT 2.2.17)

T ~
emax = )\max aLOG

OKOUT

Un moyen d’estimer . est d’utiliser une méthode de Monte Carlo. On com-
mence par calculer une premiere estimation des parametres :
. Qgour + Qroc
Qp = )
2 (2.2.18)
0o = OKOUT-

Puis, on simule B échantillons de taille n d’une loi stable symétrique de parametres
Q et 0. Les trois estimateurs sont ensuite calculés pour chacun des B échantillons
ce qui nous donne aﬁ?OUT, aﬁ’gG et 3§?)OUT pour b =1,..., B, et chaque coefficient
de la matrice est estimée par sa valeur empirique.

Les expériences montrent que les erreurs entrainées par I'estimation de ¥ sont
négligeables par rapport a 'avantage d’avoir plusieurs estimateurs pour de petits
échantillons. On peut remarquer que des estimateurs similaires pourraient étre
construits en combinant plus de 2 estimateurs pour «. Par exemple, il serait pos-
sible d’ajouter 'estimateur des quantiles de Mc Culloch. Cela augmenterait la taille
de la matrice de covariance dont 'estimation serait moins bonne et entrainerait
un risque de construire un estimateur combiné qui ne serait jamais meilleur que
chacun des estimateurs pris individuellement.

Le poids moyen du log-estimateur dans la combinaison est représenté dans la
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Chapitre 2 — Estimateurs explicites et combinés pour les paramétres de lois stables

Figure 2.3. Dans la Table 2.3, nous donnons les erreurs quadratiques moyennes
pour différentes valeurs de a. Pour chaque valeur, on peut remarquer que I’esti-
mateur combiné a partir des estimateurs de Koutrouvelis et des log-moments est
toujours meilleur que chaque estimateur pris séparément. Ceci est confirmé par les
graphiques de la Figure 2.4 comparant les lois empiriques de chaque estimateur.

1.0

08
|

0.6

0.4

0.2

0.0
L

alpha

FIGURE 2.3 — Poids moyen de I’estimateur des log-moments aoq dans I’estimateur
combiné en fonction de ov. La borne supérieure (resp. inférieure) de 1’intervalle correspond
au quantile a 95% (resp. 5%) pour r = 500 itérations de la combinaison avec n = 100 et
B = 1000.
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2.2. Méthodes d’estimation

a 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

KOUT |24107% 3.1107% 5.010% 831073 1.3107% 151072
LOG 50107* 9.1107* 191073 341073 56103 761073
COMB | 4.010°¢ 7.2107* 151073 291073 521073 6.81073

a 0.8 0.9 1 1.1 12 1.3

KOUT [ 14102 15102 1.8102 19102 28102 34102
LOG |12107% 201072 3.310°2 4.610~2 59102 7.810°2
COMB | 831073 1.1102 1.510°2 1.810°2 2.610°2 3.110°2
a 1.4 15 1.6 1.7 1.8 1.9

KOUT | 40102 41102 41102 28102 1.9102 1.1102
LOG |851072 881072 99102 87102 7.410°2 7.610°2
COMB | 331072 341072 351072 25102 1.910°2 1.1102

TABLE 2.3 — Erreurs quadratiques moyennes pour les estimateurs de Koutrouvelis
(KOUT), des Log-moments (LOG) et combiné (COMB) pour « avec » = 500, n = 100,
B =1000eto = 1.
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Lo
L

KouT
L

Lo
L

KouT
L

Loc
L

coms
L
coms
L
coms

KOUT
L

coms
L

&

a=1.6 a=1.8

FIGURE 2.4 — Densités empiriques des estimateurs des log-moments (LOG), de Koutrou-
velis (KOUT) et combiné (COMB) pour le parametre o avec r = 500, n = 100, B = 1000
eto = 1.
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2.3. Lois stables asymétriques

2.3 Lois stables asymétriques

2.3.1 Adaptation des estimateurs pour le cas asymétrique

On se place désormais dans le cas ot X suit une loi S, (o, 3,0), on a alors

1 1
Eflog | X[] = ( _ 1) o 4 logo — 10Blcostl
(0% (0%
2 2 H2
E[(log | X| — Ellog | X|))*] = Var(log | X|) = —; +

62 12 a2

ou v est la constante d’Euler et § = arctan (5 tan 0‘—2“) (voir [KurO1] Proposition
4).

Soit (X7, ..., Xs,) une suite de 2n variables aléatoires i.i.d. de loi stable
Sa(0,3,0). Nous utilisons la centro-symétrisation introduite dans [Kur01l] aux
données observées pour obtenir les n variables aléatoires i.i.d. symétriques de lois
stables S,(20,0,0) :

n)

Nous estimons ensuite « a partir de &(LOG(XQ — Xy, ..., Xop — Xop1), OU &(L"(%G
est introduit dans le 2.2.4. On peut remarquer qu’il est possible d’estimer 5 en
utilisant 'expression de Var[log | X|].

Une autre facon d’estimer « est d’utiliser les (2n — 1) variables aléatoires (X}, —
Xk—1)kef2,..2n}. Dans ce cas, nous conservons la méme taille d’échantillon mais
nous perdons I'indépendance des variables.

Les erreurs quadratiques moyennes de la premiere méthode ne dépendent pas
de /3 puisque les variables aléatoires (X, — X5, 1) sont symétriques et indépen-
dantes. Numériquement, nous observons que les propriétés de la deuxiéme esti-
mation ne dépendent pas non plus de 5. De plus, les résultats numériques donnés
dans la Table 2.4 indiquent que les deux estimations ont une performance similaire
pour a < 1.
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2n a=02 a=04 a=0.6 a=028 a=1
100 | ™ 1.i1.d 1.011073%  4.4410=% 1.27107? 3.30107% 10.71072
2n — 1dep. 0.970107% 4.141073 1.081072 2441072 6.08 1072
500 | i.i1.d 1.8010~* 7.9010~* 2.1010~° 4.6810~% 1.0110?
2n —1dep. 1.75107% 7.58107* 1.86107% 3.81107% 7.331073
1000 | ™ iid 9.1210™° 3.8610~* 9.9010~* 2.23107% 4.7910°°
2n — 1ldep. 894107° 3.69107* 8.88107* 1.841073 3.4810°3

TABLE 2.4 — Erreurs quadratiques moyennes pour 1’estimation de « avec les log-moments
en partant de 2n variables aléatoires i.i.d. S,(1, 3, 0).

La méthode de Koutrouvelis ne varie pas avec des lois asymétriques car le
module de la fonction caractéristique ne dépend que de « et o (voir performances
dans les Tables 2.1 et 2.3). Nous combinons I'estimateur des log-moments apres
symétrie (nommé par la suite LOG sym.) avec 'estimateur de Koutrouvelis de la
méme maniere qu’avec les variables symétriques (voir Section 2.2.3) pour obtenir
un nouvel estimateur dont les performances numériques sont rapportées dans la
Table 2.5.

o) 0.2 0.4 0.6 0.8 1
COMB 2.39107% 2.21107% 5.88107% 9.08107% 1.67 1072
KOUT 6.14107% 4.92107% 1.101072 1.36107%2 1.721072
LOG sym. | 1.90 1073 4.36 1073 1.341072 2.671072 7.29 1072

o 1.2 1.4 1.6 1.8

COMB |[2.70107% 3.53107% 3.54107% 2.201072
KOUT 2711072 4.15107% 4.16107% 2.411072
LOG sym. | 1.24 107" 1.38 107! 1.29107' 1.10107!

TABLE 2.5 — Erreurs quadratiques moyennes pour I’estimation de o avec I’estimateur
combiné (COMB), I’estimateur de Koutrouvelis (KOUT) et des log-moments apres sy-
métrisation (LOG sym.). Ici, on a choisi » = 500, n = 100, B = 1000, 8 = 0.6 et
o=1.

Pour les données asymétriques (voir le tableau 2.5), les estimateurs combinés

ont encore de bonnes performances, mais nous perdons en termes d’erreurs qua-
dratiques moyennes comparé au cas symétrique.

62



2.3. Lois stables asymétriques

2.3.2 Test de symétrie

Sous I'hypothése d’observer des lois stables i.i.d, nous proposons un test pour
vérifier 'asymétrie des données. Nous voulons tester H, : 73 = 0” contre H; :
"B # 07 grace aux propriétés des estimateurs étudiés dans la section précédente.

Soit (X3, ..., Xs,) une suite de 2n variables aléatoires i.i.d. de loi stable S, (o, 3, 0).
Sous I'’hypothese nulle Hy, les estimateurs Oé/Lo\G((sz)kg[Ln]) et
aroc((Xok — Xok—1)ke[1,n]) Sont tous les deux consistants, et donc la différence
entre ces estimateurs tend vers zéro. Pour des variables asymétriques, cette conver-
gence ne se produit pas puisque azoc((Xok)repi,n)) e converge plus vers a. Ces
faits suggeérent de construire un test basé sur la différence de ces estimateurs.
Posons

1
L, := FE|log|Z|] = ( — 1) fy—i—loga,

2

<i—1>7

e )

20044 1202 240

C = Cov((log | Xa| — Ellog | Xa])?, (log| X2 — Xi| — Ellog | X5 — X1])?)
= E [(log | X5| — Elog | Xs|)*(log | X5 — X[ — Elog|Xs — Xu|)?] — L3,

Ly := E|(log|Z| — E [log | Z|])*

}
Ly := E |(log|Z| - E[log | Z|])’]
]

L4 := E |(log|Z| — E [log| Z]))

ou Z est une variable aléatoire de loi S,(0,0,0) et ¢ désigne la fonction zéta de
Riemann ((s) = et ((3) = 1.2020569.. ..

nlns

Proposition 2.3.1

Pour w € (0, 1), on définit la région critique

— o~ 2
(@zoa({ Xat Y rein) — aLOG({X% — Xok1}refin])) .
1804LOG (L4 _ LQ _ C)

R,=<n

w

ot t,, est le quantile d’ordre 1 — w d’une loi du x? a 1 degré de liberté, et ot Ly,
L, et C sont respectivement les moments empiriques de Ly, L, et C.

On décide de rejeter I’hypothése nulle si (X,...,Xs,) € R,. Ce test de
région critique R,, est asymptotiquement de niveau w et est asymptotiquement
consistant sous H;.
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Chapitre 2 — Estimateurs explicites et combinés pour les paramétres de lois stables

Démonstration : Sous I'hypothése nulle, avec Yy, = log | Xox| et Zy = log | Xor — Xog_1]

(i ()™ w5)

"=
Et donc par la delta-méthode dans le cas multidimensionnel, on obtient
0\ 9a% (L, — L3 C
o) = C Lys-13))’

\/ﬁm((sz)ke[[l,n]]) —aroc((Xok — Xok—1)ke1n])  Loi IN:
\/18%6 (L4 o L% o C) n—oo

™

Loi

“Yt (L —— N
— Zn)? Ly

n—0o0

Loi

3 aLoG ((Xok)ke[i,n]) ) B (a))
v ((@((X% — Xok—1)ke1,n]) Q el

n—oo

et

(0,1).

Finalement, en appliquant le lemme de Slutsky et en utilisant la consistance de
174, Ly et C, on obtient que le niveau asymptotique vaut w.

Sous Hy,ona:

p.s. T

aroc((Xan)keqi,n)) — 020G (X2e — Xok-1)ke[i,n]) —— = Neoprrr i # 0,

QT

avec # = arctan (8 tan %°). Alors, sous 'hypothése alternative 5 # 0, on a un test

consistant puisque Py, (R,,) —— 1. |
n—oo

Dans la Table 2.6, on utilise la méthode de Monte Carlo pour évaluer la pro-
babilité de rejeter I’hypothese nulle H,. Pour les petites valeurs de «, le niveau
empirique converge lentement vers w : cela est di a la forme de la densité qui est
concentrée autour de l'origine et la faible qualité pour I'estimation du coefficient
Ly — L% — C dans ce cas. L’estimation converge assez lentement vers ce coefficient
(dont la valeur augmente lorsque o diminue).

a=0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
2n =200 | 0.065 0.074 0.084 0.087 0.088 0.097 0.088 0.06 0.042
2n =1000 | 0.0953 0.1019 0.0971 0.89 0.074 0.065 0.067 0.061 0.035
2n = 10* 0.18 0.16 0.10 0.071 0.051 0.050 0.048 0.051 0.053

TABLE 2.6 — Probabilités de rejeter I’hypothese nulle sous Hy pour différentes tailles
d’échantillons et différentes valeurs de «.. Le niveau asymptotique du test est fixé a w =

5%.

64
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T T T T T T T T
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 0s 10

() 2n =200, = 1.2 (b) 2n =200, « = 0.8

(c) 2n = 1000, o = 1.2 (d) 2n = 1000, o = 0.8

FIGURE 2.5 — Représentation des fonctions de répartitions empiriques de la p-valeur
du test de symétrie pour différentes valeurs de o, S et n : B = 0 (noir), 5 = 0.2
(rouge), 5 = 0.4 (bleu foncé), = 0.6 (vert), B = 0.8 (rose) et 5 = 1 (bleu clair).
Dans la Figure (a), on a ajouté en pointillés les fonctions de répartitions empiriques pour
g € {—1;—-0.8; —0.6; —0.4; —0.2} qui correspondent exactement a celles pour les valeurs
positives.

Dans la Figure 2.5, on peut voir que la puissance augmente lorsque S s’éloigne
de 0 ou lorsque la taille de I'échantillon augmente. Cette convergence sous ’hypo-
thése alternative dépend des valeurs de « et 5. On observe que la p-valeur prend
la valeur 1 avec probabilité non-nulle pour les échantillons de petites tailles. Ce
saut d{i a la troncature dans I'estimateur des log-moments défini dans le Théoreme
2.2.4 disparait asymptotiquement.
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2.4 Cas de variables stables non-identiquement distribuées

Dans les applications, il peut étre nécessaire de savoir analyser des phéno-
meénes non stationnaires. Par exemple, il semble plausible que les rendements fi-
nanciers qui affichent des sauts verront I'intensité de ces sauts dépendre d’événe-
ments externes, comme les crises financieres (voir la section suivante pour une
illustration sur le S&P 500). Parfois, les variations pour « sont faibles, et il est in-
téressant d’examiner le comportement de notre estimateur dans les situations ou
les données disponibles s’écartent légerement de I’hypothese i.i.d. Dans la suite,
nous examinons deux cas : des petites perturbations déterministes et aléatoires de
«, conduisant a des variables aléatoires qui ne sont pas identiquement distribuées.
Nous ne renoncgons pas ici a I’hypothese d’indépendance, bien qu'’il s’agisse d’'une
extension souhaitable. Cette généralisation fera 'objet d'un travail futur.

2.4.1 Perturbations déterministes
Soit (X;);en une suite de variables aléatoires indépendantes et X une variable
aléatoire indépendante des (X;) telles que

X~ Sai(O'i,0,0) et X ~ SQ(O',O,O).

On pose Y; = log|X;| et Y = log|X|. On suppose que, pour tout entier i,
a; = a+¢g; et o; = o +1; avec ¢; et n; déterministes tels que

@§0a<1etm§cg<1.
o o

Proposition 2.4.1

Sous les conditions — > |e;] —— 0 et —> |n;| —— 0, on a
n =1 n—o0 n =1 n—oo
~(n) p.s.

ot1 &\, est défini dans le Théoréme 2.2.4.

Démonstration: Voir 'annexe 2.6. ]

66



2.4. Cas de variables stables non-identiquement distribuées

Proposition 2.4.2

Soit ¥, , la matrice de covariance entre Y etY? :

o Var(Y) Cov(Y,Y?)
20‘7‘7 - (COV(Y,YQ) Var(Y?2) ) ’ (241)
et posons
Hay = (6((5—1);;;i;)a3/”2> . (2.4.2)
Sous les conditions TZL&?J —— 0 et \/_Z|77@| —— 0, le théoréme

central limite suivant s’applique a a(LO)G

Vi (6506 — o) =2 N(0, "Hayg S Ha)- (2.4.3)

Démonstration : Voir Pannexe 2.6. ]

2.4.2 Perturbations aléatoires

Soit X une variable aléatoire de loi S, (o, 0, 0). Pour tout entier 7, on pose a; =
a+¢; ol ¢; est une variable aléatoire. On suppose que les perturbations ¢; vérifient
la condition suivante : il existe une constante ¢, €]0, 1| telle que :

P (52 € [—¢q, min(c,, 2 1}) =1
a a

Cette condition assure que les perturbations sont petites relativement a la va-
leur de « et que pour tout 4, «; soit bien dans l'intervalle |0, 2]. Soit (XX;) une suite
de variables indépendantes entre elles et de X telles que X; ~ S,,(c,0,0) (sachant
«;). On pose alors Y = log | X| et Y; = log | X;| pour i € N.
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Proposition 2.4.3

S . 5.
Sous la condition — " E[je;[] —— 0, on a ayd; = a.
n n—oo n—oo

i=1
n

. 1 (o - .
Si, de plus, — > E[|&;]] —— 0, alors on a le théoréme central limite suivant :
n—oo
i=1

Vi (a50a — a) =25 N0, HaoSa 0 ‘Hao)

— 00

ouX,, et H,, sont définis dans (2.4.1) et (2.4.2).

Démonstration: Voir 'annexe 2.6. [ |

2.5 Quelques applications de I’estimateur combiné

2.5.1 Résultats numériques sur des données synthétisées : mouve-

ment de Lévy multistable

Nous utilisons maintenant nos estimateurs log-moments et combinés dans le
cas du mouvement de Lévy multistable défini dans [FIV09]. (voir aussi [LGIV12]
pour d’autres propriétés de ce processus). L'idée de base est de permettre a l'in-
dice de stabilité d’évoluer avec le temps, de sorte que l'intensité des sauts, qui est
régie par «, varie selon une trajectoire. Une telle caractéristique est couramment
rencontrée dans les séries temporelles observées dans des domaines tels que la
finance ou la biomédecine. Rappelons brievement la définition de ces processus.

Soit « : [0, 1] —]0, 2[ une fonction de classe C'. On note r<*> = sign(r)|r|* pour
r € Rets € R. Le mouvement de Lévy multistable est défini par

My(t) = Cay Y. Tygg(X)y="1/el> (2.5.1)
(X,Y)ell
% ~1/6
ou Cy = ( / u™’ sin(u)du) et IT est un processus de Poisson sur R* x R ayant
0

pour mesure moyenne le mesure de Lebesgue dans le plan £2. Ce processus est
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simulé en utilisant le champ

X(t, u) = Oa(u) Z ]l(O,t] (X)Y<_1/a(u)>.
(X,Y)ell

Pour chaque u €]0,1[, X (-,u) est un processus a(u)-stable a accroissements
indépendants qui peut étre simulé a I'aide du programme RSTAB disponible dans

[ST04] ou dans [ST94]. L'intervalle [0, 1] est discrétisé en N sous-intervalles de
k.

N)ke{L...,N}
cumulée de N variables stables indépendantes d’exposant caractéristique «(u).

méme longueur et X (-, u) est calculé aux points ( a partir de la somme

Dans la Figure 2.6, nous affichons des exemples de trajectoires de processus
multistables pour différentes fonctions «. Ensuite, nous estimons ces fonctions en
tout point ¢, grace a 'estimateur combiné appliqué sur une fenétre de n observa-
tions autour de t.

Dans la Figure 2.7, on itére 100 fois la simulation et I'estimation pour un pro-
cessus multistable ayant pour fonction d’intensité a(t) = 1.5—0.48 sin(27(t+1/4)).
Pour chaque point ot la fonction « est estimée, on obtient la loi empirique de I'es-
timateur combiné. Cette procédure est répétée pour plusieurs tailles de fenétre
(100, 200, 1000 et 2000). Nous observons que l'erreur type qui correspond a I’écart-
type de 'estimateur combiné diminue lorsque la taille de la fenétre n augmente
alors que le biais augmente pour n grand. Enfin, 'erreur quadratique moyenne di-
minue lorsque n augmente jusqu’a n = 1000 et augmente ensuite pour une valeur
supérieure. La figure 2.8 représente le biais, 'erreur-type et 'erreur quadratique
moyenne en fonction de ¢ pour diverses valeurs de la taille de la fenétre.

L’erreur quadratique moyenne en fonction de « est représentée dans la Figure
2.9. L'erreur quadratique moyenne ne varie pas beaucoup selon la valeur de o €
[1,2] lorsque n est fixé.
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— 0.96
a(t) =1.98 — m

¢ <\
EEAN
\

| ‘\\\ \ Ay //

~
1 ol

a(t) = 1.5 — 0.48 sin(27t)

FIGURE 2.6 — Trajectoires de mouvements de Lévy multistables sur (0,1) avec N =
20000 points dans la premiere colonne. Les fonctions a(t) (rouge) et dconp(t) (noir)
sont représentés dans la deuxieme colonne avec n = 2000.
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12 14 16 18 20
|

1.0

0.8

(a) n =100 (b) n = 200

14 1.6 1.8 2.0
|

1.2
|

1.0

(c) n = 1000 (d) n = 2000

FIGURE 2.7 — Boites a moustaches pour I’estimateur combiné aconp appliqué a 100
itérations d’un mouvement de Lévy multistable d’exposant caractéristique «(t) = 1.5 —
0.48 sin(27(t + 1/4)) (fonction tracée en rouge). Les boites 2 moustaches représentent le
comportement de 1’estimateur pour différentes tailles n de fenétres.
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-0.05 0.00 0.05 0.10
L L L

-0.10

-0.15

0.04
L

0.01
L

()

FIGURE 2.8 — Représentation du biais (a),de I’erreur standard (b) et de I’erreur quadra-
tique moyenne (c) en fonction du temps pour I’estimateur combiné dicoarp pour n = 100
(ligne noir), n = 200 (ligne discontinue rouge), n = 1000 (mélange pointillé et trait
vert) et n = 2000 (ligne discontinue bleue). Les statistiques sont évaluées sur les mémes
trajectoires que dans la Figure 2.7.
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Yo}
O_ —
o 3 n=100
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FIGURE 2.9 — Erreur quadratique moyenne pour 1’estimateur combiné dcons g appliqué a
un mouvement de Lévy multistable avec «(t) = 1.5 —0.48 sin (27 (¢t + 1/4)) par rapport a
la valeur de «. Les statistiques sont évaluées sur les mémes trajectoires que dans la Figure
2.7.

Comme le montrent ces figures, des estimations raisonnables sont obtenues sur
ces données simulées du fait que les variations de « sont plutét lentes par rapport
a la fréquence d’échantillonnage : cette caractéristique assure que centrer une
fenétre autour d’'un ¢, donné et traiter tous les points dans cette fenétre comme
ayant la méme valeur « est une approximation acceptable en ce qui concerne les
estimations.

2.5.2 Application en finance

Cette derniere section traite des données réelles. Nous voulons appliquer lesti-
mateur combiné pour estimer 'exposant caractéristique de I'indice financier Stan-
dard & Poor’s 500 (abrégé en S&P 500, voir Figure 2.10). Il s’agit d’un indice
boursier américain basé sur les 500 plus grosses sociétés cotées en bourse. Les
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rendements boursiers de l'indice financier S&P 500, qui correspondent au taux
de croissance renormalisé ((Y;41 — Y;)/Y}),, sont supposés étre des variables aléa-
toires indépendantes stables.

Dans la figure 2.11, nous testons d’abord la symétrie des données pour une
fenétre glissante de taille 1000 en utilisant le test défini dans la proposition 2.3.1.
Nous représentons la fonction de distribution empirique de la valeur p des rende-
ments S&P 500 depuis 1996. La fonction de distribution cumulative est trés proche
de la fonction uniforme. Ainsi, on décide de ne pas rejeter 'hypothése nulle de
données symétriques pour les rendements du S&P 500 depuis 1996. En consé-
quence, le parametre d’intensité des sauts est estimé en appliquant 'estimateur
défini dans le théoreme 2.2.4 a I'aide d’une fenétre glissante de différentes tailles
pendant la période 1996 — 2017 (voir Figure 2.12).

2000
010

005

1500
L
0.00
L

1000
-0.05

wwwwwwwwwwwwwwwwwwwwww
1996 1098 2000 2002 2004 2006 2008 2010 2012 2014 2016 1096 1998 2000 2002 2004 2006 2008 2010 2012 2014 2016

(a) (b)

FIGURE 2.10 — Evolution de I’indice financier S&P 500 (a) et de ses rendements (b) au
cours du temps entre 1996 et 2017.
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(a) 1996-2017 (b) 1928-1936

FIGURE 2.11 — Représentation de la fonction de répartition empirique de la p-valeur du
test de symétrie pour les rendements de S&P 500 entre 1996 et 2017 (Figure (a)) et entre
1928 et 1936 ( Figure (b)) a I’aide d’une fenétre glissante de taille 1000.
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1.0
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(a) n=50

1.2 14 16 18 20
L

1.0
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(b) n=100

1.2 14 16 18 20
L

1.0
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1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017

(c) n=200

FIGURE 2.12 — Valeurs de I’estimateur combiné ccopsp de I'indice S&P 500 pour une
fenétre glissante de taille n pour les jours ouvrés entre 1996 et 2017.

Nous rejetons ’hypothése de symétrie entre 1929 et 1936 (voir Figure 2.11).

Dans la Figure 2.13, I'estimation de ’exposant caractéristique se fait entre 1929 et
1936 en utilisant 'estimateur combiné asymétrique défini dans la section 2.3. Une
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chute brutale est observée a la fin de 'année 1929. Ce changement correspond au
krach boursier de Wall Street. L’estimation des données symétriques (en rouge)
est ajoutée dans la figure pour voir la différence entre les deux estimations, en
particulier pendant la crise.

vty N g
AT W e

T T T T T T T T
1929 1930 1031 1932 1933 1934 1035 1936

FIGURE 2.13 — Valeurs des estimateurs combinés symétriques (en rouge) et asymétriques
(en noir) appliqués a I’indice financier S&P 500 autour du krach boursier de Wall Street
(fenétre glissante de taille n = 200 observations).

2.6 Annexe

Démonstration de la Proposition 2.2.1: Soit Z une variable aléatoire stable de loi
S«(1,0,0). On sait que :
— 7 a une densité bornée,
— lim A*P(Z > \) = Cl,
A—4o00
— lim A'P(Z < =)\) = C,,

A——+o00

(Voir [ST94], Propriété 1.2.15). Donc pour tout p > 0,

E[|log|Z|["] = / P(|log |Z|P > &)dz < oo.
0

Démonstration de la Proposition 2.2.2: On utilise les formules des Propriétés 1.2.17
et 1.2.15 de [ST94] pour calculer E[|Z|!] pour 0 < ¢t < « :

Bl 711 — 2501 —t/a)  2P(1—t/a)  (1—0(1—t/a)
1217 = ¢ oo sin(u) g Jobee sin(2u) 7. T'(2 —t) cos(nt/2)

0 uttl ut
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De plus,si0 <t < 1l,ona:

I'(l1—t/a)
(1 —t)cos(mt/2) -

E[Z|"] =

Démonstration du Théoreme 2.2.3: D’aprées la loi forte des grands nombres pour
les variables aléatoires (log |X;|); qui sont dans L' (Proposition 2.2.1), et par le
continuous mapping theorem avec g(x) = wﬁ’ on obtient a,, % «. On applique
ensuite le théoréme central limite et la delta méthode avec la fonction f(z) =
% + 7{—; pour obtenir

YU@n — )Y Lo N(0,1).

a2vian n

Démonstration du Théoréeme 2.2.4: On prouve ce théoréme a I'aide de la loi forte
des grands nombres, du continuous mapping theorem, du théoreme central limite
multidimensionnel et de la delta méthode. On a besoin des log-moments d’ordre 3
et 4 d’une loi stable Z ~ S,(1,0,0) pour le calcul de la matrice de covariance. On

a
1
E [(10g]2| - E flog | 2])"] = 26(3) (5~ 1).
et donc :
493 + 2972 +8¢(3)  —1273 — 2yn? 1293 +m?  —4y3 — ym? —8((3
E[(log | 2])"] = 2207 ¢( )Jr gl ! vt 12y +ymt Ay o ¢( )’
403 4o da 4
o 3 1 19
E |(log|Z| — E[log |Z]])*| = =* - 47
(10121 ~ 2 o5 121" = 7* (557 + T30 * 25
2407* + 240727? + 367* + 1920¢(3)y  —960~* — 480~%72 — 1920¢(3)y
E[(log | Z])"] = . G 4 —19200(3)
240q 2400
N 1440~* + 360~%72 + 207 N —9607* — 2407272 — 1920¢(3)y
24002 2400
240~* 4 1207272 + 1974 4 1920¢(3)y
+
240
oll ( est la fonction zéta de Riemann ((s) = Y02, L et ((3) = 1.2020569. . .. |

Démonstration de la Proposition 2.4.1: Par la loi forte des grands nombres de Kol-
mogorov pour des variables aléatoires non-identiquement distribuées (Théoreme
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2.3.10 de [SS94]), on obtient

E[Y?] - (n Zw])
=1 =1

2
1 & 1 & 1
fE y,2_<§ }/;,) —_|=
niI = "

Or
1 v /1 1 1
N E[Y;] -E[y] =+ —— =)+ =Y (logo; —1
LB = 03 (0 1) 5 s~ s
=1 =1 =1
,YTL Y ln
7 7
= — _i_i —,
w2 o
et
1n
~Y E[Y? -E[Y?
nz’:l

:Mi 11 2§ (1_1>
n P a?  a? n —~\o; «

P o (1)) 235 (vm - )
=

)

2 2 n n

V4T[0 N —2¢; —& 2y

= P e D e D 3
n i—1 Y i=1 )

ou &, o, ¢; (respectivement g;, o}, d;) sont compris entre « et o; (respectivement

o etao;).

%ZE[YA - E[Y]‘ < Miz el + 0(11—%)2 ; il

et donc

Ly By - By

< 292 + w%/3 22 2y max(|log(o — o¢o )|, [log(o +0c,)]) | 1 zn: il
T\ (1 —cy)?  a?(1—cy)? a?(1 —cy)? n = o
% ! 2 loto ~ el ot + 7)) 1§
1 — il
+(U(1—cg) (a(l—ca)+ >+ o(l—co) n;‘n’

Sous les conditions :

79



Chapitre 2 — Estimateurs explicites et combinés pour les paramétres de lois stables

1. —Z|5l|%0
i=1

2. fZ|m\—>o
=1

on obtient

E[Y].

n

1
~> E[Y?] —E[Y?] et ZE —

Nz
D’apres le continuous mapping theorem avec g(x,y) , on
\/max(6 (y—=2) %,%)
obtient alors :
~ p.s.
—a — 0.
[ |

Preuve de la Proposition 2.4.2
On définit la matrice de covariance %) :

sn) (w2 Var(¥) 300, Cov(YaY?)
7\ 5 Z?:l Cov(Y;,Y;?) %Z _ Var(YQ) :

@,
n

Avec les conditions de la Proposition 2.4.1, on a

( Var(Y) Cov(Y,YQ))'

Yo P Vg 1= Cov(Y,Y?) Var(Y?)

&0 n—oo

Par le théoreme central limite pour des variables aléatoires non identiquement
4
< 00, On a,

distribuées (Théoreme 3.3.9 in [SS94]), comme sup, E

lyny, tyn BY) ) i
n —~i=1 . n £=i=1
ﬁ(( 1 Y) (; LR )) o MO o)

Sous les conditions de la Proposition 2.4.2, on obtient
1 n
i (1 B0 - BV o
ni— n—00

) Vi (1380 - BY]) 00
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ainsi

PEL Y E] \\ Lo
ﬁ(( G ) B (myz] )) o N0, Za).

En appliquant la delta méthode avec g(z,y) , on obtient le

\/max(ﬁ (y— 12)—777)

résultat.

Démonstration de la Proposition 2.4.3: Par la loi forte des grands nombres pour
des variables aléatoires non identiquement distribuées (Théoreme 2.3.10 de [SS94]),
on a

— 0.

TL—)OO

iZYQ‘CzZY) —{iimﬂ—( ZE )

Avec le méme calcul, on obtient

7ZEY2 Y2_72—|—7r2/6iE[1_1]+_272+210g(0)iE[1_1}

n

_ 7+ 6 Z”:E [(—2@} N —2+2 + 2log(0) f:E[ —g ]

n =1 d’)g n i=1 (a;)Q
et
1 & v = 1 1 ¥ = —&;
—>» ElY;] -EY]==->Y E|———|==-) E|——
R v R % [

avec o et @; € (min(«, o), max(«, ;)). Comme o et &; sont presque siirement
inclus dans I'intervalle [a(1 — ¢4), a(1 + ¢4)], on a alors

VA6 =2 +2log
S((a(l—cw+ (a(l—ca) ) ZE

n

LY E[¥?) - E[Y?
=1

et

1 & o 1 &
EZE[YA _E[Y]| < mﬁ ;EHQH

1 n
Si - Ellg; X btient
i on suppose — Z:ZI [lei]] — 0, on obtien

—ZEY2—>E[Y2] et ZE
=1

E[Y].

TL—)OO

Le théoréme central limite se prouve comme dans la Proposition 2.4.2. |
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Le but de ce chapitre est de simuler de maniere approchée des processus mul-
tistables définis grace a un champ dont nous rappelons la construction issue de
[LGLV12] dans la Section 3.2. Ces processus sont définis a partir d'une fonction
d’intensité « : R —]0, 2[ qui décrit le comportement local du processus. Plus préci-
sément, cela signifie qu’autour du point ¢y, un processus multistable se comporte

comme un processus «(tg)-stable.
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Dans la Section 3.1, on commence par redéfinir les processus localisables dont
on donne des exemples. Puis, nous rappelons dans la Section 3.2 la construction
de processus multistables a partir d'un champ dans des espaces de mesure finie
ou o-finie. Nous construisons alors une méthode de simulation approchée a I'aide
d’une grille sur le champ dans la Section 3.3 pour laquelle nous donnons 'erreur
en probabilité entre le processus exact et sa simulation approchée. Enfin, la Sec-
tion 3.4 est consacrée a I'étude numérique des performances de cette méthode de
simulation sur les exemples du mouvement de Lévy multistable et du mouvement
linéaire multifractionnaire multistable.

3.1 Processus localisables

Pour commencer, on rappelle la définition d’un processus localisable (voir [Fal02],
[Fal03]).
Définition 3.1.1
Le processus Y = (Y (t))er est dit h-localisable au point u € R s’il existe un

processus non trivial Y = (Y/(t));cr tel que

lim Y(u+rt)—Y(u)
r—0 rh

= Y/(t)a

u

ot la convergence est au sens des lois fini-dimensionnelles. Lorsque cette limite
existe, Y, est appelé forme locale ou processus tangent de Y au point u.

Lorsqu’elle existe, la h-forme locale Y, est h-auto-similaire, c’est a dire pour tout
¢c>0ett e R, Y/t Y/(t). Sous des conditions supplémentaires (voir
[Fal02], [FalO3]), il est possible de montrer que Y, doit également avoir des ac-

croissements stationnaires pour presque tout u.

Réciproquement, les processus auto-similaires a accroissements stationnaires
admettent le résultat de localisation suivant :
Proposition 3.1.2 (voir [Fal02])

Soit Y = (Y (t))ier un processus h-auto-similaire a accroissements station-

naires. Alors Y est h-localisable pour tout u € R de forme locale Y, =Y.

La classe des processus localisables comprend ainsi plusieurs processus définis
dans le chapitre d’introduction :
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3.2. Processus multistables définis par un champ stochastique

— le mouvement de Lévy a-stable L, (voir Exemple 1.1.2) qui est, pour tout
u, 1/a-localisable de forme locale L,,
— le mouvement linéaire fractionnaire a-stable L, y(a, b; -) (voir Exemple 1.1.6)
qui est, pour tout u, H-localisable de forme locale L, g(a,b;-),
— le mouvement log-fractionnaire stable (Exemple 1.1.7) qui est, pour tout u,
1/a-localisable de forme locale lui-méme.
Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck rétrograde stable est lui-aussi localisable (cela
est prouvé dans [Fal+09]). Au point u, il est 1/a-localisable de forme locale L,.

Pour construire des processus localisables de forme locale donnée, [LGIV12] se
sert de champs stochastiques { X (¢, v)}.)cr> ot le processus X (-, v) est localisable
pour tout v. A partir de ce champ, il est possible de décrire la forme locale du pro-
cessus diagonal Y = {X(¢t,t)},cr. En particulier, on construit ainsi des processus
dont la forme locale évolue au cours du temps.

3.2 Processus multistables définis par un champ stochas-
tique

La notion de processus multistable est redéfinie dans cette section et une mé-
thode de simulation de tels processus est donnée. A partir de la représentation
de Ferguson-Klass-LePage dans le cas symétrique d’intégrale stochastique a-stable
(voir Section 1.1.2), on rappelle la construction de processus ou « varie au cours
du temps. Cette construction est décrite dans [LGLV12]. D’autres approches pour
construire des processus multistables existent. En particulier, dans [FIV09], des
processus multifractionnaires multistables ont été construits a partir d'un proces-
sus de Poisson.

3.2.1 Cas des espaces de mesure finie

Soit (F,&€,m) un espace de mesure finie avec m # 0. Soit a une fonction
de classe C'! définie sur R et a valeurs dans ]0,2[, b une fonction de classe C'
définie sur R et f(¢, u,-) une famille de fonctions telles que, pour tout (¢, u) € R?,
ftu, ) € Faw)(E,E,m).

On considére (I';);>; une suite de temps d’arrivée d’'un processus de Poisson
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i

avec un taux d’arrivée unitaire : I'; = > ¢; ot les (g;) sont i.i.d. de loi £(1). Soit
j=1

(V;)i>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi m = m/m(E) sur E et (v;)i>1

une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi P(y; = 1) = P(y; = —1) = 1/2.

On suppose finalement que les trois suites (I';);>1, (V;)i>1 et (7i);>1 sont indépen-
dantes.

On rappelle alors la définition des processus multistables basée sur la repré-
sentation de Ferguson-Klass-LePage des intégrales stables.

Théoreme 3.2.1 ([LGLV12], Théoréme 3.2)

On considére le champ stochastique défini par :

X(tw) = b(u) (Cagm(E)) "™ SO0V £t Vi), (3.2.1)

i=1

X! (-,u). On suppose de plus qu’il existe ¢, > 0 tel que :

presque tout = € E (on notera cette dérivée f}),
(C2)

sup sup (| f(t,w,2)log |f(t,w, )| [*")) W(dz) < oo,
teB(u,e0) Y £ weB(u,e0)
(C3)

sup sup (|fé(t,w,m)]°‘(w)) m(dz) < oo.
teB(u,e0) Y £ weB(u,e0)

Alors le processus diagonal Y défini par

On peut remarquer que pour tout ¢t € B(u, &), w € B(u,&) etx € E,

|f(tw, )| = |fw, )| L ptway<ie + 1w, D) L wa)>e
+ [f(tw, o) Ly je<) f(tw,2) <o
<2| f(t,w,x)log |f(t,w,z)| | +e.
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ou C, est la constante définie par (1.1.3). Soit u > 0 fixé. On suppose que le
processus X (-,u) est localisable en u d’exposant h €]0, 1] et de forme locale

(C1) v — f(t,v,x) est dérivable sur B(u,eq) pour tout t € B(u,&y) et pour

Y(t) = X(t,1) (3.2.2)

est localisable en u d’exposant h et de forme locale Y, telle que Y, (t) = X/ (t,u).



3.2. Processus multistables définis par un champ stochastique

On obtient alors la majoration suivante :
£t w, )2 < max (1,257 (| 2£ (¢, w, ) log | £ (£, w, z)] [ + e*)) .

La condition (C2) implique ainsi la condition suivante :
(c4)

sup sup (|f(t,w,x)|a(w)) m(dr) < oo
teB(u,e0) Y £ weB(u,e0)

Exemple 3.2.1. Mouvement de Lévy multistable, cas compact
Soit T > 0 fixé, a : [0,T] —]1,2[ et : [0,T] —]0, oo[ deux fonctions C', et m(dx) la loi

uniforme sur [0, T']. Pour ¢ € [0, T], posons

1/a(t)

Y (1) = b(t) (CogT) Z IO 10(Vh).

Alors, Y est 1/a(u)-localisable au point v de forme locale Y, = b(u) La(u)-

3.2.2 Cas des espaces de mesure o-finie

Lorsque I'espace E est de mesure infinie, il n’est pas possible d’utiliser la repré-
sentation des processus multistables définie dans le Théoréme 3.2.1. En particu-
lier, aucun processus défini sur I'espace (R, B(R), Leb) ne pourra s’écrire sous cette
forme. Comme décrit dans I'introduction dans la Proposition 1.1.7, il est possible
de se ramener au cas d'une mesure finie grace a un changement de mesure.

Soit (E, &, m) un espace de mesure o-finie et r : £ — R™ telle que la mesure
m(dx) = ﬁm(dw) soit une mesure de probabilité. On se donne a une fonction
de classe C' définie sur R et a valeurs dans ]0,2[, b une fonction de classe C*
définie sur R et f(t,u,-) une famille de fonctions telles que, pour tout (¢, u) € R?,
[t u, ) € Faw(E,E,m).

On considere (I';);>; une suite de temps d’arrivée d’'un processus de Poisson

%
avec un taux d’arrivée unitaire : T'; = ) _¢; ot les (¢;) sont i.i.d. £(1). Soit (V;);>1

J=1
une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi m sur E et (v;);>1 une suite de variables

aléatoires i.i.d. de loi P(y; = 1) = P(y; = —1) = 1/2. On suppose finalement que
les trois suites (I';);>1, (Vi)i>1 et (;);>1 sont indépendantes.
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Théoreme 3.2.2 ([LGLV12], Théoréme 4.1)

On considére le champ stochastique défini par :
X (t,u) = b(u) Oy ; N D (VYY) £ (¢ 0, V), (3.2.3)

ou C,, est la constante définie par (1.1.3). Soit u > 0 fixé. On suppose que le
processus X (-,u) est localisable en u d’exposant h €)0, 1] et de forme locale
X! (-,u). On suppose de plus qu’il existe ¢, > 0 tel que :

(C1) v — f(t,v,x) est dérivable sur B(u,¢,) pour tout t € B(u,e,) et pour
presque tout = € E (on notera cette dérivée f}),

(C2)
sup sup (| f(t,w, ) log |f(t,w, )| [*")) m(dz) < oo,
teB(u,e0) Y E weB(u,e0)
(C3)
sup sup (| f3(t,w,2)|*™) m(dz) < oo,
teB(u,e0) Y E weB(u,e0)
(C4)

sup sup (]f(t,w,x) logr(:c)]o‘(w)) m(dz) < oco.
teB(u,e0) Y E weB(u,e0)

Alors le processus diagonal Y défini par

Y(t) = X(t,1) (3.2.4)

est localisable en u d’exposant h et de forme locale Y, telle que Y, (t) = X/ (t,u).

On donne désormais les versions multistables de certains processus stables dé-
finis dans la Section 1.1.2 dans le cas d’'un espace non-compact. Dans [LGIV12],
les hypothéses nécessaires afin d’appliquer le Théoréme 3.2.2 sont vérifiées pour
ces processus.

Exemple 3.2.2. Mouvement de Lévy multistable, cas non-compact
On se place sur I’espace de mesure o-finie (R, B(R™), Leb). Soient o : R —]1, 2[ et
b: R —]0, oo deux fonctions C.

On prend 7(z) = 327 1,¢pj—1, de sorte que m(dz) = Y 5 Lyepj—1,d soit une
Jj=1 j>1
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mesure de probabilité sur R*. Pour t € R*, posons

Y () = 1/a(t Z I 1/a(t) 227/ Ljo,qn[5- 1J[<V)

j>1

Alors, Y est 1/a(u)-localisable au point v de forme locale Y, = b(u) L (u)-

Exemple 3.2.3. Processus d’Ornstein-Uhlenbeck Rétrograde multistable
On se place sur I’espace de mesure o-finie (R, B(IR), Leb). Soient A > 0,
a € CHR,]1,2[) etb € C(R,]0, 00]).
On prend 7(z) = 3 277 1 ¢pj—1,5 de sorte que m(dz) = Y 5 Ligjefj—1,5da soit
Jj=21 j=1
une mesure de probabilité sur R. Pour ¢t € R, posons
Y(t) _ b( ) l/a t) Z 1—1 a(t) 2(]+1)/a( ) ,—A(Vi—t) ILVZzt ]l|Vl|€[]—17][

a(t)
7,0=1

Alors, Y est 1/a(u)-localisable au point u de forme locale Y, = b(u) L (u)-

Exemple 3.2.4. Mouvement linéaire multifractionnaire multistable
On se place sur I’espace de mesure o-finie (R, B(R), Leb). Soient o : R —]0, 2],
b: R —]0,00[ et h : R —]0, 1] trois fonctions C'. On prend r(z) = = 3 52 L pjerj—14]
Jjz1

de sorte que m(dzr) = % > ]% 1jzje[j—1,j/dx soit une mesure de probabilit€ sur R. Pour
j21

t € R, posons

2,2 (

1 «@ a ™) h(t)— =%

Y(t) = b()Co" Z T m( 3 ) Liyjeyoigt [[t = Vi"O 750 — [ *0~5@
i,j7=1

Alors, Y est h(u)-localisable au point u de forme locale Y, = b(w) La(u),h(u)-

Exemple 3.2.5. Mouvement log-fractionnaire multistable
On se place sur I’espace de mesure o-finie (R, B(R),Leb). Soient o : R —]1,2]
et b : R —]0, 0o[ deux fonctions C'. On prend r(z) = %2 > 7% Ljzjefj—1,5| de sorte que
Jj=1
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Chapitre 3 — Simulation de processus multistables

m(de) = 23 ]% 1j4e(j—1,j/dx soit une mesure de probabilité sur R. Pour ¢ € R, posons
j=1

N o] *ﬁ 71_2]'2 a(t)
Y(t) =b(t)Co)? S il <> Ty icyjorg (In [t = Vi —In | Vi) .

=1 3

Alors, Y est 1/a(u)-localisable au point u de forme locale Y, = b(u)Aq ().

3.3 Grille multistable

Il est souhaitable de savoir simuler les processus multistables définis précédem-
ment sur un intervalle de temps de la forme [0,7"] pour 7" > 0 fixé. Pour alléger
les notations, dans la suite, 7" sera fixé a 1. On utilise dans cette partie la construc-
tion des processus multistables sur I'espace ([0, 1], B([0, 1]), Leb) issus de champs
aléatoires définis dans (3.2.1) de la forme :

1 a(u) —1/a(u)
X(t,u) = Cooy Z% [ f(tu, Vi), (tu) € 10,112
Le processus multistable correspond alors au processus diagonal Y (t) = X(¢,t).

Une autre maniére de construire ce processus a partir d'un champ consiste a re-
garder le champ

X(t,a) = CYN" 3l Y 0, Vi), te0,1], a€l0,2],

=1

~

avec f(t,t,V;) = f(t,a(t),V;) puis d'intersecter ce champ avec la courbe (¢, «(t))
ce qui donne
Y (t) = X(t, at)).

Lorsque l'on change de fonction d’intensité «, on doit simuler un nouveau
champ dans le cas { X (¢, u) }+c[0,1],uc)o,1] Puisque ce champ est défini pour une fonc-
tion « fixée. L’avantage Le champ {X (t, &) }refo),acio,2f @ Tavantage de pouvoir
donner des réalisations de processus multistables avec différentes fonctions d’in-
tensité a partir d’une réalisation du champ.

Une premiere méthode pour simuler ces processus aux points + 1 consiste

~ 2.,
a créer tout d’abord N processus stables X (', N) pour k allant de {1,..., N}, en

prenant une méme valeur de graine pour la simulation de chacun des processus
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3.3. Grille multistable

stables.
Le processus diagonal Y est alors obtenu aux points (%)

(5)x(34)

A condition de savoir simuler de maniere exacte les processus stables qui com-

par

ke{lva}

posent le champ, cette premiere méthode est une méthode de simulation exacte.
Cependant, elle est trés cofiteuse en temps de calcul car elle nécessite de calculer
N points pour N processus stables.

Une nouvelle méthode consiste a discrétiser de maniere réguliere I'intervalle
10,2[, qui est 'axe correspondant a I'indice de stabilité du processus, en (2K — 1)
valeurs possibles. On ne simule plus le processus diagonal Y = (X (¢, 1)):c[o,1) mais
un processus approché (X (t, t))iejo,1) défini a partir du champ :

Xic(t,u) = OGS g s f (e, u, 1), (33.1)
=1
K 1
ol ag(u)=max (LaK(u)j’ K) .

Pour u fixé, t — X (t,u) est un processus oy (u)-stable.
2K—-1
K
points de (2K — 1) processus stables afin d’obtenir les valeurs approchées du pro-

k
N)ke{L...,N}'
Le résultat suivant donne l'erreur en probabilité entre le processus multistable

De plus, comme ax(u) € {%,=,..., }, il faut calculer au maximum N
cessus diagonal aux points (

défini par (3.2.1) et son approximation (3.3.1).
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Chapitre 3 — Simulation de processus multistables

Théoréme 3.3.1

Soit t > 0 fixé. On suppose que la condition (C2) est vérifiée au point t. Soit
K € N* la constante de discrétisation de I'axe de l'intensité des sauts dans le
champ stochastique tel que le pas vérifie % <o ou ¢y apparait dans (C2).

Alors, on a
X (t,t) = X (t,1) = (a(t) — ax(t) Zx(t)
avec
Zil0) 722 80) 31 (o0 + ool 25 170 0,0

ot1 la fonction g est définie sur |0, 2] par g(w) = (m(E)C,)"/*. La limite est une
série presque slirement convergente.
En conséquence,

X(44) — Xpe(t 1) = Op (;) |

Démonstration: Soit K € N* tel que 1/K < ¢y, on a

X(t,1) — Xrc(t,1) = bt z%( Oy = glar )Ty W) (2.4, Vi).

Comme les variables aléatoires I'; ne sont pas indépendantes, la somme est décom-

posée en deux afin de faciliter I'étude :
X( ) XK t, t Z’Y@ z (I)l(aK(t))) f(tvtv‘/;)
+  b(t) Z%‘ (Ui(a(t)) — Vi(ax(t))) f(t,t, Vi),
i=1

ou
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3.3. Grille multistable
®; est dérivable sur |0, 2] et ¥; est presque stirement dérivable sur |0, 2| :

@) = o/ (w)i ¥ + glw) i,

w

1w —1/w logl'; —1/w logi._q,,
\I/;(w):g’(w) (Fi 1/ — 1 1/ )+g(w) (U)QFZ 1/ —i 1/ )

Il existe une suite déterministe w; x € [ak(t), «(t)] et une suite de variables aléa-
toires x; i € [k (t), a(t)] tels que :

X(t,1) = Xk (t,1) = (alt) — arc(1)b(1)

I

(M k + Nixk + Pk + Qi x),

=1

ou M, g, Nk, Pk et Q; x sont définis par :

M’i,K - ryig/(wi,K)iil/wi’Kf(ta tv ‘/;)7

logz 4,

Nik = ’Yig(wi,K)wgg iYL f (8,8, V),

K

—1/z; i (3.3.2)
Pk =74 (zix) (Fi frar g I/I“K> f(t,t, Vi),

logTi —1/o . logi 1.
Qi,x =%g(xu<)< % ‘T, [=ik —2—gz 1/5“1*’() f(t,t,Vi).

Ti K Ti K

Afin d’alléger les formules, posons, pour i > 1

W; = f(t,t, V). (333)
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Chapitre 3 — Simulation de processus multistables

On souhaite désormais appliquer le théoréme de Billingsley ' avec

n

Yok = Z (M + Nixk + Pk + Qix),

i=1
et
o0
Zg =Y (Mik + Nik + Pk + Qi)
i=1
Fixons n € N*. Pour i € {1,...,n}, w; x € [ak(t), a(t)] et z; x appartient presque

stirement a l'intervalle [ax (¢), a(t)]. Alors, on a

Wi K —— Oz(t) et x; K L> Oé(t).
K—o0 7 K—oo

Par le continuous mapping theorem, on obtient

1

Mg —22s Moo = yig (a(t))i™ Y/ OW;
K—o0
25 Nio = i logi \—1/a(yy,
Nz,K o Nz,oo = %g(a(t))a(t)2z Wi,
-Pi’K p-S. 3 Pi,OO = ,ylg,(a(t)) (F;l/a(t) _ Z—l/a(t)) Wl
K—o0
1 —1/a N —1/a
gz (08T /2 ~log(iyi /),

Qix % Qio0 = 7ig(t)

Alors,

n

Yn,K L) Y, = Z (Mi,oo + Ni,oo + Pi,oo + Qi,oo) .
K-

=1

n n n n
De plus, > Moo, > Nioo, > Pico €Y Qs o0 sont des séries presque sfire-
i=1 i—1 i—1 i1

1.
Théoréme 3.3.2 (Thm 4.2 de [Bil68])

On suppose que les trois conditions suivantes sont vérifiées :

Lo
1. pourtoutn >1,Y, x —=— Y,
K—oo

Loi
2. Y, ==Y,
n—oo

3. pourtoute > 0,
lim limsupP (|Zx — Y, kx| >¢) =0.

Nn—00 K _vno

Lo
Alors, Zi —2 Y.
K—oo
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3.3. Grille multistable

ment convergente (voir [LGIV12]). On a ainsi

o0
Y, Z; (Mio + Nio + Pioo + Qico) -
1=

Soit £ > 0, on veut montrer que

lim limsupP (|Zx — Yy, k| > ¢€) =0, (3.3.4)

n—oo K—00

c’est a dire que

o0
hm limsup P Z (Migk +Nixk+Pix+Qik) >e| =0.

Si on montre que,

Z N; k

1=n-+1

> E) = lim hmsup]P’(
n=0 K s

Z M; k

n—oo

lim limsupP (

> Qixk

i=n-+1

> 8) hm lim sup P (
0 K- se0

> Pk

n—oo
K—oo = n+1

= lim limsupP (

>€> =0,

alors on obtiendra (3.3.4).
e Vérification de Uhypothése pour M; i = y;a' (w; i )i~/ iKW
On a

(|5 ) )

D’apres l'inégalité de Tchebychev pour les variables aléatoires indépendantes et

oo
Z MivK1|Mi,K‘>2
i=n+1

o0
Z Mi:Kl\Mi,MS?
i=n-+1

oo
Z M; i

1=n-+1

S €
5|
centrées (M; r ),

|

o0
Z Mi:K1|Mi,K|§2

>5/2> < = Z E( K1|M K|<2)

i=n+1 i=n+1
S ( 1|Mi,K|/2g1>
in+1
<23 (%) >+)e
in+1
< =

/ Z P (|M; k| > 2'/?) da.

i=n+1
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Chapitre 3 — Simulation de processus multistables

Comme 2z'/2 €]0,2[ pour = €]0, 1[, on obtient d’aprés le Lemme 3.5.1 que

1/2 § '
> Pl > 20%) < s > P (W [“r > ).
i=n+1 j= L%Qa(t)faoxa(t)/zJ
D’ot1,
o0
P Z M; k1|6, |<2| > €/2
i=n+1
16 1 M e’}
<5 T P ( max(|W- a(t)’ Wile®—e0y < ) dx.
~ 22 Jo ga(n-eoy S 2 » (max((wy "), [ 07=0) > )

J'ZLLAJ? 2a(t)—eozp ™2 |

Comme la constante M ne dépend pas de K, on obtient

> 5/2)

16 M | > o alt)— .
< ezt J, e 2 P (max (Wi[*®, [Wa[=#0) > j) da.

j=| L g0 —<0za(t)/2

o0
> Mixliy, ki<

limsup P (

Posons
1 oo
ma(@) = S > P (mae (|0, (w3 |20 ) > )

j=| L g0 —<0za(t)/2

Par (C4), on a

[e.o]

ZIP’ (max (\Wlla(t), \Wﬂa(t)*so) > j)
j=1
= (maX (‘Wlla(t), ‘Wlla(t)_50)>
= / max (|£(t,t,2)|°0, |f(t,t,2)|*O~=0) fi(z)da
R
<1 +/R!f(t,t,96)|O‘(t)1|f(t,t,x)|>1ﬁ’b(x)d$

gma( p (,f@,w,vl)w))@o
weB(te0)

et alors pour z €]0, 1],

my(x) —— 0,
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3.3. Grille multistable

1

sup (|f<t,w,v1>|‘*<w>)D.

wEB(t,e0)

On a donc domination de la fonction m,,(-) par une fonction intégrable. En utilisant
le théoreme de convergence dominée, on conclut que :

> 5/2) =0.

o0
Z MivK1|Mi,K‘>2
i=n+1

oo
> Mgl ki<

n—oo
K—ro0 i=n+1

lim limsupP (

On s’intéresse désormais au second terme P (

>5/2).

Comme ZP(IMZ;M > 2) < oo (on peut le voir a partir du Lemme 3.5.1), le
i=1
lemme de Borel-Cantelli permet de déduire que P(mx < oo) = 1. Alors,

: ( . 5/2)

Soit mg =inf (n > 1:Vi > n, |M; k| < 2).

o0

o0
D Mixling, xl>2

i=n-+1
oo )
= Z P Z Mi,Kl\Mi7K|>2 > 5/2, MK =m
m=1 i=n-+1
0o m
= > P> Mgl 2| > /2, mg =m
m=n-+1 i=n-+1
0o
< Z P(mg =m)
m=n+1

< Z ]P)(|Mm71,K|>2)'

m=n+1
> 5/2)

En utilisant le Lemme 3.5.1, on a

{

o0
Z Mi»K1|M¢,K\>2

i=n+1
< 204({&\)4—&0 i P (max <’W1|0¢(t)’ |W1|0¢(t)—ao) > ]) )

j:L”WHQQ(t)—EOJ

On en déduit :

o0
D Mgl >

n—oo

lim limsupP (

> 5/2) = 0.
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Au final,

o0
> Mk

i=n-+1

>5) =0.

1/szW

lim limsupP
=0 K s

e Vérification de Uhypothése pour N; i = vig(w;, K)

Soite > 0 et K tel que 1/K < ¢ ou ¢ apparait dans (C2). On a
Z NivKl\Ni,KK?

P >ec| <P >e/2
1=n+1
[e.e]
P> Nikljn 2| >¢/2].

1=n+1
Par I'inégalité de Tchebychev pour les variables aléatoires indépendantes et cen-
trées (N; k)i, on a

(2

Comme 2z
n>iq— 1,

o0
Z Ni k

1=n+1

> Niklin, <2
i=n+1

>5/2) <—/ Z ]P’(|NZK|>2x1/2>d

i=n+1

1/2 €10, 2[ pour z €]0,1[, on obtient par le Lemme 3.5.2 que pour tout

i IP(|NZ,K\ > 23:1/2)

i=n—+1
M - o' a(t)— .
< > P (max((Wilog [Wh[|*®), Wy log [W4[[*)7%) > )
7(z,t) S
J=15r 7))
M [e.@]
+ S P (max((WA O, W e0-20) > )
7(z,t) W
J=1"5r 7(z,t)]
M o0
+ P (max(|[W; |20, |wy[*®)=20) > ) |
n(x’t)}n; CEARCRITA )

J*\_ i n(z, t)J

N . 2 a(t)—eq 2 a(t)
ot 7(z,t) = 2%~ c02%5 et n(z,t) = min (1, |1(0g\§5\/)5|0‘(t>750’ |l<()g\§5\/):?|"‘(t)>' Comme
M ne dépend pas de K, on obtient alors
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3.3. Grille multistable

x
Z NivKl\Ni,KISQ

limsup P
i=n+1

K—x

>5/2)

16 1 M © o (t)— ]
< 2/ > P(maX(MllOg!WlH © |y log [ [|*®) €°)>J)
o @) air,

=L T

M 3 o a(t)— .
T > P (max((W O, e 0e0) > )
j=15 ()
M S a(t) Oé(t)—so .
oo 2 (w0, @) > ) d.
=L ()]
Posons
M S a(t) a(t)fso .
en(x) = @) Z P (maX(|W1 log [W1||™, [W1 log ||| ) > j)
T =Lt )]
+ M io: P (maX(|W |Oz(t) |W |oc(t)—so) > ])
T(z,1t) 1 W
j:LnVHT(a:,t)j
a 3 a(t) a(t)—eo :
* 77(1- t) Z P (max(|W1\ 7|W1‘ ) > j) .

i=| S n(z.0)]

Par (C2) et (C4), on a pour z €]0, 1],

en(z) —— 0,

[en ()] S% (exp(1) + E (W1 log [W4]|*))

2a(t)—cop "2

! Qa(t)—]\s/[ox@ (1 1R (|W1|a(t)))

M 14 E (|w;]®
(g (B ()

Le terme de droite est une fonction intégrable, on peut donc utiliser le théoréme

> 5/2) =0.

de convergence dominée pour conclure que

o0
Y Nikly, <2

n—oo
K—o0 i=n+1

lim limsupP (
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o0
On considére maintenant le deuxiéme terme P | | Y N; g1y, 52| > ¢/2 .
i=n+1
Soit ng = inf (n >1:Vi>n, |N; k| <2). Comme > 2, P(|N; x| > 2) < oo (on

le voit a partir du Lemme 3.5.2), on en déduit par le lemme de Borel-Cantelli que
P(nkg < o0) = 1. On a ainsi,

m=n+1

m
Z NiaK1|Nz‘,K\>2
1=n—+1

o0
Z Ni:K1|Ni,K|>2
i=n+1

>€/2, nK :m)

< Z P(ng =m)

m=n+1

< Y P(INmo1xl>2).

>5/2) =0.
>£) = 0.

e Vérification de Uhypothése pour P; k = vig' (z; k) (F-_l/z“( - z’*l/miﬁK) Wi;.

7

Soit ; = {% < % < 2} et Q; son complémentaire. On a d’apres [LGLV12]

Comme pour les M; , on a par le Lemme 3.5.2,

o0
Z NivK1|Ni,K|>2

lim limsupP
i=n+1

n—oo K—00

On en déduit

o0
Z N;i k

n—oo

lim limsupP (

iﬂ»@u {I1P.x] > 1}) < .

=1

Soit px = inf {n >1:Vi>n, |[Pg|l<let % < FT < 2}. On utilise de nouveau le
lemme de Borel-Cantelli pour obtenir que

P(pg < o0) =1.

100



3.3. Grille multistable

On peut alors décomposer suivant la valeur de px :

P( )

o0
Z Pk

i=n-+1

n+1 00 0o 00
=> P[> Pi|l>epk=m|+ > P||> Px|>c,pr=m]|.
m=1 i=n-+1 m=n-+2 i=n—+1
Tout d’abord, on a
o o [o.¢]
ZIP’ ZPZ)K >e, pg=m| < Z P(pr =m)
m=n+2 1=n+1 m=n+2
> —_—
< Y P({Paik| > 1300 )
m=n+2
i —_—
< Z P({’Pm—l,K’>1}QO—1)+P(Qm—l)
m=n+2
i 1 T r 1 T
< P(|P L, =<2 <2)+P(-2 < ) +P(—2 > 2).
< Y P(Pal>1 3 < E<2) PR < 5) PO >
m=n+1
(3.3.5)

Ensuite, en utilisant le Lemme 3.5.3, on trouve que

aveca(t)<C<1+% ,sia(t) >1,

1 a(t)—eg ?
§2> <gmetoE

M
14 a(t)2760

r

< _m
- m

DN |

P <|Pm,K| > 1,
, sia(t) < 1.

(3.3.6)

m

Finalement, on obtient

o0
Z Pk

>e, pg=m| =0.
1=n-+1

n—oo
K—oo m=n+2

lim lim sup z IP’(
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Pour 1 <m < n+1,0npose gy nx =P (X2, 11 Pix| > ¢, pxk =m). Alors on a

0o
gm,n,KSP( Z Pi’Kl\Pi,K\Sl §%§2 >5)
i=n-+1

[o@)
< ek ( 2 Pkl a <lico )

o0
=€ 2 E ('Pi’K’ Lip iz, ;<r;'<2>
i=n+1
= 1 1 Iy
<e > [ P(IPxl>a 5= <2)de
. 0 2 )
i=n+1
I & 1 Ty
ge/ > P(IPikl>2 o< <2)de
0, ’ 2 1
i=n+1
En utilisant le Lemme 3.5.3, on a alors pour z €]0, 1],
> 1 Ty
>, PPkl >z, 5 <+ <2) ——0,
. 2 7 n—00
i=n-+1

et

i P(P‘K‘ Sa t< Li <2> < e, avee ¢ > aft)  sta(t) 21,
7, 3 = = ~
: 2 M si at) <1,

Qja(t)

qui sont des fonctions intégrables sur ]0, 1[. En appliquant le théoréme de conver-

gence dominée, on obtient
lim sup |gm,n, x| —— 0.
K n—oo
Ensuite, par les équations (3.3.5) et (3.3.6), on a gy n. x| < P(px = m) < gy, avec

(e.)
Z gm < oo et donc

m=1

K—oo 1 i=n+1

n+1 00 o'}
nh_)ngo lim sup Z P ( Z P k| >¢, pr = m) < nh_}m lim sup Z Imn,k = 0.
On en conclut que

o0
lim limsup[P’( Z Pk >z—:) =0.

n—oo
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7 g . 9 \ =1 i ) - — .
e Vérification de Uhypothése pour Q; x = vig(i i) (k;%nl“i /g _ iogﬁz 1/””%K> W;
i K i K

En utilisant le Lemme 3.5.1, la preuve est la méme que pour P . [ |

3.4 Exemples de simulation

3.4.1 Mouvement de Lévy multistable

On considére « : [0, 1] —]1, 2[ une fonction C'. Pour ¢ € [0, 1], le mouvement de
Lévy multistable est défini comme le processus diagonal du champ :

X(tu) = UG S )

ou (I';);>1 est une suite de temps d’arrivée d’'un processus de Poisson avec un taux
d’arrivée unitaire : I'; = Y°)_, ¢; avec (g;) i.i.d. de loi £(1), (V;);>1 une suite de
variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1] et (;);>1 une suite de variables
aléatoires i.i.d. de loi P(y; = 1) = P(y; = —1) = 1/2 telles que les trois suites
(Ty)i>1, (Vi)i>1 et (;);>1 sont indépendantes.

A v fixé, X(-,u) est un mouvement de Lévy a(u)-stable qui est un processus
a(u)-stable a accroissements stationnaires et indépendants. On simule ces accrois-
sements en utilisant le programme RSTAB (voir par exemple [ST94]).
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()

(b) (©)

FIGURE 3.1 — Les trois figures représentent le méme champ stochastique

(X (L, @))tefo],aen,2) issu de mouvements de Lévy stables sous différents points de

vue. Le mouvement de Lévy multistable est représenté sur le champ par la ligne noire

(t,a(t), Y (1)) ot alt) = fggamr-
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3.4. Exemples de simulation

Dans la Figure 3.2, le mouvement de Lévy multistable (en noir) est obtenu en
utilisant le champ de mouvements de Lévy stables de la Figure 3.1, avec N = 2000.
En rouge, le processus approximé par une grille pour laquelle K = 50. A partir de
K = 100, il n’est plus possible de discerner a cette échelle la différence entre les
processus sur cet exemple.

FIGURE 3.2 — Mouvement de Lévy multistable exact (noir) et approché par une grille de
pas 1/50 (rouge) avec N = 2000. La simulation correspond au méme champ que dans la
Figure 3.1.

Pour N = 2.10°, la simulation grice au champ d’'un mouvement de Lévy mul-
tistable nécessite environ 6 heures pour I'ordinateur utilisé alors que son approxi-
mation a l'aide d’une grille de pas 1/K ou K = 2000 est obtenue en seulement
deux minutes avec une erreur en probabilité de I'ordre de 1/ K, soit une vitesse de
simulation de I'ordre de 1000 fois plus rapide. Le gain de temps est donc consé-
quent.

3.4.2 Mouvement linéaire multifractionnaire multistable

On considere « : [0,1] —]0,2[ et h : [0,1] —]0,1[ deux fonctions C'. Pour
€ [0, 1], le mouvement linéaire multifractionnaire multistable est défini comme
le processus diagonal du champ :

X(tau) - Cl/a(U) Zﬁylril/a(u) |:‘t _ ‘/i‘h(u)fﬁ _ ‘m‘h(u)fﬁ ’
=1

a(u) i
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Chapitre 3 — Simulation de processus multistables

ou (I';);>1 est une suite de temps d’arrivée d’un processus de Poisson avec un taux
d’arrivée unitaire : I'; = 3°i_, ¢; avec (g;) i.i.d. de loi £(1), (V;);>1 une suite de
variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1] et (+;);>1 une suite de variables
aléatoires i.i.d. de loi P(y; = 1) = P(y; = —1) = 1/2 telles que les trois suites
(T'y)i>1, (Vi)i>1 et (7;)i>1 sont indépendantes. A u fixé, X(-,u) est un mouvement
linéaire h(u)-fractionnaire a(u)-stable qui est simulé en utilisant le programme
LFSN de Stoev et Taqgqu [ST04].

Pour ce processus, deux fonctions apparaissent : « et h. Une méthode par le
champ consiste a représenter le champ (X (#, %)) u)c0,12 Puis a prendre la diago-

nale. Ici pour la grille, la fonction d’intensité « va étre restreinte, aprés approxima-

2K-1
K

construction de la grille multistable) et la fonction de localisation h va, elle aussi,

tion par la fonction a, aux 2K — 1 valeurs : {4, ... } (comme décrit dans la
étre restreinte aux valeurs {4,... 521}

Cette double grille donne aussi des erreurs en probabilité de 'ordre de 1/ K. La
présence des deux fonctions contraint a simuler davantage de processus stables.
En effet, il faut dans ce cas simuler de I'ordre de N x K? processus stables. En réa-
lité, cet ordre maximum n’est rarement atteint puisque généralement la fonction «
ne parcourt pas l'intégralité de l'intervalle |0, 2] et donc il n’est pas nécessaire de si-
muler les 2K — 1 possibilité pour o (de méme pour h qui ne parcourt généralement
pas |0, 1 tout entier). Dans la Figure 3.3, on donne un exemple de simulation d’'un
mouvement linéaire multifractionnaire multistable. Pour simuler ce processus aux
N points (%) ke{1,..,n} avec N = 3496, il a fallu 2, 4 heures a I'aide du champ contre
10, 3 minutes a I'aide de la double grille de pas 1/200 (sur 'ordinateur utilisé), soit
une vitesse 14 fois plus rapide.
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURE 3.3 — Mouvement linéaire multifractionnaire multistable de fonction d’intensité
a(t) = 1.41 4 0.57t et de fonction de localisation h(t) = 0.725 + 0.175sin(27t) par le
champ (en noir) et par la double grille de pas 1/200 (en rouge) avec N = 3496.

3.5 Lemmes techniques

Lemme 3.5.1

Il existe une constante M > 2 telle que pour tout \ €]0,2] et n > 1,

M oo
min(AO‘(t)_EO, )\a(t)) Z

j=2 min(A2(O)==0 (1)) |

> P(IMix] >\ <

i=n+1

P (W

> )

ot les M; i sont définis en (3.3.2) et W; en (3.3.3).

Démonstration: Fixons 0 < A < 2. Alorson a :
P(|M; k| > ) = P(lg (wi ) [i 05 W] > )

§P<|I/Viwi’K sup (\g’(w)|w)>z'min(Aa<t>EO,Aa@))).
weB(a(t),z0)

107



Chapitre 3 — Simulation de processus multistables

Comme ¢ est borné sur les compacts, on obtient que

M :=max(2, sup (]¢'(w)]")) < <.
weB(a(t),eo0)

Alors, P(|M; x| > A) <P (’Wl‘wi’K > imin()\a(t;\}so,ka(t))) Do,

S) oo in(\@t)—0_ Na(®)
Z P(|M; k| > ) < Z P <|W1|WK S z,mm( ’ )
. ' =
i=n+1 Rt
- . min(\*(®)—co ye(t)
=2 F (’Wl‘w“ > )
i=n+1
S M
: Z L i o(t)— alt J]P)(|W1’wi’K>j)
J:LnTtl min()\a(t)*ffo’)\a(t)” mll’l()\ () 60,)\ ())
M 00
= i Z P (W5 > j).
a(t)— at
mln()\ ( ) 507 A ( )) J:LHTEI mil’l()\a(t>750,)\a(t)” .

Lemme 3.5.2

Il existe une constante M > 2 telle que pour tout A €]0, 2] et n suffisamment
grand,

S P(Nix| > A)

1=n+1

< Y. P(Wilog |y

Wi K > ])

Yo P(w[ver > )
+1p

>, P

> ),

\  valb—eo o . a(t)—e o)
ot £(\,t) = min(A*®==0 \e®)) et m(\,¢) = min (1, |102/\\a(t)(160’ |10;/\|a(t)>. Les
N, k sont définis en (3.3.2) et W; en (3.3.3).
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Démonstration: Fixons 0 < )\ < 2. Alors :

logt .1 /4.
i, K

<P |Wi|wi,K sup <(|g("§)|> > > #min()\a(t)—sg’)\a(t)) )
weB(a(t).c0) w (logi)wiK

Posons
w
L :=max | 2, sup ((\g(lg)\) ) < 00.
weB(a(t),e0) w
On a ainsi
P(IN; x| > \) < P [ [W[wes L s !
LK - ! min()\o‘(t)_ao, /\a(t)) (logi)wix )

Soit g; k(v) = 7wz pourx > 1,7 > 1 et K € N* tel que 1/K < ¢¢. Pour tout i

" (logz)
et K, g; i est strictement croissante sur I'intervalle [8, c0) et lim; o i x(x) = 00.

Il existe A > 8 indépendant de i et K tel que pour tout z > A,

| log(2) o
ik (2z(1 WiK) = 2 2 2
9i.ic (2z(log 2)"1) = 22 <log(z) + wi,Kloglog(Z)> =

On a alors pour tout z > A, i € N* et K € N*,
2z(log z)ViK > gz_]1<(z)

Soit i,, € N entier ne dépendant que de « tel que Vi > i,, W > A.

Alors, pour i > i,

L ]
P(|N; A) <P |W;|"exK S0
(Nl > ) P (W s > i)

v

et gix (i) = (log 1)t K > (log i)(® A.

Donc,
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L L\ [|vik
<P(2 f Wi, K ] Wi Wi, K )
< B (o fos (i w,t)) >1)
QLW [wi K , " ,
< P (B g (W) +10g £ — g0, )] > )
o\ 1)
6L max(1,3wix 1) . . , .
< P WZ Wi, K 1 WZ w; K\ | Wi, K
< ( D) [ Wi | log (|Wi|*05)[F5 > q
6L max(1,3%ix~1) _ _ .
P W;| @ik (log L)"ik
+ ( o0 |Wi|"% (log L) >Z>
6L max(1,3wix~1) . , .
P W[k [ Tog (L(N, 1)) i
+ < o0 [ Wi 55 log (L(A, £)) [ > Z)

<P <W1 log W[5 > Zf(A,t))
K

{
P |W7]YeE > —L(A ¢
+P (Wi > e

b o i . . A a(t)—eo A a(t)
+ |Wy " >Em1n ’(|log)\|> ’<|log)\|) ,

ou Ky > 2, Ky > 2 et K3 > 2 sont des constantes qui ne dépendent pas de 7 ni de
K. Soient M = max(K1, Ky, K3) > 2etn > i, — 1, on a alors

i P(|Ni k| > )

i=n+1
M s Wi
< S P([Wilog|[Wh|[“K > j)
(ANt L
j= et |
M > . )
+ Z P (W[5 > 5)
40N ) I
j=15E e
M o0
P WiK > )

J= 5 m)
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Lemme 3.5.3
Il existe une constante M > ( telle que pour tout A\ > 0,

1 Ty ;+a<+ sia(t) > 1,
P <|PzK| > =< =< 2) < QA0 s
2 —e——  sia(t) <1,

PTTT s ()

a(t)—eg a(t)

ou ¢ un réel tel que a(t) < ( < 1+ % et s¢(A,t) =min(A™ ¢ A< ). Les
P,  sont définis en (3.3.2).

Démonstration: On a

1
’ 2
—1/zi Kk
I. ’ T.
_ T e . Ty
- (‘g (x%K)‘Z e (iz—l/l‘i,K 1) Wil > A, - < ; < 2) .

On applique alors la formule des accroissements finis a la fonction y +— y~1/%ix

T, —1/x; Kk
(7)o
1

Soit K, = max (2, SUPyeB(a(t),e0) (

P(mm S A

DO | —

sur [3,2],

r;
1

. 1 1\ ~ -1/ (a(t)—e0)
i ‘ a(t) —ep (2) ’

w)) et alors

<

g/(w)21+a(t)—60
a(t)—eo

N

|WZ’sz > KL min(}\a(t)fa-:g’ )\Oé(t)>7

SF.Z'§2>
i

max(|Wi’a(t)’ ‘Wi|a(t)_€0) > KL rnin()\oz(t)—eo7 )\oz(t))> .

«

a(t)—eo

e Si a(t) >1:
on peut supposer ¢y suffisamment petit pour avoir «(t) < 1+ («(t) —eo)/2. Fixons

alors
CE (aft), 14 (aft) —€0)/2).
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~|
|
—
—

a(t) at)—cor] £ o ¢
max(| W |20, [ ==0) >Fs<(m) .

KU

e a(t) a(t)—eo 1/¢ I
< il/csd/\,t)E({maX“WJ , (Wil )] )E(

i

(a(t)—e0)/¢
1 .

Puis par I'inégalité d’Holder, on obtient

1 Ty
P(IB,K|>A, 3 < ’§2>

1/¢ AN CIORERIEY
o 100 py a0 L
T t)IE<max(H/VZ\ W 0==0)) E( S >
K 1 2\ (@) =<0)/2%¢
= Wse () i@ —=0)C (Ir:=i?)

B K
- l/CHa®)—=0)/26 5 (N, t)

puisque E(I';) = i et Var(I';) = 1.
eSia(t)<1l,ona:

1 Iy
P(!Pm\ >N 5 <= §2)
' 2 1
K F a(t)fso
o w21 E a(t)—eo o(t)
(|5 8 e, i)
N 9 a(t)Qst
< K E E — 1’
is1(\,t) i
K
T (A )
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Lemma 3.5.1

I existe une constante M > ( telle que pour tout A\ > 0,
M (log i)*(1)/¢ .
P{|Qix| > A Lol o) < Jsom e Sta(t) 2
BT 9 = ST T ) v (ege® ot
s1ON, t) TH((H)—20)/2 51 O‘(()) o
a(t)—e a(t
ot ( est un réel tel que a(t) < ( < 1+ “(t) , S¢(A, 1) = min(A O,)\T) et
Qi i est défini en (3.3.2).
Démonstration: On a
1 Ty
P (|Qi,K| >A 5 s 71 < 2)
) losT; /T:\ ~V/ziK 1 T;
— b (|5 /e pogi 2B (2) T >, < T <2
Ti g logi \ @ 2 i

On a alors par la formule des accroissements finis appliquée aux fonctions y +—
log(y)y~Y/*ix ety — y~1/%K sur [1,2],

-1

logD; /T;\ ~V/e@ix)
log i ( ] )

log I'; F 1/z; ik P —1/z; Kk
< 7. —
e (1) *|(3)
—1—

1 log 2 1 0=
< 1 —
= logi ( + a(t) —Eo) (2)
I“' ‘

-1
{2

1
5 B 1‘ N 1 (1>_1_0¢(t>50
i a(t) —ep \2

I; ’

= _1].
7

<L

Soit K, := max (2, SUP e B(a(t) co) (’ Ly(w) ‘w)) et alors :

w

P (\Qi,m >\

<

La fin de la preuve est la méme que pour le Lemme 3.5.3. |

max (|Wy|*® =20 |, |20 >
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Estimation de la fonction d’intensité
de processus multistables
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4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons les processus multistables étudiés dans le
chapitre 3 qui ont été définis dans [LGIV12]. Apreés avoir donné une méthode
de simulation rapide de tels processus, nous souhaitons désormais construire un
estimateur de la fonction d’intensité.
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Chapitre 4 — Estimation de la fonction d’intensité de processus multistables

Nous rappelons les notations utilisées dans le cadre de processus multistables.
Soit I'espace de mesure o-finie (R, B(R),Leb) et r : R — R telle que la mesure
m définie par m(dx) = %dm soit une mesure de probabilité. On se donne «
une fonction de classe C' définie sur R et a valeurs dans |0, 2[ qui est la fonction
d’intensité du processus et f(¢,u,.) une famille de fonctions telles que, pour tout
(t,u) € R?, f(t,u,.) € Fo (R, B(R), Leb).

On considere le champ stochastique (X (¢, u))u)cr> construit a partir de la
fonction d’intensité « € C'(R, |0, 2[) et de la famille de fonctions f(¢,u,.) et qui est
défini dans (3.2.3) par

X (tu) = O™ S ATy W r (V)Y f (1w, Vi),
=1

Le processus multistable Y est défini dans (3.2.4) comme processus diagonal de ce
champ stochastique, c’est a dire Y (¢) = X (¢, ).

Soit U un intervalle ouvert de R et t, € U fixé. On souhaite estimer «(t) qui
correspond a la valeur de la fonction d’intensité au point t,. Pour cela, on considere
N > 1 et n(N) une suite d’entiers pairs et on pose alors I'intervalle d’entiers

Itto) = {Lva) = "G v+ M -,

Aprés renormalisation (par N~!), cet intervalle va correspondre a une fenétre

d’observation autour du point ;. On définit les moments empiriques (S (p))y>o
du processus Y autour du point ¢, par
1

Sn(p) = (nuv) r (kztl) - (zlff) ) " LD

Dans la Section 4.2, nous montrons (apres normalisation) la convergence en

>

keln(to)

probabilité des moments d’ordre p lorsque 0 < p < «a(ty) et la convergence en loi
de ces mémes moments vers une loi stable lorsque p > «(#;). La Section 4.3 est
consacrée a ’étude d’un estimateur de la fonction d’intensité basé sur les moments
empiriques du processus dont nous montrons les performances sur des exemples
de mouvements de Lévy multistables et de mouvements linéaires multifraction-
naires multistables.

116



4.2. Convergence des moments empiriques de processus multistables autour d’un point

4.2 Convergence des moments empiriques de processus

multistables autour d’un point

Théoreme 4.2.1 ([LG13] Théoréme 5.4)

Soit ¢ = min, ey a(u) et d = max,cy a(u). On suppose que :

e (R1) v — f(u,v,x) est dérivable sur U pour tout u € U et pour presque tout
x € R (cette dérivée sera notée f;),

e (M1) il existe § > ¢ — 1 tel que :

146
sup [sup (|f(u,w,x)]o‘(w))] r(z)’dr < oo,
welU /R |welU

o (M2) il existe § > ¢ — 1 tel que :

1+46
sup [ lsup (|f2(u w x)|a(w))1 r(z)’dr < oo,

uelU wel

o (M3) il existe § > ¢ — 1 tel que :

sup
uelU /R

1+9
sup (| f(u,w, z)log |r(z)| ]a(w)ﬂ r(z)’dr < oo,

wel

e le processus X (.,t) est H(ty)-auto-similaire avec H(t,) < 1 et a accroisse-
ments stationnaires,

e en posant h; (x) = f(j + 1,t0,2) — f(4,t0,2), on a

.n(N)—>ooet n(lV )—>07
Alors, pour “tout p €0, a(to)],

NSy (p) L2255 B{IX (1, t0)["] 7
— 00

A t, fixé, par la construction du champ, le processus X|(.,#,) est un processus
a(ty)-stable. En particulier, la variable X (1, ) suitlaloi S,y (|| f (1, %0, ) |la(t), 0, 0).
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En utilisant les propriétés des lois stables (voir (1.1.5)), on a

(1-pr@- a(’io)
[ —p)cos()

) 1/p
Bl P! = ( ) I Dl @20
On illustre ce théoreme sur les exemples du mouvement de Lévy multistable et
du mouvement linéaire multifractionnaire multistable dans les Figures 4.1 et 4.2.
On remarque numériquement que la convergence en probabilité de N7 ) Sy (p)
est plus rapide lorsque p €]0, a(to)[ s’éloigne de la valeur «(t).

35
|

3.0

25

15

1.0

FIGURE 4.1 — Convergence des moments empiriques (en noir, boites a moustaches pour
1000 itérations avec N = 10° points) du mouvement de Lévy multistable de fonction

d’intensité a(t) = m autour du point ¢y = 0.5 (a(ty) ~ 1.44) vers la courbe

théorique p — E [| X (1,%0)[*]"/” (en rouge).
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3.0
1

25
|

15

1.0

FIGURE 4.2 — Convergence des moments empiriques (en noir, boites a moustaches
pour 1000 itérations avec N = 15784 points) du mouvement linéaire multifractionnaire
multistable de fonction d’intensité «(¢) = 1.41 + 0.57¢ et de fonction de localisation
h(t) = 0.725 + 0.175sin(27t) autour du point o = 0.5 (a(tg) = 1.695) vers la courbe
théorique p — E [| X (1, %) |P]"/? (en rouge).

On définit ensuite les moments empiriques autour de ¢, du processus X (-, o)

1/p
k41 k P
w(ita)x (b))

Lorsqu’on est proche de ¢, les processus X (-,t) et Y vont avoir des propriétés

qui est «a(tg)-stable,

keln(to)

ﬁ@:@@)z

semblables. Le but est donc de décrire les propriétés du processus diagonal Y a
partir du processus X (-, ty) dont ’étude est plus facile.

Théoréme 4.2.2

Soit ¢ = min, ey a(u) et d = max, ey a(u). On suppose que :

e les conditions (R1), (M1), (M2) et (M3) définies dans le Théoréme 4.2.1
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sont vérifiées,

e X (., ty) est H(ty)-auto-similaire avec H(ty) < 1 et a accroissements station-
naires,

.9131010/ oy (2) g ()| "% m(dz) = 0, 01t hyg () = F(G + 1, t0,2) — f(j, o, z),
e n(N)=N%avec0 < < ¢ +(1t°),

e pour tout p €|a(ty), 2],

N (N)T07 5 Sy (p) 22 WP,

N—oo

avec W ~ Sq0)/p (crp’a(to), 1, 0) :
Alors, pour tout p €]a(ty), 2|,

NH)(N) T 5 S (p) <22 WP, (422)

N—oo

Démonstration: Soit p €]a(ty), 2[, on cherche a montrer que

N (N0 5 (S (p) — S (p) 225 0 (42.3)

N—oo

afin de conclure par le lemme de Slutsky qu'on a bien la convergence (4.2.2)
proba

pour Sy(p). Pour obtenir (4.2.3), il suffit de montrer que Ax(p) o 0 et

By (p) 2rba ) o
N—o00

An(p) = NPHo)p(N)=p/alto) ™ h.k+1k+1)_X(k+1J0
keln(to)

BN(p) _ NpH(tg)n(N)*p/a(to) Z ‘X <

keln(to)

e
2|
N——
|
P
VRS
ok

Soit z > 0,

E+1 k+1 k+1
H (tg)—pd/a(t
P<Aw<p>>x>=P<N” e 52 x () =X ()
k‘EIN(t())
k+1k+1 k+1
< — - -
§: POX( ~ ) X<<N,m)>

keln

D
>x

xl/p
N6/p+H(to)=6/a(to) |

A Taide des conditions (R1), (M1), (M2) et (M3), on peut appliquer la Propo-
sition 4.9 de [LGILV13] : il existe Ky > 0 tel que pour N suffisamment grand et
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pour tout k € In(to),

dl5—1+H (to)~ 535+ 514 H(to)— s +2 |
0
P(An(p) > ) < N°Ky ~dlp 1+ |log 7
S Nc[d—l—&—H(to)—%o)—&—g] 6—1+H(t0)—%0)+g ¢
+ N°Ky o 1+ |log i .
Ainsi, P(An(p) > x) Y 0 lorsque a(tp) < pet0 < < clfﬁ(lto). La preuve est
—00

la méme pour By (p). |

Sous 'hypothése que le processus X (-, ) est H(ty)-auto-similaire et a accroisse-
ments stationnaires, la derniere hypothese du théoréme est un résultat de conver-
gence en loi d'une somme normalisée de variables aléatoires stables de méme loi.
En effet, il faut montrer que

n(N)Wlw Yy | NHt) (X <k+1 to) _X <k to)) ’ _ Lot oy
k‘EIN(t(]) N N N—oo

ou pour tout k € Ix(ty), on a I'’égalité en loi suivante :

k‘—|— 1 k’ o1
NH(tO) (X (N’t()) - X <N7t0>> L: X(]'at())

Pour le processus de Lévy multistable, les variables aléatoires

(e (x (55) = (30
N N keln(to)

sont i.i.d «a(ty)-stable symétriques avec un parametre d’échelle unitaire (car associé
a la fonction f(1,ty,x) = 1o (x) qui vérifie || f(1,to,.)||aw) = 1.
Alors,
AP (X (L 1)l > A) — Caeo,

o

NP (X (L to)[P < —A) —— 0.
A—00

Le cas d’une convergence de la somme de variables i.i.d. vers une loi stable a été
étudiée notamment dans les travaux de [GK68], [Fel71] et [Pet95]. Une condition
de tail balance pour la loi des variables est nécessaire et suffisante afin d’obtenir
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la convergence vers une loi stable. Plus précisément, en utilisant le Théoreme 5
du chapitre 7 de [GK68], la loi de N () (X (%,to) - X (%,to)) appartient au
domaine d’attraction d’une loi stable S.qy) (7, 5, 0) et on a les relations :

P

- p/a(to)
Dolu, f = letd = (C‘*“O)> 1f(L1,t0, - )lle)- La derniere hypothese du

Ca(to)/p
théoréme est donc vérifiée pour les mouvements de Lévy multistables avec pour

C
a(tg)/p
ont été vérifiées dans le cadre de mouvement de Lévy multistables lorsque

a € CY([0,1],]1,2[) dans [LG13].

parametre d’échelle o, o,) = ( . Les autres hypotheses du théoreme

Dans le cas de variables aléatoires dépendantes, cette hypothese est plus com-
pliquée a vérifier puisque les conditions pour obtenir une convergence d’'une somme
de variables aléatoires dépendantes vers une loi stable sont complexes. Il nous faut
dans le cas dépendant des conditions sur la convergence des lois fini-dimensionnelles
vers une mesure de probabilité a variation réguliére d’indice o €)0, 2], des condi-
tions de mélange et des conditions anti-groupage (voir [DH95], [Bar+11] ou
[LeP+81]). Il faudrait pouvoir exprimer ces hypothéses a I'aide de conditions que
doit vérifier la famille de fonctions f(-, -, -) qui engendre le processus multistable.

4.3 Estimation de la fonction d’intensité du processus mul-
tistable

Dans [LG13], un premier estimateur de la fonction d’intensité d’un processus
multistable est proposé. Pour cet estimateur, Le Guével propose de considérer les
moments empiriques Sy(p) d’ordre p autour du point d’étude ¢, tels que définis
dans (4.1.1). A partir de deux paramétres p, €]0, min,cy o(u)[ ety €]0, 1[ qu’il faut
fixer, il définit pour p € [po, 2| les rapports

E[| Z [po]/Po
- E[jzp]

Rn(p) = et R,(p) Ipca, OU Z ~ S,(1,0,0).
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4.3. Estimation de la fonction d’intensité du processus multistable

2 1/
Comme la fonction o« — ( / |Rn(p) — Ra(p) |”’dp> est une fonction continue,
Y Po

2 _ 1/y

I'ensemble argmin ( / |Rn(p) — Ra(p)ﬁdp) est un fermé non vide. Il définit
a€l0,2] Po

alors l'estimateur de «(ty) par :

avtto) = min (argmin [ 1Bto) - Ratol'dp) ).
a€0,2] Po

et montre la consistance de cet estimateur (I’estimateur converge méme dans L"

pour tout r > 0).

Cet estimateur nécessite le choix de deux parametres p, et -, 'approximation
d’une intégrale ainsi que la minimisation de celle-ci. Numériquement, on peut
constater sur les exemples du mouvement de Lévy multistable et du mouvement
linéaire multifractionnaire multistable (voir Figure 4 — 9 de [LG13]) que cet esti-
mateur n’est pas toujours trés performant pour N = 20000 et n(NN) = 3000.

Dans cette section, nous proposons un nouvel estimateur basé lui-aussi sur les
moments d’ordre p du processus multistable.

Théoreme 4.3.1

Soit 0 < 6 < 1, on définit la fonction ®y(z) = %ﬂ;/g Cette fonction est

®,'. On peut alors définir 'estimateur

G poto) = - p PP—, T 4.3.1)
1 . S (6p) 1— —7P) oS\ 5
o7 (o[ 5 e (=52

On se place sous les conditions du Théoréeme 4.2.2. On a alors,

proba Of(to), Slp E]Ov&(tO)[v
—

anpolto)
g Nooo |, sip €lalto), 2].

Remarque 4.3.1. Cet estimateur dépend lui aussi de 2 parametres : p et € mais il présente
I’avantage d’étre tres facilement calculable.
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Chapitre 4 — Estimation de la fonction d’intensité de processus multistables

Démonstration: Soit 0 < 0 < 1 fixé et x € [0, 1[. alors,

, —0T'(1 — 0x)1/0T(1 — 0z)" /9 T(1 — 2) + I'(1 — 2)T'(1 — x)'/?
Bolz) = T(1- )2

_ T(1—6x)1/? (I"(l —z) T'(1- ex)>

I'(1l—2) Ni—z) TI'(1-06x)
_ pp)L/0
_ m (W(1 = 2) — B(1 — 02))

ou ¥ désigne la fonction digamma qui est strictement croissante sur [0, 1]. Ainsi,
®j est une fonction strictement décroissante sur [0, 1[ de fonction réciproque ®, " :
| — 00,1] + [0,1]. En utilisant le Théoreme 4.2.1 et I'expression de E[| X (1, to)|?]
rappelée dans (4.2.1), on obtient que pour p €0, a(to)],

(SN(Hp))P 1—p (F(2 — 6p) cos(7rgp)>1/0 proba I'(1 — Hp/a(to))1/9
Sn(p) I'(2 — p) cos(ZF) 1—0p Nooo ['(1—p/a(ty))

et donc
anpo(to) 2% alty).
N—oo

Lorsque p €]a(top), 2[, on distingue deux cas.

Sia(ty) <fp <p,ona

1 41
Sn(0p)  NH)p(N)at) " Sn(0p) ()
SN(P)  NHE) (N F@ T Sy (p) ’
et alors on obtient a partir du Théoréme 4.2.2,
N (V) a(_ti))—i_%SN(p) _Loi /e
N—oo
et
-1 1 : ~
NH ) (N)aTo) T Sy (0p) NL—> T/op,
—00
Par le lemme de Slutsky, on obtient que
Sn(0p) proba
— — 0.
Sn(p) N—oo
Sifp < alty) < p,
Sx(p) _ __ NTOISkO) ity

SN(D)  NH(to)p(N)T 7 Sy (p)
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4.3. Estimation de la fonction d’intensité du processus multistable

en utilisant les Théoremes 4.2.1, 4.2.2 et le lemme de Slutsky, on a alors

Sn(0p) proba

0.
SN(p) N—o0

Comme ®, ' est continue et que ®,'(0) = 1, on obtient alors le résultat. |

4.3.1 Exemple d’estimation avec des mouvements de Lévy multis-
tables

Lorsque a € C'([0,1],]1,2[), comme décrit apres le Théoréme 4.2.2, les mou-
vements de Lévy multistables vérifient toutes les conditions nécessaires a I'appli-
cation du théoreme de convergence des moments d’ordre p. En particulier, pour
0 < # < 1, on a la convergence en probabilité de I'estimateur ay ,¢(t;) défini en
(4.3.1) vers a(ty) pour 0 < p < a(ty) et vers p pour a(ty) < p < 2.

Pour les simulations, on va fixer le parametre p < 1 et § = 1/2. Dans la Figure
4.3, on va s’intéresser a I'estimation de la fonction d’intensité des mouvements de
Lévy multistables qu’on va considérer. On peut remarquer que l’estimateur arrive
bien a estimer la fonction d’intensité méme en cas de changements rapides.
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(a) mouvement de Lévy multistable de fonction (b) a(t) = 1.98 — 0.96t
d’intensité définie dans (b)

(c) mouvement de Lévy multistable de fonction (d) aft) = 1.98 — %
d’intensité définie dans (d)

(e) mouvement de Lévy multistable de fonction () a(t) = 1.5 — 0.48 sin(27t)
d’intensité définie dans (f)

FIGURE 4.3 — Trajectoires de mouvements de Lévy multistables sur [0, 1] avec N =
20000 points et n(/N) = 2042 pour I’estimation de . La premiére colonne représente des
réalisations de mouvements de Lévy multistables avec la fonction d’intensité o (en rouge)
correspondante et son estimation & (en noir) dans la deuxieme colonne.
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4.3. Estimation de la fonction d’intensité du processus multistable

4.3.2 Exemple d’estimation avec des mouvements linéaires multifrac-

tionnaires multistables

Bien que la convergence de I'estimateur pour toute valeur de p n’a pas été véri-
fiée pour les mouvements linéaires multifractionnaires multistables, ces processus
vérifient les conditions du Théoreme 4.2.1 lorsque h — é est une fonction positive
(voir Section 6.1 de [LG13]) ou « est la fonction d’intensité et h est la fonction de
localisation de ce processus. Pour de tels processus, on a ainsi, pour 0 < p < «a(ty),

~ b
OzN7p,9 (to) —)]iri; Oz(to).

Comme h est a valeurs dans |0, 1[, pour ces processus « a valeurs dans |1, 2[. On
prend donc p < 1 pour l'estimation de la fonction d’intensité des mouvements
linéaires multifractionnaires multistables considérés.

Les mouvements linéaires multifractionnaires multistables sont des processus
difficiles a étudier car ils sont paramétrés par deux fonctions. Cependant, on
constate dans les Figures 4.4 et 4.5 que la fonction d’intensité est bien estimée
et ceci pour différentes formes pour « et h.

Nous n’avons pas étudié la fonction de localisation dans nos travaux. Cepen-
dant, il est possible de I'estimer a partir des log-moments du processus sur une
fenétre d’observation (voir [LG13]).
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oy

(©) aft) = 141+ 0.57¢ (d) a(t) = 1.695 + 0.235 sin(2nt)

(e) h(t) = 0.725 + 0.175 sin(2nt) (f) h(t) = 0.725 — 0.175 sin(27t)

FIGURE 4.4 — Trajectoires de mouvements linéaires multifractionnaires multistables sur
[0,1] avec N = 32168 points et n(N) = 3000 pour I’estimation de «. La premiere ligne
représente des réalisations de mouvements linéaires multifractionnaires multistables avec
la fonction d’intensité o (en rouge) correspondante et son estimation &y (en noir) dans la
deuxieme ligne, et la fonction de localisation / associée dans la troisieme ligne.
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“““w/w

(a) (b)

(¢) a(t) = 1.695 + 0.235sin(27t) () a(t) = 141 + 10100

(e) h(t) = 0.59 + 0.31¢ () h(t) = 0.9 — 0.35t

FIGURE 4.5 — Trajectoires de mouvements linéaires multifractionnaires multistables sur
[0, 1] avec N = 32168 points et n(N) = 3000 pour I’estimation de «. La premiére ligne
représente des réalisations de mouvements linéaires multifractionnaires multistables avec
la fonction d’intensité o (en rouge) correspondante et son estimation &y (en noir) dans la
deuxieme ligne, et la fonction de localisation h associée dans la troisieme ligne.
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Chapitre 5 — Echantillonnage aléatoire de processus stationnaires a temps continu

5.1 Introduction

Les séries temporelles a longue dépendance ont diverses applications dans de
nombreux domaines, notamment 'hydrologie, 'économie et les télécommunica-
tions (voir [Ber+13] chap. 2). La plupart des articles sur ce sujet considerent les
processus a temps discret. Cependant, certains modeles et méthodes d’estimation
ont été étendus aux processus en temps continu (voir [TC05a], [Via+94], [CR96],
[Com96]).

Dans [TCO05a], Tsai et Chan ont introduit le modele des processus a temps
continu CARFIMA(p,H,q) (autorégressifs, moyenne mobile, fractionnairement in-
tégrés). Sous la condition de forte dépendance H €|1/2,1], ils donnent la fonction
d’autocovariance du processus CARFIMA qui est stationnaire. Ces propriétés sont
étendues au cas H €]0,1[ dans [Tsa09]. Dans [Via+94], des processus ARMA
fractionnaire et a temps continu sont construits. Sous certaines conditions, ces
processus sont gaussiens stationnaires et centrés. De plus, Viano et al donnent des
résultats sur la fonction d’autocovariance et précisent la dépendance asymptotique
de ces processus. Dans [CR96], Comte et Renault présentent une famille de mo-
deles a longue mémoire : le processus fractionnaire a moyenne mobile en temps
continu.

L’inférence statistique pour les processus en temps continu est généralement
construite a partir d'un processus échantillonné. Dans [TC05a], la méthode d’es-
timation est basée sur I'estimation par maximum de vraisemblance pour des don-
nées de séries temporelles a espacement déterministe irrégulier.

Nous nous intéressons aux données irrégulierement espacées lorsque les inter-
valles d’échantillonnage sont des variables aléatoires positives indépendantes et
de méme loi. A la vue des résultats en temps discret, I'’échantillonnage aléatoire a
un effet sur la structure de dépendance du processus. En effet, [PV10] montrent
que l'intensité de la longue mémoire est préservée lorsque la loi des intervalles
d’échantillonnage est L!, mais ils montrent aussi des situations menant a une ré-
duction de la mémoire.

Dans ce chapitre, X = (X;);cr+ €st un processus stationnaire du second ordre
a temps continu de fonction d’autocovariance ox(.) et (7},),>o est une marche
aléatoire indépendante de X. Les intervalles d’échantillonnage 7j., —7; = A, sont
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5.1. Introduction

supposés i.i.d de densité commune s a support sur R*. L’origine des observations
est fixée a l'origine des temps : Ty = 0. Sans perte de généralités, X est supposé
étre un processus centreé.

Nous adoptons la définition la plus courante de la longue mémoire. A savoir,
pour un processus stationnaire U ayant une fonction de covariance oy,

/R . loy(z)| dz =00 dans le cas a temps continu,

> ou(h)] = oo dans le cas a temps discret.
h>0

Deux méthodes d’échantillonnage, toutes deux basées sur la marche aléatoire
(T%)n>0, SONt examinées ci-apres.

Les sections 5.2 et 5.3 sont consacrées a I'étude des processus échantillonnés a
des moments aléatoires. Plus précisément, nous considérons le processus en temps
discret Y défini par

Y,=Xr, n=01.... (5.1.1)

Dans la section 5.2, nous étudions le comportement du processus échantillonné
dans le cas général. Nous prouvons que dans le cas d'un processus initial gaussien,
I’échantillonné Y n’est pas gaussien, et que sous des conditions assez faibles sur
la covariance oy, échantillonner un processus a courte mémoire X produit tou-
jours une courte mémoire pour Y, et que lorsque la loi d’échantillonnage satisfait
E[T}] < oo le processus échantillonné Y possede une longue mémoire si c’est le
cas pour X.

Dans la section 5.3, nous présentons la situation plus spécifique d’une cova-
riance a variation réguliere pour laquelle la préservation ou la non-préservation de
la mémoire peut étre quantifiée. En particulier, nous prouvons qu’une loi d’échan-
tillonnage a queue lourde peut transformer un processus a longue mémoire X en
un processus a courte mémoire Y.

La section 5.4 se tourne vers un schéma d’agrégation temporelle. Le processus
échantillonné en temps discret Z est obtenu en agrégeant le processus X sur les
intervalles définis par la marche aléatoire

Thi1
7, = / X, dt.

Th

Nous montrons que du point de vue de la transmission de la mémoire, les résultats
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sont similaires a ceux obtenus dans les sections précédentes.

5.2 Résultats généraux dans le domaine temporel
Soit Y le processus défini a partir de X par
Y, =Xz, neN (5.2.1)

ou (741 —T}); sont les intervalles d’échantillonnage supposés i.i.d. Le processus a
temps discret Y est lui-aussi stationnaire du second ordre de fonction d’autocova-
riance

0'y(0) Ox(O),
O'y(h) =E [Ux(Th)] y h Z 1.

(5.2.2)

5.2.1 Loi du processus échantillonné

On regarde la loi du processus Y afin de déterminer si les propriétés classiques
que le processus initial peut avoir sont conservées apres échantillonnage.
Proposition 5.2.1

Soit X un processus strictement stationnaire. Alors, le processus échantillonné
Y est un processus a temps discret strictement stationnaire, ie la loi jointe de
(Yiy+ps - - - » Yi,+p) Ne dépend pas de p pour tout ki, ...k, € Netn > 1.

Démonstration: Soitn > 1,pe Net0<k; <--- < ky. Pour (y1,...,yn) € R,

P(Yk1+P <y, 7Ykn+p < yn)

=P (XTklﬂ, <yl oo X1y, S yn)
=E [P (XA0+---+Ak1+p,1 <Yy e Xt Ay 4y < YnlDo, Akn—&-p—l)}
par la stricte stationnarité de X, on obtient
—E [P (XAP+...+Ak1+p_1 St o XAyt A, 1 S YnlDo, Aknﬂ,_l)}
= P(Xug4-tUpy 1 S Y1 - Xttt Upyy 1 < Un)
ou U; = Ajyp sont i.i.d de densité s
=P(Ye, <y1, - Vi, < ¥n)
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La proposition suivante donne le premier résultat d’'une perte d’information

apres échantillonnage : la normalité du processus n’est pas préservée par échan-

tillonnage aléatoire.

Proposition 5.2.2

Si X est un processus gaussien alors les marginales du processus échantillonné
Y sont gaussiennes. De plus, pour ox non constante presque partout sur le
support de s, Y n’est pas un processus gaussien.

Démonstration: Soit ®; la fonction caractéristique de la variable aléatoire U'.

Ona
By, (t) = E [E[e7 |1} |

Sachant 7}, la loi conditionnelle de X7, est une loi normale centrée de variance
ox(0). Ainsi,
By, (1) = e X (OF/2

ety ~ N(O, ox(0)).

Supposons que Y est un processus gaussien, alors Y; + Y, est une variable
aléatoire gaussienne,

¢Y1+Y2 (t) — erar(Y1+Y2)t2/2 — efd(o)tzeftQE[Jx(Tngl)]'

Comme X est un processus gaussien, X7, + X7, est une variable gaussienne sa-
chant (77,7%). Cela nous donne une autre maniere de calculer @y, 1y, :

Py, +v5(t) = Pxpy + X1, (1)

12 o oo (T
=K [exp {_2 (%)T (UX(E(E)TQ Xi?(o)Tl)) (%)}]

— o o(0R {e—tzax(Tg—Tl)] '

Ainsi, pour tout t, e *Elox(2-T1)] — E [e_t%x (T2_T1)}. Clest le cas d’égalité

dans l'inégalité de Jensen, donc ox (75> — T7) est constant presque sirement. [ |

Exemple 5.2.1. Dans la Figure 5.1, nous illustrons 1’absence de normalité du processus

échantillonné.

Pour X processus gaussien de fonction d’autocovariance ox (t) = (1 + t>2)~%, nous si-

mulons en Figure (a) la densité jointe du couple de variables aléatoires centrées (Y7, Ys)
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pour des intervalles A; de loi exponentielle de moyenne 1. Pour cela, on commence par
simuler I’intervalle de temps selon une loi exponentielle £(1). Puis, pour chaque valeur
simulée de T, — T3, le couple (Xr,, Xr,) est gaussien et est simulé a I’aide de la dé-
composition de Cholesky decomposition de la matrice de covariance (voir [Rip87]). Par
cette méthode, p = 200000 réalisations de (Y7, Y5) sont simulées et la densité bivariée de
(Y1, Ys) est approchée par une méthode de noyau.

Dans la Figure (b), la densité d’un couple gaussien centré (W5, W5) ayant la méme ma-

ox(0) Elox(T1)]
ox(T1)] ox(0)

comparer le comportement du processus échantillonné avec le processus gaussien corres-

trice de covariance que (Y1,Y2) : Xy, y, = (E[ ) est représentée afin de

pondant. Dans ce cas, la densité bivariée a une expression explicite

Jovywy) (w1, w2) = (27T\/ det(EYl,Y2)> exp <—§(w1 wa) Sy, y, (wy ’wz)T>

ou Xy, y, est la matrice de covariance commune. La forme de la loi pour le processus

échantillonné est tres différente de la loi gaussienne.

N N
— —
o o
- -
| |
o N
| |
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

(a) (b)

FIGURE 5.1 — Dans la Figure (a), la densité bivariée du couple centré (Y7, Y) est repré-
sentée pour des intervalles A; ayant une loi exponentielle de moyenne 1 et un processus
initial gaussien de fonction d’autocovariance oy (t) = (1 + t%9)~1. Dans (b), on repré-
sente la densité bivariée du vecteur gaussien centré (W7, Ws) de matrice de covariance
Yy,.y, comme (Y7, Y>).
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5.2.2 Mémoire du processus échantillonné

On cherche désormais a décrire la mémoire du processus apres échantillon-
nage.
Proposition 5.2.3

Soit p > 1. S’il existe une fonction o,(.) bornée strictement positive et décrois-
sante sur R™, telle que

L lox(t) < out), VieR*
2. / ol (t)dt < oo
R+

alors, la fonction d’autocovariance du processus échantillonné Y est dans (7,

ICZ|O'Y |p<OO
h>0

Remarque 5.2.1. Cette proposition confirme une intuition : I’échantillonnage aléatoire ne
peut pas produire une longue mémoire a partir d’une courte mémoire. Le cas particulier
p = 1 implique que si X a une courte mémoire alors, le processus échantillonné Y a aussi
une courte mémoire.

Démonstration : Il suffit clairement de prouver que

> E[o2(T3)] < oo. (5.2.3)
h>1

On utilise I'inégalité
Thit
Ano?(Th + An) = (Thar — Th)o? (Thss) < / oP(t)dt, Yh>0.  (5.24)
Th

En prenant 'espérance au membre de droite de I'inégalité et en remarquant que
Ay, et Ty, sont indépendants, on obtient pour tout a > 0,

E [Ano?(Th + Ap)] = /R uE [0P(T), + )] dS ()

" [07(Th + u)] dS(u +/+°° (07 (Th + u)] dS(u)

" [0?(Th + u)] dS(u) + / T R [07(T), + u)] dS(u)

"R [0?(Th + u)] dS(u) +a</ E [o?(T}, + u)] dS(u / E [0? (T} + u)] dS(u ))

(u — a)E [02(T}, + u)] dS(u) + aF [0? (Thy1)]

o\o\o\o\
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De plus, of (T}, + u) < ok (T}) et u —a < 0 pour u € [0, a, ce qui conduit &
E[Apol(Th + Ap)] = ([0’a[(u - a)dS(U)> E [0 (Th)] + aE [0L(Thi1)] - (5.2.5)
Il est possible de choisir a tel que S([0, a]) < 1. Pour un tel choix, on obtient
0<— /[O (u = @) = (o) < 0S(0.) < a

La somme des inégalités dans (5.2.5) donne, pour tout X > 0

oo K
E [Z Amfi(Thm] 2 Y (U@ + Bl (T
h=1 h=1
K
= a(Elo?(Tk+1)] = E[o2(T)]) + (a — €(a)) Y E[o?(Th)]
h=1
K
> —ac?(0) + Z E [o?(T},)]
h=1

ce qui implique

[Z Apol( Th—&—l)] —ao?(0) + (a = £(a)) Y E[o}(Th)]

h=1 h>1

Finalement, en utilisant (5.2.4)

Th+1
<E Z/ t)dt </ oP(t)dt < oo
h>1 RF

et par conséquent, comme a — ¢(a) > 0

Z Ahffp Th+1

h>1

e}

Z E[o?(T})] < oo (5.2.6)
Pt |

Proposition 5.2.4

Supposons que ox(.) est une fonction strictement positive et décroissante sur
R* & partir d’un certain rang, i.e il existe ty > 0 tel que ox(.) est strictement
positive et décroissante sur [ty,00). Si E[T}] < oo et X est a longue mémoire

alors Y lest aussi.

Démonstration: Soit ho le premier indice (aléatoire) tel que 7}, > to. Pour tout
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5.2. Résultats généraux dans le domaine temporel

h‘ZhOJ

Th+1
/T " ox(t)dt < (They — Tn)ox (Th). (5.2.7)

Apreés avoir fait la somme, on obtient

Thy1

S oo / ox(®)dt <3 LnsneAnox(Th).

h>1 Th h>1

Maintenant, en prenant 'espérance et en remarquant par la loi forte des grands
nombre que T}, £ oo (puisque E[T}] = E[A;] > 0),et en particulier hy < co p.s.,
d’ou

o0
Z Apox(Th) Lng<n| -
h=1

< E

E [/OO ox ()t

Thy

Dans l'inégalité, le membre de gauche est +oo, et, comme A, est indépendant de

ox(Th) 1hy<n, le membre de droite est E[77] Z E[ox(Th) 1p,<n)- En conséquence,
h>1
comme E[T}] < oo,

> Elox (Th) Lpy<n] = oo. (5.2.8)
h>1

Il reste a remarquer que E[hy] < oo (voir par exemple [Fel71] p.185), ce qui
implique

> Ellox (Th)| Lresn] < 0x(0) Y P(ho > h) < ox(0)E[hg] < oo,
h>1 h>1

ce qui entraine, par (5.2.8) que Z |[E[ox (1},)]] = oo. |
h>1

Remarque 5.2.2. Dans cette proposition, les hypotheses sur la positivité et la décroissance
de la fonction d’autocovariance sont raisonnables dans la plupart des modeles. A moins
d’étudier un phénomene dont on peut choisir 1’échantillonnage (par exemple, pour des
données financieres), la condition d’intégrabilité des intervalles A; est la plus difficile a
vérifier lorsqu’on veut traiter avec des données réelles (par exemple, lorsque les données

sont issues de la géologie) puisque le processus sous-jacent n’est alors pas observé.
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5.3 Processus a longue mémoire

Dans cette section, nous considérons les processus de longue mémoire avec une
forme spécifique de fonction de covariance. L’hypothése est satisfaite, par exemple
pour les modeles CARFIMA.

Définition 5.3.1

— Une fonction L sur [0, 00| est dite a variation lente en l'infini si L est

strictement positive sur [ty, oo[ pour un certain t, > 0 et

L
lim (az) =1, Ya > 0.
T—+00 L(x)

— Une fonction f sur [0, oo[ est dit a variation réguliére en l'infini d’indice
0 € R, si f est strictement positive sur [ty, oo[ pour un certain t, > 0 et

f(ax) _ 0

a’, Ya > 0.
e f (o)

A partir de maintenant, la fonction d’autocovariance ox est une fonction a varia-
tion réguliere en I'infini de la forme

ox(t) =t7""HL(t),  vt>1 (5.3.1)

ol 0 < d < 1/2 et L est a variation lente en I'infini et décroissante a partir d'un
certain rang. Cela signifie que le parametre d résume la mémoire de X et pour étre
plus précis par rapport aux résultats de la section 5.2, nous décrivons ce qui peut
arriver a d apres échantillonnage.

5.3.1 Préservation du parametre du mémoire lorsque E[7}] < oo

Théoreme 5.3.2
Sous I'hypothese (5.3.1), si 0 < E[T}] < oo, le processus a temps discret Y a

une longue mémoire et sa covariance se comporte en I'infini comme

oy (h) ~ (hE[T]))21L(R), h — oo.
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5.3. Processus a longue mémoire

Remarque 5.3.1. On peut écrire
oy(h) = h™ T2 L(h)

ol L est & variation lente en I'infini et L(h) ~ E[T}]"*2¢L(h) lorsque h — oo. En
particulier, X et Y ont le méme parametre de mémoire d.

Démonstration :
e On commence par prouver que

o oy (h)
lim inf > 1.
oo (RE[TY])~1+24L(h) =

Soit 0 < ¢ < E[T1], et h € N tel que ch > 1,
. 2d ]]-Th>ch
Uy(h) > E [O'X(Th) ]lTh>ch] > inf {L(t)t }E E—
t>ch T

Grace a I'inégalité d’'Holder, on a

(P(Ty > ch))? < E[T}E [“gh’ﬂ ,

et donc

17, > (P(Ty, > ch))?
E{ TTh h} = h}fE[Tl]

Pour résumer, on a ainsi

2
SORRUUERS

oy (h) : 2dy (P(T), > ch))®
> -_ 3.
GET]) 2L = & O R L) (5-32)
En utilisant [Bin+89] (Th 1.5.3, p23), on obtient, comme d > 0
inf {L(t)t*"} ~ L(ch)(ch)*® lorsque h — oo. (5.3.3)

t>ch

La loi forte des grands nombres implique que 7}, /h 2= E[T}]. Comme ¢ < E[T}],
on a P(T) > ch) — 1 et le membre de droite de (5.3.2) tend vers (c¢/E[T}])*
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Chapitre 5 — Echantillonnage aléatoire de processus stationnaires a temps continu

comme h — oo. Finalement, pour tout ¢ < E[T7],

e oy (h) c \*
bt R () (E[T1]>

En prenant la limite lorsque ¢ — E[T}], on obtient la borne inférieure.

¢ Nous allons maintenant prouver que

. oy (h)
1 < 1.
el (WE[T1])TF2AL(h) =

Pour cela, nous utilisons une preuve similaire a celle présentée dans [Shi+10]
(Thm 1). On pose pour h > let0 < s < 1,

pn = E[T,] = hE[T}]
het

Ths = ZAi]lAjsmi/ﬁ
=0

phs = E[Ths]=hE [AOBAOS@NE}

Comme E[T}] < oo, onapour 1 < s < 1, yu, s ~ py, lorsque h — oco.
Soit 3 < s < T < 1, to tel que L(.) est décroissante sur [to, oo| et h tel que py s —
Ph.s = tos

ov(h) = E|T,"PUL(T) 11, 2 -y, | + B [T L) 11, <,
= M+ M

_ —142d
Ml S E |:Th731+2dL(Th:3) ]lTh,SZH’h,S_M;7S:| S (Uh,s - lu’;-l,s)

;o\ —142d .
pns — 1\ Lt — 1)
WE[T] L)

L(Mh,s - :UJZ,S)

= (hE[T1]) "1 L(h) < (5.3.4)

,U«h,s_ﬂ-}rbys
hE[T1]

—1+2d
CommerT <letl/2<s<]1, ( ) — 1 lorsque h — oo. Alors,

;U/h,s_:u;;’s
L(pns —1f,) T (hE[Tl]hEm] ) L(E[T))

L) L(:EMD) L(h)
Comme on a la convergence uniforme de %@B vers 1 sur chaque intervalle
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5.3. Processus a longue mémoire

,U«h,sflu‘}rhs .
[a,b] et comme —Emp — Lon obtient

Lph,s — i)

) — 1

lorsque i — oo. On obtient

) L — ) ~ GEITD) L) 6539

Ml S (Mh,s - )U“;,s

Comme sup |ox(t)| = ox(0) < oo, 0ona
teERT

My < ox(0)P (T < pins — ths) = ox(0)P (=Ths + E[Ths] > pih)

On applique l'inégalité d’Hoeffding aux variables Z; = —A; 1 Aj<us VR qui sont

p.s. dans [—“—Z 0] pour obtenir,

\/E?
i\’
My <ox(0)exp | —2 %
Hh

N2
et <’uh’s> ~ (RE[T1])*"~*). Finalement,

My = o((RE[T1]) "1 *24L(R)). (5.3.6)

Avec (5.3.5) et (5.3.6), on obtient la borne supérieure. [ |

Normalité asymptotique du processus des sommes partielles

Nous avons vu dans la section précédente que le caractere gaussien du proces-

sus initial n’était pas maintenu apres échantillonnage (voir Proposition 5.2.2). Ce-

pendant, nous allons montrer dans cette partie que nous pouvons trouver asymp-

totiquement un processus gaussien.
On définit

]
Su(r)=3"Y;, 0<7<1 (5.3.7)
j=1

le processus des sommes partielles de Y.

Dans le théoreme 5.3.4, on va pouvoir montrer que sous ’hypothése gaus-
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Chapitre 5 — Echantillonnage aléatoire de processus stationnaires a temps continu

sienne pour X le processus des sommes partielles normalisé converge vers un
processus gaussien. Pour prouver la convergence du processus des sommes par-
tielles normalisé, nous devons d’abord obtenir un résultat sur la convergence en
probabilité de variance conditionnelle de S,,.

Lemme 5.3.3

Si X est un processus gaussien avec une covariance a variation régulieére
ox(t) = L(t)t1%, avec 0 < d < 1/2 et L est a variation lente en linfini et
décroissante a partir d’'un certain rang (hypothése 5.3.1).

Alors, si E[T}] < oo,

Ln) ™0 2 Nar(Xpy + -+ X, [Ty, T) 225 4 (5.3.8)
ou [T)] 1424
E(Ti|~
= —_——— 5.3.9
Y= 00 1 2d) (5:39)
Démonstration : Voir 'annexe. ]

Théoréme 5.3.4

Si X est un processus gaussien a covariance a variation réguliére ox(t) =

L(t)t~*2 avec 0 < d < 1/2 et L & variation lente en l'infini et décroissante a
partir d’un certain rang (hypothése 5.3.1). Alors, si E[T;] < oo, on obtient

7;1/2L(n)_1/2n_1/2_d5n(-) —— Bi,,(), (5.3.10)

n—oo 2

ot la convergence a lieu dans D|0, 1] muni de la norme uniforme, Bi, est le
mouvement brownien fractionnaire de paramétre } + d et , est défini dans
(5.3.9).

Démonstration: On commence par prouver la convergence des lois fini dimension-

nelles de
vy PL(n) T2 12, ()

vers celles du mouvement brownien fractionnaire B1_ ,(.).
2

Il suffit de montrer que pour tout k > 1, by, ... ,bp € R, 0 < ty,..., 1t <1,

k
An =77 P L) 20 2T b8, (1)

=1
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5.3. Processus a longue mémoire

vérifie .
A, £ > biBy4lt)-
i=1
Siti =--- =1t =0, alors
12 k k
" L(n)—l/Qn—l/2—dei5’n(ti) = ZbiB%er(ti) =0.
i=1 i=1

Sinon, on peut choisir n suffisamment grand pour avoir [n max;(¢;)] > 1 et on pose
7" =(Ty,... s Tl maxi (¢;))) @fin de calculer la fonction caractéristique de A,

, 2 n
@An (t) = E[e”A”] = E[e‘%var(AﬂT( ))]
et
Var(A,|T™)

k
= 3 by Lln) " RS, (1) S () [T]
i,j=1

k -1 —1,,—1-2d

ib7a 'L

= >0 P PO T (8, (8)T) + Var(S,(4)T)) — Var(,(t:) — 5 (1) [T0)]
Z:]::L

Par le Lemme 5.3.3,

L(n)_ln_1_2dVar(Y1 + -+ Yn‘Tl sty Tn) M -
n—oo
donc
B o b
Y Ln) ™ T 2 Var (S, (1) T) 2222 112
pour t; > t;
v 'L(n) " T 2 Var (S, () — Sa(ty)|T™)
_ 'yd_lL(n)_ln_1_2dvar(y[nti}+1 4t }/[’I'Ltj] ‘T(m)
proba (ti . tj)1+2d~
n—oo
Finalement,

k

n)y Pproba

Var(A,|T™) — AZI bibjré+d(ti7tj)
©J=

ouri g €st la fonction de covariance du mouvement brownien fractionnaire .
2
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Par le continuous mapping theorem, pour t € R fixé,

t2 roba t2 k
exp <_2Var(AnT("))> % exp (_2 Z bibjr;+d(ti’tj))

ij=1
P <

ainsi par le théoreme de convergence dominée, on obtient

2
exp <—t2var(An\T<">)> D <1 =1,

¢ 2 F
exp <2Var(An\T(”))> % exp (2 Z bibjré+d(ti,tj)) .

,j=1

En particulier,

2 &
Pa,(t) ey OXP <—2 1;]2—:1 bibﬂ”;w(tiatj)) = ®Zf:1bi3%+d(ti)(t)'
La suite des processus des sommes partielles 7d—1/ ’L(n)~1/2n=1/2-dg, () est tendue
dans D(0, 1) muni de la norme uniforme (par application directe de la Proposition
1.2.15) et on obtient ainsi la convergence dans D[0, 1] muni de la norme uniforme. W

Résultats statistiques dans le cas de la longue mémoire

En conséquence de ce théoréme limite, nous utilisons la méthode d’estimation
non paramétrique basée sur la statistique du re-scaled range (R/S) pour estimer
d a partir du processus échantillonné Y. La statistique R/S est définie comme le
quotient entre R, et S, ou

k
R, = lrg%;(yj -Y,) - lggnjﬂ(yj -Y,) (5.3.11)
et
N 1/2
S, = ( Y -Y) | . (5.3.12)
i3
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5.3. Processus a longue mémoire

Proposition 5.3.1

Sous les mémes hypothéses que le Théoréme 5.3.4, on a

L(n)l/inl/%d?: ni}; ()= 03(10) (gr<1ta<x1 B(%Jde(t) B olgti% Bg+d(t)>
(5.3.13)
ot B%M(t) = Bi,4(t) — tB1 4(1) est le pont brownien fractionnaire et 7,
est la constante définie dans (5.3.9).

Démonstration: On utilise 'égalité

Y~ T =¥ = 3 ¥ = (1) = Sl
j=1 = = noen
et la convergence du processus des sommes partielles du Théoreme 5.3.4, pour
avoir
Hn Lot V7a | max BY  (t) — min BY ()
L(n)Y/2pl/2+d n—ooo o<t<1 ztd 0<t<1 ptd '

Ensuite, nous étudions la convergence en probabilité de

2
1 — 1 «
Sﬁznzyf_(nz”) |
7=1 j=1

n
Comme Var Y; | ~ Cn'™4, onapoure >0
j=1
1 n n
P ﬁ Z }/3 >e| < 5 2V&I' Z YY m 0
j=1 =1
et

n-e J=1k=1
1 n n ) ) ,
= =5 2. > (B [EIX3, X311, 10| - ox(0)?)

Pour (s,t) € (RT)2, on décompose X2 et X7 dans le systéme orthogonal complet
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2
des polynémes d’'Hermite (H},)x>0, <X(o)> = Hy < Xs - ) + Ho < . >,

ox ox(0) ox(0)

BIX2X7] _ x, X, X,
o =0 () ()] <= 1 () o (o).
o (oem) = ()] += = (i) = (i)

Ux(O) O'X( UX(O)

En utilisant la propriété d’orthogonalité des polynémes d’Hermite pour un couple

alors

+E

gaussien a variances unitaires (voir par exemple Prop 2.4.1 de [Gir+12]), on ob-

tient
X X
E[X2X}] = 0%(0) |1+ 2Cov? = =
= 0%(0) + 20%(t — s)
Finalement,
P=YVE—ox(0)>c | <55 3 S B [ok(T; - T)]
ni3 et k=
4 n—1
- n2e2 (n - J)E {Jg((TJ)}
=0
Si0<d<1/4, 2Zn 7) [ } ZE{O‘X lmOenappliquant

la Proposition 5.2.3 avecp = lala fonctlon 0%.Si1/4 < d < 1/2, on utilise le
Théoréme5.3.2 qui donne

%in—ﬂ E |o% ()] ~ Cn =2

et on obtient dans les deux cas que

1 n
Pl vz
(nj1 ;mox) >

6) —0
n—oo
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5.3. Processus a longue mémoire

On conclut que S, p:ﬂ> Vox(0) et
n—oo

1 Ry Loi
L(n)/2p1/2+d 5, nsoo

L Yd 0 o 0
R(1) = ox(0) (()IgfsxlBéer(t) Orgtlng%er(t)) -

Dans le cas ot L(t) = ¢ > 0 pour tout ¢ > t;, en prenant le logarithme dans
I'expression (5.3.13), on obtient I'identité heuristique suivante :

log (?) ~ (1/2 + d)log(n) + log(v/cR(1))
On estime alors la pente de la droite de régression a partir des points (log(n), log(R,/S.))
qui fournit une estimation R/S de d. Remarquons que dans le cas plus général ou

L est une fonction a variation lente décroissante a partir d’'un certain rang, on a

log (£2) ~ (1/2 + d)log(n) + log(L(n))/2 + log(R(1)) et log(L(n)) est négligeable
comparé a log(n).

Dans la Figure 5.2, nous avons représenté plusieurs réalisations de la statis-
tique R/S d’un processus échantillonné a partir d’inter-arrivées i.i.d. £(1) et d’'un
processus initial gaussien de covariance ox(t) = (1 + |t|)~1*2¢ ol on fait varier la
valeur de d.

(a) d=0.1,dg/s = 0.091 (b) d=0.3,dp/s = 0.34 (©) d=045,dg/s = 0.46

FIGURE 5.2 — Réalisations de trajectoires de la statistique n — log(R/S(n)) (en rouge)
pour différentes valeurs de parameétre de mémoire avec des intervalles A; ayant une loi
exponentielle de moyenne 1 et un processus initial gaussien de fonction d’autocovariance
ox(t) = (1+1t)~1*24 En bleu, on représente la droite de régression dont la pente corres-
pond a dp /s + 1/2. Les axes des abscisses sont en échelle logarithmique.
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5.3.2 Perte de mémoire lorsque E[7}] = oo

Le phénomene est le méme que dans le cas discret (voir [PV10]) : a partir
d’un processus a longue mémoire, une loi d’échantillonnage a queue lourde peut
conduire a un processus a courte mémoire.

Proposition 5.3.2

Supposons que la fonction d’autocovariance de X vérifie
lox(t)] < emin(1,¢71%24) vt e Rt (5.3.14)
ot1 0 < d < 1/2. Si pour un certain 3 €]0, 1]

liminf (7 P(T} > 2)) > 0 (5.3.15)

T—r00

(ce qui entraine E[T}] = oc) alors

—142d

loy(h)] < Ch™F . (5.3.16)

Démonstration: De I'hypothese (5.3.14), on a
oy (h)| < Ellox(Th)[] < cE[min{1, T, 4]
Ainsi si on pose S** la fonction de répartition de 7}, on a par intégration par parties
E[min{1, 7, *™}] = /01 ds*(x) + /loo x ™2 g8 ()
— (1) 4 (1 2d) /1 G () — S (1)
= (1-2d) /1 - ¢~ 224G (1) d. (5.3.17)

De 'hypothese (5.3.15) sur la queue de la loi d’échantillonnage, il existe C' > 0 et
xo > 1 tels que
Vo > xg, P(Ty >z)> Cx P,

De plus, pour z € [1, 2],

P P(Ty > z) > P(Ty > x0) > Cxaﬁ.
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5.3. Processus a longue mémoire

S*h(z) = P(T, <z) < P( max A; < x) =P (71 < x)h
< (1 —éx—ﬂ) <e oP. (5.3.18)

En rassemblant les équations (5.3.17) et (5.3.18), on aboutit a

Ch

E[min{1, 7, ""24}] < (1 - 2d)/ 22758 dy
1

h -
_L- _BthO?d)/B / L (1=20)/8—1,~Cu g,
0

et le résultat en découle puisque

h 3 N
/ y(1-24)/6-1,~Cu g, h=voo [ (1-2d)/5-1,~Cuy,,
0 0 |

La proposition suivante stipule que la borne pour le parametre de mémoire du pro-
cessus échantillonné trouvée dans la Proposition 5.3.2 est optimale sous certaines
hypothéses supplémentaires.

Proposition 5.3.3

Supposons que
ox(t) =t7THL(1)

ou 0 < d < 1/2 et L est a variation lente en I'infini et monotone a partir d’'un
certain rang. Si
B = sup{~y : E[T}] < oo} €]0, 1] (5.3.19)

alors, pour tout € > 0, il existe C. > (0 tel que

—2d
oy(h) > C.h™ 7, Vh>1 (5.3.20)
Démonstration: Soite > 0.0n a
_ —1+2d— 58 1494 8=
ox(Ty) T1+2d T, 2 pe Ty + 2 Be
T~ _hI;Zd_EL(Th) = h_?zd_EThQ L(Th) = | 35 T,* L(Th)
h 8 h™ B h™ B
ou

(1—2d)/6+5_1(1—2d+65>
1-2d+5% — B\1-2d+pe/2)
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En utilisant la Proposition 1.3.6 de [Bin+89], on a

F ps
T,7 L(T)) 25 +o0
h—o0

De plus, 6 > % Cela implique en utilisant (5.3.19) que IE[Tl1 / 6] < oo. Ensuite, la

loi forte des grands nombres de Marcinkiewicz-Zygmund (voir [Sto74] Théoréme

3.2.3) conduit a :

Th p.s.
W o 0. (5.3.21)

Enfin en appliquant le Lemme de Fatou :
Y h )
o ( ) h—

1-2d

| — ' n

5.4 Comparaison entre le sous échantillonnage et 1’agré-

gation temporelle

Les mémes notations que dans les sections précédentes sont conservées : on
part de X = (X;);cr+, Un processus centré stationnaire du second ordre a temps
continu de fonction d’autocovariance ox(.) et d'une marche aléatoire (7,),>¢ in-
dépendante de X. Les intervalles d’échantillonnage 7., — 7; = A; sont i.i.d. de
densité de probabilité commune s a support sur R*. De plus, Ty = 0.

Nous voulons considérer le processus agrégé f%;f“ X; dt comme une variable
aléatoire. Pour cela, nous avons besoin d’hypothéses supplémentaires sur l'inté-
grabilité de X pour garantir que [’ |X,|dt < oo pour 0 < a < b < oo et sur la
mesurabilité de X. Si nous supposons que X a des trajectoires continues ([MS70;
Kub70; Kaw81]) ou que sup,¢,; (| X:|) < oo pour tout 0 < a < b < oo etsile
processus X : [0, 0o[x{2 — R est conjointement mesurable, I'intégrale stochastique
/% X, dt est bien définie et est une variable aléatoire.

Dans cette section, nous supposons que ces conditions sont remplies et nous
définissons le processus agrégé comme suit

Thi1
7 :/ X, dt. heN. (5.4.1)

Th
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Ce processus agrégé est bien défini puisque P(0 < T}, < Tp41 < oo) = 1. Dans
[TCOS5c], le processus est agrégé sur des intervalles de la forme [hA, (h + 1)A]
ou A est un pas déterministe. La structure de corrélation de la suite r-différenciée

r (h+1)A
{v ( / L(u)du) } est étudiée en supposant que le processus de la r—ieme
ha heN

dérivé de L est un modele CARFIMA(p, H, q). En particulier, ils donnent des résul-
tats sur le comportement de la structure de corrélation lorsque A — oo.

Dans cette partie, nous comparons les fonctions d’autocovariance des processus
agrégés et échantillonnés.
Lemme 5.4.1

Le processus agrégé défini dans (5.4.1) est un processus stationnaire du second
ordre et sa fonction d’autocovariance est donnée par

07(0) = 2// ox(t — s)P(t < Th) dt ds
0<s<t
et pour h > 1,

oz(h) = //O<s<t ox(t—s)P(0<s<Ty, Tp <t <Th)dtds.

Démonstration: On a

Th1
E[Zy) =E l/T Xy dt‘| = /E[Xt Ly, <t<1),,] dE
h
= /E[Xt]E[]lThgt<Th+1] dt=0

car X et T sont indépendants.
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Soitpe Neth > 1,

E[Zh1pZ,p) (5.4.2)

Tpt1 Thipt1
—E / X, ds / X, dt
Ty Thtp

— [ BX X Uyt Tietiy ) dt ds

_ //<t ox(t—8)P(Ty < 5 < Tpi1, Thyp <t < Thyps1) dt ds
s

=E {E [//Kt ox(t—8) Lo<s—Ty<Ap, AptotBppn1 <t—Tp<Apt-tA,yy, AU dU|Tp”

=E [E [//u@ ox (V=) LocucAy, ApttAppnr <Sv<AptotA,,, dt dS\Tp”

://< ox (v~ W) PO <u< Ay, Ayt t Ayt <0< Aptooet Apyp) dudo
<o

:// ox(v—u)P0O<u<Ti, Tp <v<Thyq) dudo (5.4.3)
u<v

9 Tpt1 Tpt1
E[Z2] =E / X, ds/ X, dt
Tp Tp

=2 // . E[XSXt ]1Tp§5<t<Tp+1] dt dS
s<

=2 //0§u<v ox(v—u)P(v<Ty)dudv (5.4.4)

Comme (5.4.3) et (5.4.4) ne dépendent pas de p, la stationnarité du processus
est prouvée. |

Example 5.4.1. Echantillonnage par un processus de Poisson

Dans le cas d’un échantillonnage de Poisson, les intervalles entre deux observations
Tj41 —T; = Aj sont i.i.d. de loi commune une loi exponentielle. Soit N le processus
de comptage associé a la marche aléatoire (75,),>

N(t) =Y 1p<.

J=1

Le processus N est a accroissements stationnaires et indépendants et, pour tout ¢ fixé,
N (t) suit une loi de Poisson de paramétre t¢ ot ¢ = E[T;]~'. On pose p(t, k) = P(N(t) =
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Pour h > 1,

oz(h) = / /0 . ox(t = 9)P(N(s) = 0. N(t) = N(s) = h) di s
— //ogs<t ox(t—s)p(s,0)p(t — s, h) dt ds
= //RMR+ ox(z)p(y,0)p(x, h) de dy

— [ ox(@p(@.h) dr [ p(y,0)dy.

Ry R,

De plus
| pw.0)dy= [ P(Ti>y)dy=Em] =0
Ry R

Ainsi, on a

1
oz(h) =01 A ox(x)e " hﬁ dz
+ .

Comme T}, suit une loi gamma distribution de paramétre (h + 1, A), on a

Uz(h) = g_QE[UX (Th+1)}

conduisant a une forme explicite de la fonction d’autocovariance pour le processus agrégé

avec un échantillonnage poissonnien
oz(h) = E[T)*Elox (Th41)] = E[T1)? oy (h + 1), pour h > 1 (5.4.5)
et avec le méme calcul

07(0) = 2E[T1)*E[ox (T})] = 2E[T}]*oy (1). (5.4.6)

Proposition 5.4.1

Si X est un processus gaussien alors les marginales du processus agrégé Z sont
identiquement distribuées mais non gaussiennes. En particulier, Z n’est pas un
processus gaussien.

Démonstration: Commencons par montrer que Zy = fOT ! X, dt n’est pas gaussien.
Sachant 71, la loi conditionnelle de Z; est une loi normale centrée de variance

OT b (;‘F ' ox(t — s)dtds. On peut alors en déduire la densité bivariée de (Zy, 1) :
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2
eXp (_2 v yax (t—s)dtds)
fzom)(@,y) = - fz Jo ox $
\/27r I3 [§ ox (t — s)dtds

ou s est la densité de la variable aléatoire 7}. Posons V' = fOT ! OT Yox(t — s)dtds,

ona

exp (— %)
V2rV

On a Var(Zy) = E[V]. SiE[V] = 00, Zy n’est pas gaussien puisque les lois normales

fZO(:C) =E |:

admettent une variance finie.

On suppose désormais que E[V] < oco. Soit W une variable aléatoire gaussienne
centrée de variance E[V]. La densité de IV est alors

exp (i)

fw (@) = onE[V]

La variable aléatoire 7 est ainsi gaussienne si et seulement si pour presque tout
r € R,

2
exp (—;—V)

VV

R ),
a E[V]

La variable aléatoire V' est positive presque stirement. Pour x € R et ¢ > 0,
22

on définit W, (t) = %, Zy est gaussienne si et seulement si pour presque tout

x € R*, U, (E[V]) = E[¥,(V)]. On peut remarquer que E[U (V)] est bien définie

et finie pour z # 0 puisque 0 < ¥, (V) < 8_;/2 p.s.

— SiE {ﬁ} < 00, posons h(z) = E[U,(V)] — ¥,(E[V]). En utilisant, pour y > 0
fixé, la continuité de ©+ — ¥, (y) et la relation |V,(y)| < ﬁ, on en déduit
du théoreme de continuité des intégrales a parametres, la continuité de A sur

o 1] 1 9 1 e .
R. De plus h(0) = E {W} &) > 0 par l'inégalité de Jensen puisque V'

n’est pas constante p.s. Ainsi, il existe ¢ > 0 tel que pour tout = € [—¢,¢],
E[¥,(V)] > o (E[V]).
— SiE [ﬁ} = oo. Alors,on peut trouver M > 0 tel que E {ﬁ ]IVZM} >

On a alors pour z €]0, v M],

el/2
E[V]’

E[W, (V)] > E[U, (V) lysy] > e 30E L/lV ]lVZM} s> 1 S w,Ey).

On en déduit que Z; n’est pas une variable gaussienne.
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Finalement, pour h > 1, 7, = f%;h*Ah X,dt. Par les mémes arguments que pour

Zp, 0n a

exp ( 2fyy+z f;/+z ax(t—s)dtds> ;

fznmnan(@,y,2) = : 7,(y)s(2)
Gt 2 T T ox(t— sydtds

$2
eXp (_ZIOZ foz Ux(ts)dtds>
= Ir
\/27r I5 J5 ox(t — s)dtds

y)s(2)

On en déduit fz, () = E[V,(V)] = fz,(z). Finalement, YA > 0, les variables
aléatoires 7, sont identiquement distribuées avec une loi non-gaussienne. |

Lemme 5.4.2

Si ox est décroissante sur R*, alors pour h > 1

oz(h) <E[T}]? oy(h —1) (5.4.7)

Démonstration: Dans la partie droite de la relation
oz(h) = E[/Kt ox(t —5) Lo<s<r <) <t<T, dt ds],
ona Ty —1T) <t—s < Ty cequiconduita
oz(h) <E[Ty\(Thy1 — Th)ox (T, — Th)] .

Finalement, 7},,1 — 7}, est indépendant de (77,7}) et 1), — T3 est indépendant de
Ti. Le résultat en découle. |

Grace au Lemme 5.4.2, certaines propriétés du processus échantillonné peuvent
étre directement transposées au cas du processus agrégé. La proposition suivante
les réunit.

Proposition 5.4.2

1. Si ox est bornée par une fonction strictement positive, décroissante et

intégrable et si E[T}] < oo alors Y _ |oz(h)| < oco.
h>0

2. SiE[Ty] < oo et ox(t) = t1*24[(t) ot L est une fonction a variation
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lente en I'infini décroissante et 0 < d < 1/2 alors,
oz(h) < oy(h) ~E[T]" 2 0L(R)  h— o0

3. Supposons lim inf [:chP(Tl > x)} > 0 pour un certain § € (0,1) (ce
qui implique E[T/] = o). Si ox est décroissante sur R* et |ox(t)| <
cmin(1,¢7124) avec 0 < d < 1/2, alors

loz(h)| < Ch=(724/5,

Démonstration: Ces résultats sont des conséquences immédiates du Lemme 5.4.2
et de, respectivement, la Proposition 5.2.3 avec p = 1, le théoreme 5.3.2 et la
Proposition 5.3.2. |

5.5 Annexe

Preuve du Lemme 5.3.3.
Pour la preuve du Lemme 5.3.3, nous avons besoin du résultat intermédiaire sui-
vant :

Lemme 5.5.1

SiE[T1] < oo et si X a une fonction d’autocovariance a variation réguliere
ox(t) = L(t)t 12

avec 0 < d < 1/2 et L une fonction a variation lente a I'infini et décroissante a
partir d’un certain rang. Alors,

Var(ox(T},)) = o(L(h)*h~2™4)  lorsque h — +o0 (5.5.1)

Démonstration: Par le Théoréme 5.3.2, on a E[ox(T})] -~ L(h)(hE[Ty])~1+24,
—00

Pour obtenir le résultat, il suffit donc de prouver que

Elox (Th)?]  ~ L(h)*(hE[T3])*"*,

h—o0
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Afin de montrer le comportement asymptotique de E[o x (7},)?], nous allons suivre
la méme preuve que pour le Théoreme 5.3.2 :

e Soit 0 < ¢ < E[T}], et h € N tel que ch > 1,

_ . 1
Elox(T1)?] > E[ox(Th)*1g,a) > E[L(TW)T, > In,ma) > inf {L(1)*H)E [TT}L
h

—_

Grace aux inégalités de Jensen et d’Holder,

11, >cn
([

1 2 1
>E [ijfh} et P(T}, > ch)? < E[T},|E [Th”] :
h

h Th

ce qui donne

B [ﬂTh>ch‘| > P(T), > ch)*
T |~ E[T)?
d’ou
Elox (Th)?] S infys e {L(t)%t4}

EP BT )7 = Lipehitgzyy > o 62

Ensuite, pour ¢ < E[T1], on a P(T}, > ch) — 1 et infy o, {L(t)?t*} ~ L(ch)?(ch)*.
Finalement, pour tout ¢ < E[T}],

. Elox (T3)*] < ¢ >4d
1 f >
hsoo L(h)2(WE[T)])-2+4d = \E[T}]
En prenant la limite lorsque ¢ — E[T}], on obtient
2
liminf —2OXTWT

hosoo L(R)2(RE[Ty])~2+4d =

e Soit 3 < s < 7 < 1, g tel que L(.) soit décroissante et positive sur [to, co)
et h tel que py, s — pj, o > to (les notations correponsdent a celles utilisées dans le
Théoréme 5.3.2),

Elox(Th)?] = E LT 1, 2| + B [0(T0) 1, o< o

—2+4d
< L(,Uh,s - M;,s)Q (Hh,s - ,uiTz,s) + UX(0)2P (Th7s < Wh,s — M;—z,s)
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Chapitre 5 — Echantillonnage aléatoire de processus stationnaires a temps continu

Elox(Tw)?]  _ (L(uh,s - uz,5)>2 <uh,8 —ihs )
L(h) RE[T3]
P (Th,s < Hh,s — ,LL;;’S)

+ ox(0)? L(h)2(hE[Ty]) 24

On a donc ox( )2]
. Elox (T},
| <1.
e L(2(KE[T])~2+1d =

On retourne a la preuve du Lemme 5.3.3. Posons

W, =L(n) 'n 7Y "> ox(T;-T;) = L(n) 'n " Var(Xpy+ -+ X7, [T}, . ...

i=1j=1

Y Tn)

On cherche a prouver que WW,, converge en probabilité vers ,. Pour cela, on montre

que E[Wn] m vq €t V&I‘(Wn> m 0.

e Comme X est un processus centré E[IW,] = L(n) " 'n"'"2Var(Y; + Y,). Or
par le Théoréme 5.3.2,

oy(h) ~ LINRE[T]) " h = oo,
d’ou

Ln) 'n ' Var(Yi + -+ Y,) —— Y (5.5.3)

n—oo
(voir par exemple [Gir+12] Prop 3.3.1 p.43)
et on obtient
E[W,] —— 7a.

n—oo

e De plus,

Var(W,)) = L(n)"*n"**Var (Xn:zn:ax(Tj — Tl))

i=1j5=1

< L(n)—2n—2—4d (zn: zn: \/Var(ax (TJ - Tz)))

i=1j=1

(zn—l )3 (n — Var<oX<Th>>)2

h=1
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Par le Lemme 5.5.1, /Var(ox(73)) = o(L(h)h 1) et 2> (n — h)L(h)h 2% ~

h=1
L(n)ntt2d

———.0 1
(1 + 2d) n a alors

2 hi(n — h)\/Var(ox(Ty)) = o L(n)n**2%)

Au final, Var(W,,) = o(1) ce qui signifie que Var(WV,,) —— 0. On obtient

W, Lr,
LIPS V-
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Chapitre 6 — Etude spectrale de 1’échantillonnage de processus stationnaires

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous prouvons que, sous des conditions assez générales,
I'existence de la densité spectrale est préservée par échantillonnage aléatoire. Cer-
tains processus a temps continus ont déja été étudiés auparavant du point de vue
de I’étude spectrale. Notamment, dans [TC05a] et [Tsa09], Tsai et Chan ont étu-
dié le modele des processus a temps continu CARFIMA(p,H,q) (autorégressifs,
moyenne mobile, fractionnairement intégrés) pour lesquels ils donnent 'expres-
sion de la densité spectrale (voir [TCO5b]). Egalement, dans [Via+94], des proces-
sus ARMA fractionnaire et a temps continu sont construits. Sous certaines condi-
tions, ces processus sont gaussiens stationnaires et centrés. De plus, Viano et al
donnent des résultats sur la densité spectrale de ces processus.

L’inférence statistique pour les processus en temps continu est généralement
construite a partir d'un processus échantillonné (voir [TCO5a], [TCO5b], [Cha96],
[Com96]). Différents types d’échantillonnage peuvent étre envisagés. Sous I'hy-
pothese d’identifiabilité du modele, Chambers [Cha96] considére I'estimation du
parametre de longue mémoire d’un processus ARMA fractionnaire a temps continu
avec des données a temps discrets en utilisant le comportement de la densité spec-
trale pour les basses fréquences. Comte [Com96] a étudié deux méthodes pour
I'estimation avec des données régulierement espacées : la méthode de vraisem-
blance de Whittle (introduite dans [Whi62]) et 'approche semi-paramétrique de
Geweke et Porter-Hudak [GP83]. Pour un échantillonnage aléatoire particulier,
Bardet et Bertrand [BB10] proposent d’étudier un estimateur de la densité spec-
trale basé sur I'analyse par ondelettes des processus gaussiens stationnaires qu’ils
considerent. [LM94] proposent un estimateur pour la densité spectrale d'un pro-
cessus stationnaire a courte mémoire a temps continu échantillonné a I'aide d’un
processus ponctuel stationnaire. Dans le cas de processus gaussiens stationnaires,
I'estimation de la densité spectrale est souvent basée sur une méthode utilisant le
périodogramme (voir [SS60], [Mas78a], [Mas78b] ou [LM94]).

Les notations de ce chapitre sont les mémes que dans le chapitre précédent :
X = (X})ser+ €st un processus stationnaire du second ordre a temps continu de
fonction d’autocovariance ox(.), (7,,)n>0 est une marche aléatoire indépendante de
X, les intervalles d’échantillonnage 7, —7; = A; sonti.i.d de densité commune s
a support sur R*. L’origine des observations est fixée a l'origine des temps : Ty = 0.
Sans perte de généralités, X est supposé étre un processus centré.

La section 6.2 présente quelques cas de préservation de I'existence d'une den-
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sité spectrale lorsque le spectre de X est absolument continu. La section 6.3 est
consacrée a I'’étude du comportement asymptotique du périodogramme normalisé
de Y sous '’hypothese d’'un processus initialement gaussien avec une covariance
a variation réguliere. La loi asymptotique correspond alors a une statistique de
type x? pondéré. Enfin, la section 6.4 présente des résultats d’inférence pour le
parametre d de longue mémoire sous les conditions d’un processus initial gaus-
sien a longue mémoire. Une condition vérifiée par les cumulants d’ordre 4 permet
de montrer la convergence de l'estimateur local Whittle et de I'estimateur HAC
de la variance asymptotique nécessaire a I'étude de la moyenne du processus et
permettant de tester la mémoire du processus.

6.2 Existence d’une densité spectrale pour le processus

échantillonné

De nombreux estimateurs pour les processus a longue mémoire sont basés sur
le comportement de la densité spectrale (voir [Gir+12] pour un récapitulatif et
une analyse de ses estimateurs et [Gro+18]). Dans cette section, nous étudions
I'existence de la densité spectrale du processus échantillonné Y. Dans la propo-
sition suivante, nous montrons l'existence de densité spectrale pour X et Y sous
une condition L? pour la fonction d’autocovariance et nous établissons la relation
entre les densités spectrales de X et Y.
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Proposition 6.2.1

Soit 1 < p < 2. On suppose qu’il existe une fonction positive bornée o.,/(.),
décroissante sur R*, telle que

1. jox(t)] < ou(t), Vi€ R,
2. / oP(t)dt < oo.
R+

Alors les processus X et Y admettent tous les deux une densité spectrale et on
a les relations :

- / S@) fx(x)de, keN, 6.2.1)
Z / (™5)) fx(a)de, e [-m,al, 6.2.2)
kEZ
ot
S(z) = E(e™1) = pye™, (6.2.3)

est la fonction caractéristique de la loi des inter-arrivées. Les fonctions p et T
sont définis comme le module et 'argument de la fonction caractéristique.

Remarque 6.2.1. Les hypotheses de cette proposition correspondent a celles de la Propo-

sition 5.2.3 lorsque p € [1,2].

Démonstration: On a dans ce cas,

R+

/ ox (t)]dt < Ux(O)Q‘p/ oP(t)dt < oo.
R+

De plus, par la Proposition 5.2.3, on a aussi Y _ [0y ()P < oo et ainsi on a
h>0

oy (R)? < ox(0)*7 > oy ()P < cc.

h>0 h>0

X et Y admettent ainsi des densités spectrales fx € L?(R) et fy € L*([—m,n]).
Pour \ € [—m, 7],

fr(\) = Z e M B(ox (Ty)) Z e R (/ wT’“fX(m)dm),

kEZ keZ

Comme E (fR |ei$kaX(x)\dx) = Jp [x(2)dz = E[X?] < oo, on en déduit par le
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théoréme de Fubini que

fr(A) = % Z /ﬂ%e_ik’\E (emTk) fx(x)dx

kEZ

_ % 3 /R e NG (2)* fx(2)d

kEZ

ol la somme converge dans L?([—, ). |

Dans cette proposition, lorsque p # 1, la fonction d’auto-covariance est carré
sommable sans forcément étre sommable. On est donc dans un cas a longue mé-
moire. En particulier, cette proposition s’applique pour le modeéle de processus a
longue mémoire avec une fonction d’autocovariance a variation réguliére (modele
défini dans (5.3.1) ) lorsque le parameétre de mémoire d appartient a |0, ;[. Cette
proposition s’applique aussi dans le cas ot —1/2 < d < 0.

On se place désormais dans le cadre de I'existence d’'une densité spectrale fx
pour X. On commence par montrer le lien entre oy, la fonction d’autocovariance
de Y, et fx atravers la loi des inter arrivées.

Lemme 6.2.1

Supposons que X admet une densité spectrale fx. Alors pour tout k € Z

oy (k) = lim i e*g(r, x)dz, (6.2.4)

r—1—J—xn

1o 1=rSP
21 Jr |1 — rei=S(\)[2

g(r,x) = Fx(N)dA, (6.2.5)

et S est la fonction caractéristique de T;.

Démonstration : Voir 'annexe 6.5.1.

Proposition 6.2.2

Supposons que X admet une densité spectrale notée fx de la forme
Fx(N) = [A76(N) (6.2.6)

ol ¢ est une fonction positive, intégrable et bornée au voisinage de zéro, et ou
0 < d < 1/2. Si I'une de ces conditions est vérifiée :
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— (C1)d =0, i.e fx est bornée au voisinage de zéro,
— (C2)E(TY) < oo,
— (C3) la densité de T, vérifie

s(x) ~cx™? lorsque x — o0, (6.2.7)

avec 1l <y < 2etc> 0 (en particulier E(T}) = c0),
alors le processus échantillonné Y admet une densité spectrale fy définie sur
[—m, 7| (sauf éventuellement au point z = 0) par

/ Rl O/ fX()\)dA. (6.2.8)
~or ’1 67,wS

Remarque 6.2.2. Si le processus X a une courte mémoire dans le sens ou X admet une
densité spectrale fy continue bornée , alors le résultat de la Proposition 6.2.2 reste valide.

Démonstration : Voir 'annexe 6.5.2 pour les preuves sous les différentes conditions. Wl

La proposition suivante donne une forme plus explicite de la densité spectrale
de Y sous des conditions peu restrictives lorsque les arrivées suivent une loi expo-
nentielle.

Proposition 6.2.3

On suppose que 17 suit une loi exponentielle (de parameétre 1) et que X admet
une densité spectrale de la forme

Fx(X) = [\ 726(N), (6.2.9)

avec ¢(0) # 0 et ¢ dérivable au voisinage de zéro. Alors, pour x €|0, 7],

fy(x) = 2723 () (6.2.10)
ot fy- est une fonction positive et continue sur [—m, 71| et

frla) = 20 4 7O

+ o(2*%), lorsque © — 0. (6.2.11)
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6.3. Asymptotique du périodogramme

Démonstration: La preuve se trouve en annexe 6.5.3 |

6.3 Asymptotique du périodogramme

Dans cette section, on se place dans la cadre plus spécifique d'un processus
initial X gaussien stationnaire centré a longue mémoire de fonction de covariance

ox(t) =t2L(t), avec 0 < d < 1/2,

ol on suppose que L est une fonction a variation lente a l'infini ayant une limite
finie : lim,,_,o, L(n) = ¢ > 0. On suppose de plus que X admet une densité spectrale
fx dont on suppose qu’elle vérifie les hypothéses de la Proposition 6.2.3.

Nous échantillonnons aléatoirement ce processus aux instants d’échantillon-
nage (7;); tiré suivant un processus de Poisson. En particulier, on se place dans
un cadre ou E[T}]| < oo pour lequel I'existence d’une densité spectrale pour X en
induit une pour Y (voir Proposition 6.2.2 sous 'hypothese (C2)).

Dans la suite, nous étendons certains faits bien connus sur les propriétés des
périodogrammes au processus échantillonné Y. En particulier, un des nos princi-
paux résultats consiste a établir que le périodogramme normalisé de Y converge
asymptotiquement vers une statistique de type x? pondéré.

Soit fy la densité spectrale de Y. Pour j € {1, ... ,|[n/2]}, on définit
In Y ik
" 2mn Z ‘
le périodogramme de (Y3, ...,Y,) a la fréquence de Fourier \; = 2%,

Dans [HB93], Hurvich et Beltrao se sont intéressé a des processus en temps

discret a longue mémoire de périodogramme I, et de densité spectrale f. Pour
In(X;)
F(A5)

ces processus assez généraux, ils étudient le comportement du rapport %°4 ou

n — oo et j est fixé.

Alors que pour une fréquence w quelconque fixée, on a E [I"(“’)} —— 1 et pour

f(w) n—00

M fréquences fixées (?((;11)), cee 57((5]%)) tend asymptotiquement vers M variables

i.i.d exponentielles ([Han73]), ce n’est plus le cas lorsqu’'on étudie les basses

fréquences \; (dépendant de n). Ce sont ces fréquences qui comptent lorsqu’on
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cherche a estimer le parameétre de mémoire d a partir d'une méthode basée sur le
périodogramme. En particulier, si le processus a temps discret étudié est gaussien,

les variables (1;((;11))7 T ?((AAX))

pliciter les variances et covariances. Comme la loi limite de

) sont asymptotiquement corrélées et on peut ex-
(A

In ) 7 .
e dépend de j et

de d, on a besoin de considérer un nombre de fréquences de Fourier tendant vers

I'infini pour les méthodes de régression du parameétre de mémoire d afin d’avoir
un estimateur asymptotiquement non biaisé.
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6.3. Asymptotique du périodogramme

Théoréme 6.3.1

On se place sous les hypothéses décrites ci-dessus sur X, Y et sur les inter-
arrivées. Alors pour tout nombre de fréquences de Fourier s > 1 fixé, et pour
tous ji,...,Js € {1,...,|n/2]} entiers tous distincts, on a

(L @U2G) + V2GL-  Li (DU Gs) + V2G)])
(6.3.1)
ou le vecteur (U(1),...,U(|n/2]),V(1),...,V(|n/2])) est un vecteur gaussien

centré. De plus, pourVj, k € {1,--- ,|n/2|}, onaU(j),V (k) sont indépendants
et

(In(/\jl) fn(%)) Loi
fy) T (A,) ) noeo

Var(U) = 5 - 24

Var(V () = 5 + 23

Cov(U(j), U(k)) = Lkag)(;) Zj&()d)’ pour i £ k. 6.3.2)
Cov(V(j), V(k)) = Lj”“(L‘?((; Zj&gd), pour j # k.

Les expressions de L;(d), R;(d), L;x(d) et R;;(d) sont données dans la re-
marque ci-dessous.

Remarque 6.3.1. Pour j,k € {1,---,|n/2]}, les quantités L;(d), R;(d), L;x(d) et
R; 1:(d) apparaissant dans le Théoréme 6.3.1 sont définies par :

et

—2d

L(d) = i /_ O:O (Zi:j.(i/ f)),z Qij d, (6.3.3)
R;(d) = 71T /_ Z 2 S_mi)(g/jj) .y 2;, - d), (6.3.4)
Lin(d) = Y i) : /_ Z o Sini§?2/2 =53 ;ﬁ - A, (6.3.5)
Ryuld) = (j?d /. 2k ini%@ ) . S (6:3.6)
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Démonstration : A I'aide de la décomposition

)

ZY cos( 7“)\ ZY sin( 7“)\

| 2nnfy (Aj) r= 27me( j) =

on va montrer le résultat plus général

1 n 1 n
( Z X7, cos(rj, ), ———or Z X, sin(rX;, ), -, (6.3.7)
2mn fy (Aj,) r=1 2mn fy (Aj,) r=1

n

n
ZXT cos(r Z T, sin(rAj, >

27mfy( L) r=1 27me( )
Loi . . . .
L (VL@ VG L @G VG )
Conditionnellement a (74, ...,7T,), le vecteur (Y1,...,Y,) est gaussien. Donc le

vecteur défini dans (6.3.7) a pour fonction caractéristique
1 Iv—1 2s
E [exp —§u Yru)|, pourue€R

ou X7 est la matrice de covariance, conditionnellement a (71, ...,7,), du vecteur
dans (6.3.7). La fonction caractéristique étant bornée, pour montrer la conver-
gence (6.3.7), il suffit de montrer que

s 2ot s (6.3.8)

ou X est la matrice de covariance du vecteur limite
( le (d)(U(Jl)¢ V(]l)): T Ljs (d)<U(]S)7 V(JS)))

Dans ce qui suit, la constante ¢ peut changer d’une ligne a une autre. Condi-
tionnellement a (71,...,7,), l'entrée de la matrice 37 en position (i, k) est de la

forme
1

ox(Tr —Ts)hi(r,s
2m\/fy<Aji>fy<Ajk>rzlszl A= )

ou

hik(r,s) = cos(rA;,) cos(sAj, ), ou cos(rAj,)sin(sA;, ), ou sin(rA;,)sin(sA;, ).
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6.3. Asymptotique du périodogramme

(lorsque i et k sont fixés, la forme de h; ;(r, s) est la méme pour tout r et s). Ainsi,
les entrées de E (X1) vont étre de la forme

! Z Z E(ox (T — Ts))hix(r, s)

2mng /[ fy (V) fy (Ng) r=15=1
1 n
= oy (r — s)hik(r,s).
s Iy Oo iy O 2 2 e

On a alors E(X7) = Y, par application du Théoreme 5 de [HB93] dont la

n

seule condition requise est la stationnarité du second ordre pour le processus Y et
le comportement (6.2.10) de sa densité spectrale. Pour finir la preuve, il suffit de
prouver que

Var (X7) —— 0, (6.3.9)

n—s+o00
i.e. que les variances des entrées de Y1 convergent vers zéro. Par Cauchy-Schwarz,
il est suffisant de regarder ce qui se passe pour les coefficients diagonaux de la
matrice. On traite ces coefficients dans le cas de cosinus (ceux avec des sinus se
traitent de la méme maniére). A j fixé, en utilisant le fait que f()\;) ~ bn?, on
peut écrire a 'aide de I'inégalité de Cauchy-Schwarz

1 n n
Var (27mfy()\]) ; SZ:; ox (T, — Ts) cos(rA;) cos(s/\j))

~ > Cov (ox (T, — Ts) cos(rA;) cos(sA;), ox (T} — T) cos(r' Aj) cos(s'A;))

r,s,r’,s'=1

n on 2 n 2
< ﬁ (Z Z \/Var (ox (T, — Ts))) < ﬁ (; Var (O’X(Th))> . (6.3.10)
=1

r=1s=1

Comme o x est bornée et que T}, hL> o0, on a Var (ox(T},)) ~ £*Var (Th_HQd)
— 400

lorsque h — oo. Or, en utilisant que F(Fh(;)“) =h (1 + % +0 (h%)) lorsque

h — oo, 0on a

Var (134°4) = %) - (sreeoh) - POt (TS CE30

_ phd—2 {l—i- (1—2d)h(3—4d) B (1+ (1—2d)(2—2d)) +O(1>}

h h?
e [ (1]

Ainsi la variance dans (6.3.10) est bornée par c¢(n~! +n~%%) et donc converge vers
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zéro. [ |

6.4 Inférence pour le parametre de longue mémoire

Nous supposons toujours dans cette partie que X est un processus gaussien
stationnaire centré a longue mémoire de fonction de covariance

ox(t) =tT2L(),

ol on suppose que L est une fonction a variation lente a l'infini ayant une limite

finie et 0 < d < 1/2. On suppose de plus que X admet une densité spectrale fy.
Afin de simplifier les notations, on va supposer que la fonction a variation lente

L est de la forme L(t) = ¢(X*)~'*2¢ de sorte que ox vérifie 'hypothése suivante :

Hypothése (x) : ox est une fonction a variation réguliére de la forme
ox(t) =c(l +t)"" pourt > 0,

avec 0 <d<1/2etc>0.

La proposition suivante montre que, bien qu’il ne s’agisse pas d’un processus
linéaire, Y satisfait une condition sur les cumulants d’ordre 4.
Proposition 6.4.1

On suppose que les inter-arrivées sont i.i.d £(\). Si X est un processus gaussien
stationnaire vérifiant la condition () alors Y est un processus stationnaire du
4i¢me ordre et il existe C' > 0 tel que,

sup Y [eum(Yy, Yy, ¥, Yo)| < Cn?,

heN r,s=0
et
n
Z |Cum(Y0a Yh7 )/;‘7 Y:9>| < Cn4d-
h,r,s=0
Démonstration: La preuve se trouve en annexe. |
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6.4. Inférence pour le parametre de longue mémoire

Cette condition va nous permettre a la fois de montrer la convergence d’un es-
timateur du parametre de mémoire d ainsi que I'estimation de la variance asymp-
totique, nécessaire par exemple pour inférer la moyenne (inconnue) du processus
original X.

6.4.1 Convergence de ’estimateur local Whittle

Dans de nombreux travaux, la question de I'estimation du parametre de longue
mémoire d a été traitée sous différentes conditions sur le processus. Dans le cas
ol le comportement de la densité spectrale est connue autour de l'origine et de la
forme f(u) ~ blu|=2%, on va utiliser des estimateurs semi-paramétriques.

Geweke et Porter-Hudak [GP83] ont introduit I'estimateur du log-périodogramme
JGPH basé sur la minimisation de la fonction objectif

3% (10g(bA; ) — og(L(\))

My =
pour b > 0 etd € [-1/2,1/2] avec m,, — oo et m,, = o(n). Sous '’hypothése d'un
processus gaussien avec un parametre m,, bien choisi et de conditions techniques
sur la régularité de la densité spectrale, Robinson [Rob95b] montre la loi asymp-
totique de cet estimateur

2
T Loi m
\/mn(dng — d) m N (0, 24) .

Sous de bonnes hypothéses, [Hur+98] montre que la taille de la bande m,, opti-
male au sens de I'erreur quadratique moyenne est de l'ordre de O(n*/?).

L’estimateur local Whittle permet aussi d’estimer d a partir des basses fré-
quences [Rob95a] et est défini par :

dpw = argmin U, («)
agl-1/2,1/2]

ou la fonction objectif local U,, est définie par

1 2= 200
Upn(a) = log (m > A?afn(Aj)) -— > " log A;.

n j=1
avec I,()\;) correspondant au périodogramme de (Y;,...,Y,,) pris a la fréquence

177



Chapitre 6 — Etude spectrale de 1’échantillonnage de processus stationnaires

de Fourier \; = 2nﬂ Ici la taille de la bande de fréquences m = m,, vérifie m,, — oo
et m, = o(n). Dans [Rob95a], Robinson montre que dans le cas d'un processus
linéaire avec des conditions sur les innovations, sur la régularité de la densité
spectrale et sur m,, on a la consistance de d; ;. Avec quelques hypotheses supplé-
mentaires, on a aussi

n—0o0

Vi —d) 25 N (0,5),

ce qui fait de 'estimateur local Whittle un meilleur estimateur que 'estimateur du
log-périodogramme puisqu’il a une plus petite variance asymptotique.

On a vu que dans les conditions de cette section que fy () ~ b|A\|~2¢ lorsque
A— Oavec) < b < ocoetl < d < 1/2. On va s’intéresser a la convergence de
I'estimateur local Whittle pour le processus échantillonné qui n’est ni un processus
linéaire a innovations i.i.d. ni un processus gaussien ce qui empéche d’appliquer
directement les résultats connus sur cet estimateur. On va s’appuyer sur les travaux
de [Dal+06] sur la convergence de I'estimateur local Whittle pour des processus
non linéaires.

D’apres le Théoréme 1 de [Dal+06], si les périodogrammes normalisés

L(A))
b)\;2d

n;, ‘=

vérifient la loi faible des grands nombres :

1 &=

D B (6.4.1)

mn ] 1 -7 n—>oo
- b . . . .. .
alors on a dpw M d. En particulier, il faut trouver une condition suffisante
afin d’avoir cette 101 faible des grands nombres. Pour cela, [Dal+06] proposent
d’étudier la quantité

Ap, = max E|Y 0y —E[n]]

1<k<mn |

pour laquelle ils prouvent que si A,,, = o(m,,) alors la loi faible (6.4.1) pour les
n; est vérifiée. Si, de plus, on suppose davantage de régularité pour fy, on peut
montrer une vitesse de convergence pour l'estimateur.

Proposition 6.4.2

| On suppose que X est un processus gaussien stationnaire vérifiant la condition
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(%) et que les inter-arrivées sont i.i.d E(\).
Alors pour toute taille de bande de fréquences m = m,, vérifiant

m, — oo et m, = o(n),

on a la convergence de I'estimateur local Whittle pour le paramétre de longue

mémoire :
roba
ot d.

n—0o0

drw
Si, de plus, X satisfait les conditions de la Proposition 6.2.3 et que m,, = n®
avec) < a < 1, alors on a

log(n)(dpw — d) = o,(1)

Démonstration: D’apres ce qui a été énoncé précédemment, il suffit de montrer que
A, = o(m,) pour toute suite (m,,) telle que m,, — oo et m,, = o(n). Pour cela,
on va suivre I'idée de la preuve du Lemme 1 de [Dal+06].

On rappelle que fy (\) ~ b|A|72% lorsque A — 0 avec 0 < b < ccet0 < d < 1/2.
On pose alors

v(\;) = Vet
W) ,/27rnb/\ 2dz

de telle sorte que n; = lv(A;)[%. On peut alors écrire

Cov(n;,m,) =Cov(v(A)), v(Ap))Cov(v(As), v(Ap))
+ Cov(v(A;), 0(Ap))Cov(v(Az), v(Ap))
+ cum(v(A), v(Ap), V(Aj), U(Ap))-

Ainsi, pour 1 < k <mj,,ona

k 2 k
(Z ny — E[nﬂ) = Y Cov(nj,mp)
Jj=1 J

j,p=1
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Ainsi,

Ay < max (i1 (k) +in (k)" < max (in1 (k)% + ina(k)2).

T 1<k<mn T 1<k<mpn

n

A Taide du Lemme 4 de [Dal+06], on a

in1(k) <C Z (j_zdp_2+2d log? m,, + ]lj:p> < C(log3 My + my) < Cmy,.
1<j<p<mn,

Il reste maintenant a majorer i, »(k) uniformément pour 1 < k < m,, :

k A\2d)2d n A .
Z'nvg(k') < Z 2]7132 Z ez(t1—t2)>\j ez(t3—t3))\pcum (Y;51 7 1/1‘/2’ stv Y;t4)
Pre G P

mn ] 2d 2 n
<Cn? Z() S Jeum (Vi Yy, Y, V)|

- n
j=1 t1,t2,t3,ta=1

, ((m2d+1 2 n
SCTL_ # Z |Cum(Y217YVt27Y237Y24)"

t1,t2,t3,ta=1
Comme l'expression de cum (Y3, Y:,, Yis, Y2,) est invariante par n'importe quelle
permutation de {t1,t2,t3, ¢4} et invariante par translation (grace a la stationnarité
d’ordre 4 du processus), on a alors :

n

4d n
. _ m
Zm?(k) <Cn 2 (n) my, 4 Z ‘Cum (}/;517}/227 Y%37 Y;f4> ’

t1.tg,t3,tg=1
t1<min(tg,t3,t4)

4d n
< Cn_2 <> m%z Z |Cum (%7n2—t1’}/753—t17)/t4—t1) ‘

t1,t9,t3,t4=1
t1 <min(tg,t3,tq)

4d n n
<O (M) Tt 30 Y feum (Y0, V.Y, Yo)|
t1=1h,s,r=0

En utilisant la Proposition 6.4.1, on a alors la majoration,

4d
ina2(k) < Cn™2 (mn> m2 n nid

n n

On a alors

2d
Bmn <m1/2 + ) . (6.4.2)

My, " nl/2

. 1 : 1 A n
Dong, si m,, = O(n") avec v < 45, on obtient la convergence du quotient o
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vers 0. Comme 0 < d < 1/2, on a la convergence pour toute suite (m,,) telle que
m, =O0(nY)avec0 <y < 1/2.

On va enfin majorer plus finement la quantité i, »(k) afin d’avoir un résultat de
convergence lorsque m,, = O(n") avec vy > 1/2. Pour cela, on va écrire i, »(k) sous
une autre forme :

n
in2(k) =| > Bg(t1 — t2)Bi(ts — ta)eum (Yy,, Vi, ¥a,, Y2, |,
t1,t2,t3,ta=1
1 & :
ot B(t) = — Y b 1\Heith Do,
2mn J
j=1

n

in2(k) < Y [Bi(ts — t2)| |Bi(ts — ta)| |eum (Yz,, Ve, Yy, Ya,) |-

t1,t2,t3,ta=1

Comme pour tout u € Z, | B(—u)| = |By(u)| = |Bi(u)|, 'expression est symé-
trique en ¢4, ¢, t3,t4 donc

n

in,Q(k) <C Z ‘Bk(tz - t1)| |Bk(t3 - t4)| |Cum (%’nz—tunzs—tuifu—tl) ‘

t1,to,t3,tg=1
t1 <min(tg,t3,t4)
De plus, pour t; < min(tg,ts3,t4), 'expression dans la somme ci-dessus est symé-
trique en t3, t4, il suffit donc de faire le calcul pour ¢35 < t4,

n

Z-Th?(k) <C Z ’Bk(tQ - 751)| ‘Bk(t4 - t3)| |Cum (Yv()vnz—tlvi/ts—hv}/M—h) |

t1,t,t3,t4=1
t] <min(tg,t3,tq) et t3<ty

n
<Cn Z ’Bk(ul)‘ ‘Bk(UZ)’ ‘Cum (Yb’YuuYuyYuz-l-us) ‘

u1,u2,u3=0

n 2 n
<Cn (Z |Bk(u)|> sup Z |Cum (YbaYU17YU37YU2+U3) |

u=0 0<uy,u2<n u3=0

n 2 2n 2n
<Cn (Z |Bk(u)|> sup Z Z |cum (Yo, Yu,, Ys, Y2 |

u=0 0<u1<n ,—p s=0

Il reste donc a majorer By (t) pour ¢t € N.
Pourt =0,

1k mn 2d 2\ 24
™ <
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p
At > 1 fixé, si on pose s, = Z ¢’ i on a par sommation par parties

7j=1
k—1
Bi(t) = Cn~ 1724 (k2ds +> (G (j+1)2d)8j)
j=1
Comme -
] — WP 2 Cn
At -
[spl = |e 1 — et ll—e“‘t\g t’
on a alors

Cn—2 LS Cntmy!
|Bi(t)] < — (k2d+2132d_(3+1>2d| < —).
On en déduit alors que

4d
in2(k) <Cn (mn> log®n n%,
n

et donc o
By <C <m;1/2 + %log(n)) . (6.4.3)
mMn mn

Si m, = O(n") avec v > 1/2, on a alors Am—T —0.0na ainsi la loi faible
des grand nombres pour 7} et donc la convergence en probabilité de I'estimateur
local Whittle.

Si on ajoute les hypothéses de la Proposition 6.2.3, afin de montrer la vitesse
de convergence, il est suffisant de montrer que

175)
)

Ay, = o(m,,

n

pour un certain J > 0.

En utilisant les majorations (6.4.2) et (6.4.3), on arrive au résultat. |

Dans la Figure 6.1, nous avons représenté plusieurs réalisations du périodo-
gramme associé a (Y;,---,Y,) aux fréquences de Fourier a partir d’'inter-arrivées
i.i.d. £(1) et d'un processus initial gaussien de covariance ox(t) = (1+ [t|)~1*%¢ ou
on fait varier la valeur de d. Pour un bon choix de taille de la bande m,,, les esti-
mateurs du log-périodogramme (GPH) et local Whittle (LW) donnent des résultats
satisfaisant pour I'estimation du parametre de longue mémoire apres échantillon-
nage aléatoire.
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() d=0.1 (b) d=0.3 (c) d=0.45

FIGURE 6.1 — Réalisations des valeurs du périodogrammes aux fréquences de Fourier
(In(X)))jeq1,,[n/2)y (n = 10000) pour différentes valeurs de parametre de mémoire avec
des intervalles A; ayant une loi exponentielle de moyenne 1 et un processus initial gaus-
sien de fonction d’autocovariance ox (t) = (1 + ¢t)~'*2¢, En bleu, on représente la droite
de régression dont la pente correspond a —2d¢pp. Les estimateurs du log-périodogramme
(GPH) et local Whittle (LW) sont calculés avec la bande de frequence my, = 300 : Figure
(a)d =0.1, dGPH—015 dLW—015 Figure (b) d = 0.3, dng—OBS dLW =0.37;
Figure (c) d = 0.45, dGPH = (.46, dLW = 0.47. Les deux axes sont en échelle logarith-
mique.

6.4.2 Variance asymptotique

On se place sous les mémes hypotheses que dans la partie précédente, a savoir :
X est un processus gaussien stationnaire centré a longue mémoire admettant une
densité spectrale fx et vérifiant 'hypothese (%) :

Hypothese (x) : ox est une fonction a variation réguliere de la forme
ox(t) =c(1+t)" pourt >0,
avec 0 <d<1/2etc>0.

Pour permettre ’estimation de la moyenne ; commune des processus X et Y,
on définit la moyenne empirique
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qui est I'estimateur naturel de la moyenne. D’apres le Théoréme 5.3.4, on a la

convergence B
nl/Q—dT L7 N(0,1), (6.4.4)
01\1 CE[Tﬂ_l—i_Qd
Sy = a2 (6.4.5)

correspond a la variance asymptotique de n'/?-9Y,,.
Il est possible de donner une autre expression de cette variance asymptotique
a l'aide de la densité spectrale. En effet, la densité spectrale de Y au voisinage de
'origine est de la forme
Fr(A) ~ bIA[~* (6.4.6)

lorsque A — 0. On a alors I'égalité suivante :

Var(nl/Q’dYn) = n’lf?d/

—Tr

En utilisant 'hypothese (6.4.6) sur le comportement de fy en 0 et par un change-
ment de variables, on a alors

n—00 A
I'(1 — 2d) sin(7d)
d(1+2d)

. 2
_ 00 2
Var(n/?=1Y,)) ——4b (SmW)) A2

=2b

Ainsi, on a deux expressions de la variance asymptotique S suivant qu’on
regarde la fonction d’autocovariance ou la densité spectrale du processus :
(1 —2d)sin(nd)  cE[Ty] 71+

2 —
Sy =2 d1+2d)  d(l1+2d)°

Dans les deux cas, la variance asymptotique s’exprime en fonction de parametres
inconnus. Il faut donc estimer S%. Le probléme de I'estimation de la variance a long
terme S revient ainsi a 'estimation du paramétre de mémoire d et de 'estimation
du parametre b de la densité spectrale en l'origine ou du parametre cE[T}]~1*%¢ qui
décrit le comportement asymptotique de la fonction de covariance.

proba

Supposons qu’on ait un estimateur 52 de S2 tel que 52 2% S2 et un estima-

n—oo
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teur d,, de d tel que log(n)(d, — d) % 0. Pour v €]0, 1[, on peut alors avoir un
intervalle de confiance asymptotique de niveau 1 — ~ pour p :

_ S . S

Yn - n1/2_‘§\n 21—7/27 Yn + n1/2_‘§/\n 21—7/2 )
ol z;_/, est le quantile d’ordre 1 — ~/2 de la loi N(0, 1). On peut remarquer que
la longueur de cet intervalle est une fonction croissante de d,. En particulier, plus
la mémoire est longue (d proche de 1/2) et plus I'intervalle de confiance va étre
grand.

Dans la suite, on cherche donc un estimateur consistant de S%. On définit pour

he{l,...,(n—1)}

3(h) = — 3 (V; = V) (Vin — Vo)
j=1
la fonction de covariance empirique de Y. Pour ¢, une taille de fenétre telle que
n — +oo avec g, = O(n'~¢) pour un certain ¢ > 0, on définit I'estimateur
n—oo

HAC (consistant en cas d’hétéroscédasticité et d’auto-corrélation) avec noyau de
Bartlett [Aba+09] §§n7y(d) de la variance a long terme S% par

S0 =g (v +23 (1= 1) ovin).
h=1 n
D’autres estimateurs HAC sont possibles avec des noyaux différents ([Phi+07]).
Cet estimateur dépend du parametre de mémoire d. Dans le théoreme suivant,
on montre qu’avec un estimateur d,, tendant vers d suffisamment rapidement, on
peut remplacer d par d, dans lexpression de §§nyy(d) afin d’avoir un estimateur
consistant de S%.
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Théoréme 6.4.1

Soit d,, un estimateur consistant du parameétre de mémoire d tel que

log(n)(d, — d) = op(1).

Soit q,, une taille de fenétre telle que g, —— +00 et g, = O(y/n). Alors, on a
n—oo

52 Y(E[) proba 532/

TL—)()O

Remarque 6.4.1. En particulier, si on se place sous les hypotheses de la Proposition 6.2.3,
on a vu dans la Proposition 6.4.2 que I’estimateur local Whittle vérifie bien la condition

log(n)(d,—d) = op(1). On a ainsi convergence de I’estimateur HAC basé sur Iestimateur
local Whittle de d.

Démonstration : La preuve consiste a 'application du Théoréme 2.2 de [Aba+09] ou
la condition sur les cumulants d’ordre 4 :

sup Yy |eum(Yp, Y, Yy, Yo)| < en®

r,s=1

est vérifiée dans la Proposition 6.4.1. [ |

En particulier, si on se place sous les hypotheses du Théoreme 6.4.1, on peut
construire un test sur la mémoire du processus. En effet, on peut considérer la
statistique V/S(n) [MW69a; Kwi+92; LS96; Gir+03; Gir+06] définie par

VIS = g 2 (- 5)’)

qn,Y(

k
oS, =Y (Y;-Y,)etS, = ZSk
j=1
On veut alors tester H : d = O contre H; : d > 0. En utilisant la Proposition

6.4.1 sur les cumulants d’ordre 4, on a alors d’apres [Gir+03] (Prop. 3.5 et 3.6)
que
V/S(n) —>Lm Uys sous Hy,

(q—”>2d V/S(n) % Zyv)s sous Hy,

n
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AY

ou

1 1 2 1
UV/S:/O <B0(u)—/0 BO(U)dv> du et ZV/S:/O <B1/2+d / B1/2+d< )dv> du

(B° désigne le pont Brownien et BY, ; désigne le pont Brownien fractionnaire de
parametre de Hurst 1/2 + d).

Soit ¢;_, le quantile d’ordre 1 — o de Uy/g, le test qui rejette I’hypothese H, au
profit de 'hypotheése H; lorsque V/S(n) > ¢;_, est asymptotiquement de niveau «
et est consistant sous H;, c’est a dire,

P(V/S(n) > c1-a) ——— a sous Hy,
P(V/S(n) > ci1—qa) —— 1 sous ;.

A partir de l'estimateur de longue mémoire §§my, d’autres tests existants pour
la longue mémoire sont également des tests asymptotiquement de niveau « et
consistants sous H; pour le processus échantillonné :

— le test utilisant la statistique R/S(n) modifiée [Lo91] définie par

172 MaXje[1,n] S; — Miljep,n] S;

Sz (0) ’

Gn,Y

R/S(n) =

— le test utilisant la statistique KPSS [Kwi+92] définie par

KPSS(n) = =% (0 Z Sy 2

qn,Y
L’étude de [KT02] permet de comparer ces différents tests (voir également le cha-
pitre 9 de [Gir+12] et [Ber+13] pour une description plus compleéte de toutes ces
statistiques). En particulier, les résultats numériques de [Gir+03] montrent que
la statistique V/S génére un test de meilleure puissance que les autres tests cités
ci-dessus. Il existe d’autres tests pour la longue mémoire dont nous n’avons pas
étudié la convergence dans le cas du processus échantillonné (voir par exemple
[Gro+18]).
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6.5 Annexe

6.5.1 Preuve du Lemme 6.2.1

Pour 0 <r < 1letx € [—m, 7|, on pose
1 - N7 | LigT —ijx
g(r,x) = o > oy (j)r? {67 +e v } —oy(0)].
™ \i%
Pour 0 <r < letz € [—m, |, g(r,x) est bien défini puisque la suite (oy (j));>0 est

bornée.
On a de plus,

[ |ovi [ + e [de < 203 oy (0) 207 < o0,

T j=0 j=0

on en déduit alors par Fubini que pour k € Z, on a

. o 1 m
[ez(kJrj)x 4 ez(kﬁ)x} dr — %/ e* gy (0)d.

T 1 = LT
[ gt ayde = S oy [
—T 27 =0 —

T

On a ainsi
oy (k)rk sik >0,
/ e““”g(r, r)dr = { oy (—k)r=* sik <0,
O'y(O) sik=0.

D’ou pour tout k € Z, on a

lim e*g(r, x)dr = oy (k).
r—=1—J—7n

Il reste alors a montrer que ¢(r, =) s’exprime sous la forme énoncée dans le
Lemme 6.2.1. Comme E (fR |e”TJ‘fX(:L')|da:) = [z fx(z)dz = E[X}] < oo, on en
déduit par le théoreme de Fubini que

oy (j) = E(ox(T}))
_E < /R (T fX()\)d/\)
_ /]R SN fx (A)dA (6.5.1)
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On a alors
SO [e97 4 e fr(A)dA — /R fX()\)d)\)
- ;ﬂ (/R S S (€9 4¢3 fy(A)dA - /]R fX(A)dA) ,
d’aprés Fubini puisque
?;/R ISP [e9 4 &3] fx(N]dA < 227«3‘ /]R Fx(V)dA < oo,

Ainsi, en utilisant la parité de fx, on obtient

o) = %/R (1 —reS(\) i 1 —re-wS(\) B 1) Jx(A)dX
- %/ (1 — 7’6”5()\) " 1— re‘”g(—)\) - 1) Fx(A)dA

1 —
-/ A :ws  Fx (A

ce qui conclut la preuve.

6.5.2 Preuve de la Proposition 6.2.2

Tout d’abord, si = # 0, g(r, ) admet une limite lorsque » — 1~ et cette limite
est égale au membre de droite dans (6.2.8). En effet en utilisant le théoréme de
S
|1-rei=S (V)
(6.5.6) de g(r, x) est uniformément bornée en r par une fonction intégrable.

Lebesgue, il suffit de montrer que l’intégrande ————5 fx(\) dans I'expression

Comme S est une fonction caractéristique, S est une fonction continue.
Soit x €]0,7/2]. Soit 6 > 0 tel que

I1-5S0\)| < SI\I/I;, pour tout |A\| <. (6.5.2)

Ainsi, pour |A| < 4, S(A) = 1+ h()\) avec |h()\)| < sinz/v/2. On utilise alors
I'inégalité entre deux complexes a,b, |a — b| > ||a| — |b|| et 'inégalité entre deux
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réels a, 8, o + 3% > a+5 , pour en déduire que pour tout |A| < 0

‘1 - re””g()\)’ =1 —re™ —reh(\)
1—rcosz L rsinx
V2 V2
1—cosz

NG

Puis, comme 7} est une variable a densité, il existe ¢ €]0, 1[ tel que |S(\)| < ¢

—r|h(M)]

(6.5.3)

pour tout |A| > 4. Ainsi, pour tout |A| > 0,
1—re"SV)| 2 1=7SN)[ > 1-re>1-¢ (6.5.4)
En rassemblant, (6.5.3) et (6.5.4), on aboutit a :

-2 [S[

‘1 - remg()\)‘z

Vo €]0,7/2],Y\ € R, fx(\)| <

Pour x €|r/2, x|, on choisit § > 0 tel que

COS T

11— §(>\)\ < _W’

pour tout [A| < ¢

et on a alors
‘1 - Temg(/\)‘ = |1 —7re™ — re™h(N\)| >

=

Ainsi, avec un € €]0, 1[,, on a

~

S|
‘1 - 7“61'%?()\)’2

1—12

Vo €|n/2,7],YA € R, fx(N)

< (2 e 50

On a donc pour tout = # 0 de l'intervalle [—, 7],

lim g(r, z) 27r/ ‘1 - ’S(A ng( )dA (6.5.5)

r—1- €Z$S
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De plus, pour tout r € [0, 1], g(r, .) est une fonction positive et paire puisque

1— 2|5
g(r,— 2%/’ Z‘ws ” Fx(\)dA
1—r? ‘S ‘
= / R )‘gfx(—A)dA
=g(r,x)

car fx est paire et S(—\) = S(\).
Par conséquence, comme on a obtenu dans (6.2.4) que

oy (k) = lim i e*g(r, x)dz,

r—1-— —Tr

la preuve de la proposition consiste simplement a échanger la limite et I'intégration
afin de montrer que

oy (k) = /j e* lim g(r,x)dz.

r—1-

car cela implique que

fr(x) = lim g(r, x).

r—1-

Nous allons maintenant prouver que les conditions pour appliquer le théoréme
de Lebesgue sont bien vérifiées dans (6.2.4).

On commence par écrire g(r,z) a partir de la fonction caractéristique de 7}

qui s’écrit sous la forme exponentielle S(\) = pyei™ et du noyau de Poisson défini
pour s € [0,1[ ett € R par

1 1—s?
P(t) = — .
®) 27 (1—2scos(t)+s2>
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On a

g(r,x) = g(r, —x)
(rp
27r/ R [1— re- x; ffXM)dA

- 1—(rps)?
R1— 27",0,\ cos(1y — ) + (rpy)? Fx(N)dA
/ TPA (A)d/\

(6.5.6)

On rappelle quelques propriétés du noyau de Poisson qui sont utilisées dans les

preuves de cette annexe. Il admet entre autres les propriétés suivantes (voir par

exemple [PV10] pour les preuves) :

eV0<s<l—mn<l1, VteR, 0 <27P,(t) < 2/n
oeVr €| —m [, rel0,1], P, (mn—x)d\=1

—T

esi() <d<|t|<m alors Py(t) < Py(9)
{1/ sin(t)|  site (—m/2,7/2)

e 21 sup Py(t) =

0<s<1

1 sit e (—m,—m/2]U[r/2,)
ol p et 7, sont définis dans (6.2.3) par S(\) = E(e1) = prei™.
Sous la condition (C1)
On a
ISV <1, YA>0 et IS(A)| = 0 lorsque |\| — oo
(voir [Fel71] p.501 et p.514). Ainsi, grice a la continuité de |S()\)|, on a

sup [S(\)| <1, Ve > 0.

[Al>e
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L’intégrale (6.5.6) est séparée en deux : choisissons ¢ € [0, 7| tel que fx soit bornée
sur [—¢, €.
€

fx( ) Erpp (Th = 2)dA < sup [fx(y)] [ Prpy (12 — 2)dA

y€[7€,€]

En utilisant la propriété (6.5.8), on aboutit alors a :

P =)A< sup [fx@)] [ Py (m2— 2)dd

yE[—ee]

= sup [fx(y)]. (6.5.11)

ye[fsrs]

Puis, a I'aide de la propriété (6.5.7) du noyau de Poisson avec

S =1Tpx < Pr, t:T)\j:.T, et nazl—SUP‘gO‘)‘
[Al>e

on a

1
NP, (7 — 2)dA < / A)dA
Jopy P m—max < - [ )

e

1
< /R Fx(\)d. (6.5.12)

En rassemblant les équations (6.5.11) et (6.5.12), on aboutit a : pour tout
r € [0,1] et pour tout x €] — 7, 7|,

[e**g(r,z)] < dm sup_ [fx(y

= [0
ye[—e.e 7T Tle

et la preuve est finie en utilisant le théoréme de Lebesgue.

Sous la condition (C2)

La preuve consiste a trouver une fonction g intégrable sur [—7, 7] telle que

lg(r, )] < g(x), Vrel0,1,z €] —m, x| (6.5.13)
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Pour cela, nous avons besoin de I'estimation suivante de S(\) autour de zéro :

1— eir)\

=Sl = |- e [ = rast

[

<1- M|/ (1+ 2)dS(x)
= ‘2zsm )\/2)6”\/2‘ (1+E(T1))

=2|sin(\/2)| (14 E(T1))

< N1 +E(TY))

< Ol (6.5.14)

=1 —e?

Maintenant on utilise que pour |u| < ug < 1,on a
1 —ul >1—ug, [sin(arg(l—u))|<wuy et |arg(l—u)| < mug/2.

De cela et de l'inégalité (6.5.14), on obtient :

7C|A|

1
si |\ < ol alors |7,| < 5

(6.5.15)

On rappelle I'expression de g(r, z) défini dans (6.2.5) :

g(r,x) / Ix(N) Py, (Th — x)dA.
Soit Ay tel que ¢ est bornée sur [\, Ag]. Pour = € (0, 7) fixé, posons

b(z) = min {)\0, é xC" =

on sépare R en quatre intervalles :

] — 00, —b(ﬂf)L ] - b($)v OL ]07 b(fl?)], ]b(%’), +OO['
On va étudier les deux derniers intervalles (la preuve pour les deux autres est
similaire) :

+o0o

Il(x):/ob( Fx (N By, (1 — 2)d\ et JQ(x):/b(x) Fx(N) By, (72 — 2)dA.
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e Borne pour I, :
De (6.5.15), comme || < & pour A dans ]0, b(z)], on a

A b
|T,\‘§7TC’ |§7TC (x)gac/Q
2 2
ce qui implique
5 SIn—a

et | —z| <|n|+x< %‘(”ng.
A laide des propriétés (6.5.9) et (6.5.10), on a ainsi

1

1
P (m—2) < Py (1/2) < =1 <
Px(T/\ iL’) = PA(x/ ) o sm(a:/Q)

1
2x
En conséquence,

< leL'_Qd

I () <
i(7) < 2 241

SUPIo,p(2)] P(-) /”(I) -2y — SP0b@) ¢(.) b(x)~24+!
2x 0

comme b(z) < z/(nC) et —2d + 1 > 0.

e Borne pour I, :
Lorsque A > b(z), on a A=2¢ < Cy max{z~2¢, 1} pour une certaine constante Cs.
Ainsi
Lo(z) < Cy max{z~2, 1} /R S(N) P, (72 — )dA. (6.5.16)

Comme ¢ est bornée sur un voisinage de zéro, les arguments utilisés dans la preuve
de la Proposition 6.2.2 avec la condition (C1) nous permettent de montrer que
I'intégrale (6.5.16) est bornée par une constante.

Finalement I; + I, est bornée par la fonction g(z) = Cyz~% + C3 max{zr 2% 1}
intégrable sur [—7, 7] et la proposition est prouvée.

Sous la condition (C3)

e On commence par donner le comportement local de S()\) autour de zéro sous
I'’hypothese (6.2.7).

A

1-SW\) = /RJr(l — cos(Ax))s(x)dx + z'/R sin(Ax)s(z)dx

+
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D’apres 'hypothése sur la densité s,

/R+(1 — cos(Ax))s(z)dz ~ C/R+<1 ~ cos(Az))a—da

A—0
— AP [ (1= cos(y))ydy
R+

=:c|]A\" e,
et

/+ sin(A\x)s(z)dx ~ ¢ | sin(Az)zVdx
R

A—0 JRrR+
= AP / sin(y)y " dy
R+
=:c|]\""'d,.
Il est clair que ¢, > 0, et d,, > 0. Ensuite,
A1 = S(N) > Z, ot Ne(Z) > 0 et Tm(Z) > 0. (6.5.17)
*)

e Dans la suite, on prend A > 0. Si ) est suffisamment petit (ie 0 < A < \g),
s\ <y < AT (6.5.18)
ol c3 et ¢; sont des constantes strictement négatives, et
- N < py <1 -\t (6.5.19)

ol ¢, et ¢, sont des constantes strictement positives. Soit A; tel que ¢ soit borné
sur [0, \{]. Pour z € (0, 7) fixé, on définit

— 2\ /O 16-1)
C(l‘) :min{)\o,)\h(ﬂ x) s < x/> .
—C3 )

on déduit de (6.5.18) que pour A € (0, ¢(x))

O<a—N '<z-n<r—a\ ' <7 (6.5.20)
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Ensuite, on sépare R en quatre intervalles
(—OO, —C(.I)[, [—C(.CIZ), O[a ]07 C(iE)L ]C(ﬂ?), +OO)

On va uniquement s’intéresser aux intégrales sur les deux derniers intervalles.
e Lorsque A €]0, ¢(z)], I'inégalité (6.5.20) et les propriétés (6.5.9) et (6.5.10) du
noyau de Poisson nous amene au résultat suivant :

PTP)\ (7—)\ ) < PTPA( Cg)‘v_l)

avec

1 1 : -1
Py (5 — X1 < T S Ty ST GATTE 0,7/2]

- 1 1 : —1
ggm Sll’-Cg)\w 6[77'/2,77']

(6.5.21)
() @) A2
Li(z) = FxN)Prpy (Ta — 2)d\ < ;ﬂ%(f)( )/O Wd)\
c(x) )\—Qd

< ! _1/ —d/\
s G o 1—dyatA\!

72(1{1 1
< Clpae / Y

o 14w

Comme *Qdf 1 > —1, l'intégrale ci-dessus est finie, ce qui implique

—2d+1 -1

Li(z) < Cix™1 7

qui est une fonction intégrable sur [—, 7.
e Finalement,

L(z) = /;OO Ix(A) rm( r)d\ < c(x Qd/ P(A Tm — x)d\

(z)

Cette derniére intégrale a déja été étudiée dans la preuve de la Proposition 6.2.2
avec la condition (C1) puisque ¢ est bornée au voisinage de zéro :

/ ¢ rp)\ - SC)d)\ S C4
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et x — c(z) > est une fonction intégrable car ~2{ > —1.
La preuve est terminée en rassemblant les résultats obtenus pour /; et I5.

6.5.3 Preuve de la Proposition 6.2.3

Comme fy est paire, on va considérer x €]0,7|. On commence par utiliser la
forme donnée par la Proposition 6.2.2 en utilisant que S(\) = (1 — i\)~},

1 oo A2

)= g0, s + (1 —cos e XM (6.5.22)
1 oo 2

o /0 (A+sinx)? + (1 — cos x)2fX(/\)d)“ (6.5.23)

On étudie alors les deux intégrales dans (6.5.22) au voisinage de = = 0.

)\2

/OO Ux(O)
0 (A+sinz)? 4+ (1 — cosz)?

2

Fx(N)dx = /0 T (VA = (6.5.24)

puisque l'intégrande croit vers fx(A) lorsque z — 0. On traite maintenant le cas
de la premiere intégrale dans (6.5.22).

o >\2 sinx )\2
/0 ()\ — sinx)2 + (1 _ COS%)2 fX()\)d)\ = /0 ()\ _ sinx)2 i (1 _ COS(E)2 fX()\)d)\
2sinx )\2
+ sin ()\ o Sinl’)2 + (1 . COS:L‘)2 fX(/\)d)\
00 )\2
+ Fx(A)dA.

2sinze (A —sinz)? + (1 — cosz)?

Pour simplifier les notations, et comme au voisinage de zéro, sinz ~ x, on va
prendre x = sinx et 1 — cosx = z?/2. On fait le changement de variable t = \/z,
et on utilise que fx(\) = A~29¢()\), on obtient pour la premiére intégrale ci-dessus
le résultat suivant avec u(t) €]0, 1] et v(t) €]0, 1]
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T /\2
/0 A—z)2+ x4/4fX()\)d)\
12-2d,,

(1— 1)+ 22/4
)
1—

_

r
o[
r

T
T

o(xt)dt

1 — )22
ol — )t

—2d

(1= (2= 20)(1 = ult)' ) 552 (6(0) + & (e(0)a(1 — 1))t

e [ o B 2/4d”0<x/01t2+22/4d”””/01 Mdtﬂ
_ .—2d { )arctan(2/x) + O ( (In(1 4 2%/4) — In(x/2)) + xarctan(?/:c))}
(o0

~2d )+ O(zn :1:)> (6.5.25)

]

De méme, on a

2 22
/a: (A—z)?+ x4/4fX()\)d)\
» 2 t2 2d
=7 d/1 A 0F T 2 o(xt)dt

1(1 t22d
:x—2d/(+)
0

24 22/4

d(a(1 +t))dt
=07 (1 (2= 20) (0 u(0) ) o (60) + ()1 + 1))
= g% (ggb(o) +O(zn x)) : (6.5.26)

Enfin, on a lorsque = — 0

oo 2 0o o
/22 ()\_x)/\2+x4/4fx()\)d>\—>/o fx(N)d\ = XQ(O), (6.5.27)

comme l'intégrande est bornée par 4fx(\), on peut appliquer le théoreme de Le-
besgue. En combinant (6.5.24), (6.5.25), (6.5.26) et (6.5.27), on aboutit a

fy(2) = 27203 (2), avec fy(z) = ¢(20) + %;fro)xm +o <x2d) lorsque = — 0,

et fy est continue et positive sur [—, , 7| ce qui acheve la preuve.
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6.5.4 Preuve de la Proposition 6.4.1

Sans perte de généralité, on peut supposer pour la preuve que A = 1 et ¢ = 1.
Afin de simplifier 'expression des calculs, on pose « := 1 — 2d €]0, 1[. Dans cette
preuve, la constante C' peut changer d’une ligne a une autre.

Le processus Y est un processus stationnaire du 4ime ordre car pour tout
(k,h,r,s) € N* la loi de (Yy, Yiin, Yitr, Yits) sachant (71, ..., Thimax(hrs) €St la
loi normale multivariée centrée de matrice de covariance M (T}, Thin, Thtr, Thts)
définie par

X (Thtr—Tk) 0x (Thgtr—Trtn) ox(0) 0x (Thts—Th4r)

ax(0) ox (Trern=Tr) ox(Thgr—Tk) ox(Trys—Tk) )
0x (Teqs—Tk) ox (Thgs—Thyn) ox(Thys—Thir) ox(0)

M (T, Tiins Tiogr, Thges) := (UX(T‘““L_T’“) ox(0) - ox(TerrTirn) OX (Tita=Tiern)

La loi de cette matrice est indépendante de k d’ou la stationnarité du 4i¢me ordre
de Y. On doit ainsi montrer que
n

sup Y |eum(Yp, Yy, Y, Yy)| < On?. (6.5.28)
heN ;. s—0

Par symétrie de I'expression, il suffit de montrer que

sup » _ |eum(Yp, Y, Y., Y| < Cn* (6.5.29)
heN r,s=0

et
sup Z lcum(Yy, Yz, Y, Yy)| < Cn?, (6.5.30)
heN r,s=0

r>s
On utilise ensuite I'expression reliant le cumulant avec le cumulant condition-
nel afin d’avoir une expression plus simple a calculer :
n

cum(Yp, Yy, Y., Ys) = Z cum(cum(Ym, [Ty, 17, Ts), . . ., cum(Yqy, | T3, T, 7))

I1e{partitions
de {0,h,r,s}}

tel que pour toute partition II de {0, i, r, s}, II est séparé par les blocs de partitions
IT,...1I, avec b < 4. Si un des blocs est de taille 1 (on peut supposer que c’est
I1,), alors cum (Y, |Th, Tr, Ts) = E[Yn, |Th, T,, Ts) = 0. Si un des blocs est de taille
3 ou 4 (on peut supposer que c’est I1;), alors cum(Yy, |7y, T, Ts) = 0 car sachant
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(T, T,,Ts), Yn, est gaussien. Il ne reste donc plus que les produits de deux blocs
de taille 2 qui rentrent en compte dans le calcul du cumulant. On a donc

cum(Yy, Y5, Y., Ys) =Cov(ox(Th),ox (T, — Ts)) + Cov(ox (T}), ox (Th — Ts))
+ Cov(ox(Ts),ox (T, — Ty))

e On commence par montrer I'inégalité (6.5.30) pour laquelle on suppose r > s.
Pour h € {1,...,n} fixé, on décompose la somme de I'inégalité sur les 5 ensembles
{h<s<rh,{h=s<r}l{s<h<rl{s<r=h}et{s<r<h}.

— Sur 'ensemble {h < s <1},

j{: |C11D1(}?h }<ﬁ7BCH yfs>| f; zg: |(]O\7<O)((J;)7O}((j; __{Ih>>|

r,5=0 r,5=0
h<s<r

h<s<r
+ |Cov(ox (Ts), ox (T, —Ty))]

On décompose alors suivant la forme donnée par le théoreme central limite

en pOSElI’lt .
T, T, — T
\/F(—l) et Bsh:—\/s—h<s_hh—1>

r

pour avoir

Cov(ox(T;),ox(Ts — T1))

=7 %(s—h)™"C 1l B Lyt D B
r (s ov S~ ; — — .

r

r NP
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et

- 1 N B,_, 0‘_(1+ 1 )‘“_a<1+ 1 )‘0‘—1 Bs_p
s—h s—h B s—h s—h Vs—h
ala+1) 1 -\ 2B,

S A (s . s

+ 2 (+s—h+£ h) s—h

ou &, (resp. 55 ») est compris strictement entre 0 et Ac (resp entre 0 et
ﬁ) On a ainsi

Cov(ox(Ty), 0x (T, — Th)) (6.5.31)
o a2 1) - ( 1 >—a AT Bs h
=r %(s—h)"« <1+r 1+7s—h Cov NGV
a?(a+1) 1\t Bs_p 1 a2 A2
_2<1+s—h> COV( —s—h7<1+7“+§r> -
a?(a+1) 1\ ! A, 1 ez p?
S () o (2 (1 ) T
1 —a—2 A2 1 _ —a—2 B2
+ MCOV ((1 + - 4+ 57”) 77“7 (1 4+ — 4+ fs—h) s—h
4 T T s—h s

—h
De plus
- 1 B Ar Bs—h 2 r Bs—h
<
<l—|— > (1+s—h> Cov(\/;, —s—hﬂ ozCov(\/F, s—h)
o2
o
<o~
s—h+r
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et
Bs— —a—2 2
Cov( L ,<1++§r) v’)‘
s—h T
B, , \* —a—2 A2\ /2
§V3r< = ) Var((l—i—qt@) T)
s—h T
1 1 —2a—4 A4 1/2
< E 1 _ ” r
T Vs—h [(+r+€> r2]
9 1/2
1 E[AY] 1 1 AN\
< 4+ -E||{1+- - Al
_\/Fs—h(r T <+7~+\/;> r
90— 1/2
1 3 6 1 1A\
< -+ +-E|({1+- - A
R4S S—h(T+T2+T <+T+\/;) r)
or
1 Ar —2a—4 .
E (1 MEN ﬁ> Al
= 2R (T, 4 1) (T - )]
S ’/‘2a+2E [T;2a74(Tr _ 7,)4]
o r—1
frd T2a+2 /O\ x—QO{—4(m _ T)4%e—aﬁdl‘
,],.2a+2
= o) (I‘(r —2a) —4T(r—2a—1)+ 67"2I‘(r —2a—2)— 4r3I‘(r —2a—3)+ 7"4I‘(7’ —2a — 4))
On utilise alors le développement asymptotique de F%f(;)“) :
I'(r — 1 1
(li(r)a) ~ O (1 + a(a; ) +o (r)> , lorsque r — oo

pour conclure que E {(1 +1+ %)_ B Aﬁ] =o(r)

Finalement,

B 1 \e2A2\| 1 1
COV(m’(”r*@’) r>‘—¢5_—h°<ﬁ>'

Les deux autres termes intervenant dans 'expression de I'équation (6.5.31)
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se traitent de la méme facon et on a alors
Cov(ox(T}),ox(Ts = T1)) < Cro=12(s — h)_"—l/?

donc

n

Z |Cov(ox(T,),ox(Ts—Ty))| < C Z Z T_a_l/z(s—h)_o‘_l/2 < Cn'=@

r,s=0 s=h+1r=s+1
h<s<r

On fait de méme pour avoir

Cov(ox(Ty),0x(T, = T)) < s~ 2 (r — h)™*7/2

d’ou
S Cov(ox(Ty), ox (T, =T3))| < C Y s M2 N (r—h) 12 < Cpl2e
r,s=0 s=h+1 r=s+1

h<s<r

Sur 'ensemble {h < s < r}, on a donc bien

S Jeum(Yy, Vi, Y, V)| < Cn' e

r,s=0
h<s<r

— Sur 'ensemble {h = s <},

z{: |CLUI1(}?D }Gla}CH }g)| =0 f; (77ZL_Q

r,8=0
h=s<r

— Sur 'ensemble {s < h < r},

Z ’Cllm(YOyYh;YraY;)‘S Z ’COV(O-X(TT>7O-X(Th_TS)>|
;g;ii ;liii

+|Cov(ox(Th), ox (T = T5))]

Par rapport au cas {h < s < r}, il suffit de permuter les rdles de h et s pour
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obtenir :
n

n h—1
> |Cov(ox(T)), ox(Th=T)| < CY. > rmaT V2 (h—5)me 2 < ol

r,s=0 s=0 r=s+1
s<h<r

De méme,

Cov(ox(Th),ox (T, —Ts)) < h—a—l/Q(r _ S)_O‘_l/2

n n

Z |Cov(ox(Th),ox(T, — Ty))| < C’i pa—1/2 Z (r— S)—04—1/2

r,s=0 s=0 r=s+1

s<h<r
h—1 n
<C Z S—a—1/2 Z T—a—1/2
s=0 r=1
< Ch—a+1/2n—oc+1/2

S Cn—QoH—l

Sur 'ensemble {s < h < r}, on a donc bien

Y leum(Yy, Y2, ¥, Ys)| < On'™®

r,5=0
s<h<r

— Sur 'ensemble {s < r = h},

n

Z |Cum(}/07yhayr‘a}/:€)| =2 Z |COV(O-X(TT’)7O-X(TT - TS))l

r,s=0 r,s=0
s<r=h s<r=h

On utilise la méme preuve que pour le cas h < r = s, afin de montrer que

n r—1
Z |Cov(ox (1)), ox (T, —Ty))| < C’Z ¥ r—s)*< Cnt—2e
r,5=0 s=0

s<r=h
— Sur 'ensemble {s < r < h},

Z ’Cllm(Y()aYmK,Y;)IS Z ’COV(O’X(Th),O’X(Tr—TS))‘

7r,5=0 7r,5=0
s<r<h s<r<h

+ [Cov(ox(T}), ox (Th — T5))|
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Par rapport au cas {s < h < r}, il suffit de permuter les roles de & et r pour

obtenir :
~ h—1r—1
S |Cov(ox(Th), ox (T, — T.)| < Cho" V23" S (r — 5) 7112
szsr:<0h r=1 s=0
h—1
< Cp7VE N et/
r=1
S Chl—Qa
S Cnlfoz
De méme,
‘COV(UX(TT}? 0x (Th - Ts))‘ < C?"iail/2(h — S)fo‘fl/Q
” h—1r—1
S |Cov(ox(Ty),ox(Th = T))| < C Y3 r > 2(h — 5)-a1/2
51-<’57‘:<0h r=1 s=0
S Cn720¢+1

Sur 'ensemble {s < r < h}, on a donc bien

n
Z ’Cllm(yba Yh7 Kw }/;)‘ < Cnl_a
ST<’ST‘:<0h

On a donc montré que

sup > Jeum (Y, Vi, ¥, V)| < O

Le cas h > n se traite de la méme maniere que le cas s < r < h < n.
e Il reste a montrer I'inégalité (6.5.29) pour laquelle on suppose r = s, on a ainsi

Cum(}/Oa Yh7 }/;'7 }/;) = 2COV<0X (TT>7 UX(TT - Th))

— Sih=r,cum(Yy, Y3, Y., Y;) =0
— Si h < r, on écrit de nouveau 7, et T, — T}, sous les formes données par le
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théoréme central limite :

T. T. - T
ﬁ(r—l):Aret\/r—h< h—l):Br_h

r—nh

pour avoir
|Cov(ox(T}),ox (T, —Th))| < Cr=*(r —h)™®

— Si h > r, Cov(ox(T,),ox(T, — T)) = 0 par indépendance des variables
aléatoires T, et T, — T},
Ainsi,

n

sup Y |eum(Yp, V3, Y, V) =2 sup > [Cov(ox(T)), ox (T, —Tp))|
heN r,5=0 he{l ..... (’I’L*l)} r=h+1

<C sup S o (r—h)""
he{l,...(n=1)} p=p+41

<C sup > (r—h)7
he{l,...(n=1)} p=p41

Ce qui conclut la preuve.

Enfin, le cas de la somme triple est plus facile a traiter grace a la symétrie de
I'expression :

n n
Z |Cum(Yk7 Yk+h7 Yk—‘r?‘; Yk+s)| S C Z |Cum<)/07 YhJ }/7’7 }/s)|
h,r,s=0 h,r,s=0
h<s<r
On peut remarquer par les calculs fait précédemment qu’on peut négliger dans la
somme les termes ou 2 indices sont égaux. On a alors

n

> Jeum(Yi, Yign, Yirr, Yirs)| < C >0 eum(Yo, Vs, Y, Vi)

h,r,s=0 h,r,s=0
h<s<r
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Puis on utilise le cas h < s < r fait précédemment, on a alors

S leum(Ya, Yin, Yoir, Vers)| S C D0 v V2 (s = h) o712 4 gm0 2 (p — p)=71/2

h,T,SZO h,r,s=0
h<s<r

or
n n r—1 s
Z ’I"_a_l/Q(S _ h)—a—l/Q < CZ Z Z ’I"_a_l/2<3 o h)—a—l/?
}}7,7‘,2:::‘) r=1s=1 h=0
n r—1
< Cz r—a—1/2 Z S—a+1/2
r=1 s=1
< Czn:r_a_l/QT'_OH_S/Q
r=1
< Cn272a — Cn4d.
Puis,
n n r—1 s
Z Sfoafl/Z(T, . h)fafl/Z < C«Z Zsfocfl/2 Z(r . h)fafl/Q
}}2’2‘:22 r=1s=1 h=0
n r—1
< CZ Z S_a_1/28<7‘ . S)—a—l/Q
r=1s=1
< CZS—OH—l/Q Z (’I" . S)—a—1/2
s=1 r=s+1

< Cn—a+3/2n—a+1/2 — C’n4d.
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