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Introduction

Cette these parle de géométrie de contact, de champs de Reeb, de courbes
holomorphes et de dynamique.

En dimension 3, une structure de contact, objet d’étude de la géométrie de
contact, est un champ de plans localement décrit par I’équation dz — yda = 0 (voir
figure 1). Lorsqu'il est coorienté, ce champ de plans est globalement donné par une
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FIGURE 1. Modele local d’une structure de contact

équation alors appelée équation de contact ou forme de contact (et qui est une forme
différentielle de degré 1 sur la variété ambiante). Cette équation n’est pas unique
car tout multiple non nul d’une équation de plan reste une équation du méme plan.

A partir d’une équation de contact v, on définit un champ de vecteurs transverse
au plan de contact appelé champ de Reeb et caractérisé par les équations a(R) = 1
et da(R,-) = 0. Dans l'exemple de la structure associée a 1’équation standard
ap = dz — yda = 0 sur R? x S1, le champ de Reeb est donné en tout point (z,v, 2)
par le vecteur vertical (0,0, 1) (voir figure 2). Cependant, pour I’équation de contact
a1 = e ¥(dz — ydx) = 0 qui décrit la méme structure de contact, le champ de
Reeb est (e¥,0,e¥(1 — y)) en tout point (x,y, z) (voir figure 2). Ces deux champs de
vecteurs ont une dynamique différente : toutes les trajectoires du champ de Reeb
associé a g sont périodiques alors que le champ de Reeb associé a o1 n’admet
aucune trajectoire périodique (voir figure 3).

Les questions suivantes orientent I’étude présentée dans ce texte. La géométrie
de la variété impose-t-elle certaines propriétés aux champs de Reeb ? Les champs de
Reeb associés a des équations de contact différentes de la méme structure de contact
ont-ils des propriétés communes ? Comment extraire des informations sur la structure
de contact & partir du champ de Reeb associé a une équation de contact ? Un angle
naturel d’attaque de ces questions est de s’intéresser aux orbites périodiques des
champs de Reeb. Ce sont en effet les premiers éléments examinés lors d’une étude
dynamique.

L’introduction de I’homologie de contact et plus généralement de la théorie des
champs symplectiques (SFT, Symplectic Field Theory) par Eliashberg, Givental

7
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FIGURE 2. Champs de Reeb associés aux formes ag et a; dans
trois plans y = cst
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FIGURE 3. Orbites de Reeb associées aux formes ag et ay dans
trois plans y = cst (en identifiant le haut et le bas de la figure)

et Hofer [25] en 2000 a fourni une réponse aux deux derniéres questions. Avant
de présenter informellement cette homologie dont le complexe est engendré par les
orbites périodiques de Reeb, énoncons quelques résultats garantissant 1’existence
de telles orbites. L’exemple développé précédemment montre qu’elle n’est pas
automatique. Néanmoins dans le cas d’une variété close (compacte sans bord) le
théoréeme suivant permet de conclure.

THEOREME 0.1 (Taubes [67]). Tout champ de Reeb associé a une forme de
contact sur une variété close de dimension 3 admet au moins une orbite périodique.

Ce théoreme, démontré par Taubes en 2007, est la restriction en dimension 3 de
la conjecture de Weinstein. Dans des cas particuliers, on dispose de résultats plus
précis, par exemple le théoréme suivant démontré par Hofer en 1993.

THEOREME 0.2 (Hofer [41]). Tout champ de Reeb sur une variété de contact
de dimension 3 close et vrillée! admet une orbite périodique contractile.

L’existence d’orbites périodiques associées a un champ de vecteurs sur une
variété compacte n’est pas automatique. Ainsi le théoréme de Kuperberg [54] garantit
I'existence de champs C* sur S® sans orbite périodique. Au-dela de I'existence d'une
orbite périodique, Colin et Honda [20] s’intéressent au nombre Np (o) d’orbites

1. Les structures vrillées, de méme que les structures tendues et universellement tendues
mentionnées plus loin, sont définies dans la section 1 du chapitre 1.
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périodiques de période inférieure & L du champ de Reeb associé a 1’équation de
contact «.

CoNJECTURE 0.3 (Colin-Honda [20, Conjecture 2.10]). Sur une variété hyper-
bolique de dimension 3 compacte sans bord, pour toute équation de contact non
dégénérée associée d une structure universellement tendue, N () croit exponentiel-
lement avec L.

Cette these traite du cas des variétés possédant un découpage JSJ non vide et
contenant une composante hyperbolique qui fibre sur le cercle (on pourra consulter [4]
pour plus de détails sur la décomposition JSJ). Le théoréme suivant est le résultat
principal du chapitre 7.

THEOREME 0.4. Soit V une variété de dimension 3 orientée, close, connexze,
qui peut étre découpée le long d’une famille non vide de tores incompressibles en
variétés irréductibles comprenant une composante hyperbolique qui fibre sur le cercle.
Alors V porte une infinité de structures de contact non isomorphes, hypertendues?
et universellement tendues telles que pour toute équation de contact o non dégénérée
et hypertendue Ny, («) croisse exponentiellement avec L.

Si ’homologie de contact est bien définie et invariante (hypothése H, voir section
suivante), on peut retirer la condition hypertendue des hypothéses sur la forme a.

La croissance exponentielle du nombre d’orbites de Reeb pour des structures de
contact universellement tendues sur les variétés hyperboliques (sans bord) qui fibrent
sur le cercle, cas particulier de la conjecture 0.3, est toujours un probleme ouvert. Si
la conjecture virtuellement fibrée de Thurston ([68]) est vérifiée, le cas des variétés
hyperboliques qui fibrent sur le cercle devient le cas général a revétement fini pres.
Un résultat de croissance exponentielle pour toutes les structures universellement
tendues sur les variétés hyperboliques qui fibrent sur le cercle induirait alors une
croissance exponentielle pour toutes les variétés hyperboliques.

Par ailleurs, Colin et Honda conjecturent que la croissance de I’homologie de
contact des structures universellement tendues est « généralement » quadratique
sur les variétés de géométrie ni hyperbolique ni sphérique et qu’elle est linéaire
dans le cas des variétés sphériques. On s’intéresse ici aux fibrés en cercles. Dans le
théoréme 0.7, on calcule I’homologie de contact et on estime sa croissance dans le cas
des structures universellement tendues non transversales aux fibres en s’appuyant
sur la classification de Giroux [35] et Honda [46].

Enfin, le théoréme 0.8 détermine les orbites de Reeb périodiques créées lors
d’un recollement de rocade, c’est-a-dire 'attachement d’un demi-disque le long
d’un arc legendrien g situé dans le bord de la variété. Cette opération décrit une
modification élémentaire de la structure de contact. Les nouvelles orbites de Reeb
s’expriment alors comme mots en les cordes de Reeb de ’arc ~q.

Homologie de contact et croissance. L’homologie de contact est le principal
outil permettant d’estimer la croissance du nombre d’orbites périodiques de Reeb.
Elle est définie [25] & I'aide d’un complexe (C, ) ou C' est, dans le cas simplifié qui
nous intéresse ici, la Q-algebre engendrée par les orbites périodiques de Reeb et 9
s’obtient en « comptant » les solutions de ’équation de Cauchy-Riemann associée a
une structure presque complexe adaptée a ’équation de contact.

Bien que communément admises, ’existence et 'invariance de 'homologie de
contact demeurent non démontrées. Dans ce mémoire, certains résultats s’appuient
sur ces propriétés. On le précise® alors en utilisant I’hypothése H(voir énoncé 3.11).

2. Une équation est dite hypertendue si aucune de ses orbites périodiques de Reeb n’est
contractile. Une structure est hypertendue si elle admet une équation hypertendue.
3. Dans le cas d’énoncés publiés par d’autres auteurs, la précision n’est pas systématique.
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Le développement de la théorie des polyfolds par Hofer, Wysocki et Zehnder [42, 44|
devrait permettre d’obtenir une preuve. Mentionnons aussi les travaux menés par
Cieliebak et Oancea dans le cadre de I’homologie de contact équivariante [15]
(voir [12]). Enfin, les travaux de Dragnev [22] fournissent des résultats partiels.
L’homologie de contact ainsi que les points délicats évoqués ici seront développés
dans la section 2 du chapitre 3.

L’homologie de contact admet de nombreuses variantes comme ’homologie de
contact linéarisée et ’homologie de contact suturée [18] qui traite du cas des variétés
a bord. Ces invariants sont cependant délicats a calculer car il faut pour cela étudier
les orbites périodiques d’'un champ de Reeb et résoudre des équations aux dérivées
partielles non linéaires.

La croissance de I’homologie de contact [8] est un invariant extrait de ’homologie
de contact et plus simple a évaluer. C’est ’analogue, dans le cas de ’homologie de
contact, de la croissance de ’homologie symplectique introduite par Seidel [66] et
utilisée par McLean [62]. Cet invariant est défini en considérant la croissance avec L
de I’homologie de contact restreinte aux orbites périodiques de période inférieure
a L.

L’homologie de contact des structures vrillées étant triviale [70], on ne peut
espérer obtenir des résultats de croissance caractéristiques pour toutes les structures
de contact portées par une méme variété. On s’intéresse ici aux cas universellement
tendus. Ces structures sont a la fois celles fournies par les exemples les plus naturels,
les structures les plus « éloignées » des structures vrillées et celles pour lesquelles on
rencontre le moins de difficultés techniques pour définir la croissance de ’homologie
de contact.

Croissance exponentielle. Les résultats portant sur la croissance exponen-
tielle du nombre d’orbites de Reeb se déduisent de propriétés de croissance de
I’homologie de contact. Ainsi le théoreme 0.4 découle du résultat suivant qui corres-
pond au théoréme 7.13.

THEOREME 0.5. Soit V' une variété de dimension 3 orientée, close et connexe
qui peut étre découpée le long d’une famille non vide de tores incompressibles en
variétés irréductibles comprenant une composante hyperbolique qui fibre sur le cercle.
Alors V' admet une infinité de structures de contact non isomorphes, hypertendues
et universellement tendues munies d’une équation hypertendue ayant une homologie
de contact cylindrique de croissance exponentielle dans les classes primitives.

Sous Uhypothése H, la variété V admet une infinité de structures de contact
non isomorphes, hypertendues et universellement tendues ayant une homologie de
contact linéarisée de croissance exponentielle.

Ce théoréme s’inspire du résultat de Colin et Honda [20] concernant les structures
de contact portées par des livres ouverts avec monodromie pseudo-Anosov. Les
homéomorphismes pseudo-Anosov seront définis dans le chapitre 7. Pour la définition
de livre ouvert on pourra consulter [31] et [20] pour les coefficients de Dehn
fractionnaires.

THEOREME 0.6 (Colin-Honda, [20, Theorem 2.3]). Soient V' une variété close
munie d’une structure de contact € et (S, h) un livre ouvert portant £. On suppose
que O0S est connezxe et que h est homotope a un homéomorphisme pseudo-Anosov ¢
et posséde un coefficient de Dehn fractionnaire % avec k > 3 (ou n est le nombre
de singularités du feuilletage stable de ¢ tracées sur 0S). Alors, la croissance de

l’homologie de contact linéarisée est exponentielle.

D’apres Thurston [69], un fibré sur le cercle de fibre S est hyperbolique si et
seulement s’il est une suspension de S par un difféomorphisme homotope a un
pseudo-Anosov.
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Fibrés en cercles. Les structures de contact sur les fibrés en cercles ont été
étudiées par Giroux [35] et Honda [46] et sont presque explicitement connues. Il
s’agit d’une large classe d’exemples pour lesquels on sait déja calculer I’homologie
de contact (et sa croissance) dans les cas les plus simples. On rappelle de fagon un
peu imprécise les résultats de classification des structures de contact universellement
tendues orientées sur les fibrés en cercles dont la base est de genre au moins 1. La
figure 4 résume les principales catégories de structures de contact et les résultats
connus concernant la croissance de 'homologie de contact. Les caractérisations
comme « tangente aux fibres » ou « transversale aux fibres » sont & comprendre a
isotopie pres. Par ailleurs x(5) désigne la caractéristique d’Euler de S et x(S,V) le
nombre d’Euler du fibré.

Structures de contact universellement tendues

Structures non
transversales aux fibres :
structures cloisonnées

Structures transversales
aux fibres

Structures tangentes aux
fibres

Structures non tangentes
croissance : aux fibres
quadratique si x(S) =0
exponentielle si x(S5) < 0

XEV) <0 o<y (8.v) < —x(9)]
croissance linéaire

FIGURE 4. Classification des structures universellement tendues
sur les fibrés en cercles

Les structures tangentes aux fibres sont exactement les revétements fibrés du
fibré unitaire tangent a la surface muni de la structure des éléments de contact. La
conjecture de Colin et Honda n’est pas vérifiée si la surface est hyperbolique. En
effet, le flot de Reeb de ’équation standard sur le fibré unitaire tangent est le flot
géodésique (voir par exemple [31]). Or, dans cette situation, il existe exactement une
géodésique fermée par classe d’homotopie libre [53, Theorem 3.9.5] et le nombre de
classes d’homotopie libre croit exponentiellement [63] avec la longueur. L’homologie
de contact est donc a croissance exponentielle.

Lorsque la base est de genre 1 les structures de contact décrites sont les structures
standard sur T3. Par ailleurs, les structures transversales aux fibres avec x (S, V) < 0
sont exactement les structures transversales aux fibres admettant un représentant
Sl-invariant. Elles ont été étudiées par Bourgeois [5].

La contribution de cette these a ce probléme est le calcul de 'homologie de
contact (et de sa croissance) pour les structures de contact cloisonnées. Soit V/
un fibré en cercles de base S. Une structure de contact & est cloisonnée par la
multicourbe T si

(1) T est une sous-variété compacte orientée de dimension 1 de 5';
(2) € est transversale aux fibres sur V \ 7= 1(T');

(3) la surface 7~1(T) est transversale & & et les feuilles du feuilletage caracté-
ristique sont les fibres.
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Ces structures admettent un représentant S'-invariant.

THEOREME 0.7. Soit (V,€) un fibré en cercles orienté de base compacte orientée
muni d’une structure de contact cloisonnée par une courbe I' = U?:o I'; sans compo-
sante contractile. Si X =V \ 7~ Y(T), on note X;" ... Xt les composantes conneves

de X pour lesquelles £ est positivement transversale auz fibres et X{ ... X, les
composantes connexes pour lesquelles & est négativement transversale aux fibres. Soit

a un lacet de V. Il existe une équation de contact hypertendue « telle que I’homologie
de contact cylindrique HCLG](V, a, Q) soit bien définie et

(1) si [a] = [fibre]* avec £k >0, on a HCLa](V7 a,Q) = @H*(Wji,@) ;

j=1

(2) sia] = [fibre]*[T;]*" avec k' # 04, onaHC'[a] V,a,Q) = @ H.(S',Q
(T:]=[Ty]

(3) sinon, HC,[KG](V7 a,Q) = 0.

Sous U’hypothese H, les homologies de contact cylindriques calculées ci-dessus sont
les homologies HC’L’I] (V,£,Q) et leur croissance est quadratique.

Ce théoréme est le résultat principal du chapitre 6. Pour achever I’étude de
I’homologie de contact des structures universellement tendues sur les fibrés en

cercles, il reste donc & étudier le cas des structures transversales aux fibres avec

Recollement de rocade. La seconde partie de cette theése est consacrée a
I’étude des orbites de Reeb qui apparaissent lors d’un recollement de rocade. Les
rocades ont été introduites par Honda dans [45] pour classifier les structures de
contact sur les tores pleins, les tores épais et les espaces lenticulaires.

Soient (V, 0V, &) une variété de contact compacte de bord convexe®. Le recol-
lement d’une rocade & V' le long d’un arc legendrien 7o (tangent & la structure
de contact) dans OV est celui d’'un demi-disque D le long duquel on prescrit une
extension particuliere de . En ajoutant un épaississement de (D, ), on obtient une
nouvelle variété de contact & bord (V’,¢’) prolongeant (V,§).

Ce texte s’intéresse a la construction d’une forme de contact sur les variétés
obtenues par recollement de rocade et a la détermination des nouvelles orbites
périodiques de Reeb créées par ce recollement. Pour pouvoir effectuer un recollement
de rocade tout en controlant 1’équation de contact, on impose que 1’équation de
contact ait une forme fixée au voisinage de ’arc d’attachement. On dit alors que
larc d’attachement est en position de recollement (définition 8.2). Le théoréme
suivant sera présenté en détail dans le chapitre 8.

THEOREME 0.8. Soient (V,«) une variété de contact de bord conveze S et vy
une courbe legendrienne tracée sur S contenant un arc d’attachement -y telle que
(S,7y) soit en position de recollement de rocade. Pour K > 0, on suppose que l'image
sur S de g par le flot de Reeb en temps inférieur a K est transversale d vo en
dehors de la courbe de découpage de S. Alors il existe variété (V', S, o) obtenue
par recollement de rocade vérifiant les propriétés suivantes :

(1) 8" =0V’ est conveze;
(2) o est adaptée a S’ ;
4. La fibre est centrale dans m1(V), les produits de classes d’homotopie libre considérés sont
donc bien définis.

5. Les surfaces convexes sont définies dans la section 1 du chapitre 1. Au voisinage d’une telle
surface, la structure de contact est « codée » par une courbe appelée courbe de découpage.
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(3) o est arbitrairement proche de a dans V ;

(4) les orbites périodiques du champ de Reeb de période inférieure a K rencon-
trant la zone de recollement sont en bijection avec les mots de longueur (¢
période ») inférieure a K en les cordes de Reeb de .

La condition de transversalité entre -y et 'image de o par le flot de Reeb pour
des temps bornés est générique.

Ce théoreme est a mettre en parallele avec les résultats de Bourgeois, Ekholm et
Eliashberg [9] qui expriment les nouvelles orbites de Reeb aprés une chirurgie le long
d’une sphere legendrienne A comme mots en les cordes de Reeb de A. Ce dernier
résultat est ensuite exploité pour obtenir des triangles exacts reliant I’homologie de
contact, I’homologie symplectique et I’homologie de contact legendrienne. Un des
développements du travail présenté ici serait d’obtenir ce type de triangles exacts
dans la situation d’un recollement de rocade.

Le théoreme de recollement de rocade 0.8 est une premiere étape pour le calcul
de ’homologie de contact d’une variété obtenue par recollement de rocade en fonction
de celle de la variété de départ. Ce type de calculs reste en général inaccessible car
le théoreme 0.8 fournit de nombreuses orbites périodiques homotopes proches ce
qui laisse penser que la différentielle est non triviale. Dans le cas des structures de
contact sur le tore plein ou des surfaces épaissies, on peut néanmoins obtenir des
résultats en utilisant des calculs déja existants donnés dans [38]. L’homologie de
contact considérée ici est 'homologie de contact suturée [18] (voir chapitre 4) qui,
avec les mémes restrictions que pour '’homologie de contact standard, permet de
calculer un invariant des variétés de bord suturé par la courbe de découpage. La
suture sépare le bord en deux zones respectivement positivement et négativement
transverses au champ de Reeb. On commence par donner I’homologie de contact
d’une surface épaissie (ce calcul est détaillé dans le chapitre 4) puis on étudie Ueffet
d’un recollement de rocade (voir chapitre 9).

PROPOSITION 0.9. Soit S une surface convexe de courbe de découpage I' =
Ui, T sans composante contractile. Soit V=S x [—1,1] un voisinage de S avec
structure de contact invariante dans la direction [—1,1]. Il existe une forme de
contact hypertendue o« telle I’homologie de contact cylindrique suturée soit le Q-
espace vectoriel engendré par n+1 orbites périodiques homotopes d T, x{0}, k € [0,n]
et par leurs multiples.

THEOREME 0.10. Soient S une surface convexe de courbe de découpage I' =
Ui, I sans composante contractile et vo un arc d’attachement reliant trois compo-
santes connezes différentes de I'. On note I'g la composante intersectant l'intérieur
de 9. On considére un voisinage V. =8 x [=1,1] de S avec structure de contact
invariante dans la direction [—1,1]. Sous Uhypothése H, I’homologie de contact
cylindrique de (V',&',T") obtenue par recollement de rocade le long de o x {1} est le
Q-espace vectoriel engendré par n orbites périodiques homotopes a T'y, x {0}, k € [1,n]
et par leurs multiples.

Autrement dit, Pajout d’une rocade le long d’un arc d’attachement rencon-
trant 'y dans son intérieur fait disparaitre I'g et ses multiples de ’homologie de
contact.

Les structures de contact sur le tore plein avec un découpage longitudinal au
bord sont décrites par la courbe de découpage d’un disque méridien : en découpant
le long d’un tel disque, on obtient une boule dont la structure de contact est décrite
par le courbe de découpage au bord. Si le découpage du disque méridien est formé
de segments paralléles au bord, les résultats de Golovko [38] fournissent ’homologie
de contact suturée. D’autres travaux de Golovko [37] traitent du cas des découpages
non longitudinaux. Le théoréeme suivant, présenté dans le chapitre 9, concerne les
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structures de contact sur le tore plein dont le bord a une courbe de découpage avec 2n
composantes longitudinales et tel que la courbe de découpage des disques méridiens
D vérifie la propriété (P) (définition 9.2). De fagon un peu imprécise, un découpage
I'p d’un disque D vérifie la propriété (P) sile bord de D se décompose en deux
sous-intervalles tels que si on découpe D le long des arcs ayant une extrémité dans
chaque intervalle, chaque composante connexe contienne au plus une composante de
I'p.

bigone extrémal bigone extrémal

FIGURE 5. Exemple de découpage vérifiant la propriété P

THEOREME 0.11. Soit (V,&,T) une structure de contact sur le tore plein D? x S*
avec 2n courbes de découpage longitudinales et un découpage d’un disque méridien
vérifiant (P). Sous U’hypothése H, I’homologie de contact cylindrique suturée de
(V,&,T) est le Q-espace vectoriel engendré par n, courbes homotopes a {*} x S1,
n_ courbes homotopes a {x} x (—S1) et leurs multiples ot

ny = x(S4) + #{bigones négatifs non extrémauz} — #{bigones positifs}
et
n_ = x(S_) + #{bigones positifs non extrémauz} — #{bigones négatifs}.

Pour calculer ces homologies de contact, on part du tore plein muni d’une
structure de contact avec découpage du bord longitudinal et découpage des disques
méridiens composé d’arcs paralléles entre eux et on recolle un nombre fini de rocades
afin de se ramener a la structure de contact que 'on veut étudier.

Organisation du manuscrit. Cette these comprend trois parties. La premiere
est principalement consacrée a des rappels de géométrie et d’homologie de contact. Le
chapitre 1 rappelle les notions de base de géométrie de contact. Le chapitre 2 présente
les structures de contact sur les fibrés en cercles et sur le tore plein. On calculera
I’homologie de contact de certaines de ces structures dans les parties suivantes. La
suite de cette partie traite d’homologie de contact. Le chapitre 3 présente les notions
de base sur les structures presque complexes, les courbes pseudo-holomorphes ainsi
que le schéma de construction de I’homologie de contact et la définition de sa
croissance. Les deux chapitres suivants introduisent des variantes de I’homologie de
contact. Le chapitre 4 parle d’homologie de contact suturée (homologie de contact
pour les variétés a bord). Il comprend une définition rapide et des exemples de
calculs dans les cas simples (surfaces convexes épaissies et certaines structures sur
le tore plein). Le chapitre 5 explique une méthode développée par Bourgeois [5]
pour calculer I'homologie de contact dans le cas Morse-Bott, ou les orbites de Reeb
sont dégénérées. Cette méthode permettra de calculer 'homologie de contact des
structures cloisonnées.

La deuxieme partie explore les liens entre hyperbolicité et croissance exponen-
tielle du nombre d’orbites de Reeb ou de 'homologie de contact. Le chapitre 6
présente le calcul de I’homologie de contact de structures cloisonnées et le chapitre 7
traite celui des variétés ayant une composante hyperbolique.
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Enfin, la troisiéme partie traite des recollements de rocades. Le chapitre 8
présente le théoreme principal ainsi que les premiers exemples d’applications. Le
chapitre 9 est consacré au calcul de ’homologie de contact suturée de certaines
structures sur le tore plein et d’une surface convexe épaissie. Pour finir, les chapitres
10, 11 et 12 composent la démonstration du théoréme de recollement de rocade.






Partie 1

Géométrie de contact et homologie
de contact






CHAPITRE 1

Géométrie de contact

Dans ce chapitre, on rappelle les notions de base de géométrie de contact. On
pourra consulter [31] pour une présentation plus approfondie. La section 1 parcourt
les définitions standard de géométrie de contact et présente quelques éléments de
classification, la méthode de Moser ainsi que les notions de surface convexe et de
découpage. La section 2 est une section plus « pratique ». Elle traite de la condition
imposée par Colin, Ghiggini, Honda et Hutchings [18] sur la forme de contact au
voisinage du bord d’une variété pour définir I’homologie de contact suturée. La
section 3 se place dans 'optique de I’homologie de contact et définit les notions
relatives aux orbites périodiques de Reeb associées : orbite périodique non-dégénérée
et indice de Conley-Zehnder. Enfin, la section 4 est consacrée a la définition de
rocade, objet fondamental de la troisieéme partie de ce texte.

1. Structures de contact et convexité

1.1. Présentation générale. Comme expliqué dans l'introduction, une struc-
ture de contact & sur une variété V' de dimension 3 est un champ de plans qui est
décrit dans un systeme de cartes locales par ’équation

(1) dz —ydz = 0.

Par le théoréme de Darboux (voir par exemple [31, 2.5.1]), cette condition est
équivalente a la condition : au voisinage de tout point, il existe une 1-forme «, telle
que & = ker(a) et

(2) aNda # 0.

La condition 2 est appelée condition de contact. Si la structure de contact est
co-orientée, il existe une 1-forme globale, appelée équation de contact ou forme de
contact telle que & = ker(a). On pourra consulter [58] pour de nombreux exemples
illustrés.

Un champ de vecteurs dont le flot préserve £ est appelé champ de contact. En
particulier, le champ de Reeb R,, associé a I’équation de contact « et caractérisé par

(3) a(Ry) =1et da(R, ) =0.

est un champ de contact car son flot préserve a. On dit qu'une équation de contact
est hypertendue si aucune orbite périodique du champ de Reeb n’est contractile. On
dit que la structure est hypertendue si elle admet une équation hypertendue.

La classification des structures de contact s’effectue a conjugaison ou & isotopie
pres. Deux structures de contact & sur Vj et & sur Vi sont conjuguées s'il existe un
difféomorphisme ¢ : Vj — Vi tel que p*&; = &y. Un tel difféomorphisme est appelé
un contactomorphisme. Deux structures de contact sur Vg sont dites isotopes si elles
sont conjuguées par un difféomorphisme isotope a l'identité. Deux structures de
contact isotopes sont clairement conjuguées. La réciproque est ’objet du théoréeme
de Gray.

THEOREME 1.1 (Gray [39)]). Sur une variété compacte sans bord, deuz structures
de contact homotopes parmi les structures de contact sont isotopes.

19
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Une étape fondamentale dans la classification des structures de contact a été
I'introduction des notions de structures tendues et vrillées par Eliashberg [23] suite
aux travaux de Bennequin [3]. Une structure de contact est vrillée si elle contient un
disque plongé tangent a la structure de contact le long de son bord. Une structure
qui n’est pas vrillée est dite tendue. Par le théoréeme de Hofer 0.2, toute structure
hypertendue est tendue. On dit qu’une structure de contact sur V' est universellement
tendue si son rappel sur le revétement universel de V' est tendu. Si la structure induit
une structure vrillée dans un revétement fini, on parle de structure virtuellement
vrillée. D’apres les travaux de Perelman (voir [4]), le groupe fondamental d’une
variété de dimension 3 est résiduellement fini et ainsi toute structure de contact est
dans l'une de ces catégories. On pourra consulter [33] pour un résumé des résultats
de classification des structures de contact tendues et vrillées.

La démonstration moderne du théoreme de Gray, utilise la méthode de Mo-
ser [65]. Cette méthode sera utilisée & plusieurs reprises dans ce texte. On en
présente ici le principe général.

LEMME 1.2 (Méthode de Moser). Soit (cvt)ieo,1] un chemin lisse d’équations de
contact sur une variété V., on note & = ker(ay). Considérons un champ de vecteurs
(Xt)tepo,1] dépendant du temps tel que X; € & pour tout t € [0,1] et dont le flot 1)y
est défini jusqu’au temps 1. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) Le flot vérifie ;& = &o.
(2) Le champ de vecteurs Xy vérifie
O .
Hro = 7; +ix,doy
_ Ooy

avec piy = it (Rt), ot Ry est le champ de Reeb associé a.

DEMONSTRATION. Si 1F&; = & alors il existe A; : V — R tel que 9} o = Arayp.
En différentiant I'expression précédente par rapport & ¢t on obtient

Oa .
peoy = = +ix,day

ot
avec [y = (%%) oy 1. On évalue sur le champ de Reeb pour obtenir la valeur

de p; cherchée. Réciproquement, on a

a * * (90& . — *
a%at = ¥ (8; JrZXf,df%t) = (pe 0ty 1)%0%-

Par conséquent ofa; = exp(p; 0 @; 1) exp(—pio)ag. D'ott 7€ = &. O

La méthode de Moser fournit des isotopies des structures de contact mais pas
d’isotopie des équations associées, sauf si toutes les équations considérées ont le
méme champ de Reeb. Par construction X; € {g N&;.

1.2. Sous-variétés dans les variétés de contact. Les sous-variétés de di-
mension 1 spécifiquement étudiées dans le cadre de la géométrie de contact sont les
courbes legendriennes et les courbes transverses. Ces courbes sont respectivement
les courbes tangentes en tout point ou transverses en tout point a la structure de
contact.

L’étude des surfaces dans les variétés de contact est un outil essentiel et a débuté
avec les travaux d’Eliashberg [23, 24]. Commengons par remarquer que la condition
de contact, qui peut se reformuler en « £ est maximalement non intégrable » implique
qu’il n’existe pas de surface tangente en tout point & la structure de contact. La
structure de contact trace sur une surface S un feuilletage singulier appelé feuilletage
caractéristique dont les points singuliers sont les points z tels que &, = T,.S et qui
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est tangent a £, NT,.S en tout point x non singulier. Le feuilletage caractéristique
de S est dirigé par le champ de vecteurs X tel que

(4) ixw =1 "«

ou ¢ est I'inclusion de S dans V et w est une forme volume sur S. Il détermine
entierement le germe de & le long de S.

THEOREME 1.3. Soit S une surface compacte plongée dans une variété de
contact V. Deux germes de structures de contact qui induisent le méme feuilletage
caractéristique sur S sont conjugués par un germe de difféomorphisme isotope a
Uidentité parmi les difféomorphismes préservant le feuilletage.

Une étape fondamentale dans ’étude des surfaces dans les variétés de contact
a été le développement par Giroux [32] de la notion de convexité introduite par
Eliashberg et Gromov [26]. Une surface S dans une variété de contact (V,§) est
conveze (ou -convexe) 8'il existe un champ de contact transverse & S. Un voisinage
d’une surface convexe compact S est donc contactomorphe & S X [—¢, €] muni d’une
structure de contact décrite, dans les coordonnées (x,t), par une 1-forme

(5) a = p(z) + u(x)dt

ol 3 est une 1-forme sur S et u : [—¢,e] — R une fonction lisse. Au voisinage de
S la structure de contact est codée par une courbe tracée sur S appelée courbe de
découpage.

Soient S une surface dans une variété de dimension 3 et .# un feuilletage
singulier localement orientable tracé sur S. Une multicourbe ! T' tracée sur S découpe
Z ¢’il existe deux surfaces Sy et S_ de bord I', un champ de vecteurs Y qui dirige
Z et une forme volume w de S tels que?

(1) div, Y > 0 sur Sy ;
(2) div, Y <0 sur S_;
(3) Y est sortant de Sy.

Une telle courbe I', orientée comme 0S5, est appelée une courbe de découpage.

THEOREME 1.4 (Giroux [32]). Soit S une surface plongée dans (V,£). On note
F son feuilletage caractéristique. La surface S est &-convexe si et seulement s’il
existe une courbe I' qui découpe F. De plus, si S est convexe et si X est un champ
de contact transversal ¢ S, on peut choisirT'={z € S, X (z) € {(z)}. Enfin, si la
variété est S x R munie de l’équation 5, T = {x € S,u(x) = 0} est une courbe de
découpage.

La courbe de découpage d’une surface convexe n’est pas unique mais toutes
les courbes de découpage d’une méme surface sont isotopes (parmi les découpages).
Giroux [32] montre que toute surface compacte S peut étre rendue convexe par
une isotopie C*°-petite. En combinant cette généricité et le théoreme 1.5 on obtient
une grande liberté dans le choix du feuilletage caractéristique tracé sur une surface
(quitte & perturber cette surface).

THEOREME 1.5 (Giroux [32]). Soit S une surface convere compacte dans une
variété de contact. On note I' une courbe de découpage du feuilletage caractéristique
de S. Soit F un feuilletage singulier localement orientable découpé par I'. Alors il
existe une isotopie 65 : S — V,s € [0,1], telle que 5(S) soit CO-proche de S et le
feuilletage caractéristique de 015 soit §1.% .

1. Une multicourbe sur une surface est une union disjointe de courbes fermées simples et d’arcs
proprement plongés (dans le cas & bord).

2. La divergence du champ de vecteurs Y pour la forme volume w est définie par Lyw =
dive, (Y)w.
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COROLLAIRE 1.6 (Lemme de réalisation, Giroux [32]). Soient S une surface
convexe dans une variété de contact, I' une courbe de découpage de S et K une
courbe tracée sur S. On suppose que chaque composante de S\ K rencontre T'. Alors
il existe une isotopie §5: S — V ot s € [0,1] telle que 61(K) soit legendrienne et
85(S) soit CO-proche de S, conveze et de courbe de découpage 5(T).

Terminons cette section par un lemme technique permettant de garantir la
convexité d’une surface et d’obtenir une courbe de découpage privilégiée en observant
les propriétés du champ de Reeb le long de cette surface.

LEMME 1.7. Soit S une surface compacte dans une variété de contact (V, ).
St R, est tangent a S le long d’une courbe lisse ' et si, le long de T, le feuilletage
caractéristique de S pointe vers Sy — la zone ot R, est positivement transverse
a S — alors S est convexe de courbe de découpage T.

DEMONSTRATION. Soit w une forme volume sur S. On choisit Y dirigeant le
feuilletage caractéristique de S tel que tyw = i*q, ou 7 est I'inclusion de S dans V.
Alors, div, Yw = diyw = i*da qui est bien positif sur S; et négatif sur S_ (zone
sur laquelle R est négativement transverse a ). Par hypothése, Y vérifie les bonnes
conditions de transversalité le long de I, donc S est convexe. (]

2. Variétés de contact a bord

Les voisinages de surfaces convexes sont parmi les exemples de variétés de
contact a bord les plus élémentaires. Ce seront les premiers exemples sur lesquels on
calculera ’homologie de contact suturée (chapitre 4) et sur lesquels on appliquera
le théoréme de recollement de rocade (chapitres 8 et 9). Pour effectuer ces deux
opérations, on aura besoin d’une équation de contact presque explicite.

DEFINITION 1.8. Soit S une surface convexe de courbe de découpage I' = |J!_, I';
dans une variété de contact. Une équation de contact a sur S x [—1,1] est de la
forme (F) si

(1) il existe un voisinage U; de chaque I'; muni de coordonnées
(7,9, 2) € [~Tmax; Tmax] X [—1,1] x S*
dans lesquelles
— SNU; ~ [~Zmax, Tmax) X {0} x St
~ T; ~ {0} x {0} x St;
— a= f(z)dy+cos(xz)dz ol f : [—Tmax, Tmax] — R est croissante, vaut
—1 au voisinage de —Zmax , 1 au voisinage de Tpax et x — sin(x)
au voisinage de x = 0;
(2) a=84+dysur Vi =Sy x [-1,1]\U oudf; >0et U=, U;;
(3) a=p_—dysur V_=S_x[-1,1]\U ou dp_ < 0.

La proposition suivante est un cas particulier de la preuve du théoréme 1.4 (voir
[32, Proposition 2.1]).

PROPOSITION 1.9. Soit S une surface convexe compacte dans une variété de
contact (V). Alors, il existe un voisinage S X [—¢,¢| de S sur lequel & admet une
équation de forme (F).

Passons maintenant a des considérations plus générales sur les variétés de contact
a bord. La condition usuellement imposée au bord d’une variété de contact est
la convexité. Dans ’exemple de la surface convexe épaissie, les composantes du
bord sont S x {1} et S x {—1}. Ces deux composantes sont convexes car a@ est un
champ de contact. Néanmoins pour certaines applications comme la définition de
I’homologie de contact suturée ([18], voir chapitre 4), la convexité du bord ne suffit

pas et il faut imposer des conditions supplémentaires sur I’équation de contact.
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DEFINITION 1.10 ([18, 2.3, 4.1]). L’équation de contact « est adaptée a la surface
convexe S munie de la courbe de découpage T' (on dit aussi que S est convexe pour
«) si le champ de Reeb associé & « est positivement transverse a S, négativement
transverse a S_, tangent a S et pointe vers Sy le long de I'. Symétriquement, la
surface S est concave pour « si le champ de Reeb associé a « est positivement
transverse a Sy, négativement transverse a S_, tangent a S et pointe vers S_ le
long de T'.

EXEMPLE 1.11. Dans R3, la forme de contact o = dz — ydx est adaptée a la
sphere unité : le champ de Reeb est % et le feuilletage caractéristique de la sphere
unité est singulier aux poles et admet I’équateur comme courbe de découpage.

Dans 'exemple de la surface épaissie, une équation de la forme (F) n’est adaptée
a aucune des composantes de bord. En effet, le champ de Reeb est bien tangent a
Sx {1} et Sx {—1} le long des courbes lisses T'; x {1} et T'; x {—1} pour i =0,...,n
mais il est tangent a ces courbes. Le procédé permettant de modifier ’équation
de contact pour la rendre adaptée au bord a été développé dans [18]. On lappelle
convexification. Dans 'exemple de la surface épaissie une perturbation arbitrairement
petite de I’équation sous forme (F) permet d’obtenir une équation adaptée au bord.
Dans le cas général, ce procédé modifie considérablement la forme de contact au
voisinage de la courbe de découpage.

Voyons comment perturber la forme de contact o = sin(z)dy + cos(z)dz définie
SUT' [~ Zmax, Tmax] X [—1,1] x S pour que « soit adaptée le long de I x {1} x S* et
I x {—1} x S'. En effectuant cette perturbation dans chacun des ouverts U; fournis
par la définition 1.8, on obtient une perturbation d’une équation de contact de forme
(F) sur une surface convexe épaissie rendant 1’équation adaptée au bord. Pour cela,
considérons

ap = sin(z)dy + p(x, y) cos(x)dz

ou p est une fonction lisse vérifiant les propriétés suivantes :

(1) il existe 2P, ] x[-1,1];
(2) p(z,y) =1+ k(z)l(y) ou k est une fonction bosse égale & 1 au voisinage
de x = 0 et | est C*-petite strictement décroissante sur [—1, 0], nulle en 0

et strictement croissante sur [0, 1].

< Tmax tel que p =1 en dehors de [—2P ., 2P

Pour p > 0, o, est bien une équation de contact. Son champ de Reeb est donné par

1 U(y)k(x) cos(z)
Ro‘p - p(il', y) SiIl((E) - k'(x)l(y) COS({,E)
p(z,y) cos(z)
et donc dans la zone k = 1 au voisinage de x = 0 on obtient
1 U'(y) cos(x)
Ra, = ——— | (1+1(y))sin(z)
L+1y) cos(x)

et a, est bien adaptée au bord (voir figure 1).

Dans le cas général, il est plus délicat de rendre une équation de contact adaptée
au bord. Cette question est un des aspects clés de la démonstration du théoreme 0.8.
Le procédé de convexification décrit par Colin, Ghiggini, Honda et Hutchings [18]
s’applique dans le cas ou I’équation de contact est concave. On en rappelle ici
I’énoncé car ce sera le point de départ de la construction de convexification présentée
dans la troisieme partie de ce texte.

PROPOSITION 1.12 ([18, Proposition 4.4]). Soit (M,{ = ker(a)) une variété
de bord concave. Il existe une variété de contact (M’ &' =ker(a’)) de bord conveze
S'telle que
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FIGURE 1. Champ de Reeb dans le plan (z,y) au voisinage de
x = 0. Apres perturbation, au voisinage de (0, 0), le champ de Reeb
9

a une composante non nulle sur 7.

(1) M — M’ ;
(2) o est adaptée a S’ ;
(3) (M,E) et (M',£') sont contactomorphes par un contactomorphisme qui

induit linclusion sur une petite rétraction de M ;

(4) un voisinage de M'\ M est difféomorphe d une union (un élément par
composante connexe de la courbe de découpage) de fermés du produit
[-n,m] x S x [—€,€| de coordonnées (t,u,v) munis d’une équation de
contact de la forme

a = h(u)g(v,t)du + f(v,t)dt

ot g a pour champ hamiltonien X, associé a la forme symplectique dv A dt
donné dans la figure 2.

FIGURE 2. modele de X, et S’

En particulier, dans chaque plan u = cst, S’ est tangent & une orbite périodique
de X, en un unique point et transversale aux autres orbites et, dans ces plans, R, est
positivement colinéaire & X,. Le procédé de convexification crée pour 1'équation o’
une orbite périodique hyperbolique par composante connexe concave de la courbe
de découpage. Cette orbite est homotope a la composante associée.

3. Orbites périodiques du champ de Reeb

3.1. Orbites périodiques non dégénérées. Soit X un champ de vecteurs
sur une variété compacte. On note ¢; son flot au temps t. Considérons une orbite
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périodique v de X de période T, 7g € v et ¥ = u~1(0) un germe de surface
transverse a - en xg. Par le théoréme des fonctions implicites, il existe T : ¥ — R
appelé temps de premier retour sur X tel que u(or(y)(x)) = 0. L’application de
premier retour sur X est définie par
f: ¥ — by
T o Pp)(T).

L’orbite 7y est une orbite périodique non dégénérée si df(xp) n’a pas 1 pour valeur
propre. Dans le cas contraire on dit que v est dégénérée. La dégénérescence d’une
orbite périodique ne dépend ni du choix du point g ni du choix de la surface
transverse 2.

La proposition classique suivante permet de garantir la généricité des équations
de Reeb non dégénérées (c’est-a-dire dont le champ de Reeb est non dégénéré). On
pourra en trouver une démonstration dans [20, 7).

PROPOSITION 1.13. Soit o une forme de contact sur une variété compacte V.
Alors il existe f: V — R% lisse et arbitrairement proche de la fonction constante 1
en norme C* telle que fa ait toutes ses orbites périodiques de Reeb non dégénérées.

3.2. Indice de Conley-Zehnder. L’indice de Conley-Zehnder, introduit dans
[21], est & Porigine défini pour les chemins de matrices symplectiques. La description
donnée ici s’inspire fortement de [56]. On note Sp(2) 'ensemble des matrices
symplectiques de M3 (R) et Sp*(2) les matrices symplectiques n’ayant pas 1 pour
valeur propre. L’ensemble Sp*(2) a deux composantes connexes contractiles Sp™ =
{A € Sp(2),det(A—1) >0} et Sp~ = {4 € Sp(2),det(A — I) < 0}. Soit

S§*={R:[0,1] — Sp(2),Ry =1 et Ry € Sp*(2)}.

W+:<_01 —01>6th<3 1(/)2>'

Soit R € &*, on prolonge R sur [1,2] par un chemin dans S* tel que Ry = Wy.
Par décomposition polaire, toute matrice de R € Sp(2) s’écrit R = SO ou S est
symétrique définie positive et O une rotation. On reléve en 6, ’angle de la rotation Oy
dans la décomposition polaire R; = S;O;. L’indice de Conley-Zehnder de R est
défini par

On pose

0y — 0
o ((Rt)te[o,l]) =2 o 0-

Comme Sp(2) = SLs, une matrice symplectique a soit 1, soit —1, soit \ et %,

soit A et A comme valeurs propres. Par conséquent si R; est du type

A0 A0 <0 -1 x
o x )oul g 1/A avec ou 0 -1

le prolongement R relie I & W, et I'indice de Conley-Zehnder est impair. A Dinverse

si Ry est du type
( ())\ 1?/\ )avec)\>0

le prolongement R relie I & W_ et lindice de Conley-Zehnder est pair.

Soient (V, & = ker(«)) une variété de contact et v une orbite périodique de R,,
non dégénérée. Le long de 7, on choisit une trivialisation symplectique de £ (pour
la forme de). Pour tout T' > 0 et z € 7, la différentielle du flot de Reeb ¢; induit
une application symplectique entre &, et &,,.(,,) et donc un chemin de matrices
symplectiques (R¢)cjo,7) € S* dans la trivialisation précédente. L'indice de Conley-

Zehnder de v dans cette trivialisation est (R%) out T est la période de ~. L’indice
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de Conley-Zehnder dépend du choix de trivialisation mais sa parité n’en dépend
pas.

DEFINITION 1.14. Un orbite périodique de Reeb de période T est dite hyperbo-
lique si dor|e est a valeurs propres réelles de module différent de 1. Elle est dite
elliptique si dpr|e est a valeurs propres complexes non réelles.

Un orbite elliptique est d’indice de Conley-Zehnder impair, une orbite hyper-
bolique est d’indice de Conley-Zehnder pair si ses valeurs propres sont positives et
d’indice de Conley-Zehnder impair si ses valeurs propres sont négatives.

DEFINITION 1.15. L’orbite de Reeb est une bonne orbite si les indices de Conley-
Zehnder de tous ses multiples ont la méme parité. Dans le cas contraire on parle de
mauvaise orbite.

Concretement les mauvaises orbites sont les multiples pairs d’orbites hyperbo-
liques impaires.

4. Rocades et recollement de rocades

DEFINITION 1.16. Soit S une surface convexe de courbe de découpage I'. On
appelle arc d’attachement de (S,T) un arc legendrien tracé sur S qui rencontre I’
en exactement trois points : les deux extrémités de I'arc et un point intérieur.

DEFINITION 1.17 (Honda [45]). Soit S une surface convexe (compacte, sans
bord) dans une variété de contact de dimension 3. Une rocade appuyée sur S est
un demi-disque D plongé dans V', transverse a S, de bord legendrien v; U v, tel
que DN S = v soit un arc d’attachement. De plus, le feuilletage caractéristique
de D a pour singularités une singularité elliptique ? négative & I'intérieur de 71, deux
singularités elliptiques positives aux extrémités de v, et des singularités positives le
long de s alternant singularités elliptiques et hyperboliques (voir figure 3). On dit
que y; est larc d’attachement de la rocade.

+

2

+ - Y1 +
FI1GURE 3. Feuilletage caractéristique d’une rocade

PROPOSITION 1.18 (Honda [45]). Si D est une rocade pour S d’arc d’attachement
M, i existe un voisinage de S U D difféomorphe a S x [0,1] tel que S = S x {e}, la
structure £ soit invariante dans la direction transverse a4 S sur S x [0, €], les surfaces
S x {0} et S x {1} soient convezes de courbes de découpage T' et T ot IV ne différe
de T' qu’au voisinage de 1 et est obtenue a partir de I' par 'opération décrite a la

figure 4.

Dans la proposition précédente, S x {1} est obtenue & partir de S x {0} en
« bombant » S pour passer au-dessus de la rocade (voir figure 5).

3. Une singularité est dite elliptique (resp. hyperbolique) si elle correspond & une source ou un
puits (resp. & un point selle) pour un champ de vecteurs dirigeant le feuilletage caractéristique
fourni par I’équation 4. Une singularité est positive si 'orientation du plan de contact et du plan
tangent a la surface coincident et négative sinon.
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/]
—

71

FIGURE 4. Modification de I' au voisinage de la rocade.

//

Bombage de la surface

/1 il

Effet sur la courbe de découpage

FI1GURE 5. Rocade et courbe de découpage

DEFINITION 1.19. Soit (V; £) une variété de contact de bord convexe S de courbe
de découpage I'. Soit 71 un arc d’attachement. Un recollement de rocade le long
de 71 est une variété de contact (V’,¢’) de bord convexe S’ prolongeant (V,£) telle
qu’il existe un voisinage S x [0, 1] de S” ou

(1) 8"~ S x {1} et est convexe;

(2) S x {0} est une surface obtenue & partir de S en suivant un champ de
contact rentrant ;

(3) il existe une rétraction de contact de S x [0, 1] sur un voisinage arbitraire-
ment petit de S x {0} U D ot D est une rocade appuyée sur S x {0} d’arc
d’attachement 'image de 71 sur S x {0}.

La courbe de découpage de S’ est alors obtenue & partir de la courbe de
découpage de S par la figure 4. La troisieme partie de cette these est consacrée a la
construction d’un modele explicite de recollement de rocade sur une variété pour
lequel on contréle la dynamique du champ de Reeb.

Il existe deux exemples particuliers de recollement de rocades : le recollement
de rocade trivial qui crée une structure de contact difféomorphe a celle de départ et
le recollement de rocade vrillé qui crée une structure de contact vrillée.
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D |

Y1 ga!

Rocade triviale Rocade vrillée

FIGURE 6. Rocades triviale et vrillée



CHAPITRE 2

Exemples de variétés de contact

On présente ici les structures de contact qui seront étudiées dans la suite : les
structures de contact sur les fibrés en cercles et certaines structures de contact sur
le tore plein. Ces variétés de contact ont été étudiées indépendamment par Giroux
[35, 34] et Honda [46, 45].

Les fibrés en cercles sont les variétés sur lesquelles on va tester la conjecture de
Colin et Honda concernant la croissance quadratique de I’homologie de contact sur
les variétés paraboliques (théoréme 0.7).

Les structures de contact sur le tore plein sont décrites combinatoirement par
I’étude du découpage des disques méridiens. Ces variétés a bord permettront par la
suite d’appliquer le théoreme de recollement de rocade : elles représentent une classe
naturelle d’exemples & considérer car ce sont & la fois des variétés avec des structures
de contact relativement simples et une classe stable par certains recollements de
rocade.

Dans la section 1, on énonce de fagon résumée et partielle des résultats de
classification des structures de contact sur les fibrés en cercles. La section 2 est
consacrée au cas particulier des structures cloisonnées qui est I’'objet du théoreme 0.7.
On y détermine une équation de contact particuliere de ces structures. Enfin, la
classification des structures de contact sur le tore plein avec découpage longitudinal
est présentée dans la section 3.

1. Classification des structures de contact sur les fibrés en cercles

On s’intéresse ici aux fibrés en cercles orientés sur une surface compacte orientée.
Ces fibrés sont décrits par le genre de la base et le nombre d’Euler. On pourra
consulter [64] pour le cas général ou [1] dans le cas des fibrés en cercles.

La classification des structures de contact sur les fibrés en cercles est décrite
a laide de la notion d’enroulement. Le long d’une fibre, on posséde une classe
d’homotopie privilégiée de sections du fibré normal : la classe d’homotopie d’une
section constituée de vecteurs qui se projettent sur un méme vecteur dans la base. Si
la variété considérée n’est pas S2 x S*, cette classe est invariante par difféomorphisme
isotope a l'identité. L’enroulement d’une courbe legendrienne L isotope a la fibre est
le nombre de tours que fait £ le long de L par rapport au champ normal canonique.
L’enroulement de & est le supremum des enroulements des courbes legendriennes
isotopes a la fibre.

Une structure S*-invariante est une structure de contact invariante par I’action
de S* le long des fibres. Une structure de contact £ sur V transversale aux fibres est
Sl-invariante si et seulement s’il existe une équation de ¢ dont le champ de Reeb
est tangent aux fibres.

REMARQUE 2.1. Par le théoréme de Stokes, si & est S'-invariante et transversale
aux fibres et si S est connexe alors toutes les orbites périodiques d’'un champ de
Reeb tangent aux fibres ont méme période.

DEFINITION 2.2. [35] Une structure de contact £ sur un fibré en cercles orienté
m:V — § au-dessus d’une surface compacte est cloisonnée par la multicourbe I si

29
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(1) T est une sous-variété compacte de dimension 1 de S';

(2) € est transversale aux fibres sur V \ 7= 1(T);
(3) la surface m=1(I") est transversale a ¢ et les feuilles du feuilletage caracté-
ristique sont les fibres.

Soit V' connexe, orientée, fibrée en cercles au-dessus d’une surface orientée .S de
caractéristique d’Euler négative et portant une structure de contact positive. Les
figures 1 et 2 résument les principaux résultats de [35]. Les caractérisations comme
« tangente aux fibres » sont & comprendre & isotopie pres. Par ailleurs x(S) désigne
la caractéristique d’Euler de S et x(S, V') le nombre d’Euler du fibré.

Structures de contact transversales aux fibres
< universellement tendue et enroulement strictement négatif
existence : x(V,S) < —x(95)
existence en enroulement —n : n =1 ou nx(V,S) = —x(95)

Structures tangentes aux fibres
existence : nx(V,S) = —x(5), n >0
enroulement —n
infinité de classes d’isotopie

Structures non tangentes aux fibres
existence : x(V,S) < —x(95)
enroulement —1
une classe d’isotopie

Structures S!-invariantes
existence : x(V,S5) <0

Structures non S'-invariantes
existence : 0 < x(V,.5) < —x(9)

FI1cure 1. Classification des structures de contact transversales aux fibres

Structures de contact non transversales aux fibres
& il existe une courbe d’enroulement nul dans un revétement fini

Structures
universellement tendues
& structures cloisonnées
par une multicourbe sans

composante contractile

enroulement > 0
structures S!-invariantes

une classe d’isotopie par
classe d’homotopie de
cloisonnement

Structures virtuellement
vrillées d’enroulement
positif
& structures cloisonnées
par une courbe
contractile

structures Sl-invariantes
x(V,8) >0

une classe d’isotopie

Structures virtuellement
vrillées d’enroulement —1

x(V,8) < =x(9)

nombre fini de classes
d’isotopie

FIGURE 2. Classification des structures de contact tendues non
transversales aux fibres

Enfin, énongons de facon précise le résultat concernant les structures de contact
tangentes aux fibres. Ce résultat permettra d’obtenir la croissance de I’homologie
de contact des structures tangentes aux fibres dans le chapitre 6.
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PROPOSITION 2.3 (Giroux [35]). Soit V' une variété connexe et orientée, fibrée
en cercles au-dessus d’une surface quelconque S. L’application qui, a tout revétement
fibré p : V. — UTS, associe la structure de contact & = p*Eg est une bijection de
Uespace de revétement fibrés et orientés V. — UTS dans espace des structures de
contact tangentes aux fibrés et coorientées. En outre l’enroulement de & = p*€g
autour des fibres vaut —d, ou d est le degré du revétement.

2. Structures cloisonnées

Les structures de contact cloisonnées ressemblent aux structures S'-invariantes
transversales aux fibres en dehors de I'image réciproque du cloisonnement. Au
voisinage de ce cloisonnement, elles sont proches des structures standards sur le
tore 7. On donne ici une équation de contact particuliére qui exploite ces similitudes
et permettra de déterminer ’homologie de contact de ces structures (voir chapitre 6).

PROPOSITION 2.4. Soit £ une structure de contact sur le fibré en cercles V
cloisonnée par une multicourbe I' non vide et sans composante contractile. Alors, il
existe une structure isotope a €, d’équation «, et un voisinage U ~]—1,1[ x T’ x S*
de 77 HT) = {0} x T x St muni de coordonnées (z,vy, 2) tels que :

(1) la structure associée a « soit cloisonnée par T';

(2) sur VAU ~ S x St on ait a = B+edz avec ¢ = +1 suivant la composante
connezxe considérée ;

(3) surU, a= f(z)dy + g(x)dz ou f est strictement négative et strictement
convexe et g vaut 1 au voisinage de +1 et est strictement croissante en
dehors de ces voisinages avec un point d’inflexion en 0 ;

(4) le changement de trivialisation entre U est un voisinage de V \ U soit
linéaire (soit de la forme (x,y,z) — (x,y,2z + ky) ).

REMARQUE 2.5. Les fonctions f et g vérifient les propriétés graphiques sui-
vantes :

vl
- role

N

f 9 &
REMARQUE 2.6. Dans U, on alors
0
R, = 79/(11)
f(z)

L’ouvert U est une union de tores épaissis feuilletés par des orbites de Reeb. En
dehors de U le champ de Reeb est :I:%.

DEMONSTRATION. On considére un voisinage |—1,1[ x T’ x S de coordonnées
(z,y,2) de 77 H(I) = {0} x I x St dans lequel & € £ et S! est la fibre. Dans ces
coordonnées, une équation quelconque de ¢ est de la forme

a= f(x,y,2)dy + g(z,y, z)dz
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avec ¢(0,y,2z) = 0 et g(x,y,2z) # 0 pour  # 0. On oriente I" pour que I" soit
négativement transverse a £. On peut alors supposer que f(0,y,z) = —1. On définit

oy = (sf(x,y, z)+(1-— s)f(ac,0,0))dy + (sg(x,y, z) 4+ (1= 8)g(z,0, O))dz

au voisinage de {0} x T x S*. Ce sont bien des équations de contact car f(0,y,z2) =
£(0,0,0) et g(0,y, 2) = ¢(0,0,0). La méthode de Moser (1.2) fournit un champ de
vecteurs X, défini au voisinage de {0} x I' x St qui vérifie X,(0,y,2) = 0 et est
colinéaire a % car {,NE = R%.

On prolonge X; a V x [0,1] en le multipliant par une fonction bosse. On
note s le flot de X,. Il est défini pour tout temps dans [0, 1]. Au voisinage de
{0} x T x S!, la structure de contact définie par ¢*a coincide avec la structure
de contact définie par a,. La structure de contact ¢}« reste transverse aux fibres
en dehors de {0} x I' x S car p*a = f o p.dy + go ¢sdz, ps est I'identité sur
{0} x T x S* et a est inchangée en dehors de U. Ainsi on a isotopé & pour obtenir
une nouvelle structure de contact toujours cloisonnée par I' et qui, dans un voisinage
U'=]-1,1[ x I x St de 7= }(I), a pour équation aprés reparamétrage

a= f(z)dy + g(z)dz

avec ¢(0,0,z) =0 et g # 0 sinon. Comme ¢'(0) > 0 par la condition de contact, on
peut imposer g = —1 sur |—1, %] et g =1 sur [%, 1[.

Pour chaque composante connexe de I', on considere fy et go vérifiant les
conditions de I’énoncé. On suppose de plus que fy et go sont égales & f et g au
voisinage de —1 et 1 et que fy (resp. go) ont les mémes valeurs pour toutes les
composantes connexes de I' sur [—2, 2]. On releve (f(z),g(z)) en p(z) exp(if(z))
et (fo(x),g0(x)) en po(x)exp(ify(x)). Par la condition de contact 6 et 6y sont
strictement décroissantes et définies sur le méme intervalle car g et g ne s’annulent

qu’en 0. On crée un chemin de structures de contact en considérant

((1 —s)p(z) + spo(a:)) exp (z((l —5)0(x) + 590(33))).
En utilisant le théoréme de Gray, on se ramene a la situation ou, sur U’,
a = fo(z)dy + go(x)dz.

Soit W un voisinage d’une composante connexe de V'\ (]—%, 1[xT'x Sl) . Comme
T # 0 et S est connexe, W est une variété & bord et donc la fibration est triviale
sur W. On Iécrit S’ x S! et on suppose la trivialisation choisie pour que, dans des
coordonnées polaires adaptées au voisinage de 9.5’, le changement de trivialisation
entre W et |—1,1[ x I x S* soit linéaire au voisinage de chaque composante connexe,
c’est-a-dire de la forme (z,y,2) — (z,y,2z + ky). Par conséquent o« = § + edz au
voisinage du bord. Plus généralement o = 8, (z) + h(z, z)dz avec h # 0. On peut
donc supposer que h = €. Le chemin de 1-formes as = s5,(z) + (1 — s)Bo(z) + edz
est un chemin de structures de contact. Le théoréme de Gray (1.1) transforme ce
chemin en isotopie. O

3. Tores pleins avec découpage longitudinal

Cette section présente un résultat dii indépendamment & Giroux [34] et Honda
[45]. On adopte ici la présentation de Mathews [59]. On ne s’intéresse qu’aux
structures de contact avec découpage longitudinal au bord.

DEFINITION 2.7. Un diagramme de cordes I' est un ensemble d’arcs disjoints
proprement plongés du disque D? & isotopie relative au bord pres.
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THEOREME 2.8 (Giroux, Honda). Soient F' C OD? un ensemble de cardinal 2n
et F un feuilletage singulier découpé par F x S' possédant une feuille méridienne
intersectant 2n fois F x S'. Les structures de contact tendues sur D? x S, de bord
conveze de feuilletage caractéristique F et considérées a isotopie relative au bord
pres sont en bijection avec les diagrammes a n cordes de bord dans F'.

De plus, le diagramme associé a une structure est fourni par le découpage de
tout disque méridien de bord legendrien intersectant la courbe de découpage du bord
en 2n points.

En découpant le long d’'un disque méridien de bord convexe, on obtient un boule
dont la structure de contact est décrite par le courbe de découpage au bord. Par le
lemme de réalisation (lemme 1.5), quitte & effectuer une isotopie on peut toujours
fixer le feuilletage caractéristique au bord.

PROPOSITION 2.9 (Honda [45]). Soit & une structure de contact sur D x S*
telle que le découpage du bord soit composé de 2n courbe longitudinales. Soit D’
un disque méridien de bord legendrien intersectant la courbe de découpage du bord
en 2n points. On considére un arc d’attachement v contenu dans 0D’. Alors la
structure de contact sur D x S' obtenue par recollement de rocade le long de v a
une courbe de découpage au bord composée de 2(n — 1) cercles longitudinaux. De
plus, le découpage des disques méridiens s’obtient a partir d’une découpage T de D’
en reliant les deux extrémité de T rencontrant v comme expliqué dans la figure 3
sur un exemple.

7y

recollement de rocade

le long de v

FIGURE 3. recollement de rocades et tores pleins






CHAPITRE 3

Courbes holomorphes et homologie de contact

Les courbes holomorphes ont été introduites en géométrie symplectique par
Gromov [40] en 1985. Les premiéres variétés considérées étaient des variétés sym-
plectiques compactes. L’utilisation des courbes holomorphes dans la symplectisation
d’une variété de contact (variété symplectique non compacte) date des travaux de
Hofer sur la conjecture de Weinstein [41]. On s’intéresse ici & ’homologie de contact
définie par Eliashberg, Givental et Hofer [25] et on travaille avec Q pour anneau
de référence. Pour plus d’informations, en particulier sur la définition générale de
I’homologie de contact sur un anneau de Novikov, on pourra consulter [7]. Dans
ce chapitre, on présente ’homologie de contact sans entrer dans les détails de la
théorie, en particulier les détails analytiques. Par ailleurs, une partie de ces détails,
concernant en particulier les revétements multiples de courbes holomorphes, n’est
pas encore publiée.

Dans la section 1, on rappelle les définitions de base concernant les courbes
pseudo-holomorphes ainsi que certaines de leurs propriétés, en particulier la positivité
d’intersection. Cette propriété sera fondamentale pour controler les courbes holo-
morphes lors des calculs d’homologie de contact et de croissance dans la deuxieme
partie de ce document. La section 2 est consacrée a la présentation de I’homologie
de contact. On s’intéresse particulierement a ’homologie de contact cylindrique et a
I’homologie de contact linéarisée. Ce sont ces homologies qui permettent de définir
la notion de croissance. Enfin, dans la section 3, on définit la croissance et le taux
de croissance de ’homologie de contact.

1. Structures presque complexe et courbes holomorphes

On pourra consulter [61] pour plus d’information sur les notions évoquées dans
cette section.

1.1. Définitions. Une structure presque complexe sur une variété de dimension
paire M est la donnée d’une application J : TM — T M préservant les fibres telle
que J2 = —Id. Une application u : (Vi,J1) — (Va, Jo) est dite pseudo-holomorphe si

(6) duo Jy = Jyodu.

L’équation 6 est appelée équation de Cauchy-Riemann. C’est une équation aux
dérivées partielles elliptique. Dans toute la suite on considérera des applications
pseudo-holomorphes d’une surface de Riemann (X, j) dans une variété de dimension 4
munie d’une structure presque complexe J. Le théoreme suivant est a mettre en
paralléle avec les propriétés de zéros isolés des applications holomorphes.

THEOREME 3.1. Soient U un ouvert de surface de Riemann (S,j) et (M, J)
une variété munie d’une structure presque compleze. Soit w : (U, j) — (M, J) une
application pseudo-holomorphe non constante. Alors les points critiques de u sont
isolés.

Ce théoréme est démontré dans [61, Lemma 2.4.1]. Tl existe plusieurs théorémes
concernant les courbes pseudo-holomorphes qui exploitent des propriétés de type
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zéros isolés. On pourra par exemple consulter le chapitre 2 de [61] pour plus
d’informations.

1.2. Cas des symplectisations. La symplectisation d’une variété V munie
d’une forme de contact « est la variété R x V munie de la forme symplectique
w = d(e"a) ou 7 est la coordonnées sur R. Une structure presque complexe J sur la
symplectisation de (V, a) est adaptée & « si

(1) J est T-invariante;

(2) J% = Rq;

(3) JE=¢&;

(4) w(-,J-) est une métrique riemannienne.

Pour définir la différentielle du complexe de I’homologie de contact, on va s’intéresser
aux applications pseudo-holomorphes d’une surface de Riemann épointée (2, Jj) dans
la symplectisation (R x V,w) munie d’une structure presque complexe adaptée. Les
exemples de courbes pseudo-holomorphes non constantes les plus simples sont dans
ce contexte les courbes au-dessus des orbites de Reeb : si v est une orbite périodique
de Reeb de période T, le cylindre trivial associé a v est ’application :

RxSt — RxV
(s,t) +— (Ts,v(Tt)).

Soit u = (a, f) : ¥ — R x V, on définit D’aire de contact A et énergie de Hofer E
par

(7) A(u) = / w*da

>
®) B(u) = sup{ JRRCOFTEE NI o}

PROPOSITION 3.2 (voir [10, 5.3]). Siu = (a, f) est pseudo-holomorphe, alors
A(u) > 0 et E(u) > 0. De plus, si E(u) =0 l"image de f est incluse dans une orbite
de Reeb.

Intéressons-nous maintenant au comportement d’une courbe pseudo-holomorphe
au voisinage d’une perforation z de ¥.. On choisit des coordonnées polaires (p, 6)
centrées en x. Soit 7 une orbite périodique de Reeb de période T'. La courbe
u=(a,f): X =R xV est positivement asymptote & v en x si
(1) lim,—a(p,0) = +o0;
(2) lim,—0 f(p,0) =~ (=T9).
De méme, u est négativement asymptote a v en x si
(1) lim,—oa(p,8) = —o0;
(2) lim,—o f(p,0) =~ (T9).
On suppose maintenant que la forme de contact sur V' est non dégénérée.
THEOREME 3.3 (Hofer [41, Theorem 31]). Soit u : (,5) — (R x V,.J), une

courbe holomorphe d’énergie de Hofer finie. Alors, en chaque perforation, u est
asymptote a une orbite périodique de Reeb.

PROPOSITION 3.4 (voir [10, 5.8]). Soit u: Y — R x V, une courbe holomorphe
d’énergie finie positivement asymptote aux orbites ’yf‘,...,’y;a et négativement
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asymptote auz orbites vy ,...,7, - Alors
ny n_—

(9) Alw) =Y AR =Y A
i=1 i=1

(10) E(u) =7 A()
i=1

ot A(7y) est la période de Uorbite périodique .
REMARQUE 3.5. A(v) = f,y a est Vaction associée & ’homologie de contact.

Pour terminer cette section, on énonce un résultat du type zéros isolés dans la
cadre de la symplectisation. La démonstration est analogue a celle de 3.1.

PROPOSITION 3.6. Soient (V,£) une variété de contact, o une équation de & et
J une structure presque-complexe adaptée sur la symplectisation (R x V,d(e"«)).
On considére la structure complexe standard j sur R x S'. Pour toute application
pseudo-holomorphe u : (R x S1,5) — (R x V,J) qui n’est pas un cylindre trivial ni
une constante, les couples (s,t) € R x St tels que % € im(du(s,t)) sont isolés.

1.3. Positivité d’intersection. La positivité d’intersection de deux courbes
holomorphes en dimension 4 a été établie par Gromov [40] et McDuff [60]. Elle
garantit que deux courbes .J-holomorphes distinctes C et C’ dans une variété
presque complexe (V,.J) de dimension 4 ont un nombre fini de points d’intersection
et que chacun de ces points contribue de fagon strictement positive a 'intersection
algébrique C - C’. On pourra consulter [61] pour des énoncés alternatifs ou plus
précis des propriétés d’intersections de deux courbes holomorphes en dimension 4.

Dans le cas d’une intersection transverse de deux courbes en un point qui est
régulier pour chacune de ces courbes, la positivité d’intersection est évidente. En
effet, notons p ce point d’intersection et soient v € T,,C' et v’ € T,,C". Alors (v, Jv) et
(v, Jv') sont des bases directes de T,,C et T,C’ respectivement et (v, Jv,v’, Jv') est
une base directe de T,V par définition de 'orientation associée a J. On n’utilisera
ici la positivité d’intersection que sous sa forme la plus simple.

La suite de cette section est consacrée a 1’étude de quelques conséquences
élémentaires de la positivité d’intersection. La motivation principale est d’obtenir
des critéres qui garantiront l’absence de certaines courbes holomorphes dans des
parties d’une variété. Pour cela, on se place dans la symplectisation d’une variété
de contact (éventuellement & bord) et on intersecte une courbe holomorphe avec
les courbes holomorphes les plus simples & notre disposition : les courbes au-dessus
d’une orbite de Reeb. Dans le cas régulier la positivité d’intersection se reformule
de la facon suivante.

LEMME 3.7. Soient (V,£) une variété de contact munie d’une équation de contact
a et J une structure presque complexe adaptée sur la symplectisation (R x V,d(e"a)).
Soient uw = (a, f) une courbe pseudo-holomorphe définie d’un ouvert U de C dans
(RxV,J) etpeU tel que df, soit injective et transverse & R(f(p)). Alors, R(f(p))
est positivement transverse a dfp.

DEMONSTRATION. Soit 7y : [—¢,¢] — V un arc d’orbite de Reeb tel que v(0) =
f(p). Considérons la courbe pseudo-holomorphe

v:Rx[—e,e] — RxV
(s,1) — (s + f(p),(1)).
Les courbes u et v sont transverses au point u(p). Or, en u(p), le plan tangent a v

est orienté par (8%, R(f(p))) De plus la projection sur V' est réguliére en ce point

par injectivité de df,. La positivité d’intersection permet de conclure. O
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Les hypotheses « df, injective et transverse & R(f(p)) » sont vérifiées en dehors
de points isolés comme le montrent les propositions 3.1 et 3.6.

1.3.1. Positivité d’intersection et tores feuilletés par des orbites de Reeb. Soit
V une variété de contact possédant une carte I x S x S! de coordonnées (x, v, 2)
munie de I’équation de contact « = f(z)df + g(x)dz. On suppose que les tores
{x} x S x S! sont incompressibles ! dans V. Soit u : R x S* — R x V un cylindre
holomorphe d’énergie finie ayant pour orbites périodiques asymptotes v4 et v—. On
suppose que pour tout z € I, u rencontre R x {z} x S x St =R x T,.

LEMME 3.8. Quitte a prendre I plus petit, pour tout xg € I
ut (u(® x ST N (R x Ty,y))
est une union de cercles lisses homotopes a {*} x S'.

Soit C un des cercles fournis par 3.8, on l'oriente comme {*} x S1, il induit une
classe d’homotopie sur T7,. On note p un vecteur dirigeant un représentant linéaire
de cette classe. Si A est un voisinage collier de C, on note A+ les deux composantes
connexes de A\ C respectivement dans la composante connexe de R x St ¢ C
asymptote a {£oo} x St.

LEMME 3.9. Si (p, R) définit lorientation de Ty, alors
u(A_) Cla,ao] x ST x St et u(Ay) Clrg, 2] x ST x St

Sinon
u(A_) Clxg,z[ x ST x S* et u(Ay) CJa, z0[ x ST x S

Autrement dit, on sait dans quel sens un cylindre holomorphe traverse un
cylindre feuilleté par des orbites de Reeb. Ce lemme sera utilisé dans le chapitre 6.

DEMONSTRATION DU LEMME 3.8. Les points tels que du(s,t) # 0 et les points
tels que % € im(du(s,t)) sont isolés dans R x St. Quitte & réduire I, I x St x S?
ne rencontre pas des voisinages de v et y_ et donc u™! (u(R x S*) NI x St x ST)
est inclus dans un compact de R x S' et ainsi les points & éviter sont en nombre fini.

Soient g € I et (s,t) € R x St tels que u(s,t) € R x T,. Comme 6—87
im(du(s,t)) et u est holomorphe, R(s,t) ¢ im(du(s,t)) et il en est de méme pour

toute combinaison linéaire de R et a%' Donc
0 .
Vect ((97" Ru(s7t)> @ 1m(d(s7t)u) = Tu(s,t) (RxV)

car du(s,t) # 0. Ainsi im(du) + T(R x T,,) = T,,(R x V') et par transversalité
ut (u(® x ST N (R x Thy))

est une sous-variété compacte de R x S de dimension 1. C’est donc une union de
cercles.

Si on suppose par I’absurde qu'il existe un cercle contractile C, alors u(C) = ¢
est aussi contractile dans R x V. Or ¢ C R x T}, et T, est incompressible. Par
conséquent c est aussi contractile dans R x T,,. On considere la projection de ¢
sur Ty,. Cette projection est régulitre car 2= ¢ im(du). Comme R ¢ im(du), la
projection est transverse a R. Or Ty, est feuilleté par les orbites de Reeb et donc la
projection de ¢ ne peut pas étre contractile dans T;,. Comme le cercle obtenu est
une sous-variété non contractile (et qu'il ne s’autointersecte pas) il est homotope a

{+} x S O

1. Un tore est incompressible dans une variété si son 71 s’injecte dans le m; de la variété
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DEMONSTRATION DU LEMME 3.9. On considére un cercle C' que I’'on parameétre
par C(t). On note ¢ la projection de u(C) sur Ty,. Cette courbe est réguliére et
transverse & R. Donc si la base (¢/(t), R(c(t))) définit Porientation de Ty, en un
point ¢, elle la définit en tous les points de c¢. Alors (p, R) définit Porientation de
T, si et seulement si (¢/(t), R(c(t))) définit D'orientation.

u(Ay) est connexe et donc inclus dans ]zg, z[ x S* x St ou dans |z, zo[ x ST x S1.
Pour déterminer la composante connexe précise, on utilise la positivité d’intersection
des courbes holomorphes en dimension 4 : le champ de Reeb intersecte positivement
u(AL). Soit V tangent & R x S* en C(t) tel que (V,C’(t)) définisse I'orientation (V
pointe vers Ay ). On note v son image dans I x S1 x S*. On a (v, ¢/ (t), R) qui définit
Porientation. Si (p, R) définit 'orientation de Ty, (¢/(t), R) définit aussi I'orientation
et donc la composante sur % de v est positive. Réciproquement si (p, R) ne définit
pas lorientation de T, (¢/(t), R) ne définit pas non plus lorientation et donc la
composante sur % de v est négative. O

1.3.2. Positivité d’intersection et cordes de Reeb. Soient (V,€ = kera) une
variété de contact a bord non vide et a une équation de contact. On suppose qu’il
existe deux ensembles d’intérieur non vide X4 et X_ qui sont réunion de cordes de
Reeb de V. Soit J une structure presque complexe adaptée a o sur (R x V,de" ).

LEMME 3.10. Soit u: (R x S*,j) — (R x V,J) un cylindre pseudo-holomorphe
d’énergie bornée asymptote a vy et y— tel que toute corde de X1 soit homotope
parmi les courbes proprement plongées de V' \ (v4 U~_) d l'opposé d’une corde de
Uintérieur de X+. Alors u ne rencontre pas l'intérieur de X1 et X_.

DEMONSTRATION. Une corde de Reeb générique est transverse  u puisque les
points ot du = 0 ou im(du) contient R sont isolés (résultats 3.1 et 3.6). Soit ¢y une
corde de X rencontrant u transversalement. Soit c¢_ une corde de X_ rencontrant
u transversalement telle qu’il existe un chemin ¢; de courbes proprement plongées
entre ¢y et —c_ ne rencontrant pas V' \ (y4+ U~v_). Par positivité d’intersection,
I'intersection entre u et ci est positive et strictement positive s’il y a intersection.
Or Pintersection (homologique) de u et ¢; est constante et par conséquent nulle. [

2. Homologie de contact

2.1. Homologie de contact totale. Soit V' une variété de contact munie
d’une équation de contact non dégénérée. On décrit ici brievement le complexe de
I’homologie de contact totale (A.(V,«),d;) introduit par Eliashberg, Givental et
Hofer [25]. Le complexe de chaines A.(V, «) est la Q-algébre super-commutative
engendrée par les bonnes orbites périodiques du champ de Reeb R, (on considére
ici les orbites périodiques simples et leurs bons multiples). Les orbites périodiques
sont relativement graduées par l'indice de Conley-Zehnder. On choisit une structure
presque complexe J sur la symplectisation adaptée a a. Pour définir J on considére
l’ensemble des classes d’équivalences (par reparamétrisation de la source) de solutions
de I’équation de Cauchy-Riemann pour J qui sont positivement asymptotes a -,
négativement asymptotes a v; ..., et dans la classe d’homologie relative [Z]. On
le note

Cet ensemble est soumis a ’action par translation de R.

HYPOTHESE H. Il existe un modéle de perturbation abstraite de l’équation de
Cauchy-Riemann tel que
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soit une union de variétés branchées a coins de poids rationnels et de dimensions
données par [Z] et les indices de Conley-Zehnder des courbes asymptotes.

La théorie de Fredholm au voisinage des revétements multiples de courbes
holomorphes pose encore probléme et les perturbations abstraites ne sont pas
traitées en toute généralité. Il existe néanmoins des modeles dus a Fukaya et Ono
[29], Liu et Tian [57], Hofer, Wysocki et Zehnder [42, 44, 43] ([43] est annoncé
dans [44]) ou encore Cieliebak et Oancea dans le cadre de I’homologie de contact
équivariante [15] (voir [12]) ainsi que des résultats partiels de transversalité [22].

On note Ny 4;,..~, la somme pondérée et signée [25, 11] pour toutes les classes
d’homologie relatives [Z] des éléments de Mz)(J,7,71,--.7,) de dimension 0. La
différentielle d’une orbite périodique 7y est donnée par

n ’ ’
12 oy = T T Lol
(12) K /Z, iﬂ...iﬂ/@(%)...ﬁ('ﬂl)% T
it

ol iy ...4; sont les multiplicités de Pensemble {1 ...~} et £(7) est la multiplicité
de l'orbite 7. On étend la formule par la regle de Leibniz.

Sous ’hypotheése H, on espére obtenir le résultat suivant : s’il existe un ou-
vert U de la symplectisation contenant toutes les images des courbes J-holomorphes
positivement asymptotes & 7 et négativement asymptotes & vj ..., alors les so-
lutions obtenues pour toute perturbation abstraite assez petite de 1’équation de
Cauchy-Riemann vérifient aussi cette propriété.

L’hypothése H permet obtenir ’existence et 'invariance de I’homologie de
contact. Dans ce mémoire, certains résultat s’appuient sur cette hypothese H.

THEOREME 3.11 (Eliashberg-Givental-Hofer). Sous I’hypothése H,
(1) 2=0;
(2) ’homologie HC\(V, &) associée est indépendante des choix d’équation de
contact de &, de structure presque complexe J et de perturbation abstraite.

REMARQUE 3.12. Sans I’hypothése H, si, pour une équation de contact «, on
a 0% = 0, on définit 'homologie de contact associée & la forme o et on la note

HC,(V,a).

Précisons maintenant les propriétés des morphismes qui existent entre les
complexes associés a des équations de contact et a des structures presque complexes
adaptées différentes. On pourra consulter [5] ou [20] pour des descriptions plus
détaillées de ces applications. Soit v une équation de contact non dégénérée sur (V, )
et J une structure presque complexe adaptée. Pour tout ¢ > 0, on définit une nouvelle
structure presque complexe J¢ sur la symplectisation par J|Cg =JgetJ Ca% = Ba

Cc
La structure J¢ est adaptée a I’équation de contact ca et le difféomorphisme

we: RxV — RxV

(r,2) — (cr,x)
envoie toute courbe J-holomorphe sur une courbe J¢-holomorphe. Par conséquent,
les complexes (A.(V, a, J),0) et (A(V, ca, J¢), D) s’identifient en associant les or-
bites périodiques de Reeb géométriquement. On note 0(a, J, ¢) cette application et

O(a, J, ¢) Papplication induite en homologie.

Soient a; et ay deux équations non dégénérées homotopes. Il existe ¢ > 0 et une
homotopie (ax)ier telle que t_l>illnoo o = cayg tlggo oy = a1 et da, Ada, > 0 dans

R x V. On choisit une structure presque complexe J adaptée & da, qui interpole
entre des structures presque complexes J; et J§ adaptées a o et cap. Il existe un
morphisme de chaines

(13) 1#((0417J1)a (CO{Q,JS)) : (A*(Vv O‘l,J1>7a> — (A*(Va CO‘O’JS)?@)
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obtenu en comptant des courbes J-holomorphes et qui diminue I'action (par le
théoréme de Stokes). Le morphisme

(14) U((a, J1), (cap, J§)) : HCW(V, a1, J1), = HC(V, cag, J§).

induit en homologie est indépendant des choix précédents.

TuEOREME 3.13 (Eliashberg-Givental-Hofer). Soit V wune wvariété close de
dimension 3. Sous l’hypothéese H

(1) Si¥((ag, J2), (a1, J1)) et ¥((aq, 1), (o, Jo)) sont bien définis alors
¥((az, J2), (0, Jo)) = ¥((a1, 1), (a0, Jo)) o ¥((az, J2), (a1, J1)).

(2) ¥((aq, 1), (a1, J7)) et O((aq,J7), (a1, 1)) existent.

(3) Pour tout ¢ > 0,

O(ao, Jo, ¢) o ¥((au, J1), (o, Jo)) = ¥((caq, JT), (cag, J§)) 0 O(ay, J1, ¢).

(4) Soit ¢ < 1, on peut choisir P((a, J), (ca, J)) = 0(av, J, ¢).

Terminons cette section en donnant quelques éléments de preuve de ce théoréme.
Pour la propriété 3, on considere une structure presque complexe J permettant
de définir ¥ ((a1, J1), (g, Jo)) et associée & une homotopie notée «;. On considére
I’homotopie ca L et la structure adaptée J¢ définie par

J(r,x)=J (%,x) sur {z
JC(Tax)% = %Ra%
Le difféomorphisme (7,z) — (c7,z) envoie les courbes J-holomorphes sur les
courbes J°-holomorphes.
Pour la propriété 4, on considére un chemin oy = c(t)aq entre cag et agy avec
t — ¢(t) croissante. Soient Jy une structure presque complexe adaptée a ag et C
une primitive de c¢. La structure presque complexe définie par

J(r,z) = Jo (C™(1),2) sur &
0 1

o7~ (CTN@)
est adaptée a oy. Le difféomorphisme (7,2) — (C(7),x) envoie les courbes Jy-

holomorphes sur les courbes .JJ-holomorphes. Or les seules courbes Jp-holomorphes
considérées pour définir ¥((«g, Jo), (o, Jo)) sont les cylindres triviaux.

J(7,x) Re, ()

2.2. Homologie de contact cylindrique. Soit V une variété de contact
munie d’une équation de contact non dégénérée et hypertendue. Le complexe de
I'homologie de contact cylindrique est noté (CN(V, v, J),d) ot C¥(V, v, J) est le
Q-espace vectoriel engendré par les bonnes orbites périodiques du champ de Reeb
R,. La différentielle d’une orbite périodique 7 est donnée par la formule

n. ’
(15) oy = Z LY,
— w(7')

Dans le cas de I'homologie cylindrique, les revétements multiples de cylindres
holomorphes posent encore probleme, I’hypothese H se traduit de la fagcon suivante.
THEOREME 3.14 (Eliashberg-Givental-Hofer). Sous I’hypothése H,
(1) 2 =0;
(2) I’homologie HCﬁyl(V, &) associée est indépendante des choix d’équation de

contact hypertendue de &, de structure presque complexe J et de perturba-
tion abstraite.
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Il existe néanmoins une version partielle de ’homologie de contact cylindrique
pour laquelle 'homologie de contact est bien définie et invariante.

DEFINITION 3.15. Soit A un ensemble inclus dans le groupe d’homotopie libre
de V. L’homologie cylindrique partielle associée a A est 'homologie du complexe
engendré par les orbites périodiques dont la classe d’homotopie est dans A et dont la
différentielle est obtenue par restriction de la différentielle de 'homologie de contact
cylindrique.

Si A est inclus dans ’ensemble des classes d’homotopies primitives, les travaux
de Dragnev [22, Corollary 1] garantissent que pour un choix de structure presque
complexe adaptée générique, ’homologie de contact HC?(V,«, J) est bien définie et
invariante parmi les choix de formes hypertendues : si une orbite périodique de Reeb
est dans une classe primitive, alors toute courbe pseudo-holomorphe asymptote a
cette orbite est « quelque part injective » (somewhere injective).

FAIT 3.16. Les morphismes définis dans 3.13 induisent des morphismes /<!
et U vérifiant les mémes propriétés en restriction au complexe et & ’homologie
cylindrique.

2.3. Homologie de contact linéarisée. L’homologie de contact cylindrique
est un cas particulier d’homologie de contact linéarisée obtenue a partir d’une
augmentation. Elle a été introduite par Chekanov [14] dans le cadre de 'homologie
legendrienne des nceuds de R3. Elle est développée dans le cas de I’homologie de
contact dans [9]. On pourra aussi consulter [20].

DEFINITION 3.17. Une augmentation est un homomorphisme de Q-algébre
(4,0) — (Q,0) qui est aussi un morphisme de chaine.

S’il existe une augmentation e de (A, ) alors, en effectuant le « changement de
coordonnées » a — @ = a—e(a) dans (A, 9), on obtient un complexe (A%(V, a, J), 9°).
On écrit 0° = 0] + 05 + ... en utilisant la filtration par la longueur des mots en les
générateurs de A°(V,a, J). En particulier, on a 95 = 0.

PROPOSITION 3.18 (Bourgeois-Ekholm-Eliashberg). Pour toute augmentation e,
on a (05)% = 0.

DEFINITION 3.19. L’homologie de contact linéarisée HC®(V,a, J) associée
a laugmentation € est 'homologie de complexe composé du Q-espace vectoriel
engendré par les 7 et la différentielle 0f.

PROPOSITION 3.20. Sous l’hypothése H, si a est non dégénérée et hypertendue,
le morphisme trivial est une augmentation. Dans ce cas, I’homologie de contact
linéarisée est I’homologie cylindrique.

Soient aq et a; deux équations de contact non dégénérées homotopes et
@ : (A(V, aq, Jl), 8) — (A(V, Qag, Jo), 6)

un morphisme de chaine. Si le complexe (A(V, ag, Jo), d) admet une augmentation
go alors ¢ permet de construire une augmentation tirée en arriére €1 = £g o  sur
(A(V, a1, J1),0). Les morphismes ¢ et ¥ étudiés dans le théoreme 3.13 induisent
ainsi des morphismes ° entre les complexes linéarisés et W0 entre leurs homologies
vérifiant des propriétés analogues a celle énoncées dans 3.13. On définit de méme
0%0 et ©°0.

THEOREME 3.21 (Bourgeois-Ekholm-Eliashberg, voir [20, Theorem 3.2]). Sous
Uhypotheése H.
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(1) L’ensemble des homologies de contact linéarisées
{HC*(V,a, J),e augmentation de (A.(V,a, J),0)}
est un invariant de la classe d’isotopie de la structure de contact & = ker(a).
(2) Soient v1,p2 : (A(V,01,J1),0) = (A(V, a0, Jp),0) deur morphismes de

chaines homotopes et €y une augmentation de (A(V, g, Jy). On note 1 et
€9 les augmentations tirées en arriére par o1 et po. Alors Uapplication

pler,e2) : (A (V a1, 1),0) — (A2(V,a1,J1),0)

v —e1(7) — 7 —e2(7)
induit un isomorphisme ®(e1,e2) en homologie tel que
@(61, 52)

HC (V,ay, Ji) ———— HCE2(V,ay, Jy)

SN

HCZ(V, a0, Jo)

commute ou Py et o sont les morphismes induits en homologie par o,
et »2.

Les augmentations €; et €5 du second point sont dites homotopes, on pourra
consulter [20, 3.2] pour une définition générale.

3. Croissance de I’homologie de contact

La croissance de 'homologie de contact est définie a partir de I’homologie
de contact cylindrique sur Q ou, plus généralement, d’une homologie de contact
linéarisée. C’est un invariant plus facile a calculer que I’homologie de contact car pour
le déterminer il peut suffire d’estimer le nombre d’orbites périodiques de Reeb et il
n’est pas toujours nécessaire de résoudre les équations de Cauchy-Riemann associées
au calcul de la différentielle. Les concepts présentés dans cette section seront utilisés
dans le chapitre 7 pour garantir une croissance exponentielle du nombre d’orbites
périodiques de Reeb (avec la période). Dans ce chapitre, on déterminera la croissance
de I’homologie de contact dans un cas ou on ne sait pas la calculer explicitement.

La croissance de 'homologie de contact a été introduite par Bourgeois et
Colin [8, 3.6]. L’analogue en homologie symplectique a été défini par Seidel [66] et
développé par McLean [62]. Ce dernier montre que des fibrés cotangents ne sont
pas symplectomorphes a des variétés affines lisses en déterminant que les taux de
croissance de I’homologie symplectique associée a ces variétés sont différents.

3.1. Définitions préliminaires. Commencons par définir précisément les
croissances et taux de croissance qui seront utilisés dans la suite de ce texte.

DEFINITION 3.22. Soit f : Ry — R,. On dit que la croissance de f est
polynomiale de degré < n s’il existe a > 0 tel que pour tout x, on ait f(z) < az™.
On dit que la croissance de f est exponentielle s’il existe a > 0 et b > 0 tels que
pour tout x, on ait f(z) > aexp(bx).

Les deux situations présentées dans la définition 3.22 ne couvrent pas tous les
cas. Pour une présentation plus compleéte, on utilise la notion de taux de croissance.
On pourra consulter [52] pour plus de détails concernant les taux de croissance dans
un cadre plus topologique.

DEFINITION 3.23. Soit f: Ry — Ry, le tauz de croissance de f est

r(f) = i “EL D)
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Le taux de croissance considéré ici est polynomial. Il existe aussi un taux de
croissance exponentiel défini par

lim sup log (max:if(x), 1)) .

v urquoi X roi X i g uite.
On verra pourquoi le taux de croissance exponentiel n’est pas adapté par la suite

FAIT 3.24. Si f est & croissance exponentielle alors T'(f) = 4o00. Si f admet
une croissance polynomiale de degré n, T'(f) < n.

3.2. Filtration par ’action. La présentation algébrique est inspirée de [62].
On pourra consulter [36, Chapitre I] pour plus de détails sur les préliminaires
algébriques.

3.2.1. Préliminaires algébriques. Un systéme inductif est une famille d’espaces
vectoriels (E;)ze(0,00] telle que pour tout x; < x5 il existe une application linéaire
Py ,zy & By — By, vérifiant ¢, o, = Id pour tout 1 > 0 et Yu; 25 = Pao.25°Par 20
pour tous 0 < 1 < 29 < x3.

Un systeme inductif admet une limite inductive E = thglo E,. Par définition, il

existe @, : By, = E tel que le diagramme

Pry,z2
E, ——— F,,

AN\, S
E

commute pour tous 0 < z1 < xo. Pour définir la croissance de (E,), on suppose que
tous les espaces F, sont de dimension finie.

DEFINITION 3.25. Le tauz de croissance de (E,) est
L((Ex)zefo,00f) = T'(2 = 18(02))-

De plus, la famille (E;)qefo,00] croit exponentiellement (resp. polynomialement) si
x + 1g(p,) croit exponentiellement (resp. polynomialement).

FAIT 3.26. Pour tout C > 0, les systémes inductifs (E;) et (Ec,) ont le méme
taux de croissance.

Un résultat analogue serait faux si on choisissait le taux de croissance exponentiel
pour définir la croissance d’un systéme inductif. Un morphisme de systemes inductifs
entre (E;)zef0,00] €6 (Fr)zefo,00[ €St la donnée d’un réel strictement positif C' et
d’une famille d’applications linéaires @, : £, — F¢, tels que le diagramme

T
Ewl s FCI1

|, |

z2
E,, —— Fca,

commute pour tous 0 < 7 < x9. Deux systémes (E,) et (F,) sont isomorphes s'il
existe un morphisme (C,®) de (E,) dans (Fy) et un morphisme (C', ¥) de (Fy)
dans (E,) tels que U, 0 P, = @f,cc'z et Doy oV, = 905,00'90 pour tout = > 1.

LEMME 3.27. Deux systémes isomorphes ont le méme taux de croissance et la
meéme croissance.

DEMONSTRATION. Soient (E,) et (F,) deux systémes isomorphes. Par définition
de limite inductive, on obtient le diagramme commutatif suivant.
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Par conséquent rg(v;,) < rg(¥ey, ) et done T'(E) < T'(F) par le fait 3.26. Symétri-
quement, on obtient I'(F) < T'(E). O

3.2.2. Homologie de contact et systémes inductifs. Soit V une variété com-
pacte munie d’une forme de contact a sans orbite de Reeb contractile. Soit L > 0,
on note C?LI(V, a, J) le Q-espace vectoriel engendré par les bonnes orbites pério-
diques de Reeb de période inférieure & L. Comme la différentielle diminue I’action,
on obtient une nouvelle famille de complexes (C’Zyi(V, a,J),0<r) >0 d’homologie
(H C’Zy]i(V, a, J))L>0. Ces espaces vectoriels sont tous de dimension finie et 'inclusion
i:CH(V,a,J) — C2},(V,,J) induit une application linéaire en homologie pour
tout L' > L. De facon analogue, pour tout ensemble A de classes d’homotopie libre
et pour tout L > 0 on définit le complexe (C2,(V,«, J),0<r) ainsi que I'homologie
associée HC2, (V, a, J).

FaIT 3.28. Les familles (HCZ} (V, v, J)) >0 et (HC2,(V,a, J)) >0 sont deux
systemes inductifs. Les morphismes associés sont les morphismes induits par 1'in-
clusion. De plus, la limite inductive de (HC’?LI(V, o, J)) L0 est HCXN(V, ar, J) et la
limite inductive de (HC2, (V,a, J))r>0 est HOM(V, a, J).

Soit V' une variété de contact compacte munie d’'une forme de contact o non
dégénérée et telle que (C(V, @), d) admette une augmentation . Alors la différen-
tielle 9§ diminue 'action sur A%(V,a) et on définit le systéme inductif associé de la
méme fagon.

Farr 3.29. Les applications décrite dans 3.13 se restreignent aux complexes
filtrés en <, et U<y, (et w;yi et U 1 dans le cas cylindrique). Par construction les
applications 0 et © se restreignent en

QSL :ASL(V, OL,J) — ASCL(Va co, JC)
QSL IHCSL(V7O[, J) — HCch(Va ca, JC)

et de fagon analogue dans le cas cylindrique. De plus il existe des restrictions similaires
dans le cas linéarisé. Enfin les applications ¢(e1,e2) induisent des applications

Bp(er,e2)  HOZ, (Voo J) — HOZ, (Via, J).

En plus des propriétés déduites du théoreéme 3.13, les applications vérifient les
propriétés suivantes. Pour tout 0 < ¢ < 1

®<L <CC¥7 Jc7 1) o \I]<L((a7 J)7 (COZ, JC))
< c =
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est le morphisme induit par l'inclusion HC<r(a,J) — HC 1 (a,J). De plus si
1 =v((a1, 1), (ca, J9)) o p((a, J), (a1, J1)) et g2 = b(a, J, )

1 .
P (527 ‘51) ° 66<2L (Ca7 g%, ) °© \I]?L((a’ J)? (CO@ JL))
<L < - <
est le morphisme induit par I'inclusion HCZ' (a, J) — HCZy (o, J).

3.2.3. Croissance de I’homologie de contact. Les tauz de croissance de 'homolo-
gie de contact cylindrique, de I’homologie de contact partielle et de I’homologie de
contact linéarisée sont les taux de croissance des systemes inductifs associés

PRrOPOSITION 3.30. Soient ag et oy deux formes de contact homotopes et
hypertendues sur une variété compacte V. Alors, sous U’hypothése H, les systemes
inductifs HCXY (V, ) et HCZL(V, on) sont isomorphes.

DEMONSTRATION. Les morphismes entre HCZ} (V, o) et HCZ} (V, ) sont

oL : HC;yfi(V’ ay) — HC’;}%(V7 o)

C C ]‘ C (&
o1 =02 (a0, 5, 1) 02 (a1, 1), ca, )

et
py : HCZL(V,a0) » HCZ, (V,an)
C, « i/ C ]‘
('OIL = \I}Syl% ((Ci?ajoc ) 7(a17J1)) o G)Syll/ (a07J07 Cl) .
Par 3.29, on définit bien ainsi un isomorphisme. O

COROLLAIRE 3.31. Soient ag et ay deux formes de contact homotopes et hy-
pertendues sur une variété compacte V, alors, sous ’hypothése H les homologies
cylindriques associées ont le méme taux de croissance.

On montre le résultat suivant de maniére analogue mais sans faire intervenir
I’hypothese H

PROPOSITION 3.32. Soient ag et o1 deux formes de contact homotopes et
hypertendues sur une variété compacte V, alors les homologies partielles associées a
des classes primitives ont le méme taux de croissance.

PROPOSITION 3.33. Soient oy et a1 deux équations de contact non dégéné-
rées isotopes et Jy et J1 deux structures presque complexes adaptées telles que
(Ai(ao, Jo),0) admette une augmentation o et Y((ou,J1), (o, Jo)) existe. Alors,
sous Uhypothése H, les systémes HCZ, (o1, J1) et HCZ (a, Jo) sont isomorphes.
Les tauz de croissance de 1’homologie de contact linéarisée sont donc les mémes.

DEMONSTRATION. Les morphismes sont
o1 s HCZ, (V,an, J1) = HOZ, (V, g, Jo)
pr = V2 (a1, J1), (0, Jo))
et
o HC;OL(V, ag, Jo) — BIC?A (V,aq, Jy)

I el Qo 43 c 5 1
QDL*\I’SA ?7‘]0 a(alvjl) O(DS%(go,(fo)O@SL Oéo,(](),E
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1
ol €f est 'augmentation obtenue a partir de ¢ par 6 (%ao, Jg c) et ), Paugmen-
1
tation fournie par ¥ ((aq, 1), (co,Jo)) o ¥ ((%ao,JOC,c) ,(ozl,J1)). Par 3.29, on
définit bien ainsi un isomorphisme. O






CHAPITRE 4

Homologie de contact suturée

Introduite par Colin, Ghiggini, Honda et Hutchings [18], ’homologie de contact
suturée est une version de I’homologie de contact pour les variétés a bord. Les variétés
suturées on été introduites par Gabai [30]. Soit V une variété de dimension 3 de
bord S. Une suture T" sur S est une collection de courbes orientées telle que S\ T
soit réunion des intérieurs de deux surfaces de bord I' et orientées, notées R4 (I") et
R_(T") telles que les orientations de 9R, (") et I' coincident et que les orientations
de OR_(T") et I" soient opposées. Pour une variété de bord convexe, c’est la courbe
de découpage du bord convexe qui sert de suture.

Dans ce chapitre, on introduit ’homologie de contact suturée et on étudie le cas
d’une surface convexe épaissie et de certains tores pleins. Les techniques utilisées
pour démontrer ces résultats élémentaires seront reprises dans 1’étude d’exemples
obtenus par recollement de rocade dans les chapitres 8 et 9.

PROPOSITION 4.1. Soit S une surface convexe de courbe de découpage I' =
Ui, I sans composante contractile. Soit V=S x [—1,1] un voisinage de S tel que
la structure de contact soit invariante dans la direction [—1,1]. Il existe une forme de
contact hypertendue . telle I’homologie de contact cylindrique suturée soit le Q-espace
vectoriel engendré par n+ 1 orbites périodiques homotopes d Ty, x {0}, k € [0,n] et
par leurs multiples.

PROPOSITION 4.2. Soit V = D? x S' muni d’une structure de contact & qui
découpe le bord 0D? x S' avec 2n courbes longitudinales. On suppose de plus que le
découpage d’un disque méridien de bord convexe intersectant 2n fois la courbe de
découpage de OD? x St est composé d’arcs paralléles entre eux. Alors il existe une
forme de contact hypertendue « telle que I’homologie de contact suturée cylindrique
soit le Q-espace vectoriel engendré par ny orbites homotopes a {*} x S* et n_ orbites

homotopes a {*} x —S*' et par leur multiples ot ny = (”T_l] etn_=n—1—n4.

La classification des structures de contact tendues sur le tore plein avec courbe de
découpage longitudinale au bord est rappelée dans le chapitre 2. La proposition 4.2
est un cas particulier du théoreme 0.11. La section 1 présente les propriétés de base
de 'homologie de contact suturée. On démontre la proposition 4.1 dans la section 2
et la proposition 4.2 dans la section 3.

1. Présentation de ’homologie de contact suturée

Soit (V, &) une variété de contact de bord convexe et de courbe de découpage T
Soit v une forme de contact adaptée au bord. Le complexe de chaines de I’homologie
de contact est engendré par les bonnes orbites périodiques du champ de Reeb et
la différentielle 9 est définie en « comptant » des courbes holomorphes dans la
symplectisation pour une structure presque complexe adaptée J. Elle s’obtient par
une formule analogue a la formule 12 du chapitre 3. Par la forme du champ de
Reeb au voisinage du bord les courbes holomorphes ne peuvent pas sortir de la
variété. L’homologie de contact obtenue est notée HC(V,T',£). Comme 1’homologie
de contact totale pour une variété sans bord, elle est bien définie sous I’hypothese H.

49
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THEOREME 4.3 (Colin-Ghiggini-Honda-Hutchings [18]). Sous [’hypothése H,
(1) 92 =0;

(2) ’homologie obtenue est indépendante des choix d’équation de contact c,
de structure presque-complexe J et de perturbation abstraite.

Ce théoreme s’adapte au cas de 'homologie de contact cylindrique, toujours
sous I’hypothése H. Par les travaux de Dragnev [22] I’homologie de contact suturée
cylindrique est bien définie dans les classes primitives si ’équation de contact est
hypertendue. Les premiers calculs d’homologie de contact suturée sur les tores pleins
on été effectués par Golovko [38, 37]. En particulier il démontre le résultat suivant
qui sera utile dans le chapitre 9.

THEOREME 4.4 (Golovko [38]). Soit V = D? x S muni d’une structure de
contact £ possédant 2n courbes de découpage longitudinales au bord. On suppose
que le découpage d’un disque méridien de bord conveze et rencontrant la courbe de
découpage de OD? x S* en 2n points est composé d’arcs paralléles au bord. Alors,
l’homologie de contact suturée cylindrique est le Q-espace vectoriel engendré par
n — 1 orbites homotopes a {*} x S* et par leur multiples.

2. Exemple d’une surface épaissie

Soit S une surface convexe dans une variété de contact, alors S admet un
voisinage S x [—1, 1] muni d’une équation de contact de forme (F) (voir définition 1.9).
On note I' = |J_, I'; le courbe de découpage de S associée & la forme (F). Chaque
voisinage U; fourni par le forme (F) est muni de coordonnées

(7,9, 2) € [~Tmaxs Tmax] X [—1,1] X st

dans lesquelles

— SNU; ~ [~Zmax, Tmax) X {0} x St

- I; ~ {0} x {0} x S*;

— a= f(z)dy + cos(z)dz.
On perturbe 1’équation de contact en

ap = f(z)dy + p(z,y) cos(z)dz

ou p est une fonction lisse vérifiant les propriétés suivantes :

(1) il existe a2,

et pour tout z € [—ab ., 2P |, f(x) = sin(z);

< ZTmax tel que p =1 en dehors de [—22 ., 2P ] x [-1,1]

max?

(2) p(z,y) =1+ k(x)l(y) ou k est une fonction bosse constante égale & 1 au
voisinage de = 0 et [ est C*°-petite strictement décroissante sur [—1, 0],
nulle en 0 et strictement croissante sur [0, 1] avec I”(0) # 0.

On obtient bien une équation de contact adaptée au bord (voir chapitre 1, section 2).
Le champ de Reeb est décrit dans la figure 1.

LEMME 4.5. Le champ de Reeb associé a o, admet pour orbites périodiques les
courbes T'; x {0} pouri=0...n. Ces orbites ont toutes la méme période. De plus
ces orbites sont hyperboliques d’indice de Conley-Zehnder pair.

DEMONSTRATION. En dehors de I'ouvert U;, le champ de Reeb est :I:a% donc il
ne peut pas y avoir d’orbite périodiques. On se place dans un ouvert U;, la courbe
T'; x {0} est bien une orbite périodique. Dans la zone dans laquelle & = 0, le champ
de Reeb est donné par
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\\4//1
N

FIGURE 1. Champ de Reeb dans le plan (z,y) au voisinage de

x = 0. Au voisinage de (0,0) le champ de Reeb a une composante

non nulle sur 6@'
z

et il n’y a pas d’orbite périodique. Si k # 0, le projection dans le plan (x,y) du
champ de Reeb est positivement colinéaire a

U(y) cos(z)
(14 1(y))sin(x)
et donc au champ hamiltonien associé a la fonction H : (z,y) — l(y) cos(z) pour la
forme symplectique standard. Le point critique (0,0) est une selle et il n’y a pas de

niveau fermé. Il ne peut donc pas y avoir d’orbite périodique autre que T'; x {0}.
En linéarisant le flot de Reeb ¢; le long des orbites I'; x {0}, on obtient

tr (04 (0)) = 2cosh( tl”(())) > 2.
Par conséquent 'orbite est paire et hyperbolique. O

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 4.1. La différentielle de ’homologie de
contact cylindrique est nulle car la différentielle d’une orbite paire ne fait intervenir
que des orbites impaires. Or, pour la structure oy, toutes les orbites périodiques
sont paires. O

COROLLAIRE 4.6. L’homologie de contact cylindrique suturée HCV'(V,¢,T) a
une croissance linéaire.

Ce résultat en dimension 3 se généralise probablement en toute dimension. Soit
¥ une hypersurface convexe dans une variété de contact de dimension 2n + 1 (voir
[18, 2.2]). Il existe alors une sous-variété I' de ¥ de dimension 2n —1 et une équation
de contact « telles que I' décompose X en régions orientées R4 de bord I' vérifiant :

— les orientations de ORy et I' coincident et les orientations de dR_ et I' sont

opposées ;

— (R4,da) et (R—,da) sont des variétés symplectiques positives si on renverse

I'orientation de R_ ;

— «ar est une forme de contact.

La sous-variété I est appelé découpage de 3.

CONJECTURE 4.7. Soit ¥ une surface convexe dans une variété de contact (W, )
de dimension 2n + 1 découpée par T'. Soit ¥ x [—1,1] un voisinage de X obtenu en
suivant un champ de vecteurs transverse. Alors, si ' est incompressible et si op
est hypertendue, I’homologie de contact suturée cylindrique de (X x [—1,1],T',€) est
I’homologie de contact cylindrique de (I',§' = ker ap).
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REMARQUE 4.8. L’homologie de contact plongée, introduite par Hutchings
[48, 49, 50, 51|, est définie grace a un complexe de chaines engendré par des
ensembles finis {(v;,m;)} ou les ~; sont des orbites de Reeb distinctes et m; € N*
avec m; = 1 si 'orbite est hyperbolique. La différentielle est obtenue en comptant des
courbes holomorphes plongées. C’est un invariant de la variété. L’analyse précédente
s’adapte dans ce contexte et permet de monter que la différentielle de I’homologie
de contact plongée est nulle. Ainsi 'homologie de contact plongée d’une surface
épaissie est engendrée par les sous-ensembles de {I'; x {0},7 € {1,...,n}}.

3. Exemple du tore plein

On démontre ici la proposition 4.2. Pour calculer 'homologie de contact de
certaines structures sur le tore plein, on construit une équation de contact appropriée
inspirée des structures de contact sur les surfaces épaissies. Dans le plan R? de
coordonnées (z,y), on considere le disque (voir figure 3)

D, ={(z,y),y € [-1,1],x € [-7 + 2e — h(y),n7m — 2 + h(y)]}

ou h : [—1,1] — R lisse sur |—1,1[, nulle et verticale & tout ordre en —1 et 1,
atteignant son maximum ¢ en 0.

PROPOSITION 4.9. Pour n assez petit, il existe une famille a.,e — 0 de struc-
tures de contact sur V,, = D,, x S1 telle que

- e = f(z)dy + B ;

~ Be = cos(z)dz sur Ix[-1,1]x S ou I = [—7+e,nr—e|\[-3F —n, =3 + 9] ;

~ f est une fonction lisse, 2m-périodique, égale a (—1)* au voisinage de v =
km + Z, égale d x — sin(z) au voisinage de x = km, valant —1 au voisinage
sur [—%’T -, —%” + 77] et ayant le méme sens de variation que la fonction
sinus ;

~ 0D,, x S est muni d’une feuilletage legendrien lisse par des courbes méri-
diennes invariantes dans le direction % et tendant vers les cercles z = cst
quand € — 0.

DEMONSTRATION. On va perturber la structure de contact ag = f(z)dy +
cos(z)dz dans [—2F —n, —3T 4 5] x [—1,1] x S*. On choisit 1 assez petit pour que
P12~ b)) = (1)

Sur 9D,, x S1, il existe une unique courbe legendrienne d; lisse passant par
(f?ﬂf, 1, 2). En effet, dans la zone plate, les seules courbes legendriennes lisses sont les
courbes z = cst et x = km + 3 et dans la zone non plate le feuilletage caractéristique
n’a pas de singularité.

Montrons que la monodromie [ sur le cercle {—2%} x {1} x St vérifie |I(2) — 2| =
O(e). Le passage dans la zone plate ne fait pas changer la coordonnée z de la courbe
legendrienne. Au voisinage de = = n, on tire I’équation de contact en arriére par
I'inclusion

i:(y,2) = (nm—2e+ h(y),y, 2)
et on pose h(y) = nm — 2e + h(y). On obtient alors

i*a = f(hy(y))dy + cos(hi(y))dz
et le feuilletage caractéristique est dirigé par

cos(is (1) = (hel) | _
( — e (y)) ) avee Cos(h+(y))‘ = O(e).

On effectue une analyse symétrique au voisinage de x = —m. On obtient alors que
le passage dans la zone non plate fait varier en O(e) la coordonnée z d’une courbe
legendrienne.

Dans I x [—1,1] x S!, on remplace la 1-forme cos(x)dz par 3. telle que
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(1) Be = cos(x)dz au voisinage de I x S*;
(2) Be ne dépend pas de z;

(3) une feuille de j; relie 6o N {—%T" — 77} x St et §p N {—%’T +n} x St (voir
figure 2);

(4) dB. < 0.

—_ 0
— feuilles de 8

X_ - - feuilles de cos(z)dz

FIGURE 2. Formes de feuilles de 3

On obtient alors bien une équation de contact de la forme cherchée. O

LEMME 4.10. La structure o sur le tore plein V,, = D,, x S' a pour découpage
sur les disques méridiens une courbe composée de n arcs paralléles (voir figure 3).
Le bord de la variété est convexe et une courbe de découpage est donnée par les
points de tangence entre le champ de Reeb et le bord. Les composantes connezes de
' sont les courbes {—m + ¢} x {0} x S, {nm —e} x {0} x S, {kn} x {£1} x S?
pour k €0,...,n.

| | r
-m L nmw

FIGURE 3. Découpage d'un disque méridien

DEMONSTRATION. Le champ de Reeb est donné par
R ! si O( )
a = " m(x
f'(z) cos(z) + f(x)sin(z) ()

dans I x [~1,1] x St et par R, = *a% dans [f?ﬂf -, f?jf +77] x [-1,1] x St
Le champ a% est un champ de contact transverse a un disque méridien de bord
legendrien (inclus dans deux plans z = cst pour x € I), ce disque est donc convexe.
Une courbe de découpage est donnée par les points de ce disque ou % est dans le
plan de contact, c’est-a-dire par les segments & = k7 4 & (par le théoréme 1.4).
Les propriétés de la courbe de découpage au bord sont une conséquence directe
de la forme du champ de Reeb par le lemme 1.7. En effet sur la zone plate du bord
les points de tangences sont donnés par 1’équation sin(z) = 0 et dans le zone non
plate par ’équation h’(z)sin(z) = 0. O
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En dehors de la zone de lissage du bord par h, la structure de contact est la méme
que la structure de contact au voisinage d’une surface convexe décrite dans la section
précédente. On perturbe 1’équation a. en «,, au voisinage de = km, k € [0,n] en
suivant le modele décrit dans la section précédente.

LEMME 4.11. L’équation de contact v, sur V;, est adaptée au bord et les orbites
périodiques associées sont exactement les courbes {km} x {0} x S1,k €0,...,n. Ces
orbites sont toutes hyperboliques et paires.

DEMONSTRATION. Les résultats de la section précédente s’appliquent. Il reste
a montrer que I’équation de contact est bien adaptée au niveau des courbes de
découpage dans la zone non plate du bord et que dans cette zone il n’y a pas d’orbite
périodique. Dans cette zone, o n’a pas été perturbée et donc

1 0
sin(x)
Py eos(@) + F@ysin(e) \ “p)
Par conséquent toutes les orbites de Reeb sont a extrémités dans le bord de la
variété et il n’y a pas d’orbite périodique. De plus, par la forme du champ de Reeb
I’équation de contact est adaptée le long de la courbe de découpage dans cette
zone. O

Ra, =

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 4.2. Pour la forme «, toutes les or-
bites périodiques sont paires. Par conséquent, la différentielle de I’homologie de
contact cylindrique est nulle. O

REMARQUE 4.12. De méme, on peut montrer que ’homologie de contact plongée
est engendrée par les sous ensembles de {T'; x {0},7 € {1,...,n}}.



CHAPITRE 5

Homologie de contact Morse-Bott

L’homologie de contact Morse-Bott a été introduite par Bourgeois dans sa
thése [5] en 2002. Dans ce texte on n’utilisera pas la construction proprement
dite du complexe de Morse-Bott mais des résultats intermédiaires présentés eux
aussi dans [5]. L’homologie de contact Morse-Bott est une méthode de calcul de
I’homologie de contact utilisant des structures de contact qui sont dégénérées et
qui ont en général des sous-variétés d’orbites périodiques de mémes périodes. Ce
type d’équation de contact apparait naturellement en présence de symétrie et
couvre une partie non négligeable des équations de contact usuelles. L’intérét de
I’homologie de contact Morse-Bott est de pouvoir calculer ’homologie de contact
sans avoir au préalable a perturber une équation de contact symétrique. En effet,
cette perturbation de I’équation de contact complique la dynamique de Reeb et par
conséquent la résolution des équations de Cauchy-Riemann.

L’idée générale de I'homologie de contact Morse-Bott est de faire le lien entre la
situation dégénérée et une situation non dégénérée controlée, obtenue en perturbant
I’équation de contact a ’aide de fonctions définies au voisinage des variétés d’orbites
périodiques.

1. Formes de contact Morse-Bott et perturbations

Commengons par décrire le cadre d’application de la théorie de Morse-Bott et
par donner quelques exemples.

DEFINITION 5.1 ([5]). Une équation de contact a sur V est de Morse-Bott
si ensemble des périodes o(a) est discret, si pour tout T' € o(«), 'ensemble
Np ={p € V,or(p) = p} est une sous-variété lisse close pour laquelle day,. est de
rang localement constant et T, Ny = ker(op — I).

EXEMPLE 5.2. Sur le tore T3, les équations de contact o, = sin(nz)dy +
cos(nz)dz sont des équations de Morse-Bott. En effet le champ de Reeb associé &
oy, est

0
R., = | sin(nz)
cos(nx)
le flot de Reeb préserve les tores {x = cst} et est linéaire sur ces tores. Un tore
{z = xo} est feuilleté par des orbites de Reeb si et seulement si la pente de R, est
rationnelle. Si psin(nzg) = g cos(nxg) avec p et ¢ premiers entre eux, la période des
orbites périodiques associées est 1/p? + ¢2. Les périodes forment donc un ensemble
discret.

EXEMPLE 5.3. Soit £ une structure de contact transversale aux fibres et S!-
invariante sur un fibré en cercles. Alors £ admet une équation de contact dont le
champ de Reeb est partout tangent aux fibres. Toutes la variété est alors composée
d’orbites périodiques de Reeb de méme période.

Le flot de Reeb induit une action de S* sur les espaces Np. Le quotient, noté
ST, est en général un orbifold. Néanmoins dans tous les exemples considérés par la
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suite, ST aura une structure de variété. Pour des raisons de simplicité, on détaille
donc la construction dans le cas ou St est lisse. On va perturber I’équation de
contact Morse-Bott a partir de fonctions de Morse définies sur les espaces Srp.
Détaillons cette construction. Soit 7' > 0. Pour tout 7" € o(«) N[0, 7], on choisit
une fonction de Morse fr: sur Sp.. On prolonge cette fonction en fp, & Np/ en
garantissant que dfr/(R,) = 0. On la prolonge alors & V en fr/ en garantissant que
fr = 0 en dehors d’un voisinage de N7 . On demande de plus que les domaines
des différentes fonctions f7+ pour T' € o(«) N [0, T soient disjoints et que les choix
soient cohérents. On note f; la fonction obtenue on additionnant les différentes
fonctions pour T” € o(a) N [0, T]. On perturbe alors ’équation Morse-Bott o en

aNT = (1 4+ )\?T)OL.

PROPOSITION 5.4 ([5]). Soit T > 0, il existe A > 0 tel que pour tout 0 < A < A,
les orbites périodiques de a1 de période inférieure a T correspondent aux points
critiques des fonctions fr, T' € o(a)N[0, T]. De plus ces orbites sont non dégénérées.

Un choix de structure presque complexe S'-invariante dans la symplectisation
R x V détermine une métrique sur les variétés St par da(-, J-). On peut donc parler
de gradient de frp.

2. Homologie de contact Morse-Bott

Pour définir I’homologie de contact dans le cas Morse-Bott on retrouve les mémes
étapes que dans le cas non-dégénéré. Superficiellement, le complexe de ’homologie
de contact dans le cas Morse-Bott est engendré par les points critiques des fonctions
fr. La différentielle est obtenue en comptant des courbes holomorphes généralisées
mélangeant des lignes de gradient de f, et des cylindres holomorphes asymptotes &
des orbites périodiques dans les espaces Np. Le schéma reste le méme et comprend
un théoréme de compacité, des problemes de transversalité et un choix d’orientations
cohérentes. Pour plus d’information on pourra consulter [5] pour une présentation
trés détaillée, [6] pour un résumé des résultats de la référence précédente, ou encore
[7] pour une présentation générale. Dans la suite de cette section, on illustre sur des
exemples trés simples des éléments de la constructions de I’homologie de contact
Morse-Bott. L’objectif est double, ces exemples permettent de mettre en lumiere
les spécificités de la théorie Morse-Bott en détaillant le role joué par les lignes de
gradient dans la calcul de la différentielle. De plus, ces résultats spécifiques seront
utilisés dans la suite de ce texte pour calculer I’homologie de contact des structures
cloisonnées.

Le théoreme de compacité demandé dans la cas Morse-Bott est un peu différent
du théoréme de compacité dans le cas non dégénéré. En effet, on cherche ici a faire
le lien entre les situations non dégénérées (équations a r) et la situation dégénérée
(équation «). On veut analyser le comportement des courbes holomorphes pendant
que A devient de plus en plus petit (et donc pour des structures presque complexes
différentes). L’idée est de montrer que dans des situations favorables, les courbes
holomorphes généralisées comptées dans la différentielle du complexe Morse-Bott
correspondent aux limites de courbes holomorphes usuelles.

Lorsque A devient de plus en plus petit (et que les structures presque-complexes
considérées convergent) on observe deux phénomeénes principaux entrelacés. D’un
coOté, et de fagon analogue a ce qui se passe dans le cas non dégénéré, des immeubles
holomorphes apparaissent : quitte a reparamétrer, on obtient des convergences dans
C>-loc vers des courbes holomorphes asymptotes a des niveaux Np intermédiaires.
D’un autre c6té, quand les orbites asymptotes de deux niveaux de I'immeuble
holomorphe sont différentes (on est dans une situation dégénérée & la limite) la
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courbe holomorphe se « rapproche » d’une ligne de gradient de f, en projection
sur la surface St.

On se concentre sur des situations dans lesquelles seul le second phénomeéne est
présent : si toutes les orbites périodiques homotopes sont de méme période les seuls
cylindres holomorphes entre niveaux Np sont des cylindres triviaux et la « limite »
s’exprime uniquement a ’aide de lignes de gradient.

THEOREME 5.5 (Bourgeois [5]). Soient m:V — S un fibré en cercles sur une
surface compacte orientée et o une forme de contact S*-invariante, transversale auzs
fibres. Soient T > 0 et f, une perturbation Morse-Bott associée obtenue a partir
d’une fonction de Morse f: S — R.

Soient A, une suite de réels strictement positif de limite nulle et Jy, des
structures presque-complexes, S*-invariantes, adaptées a ay,, T et convergeant vers
J. Soient vy et y_ deux orbites périodiques de périodes inférieures a T et associées
auz points critiques vy et x_ de f. Considérons u, : R x St — R x V, suite de
fonctions Jy, -holomorphes, d’énergie bornée, asymptotes a v+ et v—. Alors, quitte d
extraire, il existe une ligne de gradient lisse ou brisée § de f vérifiant les propriétés
sutvantes.

(1) Pour tout voisinage O de R x 7=1(8), pour tout n assez grand, l’image de
u, est incluse dans O.

(2) Pour tout p € 6, il existe un voisinage U, de p dans S et une trivialisa-
tion U, x S* de 7=1(U,) tel que pour toutes suites (s}) et (s2) vérifiant
un([sk,s2] x SY) C R x 7= Y(U,) on ait

n» n

un(s7 t) — ((S — S;)T + anp, (P;\:z:,fsl)(pn)v en + t)

pour tout k € N* 0t uy,(sk,0) = (an,pn, 0n) et les angles de S* sont relevés
pour coincider en (s1,0). De plus, de telles suites existent toujours.

—0
c<x>

Autrement dit, & la limite, (u,) se rapproche de courbes au-dessus d’une
trajectoire de gradient de f (ou de trajectoires brisées) parcourue de plus en plus
lentement quand A tend vers 0, tout en tendant vers un cylindre trivial (défini a
laide de u,(0,0)) dans C*-loc. Quitte a reparamétrer u,,, on peut faire converger
la suite dans C*°-loc vers un cylindre trivial au-dessus de n’importe quel point de la
trajectoire de gradient limite.

REMARQUE 5.6. Il existe un théoréme analogue pour le tore 7% muni de la
forme de contact «v, = sin(nz)dy + cos(nz)dz.

THEOREME 5.7 (Bourgeois [5]). Soient m:V — S un fibré en cercles sur une
surface compacte orientée muni d’une forme de contact o S*-invariante. Soient
T > 0 et fr une perturbation Morse-Bott de o associée a T obtenue a partir d’'une
fonction de Morse f: S — R. Soit Jy une famille de structures presque complezes
sur Rx V adaptées a o r et S*-invariantes qui converge vers la structure J adaptée
d a. On suppose que (f,g) est Morse-Smale ot g est la métrique sur S induite par
J et a.

Soient x4 et x_ deuz points critiques de [ de différence d’indice 1 et v4 et
v_ les orbites périodiques associées. Alors, pour A assez petit, l’espace de module
M(vi,7—,Jx) admet une structure de variété compacte de dimension 0. De plus,
M(v4,7-,J\) est en bijection avec l'espace des trajectoires de gradient de f reliant
x4 et x_ et les orientations fournies par les deux théories (homologie de contact et
homologie de Morse) coincident.

THEOREME 5.8 (Bourgeois). On considére le tore T® muni de la forme de
contact o = sin(x)dy + cos(z)dz. Soient T > 0 et fr une perturbation Morse-Bott
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de o associée & T obtenue a partir d’une fonction de Morse f : S' — R ayant deuz
points critiques. Soit Jy une famille de structures presque complexes sur R x V'
adaptées a ar et S'-invariantes sur les espaces Npv, oo T' < T, qui converge vers
la structure J.

Soient T un tore de Npv, ot T < T et vy et y_ les deux orbites périodiques de
T associées aux points critiques de f. Alors, pour \ assez petit, l’espace de module
M(v4,7—,Jx) contient exactement deuz éléments associés auz lignes de gradient
de f avec des orientations opposées. Par ailleurs, si v+ et y— me sont pas incluses

dans le méme tore M(v4,v—,J\) est vide.

REMARQUE 5.9. Le théoréme précédent se généralise au cas des structures sur
T3 d’équations sin(nz)dy + cos(nz)dz et f(z)dy + g(x)dz, ot f et g ont les mémes
variations que les fonctions x +— sin(nx) et x — cos(nzx).

Ces théorémes sont des corollaires logiques de la théorie développée dans [5]. La
démonstration se décompose en plusieurs étapes. Dans un premier temps, on étudie
I’espace des solutions de I’équation de Cauchy-Riemann. Pour obtenir que cet espace
est une variété de dimension trois, on montre qu’il s’agit de l'intersection transverse
d’une section d’un fibré banachique (décrit dans [5, 5.1.1]) avec la section nulle et
que cette section est Fredholm. Pour cela, il faut monter que la dérivée verticale
de cet opérateur de Fredholm est surjective. Pour obtenir cette surjectivité, on va
garantir la surjectivité [5, Proposition 4.13 et 5.14] pour des points proches des
solutions de I’équation de Cauchy-Riemann (décrits dans [5, 5.3.2]) puis utiliser un
théoréme des fonctions implicites adapté (voir [5, Proposition 5.16]). Apres I’étude
de lespace des solutions des équation de Cauchy-Riemann, il faut s’intéresser a son
quotient par les biholomorphismes de R x S! et par I’action de R et montrer que
I'on peut faire le lien entre la variété de dimension 0 obtenue et les trajectoires de
gradient de f. On utilise le théoréme 5.5 et [5, Proposition 7.6] pour les orientations.

Ces théorémes impliquent les résultats suivants.

PROPOSITION 5.10 (Bourgeois, [5]). Soit un fibré en cercles V' orienté, de base S
compacte orientée et muni d’une structure de contact & qui est S*-invariante. Notons
f la classe d’homotopie associée a la fibre. Alors, pour tout k > 0, il existe une
forme de contact « telle que

HC! (V,a,Q) = H,(S, Q).

Pour toutes les autres classes d’homotopie, I’homologie de contact cylindrique est
nulle. De plus, sous l’hypothése H, la croissance de I’homologie de contact est linéaire.

PROPOSITION 5.11. Considérons T® muni de la structure de contact &, décrite
par léquation a,, = sin(nx)dy+cos(nx)dz et notons ¢, et c, les classes d’homotopies
libres associées respectivement aux cercles S* x {0} x St et St x S x {0}. Soit

Ny Ny B . .. . .
a = cy’c;” une classe d’homotopie non triviale. Alors il existe une forme de contact
o), telle que

HCHT?, o}, Q) = PH.(S", Q).
=1

Pour toutes les autres classes d’homotopie, I’homologie de contact cylindrique est
triviale. De plus, sous [’hypothése H, la croissance de I’homologie de contact est
quadratique.
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CHAPITRE 6

Homologie de contact cylindrique des structures
de contact sur les fibrés en cercles

Ce chapitre est consacré a la conjecture suivante.

CONJECTURE 6.1 (Colin-Honda). A ’exception de la structure standard sur
le fibré unitaire tangent d’une surface hyperbolique et de ses revétements fibrés,
les structures de contact universellement tendues sur les fibrés en cercles ont une
homologie de contact de croissance au plus quadratique.

La classification des structures de contact sur les fibrés en cercles est rappelée
dans le chapitre 2. Le cas de T% et des structures S'-invariantes transversales aux
fibres est présenté dans le chapitre 5. On s’intéresse ici aux revétements fibrés du
fibré unitaire tangent et aux structures cloisonnées. Les résultats principaux sont
les suivants.

PRrROPOSITION 6.2 (Folklore). L’homologie de contact cylindrique d’une structure
de contact tangente aux fibres d’un fibré en cercles orienté de base hyperbolique
compacte orientée est bien définie et a croissance exponentielle.

THEOREME 6.3. Soit (V, &) un fibré en cercles orienté de base compacte orientée
muni d’une structure de contact cloisonnée par une courbe I' = U?:o I'; sans compo-
sante contractile. Si X =V \ 7~ 1(T), on note X" ... Xt les composantes conneves
de X pour lesquelles & est positivement transversale aux fibres et X7 ... X, les

composantes connexes pour lesquelles € est négativement transversale aux fibres. Soit
a un lacet de V. 1l existe une équation de contact hypertendue o telle que ’homologie

de contact cylindrique HCLQ](V,Q,Q) soit bien définie et

(1) si[a] = [fibre]* avec £k >0, on a HC (V,a,Q) = @H VVjE

(2) sila] = [fibre]*[T;]* avec k' # 07, on a HC (V,0,Q) = @ H.(S',Q
(T:]=([T4]

(3) sinon, HC,[KG](V, a,Q) =0.

Sous U’hypothese H, les homologies de contact cylindriques calculées ci-dessus sont
les homologies HCLG](V, &, Q) et leur croissance est quadratique.

Les structures de contact (T3, &, = ker a,) ol o, = sin(nz)dy + cos(nz)dz sont
des structures cloisonnées par les courbes d’équations x = 5~ + %’T si on voit T°
comme le fibré en cercles T3 — S x S1x {0}. On retrouve bien les résultats présentés
dans la proposition 5.11. La proposition 6.2 sera démontrée dans la section 1 et le
théoréme 6.3 dans la section 2.

1. La notation [a] = [ﬁbre]k[Fj]k/ est & comprendre comme : a est librement homotope & un
lacet représentant [ﬁbre]k[Fj]k/ dans 71 (V).
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1. Structures de contact tangentes aux fibres

On démontre ici la proposition 6.2. Commencons par étudier le cas du fibré
unitaire tangent. Soit (.S, g) une surface hyperbolique. L’équation de contact standard
sur 7w : UTS — S est

as(ve)(X) = g(x) (vg, dm(2) X) .

Le flot de Reeb est alors le flot géodésique et les orbites périodiques de Reeb
correspondent aux géodésiques fermées (voir par exemple [31, 1.5]). Or, il existe une
unique géodésique fermée par classe d’homotopie libre [53, Theorem 3.9.5]. Ainsi
I’homologie de contact cylindrique est bien définie et sa différentielle est nulle pour
ce choix de forme de contact. De plus, le nombre de classes d’homotopie libre croit
exponentiellement [63] avec la longueur et la croissance de ’homologie de contact
est donc exponentielle.

Considérons maintenant le cas général d’une structure tangente aux fibres (V,§).
D’apres Giroux (voir proposition 2.3), une structure de contact tangente aux fibres
est le tiré en arriére de la structure standard sur le fibré unitaire tangent par un
revétement fibré. Notons p : V — UT'S ce revétement et d son nombre de feuillets.
Une équation de £ est alors a = p*ag sur V. Les orbites périodiques du champ de
Reeb associé & « sont les relevés fermés des orbites périodiques (éventuellement
parcourues plusieurs fois) du champ de Reeb associé & ag. Chaque orbite périodique
de période T dans UT'S crée au moins une orbite périodique dans V' et cette orbite a
pour période au plus dT'. De plus, toutes les orbites homotopes ont la méme période.
La différentielle de I'homologie de contact cylindrique est donc nulle et la croissance
de 'homologie de contact est exponentielle.

2. Cas des structures cloisonnées

On démontre ici le théoréme 6.3. Soit (V, «) un fibré en cercles orienté de base
compacte orientée muni d’une structure de contact £ cloisonnée par une courbe
I'= U?:l I'; sans composante contractile. On note a ’équation de £ fournie par la
proposition 2.4.

En dehors d'un voisinage de 7= 1(I"), le champ de Reeb est tangent aux fibres.
Au voisinage de 7~ 1(T), c’est-a-dire sur une union de tores épais, le champ de Reeb
est constant le long des tores et tangent a ces tores. Comme dans I'exemple 5.2,
un tore est feuilleté par des orbites périodiques de Reeb si et seulement si la pente
du champ de Reeb est rationnelle. Ce n’est pas une situation Morse-Bott car les
variétés Np contenant les orbites périodiques correspondant aux fibres sont des
variétés a bord.

On va appliquer la théorie Morse-Bott sur chacune des parties et montrer qu’il
n’y a pas d’interaction entre les parties en utilisant la positivité d’intersection. La
positivité d’intersection est décrite dans la section 1.3.1.

2.1. Perturbation Morse-Bott. Comme dans le cas Morse-Bott, on note
o(a) Pensemble des périodes des orbites périodiques de R,

Nr ={peV,or(p) =p} et Sy = Np/s!

ou T € o(«). Le champ de Reeb est tangent aux fibres en dehors d’un voisinage U
de 771(T") et toutes les orbites périodiques sont de période 1. L’ouvert U est une
union de tores épaissis U; et le champ de Reeb est tangent a ces tores et de flot
linéaire.

Plus précisément, on peut supposer que U; = ]—%, %[ x T'; x S' pour tout
i=1,...,n. Sur U;, on a a = f(x)dy + g(x)dz avec f # £1. Le champ de Reeb est
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donné par
0
1
R=—— | —¢
f'a—1g fg
Si f(x —0 @) _ P g pAq =1, les orbites périodiques de T, = {z} x T; x S*
I'(2) q
sont de période
f'9—Ff9')a
7= |! 7 LY lag + fpl.

Sig'(z)#£0et f;f(maz) = % et p A q =1, les orbites périodiques de 7T, sont de période
/P Y
r|U'e J/‘g )P
-9
Dans la suite, on supposera toujours ¢ > 0. On note W =V \ JU;.

=|qg + fp|-

LEMME 6.4. o(a) est discret et #(o(a) N[0,T]) croit quadratiquement avec T
1

DEMONSTRATION. On écrit |—35, 5[ = I1 U Iy de sorte qu il existe A > 0 avec

1
27

> < A sur I. On suppose de plus que % < f'g — fg’ < A,

<Asurllet’f/

|f'] < Aet|g'| < A. Soient T > 0 et r € I tels que fg((i) =1et ’%

Alors |p| < A2T et comme RS A% il v’y a quun nombre fini de rationnels

grossiérement borné par BAGT2 vériﬁant ces conditions. Par la forme du graphe de
N f (@ )
de Reeb sur T soit donnée par ce rationnel. Sur I le raisonnement est identique.
Par conséquent la croissance du nombre de périodes inférieures a T est au plus
quadratique.

Si p?+¢® < B, il existe x tel que g((x)) et la période des orbites périodiques

associées est inférieure & A%2B. Par conbequent la croissance de #(o(a) N[0,T]) est
au moins quadratique. O

Comme dans le cas Morse-Bott, on perturbe ’équation dégénérée a l'aide de
fonctions de Morse sur les espaces Sp. On construit des fonctions fr: sur Ny pour
T < T telles que dfr.R = 0 et fr : Nr//§1 — R soit de Morse. Pour cela on
choisit

(1) sur les tores T, de N, fr:(x,y,2) = h(qy — pz) ot h: St — R est une
fonction de Morse;

(2) sur W, une fonction z-invariante f; telle que dans des coordonnées cylin-
driques (z,y, z) au voisinage du bord de W on ait f; indépendante de y et
£ > 0sie ==+l

Enfin on prolonge ces fonctions a la variété entiere en utilisant des fonctions bosses
ne dépendant que de x. La longueur des intervalles (en z) sur lesquels les fonctions
bosses sont non constantes tend vers 0 quand 7' tend vers I'infini. On note f; la
fonction obtenue.

Par construction, dom(fy) et V' \ dom(fy) sont stables par le flot de Rq, .
Pour X assez petit, on controle les orbites périodiques de période inférieure a 7.

LEMME 6.5. Pour tout T > 0, il existe A(T') > 0 tel que pour tout 0 < X\ < A(T)
le champ de Reeb associé a ’équation de contact ar \ = (1 4+ Mfp)a ait toutes ses
orbites périodiques de période T' < T associées aux points critiques des fr:. De plus
ces orbites périodiques sont non dégénérées.
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DEMONSTRATION. En dehors d’un voisinage de dW, la théorie Morse-Bott
s’applique et fournit le résultat cherché. Au voisinage de OW, on se place dans les
coordonnées (x,y, z) trivialisant W. Comme le changement de carte est linéaire
(proposition 2.4), ’équation de contact s’écrit

a = (f(z)+ kg(x))dy + g(x)dz = fw(z)dy + g(x)dz.
Par hypotheése f1 ne dépend que de = dans ce voisinage, on a donc :

0
—g'(L+ M) = Mafy
fwv L+ Afr) + Mfw fr

Quitte a restreindre le voisinage du bord considéré et pour A assez petit le terme
en 6% est de signe constant et aussi petit qu’on veut. Donc il n’y a pas d’orbite

périodique de période inférieure a T. O

1

Ro,, = —
S (fvg = fwg )+ Afr)?

2.2. Controéle des orbites périodiques dans une classe d’homotopie
fixée et conséquences. On montre ici les résultats ne nécessitant pas de controle
des cylindres holomorphes.

LEMME 6.6. Soit a tel que [a] = [fibre]® avec k # 0 ou [a] = [fibre]*[T;,]* avec
k' # 0. Il existe Ty et T +— A(T) > 0 décroissante tels que pour tous T > Ty et
A < X(T) les orbites périodiques du champ de Reeb de ar x homotopes ¢ a soient de
période inférieure a T'.

DEMONSTRATION. On considére un recouvrement ouvert de V' formé de voisi-
nages W, de chaque W; qui ne rencontrent pas J;_ 7' (T';) et de voisinages U des
I'; qui ne rencontrent pas les W;. Il existe € > 0 tel que dans la trivialisation de W/
donnée par 2.4 la composante sur % (c’est-a-dire le long de la fibre) du champ de
Reeb R, soit minorée en valeur absolue par €. De méme, quitte a diminuer &, dans
la trivialisation de U] au voisinage de 7 1(T;), la composante sur a% du champ de
Reeb R, est minorée par €.

Si [a] admet un représentant dans W; (resp. U;), on note k; (resp. k}) la
multiplicité de la fibre (resp. I';) dans la décomposition de [a] dans la trivialisation
de W; (resp. de Uj). Soit Ty > 0 tel que

/
0y 1> R,
(2) les orbites périodiques de R, homotopes & a sont de période inférieure
strictement a Tp ;

(3) les composantes connexes du domaine de fr~ pour tout T > T, sont
incluses chacune dans un des ouverts du recouvrement.

Par le lemme 6.5, on choisit A(T) pour que pour tout A < A(T'), la forme ag ) ait
toute ses orbites périodiques de période < T non dégénérées et que les minorations
précédentes sur le champ de Reeb restent vérifiées pour Rq., -

Soit v une orbite périodique du champ de Reeb associé a ar ) de période
supérieure a T'. Alors ~y est soit incluse dans dom( fr) soit incluse dans V' \ dom( fr).
SivyC (V \ dom(fT)) alors v n’est pas homotope a a car les orbites périodiques
sont les mémes que celles de R, et toutes les orbites de R, homotopes a a sont
de période inférieure & T (par la condition 2). Sinon, par la condition 3, on a soit
v C (dom(fr) N W) soit v C (dom(fr) N UJ’) Si v C (dom(fr) N W), alors vy
parcourt au moins £e7 fois la fibre et donc au moins |k;| + 1 ou —|k;| — 1 fois la
fibre (par la condition 1). De méme si y C (dom(fr) NUj) alors elle parcourt au

moins [k;| + 1 ou —|k}| — 1 fois I';. Donc 7 n’est pas homotope & a. O



2. CAS DES STRUCTURES CLOISONNEES 65

La démonstration précédente montre aussi le lemme suivant qui permet de
justifier 'existence de I’homologie de contact cylindrique.

LEMME 6.7. Il existe Ty et T — A (T) > 0 décroissante tels que pour tout
T > T et A < M(T) Véquation de contact ap x soit hypertendue. De plus, il
existe des perturbations arbitrairement petites de ar, ) qui sont non dégénérées et
hypertendues.

DEMONSTRATION. Par la démonstration précédente, pour T assez grand et A
assez petit toutes les orbites périodiques de périodes inférieures & T sont associées
aux points critiques de fr et donc non contractiles et les orbites périodiques de
période supérieures & T restent dans un U/ ou dans un WJ' et parcourent au moins
une fois I'; ou au moins une fois la fibre. Or les composantes de I' ne sont pas
contractiles et la fibre n’est pas de torsion donc ces orbites périodiques ne sont
pas contractiles. Pour obtenir une perturbation non dégénérée et hypertendue, on
choisit une perturbation non dégénérée telle que les orbites de Reeb restent dans
un des ouverts U/ ou Wj’ décrits dans la preuve précédente. Pour cela, on perturbe
I’équation en conservant des tore feuilletés par des orbites de Reeb denses. O

FAIT 6.8. Soit [a] # [fibre]* et [a] # [fibre]*[T';]¥', alors il existe une équation «
telle que HCLG](V, a) =0.

LEMME 6.9. Sous U’hypothése H, la croissance de I’homologie de contact est
quadratique.

DEMONSTRATION. Soit o’ une équation de ¢ non dégénérée et sans orbite
contractile obtenue par exemple en appliquant 6.7. On construit une suite d’équation
ar, », telles que T; — 0o et que pour tout ¢ € N* on ait T; ¢ o(a) et A; < A1(T;). On
perturbe ces équations en équations o/Ti’ », non dégénérées et sans orbites contractiles
en utilisant le lemme 6.7. Pour \; assez petit et des perturbations assez petites, on
peut supposer que les orbites périodiques de période inférieure a T; de O/Th », sont
en bijection avec les orbites périodiques de période inférieure a T; de ar, , et de
périodes proche a %—prés des éléments de o(«) associés. Ainsi, il existe C' > 0 tel
que pour tout i€ N* et tout T' < T;

#CL(V,olp, ) < C#(o(a) N[0, T +1]).

Par ailleurs, il existe M > 0 tel que

1 1
o <sup {fT“M ®), fm(m} =

ou o = fTi,MO/Ti,M'

Par invariance de la croissance de I’homologie de contact cylindrique (voir
corollaire 3.31) et par [20], il existe C'(M) tel que pour tout 7' > 0 on ait rg(¢r) <
rg (Y uryr) 0% P HCL(V, oy, ) — HCY(V, oy, ) et ¢y : HOZL(V, o) —
HCYY(V, ') sont les applications permettant de définir la croissance. Par conséquent,
on a

rg(¢r) < C# (o(a) N[0, T + 1))

et rg(¢r) croit donc quadratiquement avec T'. O

2.3. Controle des cylindres holomorphes. Soit [a] une classe d’homotopie
telle que [a] = [fibre]* ou [a] = [fibre]*[[';]¥". Par les lemmes 6.6 et 6.7, on prend T
assez grand et A assez petit pour que toutes les orbites périodiques du champ de
Reeb associé a ar y homotopes a a soient de période < T, associées a des points
critiques de fr et donc non dégénérées.
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On considére une composante connexe W; ~ S; x S' de W. On ajoute a W;
les tores U; adjacents et on obtient une variété a bord W]’ ~ SJ’- x S'. Dans des
coordonnées cylindriques au voisinage du bord adaptées a la trivialisation précédente
et données par 2.4, I'équation de contact sécrit o = (f(x) + mg(z)) dy + g(x)dz et
le champ de Reeb associé est positivement colinéaire a

0
f/ + mg/
Donc la composante sur a% est toujours strictement négative sur 57 \ Sj.

LEMME 6.10. Soit u une courbe holomorphe d’énergie finie asymptote a v € W
en —oo. Alors u(R x S*) c W;.

DEMONSTRATION. Par I’absurde, on suppose que u rencontre Wj’ \ Wj. Siu
rencontre Uj, il existe un intervalle I tel que dans le sous-ensemble I x S* x S C U
de la trivialisation associée a W} on ait o = f1(x)d6 + g1 (x)dz et tel que pour tout
x € I, I'image de u rencontre {x} x S! x S*. On applique alors le lemme 3.8 : pour
tout xzg € 1,

ut (u(R x SN NR x Ty,)

est une union de cercles lisses homotopes a {*} x S!. On découpe R x S! le long
de ces cercles pour chaque U; bordant W; et rencontré par u. On considere la
composante connexe de R x S' aprés découpage qui est asymptote & —oo x S'. On
note C' le bord (orienté) de cette composante et ¢ son image projetée dans T,. On
choisit deux colliers A, et A_ de C tels que A1 soit ouvert et contenu dans la
composante de R x S\ C asymptote & +00 x S?.

Si 7 est orienté comme la fibre, alors W; C W et un vecteur p dirigeant le
représentant linéaire de la classe d’homologie de ¢ est (0,1). Donc (p, R) définit
l'orientation. Par le lemme 3.9, on a u (A_) C ]z, xo[ x ST x S1L.

Wo o u(A)[u(4y) W
\

Io €T

Or, par connexité, u (A_) C Jzg,z[ x ST x S, d’olt une contradiction.

De méme si y est orienté comme 1'opposé de la fibre alors W; C W_ et on peut
prendre p = (0, —1). Donc (p, R) ne définit pas l'orientation. Par le lemme 3.9, on a
u(A_) Clwg,z[ x ST x ST,

Wou(A)|u(d) W
\

i) X

Par connexité, on obtient aussi une contradiction. O

LEMME 6.11. Soit u un cylindre holomorphe asymptote a v C U; en —oo alors
u(R x SY) C U; et plus précisément u(R x S*) reste dans la zone perturbée par fr
au voisinage de .

DEMONSTRATION. Soit xg tel que v € Ty, dans la trivialisation } —%, % [xSl xSt
de U;. Si le résultat n’est pas vérifié, il existe un intervalle I C ]—%, %[ sur lequel
a = f(z)dy+g(z)dz et tel que, pour tout = € I, 'image de u rencontre {x} x S x St.
On applique alors le lemme 3.8 : pour tout z; € I,

ut (u(® x SHNR x Ty,))
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est une union de cercles lisses homotopes a {*} x S*. Comme dans la démonstration
précédente, on note C' le cercle le plus proche de —oo x S, ¢ son image sur T, p
un vecteur dirigeant le représentant linéaire de la classe d’homologie de ¢ et Ay
deux colliers de C' dans les composantes de R x S\ C asymptote & +oo x S*.

Si xg > 1 alors (p, R) ne définit pas l'orientation et u (A_) C Jzg,z[ x S* x S?
d’aprés le lemme 3.9. Si ¢y < 7 alors (p, R) définit I'orientation et u(A_) C
Jz, 2o x ST x SL.

u(A)[u(ds) () [u(dn)
\ | \

Xo T i) x

Dans cette situation par connexité, u ne peut pas étre asymptote en —oo a une
orbite périodique v € {x1} x S x S1. On obtient donc une contradiction. O

2.4. Utilisation de la théorie Morse-Bott.

LEMME 6.12. Pour tout j =1...ny ouj =1...n_, il existe une variété de
contact compacte sans bord (Wj,&) prolongeant (W, o) telle que & soit de Morse-
Bott. De méme, pour tout i = 1...n, il existe une variété de contact compacte sans
bord (Us, &) prolongeant (Us, a) telle que & soit de Morse-Bott.

DEMONSTRATION. Sur W; ~ S; x S! équation de contact s’écrit o = 8+ edz.
Par construction, au voisinage d’une composante connexe de OW, on a o = f(x)dy +
edz dans des coordonnées (z,y, z) € [0,1] x S* x S ot {1} x S x S C OW;.

Soit S’ une surface orientée, ayant autant de composantes connexes de bord que
S;. On associe deux a deux les composantes connexes de 95; et les composantes
connexes de 95’. On recolle W; et S’ x St en utilisant ¢ : (z,y,2) — (z,y, z + ey)
avec e € Z dans un tore épais au voisinage du bord. Dans les coordonnées de S’ x St
I’équation de contact s’écrit ¢*a = (f(z) + ee)dy + edz = Be + edz.

Si e = 1, quitte & prendre e assez petit . est négatif sur le bord. Sur 9, il existe
une 1-forme 3’ telle que d3’ > 0 et 8’ coincide avec 3. au voisinage du bord (S’ est
un épaississement de bouquet de cercles). Si ¢ = —1, on effectue un raisonnement
similaire et on recolle (W;, ) et (S x S',a = —3' — dz).

Sur U; = Ax S!, Péquation de contact s’écrit a = f(z)dy+ g(x)dz. On prolonge
f et g & des applications sur S' prolongeant celles sur I et vérifiant toujours I’équation
de contact et on obtient une nouvelle équation sur T° de type Morse Bott. (]

DEMONSTRATION DU THEOREME 6.3. Soit [a] = [fibre]* ou [a] = [fibre]*[T;]*".
Par les lemmes 6.6 et 6.7, on prend 1" assez grand et )\ assez petit pour que toutes
les orbites périodiques du champ de Reeb associé & ar ) homotopes a a soient
de période < T, associées a des points critiques de fr pour T/ < T et donc non
dégénérées.

On prolonge I'application f, en fr sur les variétés Wj et U; fournies par le
lemme 6.12 pour obtenir une perturbation Morse-Bott (voir chapitre 5). Soit (Ay,)
une suite de réels dans ]0, ], décroissante et de limite nulle. On choisit des structures
presque complexes Jy, adaptées a (V,ar,) et Jy,, adaptées & I'union des variétés
(Wj,ar.,) et (Ui, éar,y,) et qui coincident sur R x W et R x U;. On impose de
plus que ces structures soient S'-invariantes sur les espaces R x Ny pour 77 < T et
que la métrique g7+ induite sur les espaces Sy forme une paire Morse-Smale avec
Jr ou frr.

Par les théoremes 5.7 et 5.8, pour \,, assez petit, les solutions cylindriques des
équations de Cauchy Riemann associées a .J , ayant leurs deux asymptotes dans
W, (rvesp. U;) restent dans cet ensemble. En effet, toutes les lignes de gradient de

f1 reliant deux points critiques de W; restent dans I'intérieur de W;. De plus en



68 6. HOMOLOGIE DE CONTACT DES STRUCTURES SUR LES FIBRES EN CERCLES

chacune de ces solutions les conditions analytiques nécessaires a la définition de
I’homologie de contact sont bien vérifiée et on sait décrire ces solutions a ’aide des
trajectoires de gradient de f7.

Par ailleurs, par les lemmes 6.10 et 6.11, les solutions cylindriques des équations
de Cauchy Riemann associées & Jy, ayant leurs deux asymptotes dans W; (resp.
U;) restent dans cet ensemble. Ainsi ’homologie de contact est bien définie. Comme
la différentielle s’identifie avec la différentielle de I’homologie de Morse on obtient

(1) si [a] = [fibre]® avec +k > 0,
HC(V,0,Q) = @HM " (f1.91),Q)

(2) si [a] = [fibre]*[T;]*" avec k' # 0,
HCM (V,0,Q) = & =M (fr.97),Q)

(T:]=([T5]

ott HM(X, (£, g), Q) est I'homologie de Morse associée a la fonction f et a la métrique
g. Comme on ne tient pas compte de la graduation, on obtient bien le résultat
annonceé. (]

Ce type de contrdles des cylindres holomorphes a été utilisé par Latschev et
Wendl [55] pour étudier la torsion algébrique de I'homologie de contact.



CHAPITRE 7

Croissance exponentielle des orbites périodiques
de Reeb sur une variété avec composante
hyperbolique

Ce chapitre est consacré a la démonstration du théoréme 0.4 dont on rappelle
ici ’énoncé. Pour toute forme de contact a, on note Ny («) le cardinal de I'ensemble
des orbites périodiques de R, de période inférieure a L.

THEOREME 7.1. Soit V une variété de dimension 3 orientée, close, conneze,
qui peut étre découpée le long d’une famille non vide de tores incompressibles en
variétés irréductibles comprenant une composante hyperbolique qui fibre sur le cercle.
Alors V porte une infinité de structures de contact non isomorphes, hypertendues®
et universellement tendues telles que pour toute équation de contact o non dégénérée
et hypertendue N, («) croisse exponentiellement avec L.

Sous Uhypothése H, on peut retirer la condition hypertendue des hypothéses sur
la forme a.

Ce résultat découle de la croissance exponentielle de 'homologie de contact
pour une famille particuliere de structures de contact. L’invariance de la croissance
de I’homologie de contact implique la croissance exponentielle de Np(«). Cette
invariance est complétement établie dans le cas hypertendu. Dans le cas général,
elle dépend de résultats de transversalité pour les perturbations abstraites (voir
chapitre 3, section 2). Ici, comme on se restreint a des classes d’homotopies primitives,
il est possible que la démonstration d’invariance de I’homologie de contact augmentée
pour les augmentations tirées en arriere se simplifie.

Les variétés hyperboliques a bord qui fibrent sur le cercle sont des suspensions par
des difféomorphismes homotopes & un pseudo-Anosov. Dans la section 1, on rappelle
les propriétés de ces applications qui seront utilisées par la suite. La section 2 est
consacrée a la construction d’équations de contact particulieres sur V. La croissance
de leur homologie de contact sera étudiée dans la section 3. Enfin, on démontre le
théoreme 7.1 dans la section 4.

1. Propriétés des pseudo-Anosov

Un automorphisme ¢ : S — S ou S est une surface compacte orientable est
pseudo-Anosov s’il existe sur S deux feuilletages singuliers transverses .#% et .#*°
munis de deux mesures transverses u* et p® tels que (F4, u*) = (FU A" 1ut) et
Y(F2, pu®) = (F°, A\p®) ou A est un réel strictement positif. On pourra consulter [13]
pour une étude dans le cas sans bord ou [27] pour une présentation plus compléte
dans le cas général.

THEOREME 7.2. Le nombre de points k périodiques simples d’un automorphisme

pseudo-Anosov sur une surface compacte sans bord croit exponentiellement avec k.

1. Une équation est dite hypertendue si aucune de ses orbites périodiques de Reeb n’est
contractile. Une structure est hypertendue si elle admet une équation hypertendue.

69
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Ce résultat est un corollaire de 'existence d’une partition de Markov (voir [20,
11] et les références associées). Pour étendre les propriétés des points périodiques des
pseudo-Anosov aux difféomorphismes homotopes, on utilise les classes de Nielsen.

DEFINITION 7.3. Soient S une surface sans bord, h : S — S un automorphisme
et x € Setye S tels que h(z) = x et h(y) = y. Les points z et y sont dans la
méme classe de Nielsen s’il existe § : [0,1] — S tel que §(0) =z, 6(1) = y et h(d)
est homotope a 6.

Soient hy: S — Soute[0,1],x € Sety e S tels que ho(x) =z et hi(y) =y.
Les points z et y sont dans la méme classe de Nielsen s’il existe 6 : [0,1] — S tel
que §(0) =z, 6(1) =y et t — hy((t)) est homotope a 0.

Pour plus d’informations sur les classes de Nielsen, on pourra consulter [28].
Deux points périodiques sont dans la méme classe de Nielsen pour un automorphisme
h:S — S si et seulement si les orbites périodiques associées pour le champ vertical
dans la suspension de S par h sont homotopes.

THEOREME 7.4. Les points périodiques d’un pseudo-Anosov sur une surface
compacte sans bord sont tous dans des classes de Nielsen différentes.

Soient S une surface sans bord, h : S — S un automorphisme et k& € N*. Un
point k-périodique x € S est non dégénéré si dh*(z) n’a pas 1 pour valeur propre. On
pose alors e,k (1) = 1 si det(dh*(z) —1d) > 0 et epx (z) = —1 si det(dhF(z) —1d) < 0
Enfin, si S et compacte et tous les points périodiques dans la méme classe de Nielsen
n que xg sont non dégénérés, on note

Ahk Z Ehk

ren

THEOREME 7.5. Soient hg : S — S et hy : S — S homotopes et xg € S et
r1 € S des points périodiques de hg et hy dans la méme classe de Nielsen. Si les
classes de Nielsen ng et ny associées a xqg et x1 pour hg et hy ne contiennent que
des points non dégénérés alors Ay (no) = Apx(n1).

THEOREME 7.6. Soient S1 une surface d bord obtenue en retirant des disques d
une surface sans bord S, h : S; — S1 un automorphisme tel que h = Id au voisinage
de 0S8y et : S — S1 un pseudo-Anosov homotope a h. On prolonge h a S par
Uidentité. Alors, quitte & considérer un revétement ramifié S de S, il ewiste un
pseudo-Anosov w qui se projette sur ¢ et est homotope au relevé h de h.

2. Construction des équations de contact

Soit V' une variété de dimension 3 connexe qui peut étre découpée le long
d’une famille non vide T; ... Ty de tores incompressibles en variétés irréductibles
comprenant une composante hyperbolique qui fibre sur le cercle.

2.1. Construction dans la partie hyperbolique. La composante hyperbo-
lique Vp s’écrit (S x S*)/h ot S est une surface orientée & bord non vide et h est un
difféomorphisme de S qui est I'identité au voisinage du bord et est homotope & un
pseudo-Anosov. On utilise ici la construction standard d’une structure de contact
sur une suspension. On choisit des coordonnées cylindriques (r, ) au voisinage des
composantes de bord de S, avec % qui oriente 0S. Soit 8 une 1-forme sur S telle
que dS > 0 et au voisinage du bord § = b(r)df ot b > 0 et ¥’ > 0. On pose alors
sur S x [0, 1]

=(1-F(@)B+ F(t)h" s+ dt
ou F' est une fonction croissante, valant 0 au voisinage de 0 et 1 au voisinage de 1
et ¢ est la coordonnée sur [0, 1]. Cette équation de contact passe au quotient par la
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monodromie et définit donc une équation sur V. La structure de contact obtenue
est universellement tendue.

LEMME 7.7. Le champ de Reeb est positivement transverse a S x {*} et Uappli-
cation premier retour sur S x {0} induite par le flot de Reeb est homotope d h et
donc d .

DEMONSTRATION. On a
da = (1 — F(t))dB + F(t)h*dB + F'(t)dt A (h*B — B)
par conséquent, si R est tangent & S x {t} en un point (p,t) on obtient
tr((1 = F(1)dB + F(t)h*dp)(p,t) =0
ce qui est impossible car dS et h*dfS sont deux formes volume définissant la méme
orientation. Donc R est transverse a S x {t}, il est positivement transverse par la
condition au voisinage du bord. Par conséquent 1’application retour sur S x {0}
induite par le flot de Reeb est bien définie. Cette application retour est isotope a h

car h est Papplication retour sur S x {0} induite par le flot de %, or R et % sont
homotopes parmi les champs transverses a .S x {x}. (|

Dans V| les orbites périodiques du champ de Reeb correspondent donc aux
points périodiques de I’application premier retour sur S x {0}. Quitte & perturber
a dans lintérieur de Vg (1.13), les points périodiques de I'application retour sur S
par le flot de Reeb sont tous non dégénérés dans l'intérieur de Vj.

2.2. Construction dans les composantes non hyperboliques. Dans les
composantes non hyperboliques, on utilise un théoréme démontré par Colin et
Honda. La construction de [19] fournit les mémes structures que les constructions
de [47] et [17].

THEOREME 7.8 (Colin-Honda, [19]). Toute variété de dimension 3 compacte,
orientable, irréductible, bordée par une union non vide de tores porte une forme de
contact o hypertendue. La structure associée est donc universellement tendue. De
plus, dans un voisinage T x I de chaque tore du bord muni de coordonnées (x,y, z)
on peut supposer que « s’éerit cos(z)dx — sin(z)dy. Enfin, il existe des perturbations
arbitrairement petites de o non dégénérées et hypertendues.

On suppose que toutes les orbites périodiques de Reeb dont la classe d’homotopie
libre n’a pas de représentant inclus dans le bord sont non dégénérées.

2.3. Interpolation entre les équations. Soit 7" un tore incompressible sépa-
rant deux composantes irréductibles. Au voisinage de T' chacune de ces composantes
admet une trivialisation privilégiée de la forme T x I définie dans le théoréme 7.8.
Quitte a effectuer une isotopie, on peut supposer que ’application de recollement
entre ces deux trivialisations est linéaire. En épaississant le tore T en T' X [a, b] et
en transportant dans cette trivialisation les équations construites au voisinage de
T x{a} et T x {b} on obtient deux équations de contact qui s’écrivent respectivement

(16) g = fa(2)dy + go(x)d2
(17) o, = fo(z)dy + gp(z)dz.
LEMME 7.9. Pour tout n € N*, il eziste f, : [a,b] — R et gy : [a,b] — R

deuz fonctions lisses prolongeant respectivement f, et g, au voisinage de a et fy, et
gy au voisinage de b telles que

(18) a = fo(x)dy + gn(z)dz

soit une équation de contact telle que R, parcourt un angle dans ] 2nm — 5,2nm + 37”]
entre a et b dans les coordonnées (0, z).
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DEMONSTRATION. La condition de contact est f) g, — fngl, > 0 et le champ de
Reeb est donné par la formule

1 0

- - —g
/ — /

/!
n

R, =

Les conditions se reformulent en la courbe paramétrée (f,,g,) dans R? tourne
dans le sens horaire autour de l'origine et la normale parcourt un angle dans
]2n7r — 5,2nm + 37”] le long de la courbe. Ces conditions peuvent clairement étre
vérifiées. O

Pour tout n € N* on construit une structure de contact &, sur V en utilisant
fn et gn pour recoller les structures de contact sur les différentes composantes le
long de T et les fonctions fi et g1 le long des autres tores incompressibles.

REMARQUE 7.10. Si {b} x T correspond au bord de Vp, ona f <0, f/ >0 et
g = 1 au voisinage de b. De méme, si {a} x T correspond au bord de Vy, on a f > 0,
f' > 0et g =1 au voisinage de b (la différence de signe est due aux différentes
conventions d’orientation).

Par [16, Théoréme 4.2], comme les structures de contact sont universellement
tendues sur chaque composante irréductible, (V, ;) est universellement tendue pour
tout n € N*. De plus la construction présentée ici correspond a la construction des
familles de structures de contact de [17, 4] et ainsi par le théoréme [17, 4.5], parmi
les structures de contact &,, il existe une infinité de structures deux a deux non
isomorphes.

3. Homologie de contact

3.1. Controéle des cylindres holomorphes.

LEMME 7.11. Pour toute structure presque complexe adaptée sur R x V, il
n'eziste pas de cylindre holomorphe u: R x 81 — R x V asymptote a vy et y1 avec
Yo et y1 dans des composantes connexes différentes de V' \ (Uf;l T; X [a,b]).

DEMONSTRATION. Supposons par I’absurde qu’un tel u existe. On se place dans
les coordonnées T x [a, b] données lors de la construction de a. Alors, u(R x S')
rencontre tous les tores T' x {x}. Or, d’apres 3.1 et 3.6, il n’y a qu’un nombres fini
de points tels que u(R x S*) € T x [a,b] et du(s,t) = 0 ou 2 € im(du(s,t)), ol 7
est la coordonnée sur R dans R x V. Par construction il existe donc rg et r; dans
[a,b] tels que R(rg) = —R(r1) et

Co=u""(u®xS"HNRx {ro} xT))

et
Cr=u"'(u®xS)NRx {r} xT))

ne rencontrent pas les points tels que du(s,t) =0 ou &% € im(du(s,t)).

Par le lemme 3.9, Cy et Cy sont constitués de cercles homotopes a {*} x S'.
On découpe R x S le long de ces cercles et on garde une composante connexe Y
telle que u(X) rencontre tous les tores {r} x T pour r € [ro,r1]. Les images des
bords de ¥ sont des cercles de {rg} x T et {r1} x T lisses et homotopes. Par la
positivité d’intersection le champ de Reeb intersecte positivement ces courbes mais
R(rg) = —R(r1) et on obtient ainsi une contradiction. O
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3.2. Croissance de I’homologie de contact partielle. Soit Ay I’ensemble
des classes d’homotopies libres primitives qui ne représentent pas des classes issues
des tores incompressibles T; et ayant un représentant qui est une orbite périodique
associée a un point périodique de h dans V{y. Par construction toutes les orbites de
Reeb de a homotopes a un élément de Ag sont non-dégénérées et il n’y a pas d’orbite
de Reeb contractile. Ainsi I’homologie de contact cylindrique est bien définie pour
ces classes. Par ailleurs, il existe C' tel que toutes les orbites périodiques associées a
des points k périodiques de h; soient de périodes inférieures a kL. En effet, il existe
C > 0 tel que le temps de retour sur S soit majoré par C, le temps de k-ieme retour
est alors majoré par kC.

LEMME 7.12. Pour tout a € Ao, I’homologie cylindrique HC*(V,a) est de
dimension au moins 1. De plus, si a est la classe associée a un point k périodique,
pour tout L > kC limage de HC%, (V,a) dans HC*(V,«) est de dimension au
moins 1. h

DEMONSTRATION. Décomposons le complexe C? en somme directe C¢ = Cy @
C1 ou Cy est engendré par les orbites périodiques de Reeb homotopes & a et contenues
dans Vj (et donc associées & des points périodiques de h) et Cy est engendré par les
autres orbites périodiques de Reeb homotopes a a. Par le lemme 7.11, la différentielle

se décompose en
0s O
0 x= /

Pour obtenir le résultat cherché, il suffit donc de montrer que ker(da) /im(8,) est
de dimension au moins 1. Or ’espace vectoriel Cy se décompose en Cy = P @& [
ou P est I'espace vectoriel engendré par les orbites d’indice de Maslov pair et 1
est Pespace vectoriel engendré par les orbites d’indice de Maslov impair (toutes les
orbites périodiques sont bonnes car a est une classe primitive). On a alors

0 a0
(5 )
ker(9,)/im(0,) = ker(9p)/im(9r) & ker(9;r)/im(dp)

ker(9,)/im(9,) est trivial si et seulement si

dim(ker(dp)) = dim(im(dr))

et

et
dim(ker(9;)) = dim(im(9p)).

Par la section 1, quitte & considérer un revétement ramifié fini a s feuillets S de S, hy
est homotope & un pseudo-Anosov Q/A} Notons n la classe de Nielsen associée a la classe
d’homotopie a et k P'ordre des points périodiques associés. Comme n n’est pas une
classe de Nielsen associée aux points de 95, chaque point périodique de n est associé
a exactement s points périodiques de Ry et A ne contient que des points périodiques
associés aux points de n. Donc AE’; (f) est bien défini et Aﬁ’f (7)) = Age(f) # 0 (par
le théoréme 7.4 car 7 contient un unique représentant pour ¢ et donc s représentants
pour 1[), tous étant de la méme parité). Or, l'indice de Maslov de lorbite issue de x
est pair si x est un point périodique hyperbolique de hg a valeurs propres positives
et impair si x est un point périodique de hg elliptique ou hyperbolique & valeurs
propres négatives ou hg est I'application premier retour du champ de Reeb sur
une surface transverse a 'orbite périodique. Donc Aﬁ’f (A) = sdim(P) — sdim(J)
et dim(ker(9r)) + dim(im(9y)) # dim(ker(dp)) + dim(im(9p)). Par conséquent,
ker(9,)/im(9,) n’est pas trivial.
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Pour L > kC|, le complexe C'¢ ; en somme directe C¢ = Co®C<, la différentielle
est toujours de la forme a
0s 0
0 =x= /°

Par conséquent, ker(d,)/im(9,) forme un sous-espace vectoriel de dimension au
moins 1 de HC?%, (V, a) qui s’injecte dans HCZ(V, o). O

THEOREME 7.13. Soit V une variété de dimension 3 orientée, close et conneze
qui peut étre découpée le long d’une famille non vide de tores incompressibles en
variétés irréductibles comprenant une composante hyperbolique qui fibre sur le cercle.
Alors V' admet une infinité de structures de contact non isomorphes, hypertendues
et universellement tendues munies d’une équation hypertendue ayant une homologie
de contact cylindrique de croissance exponentielle dans les classes primitives.

Sous Uhypothése H, la variété V admet une infinité de structures de contact
non isomorphes, hypertendues et universellement tendues ayant une homologie de
contact linéarisée de croissance exponentielle.

DEMONSTRATION. Il reste & montrer que la croissance de I’homologie de contact
HCX(V, ) est exponentielle. Le nombre d’éléments de Aq associés & des points au
plus k-périodiques croit exponentiellement avec k. En effet, le nombre de points k
périodiques de l’application premier retour croit exponentiellement avec k (par mes
théorémes 7.2, 7.4 et 7.5). Le nombre de classes de points périodiques de I'application
retour retirées pour obtenir Ay croit polynomialement avec k (voir lemme 6.4). O

4. Croissance du nombre d’orbites de Reeb

On acheve ici la démonstration du théoreme 7.1. Par 'invariance de la croissance
de ’homologie de contact cylindrique partielle dans les classes primitives (proposition
3.32), la croissance du nombre d’orbites périodiques de Reeb est exponentielle dés
que cette homologie est bien définie, c’est-a-dire dés que le champ de Reeb a toutes
ses orbites simples non dégénérées et n’a pas d’orbite périodique contractile. En
effet dans ce cas

rg(p<r) < dim HC24.(V, a, J) < dim C2%.(V, v, J)

ol <7 : HC’Q%(V, a,J) — HCM(V,a,.J) est application permettant de définir
la croissance de ’homologie de contact partielle (voir chapitre 3, section 3).

On suppose maintenant que ’hypothese H est vérifiée. Soit o, une équation de
contact de &, non dégénérée. On considére une équation de contact de &, hypertendue
et non dégénérée, notée !, (obtenue en perturbant par le théoréme 7.8 et par le
lemme 6.7 I’équation construite dans la section 2). La croissance exponentielle de
I’homologie de contact partielle (obtenue pour I’équation «,,) implique la croissance
exponentielle de I’homologie cylindrique. On considere ’application fournie par le
théoréme 3.13 entre A, (V, ol J) et A.(V,al,, J') et on tire en arriére augmentation
triviale associée a I’homologie de contact cylindrique. Par invariance de ’homologie
de contact linéarisée sous I'hypothése H (proposition 3.33), un raisonnement analogue
au raisonnement précédent permet de conclure sur la croissance exponentielle de

NL(OéfL).
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CHAPITRE 8

Théoréme de recollement de rocade

Dans ce chapitre on présente I’énoncé du théoreme de recollement de rocade
0.8 ainsi que des exemples simples d’application : le recollement de rocade au bord
d’une surface convexe épaissie.

1. Enoncé du théoréme

On note S,, = R/2mnZ. Dans toute la suite de cette section (V£ = ker a) est
une variété de contact de bord S convexe. On fixe un découpage I" de S et on se
donne une courbe legendrienne fermée v tracée sur S contenant un arc d’attachement
0. On note S et S_ les surfaces a bord associées au découpage TI'.

Pour construire explicitement le recollement de rocade, il faut garantir que la
structure de contact soit standard au voisinage de ’arc d’attachement et que le
champ de Reeb soit bien adapté au bord en dehors de la zone de recollement.

DEFINITION 8.1. Une zone de recollement autour de + est un voisinage Z de v
muni de coordonnées

(m,y,z) S Sn X [_ymaxo] X [_ZmaX7zmaX]
ou n > 2 dans lesquelles o = sin(z)dy + cos(z)dz, v = S, x {0} x {0} et v =
[0,27] x {0} x {0}. On appelle Sz =SNZ =S, x {0} X [~2max, max] 1& surface
de recollement.

DEFINITION 8.2. La courbe v est en position de recollement de rocade s’il existe
une zone de recollement de v telle que « soit adaptée a S\ Sz.

Les définitions précédentes s’adaptent au cas dans lequel 7 est une courbe
legendrienne non connexe. Par abus de langage, on dira aussi que (5,7p) est en
position de recollement de rocade si 7y admet un prolongement legendrien ~ tel que
(S,7y) soit en position de recollement de rocade.

Soit K > 0. Génériquement les cordes de Reeb de 7y de période inférieure a
K sont en nombre fini. On note a; ...ay ces cordes et T'(a;) leur « période ». On
s’intéresse aux mots en a; ...ay a permutation cyclique pres. Soit a; une corde de
Reeb, on note a; l'extrémité de a; sur S_ et a;" lextrémité de a; sur S;. On étend
cette longueur aux mots en ag ...ay par la formule

l(a,-l Cllk) = T(C{,il) + - —‘rT(CLik).

THEOREME 8.3. Soient (V, ) une variété de contact de bord conveze S et «y
une courbe legendrienne fermée tracée sur S contenant un arc d’attachement -y, telle
que (S,7) soit en position de recollement de rocade. Soit K > 0, on suppose que
limage de o sur S par le flot de Reeb en temps inférieur a K est transversale a g
en dehors de T's. Alors il existe une variété (V',S’,a’) obtenue par recollement de
rocade a (V, &) le long de vy, vérifiant les propriétés suivantes

(1) S" =0V’ est conveze;
(2) o est adapté a S’ ;
(3) o est arbitrairement proche de a dans V ;

7
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(4) les orbites périodiques du champ de Reeb de période inférieure ¢ K ren-
contrant la zone de recollement sont en bijection avec les mots a en les
cordes de Reeb de vy tels que l(a) < K.

De plus, lorbite va associée au mot a = a;, ...a;, de longueur inférieure a K
intersecte successivement Sy en les points pl_,pi"7 o ,p;,p;: ot 'arc entre pj_ et
p;' est une corde de Sz dans V arbitrairement proche de a; et l'arc entre pj et Py
est inclus dans la rocade.

Pour obtenir une trivialisation du fibré normal des nouvelles orbites de Reeb, on
commence par prendre une trivialisation du fibré normal des cordes de Reeb. Pour
cela on considére un prolongement de la structure de contact sur Sz x [0, e[ par
a = sin(z)dy + cos(x)dz. Pour chaque corde a;, on choisit un collier S; dans V' dont
1'un des bords est a; U [a],a; ], ol [a],a; ] est le segment reliant les extrémités de
la corde a; dans les coordonnées de la zone de recollement. Dans une trivialisation
symplectique de £ le long de a; de base (e1, e2) , on consideére le chemin (Ry):c(o,7(a:))
de matrices symplectiques donné par la différentielle du flot de Reeb. Pour tout
t € [0,T(a;)], on releve 'angle entre ey et R; (e1) et on note ; angle obtenu.

DEFINITION 8.4. L’indice fi(a;) est I'unique entier relatif tel que
HT(ai) € ]Trﬂ(ai)a F(I](az) + 1)[

L’angle 07(,,) dépend du choix de S; mais fi(a;) ne dépend que de sa classe
d’homologie. On a ji(a;) € {p(a;) — 2, pla;) — 1, p(ai), pla;) + 1},

Les colliers .S; permettent d’obtenir un collier S, de 7a, ol a est un mot en
ai ...an de longueur inférieure & K, de la facon suivante.. On écrit a = a;, ... q;,,
lorbite périodique 7y, intersecte Sz en les points p, pf, DL pz (voir théoréme
8.3). Pour tout ¢ € 7y .. .14 on construit un collier S; proche de S; qui borde la courbe
obtenue par réunion de I'arc de v, entre p; et pj et de [p;, pj] Soit maintenant
un disque immergé dans un voisinage de la rocade, plongé au voisinage de son bord,
de bord I'union des segments [pZ_J , p;t] et des arcs de v, entre p;; et p; .- La surface

S.,. est obtenue en recollant ce disque aux surfaces Sj;.

THEOREME 8.5. Soit a = aj, ...a;, un mot de longueur inférieure a K en
ai...an. Alors, dans la trivialisation symplectique de & le long de 7, décrite ci-
dessus, l'indice de Conley-Zehnder de v, est donné par

k
p(a) =Y filai,).
j=1

Terminons cette section en énongant une version du théoreme de recollement de
rocade qui décrit de fagon moins précise toutes les orbites périodiques obtenues. On
dit qu’une fonction (partielle) ¢ : X — Y se décompose en applications ¢; : X; — Y;
si chaque X; est une union de composantes connexes de dom(y), si les X; forment
une partition de dom(yp) et si p; = p|x,.

PROPOSITION 8.6. Soient (V,a) une variété de contact de bord convexe S et
~v une courbe legendrienne tracée sur S contenant un arc d’attachement ~yy telle
que (S,7) soit en position de recollement de rocade. On suppose qu’il existe A > 0
tel que l'image de |7, 27 X Imas sur |0, w] X Inas par le flot de Reeb se décompose
en applications (;)jes de sources dans [+ A, 2m — A X Inq, et d’images dans
A\, — Al X Inaz- On demande de plus que pour toute perturbation assez petite o/
de o Vapplication retour par Ry de [+ A, 2 — A} X Ipae sur [\, m — A X Lnar s€
décompose en (V) je. Alors il existe une variété (V',S',a’) obtenue par recollement
d’une rocade & (V,«) le long de 7o, vérifiant les propriétés suivantes :
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S’ = 9V’ est convezxe;
o est adapté a S’ ;

o est arbitrairement proche de o dans V ;

4) pour tout nouvelle orbite périodique de Reeb §, il existe une suite finie
d’indices T = (iy,...,ix) € J* tels que & intersecte Sz en un point fize de
Fr=poj o---opoq, o est Uapplication retour sur Sz dans la
rocade.

La décomposition de l’orbite obtenue est alors la méme que celle décrite a la fin du
théoréme 8.3.

Si les hypotheses du théoreme 8.3 et de la proposition 8.6 sont vérifiées, on peut
faire coincider les deux constructions. Dans ce cas, pour un mot a en les cordes de
Reeb de période inférieure a K, les deux ensembles d’indices considérés sont les
mémes, F7 admet un unique point fixe et v, passe par ce point fixe.

La coeur de la proposition réside dans le fait que, pour construire une rocade
avec équation adaptée au bord, il faut perturber ’équation de contact o et donc
Papplication retour dans la variété (en particulier au voisinage de la courbe de
découpage). Les conclusions du théoréme ne portent que sur l’application retour sur
[A, ™ — A] X Imax et pas sur |0, [ X Iax (0l le résultat ne serait pas vérifié).

REMARQUE 8.7. Pour des raisons techniques, le recollement de rocade décrit ici
est effectué le long de la courbe legendrienne v (et pas seulement le long de 1’arc
d’attachement). En dehors d’un voisinage de 7y, la partie ajoutée a la variété se
rétracte par une rétraction de contact sur la variété de départ.

2. Equation de contact sur une surface épaissie

2.1. Modéle de perturbation. Soit S une surface convexe close de courbe
de découpage I' dans une variété (V). On se place dans un voisinage S x [—1,1]
de S. Soit v une courbe legendrienne tracée sur S contenant un arc d’attachement.
Une équation a de & sur S x [—1,1] est de la forme (F1) s’il existe des coordonnées
(u,v) € S;, x I dans un voisinage S; de v dans S telles que

(1) « est de la forme (F) (définition 1.8) en dehors de S; x [—1,1];

(2) dans Sy x [-1,1], on a a = f(u,v)dt 4 cos(u)dv ot pour tout v € I, f(-,v)
a le méme tableau de variation que la fonction sinus et f(-,v) = sin pour
z proche de 0;

(3) il existe des coordonnées (z,y, z) dans un voisinage U] de chaque compo-
sante connexe I'; de I' qui prolongent les coordonnées du voisinage U; four-
nies par la forme (F) et telles que (2, 2) = (£, 2) sur S x [-1,1]nU}.

LEMME 8.8. Soit S une surface convexe de courbe de découpage I'. Soient o une
équation de contact de forme (F) sur S x [—1,1] et yo un arc d’attachement tracé
sur S. Alors, quitte a effectuer une isotopie de £ = ker v, il existe un prolongement
legendrien v de o et une équation de contact de forme (F1).

DEMONSTRATION. On construit au voisinage de S une équation de contact o
vérifiant (F1) et adaptée & I'. Par le lemme de réalisation 1.5 et le lemme 1.3, les
structures de contact ker « et ker o sont alors isotopes au voisinage de S. (|

Pour obtenir une courbe legendrienne en position de recollement & partir de
la forme (F1) il reste a perturber I’équation de contact en dehors de la zone de
recollement pour que le champ de Reeb pointe vers Sy le long de la courbe de
découpage. On applique une construction similaire & celle décrite dans la section 2
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du chapitre 1 en annulant la perturbation dans la zone de recollement. Ainsi dans
chaque U/, on perturbe a en
ap = f(z)dy + p(z,y, 2) cos(x)dz
ou p est une fonction lisse vérifiant les propriétés suivantes :
(1) il existe af,,
St c Up et f(x) = sin(z)pour tout z € [—aP, ., 2P 1;
(2) p(z,y) =1+ k(x)l(y)m(z);

(3) k est une fonction bosse constante égale & 1 au voisinage de = 0;

P

< Tmax tel que p =1 en dehors de [—z? D ax

max?

] x [-1,1] x

(4) 1 est C*°-petite strictement décroissante sur [—1, 0], nulle en 0 et strictement
croissante sur [0, 1] avec I”(0) # 0;

(5) m est lisse, positive, nulle dans la zone de recollement, strictement positive
hors de cette zone et constante égale a 1 en dehors d’un petit voisinage de
la zone de recollement.

La fonction p—1 est donc C*°-petite et o, est bien une équation de contact adaptée au
bord en dehors de la zone de recollement (voir figure 1). On dira que (S x [—1, 1], o)

Y Y
A

RS \\Z 7T
| N

Dans la zone de recollement Hors de la zone de recollement,

LY

FIGURE 1. Champ de Reeb dans U}

est de la forme (F2).

PROPOSITION 8.9. Soient (V,£) une variété de contact de bord S et T' une
courbe de découpage de S. On considére un arc d’attachement de S noté ~q. Alors,
quitte a effectuer une isotopie de &, il existe une équation o de & et un prolongement
legendrien de vy en position de recollement pour c.

2.2. Etude des orbites périodiques et des cordes de Reeb. Soient S
une surface convexe de courbe de découpage I' dans une variété (V,¢) et v une
courbe legendrienne fermée tracée sur S contenant un arc d’attachement ~q. Soit
o, une équation de forme (F2) sur S x [—1,1].

LEMME 8.10. Pour une perturbation p adaptée, les orbites périodiques sont
exactement les courbes T'; x {0} pouri = 0...n et ces orbites sont toutes hyperboliques
paires.

DEMONSTRATION. Le champ de Reeb est donné par (voir figure 1)

1 ()k()m (=) cos(2)
psin(x) — k' (z)l(y)m(2) cos(x)
cos(x)

(19) R., = p — K (2)l(y)m(z) cos(z) sin(z)
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dans la zone p # 1 et donc dans la zone k = 1 au voisinage de x = 0 on obtient

| L) cost)
= Trigme | 4 (yc)gsw((;g)sm(x)

Ra,

Dans la zone k = 0, les orbites de Reeb ont toutes des extrémités sur le bord de V'
et il n’y a donc pas d’orbite périodique. Dans la zone k # 0, les courbes I'; x {0},
pour ¢ =0, ...,n, sont clairement des orbites périodiques. Il reste & montrer qu’il
n’y en a pas d’autres.

Dans un ouvert U/ fourni par la forme (F2), on découpe le plan des (z,y) en
quarts de plans séparés par les droites x = 0 et y = 0. Dans un quart de plan ouvert
fixé, la coordonnée du champ de Reeb sur a% (donnée dans 19) est de signe constant
pour une perturbation avec [ assez petit. Par conséquent, toute orbite incluse dans
un quart de plan ouvert pour des temps assez grands ou assez petits ne peut pas
étre périodique.

Par ailleurs, par la forme du champ de Reeb au bord (voir figure 1), les quarts
de plans zy > 0 sont stables par le flot de Reeb, leurs bords ouverts ne sont pas
stables et toute orbite périodique passant par un point des quarts de plans zy < 0
entre dans un quart de plan zy > 0. Par conséquent, l'orbite T'; x {0} est la seule
orbite périodique de U7.

Pour montrer que ces orbites sont hyperboliques paires, on utilise la linéarisation
du flot ¢; le long de T'; x {0}. Dés que l'orbite sort de la zone m = 0, on obtient

tr (d¢t(07070)‘f) > tr (d(lDO(O’O’O)‘E) =2. -

Soit I'y la composante connexe de I" rencontrée par I'intérieur de vy. On se place
dans le voisinage U} = [~Zmax, Tmax] X [—1,1] x S de I'y fourni par la forme (F2)
(voir section 2.1). L'image de [—@max,0[ X {1} x {0} sur [0, Zmax] x {1} x ST est
une courbe lisse. Soit Smax la borne supérieure de Uensemble de s € [0, Zmayx] tel que
I'image de [—s,0] x {0} x {0} sur [0, Zmax] x {0} x S! par le flot de Reeb soit bien
définie. Le réel spyay est strictement positif. On reléve la coordonnée S* & R et on
parametre cette image dy en

00 ]=Smax,0] — [0,Zmax] X {0} xR
s — (z(s), 2(s)) ’

On pose My = {z,m(z) = 0} et zg = sup{z, [0, z] C My}. Alors, 1in(1) do(s) = (0, z0)
5—
(voir figure 2).

(20)

FIGURE 2. Image de g sur Sy

PROPOSITION 8.11. Pour une perturbation p adaptée, les cordes de Reeb de
S x {1} issues de [—Tmaq, 0 X {1} X {0} sont contenues dans U} et si les extrémités
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d’une telle corde sont (sg,1,0) et (z(so), 1, 2(s0)) avec z(so) € Moy, alors z'(so) < 0
et 2'(s0) > 0. De plus, si Smaz < Tmaz, ON S_>1irrsl 2(8) = 400.

DEMONSTRATION. Pour toute perturbation assez petite, les cordes de Reeb
issues de [—Zmax, 0] X {1} x {0} sont incluses dans U} et plus précisément dans la
zone pour laquelle k = 1 si [ est choisi assez petit. En effet, avant la perturbation
toutes les orbites de Reeb en dehors des I'g x {t} ont des extrémités au bord de V.
Par ailleurs, par construction (voir figure 1) les cordes de Reeb restent incluses dans
la zone y > 0.

Dans U/, la composante R, est minorée par un réel strictement positif. Si

Smax < Tmax, N & lim T(s) = 400 ou T'(s) est la temps de retour sur S x {1}
S—Smax

de point (s,1,0). Ainsi  lim  z(s) = +o0.
S——Smax

Soit ¢ la corde de Reeb issue du point yo(so) = (S0, 1,0). On note 0., = (T4, Yz,)
I'image de 7y dans le plan z = 2. La courbe 4., est lisse,

1

z (0) = —1 et yéo(o) = _m

20 Z0-

En étudiant le signe de (f—z (22(0) — z.(n)) et % (y-(0) — y.(n)) pour 7 assez petit,
on montre que pour tout z > zp, on a

2) PO y0) €~ g

En la coordonnée z(sy), les inégalités précédentes s’appliquent. Comme z est dans
intérieur de My, 'image sur S x {1} de 0., est

s — (;vz(s), 1 1_?/2‘(8)) + z)

" tan(x,(s)
et donc .
2 (s0) = _tan(xz(O))y/Z(O) >0
car tan(z,(0)) > 0. O

3. Recollement de rocade sur une surface épaissie

On distingue deux cas en fonction du nombre de composantes connexes de la
courbe de découpage intersectées par ~q.

3.1. L’arc d’attachement rencontre trois composantes distinctes de
la courbe de découpage. Soit S une surface convexe munie d’une courbe de
découpage I' et d’un arc d’attachement . On note I'y la composante connexe de I"
rencontrée par l'intérieur de 9. On suppose que 7y rencontre trois composantes
connexes de T' différentes. On se place dans S x [—1,1] muni d’une équation de
contact de forme (F2) (voir section 2.1). On considere arc d’attachement du bord
Yo x {1}

Les seules cordes de Reeb de yg x {1} sont alors dans U{. L’arc [—Zmax, Tmax] X
{1} x{0} est la seule intersection de vy x {1} avec Uj. On définit la classe d’homotopie
d’une corde de Reeb de 'arc d’attachement comme classe d’homotopie de I'union
de cette corde et du segment de 'arc d’attachement reliant ses deux extrémités.

ProproOSITION 8.12. Pour tout k € N*, il y a exactement une corde de Reeb cg
parcourant k fois le facteur S*. De plus, toutes les cordes de Reeb sont de ce type.
Enfin, pour K > 0 et pour une perturbation dans la forme (F2) assez petite, pour
tout k € [1, K] la période de la corde ¢y est arbitrairement proche de 2k et ses
extrémités arbitrairement proches de Ty x {1}.
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DEMONSTRATION. On reléve le voisinage U de T'g fourni par la forme (F2) a
[—Tmax, Tmax] X [—1,1] x R. L’image &y de 79 x {1} sur S, par le flot de Reeb est
une courbe lisse. Dans les coordonnées de U} on parameétre dy par

]_Smaxao[ — [vamaX] X {0} x R
5 — (z(s),2(5))
en suivant la notation de I’équation 20. On a 0 < z(0) < 2. Par la proposition 8.11,

ona lim 2z(s)=+ooet 2/(s) > 0sid(s) € y. Par conséquent dy intersecte en
S—>—Smax

un unique point tous les segments [—Zmax, Tmax) X {1} X {k7} pour tout k entier
strictement positif et n’intersecte que ces segments (voir figure 2). O

On choisit un collier de trivialisation S., ne rencontrant pas le cone positif

engendré par les vecteurs 8% et %.

PROPOSITION 8.13. Dans la trivialisation S.,, on a fi(cg) = 1.

DEMONSTRATION. Soit sq tel que la corde ¢y soit issue du point {so} x {1} x {0}.
Considérons une bande B constituée de 'image de ¢ par le flot de 6@ pour des
temps petits. Soit ¢, la corde de Reeb de S x {1} issue du point {so+n} x {1} x {0}.
La corde ¢, ne rencontre pas la bande B par la condition 21.

On se place dans la base (R, e1, e2) fournie par la trivialisation symplectique. On
note v la projection de 8% sur le plan Vect(eq, e2). Alors v ne rencontre pas e, vaut
ez ent =0et —ey en t = T(cg). Par ce qui précede, dR;-e; ne rencontre pas v. De
plus dRr(c,) - e1 est dans le quart de plan négatif. En écrivant dR; - e; = r(t)etd®

on obtient (T(¢x)) € [, 2w (voir figure 3) et donc fi(ck) = 1. O
angle
ok ]
/——
g_/

v

FIGURE 3. Relevé des angles entre e; et v et angle 0

En appliquant le théoréeme de recollement de rocade 8.3, on obtient le résultat
suivant.

COROLLAIRE 8.14. Soit K > 0, K # nwZ. Il existe un modele de recollement de
rocade le long de vy tel que pour tout | € N* avec | < %, le nombre de mouvelles
orbites périodiques homotopes a [[o)! soit exactement le cardinal de

= *\1 = e
{K = (koo kim) € (NP =k - km}/{permutations cycliques}.

De plus, le choix de trivialisation S., induit un choiz cohérent de trivialisation des
nouvelles orbites périodiques et l'indice de Conley-Zehnder d’une nouvelle orbite est
le nombre de lettres du mot associé.

Les trivialisations des différentes orbites périodiques fournies par le théoreme
de recollement de rocade sont toutes les mémes pour des orbites homotopes car on
peut toujours choisir le disque immergé prolongeant les trivialisations le long des

cordes de sorte que la nouvelle trivialisation ne soit jamais tangente a %.
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3.2. Rocade triviale et rocade vrillée. Considérons (V; = S; x [—1,1], a4)
ol «; est de forme (F2) (voir section 2.1) et 'arc d’attachement ~; correspond a
une rocade triviale (voir section 4, chapitre 1) et (V, =S, x [—1,1], ) ol c, est
de forme (F2) et 'arc d’attachement =, correspondant & une rocade vrillée (voir
section 4, chapitre 1). On se place dans le voisinage U} (fourni par la forme (F2))
de la composante connexe 'y de I' intersectée par I'intérieur de ~; et -,. Il existe z;
tel que l'arc d’attachement 7 ou +, intersecte le voisinage U} le long des segments
[—Zmaxs Tmax) X {1} X {0} et [0, Zmax] X {1} x {2z1}. On définit la classe d’homotopie
d’une corde de Reeb de 'arc d’attachement comme classe d’homotopie de I'union
de cette corde et du segment de ’arc d’attachement reliant ses deux extrémités.

PRrROPOSITION 8.15. Pour tout k € N*, V; et V,, admettent exactement deux
cordes de Reeb ¢y et ¢, de v et vy, dans la classe d’homotopie [Fo]k. De plus ,
admet une corde homotopiquement triviale cj. Les cordes ¢y, relient [—Zmaz, 0] X
{1} x {0} et [0, Zmag] X {1} x {0} et les cordes c), relient [—pmasz, 0] X {1} x {0} et
[0, Zimax] X {1} X {21} (voir figure 4). Enfin, toutes les cordes de Reeb sont de ce
type.

DEMONSTRATION. Les seules cordes de Reeb qui peuvent exister sont dans UY.
On reléve le voisinage U)| de I'y fourni par la forme (F2) & [—%max, Tmax] X [—1, 1] X R.
L’image dp de 79 x {1} sur Sy par le flot de Reeb est une courbe lisse. Dans les
coordonnées de U on parametre §y par

]_Smaxao[ — [O7$max] x {0} xR
S — (IE(S),Z(S))

en suivant ’équation 20. On a alors lirr(l)z(s) € 10,z1] et lim z(s) = 400
S—r S

—>—Smax
par la proposition 8.11. De plus 2'(s) > 0 pour tous les s tels que dy(s) € vo. Par
conséquent §(s) intersecte en un unique point tous les segments [0, Tpax] X {1} x {k7}
et [0, Zmax] X {1} x {21 + k7} pour k € N* et n’intersecte pas ces segments pour
k < 0. Les différentes classes d’homotopie obtenues sont expliquées dans la figure 4.

O
) [
p L » T — 1)
C/
Z1 1 21
Co
o 2r | &
&1
&
€1
C2
C2
. [
\/ \J 2
z z
cas trivial cas vrillé

F1GURE 4. Cordes ¢y et ¢,
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On choisit des colliers de trivialisation S., et SC;Q ne rencontrant pas le cone

L. ’ lé] 1o}
positif engendré par les vecteurs By et 5.

PROPOSITION 8.16. Dans les trivialisations Se, et Ser, fi(cr) =1 et fi(c)) = 0.

DEMONSTRATION. La démonstration de résultat pour cj est la méme que celle
de la proposition 8.13. Démontrons le résultat pour ¢},. On reprend les notations de
la preuve de la proposition 8.13 la stratégie de preuve est la méme. Dans la base
(R, e1,e2), la projection v de 3% sur Vect(eq, e2) ne rencontre pas e, vaut e; en
t=0ett="T(c}). De plus, dR;-e; ne rencontre pas v et dRT(C;C) - e1 est dans le
quart de plan positif. En écrivant dR; - e; = 7()e??® on obtient 6(T(c})) € [0, 7]
et donc fi(c},) = 0. O

Ainsi dans le cas vrillé, le théoreme de recollement de rocade crée bien une
orbite contractile (associée & la corde ¢)). Dans le cas trivial, comme les structures
de contact avant et apres recollement de rocade sont isotopes, les homologies de
contact associées doivent étre les mémes. Dans ce texte, on se contente de remarquer
que les classes d’homotopie et les indices de Conley-Zehnder des nouvelles orbites
périodiques obtenues ne contredisent pas ce résultat.






CHAPITRE 9

Applications du théoreme de recollement de
rocade

Dans ce chapitre, on utilise la forme générale des orbites périodiques de Reeb
créées par un recollement de rocade et fournies par la proposition 8.6 pour calculer
I’homologie de contact de la nouvelle variété suturée. Les principaux résultats de ce
chapitre sont les suivants.

THEOREME 9.1. Soient S une surface convexe de courbe de découpage T' =
Ui, T sans composante contractile et vo un arc d’attachement reliant trois compo-
santes connexes différentes de I' avec I'g pour composante intersectant l’intérieur
de vo. On considére un voisinage V.= S x [—1,1] de S avec structure de contact
invariante dans la direction [—1,1]. Alors, sous l’hypothése H, I’homologie de contact
cylindrique de (V',&',T") obtenue par recollement de rocade le long de o x {1} est le
Q-espace vectoriel engendré par n orbites périodiques homotopes & Ty, x {0}, k € [1,n]
et par leurs multiples.

Autrement dit, I'ajout d’une rocade le long d’une rocade rencontrant I'g dans
son intérieur fait disparaitre I'g et ses multiples de I'homologie de contact (voir la
proposition 4.1) sans créer d’autres générateurs. Le théoréme suivant concerne les
structures de contact sur le tore plein avec 2n composantes longitudinales pour
la courbe de découpage au bord et tel que la courbe de découpage des disques
méridiens D vérifie la propriété (P)

DEFINITION 9.2. Un découpage I'p = |J]_, I'; d’un disque D vérifie la propriété
(P) si OD se décompose en deux sous intervalles I7 et I tels que (voir figure 1) :
(1) OI est contenu dans des bigones;

(2) si I est Pensemble des i € 1...n tels que I'; possede une extrémité dans Iy
et 'autre dans I alors chaque composante connexe de D\ | J;; I'; contient
au plus une composante connexe de I'p.

I
5

FIGURE 1. Propriété (P)

THEOREME 9.3. Soit (V,&,T) une structure de contact sur le tore plein avec 2n
courbes de découpage longitudinales et un découpage d’un disque méridien vérifiant
(P). Alors, sous U’hypothése H, I’homologie de contact cylindrique suturée est le
Q-espace vectoriel engendré par n, courbes homotopes a S, n_ courbes homotopes

87
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a =St et leurs multiples o'

ny = x(S4) + #{bigones négatifs non extrémaux} — #{bigones positifs}
et
n_ = x(S-) + #{bigones positifs non extrémauz} — #{bigones négatifs}.

La suite de ce chapitre s’organise de la facon suivante : dans la section 1 on
adapte la construction de la section 2 du chapitre 4 sur le tore plein pour garantir
Pexistence d’arcs d’attachements avec zones de recollement. Dans la section 2, on
étudie le cas particulier n = 4 et on montre que les cylindres holomorphes restent
au voisinage de leurs orbites périodiques asymptotes. Dans la section 3, on utilise le
modele de courbes holomorphes de la section 2 pour calculer I'homologie de contact
de certains tores pleins et démontrer le théoreme 9.3. Enfin, la section 4 est consacrée
a la démonstration du théoréme 9.1.

1. Structures de contact sur le tore plein

Considérons le disque
D, = {(x,y),y € [_17 1],.’E € [_W +e— h(y)vn’” —&+ h(y)]}

ou h:[—1,1] = R est lisse sur |]—1, 1], nulle et verticale & tout ordre en —1 et 1 et
atteint son maximum ¢ en 0. La démonstration du résultat suivant est analogue a
celle de 4.9.

PROPOSITION 9.4. Pour n assez petit, il existe une famille a.,e — 0 de struc-
tures de contact sur V,, = D,, x S1 telle que

(1) a= f(z)dy + B ;
(2) B. = cos(z)dz sur I x [-1,1] x S* ou I = [-m,nx] \ [-3F —n, = 3T + 9] ;

(3) f est une fonction lisse, 2m-périodique, égale a (—1)* au voisinage de

x = kr+ T, égale a x — sin(z) au voisinage de x = km, valant —1 au
voisinage de [—?jf -, —?jf + n] et ayant le méme sens de variation que

la fonction sinus;

(4) OD,, x St est muni d'un feuilletage legendrien lisse par des courbes méri-
diennes invariantes dans la direction a% et tendant vers les cercles z = cst
quand € — 0.

LEMME 9.5. Quitte a effectuer une perturbation arbitrairement petite de £ au
voisinage de x = —m et x = nm, il existe des coordonnées (u,v) € S,, x I au voisinage
de toute feuille legendrienne du bord de D,, x S' dans lesquelles o = cos(u)dv.

DEMONSTRATION. On prend une paramétrisation u +— y(u) de la feuille legen-
drienne choisie par laquelle les singularités du feuilletage caractéristique apparaissent
en u = km + 5 et les points de tangence avec le champ de Reeb apparaissent en
u = km. On choisit comme plongement :

i: R/2anZ x1 — 0D, x S!
(u,v) — (y(w) +vZ) -
En suivant un champ de contact transverse, on obtient dans les coordonnées (¢, u, v)
une équation de contact de la forme o = b(¢t,u,v)dt + c(t, u,v)dv vérifiant les
propriétés suivantes
—¢(t,0,v) =0 <= z=kn+ 5, kcZ;
— c(km,0,v) = (=1)k.

1. Un bigone est extrémal s’il contient une extrémité de I'intervalle I (ou, de fagon équivalente,
une extrémité de I2).
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De plus la coordonnée sur % du champ de Reeb R, est un multiple strictement
positif de —% et Ry (0, km,v) = (—1)’“%. Par conséquent, ¢(0, -,v) posséde le méme
tableau de variations que cosinus. Quitte a effectuer une perturbation C*-petite de
a, on peut de plus supposer que
9%c
1)k == (knm,v) < 0.
(~1)* 5t (km,0)

Dans les coordonnées (u,v), on pose

Bs(u,v) = f(s)c(0,u,v) + (1 — f(s)) cos(u)

ou f:1]0,1] — [0, 1] est croissante, nulle au voisinage de 0 et vaut 1 au voisinage de 1.
On cherche une famille de difféomorphismes ¢4 telle que ¢%8s = Bo. En suivant la
méthode de Moser, on cherche ¢, comme flot de X;. Posons

_ f(s)(cos(u) —c(0,u,v)) 9
 f(s)8E = (1= f(s)) sin(u) Ou’
Un tel champ de vecteurs est défini et lisse. Le flot de X est défini pour tout

temps car les orbites sont contenues dans les cercles z = cst. Enfin %goz Bs =0. Le
changement de variable donné par ¢, permet d’obtenir la forme cherchée pour ce. [J

X

LEMME 9.6. Quitte a effectuer une perturbation arbitrairement petite de & au
voisinage de x = — et x = nm, toute feuille legendrienne du bord de D,, x S admet
une zone de recollement.

DEMONSTRATION. On applique le lemme 9.5. On se place dans un voisinage
de la feuille legendrienne obtenu a partir des coordonnées précédentes en suivant
un champ de contact transverse qui vaut jza% dans la zone ou le bord est plat. On
obtient la forme cherchée dans la zone de bord plat. Dans la zone de bord non plat,
quitte a changer de coordonnées, on peut supposer que les champs de Reeb associés
a « et sin(u)dt + cos(u)dv coincident le long du bord. La méthode de Moser fournit
alors une isotopie des structures de contact qui fait coincider ces équation le long
du bord. O

Une démonstration analogue a celle du lemme 4.10 permet de montrer le résultat
suivant.

PROPOSITION 9.7. La courbe de découpage au bord de (D, x S',a) a 2n com-
posantes connexes longitudinales et celle d’un disque méridien contient n segments
paralléles entre eux. De plus, le champ de Reeb est tangent auz courbes de découpage
au bord.

On considere une feuille legendrienne du bord munie d’une zone de recollement
(fournie par le lemme 9.6). Il reste a perturber I’équation de contact en dehors de la
zone de recollement pour étre en position de recollement de rocade. Au voisinage de
la courbe de découpage dans la zone plate, on utilise la perturbation décrite dans la
forme (F2) (voir section 2.1). Dans la zone [—m, —m +¢] x [—1,1] x S, on perturbe
Péquation de contact en ajoutant un terme de la forme k(z,y, z)dz tel que

(1) k=0 en dehors d'un voisinage produit V de {—7} x [-1,1] x St et k =0
dans la zone de recollement ;

(2) k=v(x+m) avec v > 0 en dehors d’un voisinage de la feuille legendrienne
dans [—m,—7 + £| x [-1,1] x §*;
ok .

(4) §E(-m,0,2) =0.
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Pour des perturbations assez petites, on obtient toujours une équation de contact
et la courbe de découpage n’est pas modifiée. De plus ’équation de contact est
adaptée en dehors de la zone de recollement. On effectue une construction analogue
au voisinage de = nm. On note «, I’équation obtenue.

LEMME 9.8. Pour une perturbation adaptée dans le lemme 9.6 et pour k adapté,
il n’y a pas d’orbite périodique dans [—m,—m +¢] x [—1,1] x S*.

DEMONSTRATION. Quitte & choisir des perturbations assez petites, les orbites
périodiques potentielles ne peuvent exister que dans la zone [—w, -+ %] x [—=1,1] x
S1. On note Ay la longueur de I'intervalle en z de V et A,, la longueur de l'intervalle
en z en dehors de V. Il existe N > 0 tel qu’on puisse choisir k avec |k|ce < Nv. Soit
A, < Ap,. On suppose que la perturbation donnée par le lemme 9.6 est de taille
inférieure & v et effectuée pour z dans un intervalle de longueur A, inclus dans V.

Considérons l'orbite de Reeb entrant par le point pg = (0, yo, 20) dans la zone
k = v(z + 7). Lors de son passage dans la zone dans laquelle « n’est pas perturbée
par le lemme 9.6, on a

Ay > | sin(zg)| + v

v= 1+2v

Dans la zone dans laquelle o n’est pas perturbée par le lemme 9.6,
|Ay| < O(Jsin(zo)| + v)Ap et |Az| < vA,,

Par conséquent pour A, < Ay la coordonnée y diminue le long d’une orbite et il
ne peut pas y avoir d’orbite périodique. 0

A]\/[ et \Ax\ < 2N1/Am.

PROPOSITION 9.9. Le champ de Reeb associé a (D,, x S', o) a pour orbites
périodiques les courbes {km} x {0} x S*, k € [0,n — 1], et toutes ces orbites sont
hyperboliques paires.

De plus, pour un arc d’attachement [(k—1)m, (k+1)w] x {1} x {20}, k € [1,n—2],
il y a exactement une corde de Reeb par multiple positif j de S*. Pour des périodes
bornées et pour une perturbation assez petite, cette corde est de période arbitrairement
proche de 27j et a ses extrémités arbitrairement proches de {kn} x {1} x {z0}.

2. Etude d’un cas particulier

Considérons le cas n = 4 dans la construction décrite dans la section précédente.
Soit 4o = [0,27] x {1} x {0}, on a 79 C D4 x S*. Un recollement de rocade le long
de 7y produit une structure de contact sur le tore plein possédant une courbe de
découpage au bord qui est longitudinale avec six composantes connexes et qui trace
un découpage paralléle au bord sur les disques méridiens (voir figure 2). On note

Avant recollement de rocade Apres recollement de rocade

FIGURE 2. Deux découpages méridiens

(V7, &) la variété obtenue par recollement de rocade le long de g et I une courbe de
découpage du bord. Les résultats de Golovko [38] (voir 4.4) permettent de calculer

son homologie de contact suturée. En particulier HOBY (V',¢',T") =0 pour [ > 0.
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Par la proposition 9.6, vy possede bien un prolongement en position de recol-
lement de rocade. Par la proposition 9.9 on connait les cordes de Reeb de 5. On
note ¢; la corde de Reeb qui parcourt j fois —S* (I'orbite périodique {7} x {0} x S*
n’est pas orientée comme la coordonnées z). L’image de 7o sur S est bien transverse
a 7. Dans les coordonnées associées a la zone de recollement, I'application retour
de |, 2m] x {0} X Imax sur [0, 7] X {0} X Inax se décompose en applications définies
au voisinage de chaque corde ¢, et est d’image dans [\, 7 — A] x {0} X Iyax pour
A > 0. Pour tout K > 0 le théoreme 8.3 et la proposition 8.6 s’appliquent.

LEMME 9.10. Pour tout recollement de rocade le long de g associé a un
parameétre K assez grand, toutes les orbites périodiques homotopes a [Sl}l sont

les courbes [{0} x {0} x Sl]l et [{2m} x {0} x Sl]l st | est strictement positif et

les courbes [{m} x {0} x Sl]l et les orbites périodiques associées a des mots a =
Ciy ---Ciy, QUeC i1 + -+ i = —1 sil est strictement négatif.

DEMONSTRATION. Par la proposition 8.6 les cordes de Reeb créées par recolle-
ment de rocade sont homotopes a [S 1]m avec m < 0.

Soit v une nouvelle corde de Reeb homotope a [S 1]l avec | < 0. Par la proposition
8.6 il existe un mot en les cordes de Reeb a = ¢;, ...c;, tel que v intersecte S le
long d’un point fixe de F{;,. ;). La condition sur la classe d’homotopie implique
que i1 + - + i = —l. Pour K assez grand toutes les cordes ¢; avec j < |I| et tous
les mots en ces cordes sont de longueur inférieure a K. L’orbite périodique = est
donc bien fournie par le théoréme 8.3. (]

LEMME 9.11. Soit J une structure presque compleze adaptée a o,. Les cylindres

holomorphes d’énergie finie asymptotes a des orbites homotopes d [Sl]l avec 1
strictement négatif sont inclus dans

U=U,uU,UUyU ([0,27T] X [—174-00[ X Imaz)

ot les U; sont les voisinage des courbes de découpages provenant de la forme (F2)
et I ez est Uintervalle de la zone de recollement (voir figure 3).

— 0

Uy Uy U,

FIcURE 3. Voisinage U

DEMONSTRATION. On considére un cylindre v asymptote aux orbites de Reeb
Y4 et y—. Par hypothese, 74 et v_ sont incluses dans U1 U ([0, 2] x [—1, +00[ X Iax)-
On note W la zone de bord plat privée de U. Dans W, les orbites de Reeb vont du
bord au bord (méme dans la zone de recollement). De plus, chaque corde de W est
homotope dans W U Uy U Us & une corde de Reeb dont on a renversé 1’orientation.
Par exemple dans la figure 3 les cordes cg et cf sont respectivement homotopes a
—cp et —c; dans WU Uy UUs. D’apres la positivité d’intersection (proposition 3.10)
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I'image de u ne rencontre pas W. Par connexité 'image de u ne rencontre pas la
zone dans laquelle le bord n’est pas plat. O

3. Cas des structures de contact sur le tore plein

Soit (D x S, €) une structure de contact sur le tore plein qui a 2n composantes
longitudinales pour sa courbe de découpage au bord I'y, et dont le découpage I' des
disques méridiens vérifie la propriété (P).

LEMME 9.12. Il eziste n’ > 0 et une famille finie d’arcs d’attachements dans la
zone plate de D, x S1 munie de la structure de contact décrite dans la proposition 9.4
tels que apres recollement de rocade le long de ces arcs la structure de contact obtenue
soit isotope a (D x S, ¢€).

DEMONSTRATION. Par définition de la propriété (P), D se décompose en deux
sous-intervalles I; et I5. Soit

n’ = #{arcs reliant I; et Iy} + 2#{arcs avec extrémités dans le méme intervalle}.
Le disque découpé (D,T') est alors isotope & D, muni d’'un découpage I'"” tel que
(voir figure 4) :
(1) les extrémités de T sont incluses dans I’ensemble des points {kw + g} X
{1} pour k € [0,n' — 1] ;
(2) Il = aDn’ N {(xay)ay Z O} et IQ = 6D7L/ n {(l‘,y),y S 0}7
(3) les arcs reliant les segments [; et I sont des segments verticaux.

(Dn’arl)
(N (N

71 2

F1GURE 4. Disque (D,,/,I") et courbes ~;

On parameétre 'ensemble des arcs ayant deux extrémités dans le méme intervalle
par {kj,e;}jc1..m ou l'arc correspondant a {kj,e;} est Iarc reliant les points
(/fj’]T -5, sj) et (/fj’]T + 3, sj). Les recollements de rocade le long des arcs

21k,
v; = [kjm— 1, kjm+ 1] x {—¢;} x {n’J}

transforment la structure de contact avec découpage du bord longitudinal et dé-
coupage méridien paralléle en la structure avec découpage du bord longitudinal et
découpage méridien I”. O

Sur D, x S muni de la structure construite dans la section 3. On considere
les arcs d’attachements

2rk;
%:[kﬂ—lakg“Jrl}X{—Ej}X{ - J}

TLI
fournis par le lemme 9.12 ot {k;};jc1...m est une famille croissante d’entiers entre

1 et n’ —2 tels que kj11 —k; > 3. Ces arcs possedent bien un prolongement en
position de recollement de rocade par le lemme 9.6. Notons

o ={k;j,j=1...m,k; pair}
o_={kj,j=1...m,k; impair}.
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Par la proposition 9.9 on connait les cordes de Reeb de ;. On note cz la corde de
Reeb de v; qui parcourt 4 fois (—1)k3 81, On est bien dans le cadre d’application du
théoréme 8.3 et de la proposition 8.6. Comme k;1 — k; > 3, les arcs d’attachement
n’interagissent pas entre eux. Une démonstration analogue a la démonstration du
lemme 9.10 permet ainsi d’obtenir le résultat suivant.

LEMME 9.13. Pour tout recollement de rocade le long des arcs 7y; de parametre

K assez grand, toutes les orbites périodiques homotopes a [Sl]l sont les courbes

[{2km} x {0} x §']'
et les orbites périodiques associcées a des motsa =c;; ...c; avec iy +---+ip =1 et
1 k
k; € o4 sil est positif et les courbes
[{(2k + )7} x {0} x 5]

et les orbites périodiques associées a des mots a = cgl . cfk avec iy + -+ 1 = —1
sil est négatif et kj € o_.

On note (V') ¢ = ker ) la variété obtenue par ces recollement de rocade et
I'" sa courbe de découpage. Soit E; le Q-espace vectoriel engendré par les orbites
[{k;jm} x {0} x S 1]l et par les nouvelles orbites périodiques crées par le recollement
de rocade le long de
[(k;j — 1), (kj + 1)7] x {0} x S*.
On considere de plus les Q-espaces vectoriels E; et E_ engendrés respectivement
par les orbites périodiques
[{2km} x {0} x Sl]l pour 2k ¢ o
[{(2k + )7} x {0} x S']' pour 2k +1 ¢ o_
Le complexe de I’homologie de contact se décompose en
1
C,[ksl] (Vo J) = @ E; @ E, pour [ pair
kj €o4
1791
¥ (Vo J) = @ E; ® E_ pour [ impair.
kjco_
LEMME 9.14. La différentielle préserve la décomposition précédente. De plus,

les cylindres holomorphes d’énergie finie avec asymptotes dans E; ou k; € o4 sont
inclus dans (voir figure 5)

L{j = Ukj—l U Uk]. U Ukj+1 U ([(k’j — 1)7’(, (kj —+ 1)71'] X {7€j} X Ignaz)
et la différentielle restreinte a E1 est nulle.

DEMONSTRATION. De fagon analogue & la preuve de lemme 9.11, on note W la
zone de bord plat privée de U, ol

u= J v;u Y (It = D, (kj + D)m) x {—;} x To).-

j=1..n' JjEo+

Comme les intervalles [(k; — 1), (k; + 1)m] sont disjoint, les composante connexe
de U sont les ouverts U; pour i & o4 U (ox — 1)U (04 + 1) et les ensembles U; pour
JEOoL.

Dans W, les orbites de Reeb vont du bord au bord. Soit  un cylindre holomorphe
asymptote a vy et y_. Toute corde de W est homotope dans W\ (74 U7—) & une corde
de W dont on a renversé 'orientation. Par conséquent, par positivité d’intersection
(lemme 3.10), 'image de u est incluse dans U.
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. o /] o

YL T DY >

U, Us U, Us

[ ]
U
U Uy

FIGURE 5. Voisinage U

De plus, si 4 et y7— n’appartiennent pas au méme espace Ej, alors v, et y_
ne sont pas homotopes dans U/. On obtient ainsi une contradiction a Iexistence du
cylindre u et la différentielle associée a ’homologie de contact cylindrique 9 préserve
la décomposition ©F; @ E+. De plus 9, = 0 sous I'hypothése H. O

DEMONSTRATION DU THEOREME 9.3. Le voisinage
Ui =Uj 1 VU; UUj U ([(kj = Dm, (kj + )] x {—¢;} x Iﬁnax)

décrit dans le lemme 9.14 est contactomorphe a U décrit dans le lemme 9.11. Par
conséquent, par les lemmes 9.11 et 9.14, les différentielles associées sont les mémes
et par le calcul de Golovko

Ainsi,
H0[511Z(V’7§',l—‘b) = @ Q- [{2k7} x {0} x Sl]l pour [ positif
2k};é0'+
HCST (V! ¢.Ty) = @ Q- [{(2k + 1)m} x {0} x Sl]l pour [ négatif.
(2k+1)#o—

L’arc associé & (kj,e;) correspond & un bigone positif (non extrémal) si k; est pair
et & un bigone négatif (non extrémal) si k; est impair. De plus

n’ = x(S4) + #{bigones négatifs} = x(S_) + #{bigones positifs}.

Par conséquent le nombre de générateurs pour ! positif est bien n4 et n_ pour !
négatif. O

4. Cas d’une surface épaissie

Soient S une surface convexe de courbe de découpage I' = |JT'; sans composante
contractile dans une variété (V,€) et 7o un arc d’attachement rencontrant I'g dans

son intérieur. On se place sur S x [—1,1] muni d’une équation de contact de forme
(F2).

LEMME 9.15. Soit [a] une classe d’homotopie. Pour un recollement de rocade le
long de vy de paramétre K assez grand, les orbites périodiques homotopes a [a] sont
les suivantes

(1) si [a] n'est pas homotope d [To]' avec I > 0, les orbites périodiques sont les
courbes [I'; x {0}]" homotopes a [a) ;
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(2) si [a] est homotope d [To)! avec | > 0, les orbites périodiques sont les
courbes [['; x {0}]' homotopes d [a] et les nouvelles orbites périodiques

associées 4 un mot a = c¢;, ...c;,, avec iy + -+ i = 1.

La démonstration est analogue a la démonstration du lemme 9.10. En utilisant
les mémes arguments que ceux développés pour montrer le lemme 9.11, on prouve
le résultat suivant.

LEMME 9.16. Soit J une structure presque-complexe adaptée sur la symplecti-
sation de (V' o). Alors, les courbes J-holomorphes d’énergie bornée sont incluses
dans

U=JUiul0,2r] x [~1,1] X Inas.
=0

FIGURE 6. Voisinage U en projection sur S

DEMONSTRATION. Soit W = S x [-1,1] \ Y. Dans W, les orbites de Reeb
vont du bord au bord. De plus soient v et v_ deux orbites périodiques de Reeb
homotopes, alors toute corde de Reeb de W est homotope dans W\ (74 U~_) & une
corde de Reeb dont on a renversé I’'orientation. En effet cela revient a dire que toutes
les composantes connexes de S\ (I'; UT;), o I'; et T'; sont homotopes, rencontrent
Sy et S_. Par positivité d’intersection, un cylindre holomorphe homotope a v, et
~y— ne rencontre par W. ]

DEMONSTRATION DU THEOREME 9.1. Par le lemme 9.16, il n’y a pas de cy-
lindres holomorphes entre deux orbites périodiques qui ne sont pas parmi [['g x {0}]!
et les nouvelles orbites obtenues apres recollement de rocade, car les autres orbites
ne sont pas homotopes dans U. De plus, dans la classe d’homotopie [[']!, la diffé-
rentielle du complexe de I’homologie de contact stabilise le Q-espace vectoriel Ey
engendré par [I'; x {0}]! et les orbites périodiques associées & un mot a = ¢;, .. .,
avec i1 + - - - + 14, = [. Les cylindres holomorphes qui contribuent a cette différentielle
sont inclus dans

Z/[O = U()UU1 UU2 U’YO X [71,1] X Imax
ou I'g, I'; et 'y sont les trois composantes connexes de I' qui rencontrent 7. Ainsi
Uy est difféfomorphe a U défini dans le lemme 9.11. Par conséquent

ket D) (9 ,) =
sous ’hypothese H. O

Le théoréme se généralise au recollement de plusieurs rocades le long d’arcs
intersectant des composantes connexes distinctes de la courbe de découpage.






CHAPITRE 10

Stratégie de preuve du théoreme de recollement
de rocade

La rocade permet de relier les orbites de Reeb de V sortantes au voisinage
de I'arc d’attachement aux orbites rentrantes au voisinage de cet arc. Une orbite
périodique de Reeb qui nait apres un recollement de rocade est donc la répétition du
motif : passage dans la rocade puis passage dans la variété en suivant une corde de
Reeb. Le flot de Reeb pour des points proches de I'arc d’attachement dans la zone
sortante est ainsi obtenu en composant 'application retour ¢ sur Sz dans la rocade
et Iapplication retour ¥y sur Sz dans la variété. Or cette derniere application se
décompose en applications définies au voisinage des extrémités des cordes de Reeb
et les orbites de Reeb qui y contribuent restent dans un voisinage d’une corde
de Reeb. A chaque passage dans la variété, une orbite périodique passe dans la
composante associée a une corde de Reeb, ainsi, en considérant les cordes associées
aux composantes successivement empruntées par une orbite périodique, on obtient
un mot cyclique en ag ...ayn.

L’existence et 1'unicité de l'orbite périodique associée au mot a, ... a;, reposent
sur l'existence d’un unique point fixe de I’application

Fy=1;, 0opp---01; opp

ou vY; est la composante de iy définie au voisinage des extrémités de la corde a;.
Cet unique point fixe sera fourni par la proposition suivante qui est démontrée dans
la section 5.

PROPOSITION 10.1. Soit F : R — R’ un difféomorphisme entre rectangles de R?.
On suppose que I préserve les fibres, que F est a-contractante! (avec a < 1) sur les
fibres horizontales et é—dilatante sur les fibres verticales. On suppose de plus que les
itérés par F~1 des fibres horizontales de R et les itérés par F des fibres verticales
de R' s’intersectent transversalement en au plus point et en exactement un point
sans itération. Alors F' admet un unique point fize.

La démonstration du théoréme 8.3 repose sur la construction d’un modele
explicite de rocade (de bord convexe avec champ de Reeb adapté) pour lequel on
controle I'application retour sur la surface de recollement. Le controle recherché est
I'obtention d’une structure analogue a celle demandée dans la proposition 10.1 :
I’application retour se décompose en difféomorphismes entre rectangles préservant
les fibres, dilatant ou contractant certaines directions. C’est toujours ce genre de
controles qu’on cherchera pour I'application induite par le flot de Reeb.

Dans le suite de cette section, on présente les principales étapes de la démons-
tration du théoreme 8.3. Dans la section 1 on présente les notations et conventions
utilisées par la suite. La section 2 est consacrée au contrdle de I'application retour
sur la zone de recollement par le flot de Reeb dans la variété. Dans la section 3,
on présente le modele de rocade, appelé rocade convexe hyperbolique, que 'on va

1. Pour la norme euclidienne de R2.

97
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construire dans la suite. La section 4 présente le modéle de rocade convexe hyperbo-
lique utilisé et décrit la dynamique de Reeb associée. Dans la section 5, on montre
comment les résultats précédents impliquent le théoreme 8.3 et dans la section 6 on
voit comment démontrer le théoréme 8.5 sur I'indice de Conley-Zehnder des orbites
périodiques obtenue par le théoreme 8.3.

Les démonstrations des théorémes 8.3 et 8.5 se poursuivent dans les chapitres 11
et 12. Le chapitre 11 est consacré a la premiere étape de la construction d’une rocade
hyperbolique : la construction d’une rocade pré-convexe. Dans le chapitre 12, on
démontre principalement le théoreme 10.8 sur 'existence des rocades hyperboliques
et dans la section 6, on démontre les résultats permettant de controler l'indice de
Conley-Zehnder nécessaires a la démonstration du théoréme 8.5.

1. Conventions et notations

Dans les coordonnées (z,z), on appelle x la coordonnée horizontale et z la
coordonnée verticale. On parle de courbe e-horizontale (resp. e-verticale) pour une
courbe qui est un graphe en x, e-proche d’une courbe horizontale (resp. verticale) en
norme C'. Sauf mention explicite du contraire e-proche se réferera toujours a la norme
C!'. Dans les coordonnées (z,v, ), on note Sy, le plan d’équation y = yo, X<vo =
X {(z,y,2),y <wol, X2% = X N{(z,y,2),y > yo} et XMool — x<v1  X2v

Pour une zone de recollement Z, on pose Inax = [—Zmax, Zmax) €t pour 0 < € < T
on note (voir figure 1)

k k+1
Ra:< U |:27T+57(+2)7T_5:|>X1maxCSZ

k=1...2n
et

Q. = (kU [lmr;,lmrJr;]) Iy C Sz,

=1l...n

il
q

Ry Ry Ry

NElnE
NEE =
3

y

\

FIGURE 1. Rectangles R.

On appelle rectangle un fermé difféomorphe a [0,1] x [0,1]. Un rectangle a
donc une double structure de fibré en intervalles sur 'intervalle. On appelle fibres
horizontales les fibres de type [0,1] x {x} et fibres verticales les fibres de type
{*} x [0,1]. On choisira toujours le difféomorphisme avec [0, 1] x [0, 1] pour que les
deux notions d’horizontalité et de verticalité présentées dans cette section coincident.
Une application entre deux rectangles préserve les fibres si elle préserve les deux
structures de fibrés et renverse les fibres si elle préserve les fibres et envoie les fibres
verticales sur les fibres horizontales et les fibres horizontales sur le fibres verticales.
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Une application ¢ est K-dilatante sur C si pour tous points p; € C' et py € C
avec p1 # pz on a |o(p1) —@(p2)| > K|p1 —p2| et ¢ est K -contractante sur C' si pour
tous points p; € C et py € C avec p; # p2 on a |p(p1) — @(p2)| < K|p1 — p2|. Enfin
pour une application ¢ : X — R™ olt R™ est muni de coordonnées (z1,...,z,) on

écrit © = (Quyy-- s Pa,, )-
2. Zone de recollement

Dans cette section on s’intéresse aux propriétés de 'application retour sur Sy
dans la variété V. On veut qu’au voisinage des extrémités d’une corde de Reeb
I'application retour soit une application entre rectangles. Par ailleurs, comme la
courbe de découpage I' dans Sz est composée de segments d’orbites de Reeb, une
perturbation de «, méme C*-petite, peut faire apparaitre des cordes de Reeb au
voisinage de I' qui contribuent a I’application retour sur Sy.

Soit K > 0. Soient v une courbe legendrienne tracée sur une surface S et Sz
une zone de recollement de 7. On note ¥y la fonction (partielle) retour sur S, en
temps inférieur a K.

DEFINITION 10.2. Soit A > 0. On dit que le couple (Sz, \) est une surface K-

hyperbolique si ¢y se décompose en applications (1/Jj)j €[0.N] vérifiant les propriétés

suivantes (voir figure 2) :

(1) dom(eg) C Qx et im(ehg) C Qx;

(2) siz € [kr— 4, km + 3] et (z,2) € dom(ty) alors la coordonnée sur z de
g, notée (o)., vérifie (o). (xz,2) < z si k est impair et (¢g).(x, z) > z si
k est pair, de plus, on a (¢g)(z,2) € [k?‘(‘ — %, km + %] ;

(3) pour tout j € [1,N], dom(;) et im(z);) sont des rectangles & fibres
horizontales inclus dans R) ;

(4) pour tout j € [1, NJ, ¢; renverse les fibres.

Les cas dom(ty) = 0 et N = 0 sont admis dans la définition précédente.

V; 1 dom(yy)
B3 im(;)

Ry

FIGURE 2. Surface K-hyperbolique

Les définitions suivantes permettent de préciser le contréle recherché sur ’ap-
plication vy . La composition d’applications entre rectangles fournit de nouvelles
applications entre rectangles mais avec des structures différentes. Pour garantir la
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transversalité des fibres des différents rectangles, on va montrer que les fibres ne
« bougent » pas trop lors des compositions. En particulier, on veut que les fibres
des rectangles considérés soient presque linéaires. C’est le role du parametre v et
des segments D; ;. Les parametres u et v permettent de controler les images des
courbes proches des fibres par 1y. De plus, on a besoin d’informations sur le temps
de retour sur Sz : on utilise pour cela le parametre 7. Enfin, on veut que toutes ces
propriétés soient stables par petites perturbations de I’équation de contact.

DEFINITION 10.3. Une surface K-hyperbolique est contrélée par w = (p,v,7)
ol u, v et T sont des réels strictement positifs si, pour tous i € {0,1}, j € [1, N],
il existe des segments Dy ; C dom(%);) et Do ; C im(1);) reliant des points sur les
segments horizontaux z = +zyx tels que (voir figure 2) :
(1) les fibres verticales de dom(v;) et im(1);) soient v-proches de D ; ;

(2) v; (resp. ¢, ') envoie toute courbe v-horizontale sur une courbe p-proche
de Dy ; (resp. D1 ;) et toute courbe v-proche de Dy ; (resp. Ds ;) sur une
courbe p-horizontale ;

(3) le temps de retour de ¢; soit dans Uintervalle |T'(a;) — 7, T (a;) + 7[.

DEFINITION 10.4. Soit € > 0. Une zone de recollement K-hyperbolique (S5, A)
(w controdlée) est e-stable si pour toute perturbation de « de taille inférieure & e
en norme C* qui préserve v, (S, \) est toujours une surface K-hyperbolique (w
controlée).

LEMME 10.5. Soient K > 0 et (S,7) en position de recollement sur une variété
de contact de bord S. On note Sz =Sy, X [—Zmaws Zmaz) la surface de recollement.
Pour tous 7 > 0, u et v, quitte a effectuer une homotopie C*-petite de « et a
diminuer zmqq, il existe € arbitrairement petit et X\ tels que (Sz, \) soit une surface
de recollement K -hyperbolique (u, v, T)-contrdlée et e-stable.

DEMONSTRATION. Notons dp 'image par le flot de Reeb de |, 27 x {1} x {0}
sur S et d; 'image par Uinverse du flot de Reeb de 0,7 x {1} x {0} sur S. Les
cordes de Reeb de 7y ont pour extrémité sur S, les points d’intersection de g et do
et dans S_ les points d’intersection de 7y et d;. Quitte & effectuer une homotopie
C>-petite de a, les intersections entre dg ou &7 et o correspondant a des cordes
de période inférieure a K sont transverse. On note a; ...an les cordes de Reeb
associées. Quitte & prendre une zone de recollement assez petite, 'application retour
sur Sz est définie au voisinage de ces cordes.

On choisit alors dom(tg) = @ et on déduit les structures de rectangles au
voisinage des extrémités des cordes a; ...an a partir des fibres horizontales et de
leurs images par ’application retour et son inverse. Les segments D; ; et Do ;
associés a la corde a; sont respectivement donnés par les tangentes a ; et dp aux
extrémités de la corde (voir figure 3). Quitte & diminuer z,,x on obtient ainsi une
surface de recollement K-hyperbolique (u, v, 7)-controlée.

Pour toute perturbation de 1’équation de contact assez petite les propriétés de
P'application retour dans @) restent vérifiées et les seules cordes de Reeb de Sz
qui contribuent a cette application en dehors de Ry sont des cordes de longueur
arbitrairement petite au voisinage des segments x = k7. Or, pour une perturbation
assez petite, R, est de signe constant dans ces voisinages et on obtient les propriétés
de 1y cherchées. O

3. Modé¢le de rocade hyperbolique

Intéressons-nous maintenant aux propriétés d’'un attachement de rocade néces-
saires au contrble des nouvelles orbites périodiques. L’application retour sur Sz doit
vérifier des propriétés analogues a celles décrites dans la section précédente pour
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FIGURE 3. im(¢1) et Da

I’application retour dans la variété. En particulier, on sépare la composante créée par
de petites cordes de Reeb de Sz au voisinage de la courbe de découpage des autres
composantes. De plus, comme dans la variété, en dehors de cette composante spéciale
au voisinage de la courbe de découpage, les images et sources des composantes de
I’application retour sont dans Ry. On s’intéresse aux propriétés de 'application
retour dans la rocade en restriction a Ry et on les exprime en termes de rectangles.

Dans les coordonnées (z,z) € S,, x I d’une une surface de recollement, on pose
(voir figure 4)

X = ({0, ﬂ X [—zmax,0[> U (B, 31] X I) U (FZT’W} X ]O,zmaxo
e (3] rmnt) o (2] ) ([ ] )

On étend la carte Z au voisinage de 'arc d’attachement en S,, X [—¥max, Ymax) X Imax-

FI1GURE 4. Voisinages X et Y

DEFINITION 10.6. Une rocade convexe hyperbolique dans une zone de recollement
Z est un triplet (B, ap, ) ol (B, ap) est une variété de contact contenue dans Z et
A est un réel positif tels que

(1) B=0 = Z=0 et ap soit adaptée au bord dans Z=9;
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(2) la fonction retour pp sur Sz dans BZ0 se décompose en g et ¢ vérifiant
— dom(po) C Qi et im(po) C Qx;
— dom(p1) C X et im(p1) C Y
~siz € [kr— 3, kr+ 3] et (z,2) € dom(pg) alors (pp).(z,2) < 2
pour k impair et (pg).(x,2) > z pour k pair, de plus (¢o).(x, 2) €
A AT
(km — 3, km+ 3] ;

(3) la restriction de @1 & Ry se décompose en ¢; ;, i € {0,1} et j € {0,1}
(voir figure 5) ot dom(yp; ;) et im(yp; ;) sont des rectangles de fibres ver-
ticales aussi larges que Ry (c’est-a-dire que les bases des fibrés verticaux
sont respectivement %T + A, @ — )\} et [@ + A, @ —A|) et ;

renverse les fibres.

©0,0
m\
| R, v R
©0,1] LA
: K >z
1,0 o
Ry ll R ?
v k
z
$1,1

FIGURE 5. Voisinages dom(y; ;) et im(y; ;)

Comme dans la section précédente, on veut contrdler plus finement les fibres des
rectangles ainsi que le temps de retour. De plus, on veut garantir des propriétés de
dilatation et de contraction des fibres. Pour obtenir ces propriétés aprés composition
et donc changement des structures de rectangle, on commence par les garantir pour
une large classe de courbes (les courbes A-verticales) qui comprendra par les suites
toutes les fibres verticales des rectangles R; ; fournies par 'application retour dans
la variété.

DEFINITION 10.7. Une rocade convexe hyperbolique (B, ap, ) est controlée par
les paramétres strictement positifs wp = (v, 7, 4,7) si :

(1) dom(ep; ;) et im(ep; ;) sont des rectangles & fibres v-horizontales;
(2) @i et o5 Jl envoient tout graphe A-vertical sur une courbe v-horizontale
et %—dilatent les courbes A-verticales ;

(3) le temps de retour entre (xo, 20) et (21, 21) = @; ; (2o, 2z0) est majoré par
8T

THEOREME 10.8. Soit (V, & = ker «) une variété de contact de bord convexe muni
d’une courbe legendrienne en position de recollement contenant un arc d’attachement
Yo. Alors pour tous réels strictement positifs v, T, A, n, € et X, quitte a restreindre
Z, il existe un modéle de rocade hyperbolique (Vp,ap,\) sur Sz de paramétres
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(v,m,A,m) tel que (Vp,Ep = ker ag) soit obtenue par recollement de rocade d (V,Eg)
le long de vy et ap soit e-proche de .

Ce théoreme sera, démontré dans les chapitres 11 et 12.

DEFINITION 10.9. Soit K > 0. Soit Z une zone de recollement munie d’une
surface de recollement K-hyperbolique (Sz, \), e-stable et (u, v, 7)-contrdlée. Alors,
pour tout (A, 7) strictement positifs, le recollement de rocade décrit dans le théoréeme
10.8 est appelé recollement de rocade K -hyperbolique.

4. Rocades convexes hyperboliques

Dans cette section on explique schématiquement comment construire une rocade
convexe hyperbolique. Pour cela, on part du modéle décrit par Honda [45]. Soit
A un anneau muni d’un feuilletage 5 découpé par une courbe I' et décrit dans la
figure 6. Il existe une équation de contact a sur A X [—2prod, Zproa) telle que :

Y
_— T

=

| | |
0 ™ 2

/
=8

FIGURE 6. Feuilletage 8 et anneau A

— le feuilletage caractéristique de A x {*} soit donné par j3;
— T x {0} soit composé d’orbites de Reeb;
— «a = sin(x)dy + cos(z)dz au voisinage du bord inférieur (les coordonnées sur
A sont données dans la figure 6).
On lisse les bords de A X [—2prod, Zproa] comme expliqué & la figure 7. L’ensemble

Yy
Yy y Yy y
> _J L > / \ -
» - » LA
| Zprod Zprod Zprod
lissage supérieur lissage inférieur modele de rocade

FIGURE 7. Lissage

des points de tangence entre R, et le bord de la rocade forme une courbe lisse qui
est une courbe de découpage du bord. On note R, et R_ les surfaces sur lesquelles
le champ de Reeb est respectivement positivement et négativement transverse au
bord de la rocade. La figure 8 représente la courbe de découpage ainsi que le champ
de Reeb le long de celle-ci en projection sur le plan (z, z). L’équation de contact «
n’est pas adaptée au bord car R, pointe vers R_ dans la zone de lissage inférieur.
La dynamique de l'application retour sur la zone de recollement pour R, est
décrite a la figure 9. Cette dynamique s’explique par I’alternative suivante :
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! by o -
P b e

FiGURrE 8. Courbe de découpage du bord de la rocade

\/

Nz | >
L 7T AT Ry "=z

FIGURE 9. Application retour pour une équation non adaptée

(1) les orbites issues de points de coordonnée x proche de 7 +2km sont proches
de la courbe de découpage T' x {0} ;

(2) au voisinage de la zone de recollement le champ de Reeb est contenu dans
les plans {x = cst} et est de pente tan(x) : toutes les orbites issues de
points de coordonnée x trop éloignée de k7 + 7 sortent de la rocade (voir
figure 10).

FIGURE 10. Application retour pour une équation non adaptée

Par définition de zone de recollement K-hyperbolique, il n’y a pas de corde de Reeb
au voisinage des points de coordonnées x proche de 7 et donc le recollement de
rocade ne crée pas d’orbite périodique pour ce choix d’équation de contact non
adaptée au bord.

La dynamique décrite dans la définition de rocade convexe hyperbolique apparait
lorsqu’on rend I’équation de contact adaptée au bord. Pour effectuer cette opération,
on utilise le procédé de convexification [18] décrit dans la section 2 du chapitre 1 :
on ajoute a la variété une « bosse » le long de la courbe de découpage dans la zone
de lissage inférieure (voir figure 11). On obtient alors une application retour sur Ry
(voir figure 12). La zone de convexification permet aux orbites issues de points de R
d’atteindre le voisinage de T’ x {0} (partie gauche de la figure) et donc de traverser
la rocade pour revenir dans la variété en repassant par la zone de convexification
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FIGUure 11. Convexification
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dans les coordonnées (z,y)

FiGurE 12. Corde de R, dans la rocade

(partie droite de la figure). Pour comprendre la dynamique de 'application retour
sur Ry, on étudie 'image des courbes verticales de Sz. Pour cela, on s’intéresse
a des surfaces intermédiaires : la surface {z = zp0a} et une surface {y = ysta}
au dessus de la zone de convexification (voir figure 13). Une courbe verticale est
« étirée » dans la zone de convexification, puis transportée dans la partie supérieure
de la rocade (et & nouveau légérement étirée). Aprés un nouveau passage dans la
zone de convexification la courbe devient presque horizontale. L’effet du passage
dans la rocade au niveau des rectangles est présenté a la figure 14. En composant
les applications entre Sz et {y = ysta}, on obtient la dynamique demandée pour
une rocade hyperbolique et décrite dans la figure 5.

Le chapitre 11 décrit en détail le modele de rocade non adapté au bord ainsi que
la premiere étape de convexification : la construction d’une rocade pré-convexe, c’est
cette étape qui garantit la transversalité des rectangles observée dans la figure 14.
Le chapitre 12 décrit le processus de convexification.

5. Démonstration du théoréme de recollement de rocade

Dans cette section on montre comment obtenir le théoréeme 8.3 modulo le
théoréme 10.8. Soient K > 0, (V,«) une variété de contact de bord S convexe
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FiGURE 13. Effet du passage dans la rocade sur une courbe verticale

Z < Z < |

m —
L/

s

T T

y

—— découpage
Sz Y = Ystd

FIGURE 14. Application retour entre Sz et {y = ysta}

et v une courbe legendrienne tracée sur S contenant I’arc d’attachement ¢ et en
position de recollement. Quitte & perturber «, les cordes de Reeb a; .. .ay de période
inférieure & K sont en nombre fini et K # I(a) pour tout mot en aj ...ay.

Soit ek tel que |K — I(a)| > ex pour tout mot en ay ...apn. Soit lp > 0 tel que
toutes les cordes de Reeb soient de période supérieure a ly. Pour toute perturbation
assez petite de « ces propriétés restent vérifiée. Dans toute la suite on garantira
toujours ces conditions. Soit 7 < é—UKs k- D’apres le lemme 10.5 il existe une surface
de recollement K-hyperbolique (Sz,\) qui est e-stable et (u,v,7)-contrdlée au
voisinage de v ou v < p et p est assez petit pour que toute courbe p-horizontale
et toute courbe p-proche d'un segment D; ; s’intersectent transversalement en
un unique point. Soit A tel que toute courbe p-proche des droites D;; et D ;
associées a la surface de recollement K-hyperbolique soient A-verticales pour toute
e-perturbation de I’équation de contact. Soit M majorant les constantes de Lipschitz
des applications 1; qui apparaissent dans la décomposition de ’application retour
sur la surface de recollement pour toute e-perturbation de ’équation de contact. On
choisit n < SLM D’apres le théoréeme 10.8, il existe un modele de rocade hyperbolique
(VB,ap, A) de parameétres (v, 7, A,n) ol ap est e-proche de o et OVp est convexe
et adapté a Ry.

LEMME 10.10. Soit a = a;, ...a;, un mot en les cordes de Reeb de 7o de
longueurs inférieures a K. Alors Fq = 1;, 0 op ..., o pp en restriction a Ry se
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décompose en deuz difféomorphismes de rectangles F§ et F{ préservant les fibres et
vérifiant les propriétés suivantes (voir figure 15) :
(1) dom(Fg) et dom(FP) sont des rectangles de fibres v-horizontales et verti-
cales, sous-fibrés verticaur d’un composante connexe de Ry ;

(2) im(FE) et im(F?) sont des rectangles de fibres horizontales et v-proches
de Dy ;,, sous-fibrés horizontauz de im(v);,) ;

(3) F2 et F2 (nM)k-contractent les fibres horizontales et W-dilutent les
fibres verticales ;

(4) Fu envoie toute courbe A-verticale sur une courbe v-proche de Do ;, .

Déﬂ

=Y

=

Fy
FIGURE 15. Domaines de définition des applications F?

L’application G, = ¢pgo Fyo gogl vérifie des propriétés analogues, en particulier
elle envoie toute courbe v-horizontale sur une courbe p-horizontale. Avant de dé-
montrer ce lemme, on présente un résultat permettant de composer des applications
entre rectangles.

LEMME 10.11. Soient Ry, Ry, Rz et Ry des rectangles de R? tels que les
fibres verticales de Ro rencontrent transversalement en un unique point les fibres
horizontales de R3. Soient F' : Ry — Rs et G : R3 — Ry deux difféomorphismes
préservant les fibres. Alors H = G o F' est un difféomorphisme préservant les fibres
défini de R} dans R}y ot R} est un rectangle sous-fibré vertical de Ry et R} est un
rectangle sous-fibré horizontal de Ry.

DEMONSTRATION. Par construction, H est définie de F~!(RyNR3) dans G(RaN
R3). On note 7§ est la projection associée a la structure de fibré vertical sur Rs et
7 la projection associée au fibré horizontal de R3. L’application

RyN Ry — mli(R) x m5(Ry)
p — (4 (p), 75 (p))
est un difféomorphisme. Ainsi, Ry N R3 possede une structure de rectangle dont
les fibres sont les fibres verticales de Rs et les fibres horizontales de Rs3. Cette
structure induit des structures de rectangle sur F~1(Ry N R3) et G(R2 N R3) qui
sont préservées par H. Enfin, les fibres verticales de F'~!(Ry N R3) sont incluses

dans les fibres verticales de R; et les fibres horizontales de G(R2 N R3) sont incluses
dans les fibres horizontales de Ry. O
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FIGURE 16. Composition de difféfomorphismes entre rectangles

DEMONSTRATION DU LEMME 10.10. On démontre ce résultat par récurrence
sur le nombre de lettre du mot. Pour un mot d’une seule lettre, Fy = 9; o pp
en restriction & Ry. On suppose que dom(¢;) C [7r, %’T} X Imax (le cas dom(t);) C
[37”, 277] X Imax se traite de fagon similaire). L’application F, se décompose alors
en F§' = 1, 0990 et Ff = 1); 0 1. Par le lemme 10.11, F§ et F}* sont bien
deux applications entre rectangles. De plus, dom(F§) et dom(F}) sont des sous-
fibrés verticaux de dom(yg,0) et dom(¢1,0) et donc a fibres verticales. Leurs fibres
horizontales sont les images des fibres verticales de dom(v;) par ®o, (1) et wié et donc
v-horizontales. De méme, im(Fg) et im(F}) sont des sous-fibrés horizontaux de
im(1);) et donc & fibres horizontales. Leurs fibres verticales sont les images des fibres
horizontales de im(pg ) et im(y1,0) par 9; et sont donc v-proches de Do ;.

Les applications F§' et F}* envoient clairement toute courbe A-verticale sur une
courbe v-proche de Dj ;. Enfin, I'image par ¢p d’une fibre horizontale de dom(F§')
ou dom(F}) est une fibre verticale de im(1);). Cette fibre est donc n-contractée.
De plus, par définition de M, application 1; contracte d’un facteur M et dilate
d’un facteur ﬁ toutes les courbes de dom(v;). Par conséquent les applications F
et FP* contractent d’un facteur nM les fibres horizontales et n—}w—dilatent les fibres
verticales.

On suppose maintenant le résultat vrai pour tous les mots de moins de k
lettres. Soit a = a;, ...a;,,, un mot de k+1 lettres. Alors Fj, = Fo,, ...a;, ©Fa,. Une
nouvelle application du lemme 10.11 permet d’obtenir les propriétés cherchées sur les
rectangles. Les conditions de contraction et de dilatation s’obtiennent directement.
Ceci clot la récurrence. (]

ik

COROLLAIRE 10.12. Pour tout mot a en les cordes de Reeb de vy de longueurs
inférieures o K, Uapplication F, a un unique point fize et [’orbite périodique associée
a une période dans [l(a) — 9kT,l(a) + 9kT].

DEMONSTRATION. C’est une application immédiate du lemme 10.10 et de la
proposition 10.1. En effet, soit a un mot en les cordes de Reeb a; ... an, on applique
le lemme 10.10 et on choisit la composante F? pour laquelle dom(FP) Nim(F?) est
non vide. Cette composante existe toujours car les fibres horizontales de dom(EFg)
et dom(F?) sont des graphes sur [)\, 5= )\] et [g + AT — )\} respectivement et
que les fibres verticales de im(F) et im(F}) sont des graphes sur Ip,.x inclus dans
[)\, 5= )\] X Tmax OU [g + AT — )\] X Tmax-
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Par hypothese sur p et v, les fibres horizontales de dom (FY{) et les fibres verticales
de im(F}) s’intersectent transversalement en un unique point. De plus, les fibres
horizontales sont (M )*-contractées et les fibres verticales W-dilatées. On peut
donc appliquer la proposition 10.1 pour conclure sur 'existence et I'unicité du point
fixe.

La condition sur la période découle directement des propriétés sur les temps de
retour des définitions 10.3 et 10.7. (]

LEMME 10.13. Soit pg = (x0,y0) € im(thg) tel que xy € [k:ﬂ' — %, km + %] On
note X} cet intervalle.

(1) Supposons k impair et zg > 0. Tant que c’est possible, on définit pojy1 =

’l/JV_l(pQI) et para = B t(pary1). Alors pour tout | pour lequel ces ex-
pressions ont un sens, on a x; € Xy, et zop < Zoj41 < Z2142.

(2) Sik est pair et zy <0, la construction précédente fournit une suite telle
que x| € Xy et z9p > 22141 > 22142-

(3) Sik est pair et zg > 0, tant que c’est possible, on définit paj+1 = @5 (par)
et paryo = Yy (pai+1). Alors pour tout I pour lequel ces expressions ont un
sens, on a x; € X, et zop < Zoj41 < Z2142-

(4) Sik est impair et zo < 0, la construction précédente fournit une suite telle
que x; € Xy, et zop > Zoj41 > Z9142-

DEMONSTRATION. On démontre le résultat par récurrence sur [ dans le cas k
impair et zg > 0. Si x9; € X, 291 < 0 et pgy41 existe alors pa; = ¥y (p2+1). Donc
par € U;im(¢;) et comme py € Qx, on a py € im(¢o). Ainsi, par = tho(p2i+1)
et po11 € dom(v)g). Par conséquent, xoi11 € Xi et 29141 > 29, Si woyp1 € Xp,
zo141 > 0 et poyyo existe alors pyi1 = @B(paiye). Donc pyi1 € Y Uim(po),
or k est impair, z9;11 > 0 et pyy1 € Qx d'ol poyy1 € im(pg). Par conséquent,
P2i+1 = Po(Pai+2) et pap2 € dom(pg). Donc woi4o € Xj et 2942 > 20141-

On se place maintenant de la cas k pair et zg > 0. Si 29 € Xp, 291 > 0 et
par+1 existe alors poyr1 = @p(par). Donc pgy; € X Udom(ypg) et comme z9, > 0
et poy € Qx on a py € dom(pg) d'olt xo41 € Xp et 29141 > 295 Si 2941 € Xy,
zoi+1 > 0 et pojyo existe alors por1 = Yy (per). On obtient py11 € dom(vy) et
Dotz = Yo(pait1). Dol x40 € Xi et 29142 > 2z9;41. Les autres cas se traitent de
maniére analogue. O

COROLLAIRE 10.14. Soit v une orbite périodique de période inférieure a K
rencontrant Sz en p., alors py nappartient pas a Q.

DEMONSTRATION. On suppose par labsurde que 7 intersecte Q) en p, au
temps t = 0. Chaque point d’intersection d’une orbite périodique avec Sz doit
étre dans im(¢y) Ndom(pp) si ce point est dans la zone sortante de Sz et dans
im(pp) Ndom(yy ) si ce point est dans la zone rentrante de Sz.

Si py est dans le zone rentrante alors p, € @\ Ndom(¢y) et donc p,, € dom(t)).
Dans ce cas v intersecte aussi Qx en ¥y (p,). Si p, est dans la zone sortante alors
Py € QxNim(¢hy) et done p, € im(1)p). On peut donc imposer que p, soit dans la
zone avec champ de Reeb sortant et que p, € im(ty).

Soit k tel que z, € [lm — %7 km + %] Supposons que k est impair et z, > 0.
Alors, par le lemme 10.13, les points d’intersection entre v et Sz pour des temps
négatifs sont exactement les p; et ces points sont définis pour tout [ car 'orbite est
périodique. On obtient alors une contradiction car z; est strictement croissante. Les
autres cas se traitent de fagon similaire. O
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LEMME 10.15. Soit v une orbite périodique de période inférieure a K rencontrant
Sz en p, dans la zone avec champ de Reeb sortant, alors il existe un mot a en les
cordes de Reeb de vy de longueurs inférieures a K tel que p., soit le point fize de Fy.

DEMONSTRATION. On note p® = ;m,p1 ...pF = p° les points d’intersection de

7 avec la surface Sz dans la zone avec champ de Reeb sortant et ¢°, ¢! ...¢" = ¢°
les points d’intersection dans la zone de champ de Reeb rentrant. Alors, par 10.14,
pour tout j € 0...k il existe i; tel que ¢/ € Ry, et p?* =15, (¢7). Le point p, est

alors un point fixe de Fy, g, - O

DEMONSTRATION DU THEOREME &8.3. Le corollaire 10.12 garantit I’existence
d’orbites périodiques associées a chaque mot en a; ...apy. Si la longueur du mot a
est inférieure & K alors k < % et donc la période T'(a) de lorbite périodique

associée a a vérifie
T € i) -
par conséquent
T(a) € |ia) = 55 1) + 5 |

et donc T'(va) < K. Enfin le lemme 10.15 permet de conclure sur la surjectivité de
I’application

{mots de longueur < K} — {orbites périodiques de longueur < K}. O

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 8.6. Une preuve analogue & celle du
lemme 10.5 permet de montrer que pour une perturbation assez petite o’ de ’équation
de contact, Papplication retour de [m,27] X Ijax sur [0, 7] X Iax sur décompose en
(V) jes et ¥ ott dom(vhy) C Qx, im(¢o) C Qx. De plus si x € [kr — 5, km + 3] et
(x, z) € dom(v)g) alors (1), (x, z) < z si k est impair et (1), (z,2) > z si k est pair
(¥0)z(,2) € [k — %, km + %] On applique alors le théoréme 10.8. Les propriétés
décrites dans le lemme 10.13, le corollaire 10.14 et le lemme 10.15 sont valables dans
ce contexte. U

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 10.1. Par le lemme 10.11 et la condi-
tion de transversalité des fibres, les itérés F* : Ry, — R}, sont des applications entre
rectangles, Ry, est un sous fibré vertical de R et R) un sous fibré horizontal de R'.
Par les conditions de contraction et de dilatation, il existe L > 0 tel que les fibres
verticales de Ry, et les fibres horizontales de R), soient de longueur inférieure a La*
pour tout k£ > 0. Ainsi, pour tout k£ > 0, Ry N R}, est un rectangle obtenu grace aux
fibres horizontales de Ry, et aux fibres verticales de Rj, (condition de transversalité
des fibres) de diametre inférieur & 2La*. Ainsi (;2, Rx N R}, est une intersection
décroissante de fermés dont le diametre tend vers 0 et est donc réduit & un point.
Donc F' admet un unique point fixe. O

6. Propriétés de 1’indice de Conley-Zehnder

6.1. Deux lemmes techniques sur ’indice de Conley-Zehnder. Le résul-
tat suivant permet de déterminer, dans des cas favorables, 'indice de Conley-Zehnder
en observant 'image d’un vecteur par R;.

LEMME 10.16. Soit (Rt):e[o,1] un chemin de matrices symplectiques avec Ry €
Sp*. Dans les coordonnées polaires sur R?, on écrit Rie; = r(t)em(t), Alors, si
Uindice de Conley-Zehnder de (Ry) est impair et a(1) est contenu dans un intervalle
de longueur m centré en (2k + 1)w, on a u(Ry) = 2k + 1. De méme, si lindice de
Conley-Zehnder de (R;) est pair et a(l) est contenu dans un intervalle de longueur
7w centré en 2km, on a p(R:) = 2k.
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DEMONSTRATION. On prolonge R; et donc «; et r; comme expliqué dans
la construction de p. On note toujours 6; 'angle associé a la rotation O; de la
décomposition polaire R; = S;0;. On suppose que 6y = 0. Comme S; est symétrique
définie positive, pour tout ¢, on a 0; — 5 < oy < 0y + 5. Par ailleurs pour tout

€ [1,2], si 6; = 0[27] alors R, € Sp™(2) et si §; = n[27] alors R; € Sp™(2).

Par conséquent, si p(R) est impair, pour tout ¢ € [1,2], 8; ne rencontre pas 277
et ainsi 01 — 1 < 03 < 01 + 7. D’ou a1 — 37“ < by <ai+ 37“ Par hypothese, on
obtient

(2k + D)km — 27 < 0 < (2k + )7 + 2.

Si p(R) est pair, on obtient de fagon analogue
2km — 21 < 09 < 2km + 2. [l

Concluons cette section par un lemme permettant de déterminer qu'une matrice
symplectique en dimension 2 est hyperbolique. On se place dans R? muni de
sa structure symplectique standard et du produit scalaire standard dans la base
canonique (e, e2). On note C(x, ) le cone centré en z et d’angle 6 et, pour 6y €
]0, 3 [, on pose v(6y) = min (”_4200 , %)

LEMME 10.17. Soit R € Sp(2) tel que Rey € Cl(er,v(0p)), ||[Re1ll2 > 3 et qu’il
existe f € C(eq,bp) avec Rf € C(eq,0y). Alors, R est diagonalisable sur R et le

signe de ses valeurs propres est donné par le signe de < ey, Rej >.

DEMONSTRATION. Comme R est symplectique, son polyndme caractéristique
est donné par X2 — tr(R)X + 1. Par conséquent, si [tr(R)| > 2, R est diagonalisable.
Quitte & considérer —f, (e1, f) est une base directe. Pour calculer tr(R) on effectue
le changement de base de (eg, e2) vers (eg, f). La matrice de changement de base

est donnée par
(1 cos(9)
P= < 0 sin(6) >
oud e [g — 0o, 5 + 90]. Dans la base (e1, f) la matrice de R s’écrit

1 pacos(61) pecos(f) \ 1 w1 sin(@ — 61)  posin(d — 0)
P ( 12451 Sin(el) 1253 Sin(eg) > o sin(@) < M1 sin(@l) 175 sin(92) >

ou 6y € [—v(6y),v(bp)], 02 € [g — 6o, 5 + 90] et |u1| > 3. Les réels iy et po sont de
méme signe car R préserve l'orientation. Ainsi

tx(R) > ﬁ

6.2. Schema de preuve du théoréme 8.5. Soit a un mot de longueur
inférieure a K en les cordes de Reeb. On consideére v, 'orbite périodique associée.
On choisit un point d’intersection p, entre v, et la zone de Sz avec champ de Reeb
entrant. On note ¢; le flot du champ de Reeb et T'(a) la période de 7,. On se place
dans la trivialisation de £ le long de 74, on obtient alors une famille de matrices
symplectiques R, en considérant dpi(a)e(p,) : £(Pa) — &(¢t(pa)). Pour calculer
I'indice de Conley-Zehnder de 7,, on va utiliser le lemme 10.16. Pour cela on va
étudier I'image de _8% = e7 par dy¢. Le lemme 10.17 fournira la parité de I'indice
de Conley-Zehnder. On note x,, I’application retour entre un voisinage de p, dans
Sz et Se(p,) Ot Se(p,y est une surface tangente a {(pa). Comme la différentielle
dxp.(Pa) : Tp.Sz — &(pa) vérifie dxp, (pa)a% = ey, il existe fy € 0, Z[ tel que
l'image par dxp, (pa) de tout vecteur A-vertical soit dans C(ez, 6p). On rappelle que

1/(00) = min (ﬂffeo,%) et Ga =ppo Fa o Sogl

(|| sin(0 — 01) + |pa| sin(62)) > 2. O

LEMME 10.18. Quitte a choisir les paramétres p, v et n assez petits,
(1) Raz@er € Clex,v(0o));



112 10. STRATEGIE DE PREUVE DU THEOREME DE RECOLLEMENT DE ROCADE

(2) il existe f € C(e2,6) tel que Rf € C(ez,0p) ;
(3) IRex]l2 = 3.

DEMONSTRATION. Il existe pg > 0 tel que pour tout vecteur v de T, Sz pio-
horizontal, dx,, (pa).v € C(e1,v(6p)). On suppose p < po. Par ailleurs, il existe
I > 0 tel que |[dxp, (Pa)|l < 1 et [|dxp.(pa)t]] < 1 o |.|| est la norme opérateur
associée a la norme euclidienne. Par le lemme 10.10, dG, envoie % sur un vecteur

p-horizontal et -dilate la norme. De plus dG, envoie le vecteur tangent a la

(nM) M )
fibre verticale de P& en p, (vecteur A-vertical) sur un vecteur tangent a la fibre

verticale de PP en p, (vecteur A-vertical). On note v ce vecteur. Par conséquent,

0
Ra7T(a)61 = _dGai S 0(61, 1/(90))

ox
o ) 1
‘Ra,T(a)el , > Hpra(pa)l dGa % > il >3
pour 7 assez petit. Enfin dx,, (pa)v € C(e2,6p) et
Ra 7(a) (dXp, (Pa)v) = dxp. (Pa) 0 d(0B 0 Fa o o5 v € C(ez, b)) 0

L’effet du passage dans la rocade décrit a la figure 13 permet d’obtenir le résultat
suivant.

LEMME 10.19. L’application retour sur Sz dans la rocade vérifie
o 0
d —,=— >0
< vB(P)5 8x>

REMARQUE 10.20. La propriété décrite dans le lemme précédent est aussi vérifiée
par tout vecteur dans le demi-cone A-vertical dirigé par a%. En effet I'image par
dep(p) de tout vecteur A vertical est V—horizontale et non nulle et, par conséquent,
I'image de demi-cone A-vertical dirigé par —Z est incluse dans un demi-céne v-
horizontal.

pour tout p € dom(pp).

LEMME 10.21. Pour tout mot en les cordes de Reeb a = a“. .a;, de lon-
gueur inférieure & K et pour tout point p € dom(Ga), les réels < a(p )8@ a—>

Hle(—l)ﬂ(‘“f) sont du méme signe.
DEMONSTRATION. On montre le résultat par récurrence sur la longueur du mot
a. Pour un mot de longueur 1, on sait que dvy, (p )7: est A-vertical. De plus, si

fi(a1) est pair, <—d¢a1( aw dz> < 0 et dong, par le lemme 10.19

<dGa1( )88 88 > > 0.

De méme si p(aq) est impair, (—diq, (p)-, 2 ) > 0 et donc
5}

<dGa1( )88 . ><O

Supposons maintenant le résultat vrai au rang k et montrons le au rang k + 1.
Soit a = a;, ...a;_, un mot en les cordes de Reeb. Soit p € dom(Ga), on note

v=dGo,, . a;, (p)%. Par hypothese, (v, 3%> est du méme signe que H;?:l(—l)ﬁ(“ij).

Alors, <d¢aik+lv7 %> est du méme signe que H?;rll(_l)ﬁ(aij) et il en est de méme

pour <dGa’ik+1 v, 8w> Ceci clot la récurrence. O



6. PROPRIETES DE L’INDICE DE CONLEY-ZEHNDER 113

pi(a;) impair fi(as) pair

FIGURE 17. Cas fi(a;) pair et impair

COROLLAIRE 10.22. S7 u, v et n sont choisis assez petits, pour tout mot a =
ai, ...a;, en les cordes de Reeb, les parités de Z§=1 fi(ai;) et de p(va) sont les

meémes.

k

DEMONSTRATION. Par le lemme 10.21, on connait le signe de <dGa3 , 3£> Or
ce signe est le méme que celui de (Rp(a) 2, 2 ). De plus, par les lemmes 10.18
et 10.17 on sait que Ry (a) est hyperbolique et donc si Z i1 fi(a;;) est pair, les valeurs
propres de Rp(q) sont positives et poz(va) est pair. De méme, si si Z?Zl fi(a;;) est
impair, les valeurs propres de Rp(,) sont négatives et pucz(7a) est impair. (]

LEMME 10.23. Soit a un mot en les cordes de Reeb de longueur inférieure a K.
1l existe une surface lisse S, de bord va qui détermine la classe de trivialisation de
& le long de v, telle que, si on écrit Rta% =7(t)e’®®) dans cette trivialisation, alors
0(t) # 0[m| pour tout t > 0 pour lequel va(t) est dans la rocade.

Ce lemme sera prouvé dans la section 7 du chapitre 12.

DEMONSTRATION DU THEOREME 8.5. Soit a = ay, ...a;, un mot en les cordes
de Reeb de longueur inférieure & K. On se place dans la trivialisation fournie par le
lemme 10.23. On éerit Ry = r(t)e??®) avec #(0) = 0. Onnote 0 =t; <t) < -+ <
tr < t,, = T(a) les temps d’intersection successifs de v, avec Sz (on choisit pour
~a(0) le point fixe de G,). Montrons par récurrence que pour tout j € 1...%k on a

€ [(i u(ail)w> —v(6o), (Zu a;, )™ > —s—y(é’o)] .
=1

Le cas j = 1 est vérifié car 6(0) = 0.
Supposons le résultat vrai au rang j € 1...k — 1 et montrons le au rang j + 1.
Par définition de p(ay; ), on a

J J ]
T
€ l(E /’L(a’il)ﬂ>+2907<§ /Lau >+ + 6] -
=1 =1 _
Par conséquent, par le lemme 10.23

(tj+1) KZM i )m ) —v(bo), <ZM i, )m ) +v(6o)

=1

ou

(tj41) l(Zua” ) + 7 —v(f), (Z,ua,l >—|—7r+1/(90)]

et le lemme 10.21 permet de conclure. Ceci clét la récurrence. On applique le
lemme 10.16 pour conclure sur 'indice de Conley-Zehnder. (]






CHAPITRE 11

Construction d’une rocade pré-convexe

La démonstration du théoreme 10.8 occupe les chapitres 11 et 12. Elle est
présentée dans la section 4 du chapitre 10. Elle repose sur une construction explicite
de rocade. Les principales étapes sont les suivantes.

(1) On construit une équation de contact sur A x I ot A est obtenu en lissant
un disque de rocade et I est un intervalle, puis on lisse les coins de A x I.
L’équation de contact obtenue n’est pas adaptée au bord mais le bord est
convexe. On parle de modéle de rocade.

(2) On perturbe le modele précédent au voisinage de la courbe de découpage
pour obtenir un modéle pré-conveze. I’équation de contact n’est toujours
pas adaptée mais on est en position d’appliquer un procédé de convexifica-
tion. Cette étape est purement technique et n’apparait pas dans le schéma
général du chapitre précédent.

(3) On applique le procédé de convexification décrit dans le chapitre 1, section
2 pour rendre ’équation adaptée et obtenir une rocade hyperbolique.

Dans ce chapitre on explique les deux premiéres étapes de cette construction. La
section 1 correspond a la premiere étape. La section 2 est consacrée a I’étude des
propriétés du flot de Reeb dans la rocade. Ces propriétés seront utilisées dans toute
la suite de la preuve. Enfin les sections 3 et 4 décrivent la deuxiéme étape de la
construction d’une rocade hyperbolique.

On reprend toutes les notations des chapitres 8 et 10.

1. Modéle de rocade

Dans la section 1.1, on donne un modele de disque de rocade lissé plus adapté a
la construction d’un recollement C* qu’un disque de rocade. On construit ensuite
une équation de contact dans un voisinage produit de ce disque lissé. Dans la section
1.2, on voit comment lisser ce voisinage. Enfin dans la section 1.3, on décrit les
symétries du modele.

1.1. Modéle produit. Dans les coordonnées (z,y) € S, X R, pour tout y € R,
on note

m 137w
U, = |:—6,6:| X [y,+00[

Dans toute la suite de la section on fixe A difféomorphe & un anneau (voir figure 1),
inclus dans S,, x [0, 00|, contenant S,, x {0} et tel que A =S,, x [0, yo] hors de U.

DEFINITION 11.1. Un feuilletage de rocade (voir figure 1) est un feuilletage
singulier de A, noté 3, vérifiant les propriétés suivantes :
(1) il existe ysta, ys et fz : A — R tels que 0 < ysa < yg, on ait fg(z,y) =1
pour (z,y) ¢ Usy,,, et 8 = fs(z,y)sin(z)dy pour (z,y) ¢ Uy, ;
(2) dans Uy, N A les singularités de 3 sont
— une singularité demi-elliptique négative en (m,y3) ;
— deux singularités demi-hyperboliques en (0,yg) et (2m,y3);
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— deux singularités elliptiques positives sur A pour x =0 et & = 27 ;
— des singularités positives sur 0ANU,, ;

(3) il existe une courbe lisse I'4 qui découpe! (A, B3).

/
=

FI1GURE 1. Feuilletage de rocade

Par la condition 3, I' 4 vérifie
L'4NSy % [0,Ysta) = {(g +k‘7r,z) k€ ln}
On note I'p la composante connexe de T'4 reliant (g, 0) et (37”, O). On note 7 le
bord inférieur de A et 2 son bord supérieur. Le sous-arc [0, 27] x {0} de 71 est
appelé arc d’attachement de la rocade lissée. Le feuilletage de rocade est I’analogue
lisse du demi-disque muni d’un feuilletage de demi-disque vrillé utilisé pour définir
une rocade.

DEFINITION 11.2. Soit S une surface convexe close dans une variété de contact
de dimension 3. Une rocade lissée pour S est un plongement de A muni d’un
feuilletage de rocade 3 intersectant transversalement S le long de -y, intersectant la
courbe de découpage de S au moins en les points de coordonnées (0,0), (m,0) et
(2m,0) et tel que B décrive le feuilletage caractéristique de 'anneau.

PrOPOSITION 11.3 (Honda [45]). Soit S une surface convexe dans une variété
de contact (V,€). Quitte a effectuer une isotopie C*®-petite de &, S admet une rocade
si et seulement si S admet une rocade lissée.

PROPOSITION 11.4 (Honda [45]). Soient Z une zone de recollement de (S,7)
et (A, B) un feuilletage de rocade. Quitte a perturber 5 de fagon C*-petite pour
Y > Ysed, U existe une équation de contact o sur A X [—Zmax, Zmaz) telle que

~ o =sin(z)dy + cos(z)dz en dehors de [—F, 5] X [ysta, 00| ;

— le feuilletage caractéristique de A x {z} soit B pour tout z € [—Zmaz, Zmaz| ;

— dans un voisinage Up C A de T'p, il existe des coordonnées
3T 3
e

7 — &, 7 + €:| X [ngmam]
dans lesquelles o = sin(r)df + cos(r)dz.

Dans la suite de ce texte, on utilisera la construction explicite de a présentée
ici.
CONSTRUCTION 11.5. On construit a sous la forme o = 8 + f(x,y)dz. Quitte

a perturber 8 pour y > ysid, il existe un voisinage Up de I'p muni de coordonnées
(r,0) € [2F —&,2% +£] x [0, 0max] telles que

1. On considere ici le découpage associé au champ de vecteurs Y tel que tydz Ady = S et a la
forme volume dx A dy. Ce découpage est alors unique.
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(1) Tp >~ {38} x [0, Omax) ;
(2) B =sin(r)db;
(3) (r,0) = (z,y) pour y < ysa au voisinage de z = 2% ;

(4) (r,0) = (=2 + 27, =y — Omax) pour y < ystq au voisinage de x = 7.

Choisissons maintenant une fonction f: A4 — R vérifiant les propriétés suivantes :

(1) pour (x,y) € ((Sn\ [—%, %’r] ) X [0,—|—oo[) NAet (z,y) €Sy X [0, ysta] on
a f(z,y) = cos(x);

(2) dans U, la fonction f ne dépend que de r et est croissante, f(r,6) = cos(r)
au voisinage de r = 37” ;

(3) dans Uy, \U, la fonction f vaut 1 dans la zone positive et —1 dans la zone
négative ;

(4) dans ([—%, —%] X [Ysta, 00[) N A, la fonction f ne dépend que de z, est
croissante et interpole entre cos et 1;

(5) dans ([1‘%”, %”] X [ystd, o0[) N A, la fonction f ne dépend que de , est
décroissante et interpole entre 1 et cos;

(6) dans ([—%. ] X [ysta: 2ysta]) N A, les fonctions f(-,y) interpolent entre
F( ysta) et f(-,2ysta) en gardant le tableau de variation de la fonction

cosinus.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 11.4. Commencons par justifier que les
coordonnées (r, 0) utilisées dans la construction 11.5 sont bien définies. Pour les
obtenir, on choisit des coordonnées (r,6) au voisinage de I'p dans lesquelles 5 =
b(r,0)do et b (37”,9) = —1. Comme I'4 découpe S, on a de plus %(r, #) > 0 pour
r> 37” et %(r, 0) > 0 pour r < 37” On applique ensuite la méthode de Moser de
fagon analogue & la démonstration du lemme 9.5 pour obtenir 8 = sin(r)d6.

La 1-forme donnée par 11.5 est bien une équation de contact. En effet le résultat
est immédiat hors des zones d’interpolation. Dans ces zones (correspondant aux

conditions 4, 5 et 6), la condition de contact s’écrit

cos(x) f(z,y) — %(m,y) sin(z) > 0.

Comme f(-,y) a le méme tableau de variations que cosinus, elle est vérifiée. O

Avant de conclure cette section remarquons que, en choisissant le feuilletage
de rocade utilisé, I'orbite de Reeb associée a I'p dans la rocade est de « période »
aussi petite que 'on veut. Il suffit pour cela de montrer que 0,,,« peut étre rendu

arbitrairement petit car O = ’ fFD 8

LEMME 11.6. Pour tout 7 > 0, il existe un feuilletage de rocade (A, 3) tel que
‘fFD B‘ <T.

DEMONSTRATION. On part d’un modéle de rocade (A, 3) tel que 8 = sin(x)dy

dans un voisinage U de z = —Z et = 3%, On va construire un nouveau modele de
6 6

rocade (A, 3) plus adapté. Soient b : S, — [0,1[ et ¢ : [0,00] — [0, 1[ des fonctions
lisses telles que :

— b(z) =0 pour x ¢ [—%7 1%”} ;

— b est constante hors de U ;

— b est croissante au voisinage de * = —& puis décroissante au voisinage de
x =27 et b(0) = max(b) > 0;

c=0sur [0, %],

— ¢(z) est constante non nulle sur pour y > ystd ;
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— ¢ est croissante. }
Considérons 3 = (1 — b(z)c(y))B. Comme 1 —b(x)c(y) > 0, le feuilletage 3 possede
les mémes singularités que [ avec les mémes orientations. De plus 8 = 8 hors de

Uys:d'

Par ailleurs d5~: (1 —b(z)c(y))ds — V' (x) sin(xz)dz A dy. Dans U, au voisinage
dex=—F,onadf >0carb >0etsin(xz) < 0. De méme, au voisinage de x = 1‘%’7,
on obtient d3 > 0 car ¥’ < 0 et sin(z) > 0. Hors de U, on a d = (1 — b(z)c(y))ds.

Par conséquent I'4 découpe f.
Enfin
PR TG LT SRR (37 SR,
T'p {5 1%(0,ystd] {5} x[0,ysal TpNy>ysea
/ B Systd
{5} x10,ysea

/ ~
{ g }>< [Ovystd]
I'p

/ B‘ = (1 — max(b) max(c))
I'pNy>ysta
En prenant ystq petit et max(b) et max(c) proches de 1, il vient ’fFD B‘ <r. O

+ +

or

< Ystd

et

1.2. Lissage d’un produit. Apres la construction d’une équation de contact
adaptée sur un voisinage produit d’un anneau muni d’'un feuilletage de rocade,
il reste a lisser ce produit pour obtenir un modele de rocade. Lorsqu’on recolle
A X [=Zprods Zprod] sur Sz, il y a deux types de coins & lisser : les coins convexes
fournis par 2 X {*zp0a} (partie supérieure de la rocade) et les coins concaves
fournis par 1 X {£2proa} (zone de recollement de la rocade sur la variété). Pour
lisser la partie supérieure, on considére une fonction lisse

lsup : Sn X [_zprody Zprod] — Ri
vérifiant les propriétés suivantes (voir figure 2) :

(1) lsup est strictement concave en z, indépendante de la variable z pour

xz ¢ [f%, 1%’“] et lsup est tangente a la verticale a tout ordre en 2z = £ 2pr04 ;

(2) lsup(z,-) atteint son maximum en z = 0 pour tout z € S, ;
(3) lsup(Snvo) =72 et lsup([_%y 13771-] X Iprod) N (u X Iprod) = @

N N R
Zprod T Zprod TE Zprod T E
lissage supérieur lissage inférieur modele de rocade

FIGURE 2. Lissages

Pour lisser la partie inférieure de la rocade, on choisit une fonction lisse
. *
linf . [_Zmaxa _Zprod] U [Zproda Zmax] — RJr

vérifiant les propriétés suivantes (voir figure 2) :
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(1) la restriction l;{lf de linf & [Zprod, Zmax) €st strictement convexe, strictement
décroissante sur [Zprod, Zlissage) ;
2) I est tangente & la verticale & tout ordre en z = 2,04 et nulle sur
inf P
[Zlissage7 Zmax] 5
(3) L (2) = liflf(—z) ou [, ¢ est la restriction de linf & [—Zmax, —Zprod]-
Soient Z une zone de recollement, (A, ) un feuilletage de rocade et 0 < Zprod < Zmax-

Un lissage de A X [—2prod, Zprod] €st une variété a bord V'’ (voir figure 2) contenant
V, telle que V'\V C Z et

V/ =Vu {(xvyvz) : ‘Z| S Zprod, Y S lsup(xaz)} U {(%y,z) . |Z| Z Zprod, Y S linf(z)}

ol linf €t lsyp vérifient les propriétés données ci-dessus et sup(ling) < yYsta < inf(lsyp)-
On appelle B=V’'N Z un modéle de rocade.

LEMME 11.7 (Honda). L’ensemble I'jjssqqe des points de tangence entre le champ
de Reeb et le bord d’un lissage de A X [—Zprod, Zprod) €st une courbe lisse.

DEMONSTRATION. Commencons par montrer le résultat pour le lissage du bord
inférieur. Ce lissage a lieu pour y < ysq et donc, dans cette zone, la structure de
contact est a = sin(z)dy + cos(z)dz. Le champ de Reeb s’écrit

0
R, = sin(z)
cos(x)

Il est tangent a la surface de lissage si et seulement si

0 1 0
sin(z) 0 I (2) |=0
cos(z) O 1
soit si et seulement si I{ (z) cos(z) — sin(z) = 0.
Si € |kr—Z,kr+ 2|, on obtient z = arctan (I, ¢(z)) + k7 qui décrit une
courbe lisse. Au voisinage de z = km + 3, on reparametre la surface de lissage

en (y, Ling(y)) et la condition de tangence devient sin(z) — L{ ¢(y) cos(z) = 0 soit
T = (@)71 (L{ (y)) + k7 qui est une courbe lisse.

sin
Considérons maintenant le lissage de la partie supérieure de la rocade. Hors de
([—1 7—”} x [0, oo[) NA, la démonstration utilisée pour le lissage inférieur s’applique.

3773
Dans ([—%, BT”] X [0,00[) N A, le champ de Reeb est a% au voisinage du bord
supérieur et donc les points de tangence sont exactement la courbe 5 x {0}. Enfin,
dans -
([-5-5) x s.ocl) n 4
on a
1 0
R, = —— —f'(x)
cos(@) (@) = P (@) \ oo

et la condition de tangence s’écrit I, (2) cos(z)+ f'(x) = 0. Or la fonction s C{)/S(é))
est inversible d’inverse lisse sur [—g, —%} et on obtient donc une courbe lisse. Une
démonstration analogue s’applique sur ([BT”, %’r] x [yg, oo[) NnA. O

En projection sur le plan des (z, z), les points de tangence forment les courbes
représentées dans la figure 3.

LEMME 11.8. Soit (V', &) un lissage de A X [—Zprod, Zprod]. Quitte & perturber
a de fagon C™-petite au voisinage du bord supérieur vo x {0} de A x {0}, le bord
de V' est conveze.
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| | |
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\ Zprod R_ \ R+ \
! Zmaz ' ! \
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FI1cURE 3. Points de tangence entre le champ de Reeb et la rocade

DEMONSTRATION. Par le lemme 11.7, le champ de Reeb est tangent & 9V’ le
long d’une courbe lisse. Par le lemme 1.7, il suffit de montrer que le feuilletage
caractéristique est sortant de R, ou R, est la surface sur laquelle le champ de Reeb
est positivement transverse a OV’. Par construction, cette condition est vérifiée hors
de zones de lissage de la rocade.

Dans la zone avec lissage inférieur, % dirige le feuilletage caractéristique et n’est
jamais tangent & I'jgsage : les paramétrages de I'jgsage fournis dans la démonstration
de 11.7 montrent que la composante sur 8% ou % de la dérivée est 1. Le feuilletage
caractéristique pointe vers R, dans la zone non lissée et donc c’est aussi le cas dans
la zone avec lissage inférieur.

Dans la zone avec lissage supérieur, hors du voisinage U de Uy = [—%, 1‘%"] X
[0, 00[ sur lequel R, = %, le raisonnement précédent s’applique car I'ligsage €St

transverse a 8%' Dans U, la courbe I'igsage st 72 x {0} et est donc legendrienne.

Pour obtenir un feuilletage caractéristique % transverse a I'jjgsage, ON ajoute & o un
terme de la forme e(x, y)dx ol € est négatif, arbitrairement petit, nul en dehors d’un
voisinage de 2 X {0} N U et indépendant de y dans un voisinage de v2 x {0} N U.
On note a;, I’équation perturbée ainsi obtenue. Pour € assez petit, la courbe I'jjssage
n’est pas perturbée dans la zone ol ¢ est indépendant de y et % est transverse a
Iissage dans la zone ou € dépend de y. Dans la zone ou ¢ est indépendant de y, la
condition de transversalité de .Z et Diigsage st équivalente &

ap(rlissage) : 1—‘iissage = a(Flissage) ’ {issage + E(LL')( {issage) 7& 0.

Or ce réel est strictement positif car le premier terme est positif et strictement
positif hors de 79 x {0} N U par le calcul de la démonstration du lemme 11.7 et le
second strictement positif dans v x {0} NU car Dissage est orienté comme bord de
R, c’est-a-dire comme 'opposé de 'axe des = dans cette zone (voir figure 3). O

1.3. Lissage et symétries. On présente ici les symétries du modele qui seront
utilisées par la suite pour étendre a toute la rocade des constructions ou des propriétés
obtenues seulement sur une partie.

DEFINITION 11.9. Un lissage (V', ) de A X [—2prod, Zprod] est dit symétrique si
le bord de V' est symétrique (voir figure 4)

— par rapport au plan z =0;

— par rapport au plan d’équation z — zpr0d — ¥ = 0 pour z > zpred

— par rapport au plan d’équation z + zprod + ¥ = 0 pour z < zprod.

Soit V’ un lissage symétrique de A X [—2zprod;, Zprod].- ON pose Zgd = Zprod + Ystd
et on considére la restriction notée Bsq de B & Sy, X [—Ystd, Ustd] X [—2stds Zstd]- Dans
Bsta I'équation de contact est standard et le lissage ne dépend pas de la variable x.
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AY

FIGURE 4. Plans de symétries d’un lissage symétrique

On pose

3
(22) o(z,y,2) = (_-T + %a Z = Zprod, Y + Zprod) siz>0
(23) o(z,y,z) = <7w + g, —Z — Zprod, =Y — zprod> siz>0.

L’application o vérifie les propriétés suivantes
1) o*a = —a;
(2) o transporte la courbe de découpage x = § + km de la surface z = zprod

sur la courbe de découpage x = (—k + 1)7 de la surface y = 0;

(3) o transporte la courbe de découpage & = § + k7 de la surface z = — 204
sur la courbe de découpage x = —kn de la surface y = 0.

On note
(24) T (2,y,2) = (x+ km,y, 2) et 7 (x,y,2) = (—x + (k+ D)7, y,—2).
On a alors
T T
Tl:r ([57 7T:| X [07 ystd] X [zpr0d7 Zstd]) = |:§ + kﬂ-v (k + l)ﬂ-:| X [07 yStd] X [ZprOd’ ZStd]
/T T
Tk (|:§77T:| X [07 ystd] X [zproda zstd]) = |:]€7T7 km + §:| X [07y3td] X [_zStd’ _Zprod]'

De plus, (T,Et)*a = (—1)*a et 7F préserve donc la courbe Dlissage des points de
tangence entre le champ de Reeb et le bord de V.

2. Controdle de ’application retour

Pour controler les nouvelles orbites périodiques du champ de Reeb lors d’un
recollement de rocade, il faut contrdler 'application retour dans la rocade. Par
ailleurs, pour obtenir une rocade pré-convexe et par la suite une rocade hyperbolique,
on va perturber I’équation construite dans la section précédente. L’objectif de cette
section est de donner une borne sur la taille de la perturbation de la structure de
contact et sur zmax qui garantisse de bonnes propriétés de 1’équation de contact. En
particulier, on veut localiser de facon stable par petites perturbations les orbites de
Reeb qui contribuent aux applications retour entre diverses surfaces et controler les
temps de retour. Cette section est essentiellement technique. Elle peut étre ignorée
en premiere lecture.

2.1. Controdle de l’application retour pour y € [0, ysta]. Commencgons
par un contrdle dans la zone avec équation de contact standard. On fixe des réels
strictement positifs A, Ystd, Yn, T €t Zmax. On se place dans les coordonnées

(l‘,%z) S Sn X [anstd] X Imax =0
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munies de la structure de contact o = sin(x)dy + cos(x)dz. On définit Sz comme
précédemment, on note

Se,lc =

2 2

et la surface S, ;, est incluse dans la surface S, donnée par le contexte.

[lm E,kj —i—g} X Imax

LEMME 11.10. I existe e44p > 0 tel que toute egqp-perturbation de o en norme
C, les orbites parcourent un intervalle sur la coordonnée x de taille inférieure d %

au cours de leur passage dans Q.

DEMONSTRATION. Le temps de passage dans © est borné uniformément pour
toutes les orbites. De plus, avant perturbation R, = 0. (|

Le contrdle sur l'application retour sur Sz recherché dans la définition de
rocade hyperbolique (définition 10.6) tient compte de deux situations différentes.
Les « petites » cordes de Reeb de Sy restent dans la zone y < ygq et contribuent a
o- Les autres cordes de Reeb rencontrent y = ystq et contribuent a ;. La définition
11.11 et le lemme 11.12 permettent de contrdler application retour dans B<Ysta sur
Sz et entre Sy et Sy, pour ¥ < Ystd.

DEFINITION 11.11. Une partie de  munie d’'une équation de contact est dite
a flot controlé par (A, yn, X,Y) si son flot de Reeb vérifie les propriétés suivantes
(voir figure 5) :

(1) la fonction (partielle) retour sur Sz se décompose en applications définies
d’'un sous-ensemble de S 3 o5 dans S 3 o5 dont la coordonnée sur z est
strictement décroissante pour k impair et strictement croissante pour k
pair;

(2) pour tout y € [0, ys], la fonction retour pour des temps positifs entre S, et

Sy..q € décompose en applications d’un sous-ensemble de X + 2kw C S,
dans Sy 4i11 C Syea s

(3) pour tout y € [0,yy], la fonction retour pour des temps positifs entre S,
et Sy se décompose en applications d’un sous-ensemble de Sa 4143 C Sy,

dans Y 4 2km C S,.
Y 7

e b
o

YA

=Y

FIGURE 5. Applications retour

Le lemme suivant formalise les deux remarques suivantes. Les arcs de I" 4 reliant
deux surfaces y = cst sont des cordes de Reeb de ces surfaces et ce sont les seules
si on prend zmax = 0. On veut donc que 'application retour entre Sz et Sy ., soit
induite par des cordes proches de ces arcs de I' 4. Par ailleurs, sans perturbation, il
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n’y a pas d’application retour sur Sz. Cependant, la courbe de découpage de Sz
présente une situation dégénérée car le champ de Reeb est tangent a Sz en ces
points. On s’attend donc a ce que des petites perturbations créent une application
retour sur Sz mais on veut garantir que cette application reste localisée au voisinage
de la courbe de découpage.

LEMME 11.12. Il existe €g4qp > 0 €t Zmaz tels que toute gqp-perturbation de o
en norme C* soit a flot de Reeb controlé par (\, yn, 8%717 5%73), De plus, le temps
passé par une orbite dans Q0 est majoré par 2(Ystd + Zmaz)-

DEMONSTRATION. Avant perturbation la champ de Reeb est

0
R, = sin(z)
cos(z)

On choisit zpax assez petit pour que, pour tout y € [0, y3], la fonction retour pour
entre Sy et Sy, se décompose en applications d’un sous-ensemble de Sy 45, C 5y
dans S 4441 C Sy,q Pour des temps positifs et en applications d’un sous-ensemble
de Sy ypy3 C Sy.a dans Sa g3 C 5y pour des temps négatifs. Par le lemme 11.10,
on vérifie les conditions 2 et 3 de la définition de flot controlé (définition 11.11).
Pour une perturbation assez petite
— en dehors d’un voisinage de taille % autour des segments x = km, la coordonnée
sur a% du champ de Reeb ne s’annule pas;
— dans un voisinage de taille 2\ autour des segments x = km, la coordonnée sur
% du champ de Reeb ne s’annule pas.
Ainsi, R, est de signe constant le long de toute orbite issue d’un point de

U |:/<17T+ %,(IH— 1)m— g X {0} X Imax-
keZ

Une telle orbite n’est donc pas une corde de Sz. Par conséquent, toute corde de Sy
a ses extrémités dans un voisinage de taille A\ autour des segments x = km et est
incluse dans un voisinage de taille % d’apres le lemme 11.10. Le long de la corde
R, est non nul, on connait le sens de variation de la coordonnée z de I’application
retour sur Sz.

Comme toute orbite dans €2 a une coordonnée x qui varie au plus de % (lemme
11.10), le long d’une orbite on a soit |R,| > 1 soit |R.| > 3. O

Si, de plus, I’équation de contact n’est pas perturbée au voisinage de x = km, on
peut garantir I'absence d’application retour sur Sz ou Sy_,,. Ainsi, la démonstration
précédente s’adapte pour donner le résultat suivant.

LEMME 11.13. Quitte d diminuer €gqp €t Zmaz, pour toute structure de contact
Estap telle que de auspap €St estap-proche de a en norme C° dans Sy, X [yn, Ystd] X Imaz
et telle que agqp = a dans

U [_% + kﬂ-v % + km| x [yha ystd] X Imaa;
keZ

il n’y a pas de corde de Reeb de S,,,, incluse Sy, X [Yn, Ysta] X Imaz-

std

La convexification va perturber fortement la structure de contact au voisinage
de I'jjssage €t donc potentiellement créer de nouvelles cordes de Reeb sur Sz. Pour
controler I'application retour apres cette opération, il nous faut controéler les cordes
de Reeb de Ijgsage-
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LEmMME 11.14. Quitte a diminuer €4qp > 0, il existe un voisinage Vissage de
Tlissage tel que, pour toute structure de contact €gtq,-proche de o en norme C*, il
n’existe de corde de Reeb entre deur composantes conneves Vi et Vo de Vijgsage que
s’il existe k tel que

‘/1 C |:k7T - %,k‘ﬂ'} X [anstd] X Imaa:
Va € [k ko + g] % [0, Ystal X Tmas

quitte a permuter Vy et Vo. De plus, ces cordes de Reeb sont incluses dans S%)% X

[0, ysta] €t orientées de la zone avec z > 0 vers la zone avec z < 0 pour k impair et
de la zone avec z < 0 vers la zone avec z > 0 pour k pair.

DEMONSTRATION. Soit € < % tel que les orbites issues de

[lm + g — e, km + g + 5} X [0, Ystd] X [Zprod — €, Zmax)

soient incluses dans
Zprod

Y m
[lm + 5~ e km+ 5 + 6:| X [0, ysta] X [T, Zmax:|

avant perturbation. On demande un résultat symétrique pour les coordonnées z
négatives. Pour une perturbation assez petite, on peut supposer que toute orbite de
(2 parcourt un intervalle en x de longueur au plus 5.

Choisissons un voisinage Viissage de [lissage de rayon inférieur a . Toute compo-
sante connexe de Vijgsage €st donc incluse dans
€

T €
[kﬂ'—*—§,kjﬂ'—‘r2

O S Imax
; ] % [0, el %

ou dans

g e g
[kﬂ' — kTt o+ 5} [0, Ysta] X Tmax-

Traitons le cas de la composante connexe incluse dans [lmr -5 — 5, kT + %} X
[0, ysta] X Imax (l'autre cas se traite de fagon symétrique). Les orbites issues de cette
composante sont incluses dans [lm -5 —&km+ 5} X [0, Ysta] X Imax. Donc une orbite
atteignant une autre composante connexe de Ijigsage €st dans [km — e, km + €] x
[0, Ysta] X Imax ou dans [kﬂ' + 5 - kr+ 5+ 5] X [0, ysta] X Imax. Par ailleurs, il
ne peut pas y avoir d’orbite dans [k:7r + 5 —ekr+ 35+ 5] X [0, Ystd] X Imax reliant
deux composantes connexes de Vijgsage car pour une perturbation assez petite les
orbites issues de

|:]€7T + g — &, km + g + €:| X [Ovystd] X [Zprod — &, Zmax]

sont incluses dans
[kﬂr + g — e, km+ g + 5} X [0, ysta] X [0, Zmax]

et ’énoncé analogue pour z < 0 est aussi vérifié. Enfin, pour une perturbation assez
petite, R, est non nul dans tous les S%,Qk x [0, ysta] et le signe de R, détermine
Porientation des cordes de Reeb. O

Le lemme 11.10 permet d’obtenir le résultat suivant.

LeEMME 11.15. Quitte a diminuer €sqp et Vijssage toute corde de Reeb reliant
Viissage €t Sz est incluse dans [(2k — 1)m — 2, 2kr + %] pour k € [1,n]. De méme
toute corde de Reeb reliant Sz et Vissege est incluse dans [2/4:77 — %, (2k+ 1) + %]
pour k € [1,n].
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2.2. Controle dans la rocade.

LEMME 11.16. Soit (B,a) un modéle de rocade. Quitte & diminuer €sqp > 0,
pour toute €quation Oupers qui est €sqp-proche de oo en norme Cl et toute perturbation
OBpert Estap-proche? de OB en norme C*, OBpert €5t conveze pour apert. De plus si
Otpert €St Egtqp-proche de a en norme C*°, la courbe de découpage est donnée par les
points de tangence entre OBpers et le champ de Reeb associé d oupert.

DEMONSTRATION. La condition de contact et le critére de convexité sont des
conditions ouvertes. De méme, la condition de tangence reste vérifiée si R, ,, est

Cl-proche de R,. O

Apreés ’étude de la partie inférieure de la rocade (y < ysta), on s’intéresse
maintenant a sa partie supérieure (y > ystq). Si on prend zmax = 0, la seule corde
de Sy,., est I'p. On s’attend donc a ce que, pour zmax assez petit et pour une petite

perturbation de 'équation de contact, les cordes de S, restent proches de I'p.

LEMME 11.17. Soient (A, 8) un feuilletage de rocade, Sz une surface de recol-

lement, 7 >0 et 0 < XA < §. Quitte a diminuer €gqp €t Zmaz, pour tout lissage de
rocade et pour toute équation de contact €gqp-proche de o, Uapplication retour sur

Sy, dans BZY= est définie d’un sous-ensemble de [ — %, 5+ %} X Iproa dans un
sous-ensemble de [37” — %, 37” + %] X Iproq et le temps de retour est majoré par Opmqq.

DEMONSTRATION. On choisit € < A tel que, dans les coordonnées (r, ) fournies
par la définition de feuilletage de rocade, f‘[ ax x| = COS. Quitte a choisir
2 ’ 2
Zmax assez petit, 'application retour sur S, dans B2¥td pour 1’équation non
s E T €

perturbée a une source incluse dans [5 — 95T Z] X Iprod €t une image incluse

dans [ — £, 3% + £] X I;10a. En effet sur A x {0}, la seule corde de S, est

I'p. Pour toute perturbation assez petite, la source de ’application retour sur
Sy..a dans B=¥= est incluse dans [Z — 5, % + 5] X Ipoa et son but inclus dans
3m _ e 3m §] N
[ 2 202 2 prod-
De plus, avant perturbation, dans la zone dans laquelle 'application retour est
définie, on a
0
R, = [ sin(r)
cos(r)
Sans perturbation, le temps de retour est strictement majoré par €,.,x. Pour une
perturbation assez petite, ce résultat reste vérifié. O

3. Modée¢le de rocade pré-convexe

Dans cette section on décrit la deuxieme étape de la construction d’une rocade
hyperbolique : la construction d’une rocade pré-convere. Dans le modeéle de rocade
construit dans la section 1, I’équation de contact n’est pas adaptée au bord. Consi-
dérons la composante connexe I'g de Ijigsage de coordonnées x dans [F,7]. Le long
de I'g, le champ de Reeb effectue un quart de tour entre a% et —% et pointe vers
OB_ (voir figure 6). Pour obtenir une équation adaptée au bord, on va éliminer
autant que possible les zones dans lesquelles le champ de Reeb est tangent a la
courbe de découpage en le faisant pointer vers 984 dans la partie supérieure de la
rocade et vers dB_ dans la partie inférieure. Pour cela, on perturbe 1’équation dans
la partie supérieure de la rocade par une fonction kg, et dans la partie inférieure
par une fonction ki,r. On utilise des modeles analogues au modele de perturbation
permettant de passer de la forme (F1) & la forme (F2) dans le chapitre 8, section 2.1.

2. On voit la perturbation comme un graphe sur 9B5.
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| >z

9B,

FIGURE 6. Situation concave

La perturbation explicite de la partie inférieure permettra de recoller une zone de
convexification dans le chapitre suivant. La perturbation dans la partie supérieure
permet de garantir que les images de certaines courbes horizontales de Sz sur
{y = Ysta, z > 7} s’intersectent transversalement. Cette propriété sera essentielle
pour obtenir le comportement décrit dans la figure 14 du chapitre 10.

Notons #issage < Ysta le réel strictement positif tel que le lissage du bord
inférieur ait lieu pour y € [0, Ylissage]- On peut supposer que Yiigsage < L52. Posons
't =T 4 x {#proa} et Ty = T4 X {—2proa} et I‘If =Ty UI‘;{. On utilise des notations

analogues pour I'p. On note yprec = %59.

DEFINITION 11.18. Une perturbation pré-convere d’un modeéle de rocade sy-
métrique (B,ap) est la donnée de deux applications lisses kinr : B — Ry et
ksup : B — Ry vérifiant les propriétés suivantes (voir figure 7) :

(1) il existe un voisinage V, de (Fi)zymc et un voisinage V_ de (Fi)gymc
tels que ksup = 1 en dehors de V. et kins = 1 en dehors de V_;

(2) % > 0 au voisinage de T'} et 8];‘% < 0 au voisinage de I'}; ;
(3) ksup est indépendant de x au voisinage de I'4 \ I'p et indépendant de r au

voisinage de I'p ;

(4) kint(z,y,2) = (1 — fint(y)pz) au voisinage de FB N{(z,y,2),x € [%, ?ﬁf]}
ot1® p >0 et finr: [0,ysta] — Ry est une fonction lisse, nulle au voisinage
de 0 et pour ¥ > Yprec, Croissante sur [O,y;], constante égale a 1 sur
[y, ,ys] et décroissante sur [y}, Yprec] avec ¥, < Yiissage < Yji ;

(5) ksup est T,j[ invariante pour y € [0, Ystd] et Kins est T];t invariante.

Ypre [ E——  — |

FIGURE 7. Voisinages Vi et V_ pour z = £2p104

3. p est un réel choisi assez petit
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On note n(ksyp) et n(king) les bornes inférieures des rayons des intervalles centrés
en g + km sur lesquels kqyp et kins ne dépendent pas de x ou . Au voisinage de
I'4 \T'p on définit la 1-forme aprec par

Aprec = (ksupkint) sin(x)dy + (ksup © 0) (kins 0 0) cos(z)dz
et au voisinage de I'p on pose
aprec = (ksupkint) sin(r)df + (ksup © o) (king © o) cos(r)dz

dans les coordonnées fournie par le lemme 11.4. La 1-forme orec prolonge I’équation
de contact o en dehors de ces voisinages. C’est une équation de contact arbitrai-
rement proche de o sur V' pour kgup et kins assez petits. On a 0*oprec = —Qprec €t
(Tki)*ap]reC = (=1)*aprec pour y € [0, ysta]. Commencons par vérifier les tangences
annoncées entre le champ de Reeb et le bord de la rocade pour une perturbation
pré-convexe assez petite.

LEMME 11.19. Soit B un modéle de rocade, soit 1 > 0. Il existe €i,5 et €sup
strictement positifs tels que pour toute perturbation pré-convexe (ksup, kinf) avec
N(ksup) =1, N(ksup) = 1, [ksup|l < €sup €t ||kingl] < €ing, les points de tangence entre
le champ de Reeb Rprec aSS0Cié & Qprec €t OB forment une courbe lisse I' prec. Le long
de T prec, Rprec pointe vers OBy pour y > Yprec €t vers OB_ pour y < Yprec 00 OB+
et OB_ sont les zones sur lesquelles le champ de Reeb est respectivement sortant et
entrant.

Les réels eqyp et €inr dépendent respectivement du lissage du bord supérieur et
du bord inférieur.

DEMONSTRATION. D’aprés 11.7, les points de tangences entre le champ de Reeb
et le bord de B forment une courbe lisse pour I’équation de contact a. Comme la
condition de tangence est ouverte, pour une perturbation assez petite de I’équation
de contact, les points de tangences entre le champ de Reeb et le bord de B forment
toujours une courbe lisse.

Hors de z = km et x = km + 5, la paramétrisation de I'jjssage donnée dans la
preuve du lemme 11.7 permet de monter que ['jgsage @ Une composante sur % non
nulle. La courbe I'jjssage ne peut donc pas étre colinéaire au champ de Reeb qui est
contenu dans les plans z = cst.

On se place au voisinage de x = k7 et © = k7 + 5 pour y < yprec. Par symétrie,
il suffit de considérer le voisinage [g, ?{f] X [0, Yprec] X [0, Zmax]. Pour 7 fixé et pour
toute perturbation assez petite, il suffit de vérifier la transversalité dans un voisinage
dans lequel k;,¢ est indépendant de z. Le champ de Reeb est alors donné par

1 —%(y, z) sin(x)
Ry=——— sin(x)
kint(y, z) cos(x)

La condition de tangence s’écrit

— Pkt (y 2)sin(z) 1 0
sin(x) 0 1 =0
kinf(ya Z) COS(SC) 0 L:nf(y)

soit

kint(y, 2) cos(x) — Ling(y) sin(z) = 0
ol Lyt est le paramétrage du lissage inférieur en les variables (z,y). Ainsi, T'prec est
paramétrée par

y = ((COS)_l (M) ,y,Linf(y)> = (z(y),y,2(y))-

sin (y, Lint



128 11. CONSTRUCTION D’UNE ROCADE PRE-CONVEXE

La condition de tangence entre le champ de Reeb et I';.ec implique

' (y) sin (z(y)) + 8?; (y,2(y)) sin (2(y)) =0

soit
(25) 7' (y) + agzlf (y,2(y)) = 0.

Or % (y,2(y)) <0 et z/(y) est positivement colinéaire a

2
2@ kint (v, Lint(y)) — (Line(®))” 2525 (y, Lint(y)) — 2525 (y, Lint(y)) Line(v)
k?nf(y, Linf(y))
qui est du signe de —L{ ;(y) et est donc négatif pour kin¢ assez proche de 1. Ceci
contredit la condition 25.

Intéressons nous au cas y > Yprec. Comme dans la situation précédente, pour
une perturbation assez petite, il suffit de montrer que le champ de Reeb pointe
vers 0B le long de Yprec dans la zone dans laquelle kg,p est indépendant de z. La
condition de tangence s’écrit alors

(26) ksup(y, z) cos(x) — L;up(y) sin(z) = 0.
Ainsi, I'prec est paramétrée comme dans la paragraphe précédent en remplacant kine
par ksup et Lins par Lg,p et la condition 26 devient
ok
2 () + S (,2(y)) = 0.
"

Or ak’“f (y, (y )) > 0 et 2’'(y) est du méme signe que —L{ (y), c’est-a-dire positif.
IIn’ y a donc pas de points de tangence. O

Pour simplifier I’étude de flot de Reeb au voisinage de I'pyec, on considere des
courbes plus explicites et dont le flot passe au voisinage de I'prec. Soient o, 71, 7°
et ! définies, pour tout s € [0, 5], par

Y0(s) = (8, —Zprod)
Y1(8) = (T — 8, Zprod)
7Y0(s) = (s + 7, —2prod)
Y'(s) = (27 szprod)-

On note vz leur réunion et Sp = [%, 7T] X {Ysta} X Iproda. Pour étudier application
retour sur Sz dans la rocade, on va s’intéresser aux applications retour entre Sy et
Sk et entre Sg et Sz et les composer. On note §; et §* les images sur Sg de 7; et ~*.

DEFINITION 11.20. Soit 7 un réel strictement positif. Un modéle de rocade
pré-convexe sur Z est la donnée de

(Ba «, ksupa kinf)

ol (B, ) est un modele de rocade symétrique sur Z et (ksup, Kin) est une perturbation

pré-convexe de B tels qu’il existe des réels strictement positifs eg,,, €5, et Og,, et
une famille de pavés Vp, =V, x V,; x [0, yn] centrés en (Fij)[o’yh] ol yp, = %

vérifiant les propriétés suivantes :

(1) Timage de Vr, par le flot de Reeb dans la rocade ne rencontre pas Sy,

(2) dom(king) N (R% X [o,oo[) =0;

std 7

(3) Timage sur Sz de 'y, = I'precN (inv x [0, oo[) est une courbe ~3%-proche

de vz ou Ay est le rayon minimal des intervalles V, ;

4) ‘fFAV a‘ <7
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(5) l'image sur Sg de toute courbe eg,-proche de 7; ou 7%, i € {0,1} est
esp-proche de §; ou 6°;

(6) toutes les courbes eg,-proches de §; et &/ avec i € {0,1} et j € {0,1}
s’intersectent en un unique point en formant un angle géométrique supérieur
a GSR N

(7) toutes les courbes eg,-proches de §; ou §° avec i € {0,1} forment un angle
géométrique supérieur a g, avec les droites horizontales ;

(8) le temps de retour entre Sz et Sg et entre Sz et Sg est majoré par 7.

La condition 1 permet de fixer une zone ne contribuant pas & l’application retour,
c’est dans Vr, que l'on va effectuer les opérations imposées par la convexification
au cours desquelles le flot de Reeb n’est plus controlé. La condition 3 justifie I’étude
du flot de Reeb au voisinage de vz a la place de I’étude au voisinage de I'prec. Le
lemme suivant, qui garantit 'existence de modeles de rocade, est démontré dans la
section 4.

LEMME 11.21. Soient Z une surface de recollement, A et T des réels strictement
positifs. Alors il existe un feuilletage de rocade B sur A et un modéle de rocade
pré-conveze (B, @, ksyp, kinf) construit & partir de ce feuilletage tels que

- ||ksup - 1||C°O < Estab €t ||kinf7 IHC‘X’ < Estab 5

s . ~ , . std+ cc
— Zmaz €t Estab VETIfient les énoncés de la section 2 avec yp = %

4. Existence d’une rocade pré-convexe
L’objectif de cette section est de démontrer le lemme 11.21.

CONSTRUCTION 11.22. Soient (A, 8) un feuilletage de rocade. Par le lemme 11.6,
on peut supposer #,.x < 7. Par la proposition 11.4, il existe une équation de contact
prolongeant « sur A X [—Zmax, Zmax)- On applique la section 2, pour obtenir des
bornes sur zpax €t Estap. On choisit < %.

Lissage et perturbation de la zone supérieure.

LEMME 11.23. Pour tout ke, assez proche de 1 et pour zpmqq assez petit, l'image
de vz sur Sg par le flot de Reeb associé a oy, comprend quatre graphes sur Iproq
en la variable z. Les images de ~y; et 7 s’intersectent transversalement et le temps
de retour est strictement majoré par 7. Les orbites qui contribuent a [’application
retour sont incluses dans A X Iproq.

DEMONSTRATION. Pour A et donc zpyax assez petits et par les lemmes 11.12,
11.10 et 11.17 toutes les orbites qui contribuent a I’application retour entre Sy et
Sr sont incluses dans le voisinage sur lequel on a a = sin(r)df + cos(r)dz et kgup est
indépendant de r. Avant perturbation, les images sur Sy de g et 1 sont les courbes

9 cos(s)
: 0,—0 x ——= — z,,,
Yo S (TF + 5,0, X Sil’l(s) Zp Od)

cos(s)
'yf R — (277—8,9,—9 X m +Zprod>

dans les coordonnées (r, 0, z). Quitte & diminuer z,,,x ces deux courbes sont des

us

graphes en z car 78 (g) = (3,9, —zprod), 'yf (g) = (5797zpr0d) et
0\ 1
S) = ———
(70,1) ( ) Sin2(s)
Pour kg, assez proche de 1, ces propriétés restent vérifiées. En effet, la condition sur

la dérivée est immédiate, de plus, si on se place dans un voisinage de la rocade (muni
du prolongement naturel d’équation de contact), ¢y (g, 0, zpmd) a une coordonnée z
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strictement supérieure & zproq et I'autre extrémité de la courbe reste a I’extérieur
de la rocade : on obtient donc un graphe sur Ipoq.

Une démonstration analogue montre le résultat pour les images de 4° et v!. Les
images de v et 1 sont des graphes strictement croissants et les images de 7° et y!
sont des graphes strictement décroissants.

Pour achever la preuve, il reste & montrer que les images de 7; et 47 s’intersectent
transversalement en un unique point. Par les sens de variation, il y a au plus un
point d’intersection et en ce point 'intersection est transverse. Par ailleurs, ces
graphes intersectent le segment {37’7} X ]=Zprod; Zprod|. En effet, dans un voisinage
de la rocade, la coordonnées sur r de @y (37”, 0, zprod) devient strictement supérieure
a 37” et il existe donc un point d’intersection avec le segment r = {37”} dans Sg.
Pour montrer que sa coordonnée z est dans |—zpyod, zprod[, on remarque qu’avant
I'intersection avec le segment r = {37”}, la coordonnée en z du champ de Reeb le
long de 'orbite est strictement négative.

Les propriétés sur les temps de retour se déduisent des lemmes 11.12 et 11.17
POUr Zmax, Ystd €6 Omax assez petits. Comme R, est de signe constant le long des
orbites, celles-ci sont incluses dans A X Ipyoq- O

CONSTRUCTION 11.24. So0it Zprod < Zmax, O choisit un lissage lg,, de la
partie supérieure de la rocade. Soit kgup une perturbation pré-convexe de la partie
supérieure de la rocade telle ||ksyp — 1|lcee < min (£gtab, Esup) €t vérifie la condition
du lemme 11.23 et telle que 1(ksup) > 7.

COROLLAIRE 11.25. Il existe €g,,, €5, et 0s, tels que le modéle épaissi A x
[—Zprod, Zprod) lissé supérieurement par lgyy, et perturbé par kg, vérifie les conditions
5, 6 et 7 de la définition 11.20.

Construction de Vr,. Le lemme suivant permet d’obtenir un voisinage Vr,
dont le flot ne rencontre pas Sy, ainsi qu'une borne sur les perturbations de la
structure de contact permettant de garantir les propriétés de Vr,.

LEMME 11.26. Il existe ep > 0 et un voisinage Vr, de TE0{(x,y,2),y € [0,yn]}
inclus dans

T AT A
§+kﬂ—_ 1,§+k’ﬁ+z X [anstd] X Imaa:
tels que pour toute perturbation o de gy telle que |0 — asypllc < er, l'image

par le flot de Reeb dans A X [—Zmaz, Zmas) de Vi, ne rencontre pas Sy,,,.

DEMONSTRATION. Sur un voisinage de la rocade, pour y > Yprec, le champ de

Reeb est donné par

8k§up :
1 — 522 (y, 2) sin(z)
Ry=+—7— sin(x)

ksup (y, 2) cos(z)

On note ¢, son flot. La coordonnée z de ¢, (%, Y, zprod) est strictement supérieure
& Zprod pour tout ¢ > 0 et tout ¥y € [Yprec, Yr]. Il existe donc un voisinage Vy de
{g} % [0,yn] X zproa dont le flot ne rencontre pas Sy, X {Ysds} X [—Zprod; Zprod]-
Quitte a restreindre Vj et a considérer une perturbation assez petite, la propriété
précédente reste vérifiée. Par symétrie, on effectue une construction analogue au

voisinage des autres composantes connexes de Fj U
Lissage et perturbation de la zone inférieure.

LeEMME 11.27. I existe un lissage liny du bord inférieur de la rocade tel que
Uimage sur Sz de la restriction T’ de T'jjssage @ Ry X [0, 00[ soit 8S?Z—pmche de la
2

restriction de v a Ry et tel que ’fr a‘ <T.
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DEMONSTRATION. Par la démonstration du lemme 11.7, T est paramétré par
B+ — R
z (ot () ™" (820(2)) ), () ™ (tan(2)))
et la projection sur Sy est
T — (x, 0, (li’nf)_l(tan(m)) — tan(z) X lint ((li'nf)_l(tan(x))))

et sa dérivée est

z— (1,0, —ﬁ X ling ((l{nf)_l(tan(w)))>

d’ou la premiere condition si on choisit I, assez petit.
Montrons maintenant la seconde condition, la dérivée de I' est donnée par

e (1 tan(z) y 1 1 " 1 )
Teos?(@) (1) T (tan(x))) T cos?(x) I (1) (tan(x)))

Par conséquent,

Ay
/ /W_T 1 x . dz
o =
r g4y cos3(@) I ((U,) T (tan(2)))

Comme cos®(z) est minoré, il suffit de montrer que pour tout C > 0, il existe un

lissage lint tel que pour tout x € [% + )‘7", ™ — ATV]?

int((ap) " H(tan(z))) > C.
Cette condition se réécrit, pour tout y € [tan (g + )‘7‘/) ,tan (7r — —)],
int((Hap) () > C.
On construit /¢ comme primitive d’une fonction lisse
£:]0,1] — ]—00,0]

telle que
— f est strictement croissante ;
— pour tout k € N, fF)(1) =0 et lim, o [f*)(2)| = 00;

1
N
- f'((f)~'(y)) > C pour tout y € [tan (3 + %’) ,tan (m — )‘7")}
Et une telle fonction existe pour tous ¢ et C strictement positifs. (]

CONSTRUCTION 11.28. On choisit ;s donnée par le lemme ci-dessus et tel
que 2ylissage < Ystd - Soit kinf tel que dom(kinf) N (R% X [0,00[) = Q)a n(kinf) Z m,
11 — Kintllcoo < min(ging, Estab, €r) €t (Ksup, Kint) SOit une perturbation pré-convexe
de (B, ).

Pour une perturbation assez petite, les propriétés de la courbe de découpage dé-
crite dans le lemme 11.27 et les propriétés de vz et dz décrites dans le lemme 11.23 et

. s s € € 0 . -
le corollaire 11.25 restent vérifiées pour %, SQR et % La construction précédente

fournit donc un modele de rocade pré-convexe.






CHAPITRE 12

Construction d’une rocade hyperbolique

L’objectif de ce chapitre est la démonstration du théoreme 10.8 garantissant
lexistence d’'un modele de rocade hyperbolique (Vg, ap, ). C’est la partie la plus
technique de la démonstration. La construction de ce modele hyperbolique repose
sur le modele pré-convexe défini dans le chapitre 11. Il faut rendre 1’équation de
contact adaptée au bord de la rocade tout en contrélant 'application retour sur la
surface de recollement.

La rocade pré-convexe construite dans la proposition 11.21 est munie d’une
équation de contact qui n’est pas adaptée au bord. On va construire une rocade
hyperbolique a partir d’une rocade pré-convexe en rendant le champ de Reeb adapté
au bord, tout en continuant a contrdler le flot de Reeb dans la rocade. Pour cela
on va « convexifier » la rocade en étendant la variété dans un petit voisinage de la
zone concave de la courbe de découpage.

Rappelons que, pour une rocade pré-convexe, il n’y a pas d’application retour
dans la rocade en restriction & R . Par conséquent c’est ’opération de convexification
et la modification de (Vp, ag) associée qui vont garantir 'existence d’une application
retour sur Ry a travers la rocade. Ainsi, comme la convexification a lieu au voisinage
de la courbe de découpage, la seule partie du flot de Reeb dans la rocade (hors
convexification) qui joue un role dans I'application retour sur Ry est celle qui est
définie au voisinage de I'image de la courbe de découpage (et donc de la courbe vz
par la définition de rocade pré-convexe).

Un modele de rocade pré-convexe fournit

(27) 0< yp_ < Ylissage < y: < Yprec < Yn < Ystd

ou I’équation de contact est standard sur [0, Ysta], Yprec €st la limite entre les zones
de perturbations par ksup et par King, Yissage €St la limite du lissage du bord inférieur,
Yn = W% et pour y € [y, ,y] on a kint(2,y,2) = 1 — pz au voisinage de la
courbe de découpage. On note I'yec la courbe de points de tangence entre le champ
de Reeb et la bord de la rocade. On pose

SR = [7T727T] X {ystd} X Imax-
On fixe aussi yint tel que
(28) Yprec < Yint < Yh-

Avant de controler ’application retour sur Sz, on commence par controler ’appli-
cation retour entre Sz et Sr afin de ne traverser qu’une seule fois la future zone
de convexification. La proposition suivante permet de garantir ’existence d’une
équation de contact adaptée au bord avec retour controlé entre S et Sz. Le controle
cherché est décrit dans la figure 14 du chapitre 10.

PROPOSITION 12.1. Soient v, A\, 7, n et A des réels strictement positifs. Soit
(B, @) un modéle de rocade pré-convere adapté aux paramétres précédents. Il existe
B avec BC B et B'\ B C Sz x]0,Yprec] €t une équation de contact o/ tels que

(1) o' =« en dehors d’un voisinage de T prec ;
(2) B’ soit une variété de bord convexe avec o adaptée au bord ;

133
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(3) Bl soit 4 flot controlé par (N, yn, X,Y) (voir définition 11.11);
(4) il n’y ait pas d’application retour sur Sysq dans Bl0Ysal ;

(5) Uapplication retour entre Sy et Sg en restriction a Ry pour des temps
positifs se décompose en deux difféomorphismes : pg : Ry — Qo et o1 :
R — Ql ou
- Ry et Ry sont des rectangles de fibres v-horizontales et verticales
avec [3+ X, m— N et [T+, 2F —\] comme base des fibrés verticauz ;
- Qo et Q1 sont des rectangles de Sg de fibres horizontales et eg, -
proches de g et 01 avec 1,04 comme base des fibrés horizontauz ;
— o et p1 préservent les fibres, iﬂ—dilatent les courbes A-verticales

et gogl et o7t —-dilatent les courbes Os,,-Eloignées de &y et 0 ;

— limage par ¢q \ggol de toute courbe A-verticale est es,-proche de
dg et 61 et limage par @0—1 et (pflde toute courbe Og,,-éloignée de
do et 01 est v-horizontale ;

— le temps de retour entre Sz et Sg est majoré par 4t

(6) lapplication obtenue pour des temps négatifs se décompose en difféomor-
phismes @f, : Rj = Qf, et ¢} : Ry — QY vérifiant des propriétés analogues.

La démonstration de la proposition 12.1 repose sur le procédé de convexification
et suit ses étapes pas a pas : choix de coordonnées adaptées obtenues en suivant
le flot de Reeb a partir d’une surface transverse puis modification de I’équation de
contact dans les nouvelles coordonnées. Dans notre situation, cette construction est
compliquée par le fait que la convexification doit étre une construction locale et par
les contraintes imposées sur ’application retour.

Dans la section 1, on montre comment cette proposition implique le théo-
reme 10.8. La suite du chapitre est consacrée a la démonstration de la proposi-
tion 12.1. Pour démontrer cette proposition, on part d’une rocade pré-convexe et
on détermine des coordonnées adaptées a la description de la convexification au
voisinage de la courbe de découpage I'prec (section 2). Puis, on décrit le modele
de convexification dans ces nouvelles coordonnées (section 3). On montre ensuite
pourquoi la construction précédente démontre bien le lemme 12.1 (section 4) et, dans
la section 5, on justifie ’existence d’une paire de convexification dont la construction
est une étape de la convexification. Enfin, dans la section 7, on démontre les lemmes
nécessaires a la preuve du théoréeme 8.5 sur I'indice de Conley-Zehnder.

1. Existence d’une rocade hyperbolique

L’objectif de cette section est de démontrer le théoreme 10.8 & partir de la
proposition 12.1.

Soient K > 0 et Z une zone de recollement munie d’une surface de recollement
K-hyperbolique (Sz,ez), e-stable et (u,v,T)-contrdlée. Soient A et n des réels
strictement positifs. On applique le lemme 12.1, on va montrer que le modele de
rocade hyperbolique (B’, ') obtenu est bien une rocade hyperbolique de parameétres
(V7 T? A? 77) *

L’application retour sur Sz se décompose a 'aide des applications 1 et 1y ol
11 est I’application retour dans la rocade tronquée en S, et ¥ est 'application
retour obtenue a partir des orbites qui rencontrent S,_,,. Par la proposition 12.1 il
n’y pas par d’application retour sur S, dans la rocade tronquée. La composante
12 s’obtient en composant ’application rentre Sz et S, pour des temps positifs,
l’application retour sur S, dans BZYstd et Papplication entre Sy.a €t Sz pour des
temps positifs.

Les propriétés demandée a 1)1 s’obtiennent directement par la proposition 12.1
via la définition de flot contrdlé. Par le lemme 11.17, 'application retour sur Sy,

std
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dans la partie supérieure de la rocade est définie d’un sous-ensemble de

T AT n A oI
2 272 2| fprd
dans un sous-ensemble de

3r A 3w A I
{2 PR 2] X fprod-
Ainsi, par la proposition 12.1 et la définition de flot contrélé, I’application retour
dans la rocade pour les orbites qui rencontrent S, est définie d’un sous ensemble
de X dans un sous-ensemble de Y.

Pour obtenir I’application retour en restriction a Ry, on compose les difféomor-
phismes ¢; et gp}fl fournis par la proposition 12.1. Le lemme 10.11 permet alors de
garantir les propriétés sur les ensembles de définition et la préservation des fibres. En
particulier, les fibres horizontales de dom(¢; ;) et im(¢y; ;) sont v-horizontales car
ce sont les images des fibres verticales de @} et @Q); par les applications ¢ Lt gpg_l.
Or ces fibres verticales sont fg,-¢loignées des courbes v; et 77 (j € {0,1}). De plus
I'image d’'une courbe A-verticale par ¢; et ¢} est £g,-proche de v/ ou v, (j € {0,1})
et ainsi la courbe image par <p;-_1 ou <pj_1 est v-horizontale. A chaque étape, la courbe
est %—dilatée et donc 'application retour sur Sz %—dilate les courbes A-verticales.
Enfin la propriété sur le temps de retour est obtenue en composant les propriétés
des deux applications qui entrent en jeu dans la composition.

2. Choix de coordonnées adaptées

On obtient de nouvelles coordonnées en suivant le flot de Reeb a partir d’une
surface ¥ rencontrant transversalement le bord de la rocade le long de I'prec.

2.1. Description des nouvelles coordonnées.

CONSTRUCTION 12.2. Soit Sz une surface de recollement. Soient v, A, 7, n et
A des réels strictement positifs. On construit deux modeles de rocade pré-convexes
B C B’ pour le méme feuilletage de rocade par le lemme 11.21 tels que B’ prolonge
B et que pour |z| < zsq et 0 < y < ygtq la distance entre 9B’ et B soit strictement
positive. On peut supposer que le réel g, associé aux modeles de rocades pré-
convexes B et B’ vérifie eg, < v.

La rocade pré-convexe qui sera utilisée par la suite pour construire le modele
hyperbolique est la rocade B. La rocade B’ n’est présente que pour controler le flot
de Reeb dans un petit voisinage de B.

LEMME 12.3. Il existe €',,, > 0 tel que pour toute perturbation de OB de taille
inférieure d €', en norme C>, l’équation de contact aupre. soit adaptée au bord

perturbé pour y > Yins (Yint est décrit par le condition 28).

DEMONSTRATION. On a Yint > Yprec donc Péquation aprec et adaptée au bord
pour y > yins. Comme cette condition est ouverte, elle est stable par petites
pertubations. O

Le procédé de convexification nécessite le choix de coordonnées adaptées au
voisinage de la courbe de découpage I',rec. On va construire ces coordonnées au
voisinage de la composante connexe I'g de I'pyec dans

[g’ﬂ] % [0, ysta] X [0, zsta)-

On utilisera ensuite les propriétés de symétries présentées dans la section 1.3 du
chapitre 11.
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LEMME 12.4. 1l existe une surface ¥ munie de coordonnées
(u,v) € [Umin, Umaz) X [—Vmazs Vmaz)
transverse au champ de Reeb et au bord de la rocade le long de Ty telle que
(1) o(is(u,v)) = is(Umaz + Umin — U, v) 0U ix Uinclusion de ¥ dans R ;
(2) 3% = a% et 8% = % pour y dans un voisinage de [y;,y:] ;

(3) dans les coordonnées (t,u,v) obtenues en suivant le champ de Reeb a partir
de X, on ait

QAprec = dt + (1 — PZprod — pU)d’U.
On note ys; le réel tel que (5,ys) = ix(Umaz 0).

DEMONSTRATION. Soit ¥ une surface transverse a S le long de T'prec, égale au
, ) ) . _ . . .
plan engendré par 35 €t 37 pour y voisin de [yp ,y;], o-invariante et munie de

coordonnées (u,v) vérifiant les propriétés suivantes :
— iy ([*Umaxaumax] X {O}) = Fprcc;
— pour y dans un voisinage de [y, ,y], on a é% = 8%
- U(Z’Z (U7 U)) = Z'Z(umax + Umin — U, U) 5
— 5 aprec = g(u,v)dv et g(u,0) =1 — pzprod-
Par construction, g(u,v) = 1 — pzpr0a — pv pour y voisin de [y, , y}]. En suivant le
flot de Reeb & partir de ¥, on obtient des coordonnées (¢, u,v) dans lesquelles

9 _ 9.
etav_(')z’

Qprec = g(u,v)du + dt.

On considere I’équation de contact oy = (1 — pzprod — pv)du+ dt définie au voisinage
de I'prec. Les équations ayprec €t @ coincident le long de I'pyec et pour y voisin de
[yp_, y;'] Par une méthode de Moser, on obtient une famille de difféomorphismes s,
s € [0, 1] définis au voisinage de I'prec et telle que a1 = aprec. Par construction,
@1 est l'identité le long de I'pyec et pour y dans un voisinage de [yp_, y,‘)"]. De plus ¢
préserve Y. Le nouveau paramétrage de X donné par gofl o iy; vérifie les conditions
demandées dans I’énoncé. En particulier, la condition de symétrie par rapport a o

est vérifiée car 0¥ oprec = —Qprec €t 0F 1 = —ay, ce qui implique que le générateur
infinitésial du flot X donné par la méthode de Moser vérifie o* X, = X, et donc
que 100 =00 1. O

On définit upjE et Ulissage comme coordonnées u dans X associées au point
d’intersection entre I'g et les surfaces Sy; et Sypge ON NOtE Y = (Vg Yy, 1. ) le dif-

féomorphisme de changement de coordonnées (¢, u,v) vers (z,y, z). Par construction
U(w(t,u, U)) = w( — 1, Umax + Umin — U, v). Soient u* tels que u, <u” < ut < u;.
Quitte a restreindre le domaine de définition v est définie de U dans V et

(1) u = It X Iu X Iv = [_tmaxatmax] X [Umin7umax} X [_Umaxavmax];

2y vchr,;

(3) V est inclus dans [g — %, T+ %] X [0, Yn] X Imax €t V C Vigsage (Voir lemme

11.14 pour la définition de Viissage) ;
_lTlX7 max 188¢ ) max max:s max A;
(4) w([ tmax, t a]x[ul'smgeu a]X[—U ax, U a])CVF

(5) ¥ ([~tmaxs tmax] X [, uT] X [~VUmax, Umax]) €st inclus dans la zone dans
laquelle o = (1 — pz) sin(x)dy + cos(x)dz.
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FarT 12.5. Pour tout (¢,u,v) € I x [u™,u*] x I, on a

Y(0,u,v) = (g,yg — Umax + U, Zprod + v)
U(t u,v) =1(t,0,v) + (0,ys — tmax + 1, 0)
Vg (tyu,v) =7 — Y (—t, u,v)
P, (t,u,v) = . (—t,u,v)
Yy (—t, u,v) = 24, (0,4, v) — Py, (¢, u,v)

On subdivise [tmin, Umax] pOur pouvoir convexifier au voisinage de up;, tout
en continuant de controler I’application retour dans Ry. Il existe umin < u1 < ug <
Uz < Ug < Us < Umax (voir figure 1) tels que

54+ 3] C (T X [, tma] X 1)

3
(5 + 32,7 — 3] Chully X [ug, ug] x 1)
(7

B ctour possible sur Sz : x € [g, T+ %}

1 Vra
FIGURE 1. Réels u;

On note Sp = =1 (9B).

2.2. Premiéres restrictions du domaines de définition des nouvelles
coordonnées. Pour faciliter la construction d’une équation de convexification avec
de bonnes propriétés, on commence par choisir U assez petit. Les lemmes présentés
dans cette section permettent de garantir la forme de I'image du bord de la rocade
dans les nouvelles coordonnées, des propriétés sur les cordes de Reeb de U et des
propriétés de I’application induite par le flot de Reeb entre Sg, Sz et des plans de
la forme ¢ = cst. Le controle des cordes de Reeb de U permettra de garantir que les
orbites de Reeb ne passent pas plusieurs fois dans la méme zone de convexification et
donc d’étudier leur comportement. Le controle de 'application retour entre Sg, Sz et
les plans t = cst est la premiere étape dans la décomposition de 'application retour
entre Si et Sy permettant d’isoler les passages dans la zone de convexification.
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LEMME 12.6. Quitte a restreindre U, Sp est une surface lisse, incluse dans
Ict X Iy X [0, Uymag]. Sa restriction au plan u = cst est une courbe lisse composée de
deuz graphes sur [0, Vmaz] qui rencontrent la droite d’équationt =0 en v =0, l'un
positif et strictement croissant, l'autre négatif et strictement décroissant (voir figure
2). De plus, dans |[—tmaz, tmaz) X [0, 4] X [~Vmaz, Vmaz], S est u-invariante et
symétrique par rapport au plan t = 0.

.

SB

FIGURE 2. Surface Sp

REMARQUE 12.7. Dans les coordonnées (t,u,v), o s’écrit (¢,u,v) — (—t, Umax +
Umin — U, V). Cette application laisse Sg invariante.

DEMONSTRATION. Par construction, Sp est une surface lisse, contenant {0} x
[tmin, Umax] X {0} et tangente au plan engendré par a% et % le long de cette
courbe (le champ de Reeb est tangent & Sg le long de la courbe de découpage). Par
conséquent Sy est bien transverse aux plans u = cst quitte a prendre U assez petit.
Par ailleurs, quitte a diminuer vy,x, on peut toujours garantir que Sg est inclus
dans I°t X Iy X 1.

Dans les coordonnées (¢, u,v), le champ de Reeb vérifie R = %. Dans V, en
dehors de T'y, OB est transverse a %, donc son image est composée de deux graphes
en les coordonnées (u,v). Comme le long de T’y >~ {0} X [tmin, Umax] X {0}, Sp est
tangent a (%, %), un de ces graphes est strictement positif et 'autre strictement
négatif. Par transversalité on obtient le méme résultat dans les plans u = cst. Le
graphe positif correspond aux points pour lesquels R, ., est rentrant et le graphe
négatif aux points pour lesquels R, est sortant (voir figure 3). Or Sp est aussi
un graphe sur les coordonnées (¢,u) et en dehors de T'g ce graphe n’est jamais
tangent a %. Donc, dans un plan u = cst, il est strictement croissant ou strictement
décroissant sur ]0, tmax]. Comme {0} X [Umin, Umax] X [~Umax, 0] est inclus dans B,
la condition de transversalité garantit que ce graphe est croissant (voir figure 4).
On obtient donc que Sp est inclus dans Iot X I, X [0, Vmax]- La u-invariante et la
symétrie proviennent du fait 12.5. O

Qprec

LEMME 12.8. Quitte a restreindre U, il n’y a pas de corde de Reeb sur OU a
Uextérieur de U.

DEMONSTRATION. Commencons par remarquer qu’'une composante connexe
de T'prec dans B<Yrree n’a pas de corde de Reeb. En effet, hors de la zone de
perturbation, les orbites de Reeb sont incluses dans les plans x = cst avec R, # 0 et
I'prec n'intersecte qu’une fois ces plan. Par symétrie, dans la zone de perturbation on

se contente d’¢tudier le voisinage de x = 5 pour z > 0. Dans ce voisinage, R; > 0

et R, > 0. Or, la projection de I'pyec sur le plan (y, x) est strictement décroissante.
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FIGURE 3. Propriétés de transversalité du champ de Reeb et de Si

Cas croissant Cas décroissant
t t
B B
R est rentant R est sortant

F1GURE 4. Croissance du graphe associé a Sg

Supposons par 'absurde qu’il existe une famille de cordes de Reeb ('yn)n N~ hors
d’un voisinage U,, de diametre inférieur a % Alors, par compacité, les extrémités
de 7y, et sa période convergent (le temps passé par les orbites dans la rocade est
majoré). Or, comme dans les coordonnées (t,u,v) le champ de Reeb est %, pour
n assez grand la période de ces cordes est minorée par la borne ¢, associé a U;.
Donc le passage & la limite précédent construit une corde de Reeb de I'yec ce qui
est impossible. O

Par régularité du flot, quitte a restreindre U on peut supposer que

(29) Cib = Hw(tau,v) - w<07u’0)”oo + || di/)(ta% U) - d¢(0au70)Hoo = O(l)'

Pour controler 'application retour dans la rocade, on commence par étudier 'appli-
cation induite entre S et Sz. Comme les orbites issues de Ry qui contribuent a cette
application rencontrent la zone de convexification, on la décompose en application
retour entre Sz ou Sg et des plans t = cst dans les nouvelles coordonnées.

LEMME 12.9. Quitte a restreindre U, il existe eg > 0 et B > 0 tels que
pour tout ty, € Iy, les applications p_ et ¢y induites par le flot de Reeb entre
Y ={(t,u,v),t =tx} et Sz et entre 3 et Sg vérifient :

(1) image par ¢_ de toute courbe €p-horizontale dans [ug,us] x I, est v-
horizontale dans Ry ;

(2) Vimage par ¢—" de toute courbe A-verticale dans Ry est B-verticale dans
[ua, uz] x I ;

(3) Uimage par ¢ de toute courbe ep-horizontale dans [ug,us] X I,, est g, -
proche de 41 ;
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(4) Uimage par <p;1 de toute courbe Og,-éloignée de §; est B-verticale dans
[U,4,U,5] X Iv 5

(5) le temps de retour entre Sz et ¥ est majoré T et le temps de retour entre
Sr et X est majoré par 27.

On note L un majorant de la norme de dpy et dp+~1' obtenue en utilisant les
coordonnées (x,y,z) sur Sg et Sz et les coordonnées (t,u,v) pour ¥ pour définir
les normes.

DEMONSTRATION. Par la définition de rocade pré-convexe (définition 11.20),

I'image par le flot de Reeb de toute courbe eg,-proche de 7, est g,-proche de d;.

De plus, I'image sur Sg de I'prec N (R Ay X [0, oo[) est ESQZ -proche d’une restriction
2

de 1. (Le réel Ay est associé a la rocade pré-convexe, voir définition 11.20).
Par définition

Tprec N0 (I % [, us] % 1) C Tprec N (R%V X [o,oo[) .

Par le lemme 11.12 toutes les orbites de Reeb qui contribuent & ’application retour sur
Sk d’une courbe eg,-proche de ; sont issues d’un point dans [g — %, 5+ %] X I nax-
De plus, d’apres le lemme 11.15, la projection de I'prec N (I X [wa, us] X I,,) sur
Sz atteint des points de coordonnées x supérieures a 5 + % pour des points de
coordonnée u proche de uy. Comme les orbites issues de points de coordonnée u
proche de us sortent de la rocade (par définition de Vr, ), la projection de I'prec N
¥ (It X [ug, us] x I,,) sur Sk rencontre toutes les cordes définissant I’application
retour de I'prec N (inv x [0, oo[) sur Sg.

Choisissons g p02ur que les courbes e g-proches de I'prec N (I} X [ua, us] X 1)
se projettent sur des courbes €g,-proches de ;. On prend U assez petit pour que
toutes les droites paralléles & 'axe des ¢ dans I; X [ug, us] X I, soient ep-proches de
Tprec N (Lt X [ua, us] x I,). On obtient alors le point 1 car g, < v et le point 3.

Par le point 3, 'image d’une courbe A-verticale n’est pas epg-horizontale et donc
il existe B tel que ces courbes soient toutes B-verticales. On obtient alors le point 2.
Le point 4 se montre de la méme maniere.

La propriété 5 sur les temps de retour entre Sz et X est une conséquence
du lemme 11.12. Le temps de retour entre X et Sr découle des lemmes 11.12
et 11.17. O

CONSTRUCTION 12.10. On perturbe le bord de B (voir figure 5) pour garantir
I'existence de vg € |0, Umax| tel que sur [0,vo] C I, on ait Sp|, = SB|u,,,. et que le
champ de Reeb sorte de 0B, rentre dans 0B_ et pointe vers 0B_ le long de I'prec
(ce sont les conditions au bord garanties par le lemme 11.19 avant perturbation
de 0B). Par le lemme 12.6, il n’est pas nécessaire de perturber Sg dans la zone
U € [Umin, u1] et dans la zone u € [us, Umax]. On note B la nouvelle rocade. Quitte &
diminuer la taille de U, la perturbation est de taille inférieure & egap, €t €., fournis
par la section 2 du chapitre 11 et le lemme 12.3. Dans toute la suite on restreint
I, = [—vg, vg] (et on pose Umax = Vo).

3. Description de la convexification

Lors de la convexification, on recolle une variété a bord dans un voisinage de
la partie concave de la courbe de découpage. Dans cette section, on va décrire la
partie ajoutée dans les coordonnées (¢, u, v). Pour cela, il faut fixer le nouveau bord
de la variété et le prolongement de I’équation de contact.
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SBlumaa:

<Y

S perturbée

FIGURE 5. Perturbation de la surface Sp

3.1. Modeéle de perturbation du bord de la rocade. La convexification
a lieu au voisinage de la zone concave de la rocade. Hors d’un voisinage du bord de
la zone concave, la convexification suit la construction décrite dans [18] (présentée
dans la section 2 du chapitre 1) et au voisinage du bord on interpole entre le modeéle
concave convexifié et le modele convexe. Dans la zone d’interpolation le nouveau
bord de la rocade est un graphe en les coordonnées (z,y).

Soit H I’ensemble des fonctions lisses

T T h _
h: §7Imax’§+xmax X[yp7yh]4>R
vérifiant les propriétés suivantes

(1) [|h]lee < estab €t ||hllcee < €ly,p (voir section 2 du chapitre 11 et lemme
12.3);

h =0 au voisinage de z = Z + af' et de y = yp, ;
h(=z,y) = h(z,y);
h est indépendant de y pour y € [y, , Yint] ;

Sh = {(‘T7y’ ZPYOd + h(x))7x € [% - :EI]—;laX’ g + x’rgax:l » Y S [ygayconv]} est
inclus dans V.

(6) pour y € [y, , Yint), h est croissante pour x < 0, décroissante pour z > 0 et
constante au voisinage de 0.

On note Sy, I'image de S, dans les coordonnées (t,u,v), z;, = Zprod +max(h) et
xglat le réel maximal tel que h soit constante sur |3 — xgla“ 5+ mglat]. Le minimum
de Sp, sur Paxe des v est atteint pour ¢ = 0 et vaut max(h) = vy, (voir figure 6). De
plus, 'ensemble H est non vide. Soit vy = sup{max(h), h € H}. Par construction
vy > 0 et pour tout 0 < v < vy il existe h € H tel que max(h) = v. Enfin, pour

max(h) fixé, on peut rendre xglat arbitrairement petit.

LEMME 12.11. La surface Sy est u-invariante. De plus, dans les plans u = cst,
elle est composée de deux graphes sur [vp, Umaz] nuls en vy, lisses sur |p, Vmax),
symétriques, l'un positif et strictement croissant, 'autre négatif et strictement
décroissant.

DEMONSTRATION.~ Par le lemme 11.17, les points de tangences entre le champ
de Reeb et la surface Sy, forment une courbe lisse. Par la forme du champ de Reeb
cette courbe est le segment {g} X [yp_,yconv] X zp. Ainsi le champ de Reeb est
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t

Sh

Sn

FIGURE 6. Surface Sj,

sortant de S’h pour tout x < g et rentrant pour tout x > % (§h est orienté comme
le bord de la rocade). On utilise des arguments analogues & ceux de la preuve du
lemme 12.6 pour conclure. O

On prolonge la surface Sj, dans les coordonnées (t,u,v) par translation. Par
abus de langage, on note toujours Sy, la surface obtenue. Par symétrie, cette surface
se recolle a 'image de Sh par o. En effet, tout point de S} au voisinage de uUmax
s’écrit (I+(v),u,v) onr Iy sont les graphes définis dans le lemme 12.6. Par conséquent,

U(w(l:t (U)7 u, U) = w(lzp(@), Umax T Umin — U, U)~
La restriction sur la taille de U fournie par le lemme suivant permet de garantir des

propriétés du changement de variables qui seront utilisées pour étudier les « petites »
cordes de Reeb de S5.

LEMME 12.12. Il existe t/,,. < tmazs Vhae < Umazs Ux < Ulissage; O > 0 et va
tels que

(1) 0 <va <V, €t VA est arbitrairement petit ;

(2) [2 -5+ Cvp (I} X [un, Umas] X 1)) ;

(3) pour tous points p = (t,u,v) et p' = (t',u',v") dans Iy X [ux, Umaz] X Iy
avec t' —t > A et w < wu, on a ¥y(p) < Yy (p') et Y (p') — Ya(p) < I—AQ ;

(4) les plans t = £A intersectent Sy pour v < va.

La condition 3 est la condition permettant d’étudier les petites cordes de Reeb.
La condition 2 fournit le domaine d’application de I’étude. La condition 4 garantit
que si pe et p, sont sur Sz et vérifient v > va et v/ > va alors t' —t > A et le point
3 s’applique. Dans toute la suite, on va s’attacher a ne pas perturber apert pour
v < VA.

DEMONSTRATION. On suppose que A est choisi assez petit pour garantir que

1 —sin (5 + A) < #. Fixons une borne pour va. On part de ¢, = tmax €6 Uy =

Umax €t on les réduit progressivement. On note I] et I les intervalles [—¢t] ., ¢/ . ]

max’ “max
et[—U] v Uniax]- Quitte & diminuer ¢/, et v}, on suppose qu'il existe uy < Ulissage

max max
tel que
T AT A T T
|:2—2,2+2:|C?l)m(IgX[U)\,UmaX]XI{))C §—>\,§+)\j|
On choisit A assez petit pour que, quitte & restreindre ¢, .. et v} .., on ait
— e = 4A;
- “inax<s*MOUM*HzTi OO+H oo ||
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/ A .
= VUmax < 3457 5
~ Uax < 897
max 48M

— vl . est inférieur & la borne fixée pour va ;
— les plans d’équation ¢ = +A intersectent Sz pour v < vpax.-
Alors, pour tout (t,u,v) € [0,t.5) X [Ux, Umax] X [~Viaxs Viax)s

) Ymax. max’ “max

y(0,u,v) + tsin (g + )\) <y (t,u,v) < Yy (0,u,v) +1t

et
o o
wy(O,U,O) - UI/I]aX aivy - S wy(oauv U) S wy(ovuvo) + ,Ull‘naX aivy - .
Par conséquent
wy (t/a ’U/, U/) - wy(ta u, U) > ¢y(0, ’U//a 0) - wy (05 u, O) - 2“;‘(1ax aé')‘/;y oo
+A+ (sin (g + )x) - 1)
> 0-2+A-5
> £>0
De facon analogue on obtient
x kin
QZJE(O’ U, 0) - U:nax aa'll; - - 2t;nax aaz ! - S wﬂt(ta u, U)
8w 8kinf
Gt 4, 0) < 0a(0,0,0) v | 5| 2t | 57|
Ainsi
8 x akin
Balp) = 0e(p) < 62 (0,10,0) — 0 (0,1, 0) + 200 | L2\ 4t || L2t
o || 0z ||
or 1¥,(0,u’,0) — ¢,(0,u,0) <O0. O

CONSTRUCTION 12.13. En appliquant le lemme 12.12, on construit ¢/, < tmax,

Vhax < Umax; Ux < Ulissage; A > 0 et va tels que va < vy. On choisit ensuite hg € H
tel que va < max(h) < vmax et tel que le plan d’équation v = v] . intersecte Sy,
hors de I'image de la zone plate de Sy, .

Le lemme suivant fournit une taille de perturbation de I’équation de contact qui
garantit la transversalité de S et du champ de Reeb hors de la zone plate centrale.

LEMME 12.14. Soient (B, &, ksup, kins) une rocade pré-conveze et h € H. Il existe

Ege,.t tel que pour toute perturbation 6Ze,.t—pmche de aprec en morme C* le champ de
h

max*

Reeb soit transverse a Sh pour tout x tel que :c’;lat <l|x— g\ <z

DEMONSTRATION. Le champ de Reeb associé & aprec est transverse a S, pour

xﬁlat <le—-31 < xh  donc ce résultat est stable par petites perturbations. o

3.2. Modeéle de convexification. On construit le modele de convexification
pour y € [yp_, Yeonv], ON interpole avec le modele convexe pour y € [Yeonv, Yint] €t de
fait disparaitre la partie ajoutée pour y € [yint, yn] (voir les équations 27 et 28 pour
les définitions des différents réels). Dans cette section, on construit une perturbation
de I’équation de contact qui prolonge aprec dans V. Soit zy > 0, on pose

D, (2) = exp(—z_le) siz >z
$.,(2) = 0 sinon.

Dans les coordonnées (z,y,z) pour y € [y;,y:], I’équation de contact perturbée
d’un modele pré-convexe s’écrit au voisinage de la courbe de découpage

Qprec = kinf(z) Sln(fv)dy + COS(.’IJ)dZ
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avec kint(z) = 1 — pz. On modifie I’équation en
(30) Ocony = Keonv (%) sin(x)dy + cos(x)dz

avec keonv(2) = kint(2) + AP, (2) ot A est un réel strictement positif.

Le modele décrit ci-dessus est bien adapté a l'interpolation avec la zone convexe
Y > Ypree car il est explicite dans les coordonnées (z,y, z). En revanche dans les
coordonnées (t,u,v) ce n’est pas exactement un modeéle de convexification (au sens
de [18]). La définition 12.15 décrit un modele de convexification un peu affaibli et
la proposition 12.16 garantit que 'on peut mettre bout a bout ces deux modeles
tout en garantissant que ’équation est adaptée au bord.

DEFINITION 12.15. Soit J,, tel que [uy,us] C J, C I,,. Deux fonctions
fidy xJy x I, =R}
g: I x Jy x I, = RY.
forment une paire de convezification pour B si
(1) f=1et g(t,u,v) =1— pzproa — pv au voisinage de OB et pour v > v}, ;
(2) f et g sont indépendantes de u pour u € [u1, us];
(3) % >0 et % > 0 au voisinage de (0, vy) ;
(4) dans les plans u = cst pour u dans un voisinage de [u1, us] le champ de
vecteurs X, = (—%, %) est sortant de Sy pour ¢t < 0, tangent a S pour
t = 0 et rentrant pour ¢ > 0 (voir figure 7).
PROPOSITION 12.16. Si les réels strictement positifs p et Cy, sont assez petits,
pour toute fonction h € H, il existe £,,(h) > 0 et tel que pour tout py assez petit et

tout zn, — €2, (h) < 20 < zn, Ul existe une équation de contact o et (f,g) une paire de
convezification sur Jy = [U—, Umaz + Umin — U—] vérifiant les propriétés suivantes

(1) le champ de Reeb vérifie Ry > 0, R est sortant de Sy, pour t < 0, entrant
pour t > 0 et tangent et pointant vers la zonet <0 ent=0;

(2) c*a=—a;

(3) a = aprec pourv >y, et v<wva;

4) a= f(t,u,v)dt + g(t,u,v)du sur I x J, x I ;

(5)

5) dans un voisinage de {5} x [ycom,,yp] X {Zprod} on @
YV = keono(2) sin(z)dy + cos(x)dz
avec keony(2) = king(z) + A, (2) et kL ,..(2n) = po-

REMARQUE 12.17. On a |[kconv|lcr < po-
La section 5 est consacrée a la démonstration de la proposition 12.16.

3.3. Perturbation de la convexification. L’équation de contact donnée par
la proposition 12.16 est bien adaptée au bord mais ne permet pas de garantir les
conditions sur I'application induite par le flot de Reeb.

On note X1 = {(ttmax, u,v),u € I,,v € I} et ® Papplication induite par le
flot de Reeb de acony entre X_ et ..

PROPOSITION 12.18. Soient f et g données par le lemme 12.16. Quitte a
perturber o au voisinage de Iy x [u1,us] X I,,, on peut supposer que la structure
de contact obtenue vérifie, en plus des propriétés du lemme 12.16, les propriétés
sutvantes

(1) ® enwoie toute courbe B wverticale de ¥_ dans [ua, uz] x I, sur une courbe
ep horizontale de ¥4 dans [ug,us] X I, ;
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FIGURE 7. Surface S} et champ de Reeb

(2) @ envoie toute courbe B-verticale de ¥ dans [ug, us] x I, sur une courbe
ep-horizontale de ¥ dans [ug,us] X I, ;

(3) ®etd ! %Q-dilatent les courbes B-verticales de [ug, us] x I, et [ug, us] x I,
respectivement ;

(4) le temps de retour de (u,v) € [ug, us] x I, est inférieur a 7.
Cette proposition sera démontrée dans la section 6.

CONSTRUCTION 12.19. On applique le lemme 12.16 avec pg < egert puis le
lemme 12.18.

3.4. Prolongement de la convexification. Pour obtenir une nouvelle va-
riété de contact a bord, il faut décrire le comportement de la structure de contact
entre le bord de la rocade non convexifiée et S, pour ¥ € [Yeonv, Ystd]-

CONSTRUCTION 12.20. Pour y € [Yconv, Ystd], considérons la 1-forme
= Qprec + Al(Y) P, (2) sin(z)dy
ott [ est décroissante, I(y) = 1 pour y proche de yeony €t I(y) = 0 pour y € [y, Yint].
La 1-forme « est bien une équation de contact par le lemme 11.16 et ’étape de
construction 12.19, de plus elle se prolonge a toute la variété par aprec. On prolonge

cette convexification aux autres zones a convexifier en utilisant les symétries décrites
dans la section 1.3 du chapitre 11.

On note Beony la variété obtenue et acony la structure de contact associée. On
appelle zone de converification le fermé C = Bcom,\l’;’. On appelle zone de perturbation
et on note P la zone de Beony dans laquelle oicony 7 Qprec. Dans les coordonnées
(2,9, z) au voisinage de T'g, ’ensemble P est décrit par I’équation z > zo. Dans les
coordonnées (¢, u,v), ’ensemble P est entre Sp et Sy, et ses coordonnées v vérifient
va < v < v, (par la condition 3 de la proposition 12.16 et par la construction

12.13 qui garantit va < max(h)).

COROLLAIRE 12.21 (Corollaire du lemme 12.12). Soit v une orbite de Reeb
qui intersecte la zone de perturbation. On suppose que vy entre dans C en un point
De = (Tey Ye, 2e) tel que . € [% — %, 5+ %] et z. > 0. Alors le point de sortie de
C} noté Ps = (xsaysvzs)y vériﬁe Ts € [g - %7 g + %] et Ys > Ye-

DEMONSTRATION. Si«y rencontre la zone de perturbation alors par la condition 3
de la proposition 12.18 et par définition de va on a ts —t. > A, p. € I] x I,, x Il et
ps € I} x I, x I!. De plus R,, > 0 et donc us — u, > 0. On peut donc appliquer le
lemme 12.12. O
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Par symétrie, on déduit des versions du corollaire précédent au voisinage de
chaque extrémité de I'prec.

4. La construction précédente convient
Dans cette section, on démontre la proposition 12.1.

L’équation de contact est adaptée au bord. Comme les hypotheses des
lemmes 11.16 et 11.19 sont vérifiées, en dehors de P et de la courbe de découpage,
le champ de Reeb est bien transverse & OBcony (la perturbation pré-convexe, et les
perturbations de 9B sont de taille inférieures & e4tap, ). Par définition de perturbation
pré-convexe, hors de C, le champ de Reeb est tangent a 0Bcony le long de I'prec et
pointe vers (0Bcony ) -

Par symétrie , il reste a montrer que le champ de Reeb est tangent a la courbe de
découpage et pointe vers O(Beony)+ le long de celle-ci dans 0Bcony N C au voisinage
de Fo.

— Pour y > ¥ing 0N & Qeony = Qprec €t ||Aflce < €Ly, Par le lemme 12.3 on

obtient le résultat.

— Pour ¥ < Yeonv €t 2 < Yeony + Zprod, O se place dans les coordonnée (¢, u, v)

et le lemme 12.16 permet de conclure.

— Pour y € [yeonv, Yint] €t x> |z — T|, comme [[acony — Qprec|| < eper le

lemme 12.14 permet de conclure.

— Pour (RS [yconwyind et |.T - %| < xh

plat»
Ocony = ((1 — fint(¥)p2)ksup (2) + Al(y) P, (z)) sin(z)dy + cos(z)dz

et h est constante et vaut h(0). Dans cette zone, R, est positivement colinéaire

a

on a, par la construction 12.20,

(kinf(z)ksup(z) + Al(y) P, (z)) cos(z),

donc R, est nul seulement pour x = 5, positif pour z < § et négatif pour
x > 5. Les points de tangence entre le champ de Reeb R associé¢ a acony et
Sy sont donc donnés par I’équation x = 5. De plus, le long de cette courbe,

R, est positivement colinéaire a

— fint(y)p + Al(y) @’ (21)
qui est minoré par —p 4+ AP/, (z5) > 0 pour ¥ < Ypree (ksup = 1) et positive-
ment colinéaire a
kéup(zh) + CQ(y)(I)IzO (Zh)
qui est strictement positif pour ¥ > yprec (kinr = 1). Le champ de Reeb pointe
donc vers 9(Beonv )+ ;
— Par symétrie, on obtient les propriétés de la zone 2 < Yoonv + Zprod-
Par conséquent ’équation aony est adaptée au bord.

Application retour dans la rocade tronquée en S, ,. Soit v une orbite
qui contribue a l'application retour dans la rocade tronquée. Si v ne rencontre pas la
zone de perturbation P, alors, par le lemme 11.12; v relie dans la rocade les points
Pe = (Ze, 20) €t ps = (x5, 25) avec x, € [kﬂ' — %,lm—i— %], Ty € [lm — %Jm + %] et
Zs < Ze.

On suppose maintenant que y rencontre la zone de perturbation. On note p2
et p? les points d’entrée et de sortie de Sz. Par symétrie, on peut supposer que y
rencontre la composante connexe de P associée a I'g en premier. On note p. et p;
les points d’entrée et de sortie de la zone de convexification C.

Si v ne rencontre pas d’autre composante connexe de P alors, par le lemme
11.15, apres le point pg, v est inclus dans [7r — %, T+ %] X [0, Ystd] X Imax. Donc z; €
[77 — %,77—}— %] et acf S [77 — %,77—}— %] Par le corollaire 12.21, x, € [71' — %,TF—F %]
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et z. > z5. Comme R, < 0, on obtient que zf > Ze > Zg > zf De plus par le lemme
1110, zf € [7 — 5,7+ 3].

Si v rencontre P apres le point ps, alors par les lemmes 11.14 et 12.8, ~
rencontre la composante connexe associée a [71, 37”] X [0, Ysta] X [—2sta, 0]. On note
pL et pl les points d’entrée et de sortie de cette composante connexe. Entre ps et
pL, 7 est inclus dans [7r — %, T+ %] X [0, Ystd] X Imax (par le lemme 11.14) et donc
Ts € [71' — %,ﬂ'Jr %] d’ou, par le corollaire 12.21, z, € [71' — %77T+ %] et ze > 2z
ainsi par le lemme 11.10, xf S [71' — %, T+ %] Comme v ne rencontre pas P avant
pe et que R, < 0, on obtient 25 > 2, > z, > z.. En appliquant le corollaire 12.21,
on obtient que z, € [1 — %, T+ %] et 2, > z/. Comme v ne rencontre pas P apres
p. (par le lemme 11.14) et que R, < 0, on obtient z5 > z, > z, > 2/ > 2/ > 25 et
zd € [71' — %771' + %] (par le lemme 11.10).

Par conséquent, la condition 1 de la définition de flot controlé 11.11 associée a
la condition 3 de la proposition 12.1 est vérifiée.

Application induite entre Sz et S,_,. On se place dans BYstd. Comme
B’ est une rocade pré-convexe vérifiant les hypotheéses du lemme 11.12 I’applica-
tion retour en restriction aux orbites qui ne rencontrent par P est contrdlée par
(N, yn, 5%71 C X, 5%73 CY) et on donc les conditions 2 et 3 de la définition de flot
controlé sont vérifiées.

Soit v une orbite périodique qui contribue a 'application retour entre Sz et
Syeia- SUpposons que 7y rencontre P, on note p? et p? les points d’entrée dans Sy et
de sortie de Sy,,,. L'image sur Sz de P par le flot de Reeb est incluse dans X + 27Z
donc il existe k tel que pS € X + 2k7. Le premier point d’intersection avec P a une
coordonnée x dans [2km — 3, (2k + 1)m + 3].

Si v ne rencontre qu’une seule fois P, le point de sortie de P a une coordonnées x
dans [2km — 3, (2k + 1)m + 3] (par le corollaire 12.21) et donc le point d’intersection
de v avec S, est dans [2km, (2k 4+ 1)7] X Imax.

De méme si v rencontre deux fois P, le premier point de sortie a une coordonnée
z dans [2km — %, 2k + )7+ %} (par définition de V, voir p.136). Le second point
d’entrée a une coordonnée x dans [2kw — 3, (2k + 1)7 + 2] (par le lemme 11.10) et
le point de sortie une coordonnée x dans [2km — %, (2k+ )7+ %] (par le corollaire
12.21). Donc le point d’intersection de 7 avec Sy, est dans [2k7, (2k + 1)7] X Imax.

Dans tous les cas, par le lemme 11.12, on obtient que v intersecte Sy ,, dans
[g — % + 2km, g + % + 2]4:77} X Imax car yint < yn. Le méme raisonnement permet
de conclure pour I'application retour entre S, et Sz.

On a ainsi montré la condition 3 de la proposition 12.1 : dans Bl¥sl le flot est
controlé par (A, yp, X,Y).

Application retour sur S, . Par le lemme 11.13, si - contribue a ’applica-
tion retour sur Sy, dans BSYst alors « rencontre Sy, . Notons p2 et p? les extrémités

de v sur S,_,,. Alors par le lemme 11.12, zJ € [3F — 3+ 2km, 3T 4+ 2+ 2k| et
xd € [% — % +2k'm, 5 + % + 2k’7r]. Par le lemme 11.10, v rencontre P. Par symé-
trie, on peut supposer que k' = 0. Par le lemme 11.14, v C [7r — %, 21 + %] car vy
ne peut rencontrer qu’une seule composante connexe de P. On obtient donc une
contradiction. On montre ainsi la condition 4 de la proposition 12.1 : il n’y a pas

d’application retour sur Sy, dans BSYsta

std conv *
Application retour en restriction a Ry. Soit § une courbe de

g+A,w—A} % Ty
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Par le lemme 11.12, les seuls points de é qui interviennent dans I'application retour
sur Sg sont les points dont les orbites rencontrent P et donc ¥_ et ¥ ;. De plus par
le lemme 11.12, les seuls points de ¥4 qui interviennent dans ’application retour
sont les points dans [ug,us] X I,. Par construction, les images de § sur X_ sont
dans [ug, u3] X I,,. Supposons que § est un segment vertical, alors par le lemme 12.9
I'image de ¢ sur X _ est B-verticale et son image sur [ug, us] X I, dans X1 est ep-
horizontale. Par conséquent son image sur Sg est g,-proche de ;. Donc les images
des segments verticaux de [Z + A, 7 — A] X Inax et les segments horizontaux de Sg
s’intersectent transversalement en un unique point en formant un angle supérieur
a 0g,, (par la définition de rocade pré-convexe). Ainsi, on obtient un structure de
rectangle sur la source et I'image de ’application retour entre [g + AT = )\} X Tmax
et S et 'application retour préserve les fibres. Les fibres verticales du rectangle
de Sk sont les images des segments verticaux et sont donc eg,-proches de ;. Les
fibres horizontales du rectangle dans [% + AT = /\] X Imax sont les images inverses
des segment horizontaux de Si et donc v-horizontales par le lemme 12.9 et le
lemme 12.18.

L’application retour entre [g + AT )\] X Imax €t Sg s’écrit ¢ o®oyp_. Comme
©_ et . et leurs inverses sont L-lipschitziennes et que ® et ®~* %—dilatent les fibres
B-verticales. On obtient que ¢ o ® o ¢_ et son inverse 1-dilatent respectivement
les courbes A-verticales et les courbes 0g,-éloignées de §;. Les propriétés des autres
applications de la décomposition de ’application retour se démontrent de maniere
analogue.

La propriété sur le temps de retour vient des lemmes 12.9 et 12.18. On a ainsi
montré les conditions 5 et 6 de la proposition 12.1.

5. Existence d’une paire de convexification

La démonstration de la proposition 12.16 s’articule ainsi. On part de la forme
donnée & a pour u € [us, Umax| €t on la prolonge pour tout u. Pour cela on commence
par étudier I'influence du changement de variable sur cette équation de contact puis
on voit comment construire f et g. La preuve est essentiellement calculatoire.

5.1. Propriétés du changement de variable. Rappelons que 'on note
o (z,y,2) le flot du champ de Reeb et ¢ le changement de variable obtenu en
suivant le flot de Reeb a partir de ¥ (voir section 2).

FaIT 12.22.  Pour tout (¢t,u,v) € I; X [u™,u™| x I,

Ro(y(t,u,v)) 0 St )
dp(tu,v) = | Ry ((t,u,0)) 1 22 (t,u,0)
R(4(t,uv)) 0 TG (tu,v)
En particulier pour tout (u,v) € [u™,u"] x I,
R.(%,u,v) 0 0
dw(ovuﬂv) = Ry(gvua ’U) 1 O
R.(5,u,v) 0 1

LEMME 12.23. Pour tout (t,u,v) € Iy X [u™,u™]| x I,, on a
w*aprec(ty u,v) = dt + kodu
et

{ kmf(wz) Sin(¢a¢) = ko
King(02) sin (1) 221 4 cos(4h,) %= = 0
0t ko(v) = kinf(v + Zprod)-
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DEMONSTRATION. Dans I; X [u™,ut] x I,,, on a Ry~ = % donc ¢* aprec

est t-invariante. Ainsi

Qprec

Y Qprec(t, 4, v) = dt + i50prec = dt + ko(v)du.
Par ailleurs, par calcul on obtient
U opee = hine(s) sin(2) (Ry ()t + du+ %o dv)
+ cos(y) (RZ (y)dt + %dv)
= (kinf(¢z)) sin(2) Ry (¢) + COS(¢x)Rz(¢)>dt + Eint(12)) sin(e), )du
Rant(102)) sin(t6:) G -+ cos(th,) G dv.
Le coefficient devant dt vaut 1 car Ry () = ﬁ sin(yz) et R.(¥) = cos(¢z). O

LEMME 12.24. Pour tout (t,u,v) € I X [u~,u™] x I,, on a

1p*Ofconv = (W Sin2 (%») + C052 (¢z)> dt + kcom}(d&) Sln(%)du-i-
(kcmwz) sinfu) 20 cos(up,) 2 ) ar
ce qui se reformule en
* _ kconv(wz) _ .92 kconv(wz) .
YV Aeony = ((kw( o) 1) sin”(¢z) + 1) dt + Toog(0). Kingdu+

((kcom(wz) = king(12)) Sin(%)aa%) dr

DEMONSTRATION. Un calcul analogue a celui de la démonstration précédente,
on montre que

w*aconv :<kconv(¢z)) Sin(wz)Ry(w) + COS(ww)Ry (¢))dt + k‘conv(wz)) Sin(wz)du

Feom (1)) sin15) 22 4 cos(us,) 22

La formule de I’énoncé s’obtient en exploitant que R, () = ﬁ sin(¢,) et R,(¢) =
cos(1),) et en appliquant les identités du lemme 12.23. O

dv.

5.2. Construction de f et g. Dans les coordonnées (z,y, z), on a
Qeonv = kconv(2) sin(z)dy + cos(z)dz.
Dans les coordonnées (¢, u,v), on écrit
Qcony = f1(t,v)dt + g1 (t,v)du + h(t,v)dv

ou f1 ¢1 et hy ne dépendent pas de u. Remarquons de plus que fi(—t,v) = f1(t,v),
g1(—t,v) = g1(t,v) et hi(—t,v) = —hy(t,v) (voir le fait 12.5). Soient v~ < uj <
u} < ut. On consideére alors p : [uf, u}] — R tel que p = 0 au voisinage de uf, et | = 1
au voisinage de u}. On transforme acony en une équation vérifiant les hypothéses
du modele de convexification (voir 1.12) loin de ™ en posant

a = f1(t,v)dt + g1(t,v)du + p(u)h (¢, v)do.

LEMME 12.25. Pour p et Cy assez petit et pour tout zy assez proche de zp, o
est une équation de contact.
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DEMONSTRATION. La différentielle de o est

h1
do= Praynat+ 29 a0 p du + aithdquph duAvarpa—thdv
ov ov ot ot
La condition de contact s’écrit donc
8f1 8g1 8g 8h1
h dt 'h — 0.
[“)v f1+ L or +p'hifi— 8t g1 >

La suite de la démonstration est une estimation fine de chacun des termes de
cette expression. Dans tout ce qui suit la notation O ne dépendra que de la forme
de ’équation et de bornes larges sur les fonctions considérées vérifiées par tous les
modeles utilisés. En particulier, on suppose que f1, g1 et hy sont a image dans [%, 2].
Commengons par remarquer que

keonv(2) — king(2) = A®, (2) = (2 — z0)2A<I>'ZO(z)
keone o APx(2) (220?40 ()
kinf Z> 1= kinf(z) B kinf(z) B (z 0) A(I)ZO( )O(l)

Keonv I 2) = A(I)/ZO(Z) pA(I)Zo(z) _ e 1 p(Z—ZO)2
( R > . Fine(2) " (kinf(z))z ATl (ki“f(z) ' (kinf(z))2> .

Par définition

e = (B2 0 - 1) i) +1

kinf
d’ou
(31) fit,v) =14 AP, (¥.)(¢= — 20)°O(1).
De plus,
8 8 xT . kconv 8 z kconv ! .
% =2 g; cos(ty) sin(¢y,) < Tt (¥,) — 1) + g; < it ) (1) sin? (1)
- ’ 51/);: sin? (1/&) 8¢z Sin2(1/1z)0(1/)z - ZO)2
_ACI)ZO ("/}z)( ot k'inf(z) + It (kinf(z))2
awx COS("/J:E) Sin(wz)(d)z - ZO)2
MR i (2) )
o ’ 8’1/12 . sin (1/}ZE) ) _ 1 1 _
=42z, (¢2) (1 * < ot 1) king(2) + (sm (2) 1) Eint(2) * Eint(2) 1
I 0y, SiHQ(wz)p(d)z - 20)2 + 23% COS(%) Sin(wz)(wz - 20)2
O (kine(2))® ot Fint(2)
d’out
0
(32) L~ A () (14 0(p) + O(Cy) + (= — 20)°0(1)

ou Cy = [|¥(t, u,v) — ¥(0,u,0)|leo + || deo(t,u,v) — dip(0,u,0)| . En particulier

pour p, Cy, %{j (0,vp) > 0. De méme
kconv("/’z)ko ( kO )
:7:1+kconv — 1 +kconv_1
s kinf(¢z) kinf( Z)

et par conséquent

(33) g1(t,v) =14 0(p) + (= — 20)°0(1) + O(Cy).
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On veut aussi estimer les dérivées partielles de g; par rapport a v et a ¢, on a

(9 8 z kconv ! kconv
o _% () (2o — P

% B ov kinf kinf

(. — )2 O ko | O p(t. — 20)%h
— 4 AY == —20)" | O ko = Pz = 20)%ko
p+ %o (1/)2)< kinf * ov kinf * ov (k‘inf)z
d’ou
0
(B4) G = —p+ AR (¥.) (1+ (¥ — 20)°0(1) +O(p) + O(Cy)
et
% _ aqvbzk kconv
ot ot 0 King
d’ou
0
(35) L (1,0) = ADL (1.)O(Cy).

ot

Enfin, il nous reste a estimer h; et sa dérivée par rapport a la variable ¢, on a

hi = bln(¢x)% (kconv(ww) - k;inf(ww))

d’ou
(36) hi(t,v) = AR, (¥.)(1h. — 20)?O(1).
De plus
Ohy O, 0
87; = (:;i % COb(waL) (kconv(¢w) - kinf(w;c))
62
+ 81}122; s1n(¢m) (kconv(¢x) - kinf('(/)x))
o0, ., ,
o o S(r) (ko () = Kiug(ta)

ce qui nous donne

%(t’ v) = AL (42) (¢ = 20)°0(1) + O(Cy))

Par conséquent la condition de contact devient
(37) p+ AL (1) (O(p) + (¢= — 20)°0(1) + O(Cy)) > 0.
Comme A’ (z) < 2p car ki, (zn) = po, il existe des bornes sur p et sur Cy

conv
indépendantes du modele choisi et une borne inférieure sur zy garantissant que la

condition de contact soit vérifiée. O

LEMME 12.26. Pour p et Cy, assez petits et pour tout zy assez proche de z, et
pour tout py assez petit, le champ de Reeb vérifie Ry > 0, de plus R est sortant de
Sy, pour tout t < 0, entrant pour tout t > 0 et tangent et pointant vers la zone t < 0
ent=0;

DEMONSTRATION. Par w-invariance, il suffit de vérifier le résultat dans les plans
u = cst. Dans ces plans, le champ de Reeb est positivement colinéaire a

991 ’
— %y TP (u)h
Y = < ov og1
ot
dans les coordonnées (¢,v). Pour p = 1, Y vérifie bien les conditions de transversalité
requises (voir section 4).
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La condition de tangence en t = 0 est toujours vérifiée car hy(0,v) = 0.
Paramétrons par [, et [_ la surface S}, dans le plan u = cst en dehors de t = 0. La
condition de transversalité s’écrit alors

1 Y,
li Y, >0
soit
391 / / 891
38 - hi — 15— > 0.
(33) eyl ()~ 1 S >

Dans la zone ou h est non plate, la conditions de tangence est vérifiée avant
perturbation par keonv. O ||kconv — kintllcr < po, donc pour py assez petit, la
condition de transversalité reste vérifiée apres perturbation par k.ony dans la zone
non plate de Sp,.

Il reste a vérifier le résultat dans la zone plate de Sy,. Notons pg = sgp. Par les
calculs de la preuve précédente on obtient

(6 =20 | 0v: ko 1+a%ka—mF%>

0 —_
A A A (1) ( 2

kinf v killf v (kinf)2

dg1 1 p(¥s —20)°
2= = AP/ kq cos —_— =
0L A, (1 ko cos(i) ( et
) 0
= AR (1) (0 — 20)?sinui) 2.
Le long de la zone plate de Sy, A®, (1.) = (1+50)p et la condition de transversalité
se réécrit pour p’ =0
—sop + p(1 + so)a(t,u,v) >0
soit
(39) a(t,u,v) + so(a(t,u,v) —1) >0
La fonction a ne dépend pas du choix de sg et il existe syax tel que la condition 39
soit vérifiée pour tout sg € ]0, Smax]- On obtient par conséquent a > ﬁ Pour
2o assez proche de zp,, on peut supposer
8 max
% < Sma

P/ )@z = 20)” sin(v2) 5 2(1 + Smax)

Pour s < #m2x ]a condition de transversalité dans le cas général s’écrit

alt,u,0) + P () (s — 20)? sin(he) 222 4 s(alt,uyv) — 1) > 0

v
Or
Smax Smax Smax
a(t,u,v) + s(a(t,u,v) —1) > — = .
(o) slaltn o) =1 = 4 T 30+ suu) 201+ 5]
La condition de transversalité est par conséquent vérifiée. O

5.3. Démonstration de la proposition 12.16. Choisissons p, ¢y, 2, — 20
et po assez petits pour que les lemmes 12.25 et 12.26 s’appliquent. L’équation
« ainsi obtenue se prolonge naturellement a U par o = f1dt + gidu pour u €
[Umin + Umax — u,u" ] et en utilisant —o*a sur Iy X [Umin, Umin + Umax — w0 ] X L.
Seule la condition 3 de la proposition 12.16 (o = aprec pour v > v}, et v < va)
n’est pas directement impliquée par la construction. Or, la zone ol

(fl(ta U)agl(t? U)) 7é (L 1- PZprod — /)’l))
est comprise entre la surface S, qui correspond au points z = zy et S, La surface S,

vérifie des propriétés analogues a celles vérifiées par Sp décrites dans le lemme 12.6.
En particulier, la coordonnée z de tout point de S, vérifie v > 2y — 2prod > VA
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quitte & diminuer zj, — zg car, par la construction 12.13, on a 2, — zprod > va. De
plus S, intersecte S;, dans sa zone non plate et, pour zp arbitrairement proche de
zh, ces points sont arbitrairement proches des extrémités de la zone plate. Donc, par
I'étape de construction 12.13 (qui impose que le plan {v = v} ..} intersecte Sy hors
de la zone plate), ces points ont une coordonnées v inférieure a v} ... La condition 3
est donc vérifiée si z;, — 2o est assez petit.

6. Modification d’une paire de convexification

Dans cette section on démontre la proposition 12.18. L’équation de contact
fournie par le lemme 12.16 est de la forme « = f(¢, u,v)dt + g(t,u,v)du avec f et g
indépendants de v au voisinage de I; X [u1,u5] x I,,. Dans ce voisinage le champ de
Reeb est donné par

w9 ™ v g9
Pour montrer que ¢ vérifie bien les propriétés demandées, on va garantir que, quitte
a modifier f et g, I’écart entre les coordonnées u de deux orbite augmente lors du
passage dans la zone de convexification. Pour cela il faut essentiellement controler
2
% et garantir que les orbites qui contribuent a ’application retour traversent une
2
zohe avec % assez grand. Commencgons par voir dans quelles conditions on peut
modifier f et g.

FAIT 12.27. Soit (f1,g1) une paire de convexification (définition 12.15) vérifiant
les hypotheéses du lemme 12.16 sur I; x J, x I,,. Si (f1,g2) vérifie ces mémes
hypotheses alors il existe une paire de convexification (f1,g) vérifiant les hypothéses
du lemme 12.16 et telle que g = g; en dehors d’un voisinage de I} X [u1,us] X I,
g = g2 dans un voisinage de Iy X [ug, us] X L.

De méme, si (fq2,¢1) vérifie les hypothéses du lemme 12.16 et fo = fi au
voisinage de Sp,, il existe une paire de convexification (f, g1) vérifiant les hypotheses
du lemme 12.16 et telle que f = f; en dehors d’un voisinage de I X [uy,us] X I,
f = f2 dans un voisinage de I; X [uy,us] X I,.

Pour garantir que les orbites qui contribuent a ’application retour sont dans un

domaine controlé, on va utiliser la remarque informelle suivante : si g—i n’est pas

trop grand et |%| pas trop petit, la coordonnée u des orbites ne va pas beaucoup

augmenter et donc les orbites ne vont pas contribuer & Papplication retour. A
I'inverse si % est assez grand et |%\ borné, la coordonnée u des orbites va beaucoup
augmenter et donc les orbites ne vont pas contribuer a I’application retour. Par
ailleurs, en projection sur le plan (¢,v) les orbites suivent les lignes de niveau de g.
On va découper I’espace en suivant ces lignes de niveau et garantir que, pour des
niveaux assez loin du niveau critique, la premiere situation décrite s’applique et, pour
des niveaux proches du niveau critique, c’est la seconde situation qui est présente.
Ainsi, seules les orbites « intermédiaires » contribuent a ’application retour. Les
énoncés suivant sont une formulation explicite de ces idées. Notons I, la ligne de
niveau de issue de (0,v) dans les plans u = cst pour u € [u, us] et I', /) la partie
du plan comprise entre I, et 'y, ol v < v'. Rappelons que va est fourni par le

lemme 12.12 et vy est le point d’intersection de S} avec 'axe de v.

COROLLAIRE 12.28. On peut supposer qu’il existe v. € Jua,vn| tel que
of
v

> 2 max {4096pu5_u1,4,0} = 2m;
Ug — U3

au voisinage de {0} X [u1,us] x {vc}. On demande de plus 1 < f < 3.
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DEMONSTRATION. Par hypothése g (0,vp,) > 0. On va modifier f au voisinage

de (0, vp,) mais pas le long de Sy Les conditions a préserver sont 6 f >0, 5= £(0,vp) >
) )
0, f(—=t,v) = f(t,v) et la condition de contact aig — 52 f> O.

Au voisinage de (0,vp,), on a g1 > 0 et % > 0. Dans un voisinage de (0, vy)
sur lequel 8% > 0, il existe € > 0 tel que pour toute fonction f1 avec |f — fi| < e et
afl > —f — ¢, la condition aflg — —fl > 0 soit vérifiée. Dans un petit voisinage
d un pomt (0,v.) de ce voisinage, on peut rendre ;3 arbitrairement grand tout en
vérifiant les deux conditions précédentes. O

COROLLAIRE 12.29. Quitte ¢ modifier g au voisinage de I X [uy,us] X I,,, on
peut supposer qu’il existe vy et t1 tels que (voir figure 9)

(1) va <wvg < ve;

2) §<g<let

2) %l <p;
(3) g(=t,v) =g(t,v), % >0et % < 0 pour v < ve;
(4)

(0,v.) soit un point selle de g et les niveauzr issus de {0} X [ve,vp] ne
rencontrent pas Xy et X (voir figure 8);

(5) pour tout (t,u,v) avec |t| < t1, u € [u1,us] et (t,v) € Iy ., on ait
%(t,v)‘ > 2my ;

(6) pour (t,u,v) tel que u € [ui,us], [t| > t1 et v € I,, on ait g(t,u,v) =
1- PZprod — PU;

(7) pour tout (t,v) € Iy 0, et tel que |t| < tgl;

myt
M, = 78(%@;1) et My, < my ;

on ait ‘%(t,v)’ < M, ou

(8) avant T,,, 39 9(t, v)‘ > M

2

<

FIGURE 8. Niveaux de g

DEMONSTRATION. Il suffit de construire une fonction g adaptée & f et vérifiant
les conditions précédentes puis d’appliquer le fait 12.27. On commence par choisir tq
et vy vérifiant la condition 5. Quitte & diminuer ¢;, on peut supposer que p > . On
peut alors construire g vérifiant les conditions demandées (quitte a augmenter Vo).
Pour vérifier la condition de contact, on choisit g tel que les points avec % >0

soient contenus dans la zone 8f > 0 et tel que max (gv> soit petit. ]

LEMME 12.30. Soit (f,g) une paire de convezification telle que g vérifie les
hypotheéses du corollaire 12.29 et que ‘%(t,v)‘ > my pour tout (t,u,v) avec |t| < tq,

u € [uy,us) et (t,v) € Ly o). Alors, il n’y a pas d’orbite contribuant a l'application
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— PZprod — PV

FI1GURE 9. Conditions sur les fonctions f et g

retour entre {—tmaz} X [u2,u3] X I, et {tmas} X [u4,us] x I, rencontrant {0} x
[ul, U5] X [’Uo, Uh].

DEMONSTRATION. Toute orbite contribuant & I’application retour suit les ni-
veaux de g, par conséquent elle ne peut pas rencontrer {0} x [uy,us] X [ve, vp] par
la condition 4 du corollaire précédent.

Il reste & traiter le cas des orbites rencontrant {0} X [u1, us] X [vg, vc]. Supposons
par ’absurde qu’une telle orbite existe. Montrons que 'intervalle en u parcouru est
strictement supérieur & us — u1. En projection sur (¢,v) une telle orbite suit une
ligne de niveau de g. Elle traverse donc la zone avec |t| < t1, u € [u1,us] et (t,v)

entre I'y, et I',.. Comme dans cette zone, %(t,v)’ > my et ’ 9 (t, fu)’ < My, le
temps que l'orbite de Reeb y passe est minoré par
tl tlmf
max(Ry) — 2M,

car
of ag f gg 2M,
et |Ry| = v < g
90? f - 2 |7l = f
’U
Ainsi I'intervalle u parcouru est minoré par
tim 2 tim tim
min |R,| X VS 202 L f>u5—u1

2M, — 5" 2M,  5M,
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car
of ag af 2f 2
| et = v > —.
81) f D) ot [Rul = f -5

On obtient donc une contradiction. O

Soit C' > 0. En utilisant le fait 12.27, on peut supposer que, quitte a modifier f,
il existe va < vy < vy tel que voir figure 9)

(1) pour tout (t,u,v) tel que u € [uy,us], [t| < t1 et (t,v) € Ty, 4, On ait
2 ¢ 3
ng(t,u,v) >C et 6)—f(t u,v) > 4p;
(2) avant T, 3£ (t,u,v) < 8p;
(3) f(t,u,v) =1 pour tout (t,u,v) avec u € [u1,us|, [t| > 2t; et (¢,v) avant
Fvl 7

(4) dans T[], o0 a di(t u,v) > my;
(5) avant I'y,, on ait B—U{:(t,u,v) > 0.

LEMME 12.31. La projection sur le plan (t,v) des orbites contribuant a l’ap-
plication retour entre {—tmaz} X [u2,us] X I, et {tmaz} X [ug,us] x I, est contenue
entre I',, et I'y,.

DEMONSTRATION. Par le lemme 12.30 et le corollaire 12.28, il reste & montrer
que les orbites qui contribuent & lapplication retour ne rencontrent pas {0} x
[t1, u5] X [—Umax, v1]- Or avant I'y, on a ) ‘ > 9 et 8f < 8p. Le temps de retour

entre —2t; et 2¢; est donc majoré par

i _sn
min(R;) ~— M,
car )
g
Bv
pour p < 5. Ainsi I'intervalle u parcouru est majoré par

32t4
8p X —— < uy — us.
p M, 4 3
De plus, pour |t| > 2t1, la coordonnées en u ne varie pas car f = 1. Donc les orbites
passant par {0} X [u1,u5] X [~Umax, v1] ne peuvent pas contribuer & Iapplication
retour. (]

Il reste maintenant a vérifier que les conditions imposées sur f et g permettent
de démontrer la proposition 12.18.

LEMME 12.32. Pour C assez grand, les conditions 1, 2 et 3 de la proposi-
tion 12.18 sont vérifiées.

DEMONSTRATION. Commencons par estimer les effets sur la coordonnées u du
passage de différentes orbites dans la zone convexifiée. Considérons deux points
(—tmax, U, V) et (—tmax, @, 0) deux points de {—tmax | X [uz, uz] x I,, sources de cordes
contribuant & 'application retour entre {—tmax } X [ug, ua] X Iy €t tmax } X [ta, us] X I
et tels que © > v. Les projections des deux cordes de Reeb associées sont comprises
entre I, et I'y,. Avant I',,, on renormalise le champ de Reeb en
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et on parametre par t — ((— tmax + t,u(t), v(t)) et t = (= tmax + ¢, @(t), (t)) les
orbites de Y issues de points (—tmax, %, v) €t (—tmax, @, 7). On a

gy PLoa_ Fgor o
U _ 9v2 dv ov2 Jv > dv?

2 = Tog -
O
donc 8Y“ > 0 et % — u est une fonction croissante. De plus, pour tout [t| < & on a
ay, _ 2C
s 27
v — M,
Ainsi
- . 2 .,
U(tmax) — U(tmax) = @ —u+ — min (3(t) — v(t)).
Mg <4

Les deux orbites de Y considérées correspondent a deux niveaux de g et donc pour
tout t € [ftmax, tmax]

(1) = (0 min (| 21 ) < =t 0) =t 8) < (010 = w0 mx (| 2]).

Par conséquent

v—v
2
car M < ’8—9) et ‘8—9’ < M, pour [t| < 4. Ainsi

v(t) —v(t) >

Ctl (’l~1 — ’U)

M,

Montrons que les conditions 1 et 2 sont bien vérifiées. Soit v — ~(v) une courbe
B-verticale de {—tmax} X [ug,usz] X I, (par définition |y'(v)| < B). On note v — 6(v)
son image sur {tmax} X [u4,us] X I,. Par symétrie des niveaux de g, si elle est
bien définie, 'image du point (—tmax,y(v),v) est le point (¢max, d(v),v). Par 41, on
obtient

(41) a(tmax) - U(tmax) >U—u+

Cty Cty
/ > A/ 1 s T
(42) 8 (w) >~ (v )-i—Mg —-B+ M, =D.

Par conséquent pour C assez grand, on a D > é et on obtient la propriété 1. La
condition 2 se montre de la méme maniere.

Montrons maintenant 3. Soient p = (—tmax, 4, v) et p = (—tmax, U, V) deux
points de {—tmax} X [ug, us] X I, sur une courbe B-verticale ayant une image sur
{tmax} X [U4,U5] X 1. On a

<1+ Bo—vl.

Comme ¢'(v) > D (par 42) et que les coordonnées en v de ®(p) et ®(p) sont v et o,
ona

d(®(p > V14 Do — | > ﬁ”’;d(p,p‘).

On obtient la condition de dilatation cherchée pour D (et donc C) assez grand. [

LEMME 12.33. Le temps de retour entre {—tmaz} X [ug,us] X I, et {tmas} ¥
[ug, us] X I, est majoré par (us — u1) + 4tmaz-
DEMONSTRATION. Pour [¢| > ¢4,

—dg
ov

7<
s

|R¢| =
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car g(t,u,v) = 1 — pzprod — pv et le temps de retour est donc inférieur & 4¢,,,x. Pour
[t|] < t1, 0n a

o7
oL 1 1
o
[Rul = | 575 ‘: %
wd | 91—
v 9
or P
awf| 1
aof — 9"
gl 2

Par conséquent, |R,| > %. Comme 'orbite parcourt un intervalle en u de longueur
au plus us — u1, le temps de retour est majoré par %(U5 —uy) O
On peut donc conclure sur le temps de retour pour t,,,, assez petit et en utilisant

la condition us —u; < ’ f r ,\Va’ < 7 fournie par la définition de rocade pré-convexe.

7. Indice de Conley-Zehnder

Cette section est consacrée a la preuve de la proposition 10.23. Soit ¢ une corde
de Reeb de Sz dans la rocade contenue dans une orbite périodique 7,. On note cy
et c_ les extrémités de c. On construit un anneau S, ayant ¢ pour ame et tel que
toute corde de Sy issue de la méme courbe verticale de Sz que ¢4 et proche de ¢
ne rencontre pas S.. En recollant un collier obtenu par S. aux colliers associés aux
cordes de Reeb dans la variété, on obtient le collier S,, annoncé.

On choisit S, tel que

(1) entre Sz et la zone de convexification, S, soit tangent a % ;
(2) dans la zone de convexification, S, soit tangent & a% ;
(3) dans la partie supérieure de la rocade, S, soit tangent a %.

On lisse la surface ainsi construite. Une corde issue de la méme verticale que ¢4 ne
rencontre pas S, comme expliqué a la figure 10. Dans cette figure, S, est transversale

A==l
-~
N -~

FIGURE 10. Cordes de Reeb et anneau S,

au plan de projection, la corde c est en trait plein et 'autre corde en pointillé.
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aire de contact, 36 forme (F), 22
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dilatante, 99 forme de contact, 19
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renversant les fibres, 98 homologie de contact, 39
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méthode de Moser, 20
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tore incompressible, 38

variété close, 8

modele de rocade, 119
zone de recollement, 77
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Résumé : Le sujet de cette these est la géométrie de contact, en particulier I’étude
des orbites périodiques du champ de Reeb. Colin et Honda ont conjecturé que sur
une variété hyperbolique munie d’une structure de contact universellement tendue, le
nombre d’orbites périodiques de Reeb croit exponentiellement avec la période. Dans
les cas non hyperboliques, ils prédisent un comportement polynomial de 'homologie
de contact. On montre dans ce texte qu’une variété possédant une composante
hyperbolique qui fibre sur le cercle porte une infinité de structures de contact non
isomorphes pour lesquelles le nombre d’orbites périodiques de tout champ de Reeb
non dégénéré croit exponentiellement avec la période. Ce résultat s’obtient grace a
un résultat de croissance de ’homologie de contact. De plus, on calcule I’homologie
de contact et sa croissance dans un cas non hyperbolique : celui des structures
universellement tendues non transversales aux fibres sur un fibré en cercles. Enfin,
on étudie 'effet d’un recollement de rocade sur les orbites périodiques de Reeb.
Cette opération décrit une modification élémentaire de la structure de contact. Elle
consiste en l'attachement d’'un demi-disque vrillé le long d’un arc legendrien contenu
dans le bord de la variété. On montre que les orbites de Reeb créées s’expriment
comme mots en les cordes de Reeb de I'arc d’attachement. On calcule I’homologie
de contact d’un voisinage produit d’une surface convexe apres recollement de rocade
ainsi que de certaines structures sur le tore plein.

Mots clés : Géométrie de contact - Champ de Reeb - Homologie de contact -
Croissance- Dynamique hyperbolique.

Summary : We study contact geometry, and focus on the study of periodic orbits
of the Reeb vector field. It is a conjecture of Colin and Honda that for universally
tight contact structures on hyperbolic manifolds, the number of Reeb periodic orbits
grows exponentially with respect to the period, and they speculate further that
the growth rate of contact homology is polynomial on non-hyperbolic manifolds.
Along the lines of the conjecture, for manifolds with a hyperbolic component that
fibers on the circle, we prove that there are infinitely many non-isomorphic contact
structures for which the number of periodic orbits of any non degenerate Reeb vector
field grows exponentially. Our result hinges on the exponential growth of contact
homology which we derive as well. We also compute contact homology in some non
hyperbolic cases that exhibit polynomial growth, namely those of universally tight
contact structures non transverse to the fibers on a circle bundle. Finally we study
consequences on Reeb periodic orbits of a bypass attachment, an elementary change
of the contact structure consisting in attachment of half an overtwisted disc along
a Legendrian arc. We describe new periodic orbits in terms of Reeb chords of the
attachment arc, we compute contact homology of a product neighborhood of convex
surfaces after a bypass attachment and we compute contact homology for some
contact structures on solid tori.

Key words : Contact geometry - Reeb vector field - Contact homology - Growth
rate - Hyperbolic dynamics.



