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Introduction générale

C’est un fait : il n’existe pas d’observation directe de la Terre au-dela d’une dou-
zaine de kilometres de profondeur'. Hormis dans les productions hollywoodiennes, il
n’est malheureusement pas possible a I’heure actuelle de creuser un puits suffisamment
profond, ni d’envoyer une sonde (habitée ou non) suffisamment loin vers le centre de
la Terre pour observer directement ses propriétés physiques. Moins spectaculaires, mais

d’un intérét primordial, seules des mesures indirectes sont possibles.

La sismologie est I’une des rares disciplines qui puisse fournir des informations sur
la structure interne du globe. En effet, les ondes sismiques générées par les tremblements
de terre véhiculent des informations sur les matériaux traversés le long de leur trajet. Ces
informations sont extraites des sismogrammes a I’aide de théories physiques et mathéma-
tiques. Elles constituent des observations indirectes de la Terre profonde, et permettent
d’établir des modeles du manteau terrestre en s’appuyant sur diverses hypotheses. Les
premiers modeles sismologiques globaux se sont focalisés sur la structure moyenne ra-
diale de la Terre. Puis des modeles 3D sont apparus, obtenus grace a des théories de plus
en plus complexes, qui quantifient les perturbations de vitesses par rapport a ces modeles
unidimensionnels. Parmi les différentes enveloppes accessibles par la tomographie sis-
mique, la zone de transition s. L, située entre 350 et 1000 km de profondeur, suscite un
intérét particulier. Localisée au cceur du manteau terrestre, celle-ci est le siecge d’échanges
de matiere entre les manteaux supérieur et inférieur et comprend de nombreuses trans-
formations de phase minéralogiques. Il s’agit d’une région extrémement hétérogene, a la
fois d’un point de vue thermique et chimique, et dont I’étude constitue une des clés pour
comprendre les processus de convection. Bien que la résolution des modeles sismiques 3D
soit en constante augmentation depuis ces trois dernicres décennies, les différents modeles
s’accordent seulement aux grandes longueurs d’ondes, et les divergences s’amplifient au

fur et a mesure que 1’on s’enfonce dans le manteau terrestre.

La connaissance des variations des vitesses sismiques dans le manteau n’est pour-
tant pas une fin en soi. Effectivement, encore faut-il étre capable d’expliquer quels sont
les parametres physiques qui décrivent la dynamique de la zone de transition, et ceux

11 s’agit du forage effectué dans la péninsule de Kola, en Russie, réalisé de 1970 a 1989.
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qui sont responsables des hétérogénéités de vitesses. Ces hétérogénéités sont-elles d’ori-
gine thermique ? Minéralogique ? Ou bien chimique ? Pour comprendre la dynamique du
manteau terrestre, les géophysiciens ont développé de nombreuses techniques. Alors que
certains d’entre eux s’enferment dans des laboratoires expérimentaux pour reproduire les
conditions thermodynamiques qui régnent a I’intérieur du globe, et ainsi synthétiser les
phases minérales profondes, d’autres se retranchent derriere un ordinateur pour modéli-
ser les variations de vitesses sismiques dans la Terre a partir des données sismologiques.
Ces dernieres années, un axe de recherche actif en géophysique est de confronter les don-
nées issues de la physique des minéraux avec les données sismologiques. Les nouvelles
avancées sur la connaissance de la zone de transition se situent dans ce contexte pluridis-

ciplinaire.

Cependant, la non-unicité des solutions intrinseque a ce genre d’approche est par-
fois négligée, les équipes proposant souvent un seul modele de Terre. Notre planete est
évidemment unique, mais compte-tenu des incertitudes sur les données géophysiques, il
n’existe pas une unique configuration de parametres capable de rendre compte des don-
nées. C’est pourquoi des théories linéarisées, fortement dépendantes d’'un modele de ré-
férence, sont souvent utilisées. Aujourd’hui, de plus en plus d’études cherchent non pas
a produire un modele unique, mais a prendre en compte la non-linéarité entre les para-
metres et les données en décrivant 1’espace des parametres qui constituent ce modele en
termes de probabilités, selon leur adéquation aux données. De telles techniques d’explo-
ration (puisqu’il ne s’agit pas d’inversions au sens classique du terme), ol la connaissance
de nouveaux modeles est éclairée par la connaissance de tous les modeles échantillonnés

précédemment, sont novatrices et appliquées depuis peu en sismologie.

Le but de ce travail de these est d’utiliser les théories de physique des matériaux
pour expliquer les vitesses de phase des ondes de surface en termes de distributions 1D
de température et d’anisotropie radiale dans la zone de transition. La non-linéarité du
probleme est prise en compte en employant une méthode de recherche dans I’espace des
modeles.

Le manuscrit est divisé en sept chapitres, dont le contenu est esquissé ci-dessous :
e Le chapitre 1, qui définit le cadre de I’étude, est divisé en deux grandes parties. La pre-
micre partie est une synthese bibliographique concise des connaissances sur la zone de
transition. Elle met I’accent sur les principaux facteurs responsables des anomalies de
vitesses sismiques dans cette région. La deuxieme partie est focalisée sur les méthodes
tomographiques a I’heure actuelle, en mettant en parallele les méthodes déterministes,
sur lesquelles sont basés la plupart des modeles tomographiques 3D, et les méthodes
probabilistes, plus novatrices en sismologie, qui prennent en compte la non-unicité des
solutions. Ce chapitre s’acheve en décrivant les objectifs de cette these ainsi que la

démarche adoptée pour les remplir, qui s’inscrit dans un cadre pluridisciplinaire.
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e Le chapitre 2 est consacré a la description du probléme direct, c’est-a-dire le passage
d’un modele en température et en anisotropie radiale, aux vitesses de phase correspon-
dantes. Il décrit comment a partir des diagrammes de phases et d’une équation d’état, il
est possible de déterminer les propriétés sismiques d’une roche mantellique, pour une
composition minéralogique et un profil de température donné. Le calcul des vitesses de
phase a lieu par sommations de modes propres, en incorporant 1’ anisotropie radiale. La
paramétrisation particuliere des modeles en courbes de Bézier est également détaillée.

e Le chapitre 3 concerne la méthode d’inversion qui a été appliquée aux vitesses de
phase. Il s’agit d’une inversion probabiliste de type Monte Carlo en utilisant les pro-
priétés des chaines de Markov. Ce chapitre présente les grands traits mathématiques de
la méthode.

e Le chapitre 4 traite de I'implémentation de la procédure d’inversion. Cette derniere
consiste en une détermination jointe des parametres d’un modele 1D en température et
en anisotropie radiale dans la zone de transition, et de vitesse des ondes S dans la croiite
et le manteau supérieur. La méthode d’inversion choisie (détaillée dans le chapitre 3)
s’avere tres générale, c’est pourquoi les choix particuliers qui ont été effectués pour
I’étude de la zone de transition sont décrits en détail.

e Le chapitre 5 est dédié a la validation de I’algorithme sur des données synthétiques, en
laissant un maximum de liberté sur les parametres de 1’inversion. Une attention spéciale
est portée sur la maniere d’analyser les résultats, qui ne correspondent pas a un modele
unique, mais a une distribution de modeles. Les effets de différents facteurs sur les
résultats de I’'inversion sont également illustrés.

e [’application de la méthode sur des vitesses de phase réelles pour un trajet situé au
niveau de 1’Océan Pacifique, est exposée dans le chapitre 6. Les résultats obtenus
amenent a une premiere compréhension des distributions de la température, de 1’ani-
sotropie radiale et des vitesses sismiques dans la zone de transition. L’essentiel de la
discussion est focalisé sur ce que les ondes de surface et la méthode sont capables de
détecter.

e Une synthese de ce travail de these est présentée dans le chapitre 7. Les principaux
résultats sont résumés et des applications potentielles de 1’algorithme développé dans
ce travail sont proposées.

e En Annexe est présenté un article’ qui décrit I’ensemble de la méthode, ainsi que des

applications a des données synthétiques et réelles.

2Drilleau, M., et al., A Bayesian approach to infer radial models of temperature and anisotropy in the
transition zone from surface wave dispersion curves (soumis a GJI).






Chapitre 1

Cadre de I’étude

1.1 La zone de transition

Dans cette premiere partie, 1’état des connaissances sur la zone de transition est
brievement présenté. Au premier ordre, la structure sismique radiale de cette région est
assez bien connue, mais il existe des variations latérales importantes selon les régions du
globe. La figure 1.1 est un schéma qui synthétise les principaux facteurs responsables des
anomalies de vitesses sismiques dans la zone de transition. Tout au long de ce chapitre, on
y fera régulierement référence. Certains facteurs sont bien identifiés tandis que d’autres
sont moins bien contraints (teneur en eau, présence de fusion partielle, ...). Si I’on exa-
mine la situation a I’heure actuelle, on constate que les travaux récents visent a étudier le
manteau dans son ensemble, en prenant en compte les effets de la température, de la miné-
ralogie, de I’anisotropie, ainsi que le contenu en eau, et se placent dans le cadre d’études
pluridisciplinaires. Une des perspectives actuelles des géophysiciens est de confronter les
données provenant d’études tres différentes, les données sismologiques et les données is-
sues des expériences de laboratoire sur les minéraux du manteau, et d’élaborer des théories

intégrant ces différentes données.

Dans cette premiere section, nous allons détailler les caractéristiques essentielles
de la zone de transition présentées sur la figure 1.1. La zone de transition est caractéri-
sée par un certain nombre de discontinuités et de gradients sismiques li€s aux différentes
transitions de phase et transformations minéralogiques des minéraux du manteau. Les
profondeurs des deux principales discontinuités varient radialement et latéralement selon
les conditions de pression, de température et les variations chimiques. Ces discontinuités
jouent un rdle important au niveau géodynamique, en tant que barrieres aux courants as-
cendants et descendants, ce qui implique des modeles de convection complexes. Malgré
une amélioration croissante de la précision des données de laboratoire issues des expé-

riences a hautes pressions et hautes températures, ces mesures ne permettent pas d’évaluer
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F1G. 1.1 : Figure schématique synthétisant les questions qui se posent a propos des va-
riations des vitesses sismiques dans la zone de transition. Les variations de vitesses pro-
duites par différents facteurs sont indiqués en %. Au niveau de la minéralogie (a gauche),
les expériences hautes pressions ont montré que les principales discontinuités sismiques a
410 et 660 km de profondeur sont liées aux transformations de 1’olivine (e. g. Engdahl &
Flinn, 1969; Adams, 1971). Les pyroxenes et les grenats subissent également des trans-
formations, mais de facon plus graduelle avec la profondeur (e. g. Ito, 1977; Liu, 1977).
De I’olivine métastable peut étre présente a I’intérieur des plaques plongeantes (e. g. Va-
cher et al., 1999; Kawakatsu & Yoshioka, 2011). Ces plaques montrent des anomalies
de vitesses positives et certaines arrivent a franchir la barriere endothermique que consti-
tue la discontinuité a 660 km de profondeur, tandis que d’autres stagnent dans la zone de
transition (e. g. van der Hilst et al., 1991; Fukao et al., 1992). La zone de transition est
considérée comme étant anisotrope d’un point de vue sismique (Montagner, 1998), a la
fois a I’échelle globale et régionale. Le contenu en eau (a droite) peut avoir un impact non
négligeable sur I’orientation des cristaux, I’épaisseur des discontinuités et sur la fusion
partielle (Karato, 2011).

précisément les contributions relatives de la température et de la composition minéralo-
gique sur les vitesses sismiques. De plus, I’interprétation des profils sismiques dans la
zone de transition s’avere particulicrement complexe car celle-ci est considérée comme

étant anisotrope d’un point de vue sismique.

1.1.1 Les discontinuités sismiques

La zone de transition du manteau est définie comme étant la région délimitée par
deux grandes discontinuités sismiques a 410 et 660 km de profondeur, a I’intérieur de la-
quelle la masse volumique et les vitesses sismiques augmentent brutalement (voir tableau

1.1). La limite supérieure est associée a la transition de phase de I’olivine (Mg,Fe),S10,4
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profondeur (km) | AVs/Vs (%) | AVp/Vp (%)
410 3.6 2.6
660 6.7 4.7

TAB. 1.1 : Sauts de vitesses sismiques a 410 et 660 km de profondeur dans le modele
PREM (Dziewonski & Anderson, 1981).

en wadsleyite et la limite inférieure correspond principalement a la transformation mi-
néralogique de la ringwoodite en pérovskite (Mg,Fe)SiO3 et magnésiowiistite (Mg, Fe)O
(Katsura & Ito, 1989; Ita & Stixrude, 1992). La wadsleyite et la ringwoodite sont des
polymorphes de I’olivine, ¢’est-a-dire qu’ils présentent la méme formule chimique, mais
qu’ils possedent une structure cristalline plus compacte'. A partir d’études pétrologiques,
Birch (1952) a été le premier a formuler I’hypotheése que I’évolution des roches du man-
teau en fonction de la profondeur ne devait pas correspondre a une simple compression
d’un matériau homogene, mais que les minéraux silicatés devaient se transformer en des
phases plus denses, liées a des arrangements plus compacts. Les prédictions de Birch
(1952) n’ont été confirmées par la sismologie que 15 ans plus tard (e. g. Niazi & Ander-
son, 1965; Ibrahim & Nuttli, 1967; Julian & Anderson, 1968). Les températures a 410 et
660 km de profondeur sont respectivement égales a 1750100 K et 19004+150 K (Ito &
Takahashi, 1989), et les pressions auxquelles ont lieu les transformations correspondent
a environ 13.5 GPa et 24 GPa (Akaogi et al., 1989; Katsura & Ito, 1989). Les premieres
cartographies a I’échelle globale des discontinuités a 410 et 660 km de profondeur ont été
réalisées par Shearer (1991) et Shearer & Masters (1992) a partir des différences de temps
de trajet entre les ondes S'S et leurs précurseurs (voir section 1.1.2). Ces cartes soulignent

le caractere global de ces deux interfaces.

Une transformation supplémentaire dans le systeme olivine a lieu au milieu de la
zone de transition : il s’agit de la transition de phase wadsleyite — ringwoodite, qui se
produit théoriquement a 520 km de profondeur. Les études sismiques ont d’abord révélé
cette discontinuité uniquement sous les continents (e. g. Gu et al., 1998) et des études
globales montrent que les relativement faibles contrastes d’impédance de part et d’autre
de cette discontinuité s’y traduisent par une moindre réflexion des ondes sismiques que
sur les discontinuités a 410 et 660 km de profondeur (Flanagan & Shearer, 1998). De
plus, contrairement a la transition de phase a 410 km qui s’étale sur seulement 5 a 10 km
d’épaisseur suivant les conditions de température, la wasleyite et la ringwoodite peuvent
coexister sur 10 2 50 km d’épaisseur (Shearer, 2000). A cause de cet intervalle de transi-
tion tres large en profondeur, la discontinuité a 520 km serait sismiquement moins visible

car elle ne correspond pas a un changement rapide des propriétés sismiques. De plus,

'La structure cristalline de I’olivine est orthorhombique, celle de la wadsleyite est monoclinique et celle
de la ringwoodite est cubique a structure spinelle.
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cette discontinuité n’est pas répartie latéralement de maniere homogene, a I’échelle glo-
bale (Deuss & Woodhouse, 2001). Elle n’est d’ailleurs pas prise en compte dans certains

modeles de Terre de référence (par exemple le modele AK135 de Kennett et al., 1995).

Les variations latérales des vitesses sismiques observées a différentes échelles
sont une des manifestations de 1’hétérogénéité du manteau. L’olivine et ses polymorphes
comptent pour 40 a 60 % de la pétrologie du manteau total, selon le modele pétrologique
considéré. Le reste est composé de pyroxenes et de grenat, qui eux aussi subissent des
transformations. L’effet des transitions de phase sur les discontinuités sismiques est éva-
lué a partir de calculs thermodynamiques. Ces calculs confirment I’importance de consi-
dérer les minéraux de la composante non-olivine pour faire le lien entre les images tomo-
graphiques, la profondeur des discontinuités (Vacher et al., 1998) et I’origine thermique
ou bien compositionnelle des anomalies (Cammarano et al., 2003; Stixrude & Lithgow-
Bertelloni, 2005a, 2010). Une synthese sur les différentes transitions de phase et transfor-
mations minéralogiques qui ont lieu dans la zone de transition, ainsi que leurs profondeurs

de référence, est montrée dans le tableau 1.2.

transitions de phase profondeur  pente de référence

et de référence Clapeyron

transformations minéralogiques | (km) (MPa/K)

olivine — wadsleyite 410 +3.1 Akaogi et al. (2007)
+4.0 Katsura et al. (2004)
+3.0 Bina & Helffrich (1994)

wadsleyite — ringwoodite 520 +5.2 Akaogi et al. (2007)
+6.9 Suzuki et al. (2000)

ringwoodite — pérovskite 660 —-2.6 Akaogi et al. (2007)

+ magnésiowiistite —1.3 Fei et al. (2004)

—0.4 2 —2.0 Katsura et al. (2003)
-3.0 Akaogi & Ito (1993)
2.8 Ito & Takahashi (1989)

Cpx — Ca-pérovskite + grenat | 540-560 +4.0 Saikia et al. (2008)

région chaude :

grenat — pérovskite 660 +1.3 Hirose (2002)

région froide :

grenat — ilménite 660 +4.0 Wang et al. (2004)

ilménite — pérovskite 660 —-3.1 Fei et al. (2004)

TAB. 1.2 : Transitions de phase et transformations minéralogiques ayant lieu dans la
zone de transition. Les valeurs des pentes de Clapeyron (notion définie dans la section
1.1.2) associées sont indiquées.
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La présence de pyroxenes dans le manteau supérieur conduit a une transforma-
tion supplémentaire vers 520 km de profondeur, liée a la dissociation de clinopyroxene
en Ca-pérovskite et grenat. Bien que cette transition ait lieu sur un intervalle de 40 a
60 km de profondeur, la majorité de la dissociation a lieu dans les 10 a 20 premiers ki-
lometres (Saikia et al., 2008). Dans les régions « froides » (par exemple au niveau des
plaques plongeantes), trois transformations peuvent se produire : grenat — ilménite, puis
ilménite — pérovskite, suivie par la transformation minéralogique ringwoodite — pérovs-
kite + magnésiowiistite. Ces deux dernieres discontinuités sont proches en profondeur et
peuvent apparaitre comme une unique discontinuité (e. g. Weidner & Wang, 1998). Dans
les régions « chaudes » (par exemple pres des points chauds) a lieu la transition grenat
— pérovskite. Dans une région « chaude » du manteau avec des grenats alumineux, la pé-
rovskite n’est pas stable et la ringwoodite se transforme en grenat (et non en pérovskite) et
magnésiowiistite, suivie par la transformation de grenat en pérovskite alumineuse (Vacher
et al., 1998; Weidner & Wang, 1998). A la base de la zone de transition, la présence d’alu-
minium a I’intérieur des grenats conduit a des discontinuités multiples qui dépendent a la
fois de la température et de la composition du manteau (Weidner & Wang, 1998, 2000;
Fei et al., 2004; Wang et al., 2004).

Les propriétés physiques d’une roche correspondent a une moyenne pondérée des
propriétés individuelles de chacun des minéraux qui la composent. Les changements de
phase des pyroxenes et des grenats ont lieu de fagon plus graduelle dans le manteau que
pour les polymorphes de I’olivine. Ils tendent a modifier les gradients des vitesses sis-
miques en fonction de la profondeur plutdt qu’a former des discontinuités discretes. L'in-
terprétation des profils de vitesse est donc complexe a cause des différentes transforma-
tions qui ont lieu dans les systemes olivine et pyroxenes-grenat, car elles se réalisent a des

intervalles de profondeurs qui parfois se superposent (tableau 1.2).

1.1.2 Variations spatiales des discontinuités

Les profils sismiques sont d’autant plus difficiles a interpréter que la largeur de I’in-
tervalle de pression sur laquelle une transformation minéralogique se réalise dépend de la
température et de la chimie du milieu. La figure 1.2 montre comme exemple le diagramme
de phase de I’olivine dans le systeme fayalite-forstérite pour différentes températures. Ce
sont les conditions de pression, de température et les variations chimiques qui définissent
la profondeur des transformations. Les réactions ne se produisent pas instantanément, ce
qui se traduit par une « épaisseur » des discontinuités terrestres. Les profondeurs et les
épaisseurs des transformations vont donc varier latéralement si des variations latérales de
ces parametres existent. C’est I’analyse du contenu fréquentiel des ondes converties a tra-

vers les interfaces qui permet d’étudier ces phénomenes en détail. Les fréquences utilisées
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sont en général entre 0.2 et 2.0 Hz. Il est généralement considéré que les ondes de surface

possedent des fréquences trop basses pour Etre affectées par ces phénomenes.

La pente de Clapeyron I relie la pression et la température aux changements de
volume qui se produisent lors d’un changement d’état. Elle est définie pour une relation

univariante selon 1’équation :
_dP AS
AT AV’
ou P et T représentent respectivement la pression et la température, S 1’entropie et V'

(1.1)

le volume. La pente de Clapeyron correspond a la trajectoire de la limite dans I’espace
pression-température qui sépare les produits et les réactifs lorsqu’ils ont des compositions
fixées. Les deux transformations principales a 410 et 660 km de profondeur ont des pentes
de Clapeyron de signes opposés (voir tableau 1.2 et figure 1.3), ce qui signifie qu’en pré-
sence d’'un méme événement géodynamique, les deux discontinuités a 410 et 660 km de
profondeur ont un comportement anticorrélé. D’apres le tableau 1.2, il est clair que les
valeurs obtenues pour les pentes de Clapeyron, en particulier pour celle de la transfor-
mation de ringwoodite en pérovskite et magnésiowiistite, sont sensiblement différentes
selon les auteurs, et ce pour deux raisons. D’une part, les études expérimentales ne sont
pas toutes effectuées dans les mémes conditions (température de la transition légerement
différente, teneur en fer de I’olivine originelle variable, ...). D’autre part, les études théo-

re (K)

mpératy 18V
Temp 1600

1400

Pression (GPa)

T L
Mg,SiO, o1 02 03 04 05 06 07 08 09 Fe,SiO

Composition

F1G. 1.2 : Domaines de transformations des polymorphes de 1’olivine en fonction de
la pression, de la température et de la proportion de fayalite Fe;SiO,4 (d’apres Castillo,
2001, modifié). Les diagrammes de phase ont été construits d’apres les valeurs de Ito &
Takahashi (1989) et Bina & Helffrich (1994). Abréviations : ol : olivine, wad : wadsleyite,
r1 : ringwoodite.
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FiG. 1.3 : Représentation schématique des pentes de Clapeyron de la transition de phase
olivine — wadsleyite et de la transformation minéralogique ringwoodite — pérovskite +
magnésiowiistite.

riques n’utilisent pas forcément les mémes équations d’état. Ces différentes estimations
ont d’importantes conséquences, notamment sur les modeles numériques de convection
qui prennent en compte les transitions de phase (voir section 1.1.3), et servent a I’ interpré-
tation en termes de température et de composition des ondulations des discontinuités. De
maniere générale, ce sont des valeurs situées autour de ['gg9 ~ 2.8 MPa/K qui reviennent

le plus souvent dans les publications.

Théoriquement, la zone de transition devrait s’épaissir dans les régions froides (par
exemple lorsqu’une plaque plongeante traverse la zone de transition comme sur la figure
1.1), et s’affiner au niveau des régions chaudes, comme les panaches. A cause de leur
importante dépendance par rapport a la température, les changements de phases minérales
peuvent avoir lieu a plusieurs dizaines de kilometres de différence par rapport a leurs
positions moyennes respectives. La pente de Clapeyron de la discontinuité a 410 km prédit
que la discontinuité devrait €tre élevée au niveau des zones de subduction et abaissée au
niveau des points chauds. Un comportement inverse est attendu pour la discontinuité a
660 km (figure 1.1). Cette hypothese peut étre testée en cherchant une corrélation entre les
topographies des discontinuités et les vitesses sismiques, en considérant que les variations
de vitesses sont uniquement liées a la température.

Les précurseurs des ondes SS et PP sont les ondes les plus employées pour étu-
dier les caractéristiques des discontinuités de la zone de transition a I’échelle globale. Les
ondes 5SS (ou PP) sont des ondes de volumes télésismiques qui sont réfléchies a la sur-
face de la Terre. Leur sensibilité n’est pas située directement sous la station, mais plutot
en un point situé entre la source sismique et la station (figure 1.4a). Leurs précurseurs’

voyagent selon des chemins semblables, mais ils sont réfléchis sur des discontinuités et

?Les précurseurs sont nommés SdS (ou PdP), ot d correspond a la profondeur de la discontinuité. Par
exemple, S660S est le précurseur des ondes S'S réfléchi sous la discontinuité a 660 km.
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F1G. 1.4 : (a) En haut : géométrie des rais des précurseurs des ondes S'S. En bas : exemple
de sismogramme montrant les positions des arrivées des ondes S'S et des ondes réfléchies
sur les discontinuités de la zone de transition S4105, S5205 et S6605 (d’apres Houser
& Williams, 2010). (b) Mesures de 1’épaisseur de la zone de transition en utilisant les
précurseurs des ondes S'S (d’apres Deuss, 2009).

arrivent avant I’onde S'S (ou PP) sur le sismogramme (figure 1.4a). Puisque les chemins
empruntés par les ondes S.S (ou P P) et leurs précurseurs sont tres similaires, on considere
que le temps différentiel entre 1’arrivée des ondes SS (ou P P) est uniquement sensible
aux structures entre la profondeur de la discontinuité et la surface, et que les autres hé-
térogénéités ont modifié I’onde principale de la méme maniere que ses précurseurs. Pour
une synthese sur les différentes techniques d’observations et d’analyse des précurseurs, le

lecteur pourra se référer a Deuss (2009).

Pour évaluer la topographie des discontinuités, la différence entre les temps d’ar-
rivée des précurseurs des différentes discontinuités et le temps d’arrivée de I’onde SS
ou PP est donc mesurée. Les mouvements de la discontinuité a 410 km ne semblent
pas toujours répondre aux perturbations thermiques du manteau (Flanagan & Shearer,
1998; Gu et al., 1998; Houser et al., 2008). Chambers et al. (2005) ont montré qu’une
corrélation entre les vitesses sismiques et la température existe seulement pour de tres
grandes longueurs d’onde, mais qu’elle disparait aux courtes longueurs d’onde. Ainsi, a
longue période les variations de la topographie et des vitesses sismiques seraient liées au
méme facteur, c’est-a-dire la température, mais a plus courte période des hétérogénéités
chimiques devraient jouer un role non négligeable. Gossler & Kind (1996) et Gu et al.
(1998) suggerent que la discontinuité a 410 km s’éleve sous les continents. Cependant,
d’autres études ne confirment pas cette corrélation (Flanagan & Shearer, 1999; Chambers
et al., 2005). Contrairement a la discontinuité a 410 km de profondeur, la topographie de
la discontinuité a 660 km montre une corrélation avec les vitesses sismiques et s’enfonce
au niveau des zones de subduction (Flanagan & Shearer, 1998; Gu et al., 1998; Houser
et al., 2008).



1.1 La zone de transition 13

Les mesures des temps d’arrivée des ondes SS (ou PP) et de leurs précurseurs
doivent étre corrigées des variations 3D de la structure de la crolite et du manteau su-
périeur, ce qui peut potentiellement affecter les résultats. Une mesure plus robuste est
la détermination de 1’épaisseur de la zone de transition, qui correspond a la différence de
temps de trajet entre les phases réfléchies sur les discontinuités a 410 et 660 km. Cette me-
sure dépend uniquement de la structure entre ces deux profondeurs. Les études globales de
I’épaisseur de la zone de transition (Gu et al., 2003; Houser et al., 2008; Lawrence & Shea-
rer, 2008; Deuss, 2009) indiquent un épaississement au niveau des zones de subduction.
La figure 1.4b montre qu’il est particulierement important a 1’ouest de 1’Océan Pacifique.
Cette tendance est confirmée par les études régionales dans lesquelles par exemple, une
élévation de la discontinuité a 410 km de 60-70 km (Collier et al., 2001) et une déflection
de 57km pour la discontinuité a 660 km (Tibi & Wiens, 2005) ont été remarquées pour
la plaque plongeante d’Izu-Bonin, ce qui donne une épaisseur de la zone de transition
d’environ 370 km.

Bien que la température joue un role primordial sur la topographie des principales
discontinuités, I’amplitude des variations de leur localisation fluctue a I’échelle globale et
indique qu’il ne s’agit pas de 1’'unique facteur de contrdle de la topographie. L’amplitude
de ces variations peut en effet refléter dans les zones de subduction, en plus des diffé-
rences thermiques, des différences compositionnelles, ce qui peut affecter a la fois la pro-
fondeur et 1’épaisseur des discontinuités (e. g. Wood, 1995). Bien qu’elles soient moins
bien contraintes que pour le systeme olivine, des transitions de phase exothermiques et
endothermiques ont lieu dans le systeme pyroxenes-grenat (tableau 1.2). Les profondeurs
des transitions de phase impliquant le grenat sont fortement dépendantes de la quantité de
pyrope (c’est-a-dire la quantité d’aluminium du grenat), qui peut entrainer des variations
de la profondeur des discontinuités de plus de 50 km (Weidner & Wang, 1998). Les varia-
tions de topographie des discontinuités minéralogiques sont susceptibles d’étre liées aux
effets cumulés de plusieurs réactions de pentes de Clapeyron de mémes signes ou bien
de signes opposés, ce qui peut conduire a des variations a des profondeurs éloignées de
celles théoriquement attendues dans le cas ol une composition d’olivine pure est consi-
dérée. Récemment, la présence d’olivine métastable a été décelée au niveau du sud-ouest
du Japon (Kawakatsu & Yoshioka, 2011). La transformation olivine — wadsleyite peut
étre effectivement retardée a I’intérieur de la partie la plus froide de la plaque plongeante.
Ainsi, I’olivine peut persister plus profondément qu’a 410 km de profondeur (figure 1.1).

1.1.3 Géodynamique de la zone de transition

Les discontinuités décrites précédemment jouent un réle de premier plan dans la
dynamique interne de la planete, en tant qu’obstacles aux courants convectifs ascendants
et descendants.
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Au fur et a mesure que les plaques plongeantes s’enfoncent dans le manteau au ni-
veau des zones de subduction, des matériaux sont déposés a différentes profondeurs. Ces
matériaux sont ensuite dispersés a travers le manteau par ’intermédiaire des mouvements
de matiere (e. g. Christensen & Hofmann, 1994; Nakagawa et al., 2009). Progressive-
ment, un équilibre thermique se met en place pour réduire les différences de rhéologie
et de masse volumique. Ainsi, les matériaux déposés se mélangent au manteau environ-
nant. Bien que les études sismologiques indiquent que la composante a grande longueur
d’onde des hétérogénéités du manteau est généralement dominante (p. e. Becker & Bo-
schi, 2002), ces processus sont responsables de la production d’hétérogénéités a toutes les
échelles, radiales comme latérales. Des indices sismologiques et chimiques de la présence
de ces hétérogénéités ont d’ailleurs été mis en évidence (e. g. Helffrich & Wood, 2001; Ta-
ckley et al., 2005). Par exemple, des études utilisant les propriétés des ondes diffractées
(e. g. Hedlin et al., 1997) ont détecté des corps dans le manteau inférieur dont la taille est
d’environ 10 km. Etant donnée leur taille, il s’agirait plutdt d’hétérogénéités chimiques
que thermiques, vestiges de plaques plongeantes. Un autre exemple est 1’existence de ba-
saltes qui montrent dans leur signature isotopique des évidences de la contribution d’une

crolite océanique ayant subi un processus de subduction (Hofmann, 1997).

Les hétérogénéités du manteau induites par le processus de subduction sont ainsi
présentes a tous les niveaux. Elles se rencontrent a des échelles variées, qui représentent
les différents stades du processus de mélange : de 1’ordre du millier de kilometres pour
une plaque plongeante ou bien pour la longueur d’onde de la topographie des disconti-
nuités de la zone de transition, a la dizaine de kilometres pour des morceaux de plaques
plongeantes (Helffrich, 2006), et jusqu’a I’échelle microscopique (chimique) (Hofmann,
1997). Malgré ce modele pour la production et la maintenance d’hétérogénéités latérales
dans le manteau, et en particulier dans la zone de transition, la nature de ces hétérogénéi-
tés aux différentes échelles observées n’est pas clairement connue. Plusieurs questions se
posent : Sont-elles d’origine compositionnelle ou thermique ? Ou bien une combinaison
des deux ? Et quelle est leur relation avec le mode de convection du manteau ? Une des
clés pour répondre a ces questions se trouve en partie dans les images obtenues par la

tomographie sismique.

Historiquement, ce sont les images tomographiques régionales produites au début
des années 1990 qui ont donné de nouveaux éléments de réflexion sur les modalités des
processus de convection. L’étude de Okino et al. (1989) a été la premiere a détecter, a
partir d’une analyse des temps de trajet, que les plaques plongeantes pouvaient présenter
un comportement horizontal dans le manteau. Puis van der Hilst et al. (1991) ont mon-
tré, par I’intermédiaire d’une tomographie des ondes P, que les plaques plongeantes sous
les arcs du Japon et d’Izu-Bonin subissent une flexion a 660 km de profondeur, tandis

que sous les Mariannes et 1’arc des Kouriles, elles pénetrent dans le manteau inférieur.
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Par la suite, de nombreuses études tomographiques ont confirmé que les plaques plon-
geantes ont des comportements différents a ’intérieur du manteau (Fukao et al., 1992,
2001; Grand, 1994; Bijwaard et al., 1998; Karason & van der Hilst, 2000; Li et al., 2008).
Sur la figure 1.5, trois comportements peuvent étre distingués. Certaines plaques stagnent
a la base de la zone de transition (coupes BB’ et CC’), d’autres subissent une flexion dans
la zone de transition avant de pénétrer dans le manteau inférieur (coupe EE’), et d’autres

encore plongent directement dans le manteau inférieur (coupes AA’, DD’ et FF’). A la
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F1G. 1.5 : Exemples de sections verticales de vitesse des ondes P dans le manteau au
niveau de plusieurs zones de subduction (d’aprés Karason & van der Hilst, 2000). Elles
révelent la présence d’anomalies rapides des ondes P associées aux plaques plongeantes.
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suite de ces observations, deux modeles extrémes de convection ont été proposés : un
modele a une couche qui affecterait I’ensemble du manteau et un modele de convection
a deux couches (Hofmann, 1997; Turcotte et al., 2000). Les arguments en faveur d’un
systtme de convection a deux couches proviennent d’études géochimiques (Hofmann,
1997). Le manteau supérieur est appauvri en éléments traces incompatibles, comparé a la
composition moyenne théorique d’une Terre primitive, ce qui signifie que des matériaux
complémentaires primitifs doivent exister ailleurs. De plus, il existe des basaltes de com-
positions isotopiques distinctes, ce qui implique la présence de réservoirs différents dans
le manteau. En revanche, les observations sismologiques indiquent que les plaques plon-
geantes peuvent atteindre le manteau inférieur, ce qui est plutdt en faveur d’un scénario
de convection globale. Que la convection soit a une ou deux couches dans le manteau,
il existe certainement des interactions entre les manteaux supérieur et inférieur. Ces der-
nicres années, on attribue une complexité plus importante au style de convection dans le
manteau que ces deux modeles extrémes. En effet, des modeles alternatifs ont été proposés

en faveur d’un systéme de convection partiellement stratifié (e. g. Tackley, 2008).

Les modeles numériques de convection qui prennent en compte les transformations
minéralogiques, et qui introduisent les valeurs des pentes de Clapeyron dans leurs simu-
lations, ont largement alimenté le débat sur une éventuelle stratification de la convection
mantellique. La discontinuité a 660 km de profondeur est I’une des structures les plus im-
portantes de I’intérieur de la Terre. Les modeles numériques de convection du manteau
montrent effectivement que la présence d’une transition de phase endothermique stabilise
une convection stratifiée (e. g. Sotin & Parmentier, 1989), excepté lors de courtes périodes
d’avalanches dans le manteau inférieur (e. g. Tackley et al., 1984; Tackley, 2008). Cepen-
dant, ces modeles sont dépendants des valeurs des pentes de Clapeyron utilisées. Ils sont
confrontés a une revue a la baisse de la pente de Clapeyron de la transformation minéra-
logique ringwoodite — pérovskite + magnésiowiistite (voir tableau 1.2). Des expériences
récentes utilisant la diffraction des rayons X ont trouvé des valeurs comprises entre —0.4
et —1.3 MPa/K (Katsura et al., 2003; Fei et al., 2004; Litasov et al., 2005), ce qui est plus
faible que les valeurs de —3.0 a —2.0 MPa/K déterminées par des études plus anciennes
(Ito & Takahashi, 1989; Bina & Helffrich, 1994; Irifune et al., 1998).

Deschamps & Tackley (2009) ont réalisé des simulations de convection thermo-
chimique en se focalisant sur les résultats qui montrent une bonne adéquation avec le
modele de tomographie sismique de Trampert et al. (2004). Ces auteurs en ont déduit un
modele de convection hybride, dont une représentation schématique est montrée sur la
figure 1.6. Ils ont constaté que la transformation minéralogique endothermique a 660 km
de profondeur empéche de fagcon significative les échanges de matiere et aide a conserver
des hétérogénéités de composition importantes dans le manteau inférieur. Une stratifi-

cation compositionnelle globale est maintenue de chaque co6té de la discontinuité. Les
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FIG. 1.6 : Modele de convection alternatif de Tackley (2008).

modeles de convection qui fournissent le meilleur accord avec le modele sismologique
possedent des valeurs de pente de Clapeyron comprises entre —1.5 et —3.0 MPa/K. La
pénétration de plaques plongeantes dans le manteau inférieur serait épisodique dans le
temps et ’espace. Dans ce type de modele, les avalanches a travers la discontinuité a
660 km de profondeur sont liées aux ondulations de I’interface sous I’effet des variations
de température. Elles ont lieu quand les anomalies de densité accumulées au-dessus de cet
interface sont suffisamment importantes pour compenser les forces de bouillonnement”.

Les anomalies de densité les plus efficaces pour pénétrer la discontinuité a 660 km de pro-
fondeur sont caractérisées par de grandes longueurs d’onde horizontales. Les panaches
sont au contraire stoppés par la discontinuité, et des panaches secondaires, plus petits,
sont générés au-dessus de la zone de transition (figure 1.6). Le manteau profond contien-
drait des piles de matériaux primitifs et subductés. Bien que ce modele de convection
hybride soit basé sur des modélisations numériques qui contiennent de nombreuses sim-
plifications (par exemple, les transformations du grenat n’ont pas été prises en compte par
Deschamps & Tackley, 2009), il est certainement plus réaliste que les deux modeles ex-
trémes de convection proposés il y a 30 ans, et décrit le manteau comme étant une région

extrémement complexe, hétérogene a toutes les échelles, spatiales et temporelles.

3La force de « bouillonnement » est la poussée d’Archimede résultant des différences de masse volu-
mique liées a une différence de température.
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1.1.4 Réconcilier les données sismologiques et les données de
laboratoire

La physique des matériaux terrestres a pour but de comprendre la composition in-
terne de la Terre aussi bien d’un point de vue statique (quels sont les minéraux présents
a une profondeur donnée ?) que d’un point de vue dynamique (comment les transitions
de phase influent-elles sur la circulation de matiere ?). Pour répondre a ces questions, des
études expérimentales fournissent les données thermiques et élastiques sur les minéraux,
et des études théoriques permettent d’extrapoler ces données a des pressions et des tem-

pératures inaccessibles expérimentalement.

Depuis les années 1980, deux modeles sont classiquement utilisés pour décrire
la minéralogie du manteau. Le premier est le modele pyrolitique (Ringwood, 1975). Ce
modele décrit une roche théorique, la pyrolite, qui permet d’expliquer 1’extraction des
liquides basaltiques et la formation d’un résidu péridotitique. Le deuxieme modele, la pi-
clogite (Bass & Anderson, 1984), est caractérisée par une proportion plus importante de
grenat et de pyroxenes, et moins d’olivine. Dans la suite de cette these, les termes pyro-
lite et piclogite feront référence aux compositions listées dans le tableau 1.3. Le modele
piclogitique original possédait 16 % d’olivine en volume (Bass & Anderson, 1984). En se
basant sur des estimations de I’€lasticité du grenat a haute pression, la fraction volumique
d’olivine dans la piclogite a été re-évaluée a 40 % (Duffy & Anderson, 1989). Ce modele
a été proposé dans le cadre d’une évolution du manteau qui conduit a une différenciation
chimique du manteau supérieur par rapport a la zone de transition (voir section 1.1.3).

Il y a une vingtaine d’années, Ita & Stixrude (1992) ont montré que les deux modeles

mol (%) pyrolite piclogite basalte harzburgite
Si0, 38.71 41.94 51.75  36.07
MgO 49.85 42.32 1494  56.51
FeO 6.17 5.29 7.06 6.07
CaO 2.94 8.67 13.88  0.81
Al;O5 2.22 1.78 10.19  0.53
Na,O 0.11 0.00 2.18 0.00
fraction volumique (%) | pyrolite piclogite

olivine 61 40

orthopyroxene 15 22

clinopyroxene 10 8

grenat 14 30

TAB. 1.3 : Compositions chimiques et minéralogiques d’une pyrolite (valeurs de Iri-
fune, 1987), d’une piclogite (valeurs de Bass & Anderson, 1984), d’un basalte (valeurs de
Workman & Hart, 2005) et d’une harzburgite (valeurs de Baker & Beckett, 1999).
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s’ajustaient bien aux modeles 1D de référence comme le PREM (Dziewonski & Ander-
son, 1981) ou AK135 (Kennett et al., 1995). En particulier, plusieurs études (e. g. Weid-
ner, 1985; Ita & Stixrude, 1992) ont constaté qu’un modele pyrolitique avec un gradient
adiabatique et une température potentielle* de 1300 °C pouvait expliquer les modeles de
référence au premier ordre.

Plus récemment, Cammarano et al. (2005a,b) ont déterminé que, compte-tenu des
incertitudes actuelles sur les modules élastiques des minéraux du manteau, le comporte-
ment sismique d’un tel modele n’est pas capable d’expliquer les modeles sismiques de
référence (figure 1.7). En effet, le profil adiabatique a 1300 °C posseéde un gradient de
vitesse plus faible dans la zone de transition, ainsi qu’un saut de vitesse plus faible a
660 km de profondeur. Au-dessous de cette discontinuité, les vitesses sismiques sont éga-
lement plus faibles. Les transformations de phases a une composition fixée ne paraissent
pas suffisantes pour rendre compte des phénomenes sismiques.
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F1G. 1.7 : Comparaison entre le profil adiabatique pyrolitique a 1300 °C avec les modeles
de référence AK135 (Kennett et al., 1995) et PREM (Dziewonski & Anderson, 1981). Les
bandes grises indiquent les incertitudes sur le modele pyrolitique adiabatique (d’apres
Cobden et al., 2008).

Cammarano & Romanowicz (2007) et Cobden et al. (2008) ont proposé que la com-
position globale moyenne du manteau se modifie avec la profondeur pour rendre compte
des données sismiques, avec une région au-dessus de 660 km enrichie en matériaux basal-
tiques, et une région au-dessous de 660 km enrichie en harzburgite appauvrie. Une telle
stratification est prédite par les calculs dynamiques qui prennent en compte la dépendance

de la localisation des transitions de phase par rapport a la composition (Nakagawa et al.,
2009).

“La température potentielle d’un matériau correspond a la température que celui-ci aurait s’il était dé-
tendu adiabatiquement a un niveau de pression standard (ici la surface de la Terre).
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Jusqu’a présent, seules des compositions a 1’équilibre chimique ont été évoquées.
Xu et al. (2008) ont considéré deux modeles de composition du manteau composés de
basalte et d’harzburgite. Il ont d’abord étudié un modele a 1’équilibre, ou les composants
basalte et harzburgite sont équilibrés chimiquement, et un mélange mécanique, qui re-
présente le scénario extréme dans lequel le manteau pyrolitique a réalisé une complete
différenciation en basalte et en harzburgite. Dans ce dernier modele, les propriétés de la
roche globale sont calculées en moyennant les propriétés des minéraux des composants
basalte et harzburgite. En faisant I’hypothese d’une composition mantellique pyrolitique,
Xu et al. (2008) ont trouvé, sur la base d’une comparaison qualitative, que le mélange
mécanique est plus proche des modeles de référence que 1’assemblage a 1’équilibre. D un
point de vue pétrologique, un modele totalement différenci€ pour le manteau terrestre est
difficilement concevable. En effet, un tel modele n’est pas compatible avec le volcanisme
basaltique au niveau des rides médio-océaniques. Cependant, étant donné les faibles vi-
tesses des mouvements de convection (Kellogg et al., 2002) et 1a faible diffusion chimique
dans le manteau solide (Farber et al., 1994), il est possible qu’une homogénéisation com-
plete entre le basalte subducté et I’harzburgite ne soit pas réalisée, dans certaines régions

du manteau.

En plus des hétérogénéités chimiques, un facteur qui pourrait également affecter la
valeur des gradients de vitesses sismiques est le contenu en eau. Les constituants majeurs
de la zone de transition, la wadsleyite et la ringwoodite, ont la capacité d’accommoder
de I’eau jusqu’a 3 % en poids (Inoue et al., 1995; Kohlstedt et al., 1996), a des pressions
correspondant aux profondeurs de la zone de transition, alors que les manteaux supérieur
et inférieur posseédent une faible capacité de stockage (figure 1.1). Cette capacité tend
a diminuer avec I’augmentation de la température, mais Smyth et al. (2003) ont estimé
qu’un contenu en eau d’environ 1 % en poids pouvait s’intégrer dans la structure de la
wadsleyite et de la ringwoodite a 1300 °C. La zone de transition constitue donc un réser-
voir d’eau potentiel. Bien que la quantité maximale d’eau dans la zone de transition soit
relativement bien contrainte par les données expérimentales sur la solubilité de 1I’eau dans
les minéraux du manteau, la quantité d’eau supposée demeure tres controversée. De pe-
tites quantités d’eau peuvent affecter de facon significative les propriétés des minéraux du
manteau, entrainant un abaissement du solidus et une diminution des vitesses sismiques
(Karato, 2011). Cependant, les études de Jacobsen & Smyth (2006), Jacobsen et al. (2008)
et Mao et al. (2008) montrent que 1’influence de I’eau sur les minéraux du manteau est mi-
neure pour des quantités d’eau inférieure a 0.1 %. L’influence de I’eau reste faible sur les
vitesses sismiques et est inférieure a celle des variations de composition ou de la tempéra-
ture (Karato, 2011). La présence d’eau pourrait expliquer I’amplitude de la topographie a
660 km de profondeur, en bonne adéquation avec une faible pente de Clapeyron (Litasov

et al., 2005), bien que des études supplémentaires soient nécessaires pour clarifier le lien
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entre les expériences de laboratoire et les calculs théoriques. De la fusion partielle dans
le coin du manteau (e. g. Zhao, 2001), liée a la déshydratation de la plaque plongeante, et
pres de la discontinuité a 410 km de profondeur (Revenaugh & Sipkin, 1994; Bercovici &
Karato, 2003; Jasbinsek & Dueker, 2007; Tauzin et al., 2010) pourrait réduire localement
les vitesses sismiques (voir figure 1.1). De plus, ’eau transporte des éléments dissous
dans les fluides, ce qui peut également modifier la localisation des limites de phases ainsi

que I’épaisseur des transitions (e. g. Wood, 1995).

1.1.5 Anisotropie sismique

Les variations de vitesses des ondes sismiques sont liées non seulement aux anoma-
lies de température ou de composition chimique, mais aussi a 1’anisotropie sismique. La
cartographie des déplacements de maniere dans le manteau est basée sur 1’interprétation
de I’anisotropie sismique observée en utilisant une relation entre I’ orientation cristallo-
graphique préférentielle (appelée CPO ou LPO pour Crystallographic/Lattice Preferred
Orientation) des minéraux du manteau et la géométrie des flux (Mainprice, 2007; Ka-
rato, 2008). Lors d’un processus de déformation, les cristaux individuels qui composent
les roches mantelliques se déforment selon des directions en accord avec le mouvement.
L’ écoulement convectif n’est possible que parce qu’il existe des défauts dans les structures
cristallines des minéraux. Le fluage des dislocations des minéraux entraine la formation
de réseaux cristallins orientés selon des directions préférentielles. Ainsi, I’anisotropie sis-
mique est une conséquence directe de la convection et fournit I’histoire intégrée dans le
temps de la déformation. Une structure anisotrope peut également €tre produite par une
orientation préférentielle des minéraux (appelée SPO pour Shape Preferred Orientation),
qui est associée a un alignement de matériaux avec des propriétés isotropes distinctes qui
contrastent avec la matrice environnante, comme des poches de liquides ou des failles
dans la crolite. De plus, une périodicité d’hétérogénéités isotropes peut conduire a une
anisotropie extrinseque. Dans ce cas, la longueur d’onde de I’onde sismique est plus im-
portante que la longueur d’onde dominante des hétérogénéités. Ainsi, une succession de
fines couches de matériaux avec des propriétés sismiques contrastées s’intercalant de fa-
con périodique peut se comporter comme un milieu anisotrope homogene (e. g. Backus &
Gilbert, 1962).

Il existe deux types d’anisotropie sismique qui peuvent étre observées par 1’inter-
médiaire des ondes dans le manteau. En considérant une cellule de convection simple, la

figure 1.8 présente ces deux types d’anisotropie :

— Danisotropie radiale ou de polarisation (§), qui fait référence a la différence de vitesse
de propagation des ondes polarisées horizontalement (Vs ) et verticalement (Vsy/). Ce
phénomene n’existe que dans un milieu transversalement isotrope, c’est-a-dire dans un

milieu qui contient un axe de symétrie vertical. Dans le cas ou Vgy > Vgy, il s’agit
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d’un mouvement vertical de matiére. En revanche, si Vg, < Vgy, I’écoulement a lieu
horizontalement.

— Danisotropie azimutale (G), qui correspond a la dépendance de la vitesse des ondes en
fonction de I’azimut. Un écoulement horizontal induit une forte anisotropie azimutale,
tandis que les régions de courants descendants ou ascendants sont plutdt caractérisées

par de faibles variations azimutales.

Ces deux types d’anisotropie correspondent a deux manifestations du méme phénomene.
Montagner & Nataf (1986) ont élaboré une technique qui permet d’expliquer de fagon
simultanée ces deux formes d’anisotropie. Cette méthode peut étre simplifiée en considé-
rant que le milieu possede un axe de symétrie avec une certaine orientation. Dans ce cas,
le nombre de parametres anisotropes indépendants est réduit a 7 au lieu de 13 pour les
ondes de surface (Montagner & Nataf, 1988).
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FI1G. 1.8 : Schéma d’une cellule convective simple. Le mouvement circulaire de maticre
est indiqué par des fleches. L’influence de cet écoulement sur les parametres d’anisotro-
pies radiale (£) et azimutale (G) est montrée. Les traits du parametre G représentent la
LPO d’un minéral anisotrope tel que 1’olivine ou encore la wadsleyite (d’aprés Monta-
gner, 2002, modifié).
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L’anisotropie sismique dans le manteau supérieur est interprétée en terme de LPO
de I’olivine (Jung & Karato, 2001; Ohuchi et al., 2011) et de la serpentine (Katayama
et al., 2009), ce qui indique que le style de convection dans le manteau supérieur est
dominé par des flux horizontaux. Les directions de ces flux sont quasiment paralleles
aux mouvements des plaques, que ce soit dans les zones de subduction (Katayama et al.,
2009), ou méme a I’échelle globale (Becker et al., 2003). D’apres le tableau 1.4, on
constate que 1’olivine est I’un des minéraux les plus anisotropes. En considérant un seul
cristal d’olivine, son anisotropie intrinséque sur les ondes de cisaillement est de 18 %.
Puis son anisotropie diminue tandis que ce minéral prend les formes compactes de la
wadsleyite et de la ringwoodite. Des minéraux constitutifs de la zone de transition, c’est
la wadsleyite qui montre I’anisotropie intrinseque la plus importante (tableau 1.4). L’ani-
sotropie sismique est donc un facteur important a prendre en compte lors d’études tomo-
graphiques pour ne pas imager des structures erronées. Cependant, 1’anisotropie sismique
sera observée seulement si la déformation dans la zone de transition conduit a un dévelop-
pement cohérent d’orientations préférentielles des cristaux aux échelles échantillonnées
par les ondes sismiques. Ainsi, il est difficile de déterminer si 1’effet est 1i€ a de petites
structures de I’ordre du centimetre ou bien a des structures de plusieurs dizaines de kilo-
metres. De plus, les orientations préférentielles des cristaux peuvent résulter en des motifs
qui différent de facon significative de ceux d’un cristal unique. Des structures stratifiées ou
des inclusions orientées de matériaux avec des propriétés €élastiques contrastées peuvent

également produire de 1’anisotropie sismique.

Minéral AVp/Vp (%) AVs/Vs (%) références
olivine 25 18 Isaak (1992)
wadsleyite 16 17 Sawamoto et al. (1984)
ringwoodite 2.3-4.7 4.8-10.3 Kiefer et al. (1997) ;
Sinogeikin et al. (1998)
pérovskite 7.6-13.7 15.4-33 Yeganeh-Haeri et al. (1989) ;
Sinogeikin et al. (2004)
magnésiowdistite | 11 21.5 Isaak et al. (1989)
orthopyroxene 12-15.1 11-15 Frisillo & Barsch (1972) ;
Weidner et al. (1978) ;
Webb & Jackson (1993)
clinopyroxene 29 20-24 Collins & Brown (1998)
majorite 1.8 9.1 Pacalo & Weidner (1997)
ilménite 21.1 36.4 Weidner & Ito (1985)

TAB. 1.4 : Données d’anisotropie intrinseque de vitesses des ondes P et S pour les
minéraux du manteau. Les références sont tirées de Mainprice (2007).




24 CHAPITRE 1 : Cadre de 1’étude

L’ anisotropie sismique dans la zone de transition a été mise en évidence a I’échelle
globale par une analyse jointe des temps de trajet des ondes de volume et des fréquences
des oscillations libres (Montagner & Kennett, 1996). Les données peuvent €tre réconci-
liées par une faible anisotropie radiale dans la zone de transition o Vsy < Vgpy, ce qui est
en bonne corrélation avec I’accumulation de phases présentant une faible anisotropie in-
trinséque comme la majorite et la ringwoodite. Plus récemment, Visser et al. (2008b) ont
reporté la présence d’une anisotropie radiale Vg, > Vgp, ce qui est en opposition avec
les résultats de Montagner & Kennett (1996). Une anisotropie azimutale a été mise en
évidence par Trampert & van Heijst (2002) en utilisant les ondes de surface. A ’échelle
régionale, Chen & Brudzinski (2003) ont détecté de I’anisotropie au niveau de la zone
de subduction des Tonga-Fiji, qu’ils ont attribué a la présence d’une plaque plongeante.
Fouch & Fisher (1996) ont reporté certaines régions isolées d’anisotropie en haut de la
zone de transition (entre 410 et 520 km) sous I’arc des Kouriles, qu’ils attribuent a 1’ali-
gnement préférentiel des cristaux de wadsleyite. D’autres études régionales n’ont pas mis
en évidence la présence d’anisotropie au milieu du manteau (e. g. Fischer & Wiens, 1996).

A I’intérieur du manteau, I’anisotropie ne semble pas distribuée de facon uniforme.
Elle pourrait étre concentrée au niveau des discontinuités du manteau convectif, ou la
déformation est plus importante (Montagner, 2007). Cependant, les mécanismes d’orien-
tation des cristaux et des minéraux dans la zone de transition demeurent encore mal com-
pris. De plus, I’'influence de composants mineurs tels que 1’eau pourraient affecter pro-
fondément les orientations des cristaux (Jung & Karato, 2001). D’apres I’ensemble de ces
études, la localisation de I’anisotropie dans la zone de transition ainsi que son amplitude

restent peu contraintes, et son interprétation s’avere complexe.

1.1.6 Hypotheses de travail

A travers les paragraphes précédents, nous avons vu que la zone de transition est
une région extrémement hétérogene, et ce a toutes les échelles. Au premier ordre, ce sont
d’abord la température puis la minéralogie qui produisent I’impact le plus important sur
les vitesses sismiques et la masse volumique. D’autres facteurs tels que I’anisotropie, le
contenu en eau ou encore la fusion partielle peuvent également affecter les propriétés
sismiques, mais de maniere plus locale.

La démarche que nous avons choisie d’adopter dans cette these, afin d’obtenir des
éléments de réponse sur les principaux facteurs responsables des anomalies de vitesses
sismiques dans la zone de transition, se situe dans la continuité des travaux de Camma-
rano et al. (2003) et Cammarano et al. (2005a,b). L’approche est de considérer un modele
minéralogique, puis de déterminer ses différentes phases en fonction de la profondeur et
de la température, et enfin de calculer les propriétés sismiques de I’assemblage minéralo-

gique a partir des données de physique des minéraux obtenues a hautes pressions et hautes
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températures. Les discontinuités sismiques sont directement corrélées a la température et
aux proportions des différentes phases minéralogiques. L’ objectif est ensuite de comparer

les propriétés sismiques ainsi obtenues a celles des modeles globaux.

Cependant, peu de moyens sont a notre disposition pour observer la zone de tran-
sition. Les ondes de volume permettent d’obtenir un haut degré de résolution avec les
phases réfléchies ou diffractées sur les interfaces, mais les points d’acquisition sismiques
sont mal répartis a la surface de la Terre, ce qui résulte en une résolution tres inhomo-
gene. Au contraire, les ondes de surface permettent de couvrir efficacement I’ensemble
du globe. Nous avons choisi de travailler avec ces dernieres, et plus précisément avec
leurs courbes de dispersion, intégrées le long d’un trajet source-station. Les ondes de
surface posseédent un contenu fréquentiel a basse fréquence, et il est généralement consi-
déré qu’elles ne sont que peu affectées par la position et les épaisseurs des discontinuités.
Contraindre la composition minéralogique dans la zone de transition a partir des ondes de
surface uniquement parait difficile, c’est pourquoi notre travail est principalement foca-
lisé sur les profils de température et d’anisotropie radiale capables d’expliquer les vitesses
de phase des ondes de surface, pour une minéralogie fixée. La nature des équations qui
relient les parametres aux données (voir chapitre 2) est extrémement non-linéaire. Dans
un tel cas, nous allons voir que la méthode employée pour rechercher les parametres dans

I’espace des modeles est cruciale.

1.2 Tomographie sismique

La tomographie sismique est la méthode la plus employée pour obtenir de 1’infor-
mation sur la structure interne et la dynamique de la Terre. Il s’agit d’une technique qui
exploite les informations contenues dans les enregistrements sismiques pour contraindre
des modeles sismiques 2D ou 3D de I’intérieur de la Terre. Cette procédure consiste a
trouver la solution d’un probléme inverse (voir section 3.1.1) pour obtenir un modele sis-
mique hétérogeéne compatible avec les observables. De fagon plus formelle, une relation
d = A(p) entre les données sismiques d et la structure sismique p est employée, ce qui
signifie que pour un modele donné p, les données d peuvent étre prédites par 1’intermé-
diaire des lois physiques A. Ainsi, la tomographie sismique consiste a trouver p tel que
d explique les données observées d,ps. L'écart entre les données testées et observées est
quantifié par une fonction cofit (appelée misfit, en anglais). Dans la plupart des cas, d et p

sont des vecteurs de grande dimension.

Les images sismiques révelent des structures a des résolutions radiales et latérales
qui sont en constante progression. De nombreuses approches pour résoudre le probleme
inverse, ¢’est-a-dire la description de la structure interne en utilisant des données sismo-

logiques, ont été implémentées (e. g. Montagner & Tanimoto, 1990; van der Hilst et al.,
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1997; Fukao et al., 2001; Romanowicz, 2003). Bien que les modeles de Terre soient de
plus en plus nombreux, une comparaison quantitative est difficile a cause du manque d’in-

formation sur les incertitudes associées.

1.2.1 Des modeles 3D complexes

Les modeles sismiques 3D récents sont obtenus a partir de théories d’inversion
sophistiquées basées sur le calcul des noyaux de sensibilité (e. g. Fichtner et al., 2009).
Ils sont les produits de méthodes numériques exactes pour la propagation des ondes sis-
miques. Pour une synthese sur ce type d’inversion novatrice, appelée en anglais adjoint
tomography, le lecteur pourra se référer par exemple a Liu & Gu (2012). Ces méthodes
permettent d’augmenter la résolution latérale des modeles 3D lissés utilisés comme mo-
deles de départ de I'inversion (Ritsema et al., 1999; Mégnin & Romanowicz, 2000). Ce-
pendant, ils sont intrinsequement liés a de petites perturbations au premier ordre a partir
de modeles de référence homogenes latéralement comme le PREM (Dziewonski & An-
derson, 1981) ou AK135 (Kennett et al., 1995). D’un point de vue géodynamique, dans
des régions telles que la zone de transition, nous avons vu que le degré d’hétérogénéité
induit par les transformations minéralogiques, les mouvements convectifs, les matériaux
ascendants et descendants, et I’anisotropie, peut étre considéré comme étant suffisamment
important pour que le concept d’un modele sismique 1D de référence soit remis en ques-
tion.

Les ondes de volume, principalement sensibles aux contrastes d’impédance, per-
mettent d’obtenir un haut degré de résolution. Cependant, les études qui les utilisent
souffrent d’une couverture des données tres inégale, liée a la distribution irréguliere des
séismes et des stations d’acquisition. Dans la majorité des cas, les ondes arrivent presque
verticalement a une station. Les continents sont donc particulierement bien échantillonnés
comparés aux deux tiers restants de la surface terrestre recouverts par les océans. Compa-
rées aux ondes de volume, les ondes de surface présentent 1’avantage de couvrir efficace-
ment I’ensemble du globe a cause de leur mode de propagation (voir section 2.4). Cepen-
dant, elles ne peuvent pas sonder le manteau profond avec une grande résolution, et ont
des difficultés a contraindre la structure de la croite. De maniere a obtenir une meilleure
résolution en profondeur dans la zone de transition, il est indispensable de prendre en
compte les informations véhiculées par les modes harmoniques (voir section 2.4.3).

En général, il existe un bon accord entre les différents modeles tomographiques
globaux au niveau de la lithosphere (figure 1.9). En revanche, c’est dans la zone de tran-
sition que les incertitudes sont les plus importantes. Ces incertitudes montrent clairement
que la zone de transition reste peu contrainte par les modeles tomographiques, et qu’il
s’agit d’un manque critique pour comprendre les mouvements de matiere dans le manteau

et les transformations minéralogiques.
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FI1G. 1.9 : Moyenne des perturbations de vitesses de cisaillement et incertitudes asso-
ciées a différentes profondeurs. Cette figure a été réalisée a partir de 18 modeles tomogra-
phiques globaux publiés (d’apres Liu & Gu, 2012).

La principale difficulté pour déterminer 1’anisotropie en tomographie sismique
est que le probleme inverse est sous-déterminé. Par conséquent, les études qui incluent
I’anisotropie utilisent un nombre limité de modules élastiques, au lieu d’utiliser les 21
constantes élastiques indépendantes requises pour décrire les anomalies anisotropes. De
plus, bien que de nombreuses études (e. g. Boschi & Dziewonski, 2000; Trampert &
Woodhouse, 2003; Panning & Romanowicz, 2006; Beghein et al., 2008; Visser et al.,
2008a,b) indiquent des variations d’anisotropie radiale a travers le manteau (elles n’uti-
lisent que 5 parametres €lastiques indépendants), elles ne s’accordent qu’aux grandes lon-
gueurs d’ondes (Kustowski et al., 2008; Panning et al., 2010), méme lorsque les modes
harmoniques des ondes de surface sont utilisés pour sonder les profondeurs de la zone de
transition. Ces résultats suggerent que la présence ou 1’absence d’anisotropie radiale dans

la zone de transition ne fait pas 1’objet d’un consensus.
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Ces incertitudes importantes peuvent étre expliquées par les différentes méthodes
inverses et de régularisation employées, le choix de la paramétrisation ainsi que les jeux
de données utilisés. Idéalement, on voudrait extraire de I’information a partir des données
sismiques sans imposer de limitations sur la nature des variations spatiales. En réalité, la
Terre contient des variations continues et discontinues des vitesses sismiques, et montre
des structures hétérogenes a toutes les échelles. Ainsi, le choix de la paramétrisation res-
treint immédiatement la gamme de modeles possibles, ce qui peut étre vu comme une
forme de régularisation. Dans la plupart des cas, les modeles de Terre sont paramétrés
avec des fonctions de base et des cellules 2D ou 3D dont la taille est par avance fixée. Le
choix de la taille de la cellule est un compromis entre la résolution du modele et son incer-
titude (Nolet, 2008). L’information obtenue en tomographie sismique dépend fortement
de la localisation des sources (aux limites de plaques) et de la position des récepteurs,
qui ne sont pas distribués de facon uniforme a la surface du globe. Cela conduit a des
régions qui présentent une bonne couverture de rais sismiques, et d’autres non. Pour ré-
soudre ce probleme, des techniques de lissage ainsi que 1’agrandissement des cellules sont
parfois nécessaires. Lorsque les cellules deviennent tres petites, les incertitudes sur les pa-
rametres du modele deviennent importantes et la solution devient rapidement non unique.
C’est pourquoi des contraintes de lissage et de régularisation sont souvent imposées pour

obtenir un modele unique, ce qui affecte 1’estimation des incertitudes.

1.2.2 Le probleme des couches superficielles

Une des difficultés pour estimer la structure sismique de la zone de transition et
I’anisotropie radiale est liée a la crotite. En plus du manteau, les ondes de surface sont tres
sensibles a la structure crustale. Les effets de la crolite doivent donc €tre pris en compte,
soit en incluant directement des parametres pour décrire la crolite dans I’inversion, soit
en réalisant des corrections en se basant sur un modele crustal a priori. Cette dernicre
approche est souvent suivie en tomographie globale des ondes de surface et il a ét€ mon-
tré que des corrections crustales pouvaient conduire a des erreurs importantes dans les
modeles (Marone & Romanowicz, 2007; Ferreira et al., 2010). Notamment, les modeles
d’anisotropie radiale sont particulierement sensibles aux corrections crustales (Bozdag &
Trampert, 2007).

Plutdt que d’employer un seul modele de crofite pour réaliser les corrections crus-
tales, Ferreira et al. (2010) ont utilisé différents modeles de crofite pour quantifier I’impact
de la crofite lors de I’inversion de courbes de dispersion des ondes de Love et de Rayleigh
du mode fondamental et jusqu’au sixieme harmonique. Trois modeles ont été testés : les
modeles CRUST2.0 (Bassin et al., 2000), 3SMAC (Nataf & Ricard, 1996) et le modele
de Meier et al. (2007), désigné par le nom CRUSTO7. CRUST2.0 est basé sur une im-

portante compilation de données de sismique réfraction et d’épaisseurs de glaces et de
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sédiments. Le modele 3SMAC (Nataf & Ricard, 1996) est un modele a priori basé sur
des données de tectonique, du flux de chaleur et sur des connaissances géophysiques.
CRUSTO7 consiste en une moyenne des vitesses de cisaillement et de la profondeur du
Moho obtenue en utilisant une méthode probabiliste. La figure 1.10 présente les résul-
tats de 1’inversion pour 1’anisotropie radiale a 100 et 600 km de profondeur. Bien que les
caractéristiques a grande longueur d’onde soient en général compatibles d’un modele a
I’autre, il existe d’importantes différences entre les modeles. A 100 km de profondeur, les
modeles sont particulierement différents sous le Pacifique et I’Eurasie. Ces différences
persistent jusqu’a 600 km de profondeur sous 1’Eurasie. Ferreira et al. (2010) montrent
que I'utilisation de corrections crustales a partir de différents modeles de croite a priori
peuvent conduire a des valeurs d’anisotropie radiale différentes jusque dans la zone de

transition.

De récentes études sur le manteau supérieur ont essayé de quantifier les relations
entre la structure crustale, qui est considérée comme étant une inconnue, et 1’anisotropie
radiale recherchée. Par exemple, Shapiro & Ritzwoller (2002) ont réalisé€ des inversions de
Monte Carlo qui fournissent des estimations d’incertitudes sur les vitesses sismiques dans
la crolite et le manteau supérieur. Cependant, ces auteurs imposent de fortes contraintes

sur I’amplitude des variations par rapport au modele a priori.

Visgr—Vay Vasr—Viey Vo —Vsy
Vg Vg Vs
CCs from CRUST2.0 CCs from 3SMAC CCs from CRUSTO7

100 km max =35 (%) 100 km max =5 (%) 100 km max =5 (%)

FI1G. 1.10 : Variations d’anisotropie radiale par rapport au PREM obtenues pour des mo-
deles de crofite différents a 100 et 600 km de profondeur (d’apres Ferreira et al., 2010).
L anisotropie moyenne a chaque profondeur a été retirée. L’échelle de couleur est diffé-
rente selon la profondeur considérée (un maximum de 5 et 2 %, respectivement, pour 100
et 600 km de profondeur).
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1.2.3 La méthode des gradients

Les méthodes d’inversion qui utilisent la méthode des gradients pour obtenir une
solution sont les plus employées en tomographie sismique. Partant d’'un modele initial,
le calcul des dérivées partielles (OA /Op) permet de déterminer la direction de la plus
grande pente de la fonction cofit autour de ce point. A /Op décrit I’amplitude du chan-
gement des observables comparé au changement des parametres du modele. La principale
hypothese utilisée est de considérer qu’au voisinage des modeles expliquant les données,
la forte non-linéarité du probléeme est suffisamment réduite pour pouvoir entrer dans le
cadre d’une optimisation au sens des moindres carrés (Tarantola & Valette, 1982). La me-
sure de I’adéquation du modele par rapport aux données est caractérisée par une fonction
colit, qui contient un terme décrivant le résidu sur les données et un ou plusieurs termes

de régularisation. Par exemple, une telle fonction peut s’écrire (Rawlinson et al., 2006) :

S(p) = (A(pP) —dobs)"C; ' (A(P) —dobs) +e(P—Po)" C, ' (P—Po) +7p L Lp, (1.2)

ol dgps sont les données réelles, py le modele de référence, A (p) les données prédites,
C, et C, sont les opérateurs de covariance’sur les données et les paramétres, et L est
un opérateur de lissage. ¢ est un facteur d’amortissement (le damping, en anglais), qui
est un facteur de normalisation ad hoc appliqué sur les parametres afin de contraindre
I’amplitude de leurs variations, pour qu’ils restent relativement proches du modele de
départ. 1 est un facteur qui controle le degré de lissage du modele (le smoothing, en
anglais).

Il s’agit donc de déterminer un modele qui permet au mieux d’expliquer les don-
nées sans pour autant s’écarter trop du point de départ de 1’algorithme. Si la forme de la
fonction cofit est complexe, choisir un modele de référence comme modele de départ peut
ainsi bloquer les recherches dans un minimum local et non dans le minimum global. Cela
conduit directement a la constatation que la solution d’un tel probleme est extrémement
dépendante du modele de départ. La figure 1.11 montre les effets des facteurs ¢ et 7 sur
le résultat de I’inversion. Quand un amortissement et un lissage faibles sont utilisés, la
structure retrouvée contient de nombreux artefacts de petites longueurs d’onde. L”amor-
tissement tend a diminuer I’amplitude des perturbations sans filtrer 1’image, alors que
le lissage joue essentiellement le role d’un filtre passe-bas. Selon les valeurs employées
pour ces deux facteurs, le modele trouvé est différent. Bien qu’il existe des techniques
pour choisir des facteurs d’amortissement et de lissage optimaux (e. g. Lukas, 2008), une
des conséquences de I'utilisation d’une telle méthode est que les informations a priori

imposées sur le modele prennent énormément de poids dans le processus d’inversion.

311 s’agit de matrices qui gérent les relations entre les différentes composantes des vecteurs d et p. Les
opérateurs de covariance sont introduits pour éviter une trop grande sous-détermination du probleme et
refletent les différentes informations disponibles entre les composantes de ces deux vecteurs.
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FI1G. 1.11 : Illustration des effets du smoothing et du damping sur le résultat de 1’inver-
sion d’un modele synthétique (d’apreés Rawlinson et al., 2010, modifié). Sur le modele
synthétique, les étoiles grises correspondent aux sources sismiques et les triangles bleus
aux récepteurs.

1.2.4 L’approche probabiliste en sismologie

La méthode d’inversion décrite précédemment est considérée comme étant « lo-
cale », car elle exploite I’information uniquement dans des régions limitées de 1’espace
des parametres pour arriver a une solution. La limitation de ce type de méthode est qu’elle
est fortement dépendante du modele de départ, et qu’elle ne fournit pas une mesure ro-
buste de I'incertitude des modeles.
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La procédure d’inversion en tomographie sismique requiert 1’ajustement des pa-
rametres du modele p pour satisfaire les observables d,s. Ces parametres sont sujets a
différentes contraintes. Une des principales difficultés dans cette procédure est la non-
unicité de la solution. La plupart des études en sismologie interpretent un modele unique.
De nombreuses techniques existent pour analyser la pertinence de la solution. En par-
ticulier, les tests « en damier »° (checkerboard tests, en anglais) sont tres répandus. Se
focaliser sur retrouver un seul jeu de parametres a travers un processus de minimisation est
une approche déterministe. Mais comment cette approche peut-elle étre justifiée puisque
de nombreux modeles peuvent satisfaire les données ? L’appel a la régularisation a pour
objectif de réduire considérablement 1’espace des solutions, ce qui permet de sélection-
ner un modele capable d’expliquer les données de fagon plus directe. L’ inconvénient est
que des contraintes ad hoc sont souvent imposées. En plus de la non-unicité de la solu-
tion, la non-linéarité du probleme inverse affecte également de nombreuses applications

en tomographie sismique.

La plupart des techniques d’inversion sont basées sur des algorithmes qui mini-
misent une fonction colit entre les données réelles et testées. Les inversions linéarisées
sont basées sur le calcul du gradient de cette fonction, par exemple en utilisant la méthode
des gradients conjugués ou la méthode de la pente la plus forte (steepest descent, en an-
glais). Or si la non-linéarité entre les parametres et les données est importante, la fonction
colt peut devenir extrémement complexe. Une question intéressante se pose alors : en
quoi consiste un modele qui satisfasse les données ? Une alternative est d’envisager une
solution probabiliste basée sur la sélection d’un ensemble de modeles acceptés selon un
critere de tolérance. Le principe de base est de tester aléatoirement un tres grand nombre
de modeles et de tester leur adéquation avec les données. Il s’agit des méthodes de Monte
Carlo (Metropolis & Ulam, 1949), dans lesquelles des approches non-linéaires permettent
de décrire I’espace des modeles de maniere statistique. Ces méthodes sont qualifiées de
bayésiennes, car elles sont basées sur un théoreme central, appelé théoréeme de Bayes (voir
section 3.2.2). Dans le cadre bayésien, I’information connue a priori sur les parametres
est combinée avec les données observées pour générer la distribution a posteriori des pa-
rametres du modele. Plus particulierement, les méthodes de Monte Carlo par chaines de
Markov (désignées par 1’abréviation McMC pour Markov chain Monte Carlo, en anglais)
réalisent une recherche guidée en échantillonnant I’espace des parametres selon les proba-
bilités a posteriori. Un avantage important de cette méthode est la complete indépendance

du choix du modeéle initial.

11 s’agit d’un test de résolution qui consiste a retrouver un modele synthétique constitué d’une alter-
nance de régions lentes et rapides. Le résultat de 1’inversion de ce modele peut donner des informations sur
les régions les moins bien résolues (par exemple les endroits ol il y a peu de stations sismiques).
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La figure 1.12a montre un exemple de fonction colit dans le cas d’un probleme
non-linéaire. Pour un tel probleéme, il existe de nombreux minima locaux, en plus du
minimum global. Le minimum global de cette fonction correspond au meilleur modele, et
le localiser serait tres compliqué avec des techniques basées sur des calculs de gradients,
a moins de débuter I’inversion avec un modele proche de la solution, ¢’est-a-dire dans la
«vallée » de la solution globale. Il existe un réel risque de rester confiné dans un minimum

local. En fait, un modele initial qui est relativement proche de la solution est requis pour

a I'algorithme probabiliste
poursuit sa recherche

solution trouvée par solution échantillonnée par
la méthode du gradient I'algorithme probabiliste

b probléme linéaire C probléme non-linéaire

>

fonction cout

FIG. 1.12 : (a) Illustration de la forme d’une fonction cott. Dans le cas d’une méthode
reposant sur le calcul du gradient, il existe un risque de rester confiné dans un mini-
mum local. Un algorithme probabiliste de type Monte Carlo, par échantillonnage de nom-
breux modeles, permet d’accéder aux parametres correspondant au minimum global de
cette fonction. (b) Représentation de la fonction cofit dans le cas d’un probleme linéaire
(d’apres Sambridge & Mosegaard, 2002, modifié). (c) Représentation de la fonction de
densité de probabilité dans le cas d’un probleme non-linéaire (d’aprés Deng & Scales,
1999, modifié). Dans les deux cas, le modele est constitué de deux parametres.
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justifier ’hypothese de linéarité locale. Des exemples de solutions pour des problemes
linéaire et non-linéaire sont présentés sur la figure 1.12b et 1.12c. La figure 1.12b montre
le cas d’un probleme linéaire. Pour deux parametres, il n’existe qu’une seule combinaison
de valeurs possibles qui donnent un minimum global de la fonction cofit. La figure 1.12¢
représente la fonction de densité de probabilité pour un probleéme non-linéaire, déterminée
grace a un algorithme probabiliste. En 3D, cette fonction donne I’impression qu’il s’agit
d’une carte topographique, ou I’on peut voir des « montagnes » et des « vallées ». Elle
représente les régions de I’espace des parametres échantillonnées un grand nombre de fois
(Iles montagnes), et les régions peu échantillonnées (les vallées). Ce type de méthode est
particulierement intéressant car il donne une vision complete de la solution dans 1’espace

des parametres.

Plut6t que d’échantillonner uniformément I’espace des parametres, ce qui est tres
cofiteux en temps de calcul, des méthodes d’inversion non-linéaires ont été adaptées aux

problémes en sismologie, telles que :

— le recuit simulé (e. g. Weber, 2000). Le principe de cette méthode est basé sur un pro-
cessus tres utilisé en métallurgie pour obtenir un alliage sans défaut appelé « le recuit ».
Le but est d’atteindre un état d’équilibre thermodynamique. Cet état d’équilibre, ou
I’énergie est minimale, représente la solution optimale du probleme. En pratique, un
parametre fictif de température est considéré. La température restera élevée pendant
les premieres itérations, pour pouvoir s’extraire des minima locaux de la fonction cofit,
puis elle sera a décroissance lente jusqu’a tendre vers zéro, ol I’optimum global est
atteint.

— Dalgorithme génétique (e. g. Bodin et al., 2012). Ce type d’algorithme s’inspire de
I’évolution biologique d’une espece pour rechercher de nouveaux modeles a partir
d’une « population d’individus » initiale générée aléatoirement. Cette population d’in-
dividus correspond a un modele, par exemple un profil de vitesses sismiques. Ensuite
I’algorithme va passer d’une génération (d’un modele) a I’autre en appliquant des mé-
canismes d’évaluation, de sélection et de modification.

— lalgorithme du réseau de neurones (e. g. Meier et al., 2007). Son fonctionnement
est tres schématiquement inspiré du fonctionnement des neurones biologiques. 11 met
en ceuvre un principe d’apprentissage par 1’expérience (principe de I’induction). Par
confrontation avec des situations particulieres, ils en déduisent un systeme de décision
qui dépend du nombre de cas d’apprentissages rencontrés et de leur complexité par

rapport a la difficulté du probleme a résoudre.

Ces algorithmes conviennent parfaitement pour les problemes inverses non-linéaires. De
plus, la description statistique de I’ensemble des modeles offre une vision plus objective
de la résolution des modeles que les tests standards de résolution d’une inversion linéaire
(Sambridge & Mosegaard, 2002; Fichtner & Trampert, 2011).
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L’approche bayésienne permet d’aller au-dela de la procédure classique qui consiste
a retrouver un unique modele donnant la meilleure adéquation possible avec les données,
en fournissant une mesure quantitative probabiliste de la résolution du modele, des incer-
titudes et de la non-unicité (e. g. Mosegaard & Tarantola, 1995). ’idée dominante d’une
telle méthode est de combiner les informations contenues dans les données avec les in-
formations a priori. Bien que ces méthodes, telles que la méthode McMC soient tres
populaires en géophysique, leurs utilisations pour des études sismologiques et les inter-
prétations des modeles en termes de température et de composition sont récentes. Le fait
que les méthodes probabilistes soient peu employées en sismologie est principalement lié
au grand nombre de parametres a inverser et au temps de calcul important qu’elles re-
quierent (e. g. Verhoeven et al., 2009; Khan et al., 2009, 2011; Hauser et al., 2011; Bodin
et al., 2012; Mosca et al., 2012).

Méme en parallélisant la procédure d’inversion, des techniques de recherches entie-
rement non-linéaires sont limitées, du moins dans le contexte de la tomographie sismique,
a une centaine d’inconnues au plus. Par exemple, Khan et al. (2011) ont réalisé une to-
mographie du manteau jusqu’a 1300 km de profondeur, selon une procédure entierement
non-linéaire avec 74 parametres par région inversée. Pour arriver a un tel résultat, la Terre
a été divisée en seulement 27 régions, et I’espace possible des parametres a été restreint.
Une alternative pratique serait d’utiliser une méthode hybride. Par exemple, Rawlinson
et al. (2008) ont développé une méthode alternative basée sur la méthode des gradients,
qui exploite I’information obtenue des solutions précédentes pour guider la recherche de
nouveaux modeles. Cette technique est possible en ajoutant un terme d’évolution a la
fonction cofit qui crée un maximum local a chaque point dans 1’espace des modeles oc-
cupé par toutes les solutions précédentes. Les nouveaux modeles évitent ainsi le voisinage

des modeles générés précédemment, et un ensemble de solutions distinctes est produit.

La philosophie globale adoptée pour ce travail de these est de laisser un maximum
de liberté aux parametres des modeles, tout en préservant la réalité physique des profils
de température et d’anisotropie radiale. C’est pourquoi nous avons choisi de réaliser une
inversion probabiliste de type Monte Carlo en employant les propriétés des chaines de
Markov. L’objectif est d’évaluer si une seule ou plusieurs familles de modeles peuvent

rendre compte de la complexité de la zone de transition.

1.2.5 Interprétation des modeles sismologiques en termes

de température et de composition

Bien que la résolution des modeles sismiques soit en constante amélioration, les

modeles sismiques s. 5. ne donnent pas d’information sur le comportement dynamique du
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manteau. Les modeles sismiques sont déja des interprétations des données (temps de tra-
jet, vitesses de phase, etc.). Ils ne sont pas uniques, et dépendent de la paramétrisation, du
type, de la distribution, et de la qualité des données. De plus, ce n’est pas forcément parce
qu’un modele fournit une tres bonne adéquation aux données qu’il correspond nécessai-

rement a un modele physique.

Un aspect fondamental de la recherche en géophysique est de pouvoir interpréter
les informations sismologiques en termes de température et de composition du manteau.
En effet, les modeles tomographiques fournissent seulement des images de 1’intérieur de
la Terre et non des informations fondamentales pour comprendre la physique du manteau,
c’est-a-dire la température et la composition. Mais il n’existe pas de combinaison unique
de ces variables a partir d’un modele sismique particulier, puisque différents modeles de
température et de composition minéralogique peuvent aboutir aux mémes vitesses Sis-

miques.

Deux approches sont généralement suivies. La premicre méthode consiste a ex-
traire la température et la composition a partir de 1’interprétation de modeles sismiques
préexistants (Vacher et al., 1996, 1998; Goes et al., 2000; Trampert et al., 2004; Camma-
rano & Romanowicz, 2007). Dans un premier temps, un modele sismique est construit
pour expliquer les données de facon satisfaisante, puis le modele est interprété en termes
de température et de composition en se basant sur les propriétés élastiques et anélastiques
des minéraux du manteau. Par exemple, I’analyse des changements relatifs des vitesses
des ondes de cisaillement et de compression (0 In Vs /0 In Vp) est parfois utilisée pour dé-
terminer les causes thermiques ou chimiques des variations sismiques (e. g. Deschamps &
Trampert, 2003; Simons et al., 2009). La contribution relative de chaque parametre (tem-
pérature ou composition) peut &tre écrite comme le produit d’une dérivée partielle des
vitesses sismiques par rapport a ce parametre. 0 In Vg et 0 1n Vp sont considérés comme
étant les données a inverser. Deschamps & Trampert (2003) ont montré pour le manteau
inférieur que cette technique ne donne seulement qu’une information qualitative des va-

riations chimiques.

La deuxiéme approche consiste a déterminer directement la température et la com-
position a partir des temps de trajet observés, des vitesses de phase des ondes de surface
ou des fréquences propres (Cammarano et al., 2009; Khan et al., 2009, 2011; Ritsema
et al., 2009). L’idée générale est d’utiliser des informations issues de la physique des mi-
néraux (les modules élastiques des différents minéraux et leurs dérivées par rapport a la
pression et a la température) en amont du calcul des vitesses sismiques, pour imposer une

signification physique au modele sismologique.

L’un des principaux avantages de cette deuxieme approche est qu’elle connecte di-
rectement les incertitudes a posteriori sur les parametres géodynamiques aux incertitudes

sur les observations. Cependant, la nature non-linéaire du probleme nécessite d’utiliser
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des méthodes de type Monte Carlo, qui sont cofiteuses en temps de calcul. Cette difficulté
a déja été mise en évidence en testant un nombre limité de modeles sélectionnés (Camma-
rano et al., 2009; Ritsema et al., 2009), ou bien en explorant des espaces des parametres
relativement restreints (Khan et al., 2009, 2011).

1.3 Objet de cette étude et démarche adoptée

Cette premiere partie avait un double objectif. D une part, les différentes questions
qui se posent quant a I’origine des variations de vitesses dans la zone de transition ont été
succinctement présentées. D’ autre part, un point a été fait sur les méthodes de tomographie

sismique qui permettent d’obtenir de 1’information sur cette région.

Nous avons vu que la zone de transition est hétérogene a toutes les échelles a cause
de la géodynamique du manteau. Bien que la principale source d’hétérogénéité soit d’ori-
gine thermique, la composition, I’anisotropie et le contenu en eau jouent également un
role important. L’interprétation des modeles sismologiques en termes de température et
de composition n’est donc pas unique. Déconvoluer leurs différents effets a partir des don-
nées sismologiques seules constitue un véritable défi scientifique. Les modeles tomogra-
phiques 3D sont basés sur des méthodes de plus en plus sophistiquées, mais ils montrent
des résultats proches du modele de départ de I’inversion et la non-unicité n’est pas prise
en compte. Les modeles tomographiques globaux présentent d’importantes différences
dans la zone de transition, preuve que cette région demeure mal connue. De plus, ce sont
en général ces mémes modeles tomographiques globaux qui sont utilisés pour dériver la

température et la composition dans un deuxieme temps.

Ces dernieres années, de plus en plus d’études ont soulevé deux problemes ma-
jeurs :

— Les modeles sismologiques ne suffisent pas pour décrire la géodynamique de la zone de
transition et une interprétation en termes de parametres physiques (température, com-
position) est nécessaire. Si on analyse la situation a I’heure actuelle, on constate que
les résultats théoriques et expérimentaux concernant la physique des minéraux sont
cruciaux pour donner un sens physique aux modeles sismologiques.

— Les problemes directs employés sont en général fortement non-linéaires, et les mé-
thodes de tomographie classiques ne permettent pas d’obtenir une vision d’ensemble
de la solution dans I’espace des parametres. C’est pourquoi des approches non-linéaires
sont développées pour prendre en compte la non-unicité de la solution.

Ce sont ces deux problématiques qui sont au coeur de ce mémoire de these, dont I’objectif

est d’apporter des éléments de réponse aux questionnements suivants :

— Quelle est la distribution des profils radiaux de température et d’anisotropie pour expli-
quer les courbes de dispersion des ondes de surface ?

— Quelle est la contribution de la composante anisotrope dans la zone de transition ?
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Pour répondre a ces questions, une étude pluridisciplinaire a été nécessaire. J’ai dé-
veloppé une approche non-linéaire pour interpréter directement les courbes de dispersion
des ondes de Love et de Rayleigh en termes de distributions 1D de température et d’aniso-
tropie radiale, pour une composition fixée. La philosophie globale est de mettre peu d’in-
formation a priori sur les modeles afin d’échantillonner de grandes gammes de valeurs
possibles des parametres et d’éviter de réaliser trop de choix arbitraires qui pourraient
influencer la forme de la solution. A partir de modeles de température et d’anisotropie
choisis de fagon aléatoire, les vitesses sismiques sont calculées en utilisant une équation
d’état. L’avantage est que les vitesses des ondes P et .S, et la masse volumique, sont na-
turellement liées. De plus, la taille et la localisation des discontinuités des propriétés phy-
siques en fonction de la pression induisent des changements de phase minéralogiques, qui
sont modélisés d’une maniere physique réaliste, puisque leurs variations dépendent de la
composition et des conditions physiques du modele particulier considéré. Les courbes de
dispersion synthétiques sont ensuite obtenues par sommations de modes propres et com-
parées aux données a travers une méthode de McMC. Afin de générer une paramétrisation
adaptative, selon la capacité de résolution des données, ainsi que de réduire le temps de

calcul, des courbes de Bézier polynomiales sont choisies pour la paramétrisation.



Chapitre 2

Probleme direct

2.1 Introduction

La prédiction ou le calcul des données selon des valeurs fixées des parametres est
appelé probleme direct. Celui-ci incarne I’interprétation physique du phénomene observé,
c’est-a-dire ici les vitesses de phase des ondes de surface, qui sont considérées comme
étant les données. Dans ce chapitre sont détaillées la procédure et les hypotheses utilisées
pour le calcul des vitesses de phase a partir d’un profil de température et de 1’anisotropie
radiale, qui sont les parametres des modeles. La composition minéralogique est fixée.
Pour estimer les vitesses de phase des ondes de surface en fonction de la fréquence (ou de
la période), le probleme direct d = A(p) doit étre résolu, ot p désigne les parametres du
modele, d les données, et ou A comprend 1’ensemble des lois physiques qui connectent

les parametres du modele aux données.

Les différentes étapes du probleme direct sont synthétisées sur la figure 2.1. Le

probleme direct a proprement parler, représenté de facon schématique a I'intérieur du

{c, T, &} 4 {Cr, CL}

{& n, Q1)
As

N\
A A A A
{C, T} _1> {X} _2> {VP, VS) p} _?; {VP7 VSV7 VSH7 p} _4> {CRJ CL}

F1G. 2.1 : Illustration schématique du probleme direct et des théories physiques em-
ployées (A1, As, ...).
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cadre sur la figure 2.1, consiste a déterminer les vitesses de phase des ondes de Love et
de Rayleigh (C';, et C'g) a partir de la composition minéralogique c, de la température 7’
et de I’anisotropie radiale . Pour résoudre ce probleme, des étapes intermédiaires sont

nécessaires et correspondent aux symboles A; sur la figure 2.1 :
— A; comprend I’utilisation des diagrammes de phases pour calculer les fractions volu-

miques X des phases minérales correspondant aux conditions locales de pression et de
température dans la zone de transition.

— L’étape A, permet de déterminer, grace aux lois thermodynamiques, les modules élas-
tiques des minéraux individuels a ces conditions de pression et de température pour
en déduire ensuite les propriétés sismiques de la roche totale Vp, Vs et p, qui cor-
respondent aux vitesses des ondes P et .S et a la masse volumique. Vp, Vg et p sont
considérés comme étant des parametres secondaires, puisqu’ils dépendent directement
des parametres primaires du modele que sont la température et la composition.

— Puis, les vitesses des ondes Vg et Vsy, qui sont les vitesses des ondes S polarisées
verticalement et horizontalement, sont déterminées par Az a partir de la vitesse des
ondes S isotropes et du profil d’anisotropie radiale £. Cette étape requiere I’ introduction
du parametre anisotrope 7) (défini dans la section 2.3).

— Dans la derniere étape Ay, les courbes de dispersion synthétiques des ondes de Love et
de Rayleigh sont finalement calculées en prenant en compte un modele d’atténuation
Q! fixé.

Les sections suivantes définissent brievement les différentes lois physiques employées

dans le probleme direct.

2.2 Parametres sismiques

Une procédure classique pour calculer les valeurs de la masse volumique et des
vitesses sismiques en profondeur est d’extrapoler leurs valeurs a pression et température
ambiantes (conditions STP) en utilisant des lois thermodynamiques. Une présentation de
ces procédures est donnée dans, par exemple, Jackson (1998) et Stixrude & Lithgow-
Bertelloni (2010). Les valeurs des modules €lastiques aux conditions standards (STP,
P = 10°Pa, T = 298K) et leurs dérivées par rapport a la température et a la pres-
sion sont obtenues grace aux expériences de laboratoire. Il est possible d’extrapoler les
valeurs des modules élastiques aux conditions de pression et de température de la zone de
transition grace aux équations d’état et aux valeurs de laboratoire aux conditions STP. En
se donnant une composition chimique ou minéralogique du manteau, les valeurs de Vp,
Vs et p pour I’assemblage minéralogique sont ensuite calculées a partir des valeurs des
modules élastiques déterminées pour les conditions du manteau. L’interprétation des mo-
deles sismologiques en termes de température et de composition est sensible a la fois aux
détails de la méthodologie employée dans le probleme direct, mais aussi aux incertitudes

sur les parametres thermoélastiques.
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2.2.1 Equation d’état

Les valeurs de la masse volumique et des vitesses sismiques en fonction de la
profondeur sont calculées en employant la méthode décrite dans Vacher et al. (1998) et
Verhoeven et al. (2005), en utilisant les valeurs issues d’expériences de laboratoire com-
pilées par Cammarano et al. (2003) et Verhoeven et al. (2005) (voir tableaux 2.1 et 2.2).
Cette méthode repose sur 1I’équation d’état de Birch-Murnaghan au troisieme ordre avec

une correction de Griineisen pour la température (e. g. Poirier, 2000).

Leffet de la teneur en fer sur les modules €lastiques est pris en compte. Pour cal-
culer la masse volumique p, le module de cisaillement GG et le module d’incompressibilité
K s a une pression et & une température données pour chaque minéral (), deux étapes sont
nécessaires : un chauffage isobare du minéral est d’abord simulé, suivi par une compres-
sion adiabatique.

Minéral Po 0, Fe Kg, Ksyre | Go Go,re
(g/cm?®) | (g/cm?) | (GPa) (GPa) | (GPa) (GPa)
olivine 3.222 1.182 129+£13 |0 81 £0.81 -31
wadsleyite 3.472 1.24 172+1.8 | 0 1124+1.68 —40
ringwoodite 3.548 1.30 185+£19 | 35 1204 +1.81 | —28
Mg-pérovskite 4.107 1.07 263£2.6 |0 175£350 |0
Mg-wiistite 3.584 2.28 162+£1.6 | —15 130 £2.60 =77
clinopyroxene BP || 3.208 0.80 112+2.2 | -5 75+1.50 10
clinopyroxene HP || 3.292 0.82 112+£22 | =5 75+1.50 10
orthopyroxene 3.204 0.81 109+£22| -5 75+1.50 10
Ca-pyroxene 3.277 0.38 105+1 13 67+1.34 —6
ilménite 3.810 1.1 212421 |0 132 +2.64 —41
majorite 3.565 0.76 171£1.8 | 15 92 +1.84 7

TAB. 2.1 : Modules élastiques des minéraux du manteau aux conditions STP et incerti-
tudes associées. Les données sont d’apres les compilations de Cammarano et al. (2003)
et Verhoeven et al. (2005). py, K, et G, désignent respectivement la masse volumique,
le module d’incompressibilité et le module de cisaillement. L’indice Fe indique la dépen-
dance du module élastique par rapport a la teneur en fer. Les lettres BP et HP signifient
Basse Pression et Haute Pression.
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Minéral )y [-(or), |G |-G
(GPa/K) (GPa/K)
olivine 42+0.13 | 0.016£0.0027 | 1.44+0.098 | 0.014 £ 0.00238
wadsleyite 45+0.23 | 0.016£0.004 | 1.5+0.150 | 0.014 +0.00350
ringwoodite 4.1+041 | 0.024£0.0048 | 1.3£0.195 | 0.015+0.00300
Mg-pérovskite 4.0£0.2 0.015+£0.003 | 1.8+0.270 | 0.029 £ 0.00725
Mg-wiistite 40£04 0.019+0.0038 | 2.34+0.470 | 0.024 + 0.00500
clinopyroxene BP || 6.6 £ 1.4 0.012+0.003 | 1.64+0.240 | 0.012 £ 0.00300
clinopyroxene HP || 6.6 £ 1.4 0.012£0.003 | 1.6+£0.240 | 0.012+0.00300
orthopyroxeéne 70+14 0.012£0.003 | 1.6£0.240 | 0.012+0.00300
Ca-pyroxene 6.2—1.9Xp, | 0.013+£0.0032 | 1.74+0.255 | 0.010 + 0.00250
+0.62

ilménite 566t£1.12 | 0.017+0.0042 | 1.74+0.255 | 0.017 £ 0.00425
majorite 44+044 | 0.021£0.0042 | 1.4+£0.210 | 0.010 = 0.00250

TAB. 2.2 : Dérivées des modules élastiques des minéraux du manteau par rapport a la
pression et a la température aux conditions STP et incertitudes associées. Les données
sont d’apres les compilations de Cammarano et al. (2003) et Verhoeven et al. (2005). X,
représente la fraction molaire de fer. Les lettres BP et HP signifient Basse Pression et
Haute Pression.

2.2.1.1 Chemin thermodynamique des minéraux

Supposons que 1’on veuille calculer les vitesses sismiques et la masse volumique
pour une pyrolite (Ringwood, 1975) a 400 km de profondeur et a une température de
1760 K. Sur la figure 2.2 sont détaillés les chemins thermodynamiques de I’olivine et du
grenat dans le diagramme pression-température. A partir du point A, aux conditions STP
(Py,Tp), on souhaite amener le minéral au point C' aux conditions (P, T") connues, pour
lesquelles on veut déterminer les valeurs des modules élastiques. Un chauffage isobare est
simulé jusqu’a la température ¥ (point B). Puis une compression adiabatique permet de
passer du point B au point C'. Cette température est différente pour chacun des minéraux
(7). Dans I’exemple de la figure 2.2, ¥, = 1573 K et ¥y, = 1605 K. Le long du chemin
AB, une température intermédiaire () est calculée. Il s’agit de la température & pression
standard au départ de laquelle une compression adiabatique méne le minéral (7) aux condi-
tions locales de pression et de température qui régnent au point C. 99 est déterminée de
facon itérative. A chaque itération, les valeurs de 9@, p(i), K g) et G sont recalculées.
Pour plus de simplicité de lecture, I’indice (7) ne sera pas écrit systématiquement dans la

suite du chapitre.

La température ) peut étre calculée a partir de 1’intégration du parametre de Grii-

_ (O0InT
Yth = olnp S~

neisen :

(2.1)
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FI1G. 2.2 : Exemple de chemins thermodynamiques pris par deux minéraux (olivine et
grenat) jusqu’a une profondeur de 400 km et une température de 1760 K (adapté d’apres
Verhoeven et al., 2005). Les minéraux partent des conditions STP, qui sont matérialisées
par le point A, et arrivent aux conditions locales de pression et de température (point
(). Chaque minéral subit d’abord un chauffage isobare, qui ’amene du point A au point
B, puis une compression adiabatique jusqu’au point C'. La température v au point B est
différente pour chacun des minéraux.

L’indice S indique une entropie constante. La valeur du parametre de Griineisen dépend
peu de la température, mais surtout de la pression (Anderson, 1988). D’apres les résultats
d’expériences de laboratoire, la relation empirique suivante est utilisée (Anderson, 1979) :

Yn (P, T)p(P,T)? = constante, (2.2)

ou ¢ est une constante approximativement égale a 1. En intégrant I’équation (2.1) a en-
tropie constante et en utilisant 1’équation (2.2), la température 7" peut €tre décrite selon

I’équation suivante :

reven{ i) - Gen) ) @

Cette équation permet de calculer la température potentielle ¥} pour chaque minéral a

I’aide d’une procédure itérative.
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2.2.1.2 Chauffage isobare

Le chauffage isobare consiste a chauffer un minéral (7) a pression constante Py de la
température 7; a la température potentielle . Pour la plupart des minéraux, 1’expansivité

thermique (P, T') peut s’écrire sous la forme d’une loi polynomiale :
a(Py,T) = ag + boT — cgT ™%+ doT ™. (2.4)

Les valeurs des coefficients ag, by, ¢y et dy, ainsi que celles du parametre de Giineisen,
sont récapitulées pour chaque minéral dans le tableau 2.3. L’expansivité thermique est

utilisée pour déterminer la masse volumique p( Py, T") dans 1’équation (2.3) :

9]
9PN = —a(Ry, T)p(Ry, T). (2.5)
oT' ) p,

En intégrant cette derniere équation a pression constante F,, on obtient 1’expression de la

masse volumique a la pression P, et a la température ¥ :

(Po, ) To)" (To—0) + 212 — ) 4 e (= - 2 2.6)
= — ] e — — (15 — ———]. .

PO, Po 9 Xp |ao(Lo 5 o o T, 0

La valeur du module d’incompressibilité adiabatique K g(Fy, ) est calculée a P, en utili-

sant la formule :

33,
Ks(FPo,0) = K, (M> ; (2.7)
Po
Minéral agp (Kil) bo (K72) co (K) Ytho
olivine 2.832 0.758 0 1.14
wadsleyite 2711 0.6885 | 0.5767 | 1.32
ringwoodite 1.872 0.421 0.6537 | 1.21
Mg-pérovskite 1.17 1.51 0 1.31
Mg-wiistite 3.0 1.2 0 1.45
clinopyroxene BP || 2.86 0.72 0 1.05
clinopyroxene HP || 2.86 0.72 0 1.05
orthopyroxene 2.86 0.72 0 1.05
Ca-pyroxene 2.32 1.88 0 1.06
ilménite 227 0.682 -0.385 | 1.38
majorite 2.08 1.43 0 1.17

TAB. 2.3 : Coefficients d’expansion thermique et parametre de Griineisen (7p,) aux
conditions STP. Les données sont d’apreés les compilations de Vacher et al. (1998) et
de Verhoeven et al. (2005). La constante d est égale a zéro excepté pour I’ilménite, pour
laquelle dy = —0, 1808.
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ol g, est le parametre d’ Anderson-Griineisen, défini par

Js, = 1 (aanS) . 2.8)
Py

«Q orT

Le parametre d’ Anderson-Griineisen peut étre considéré comme étant indépendant de la
température (Anderson, 1988), c’est pourquoi il est calculé uniquement aux conditions
STP pour chaque minéral. Dans le cas du module de cisaillement G(P,, 1) a P, on sup-

pose une variation linéaire avec la température :

e
G(Po, 9) = Go+ 5 (9 — Tb). 2.9)

2.2.1.3 Compression adiabatique

La seconde partie de la procédure consiste a déterminer les valeurs des modules
élastiques aux conditions (P, T"). La théorie de la déformation finie est utilisée, ou la

déformation eulerienne € d’un minéral pour une compression adiabatique est donnée par

(Birch, 1952) :
1 p(P,T) %
e {1 fmal g 210

et I’énergie €lastique U est exprimée par une approximation polynomiale en déformation :

U = Uje + Upe?® + Uze® + ... (2.11)

Davies & Dziewonski (1975) ont montré que 1’équation (2.11) devrait inclure 1’ordre 4
en déformation pour rendre compte des parametres sismiques des modeles de référence
dans le manteau inférieur. Puisque notre étude est restreinte a la zone de transition, une
expansion d’ordre 3 en déformation est considérée. La pression peut tre exprimée par
I’équation d’état de Birch-Murnaghan au 3°™ ordre :

3 0Ky
P(r) = —3Kg(1 — 2¢)*/? “l4-=—2)¢. 2.12
() = —3Ks(1 =202 |+ 2 (4= 2 ) e 212)
La valeur de la masse volumique p(P,T') est obtenue en calculant 1’unique racine réelle
négative de cette derniere équation. Les modules élastiques a une profondeur z donnée
s’obtiennent alors grace aux expressions suivantes :

P(z) = —(1—2¢)"? (018 + %CzaQ + %Cge?’) 2.13)

Ks(z2) + %G(z) = (1—2¢)%? (L1 + Loe + %L?ﬁ) (2.14)
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1
G(z) = (1 —2¢)%? (M1 + Moe + 51\4352) . (2.15)

Les coefficients des expressions (2.13)-(2.15) sont fonctions des modules €lastiques et de
leurs dérivées (e. g. Jackson, 1998; Trampert et al., 2001; Cammarano et al., 2003) :

Cy = 3K5 (2.16)
0Kg
Cy=9K4 (4 — a_P) 2.17)
0’Kg 0Kg 0Ky 149
O3 =27Kg [KS 2P — 8_P (7— 8_P) ?] (2.18)
4
B 0K s
Ly =51 — 3Ky <8_P + G> (2.20)
*Kg 0Kg 0Kg
_ 2 _ _
Ly =9K5 ( 2P + G) ( P 4) + 5L, (3 P 5) (2.21)
M, =G (2.22)
0G
My =5M; — 3K58P (2.23)
82G (9KS a[(SI
M; = 9K532P 3M, (8_]3 — 4) + 5M, (38_]3 - 5) (2.24)

On suppose que < 9K, =P et sont indépendants de la température a pression ambiante :

0Ky _ OKs

— ~—= 2.25
OP (py.9) OP (pyTv) ( )

oG oG
OP (pow)  OP(pomy)

Jackson (1998) a montré que cette approximation est valide pour le module d’incompres-

(2.26)

sibilité. En revanche, cela n’a pas encore été montré pour G.

Pour évaluer L3 et Ms, il est nécessaire de connaitre les dérivées secondes des

modules élastiques par rapport a la pression. Ces dérivées secondes ont €t€ mesurées
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avec de grandes incertitudes sur un petit nombre de minéraux, par exemple 1’olivine (Zha
et al., 1998), la magnésiowiistite (Murakami et al., 2009) et I’orthopyroxene (Flesch et al.,
1998). L'intérét de tronquer 1’équation de Birch-Murnaghan a I’ordre 3, est d’imposer
implicitement que le coefficient d’ordre 3 dans I’expression (2.13) de la pression est nul,

ce qui donne I’équation (2.18). La dérivée seconde de K 'g par rapport a P est alors reliée a
K

op -
(1992) selon laquelle G = AKg + BP, ou A et B sont calculés a pression nulle, conduit

N

a:

Le long d’un profil de température adiabatique, la relation mise en place par Stacey

0*G P Kg 0?Kg
82P_A82P = 0,631 7P

Les mesures de laboratoire des dérivées secondes des modules élastiques sont ainsi rem-

(2.27)

placées par les valeurs issues des équations (2.18) et (2.27). Les constantes C}, L; et M;
sont ensuite calculées a partir des modules élastiques et de leurs dérivées par rapport a la

pression isentropique.

En admettant que la pression a chaque profondeur donnée est connue (dans ce
travail on prendra le profil de pression du PREM), la déformation eulerienne ¢ est dé-
terminée a partir de 1’équation (2.13) en utilisant une méthode numérique de recherche
de racine de type Newton-Raphson. Les expressions (2.10), (2.14) et (2.15) permettent
ensuite d’évaluer la masse volumique et les modules élastiques d’un minéral donné aux
conditions (P, T") désirées. En comparant le résultat 7" de I’équation (2.3) avec la valeur
de T'(r) recherchée, la valeur de la température 1) est modifiée, et ainsi de suite jusqu’a ce

que la différence entre 7" et T'(r) soit inférieure a 5 K.

2.2.2 Du minéral a la roche

La théorie exposée dans le paragraphe précédent permet de calculer les proprié-
tés élastiques des minéraux pris individuellement. Or le manteau terrestre correspond
a un assemblage de minéraux. Pour un modele pétrologique donné, les proportions des
différentes phases minéralogiques peuvent étre estimées a chaque profondeur grace aux
diagrammes de phases. Connaissant ces proportions, la moyenne pondérée des modules
élastiques et des masses volumiques est calculée pour estimer les vitesses sismiques et la

masse volumique de la roche a une profondeur donnée.

La masse volumique de la roche est calculée par une moyenne arithmétique des
masses volumiques des minéraux pondérée par leurs fractions volumiques. Pour les vi-
tesses sismiques, le probleme est plus complexe. En général, deux moyennes correspon-
dant a des cas extrémes sont calculées. La « vraie » moyenne recherchée appartient a cet
intervalle. La moyenne la plus communément utilisée est celle de Voigt-Reuss-Hill (Hill,

1952), qui correspond a la moyenne arithmétique des moyennes de Voigt et de Reuss.
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La moyenne de Voigt considere que la déformation est uniforme dans le composé multi-
phasé :

Lt~ oo
K== XOg® 2.28
- ;:1 ; (2.28)

tandis que la moyenne de Reuss consideére une contrainte uniforme :

1 1 Zn a1
K nt#4 - X K@’ (2.29)

avec n le nombre de minéraux considérés et X la fraction volumique du minéral ().

Ces équations sont également valables pour G.

La moyenne d’Hashin-Shtrikman (Hashin & Shtrikman, 1962), obtenue a partir
d’expressions variationnelles, fournit de meilleures approximations pour des constituants
polyphasés. Celle-ci est basée sur le principe de minimisation de 1’énergie potentielle.
Cette méthode remplace un corps hétérogene par un corps de référence équivalent qui
produit la méme déformation. Watt et al. (1976) ont montré que, méme pour des mo-
nocristaux, il existe des cas ou la la moyenne de Voigt-Reuss-Hill se situe en-dehors de
I’intervalle formé par les deux bornes de la moyenne d’Hashin-Shtrikman. L’erreur intro-
duite dans le calcul de la moyenne est plus petite dans le cas de la moyenne d’Hashin-

Shtrikman, c¢’est pourquoi nous la préférons a la moyenne de Voigt-Reuss-Hill.

Pour les modules d’incompressibilité K et de cisaillement GG, les bornes inférieures
K et Gy, et supérieures Kt et G, sont reliées a la plus petite et a la plus grande des
n valeurs de K et GG (Hashin & Shtrikman, 1963; Watt et al., 1976) :

Aln

Kyt = Ky,+—" 2.30
HS b * 1 + CYl,nAAl,n ( )
_ 1 By

Gim = Gip+-——-T"— 231
HS b * 2 1 + ﬁl,nBl,n ( )

ot Ky < K < Kffget Ggg < G < Gijs, K et G étant les valeurs recherchées. Avant
de calculer la moyenne, les modules élastiques des différents minéraux sont classés par
ordre croissant. Le minéral possédant le plus petit module élastique est donc indiqué par
I’indice 1 et celui avec le plus grand module élastique avec I’indice n. La borne inférieure
est alors calculée avec le module élastique le plus petit et la borne supérieure avec celui le
plus grand. Les coefficients oy ,,, 31, A1, €t By, sont estimés de la maniére suivante :

3

L S 232

. 3Ky, + 4G, (2:32)
3Ky, +2G1,

Bin = (K +2G10) (2.33)

5G1,(3K1, +4Gy,,)
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n,n—1 :
X )
A, = 2.34
: 1221 KO — Kip)™' —ong (3%
n,n—1 :
’ x @)
By, = . (2.35)

1=2,1 %(G(’L) - C:l,n)i1 - ﬁl,n

Une fois que la masse volumique et les modules élastiques a une pression et une
température données sont déterminés, les vitesses sismiques de I’assemblage minéralo-

gique peuvent étre calculées par les équations :

Vs(P,T) (2.36)

Vp(P,T) = (2.37)

2.2.3 Diagrammes de phases

Les minéraux mantelliques qui sont considérés dans ce travail sont : 1’olivine,
I’orthopyroxene, le clinopyroxeéne et le grenat. Au fur a mesure que la température et
la pression augmentent, les minéraux du manteau subissent des transformations miné-
ralogiques. Les fractions volumiques des nouvelles phases minérales sont calculées en
utilisant les diagrammes de phases construits a partir des mesures de laboratoire. Deux
sous-systemes indépendants sont considérés : le diagramme de phases de 1’olivine et de
ses phases hautes pressions, et un diagramme de phases pour tous les autres composants.
Les diagrammes employés dans ce travail sont décrits dans Vacher et al. (1998). Ces der-
niers ont été construits en utilisant une méthode développée par Ita & Stixrude (1992) qui
minimise 1’énergie libre de Gibbs. Elle incorpore des changements des rapports Fe/Mg

dans les minéraux en fonction de la profondeur.

D’apres le diagramme de phases représenté sur la figure 2.3, 1’olivine (phase «) se
transforme progressivement en wadsleyite (phase /3) et en ringwoodite (phase 7). A partir
de 16 GPa, seule la ringwoodite peut exister. A des pressions supérieures 4 24 GPa la ring-
woodite se transforme en pérovskite et en magnésiowiistite. La localisation des transitions
de phase de I’olivine et de ses phases de hautes pressions ne dépend pas seulement de la
pression et de la température, mais aussi de la teneur en fer. Cette dernicre est quantifiée
par le rapport entre les atomes de fer ferreux, et la somme des atomes magnésiens et des

atomes de fer ferreux :
n(Fe?")

Fed = n(Mg) + n(Fe*™)’

(2.38)
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20 _ OLIVINE PHASE DIAGRAM | %0 | RESIDUUM MINERALOGY
i oo 800 il i) soo
28 ] A 28 - i { I
i pv+mw H [ H /
26+ il i / 26 -
24 . Hoi1opeo o4 ] - 700
22 S 292 ]
£ 20 600 o _ 20] 60 _
€) g & 3
5 18- 2 O 18 &
5 500 » g 500 &
g 167 g 218 g
[ o i N H
14 & 14 ; i
7 400 A~ i J/ 'IJJ ,;r/ - 400
s K o
) I
; F px+gt o i
10+ i ol H i L 300 10+ j H j" L 300
1 o | S i
o IOOOKi 15001(1, ),1600K | 200 6 | 1000K 1500k § {1600k L 200
800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Temperature (K) Temperature (K)

FIG. 2.3 : Diagrammes de phases de 1’olivine (Mg g9, Fey.11)25104 (2 gauche) et des
pyroxenes-grenat (a droite) (Vacher et al., 1998). Les adiabats initiés a 1000, 1500 et
1600 K sont montrés pour la pyrolite (en pointillés longs) et la piclogite (en pointillés
courts). Pour le diagramme de phases du sous-systéme pyroxenes-grenat, les traits pleins
correspondent aux limites de phases pour une composition pyrolitique. Les pointillées
représentent les limites de phases pour une composition piclogitique. ol : olivine, (3 :
wadsleyite, v : ringwoodite, pv : pérovskite magnésienne, mg : magnésiowiistite, px :
pyroxenes, gt : grenat, Ca-pv : Ca-pérovskite, ilm : ilménite.

Fe# est appelé iron number, en anglais. Comme illustré sur la figure 1.2, qui présente le
diagramme de phases de 1’olivine dans le systeme fayalite-forstérite, les pressions aux-

quelles ont lieu les transformations diminuent lorsque la teneur en fer augmente.

Le sous-systeme des pyroxenes-grenat est plus complexe (figure 2.3). Les traits
pleins et en pointillés correspondent respectivement aux limites de phases pour une com-
position pyrolitique et piclogitique (voir tableau 1.3). Puisque la piclogite est plus riche en
Al;,O3 que la pyrolite, les différents champs de stabilité de 1’ilménite sont réduits pour une
composition piclogitique par rapport a une composition pyrolitique. Pour la méme raison,
le champ de stabilité du grenat et de la pérovskite a haute température augmente lorque le
taux d’Al,O3 augmente (e. g. Irifune et al., 1996). Le constat important que 1’on peut dé-
duire de ces diagrammes, est que les transitions de phase principales dépendent fortement
de la température. Comme le font remarquer Vacher et al. (1998), il existe dans le détail
des incertitudes sur la localisation des limites de phases dans le systeme pyroxénes-grenat
entre 22 et 24 GPa. Par exemple, la localisation de la transition du grenat en ilménite est
incertaine. Puisqu’il est difficile de concilier les résultats issus des expériences menées a
haute et basse températures, un point d’interrogation a été placé au niveau des pressions

correspondant au centre du manteau.
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Les formules chimiques des minéraux du manteau sont celles employées par Ve-
rhoeven et al. (2005) et sont détaillées dans le tableau 2.4. Les polymorphes de hautes
pressions possedent des formules chimiques identiques a celles des minéraux de basses
pressions. Cependant, leurs propriétés thermoélastiques associées sont significativement
différentes (voir tableaux 2.1, 2.2 et 2.3). Les propriétés des minéraux individuels dé-

pendent explicitement de la teneur en fer :

P (Po,Ty) = p(Po,Ty)  +y plke(Po To) (2.39)
Kgo)(PO, Ty) = Kg)(PO, Ty) +y Kgg,pe(P0> 1) (2.40)
GY(P,Ty) =GO(P,Ty) +y G(()%e(PO, o), (2.41)

ou I'indice ¢ indique la phase minérale et y la teneur en fer. En général, la fraction
d’atomes de fer dans chaque minéral est fonction de la pression et de la température,
mais également des autres minéraux présents a ces mémes conditions thermodynamiques.
Ainsi, le fer peut étre réparti différemment entre les minéraux individuels. Dans cette
étude, on considere que le manteau est chimiquement homogene et que la répartition du
fer dans les minéraux individuels est identique. Pour les phases minérales pures, la teneur
en fer est donc identique 2 Fe#. A Iintérieur du domaine de pressions et de températures,
lorsque deux phases coexistent pendant un changement de phase, la fraction d’atomes
de fer pour chaque phase minérale est déterminée a partir des diagrammes de phases.
Par exemple, dans le systeme olivine, Mg,Si0, et Fe,SiO, forment une solution solide.
Lorsqu’une seule phase est présente, la teneur en fer est égale a Fe#. Quand une trans-
formation a lieu, la proportion relative de forstérite et de fayalite dans chaque phase est

calculée par I’'intermédiaire du diagramme de phases.

Minéral formule chimique
olivine (Mg, Fe,)s SiO4
wadsleyite (Mg, _, Fe,)s SiO,4
ringwoodite (Mg;_, Fe,)2 Si04
Mg-pérovskite (Mg;_, Fe,) SiO;
Mg-wiistite (Mg;_, Fe,) O

clinopyroxene BP
clinopyroxene HP

(Mg;_, Fe,) SiO3
(Mg, _, Fe,) SiO3

orthopyroxene (Mg, _, Fe,) SiO;
Ca-pyroxene Ca (Mg;_, Fe,) Si,0¢
ilménite (Mg;_, Fe,) SiO;
majorite (Mg;_, Fe,) SiO3

TAB. 2.4 : Formules chimiques des minéraux du manteau. y correspond a la teneur en fer.
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Lorsque la composition globale du manteau contient de I’aluminium, il est en géné-
ral incorporé plut6t dans les pyroxenes, le grenat, I’ilménite et la pérovskite. Il est consi-
déré dans cette étude que la teneur en aluminium est suffisamment faible pour que les
phases alumineuses soient négligées.

L’effet de Verhoogen (Jeanloz & Thompson, 1983), ¢’est-a-dire le fait qu’un profil
thermique adiabatique soit décalé lorsqu’il franchit une transition de phase, est pris en
compte pour le systeme olivine. Les transitions de phases induisent une augmentation ou

une diminution de température A7 :

L TTAV

AT = = =
Cp  Cp '

(2.42)

ou L est la chaleur latente de la réaction, AV la variation de volume et I" la pente de Cla-
peyron de la transition de phase, et ou C'p est une capacité calorifique moyenne (Turcotte
& Schubert, 1982, p. 193). Sur la figure 2.3 sont représentés trois profils de température
adiabatiques pour différents pieds de profils adiabatiques : 1000, 1500 et 1600 K. Le gra-
dient adiabatique est décalé lorsqu’il franchit les limites de phases du systeme olivine.
Il est décalé vers des températures plus importantes a 410 et 520 km de profondeur car
les réactions sont exothermiques (voir tableau 1.2). En revanche, il se déplace vers des
températures plus faibles a 660 km de profondeur, ou la transformation minéralogique de
ringwoodite en pérovskite et magnésiowiistite est endothermique. La variation en tempé-
rature correspondante est égale a 60 K et 40 K pour une pyrolite et une piclogite, respec-
tivement, en considérant une pente de Clapeyron égale 3 —2 MPa/K. Evidemment cette
variation dépend des valeurs choisies pour les pentes de Clapeyron, qui restent encore a
affiner (voir tableau 1.2).

D’apres les tableaux 2.1 et 2.2, bien que les incertitudes des données expérimen-
tales sur les modules €lastiques des minéraux de I’olivine et de ses polymorphes soient
parmi les plus faibles, les incertitudes demeurent importantes pour les pyroxenes et le gre-
nat. Parmi les rares travaux qui tiennent compte de ces incertitudes, Cobden et al. (2008)
ont généré un ensemble de 10000 modeles du manteau, en considérant une composition
pyrolitique et une température potentielle de 1600 K, en faisant varier les valeurs des para-
metres élastiques a I’intérieur des barres d’erreur décrites dans Cammarano et al. (2003).
Ils ont ensuite comparé directement les données synthétiques issues de ces modeles avec
des temps de trajet réels d’ondes P, S et SS. Malgré la prise en compte de la variabilité
des parametres élastiques, le gradient de vitesse entre 410 et 660 km de profondeur de-
meure inférieur a celui des modeles de référence. Il est clair que les incertitudes sur les
parametres des phases de 1’olivine ont un effet plus important sur I’amplitude des sauts
de vitesse a 410, 520 et 660 km de profondeur que I’effet Verhoogen. Dans le diagramme
pyroxenes-grenat, les réactions s’étendent sur des gammes de profondeurs plus grandes

que dans le diagramme de 1’olivine et les valeurs des pentes de Clapeyron sont encore
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moins bien contraintes que pour celles des transformations de 1’olivine. Pour ces raisons,

I’effet Verhoogen n’est pas pris en compte dans le diagramme pyroxenes-grenat.

2.3 Anisotropie

2.3.1 Le tenseur élastique

Contrairement au corps isotrope qui, indépendamment de I’orientation, se com-
porte de facon identique, I’anisotropie caractérise un milieu qui posseéde des propriétés
différentes selon la direction considérée, abstraction faite du caractere homogene du mi-
lieu. La manifestation de 1’anisotropie provient d’une sensibilité des ondes sismiques dif-
férente selon les coefficients du tenseur élastique anisotrope. Dans un référentiel fixe de
coordonnées x; (z = 1,2, 3), le tenseur des contraintes o;; et le tenseur des déformations
€;; sont reliés par le tenseur élastique Cj;y; selon la loi de Hooke généralisée (ou loi de
I’élasticité linéaire) :

045 = Cijkl €ij- (243)

Ciji est un tenseur d’ordre 4 qui contient 81 composantes. Le tenseur des contraintes et
celui des déformations étant symétriques, il ne reste plus que 36 coefficients indépendants.
En raison des différentes symétries des tenseurs o (0;; = 0j;) et € (¢;; = €j;), ainsi qu’une
condition sur I’énergie libre, le tenseur élastique devient également symétrique (Cjjx =
Ciit = Cijie = Chrij). Dans ce cas, il n’existe plus que 21 coefficients indépendants
qui décrivent un milieu anisotrope. Pour simplifier I’écriture de la matrice Cjjx;, I’ écriture
matricielle de Voigt est employée. Le remplacement des indices s’exprime pour le tenseur

élastique d’ordre 4 de la maniere suivante :

sii=j, p=i
si i#£j, p=9—i—]

Cy; C 2.44
MY G k=1, q=k (249
sio k#1l, ¢q=9—k—1
Ce dernier devient alors
C311 Cl2 ClS Cl4 015 ClG
C'21 C22 C23 CZ4 C25 C26
C C C C C C
Chp = 31 32 33 34 35 36 (2.45)

ou les composantes indépendantes sont représentées en gras.
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A partir de cette forme générale, il est possible de réduire encore le nombre de com-
posantes indépendantes lorsque le milieu élastique présente une ou plusieurs symétrie(s)

dans certaines directions. Les trois cas principaux sont :

1. un milieu élastique avec une symétrie monoclinique (13 composantes indépen-

dantes),
2. un milieu transverse isotrope a axe hexagonal (5 composantes indépendantes),

3. un milieu completement isotrope (2 composantes indépendantes, qui correspondent

aux parametres de Lamé).

L’anisotropie radiale est décrite par ce deuxieme cas et c’est celui-ci que nous allons

étudier.

2.3.2 Anisotropie radiale

Sous I’hypothese d’anisotropie hexagonale, le nombre de coefficients €lastiques
indépendants est réduit a 5 au lieu de 21. Il s’agit des coefficients de Love A, C, F, L et
N (Love, 1927). Le tenseur élastique peut s’écrire

A A—-2N F 0 0 O
A—2N A F 0 0 0
F F c 0 0 0
Cpy = 2.46
r 0 0 0L 0 0 (240
0 0 0 0 L O
0 0 0 00 N
Ces coefficients de Love sont reli€s aux vitesses sismiques par les relations :
A = pViy (2.47)
C = pVpi, (2.48)
L = pV&, (2.49)
N = pViy (2.50)
Ul
F = —— 2.51

ou Vpy et Vpy sont les vitesses des ondes P se propageant horizontalement et verticale-
ment, et Vs et Vg sont les vitesses des ondes .S polarisées horizontalement et verticale-
ment. Le parametre 7 décrit la dépendance de la vitesse de propagation d’une onde selon

I’angle d’incidence.
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A partir des moyennes de Voigt des modules de cisaillement et d’incompressibilité,
il est possible d’exprimer Vp et Vg en fonction des vitesses anisotropes (Babuska & Cara,
1991). Les moyennes de Voigt de GG et K dans un milieu radialement anisotrope s’écrivent
(Babuska & Cara, 1991) :

K = %(C + 44— AN +4F) (2.52)
_ 1_15(C+A+6L+5N—2F). (2.53)

Les vitesses isotropes sont définies en fonction des modules de cisaillement et d’incom-

pressibilité de la manieére suivante :

K+2iG
Vi = — 23— (2.54)
P
K
—. (2.55)
p

On peut susbtituer (2.51), (2.52) et (2.53) dans (2.54) et (2.55) pour obtenir :

1

pVE = G [3C + (8 +4n)A + 8(1 — n)L] (2.56)
1

pVe = = [C'+(1—2n)A+ (6 +4n)L + 5N]. (2.57)

n est égal a 1 dans un milieu isotrope. Les vitesses moyennes isotropes décrites dans
les équations (2.56) et (2.57) dépendent des observables sismiques des équations (2.47)-
(2.51), ainsi que de 1. Cependant, si on suppose que 1’anisotropie est faible, il est possible
de faire I’hypothese que n ~ 1. De plus, en considérant I’approximation que 1’anisotropie
des ondes P est bien inférieure a celle des ondes S, le terme C' — A peut étre négligé au
premier ordre par rapport au terme 10L + 5N dans 1’équation (2.57). Ainsi, les moyennes

de Voigt des vitesses isotropes peuvent étre simplifiées par :

2L + N 2V, + V2
Vi = = SV SH 2.58
S 30 3 (2.58)
4A 2, +4V3
VE= ¢ 'gp = VPVE VPH, (2.59)

de telle maniere que la vitesse moyenne isotrope des ondes S dépende uniquement de
Vsy et Vs, et que la vitesse des ondes P soit uniquement liée a Vpy et Vppy. Cette
simplification a déja été utilisée pour diminuer le nombre de parametres de I’inversion

par Panning & Romanowicz (2006) ou encore Khan et al. (2009, 2011). Les parametres
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anisotropes & et ¢ décrivent 1’anisotropie des ondes S et P, respectivement :

VZ

£ = % (2.60)
V2

6 = % (2.61)

Il est donc possible de déterminer les vitesses anisotropes en utilisant les équations (2.58)
a(2.61):

Veu = Vs % (2.62)
Vs = Vs % (2.63)
Vg = Vp ﬁ (2.64)
Vpy = Vp % : (2.65)

Notons que cette formulation de I’anisotropie est totalement découplée des calculs ther-
modynamiques sur les propriétés des roches isotropes. Il est théoriquement possible de
prendre en compte I’anisotropie dans les calculs thermodynamiques (Stixrude & Lithgow-
Bertelloni, 2005b). Cependant, a notre connaissance, il n’existe pas encore de base de
données sur les coefficients élastiques anisotropes pour I’ensemble des minéraux consi-
dérés.

Les ondes de Love et de Rayleigh étant peu sensibles a I’anisotropie des ondes P,
seul le parametre & est inversé. Si Vsy est plus grande que Vsy (£ > 1), nous aurons ten-
dance a interpréter cela comme un mouvement horizontal de matiere, alors que 1’inverse
(£ < 1) désignera plutot des courants verticaux. Les ondes de surface ne sont également
que faiblement dépendantes de 1 dans le manteau. Khan et al. (2009, 2011) ont évalué
les deux parametres ¢ et 1 selon une méthode bayésienne et ont montré qu’ils n’étaient
que tres peu contraints. 77 est peu souvent considéré comme étant un parametre variable
de I'inversion. Par exemple, Shapiro & Ritzwoller (2002) le fixent selon les valeurs du
PREM. Gung et al. (2003), Panning & Romanowicz (2006) et Beghein (2010) utilisent
une relation d’échelle selon laquelle dlnn = 2,50 1n&. Cette relation est basée sur des
calculs et résultats issus d’expériences de laboratoire (Montagner & Anderson, 1989).
Afin d’€étre cohérent avec I’approximation selon laquelle 1’anisotropie est faible et avec la

simplification théorique employée, 1 est ici fixé a la valeur de 1.
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2.4 Vitesses de phase

Les modeles sismiques radiaux qui correspondent a un profil de température, un
profil d’anisotropie et a une composition minéralogique donnés sont ensuite employés
pour calculer les courbes de dispersion des vitesses de phase des ondes de surface. Le
code MINEOQOS, largement employé aujourd’hui pour calculer les fréquences et les fonc-
tions propres, a été utilisé. Il est basé sur le travail de Gilbert & Dziewonski (1975), mais
a été repris par de nombreux collaborateurs tels que Woodhouse (1988) et G. Masters.
Le programme MINEOS est disponible sur le site du CIG (Computational Infrastructure
for Geodynamics, http ://www.geodynamics.org/cig/software/mineos). Dans cette sec-
tion, nous rappelons brievement I’essentiel de la théorie des modes propres. Pour plus
de détails, le lecteur se référera par exemple a Takeushi & Saito (1972), Aki & Richards
(1980), ou encore a Dahlen & Tromp (1998).

2.4.1 Les oscillations libres

Tout corps élastique de dimensions finies peut vibrer librement a des fréquences dé-
terminées par sa forme et sa constitution. Le spectre de ses oscillations contient un nombre
infini de fréquences discretes, appelées modes propres ou oscillations libres. Le terme
« libre » est important car il signifie que ces oscillations continuent méme si la source
d’excitation a cessé d’agir. Sous ’effet d’une impulsion initiale, une corde attachée a ses
deux extrémités se met a osciller autour de sa position de repos. Seules certaines longueurs
d’onde et certaines fréquences sont permises, déterminées par les propriétés physiques
du corps et par les conditions aux limites. Deux approches mathématiques équivalentes
sont possibles pour décrire ces vibrations : soit une approche modale, soit une approche
d’ondes progressives. C’est la premiere que nous allons suivre. Les oscillations ont lieu a
des fréquences différentes, appelées fréquences propres (w,). L'ordre n = 0 est qualifié
de mode fondamental et tous les suivants (n = 1,2, ...) correspondent aux modes har-
moniques. Le déplacement associé a chaque fréquence propre est appelé fonction propre.
L’ordre radial n donne le nombre de nceuds en profondeur, c’est-a-dire le nombre de fois
ou la courbe représentant la fonction propre en fonction de la profondeur passe par zéro.
Les fonctions et fréquences propres ne dépendent pas de la force extérieure responsable
de I’excitation, mais de la nature physique et de la géométrie de 1’objet considéré.

Les interférences entre les ondes produites par le séisme entrainent deux types
d’oscillation de la sphere : les oscillations sphéroidales, qui sont des oscillations pour
lesquelles le rotationnel du déplacement autour de la verticale est nul, et les oscillations
toroidales, qui sont des oscillations de torsion pour lesquelles le déplacement radial et

la divergence du déplacement sont nuls (c’est-a-dire qu’il n’y a pas de changement de
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volume). D’un point de vue mathématique, les ondes de surface de Rayleigh et de Love

sont équivalentes a ces oscillations libres. Leur propagation est schématisée sur la figure
2.4.
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FIG. 2.4 : Mouvement des particules lors d’un passage d’une onde de Rayleigh et de
Love (d’apres Lay & Wallace, 1995).

— Les ondes de Rayleigh résultent des interférences constructives qui se produisent entre

les ondes P et SV aux différentes interfaces de la Terre. Dans un milieu isotrope, elles
ont un mouvement particulaire elliptique dans le plan vertical et parallele a la direction
de propagation. Ces ondes se formalisent comme étant la somme des fonctions propres
sphéroidales ou des produits des fonctions propres sphéroidales et toroidales (suivant
qu’il s’agit de la projection verticale ou horizontale du déplacement). Les ondes de Ray-

leigh sont observées sur les composantes longitudinale et verticale d’un sismogramme.

— Les ondes de Love sont le résultat d’interférences entre les ondes S H et correspondent

a la somme des différentes fonctions propres toroidales. Elles sont polarisées dans le
plan horizontal perpendiculairement a la direction de propagation. Ces ondes sont vi-

sibles sur la composante transverse d’un sismogramme.

Les interférences entre ces deux types d’ondes, qui équivalent a des couplages entre
modes, peuvent €tre provoquées par des hétérogénéités latérales, la rotation propre de
la Terre et son ellipticité.
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2.4.2 Solutions du probleme aux valeurs propres

Comment calculer les modes propres de la Terre ? Supposons que par rapport a un
état de référence en équilibre hydrostatique, une perturbation est introduite au niveau de
la masse volumique et du champ de contraintes. Par rapport a cet état perturbé, la théorie
des modes propres est une théorie linéaire. En effet, la réponse de la Terre est supposée
instantanée et linéaire par rapport a 1’excitation initiale et les équations du mouvement

sont linéarisées.

Le modele de Terre utilisé présente les propriétés suivantes. La Terre est a symé-
trie sphérique et elle est autogravitante. Les contraintes sont non nulles méme a 1’état
d’équilibre. Le modele est élastique, c’est-a-dire qu’il existe une relation linéaire entre
les contraintes et les déformations. La Terre est formée de couches concentriques latéra-
lement homogenes et elle peut étre modélisée comme un milieu transverse isotrope a axe
vertical. Pour chaque couche, le tenseur des contraintes est donc entierement déterminé

par les cinq modules élastiques A, C, F, L, et N.

L’équation linéarisée de conservation du moment cinétique met en jeu les forces
inertielles, les forces €lastiques liées a la déformation du corps et les forces gravitation-
nelles dues a la variation du potentiel gravitationnel. En employant le formalisme de Aki

& Richards (1980), cette équation prend la forme pour un milieu isotrope :

gravitation

inertie A ~
2 dpo o
—powtu = | u + poV - u ) gof + poVE — V(pourgo) (2.66)

élasticité
7\
7 N
~

d\
+ ()\+2u)VV-u—uV><(qu)—i-%(v-u)r

2—— 4+ —1t x (V xu),

avec :

u, le champ de déplacement et u, sa composante radiale,
t, le rayon vecteur en coordonnées sphériques,

Po, la masse volumique non perturbée,

Kk, la perturbation eulérienne du potentiel gravitationnel,
A, le premier coefficient de Lamé,

1, la rigidité,

go, le champ de gravité non perturbé,

et w, la pulsation.
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Les solutions de cette équation sont les fonctions propres associées chacune a une
fréquence propre. Des lors, il faut considérer les conditions aux limites appropriées a notre
planete, a savoir la continuité des vecteurs de déplacement et de contrainte a la surface,
qui peut étre également formulée comme étant I’annulation de la traction aux interfaces.
[’équation du mouvement est résolue grace a une décomposition en harmoniques sphé-
riques vectorielles. Dans le systeéme de coordonnées sphériques (7, A, ¢) (voir figure 2.5),
le vecteur du déplacement élastique u peut €tre représenté par 1’intermédiaire de trois

vecteurs R}, S;" et T}" qui définissent une base de vecteurs propres orthogonaux :

u(r, A d,w) = Y Y LUMRTA, @) +n Vi(r)STH(A, 6)  (267)

+ W) T (A, ¢)] exp(—inwit),

ou les fonctions propres radiales ,,U;, ,V; et ,JW; sont fonctions du rayon uniquement.
Les nombres [ et m correspondent aux indices des harmoniques sphériques qui donnent
les nceuds en latitude et en longitude. La Terre étant supposée a symétrie sphérique, il
y a dégénérescence de 1’ordre azimutal m et les modes propres dépendent uniquement
de I’ordre radial n et de I’ordre angulaire . Pour un mode n fixé, ’ordre angulaire [
détermine la pulsation ,w; considérée. Ainsi, pour chaque couple (n,[), ¢’est-a-dire pour
des pulsations discretes ,,wy, il est possible de déterminer les fonctions propres de la Terre
associées aux deux types d’oscillations toroidales et sphéroidales. Les vecteurs R}", S]"
et T} correspondent respectivement aux composantes radiale, sphéroidale et toroidale.

IIs s’expriment en fonction des harmoniques sphériques de la facon suivante :

R(A,¢) = FY" (2.68)
A 1 oyr o1 gy,

S™(A — s 1 — ! ¢ 2.69

F(8.9) VIO I+ 1) ( oA =" SinA 90 ¢) 26
P x V,Y" 1 I A

T(A,¢) = sl _ LA - 2.70

N ((ES R/ ((E (sinA ¢ 0A d))’ 270

ou V; est le gradient surfacique et Y, est le scalaire harmonique sphérique

(2l +1)(l —m)
A (1 4+ m)!

YA, ¢) = (=1)™ { !1 P™(cos A)e™?. (2.71)

Le tenseur de contrainte est développé de fagon analogue.

En remplacant u par son développement en harmoniques sphériques vectorielles
dans 1’équation du mouvement linéarisée (équation 2.67), on obtient pour chaque pulsa-
tion discrete ,,w; deux systemes d’équations différentielles. Pour les oscillations sphéroi-
dales le systeme est constitué de 6 équations qui permettent de déterminer les fonctions

propres ,U;, ,Vi, n Ry, 2SI, o K et ,G. Les fonctions propres ,,U; et ,,V; sont respective-
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ment proportionnelles au déplacement radial et au déplacement horizontal. ,, R; est liée
a la contrainte radiale, ,,5; aux contraintes cisaillantes et ,, A; au potentiel gravitation-
nel. Enfin, ,,G; est liée au gradient de ce potentiel. La gravité n’affecte pas les modes
toroidaux car ceux-ci n’ont pas de composante radiale de déplacement et laissent donc la
distribution de masse volumique inchangée. Ainsi, dans le cas des oscillations toroidales,
I’équation du mouvement est résolue en se ramenant a un systeme de deux équations dif-
férentielles grace auxquelles il est possible de calculer les fonctions propres ,, 1V, et ,,7;.
2W) est associée au déplacement horizontal et ,,7; aux contraintes cisaillantes. Les ex-
pressions des équations différentielles sont détaillées dans Aki & Richards (1980) avec le
méme formalisme.
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FIG. 2.5 : Coordonnées sphériques (r, A, ¢), avec I’origine située au centre de la Terre.

2.4.3 La dispersion des ondes de surface

Nous avons vu que la Terre, en tant qu’objet physique, possede plusieurs fréquences
propres et qu’il existe un déplacement associé a chacune d’entre elles. Les figures 2.6 et
2.7 présentent les fonctions propres U et W, respectivement, pour les modes n = 0 a
n = 3. Dans le cas d’une Terre latéralement homogene mais contenant des variations ra-
diales, pour une profondeur donnée, ces fonctions propres sont identiques pour les tous
les points de la coquille sphérique. En revanche, les figures 2.6 et 2.7 montrent qu’elles
varient de facon différente avec la profondeur. Les ondes de surface sont des ondes disper-
sives, c’est-a-dire que leur vitesse de propagation apparente dépend de la fréquence. Deux
fréquences propres différentes associées a une méme branche (n = Ooun = 1,2,...)

auront des vitesses de propagation différentes.
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FI1G. 2.6 : Courbes de déplacement radial des premiers modes sphéroidaux en fonction de
la profondeur. Les calculs ont été réalisés pour le PREM (Dziewonski & Anderson, 1981)
en utilisant MINEQOS. Les fonctions propres sont normalisées par rapport au déplacement
en surface (z = 0). Les courbes du mode fondamental et du premier harmonique sont
calculées toutes les 15 s alors que I'intervalle est de 9 s pour le mode 2 et de 5's pour le
mode 3. Du bleu au rouge, les périodes sont de plus en plus faibles et indiquent des ordres
angulaires [ de plus en plus petits.

Par définition, plus le mode est élevé, plus la courbe est oscillante. Effectivement,
I’ ordre radial n indique le nombre de nceuds radiaux, c’est-a-dire le nombre de fois ol la
fonction propre s’annule. Ces nceuds peuvent €tre considérés comme étant des nceuds de
vibration. Plus la période est faible, plus la sensibilité a la Terre profonde diminue. Cette
propriété est tres intéressante car I’étude de la dispersion des ondes de surface donne acces
a la structure moyenne des milieux traversés entre la surface et la profondeur maximale
de pénétration de ces modes. Ainsi, un trajet d’onde de surface échantillonne mieux les
milieux traversés qu’un trajet d’onde de volume, ces dernieres étant sensibles a la structure
le long d’un rai uniquement. La pénétration d’'un mode augmente avec la période mais
également avec I’ordre radial n, d’ou I’'intérét d’utiliser plusieurs modes harmoniques et

une large gamme de périodes pour obtenir de I’information sur la zone de transition. En
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F1G. 2.7 : Courbes de déplacement horizontal des premiers modes toroidaux en fonction
de la profondeur. Les calculs ont été réalisés pour le PREM (Dziewonski & Anderson,
1981) en utilisant MINEOS. Les fonctions propres sont normalisées par rapport au dépla-
cement en surface (z = 0). Les courbes du mode fondamental et du premier harmonique
sont calculées toutes les 15 s alors que I’intervalle est de 9 s pour le mode 2 et de 5 s pour
le mode 3. Du bleu au rouge, les périodes sont de plus en plus faibles et indiquent des
ordres angulaires [ de plus en plus petits.

effet, les différents modes sont complémentaires. L.e mode fondamental permet de sonder
le manteau jusqu’a environ 250 km de profondeur. Avec le premier harmonique, bien que
la sensibilité des fonctions propres décroisse avec la période, il est théoriquement possible
d’obtenir de I'information jusqu’a 600 km. Les modes 2 et 3 viennent combler la lacune
de sensibilité des deux modes précédents, avec des maxima situés a la base de la zone
de transition, vers 800 km. Prendre en compte les modes harmoniques pour étudier la
zone de transition représente une source d’informations précieuse, mais le maximum de
sensibilité pour tous les modes se situe dans les 500 premiers kilometres de la Terre. 1l
faut donc s’attendre a ce que les parametres de 1’inversion soient de moins en moins bien

contraints passée cette région.
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Les sources sismiques génerent des ondes qui occupent une plage fréquentielle
continue. Chaque onde monochromatique possede sa propre vitesse, appelée vitesse de
phase. La vitesse de phase C' correspondant a la pulsation w est décrite par 1’équation

suivante :
w

k 9
ou k représente le nombre d’onde. En raison de la distribution radiale des propriétés du

C = (2.72)

milieu, les longues périodes, plus sensibles en profondeur, ont une vitesse de phase plus
élevée que les courtes périodes. Cela signifie qu’en un point fixe de la Terre et pour un
mode donné, les déplacements a longues périodes vont toujours précéder les déplace-
ments 2 courtes périodes (figure 2.8). A partir du mode fondamental, les modes harmo-
niques présentent des vitesses de phase de valeurs croissantes. En fonction de la période
(ou de la fréquence), les vitesses de phase d’un méme mode constituent une courbe de
dispersion. Ces dernieres peuvent étre extraites selon différentes méthodes a partir du sis-
mogramme, qui constitue la donnée brute de I’observation sismologique. La plupart des
techniques pour estimer les vitesses de phase sont basées sur la comparaison entre le sis-
mogramme observé et un sismogramme synthétique, souvent calculé par sommations de

modes propres.

—_

o N O~ O ©® O N
I

—_

Vitesse de phase (km/s)

o
N
(63}
a
o

75 100 125 150 175 200
Période (s)

F1G. 2.8 : Vitesses de phase théoriques du mode fondamental et des trois premiers modes
harmoniques des ondes de Rayleigh. Les calculs ont été réalisés pour le PREM (Dzie-
wonski & Anderson, 1981) en utilisant MINEOS.

2.5 Paramétrisation des modeles

2.5.1 Différents types de paramétrisation

La paramétrisation est une contrainte importante sur le résultat de I’inversion. Dans

le contexte de recherches de modeles entierement non-linéaire, le nombre de parametres
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descriptifs des modeles est limité a une centaine, selon le probleme posé (voir section
1.2.4). C’est pour cette raison qu’une paramétrisation en couches est souvent employée.
Par exemple, I’étude de Khan et al. (2011), dont I’objectif est assez similaire au notre, a
savoir évaluer les structures thermochimique et d’anisotropie radiale dans le manteau a
partir des ondes de surface, ont utilisé des couches de tailles uniformes pour décrire la
température et 1’anisotropie radiale en fonction de la profondeur. La taille de ces couches
est adaptée a la résolution des ondes de surface, qui diminue avec la profondeur. En parti-
culier, I’épaisseur des couches est de 50 km entre la surface et 700 km, puis elle augmente
a 100 km au-dessous de la zone de transition. Une paramétrisation en couches est éga-
lement souvent employée pour décrire les vitesses sismiques des couches superficielles
(e. g. Shapiro & Ritzwoller, 2002; Khan et al., 2009, 2011), mais cette fois-ci en rajoutant

un parametre supplémentaire qui est la profondeur du Moho.

Avec de telles paramétrisations, le risque est de ne pas retrouver les variations des
parametres physiques, par exemple une discontinuité sismique, a la bonne profondeur,
puisque les limites des couches sont fixées. Une approche originale appliquée par Bodin
et al. (2012), afin de décrire Vs dans les 60 premiers kilometres de la Terre, est d’utiliser
des nuclei de Voronoi, dont les positions sont variables en profondeur et constituent les
parametres du modele. La limite entre deux couches est équidistante entre deux nuclei
adjacents. Cette approche permet de ne pas imposer la profondeur des discontinuités,

mais la valeur de Vs a I'intérieur d’une méme couche demeure constante.

Utiliser des parametres qui varient selon une fonction avec la profondeur parait plus
approprié pour représenter les propriétés physiques de la Terre, et en particulier celles de
la zone de transition. En effet, celle-ci comprend plusieurs gradients sismiques, en plus
des principales discontinuités liées aux transformations minéralogiques (voir figure 1.7).
De plus, cette technique présente I’avantage de limiter le nombre de parametres. Hau-
ser et al. (2011) ont paramétré les profils de vitesses sismiques des premiers 250 kilo-
metres de la Terre avec des points dont la profondeur est variable en profondeur. Des
profils sismiques continus sont obtenus en interpolant linéairement les points. La tran-
sition lithosphere-asthénosphere est imposée sous la forme d’une discontinuité, mais sa

profondeur est variable.

En tomographie sismique, les courbes B-splines, qui correspondent a des fonc-
tions polynomiales par morceaux, sont couramment utilisées pour décrire les variations
des parametres sismiques en fonction de la profondeur (e. g. Masters et al., 1996; Ritsema
et al., 2004; Panning & Romanowicz, 2006; Kustowski et al., 2008; Nettles & Dziewonski,
2008). Seules quelques études probabilistes les ont employées pour représenter les pro-
priétés sismiques du manteau et de la crotite (Shapiro & Ritzwoller, 2002; Visser et al.,

2008b; Shen et al., 2013). De maniere générale, les courbes sont décrites par des points
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de contrdle et un vecteur nceud'. Les vecteurs construits avec les points de contrdle sont
pondérés par des fonctions B-splines. Pour obtenir plus de détails sur les expressions des
fonctions B-splines, le lecteur peut se référer par exemple a Demengel & Pouget (1998).
Ces fonctions sont sommées avec les points de controle pour obtenir la courbe. L’incon-
vénient des B-splines est leur complexité. Il est difficile de gérer les points et les noeuds en
méme temps, c’est pourquoi en général, seuls les points de controle varient durant le pro-
cessus d’inversion et les noceuds sont souvent fixés a une profondeur donnée. Des tests de
résolution, notamment celui de Backus & Gilbert (1968), sont réalisés au préalable pour
déterminer la profondeur et le nombre de fonctions de base. Les B-splines sont en général
répartis de facon plus dense dans le manteau supérieur comparé a la zone de transition et
au manteau inférieur, en fonction de la résolution des ondes de surface avec la profondeur
(figure 2.9).
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FI1G. 2.9 : Représentation des 12 splines utilisées par Visser et al. (2008b) dans le cadre
d’une inversion probabiliste de I’anisotropie radiale dans le manteau.

Dans notre cas, I’'1déal serait de trouver une paramétrisation des profils qui requiere
peu de parametres, dont la profondeur des variations de ces parametres ne soit pas fixée
a priori, et qui puisse produire des profils a la fois lisses et rugueux. L’ensemble de ces
criteres peut étre rempli par les courbes de Bézier cubiques. Notons que celles-ci corres-

pondent a des B-splines particulicres.

ILe vecteur nceud correspond 2 une suite non décroissante de nombres réels.
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2.5.2 Les courbes de Bézier cubiques

Les profils de température et d’anisotropie dans la zone de transition, ainsi que le
profil de vitesse de cisaillement dans le manteau supérieur et la crofite, sont paramétrés en
fonction de la profondeur avec des courbes de Bézier cubiques de classe C'! (Bézier, 1966,
1967). A I’origine, ces courbes ont été proposées en 1962 au sein du bureau d’étude du
constructeur automobile Renault par I’'ingénieur francais Pierre Bézier, afin de concevoir
les différents éléments d’une voiture. Aujourd’hui, elles sont devenues un des modeles de
base dans de nombreux logiciels de conception assisté par ordinateur (C. A. O.), utilisés
dans des domaines divers d’applications tels que : la mécanique, 1’aéronautique, le design,

etc.
Cette paramétrisation offre plusieurs avantages :

1. Avec peu de parametres, les courbes de Bézier sont capables de décrire a la fois des
variations lisses, comme par exemple des gradients de température, des solutions
solides de minéraux, et des variations brutales, qui peuvent étre associées a de fines

couches limites thermiques ou bien a des transitions de phase minéralogiques.

2. Les parametres des courbes n’ont pas besoin d’étre discrétisés de facon réguliere
et il n’est pas nécessaire de faire des hypotheses sur les épaisseurs des couches ou

bien sur la localisation des discontinuités.

3. Pendant le processus d’inversion, il est possible d’adapter le nombre de courbes

ainsi que le degré de courbure nécessaires pour décrire une structure donnée.

La paramétrisation d’un profil de température, d’anisotropie ou de vitesse de ci-
saillement est schématisée sur la figure 2.10. Une courbe de Bézier cubique B;(t), dont
I’indice j représente le numéro de la courbe composite selon la profondeur, est décrite de

la maniére suivante :

3
Bj(t) =Y bis(t)Ps, t € [0,1],5 = [1,... N], (2.73)

=0

ol Pj;, i = [0, ... 3] sont les points de contrdle de la courbe et ou les polyndmes
k ) k—i
bin(t)=1 . Jt'(1—8)"", i=]0,...k (2.74)

sont les polynomes de Bernstein de degré k. D’une maniere analogue au modele des B-
splines, les vecteurs construits avec les points de contrdle sont pondérés par les polyndmes

de Bernstein, lesquels remplacent les fonctions B-splines. Au niveau des extrémités Pj

et P;s, la courbure est définie par la norme des vecteurs tangents locaux P;oP;1 et PjaP;s,

respectivement. Pour obtenir une suite de courbes de Bézier continue, sans rupture de
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pente, les dérivées au-dessus et au-dessous d’un point commun a deux courbes de Bézier
consécutives sont identiques. Il s’ agit de courbes de classe C*, ¢’est-a-dire que la direction

et la norme du vecteur dérivée sont continues.

L’idée des courbes de Bézier repose sur ’utilisation de points de contrdle et non de
points d’interpolation. En général, la courbe ne passe ni par P;; ni par Pj,. Les points de
définition P;; et P;, sont simplement présents pour donner une information de direction.
Dans la suite du manuscrit, nous appellerons points de Bézier uniquement les points placés
sur la courbe, qui correspondent aux parametres de I’inversion (par exemple Pjj et Pjs3).
Les autres points seront qualifi€s de points de définition ou de points intermédiaires (Pj;

et Pj2). La manicre dont ils sont calculés est détaillée dans la section 4.4.1.1.

Une caractéristique des courbes de Bézier est que le déplacement d’un point de
contrdle sur une courbe de Bézier a des répercussions au-dela de la zone de localité du
point de contrdle. C’est pour cette raison que des courbes composites sont utilisées, afin
de ne provoquer qu’une variation locale de la courbe, tout en laissant la possibilité d’avoir

des points d’inflexion. Comme illustré sur la figure 2.11a, lorsque la position d’un point

Parameter (Vg, F_} T)

\

Depth

A\

FI1G. 2.10 : Représentation schématique de la paramétrisation des modeles en utilisant
trois courbes de Bézier cubiques de classe C''. Quatre points de contrdle (Pjo, Pj1, Pj2 et
'P;3) définissent chaque polynome et ses dérivées. Pour obtenir une courbe totale continue,
les dérivées sont identiques a chaque point commun a deux courbes de Bézier consécu-
tives.
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de Bézier est modifiée, seules les deux courbes de part et d’autre de ce point subissent une
variation. Il est donc facile de modifier la courbe puisqu’il ne faut changer que les points
de contrdle, qui sont relativement peu nombreux. La distance entre Pj, et P;; détermine
la «longueur » du déplacement dans la direction de P;; avant de tourner vers P;3. Plus
la norme des vecteurs tangents locaux est grande, plus le profil radial obtenu est lisse
et courbé (figure 2.11b). A I’inverse, une norme proche de zéro revient a réaliser une
interpolation linéaire. Nous verrons dans la section 4.4.1.1 que cette derniere propriété
peut étre exploitée pour ne pas avoir a fixer le degré de lissage des profils de température

échantillonnés.

Les courbes de Bézier sont décrites selon la variable ¢ € [0, 1], et non directement
en fonction de la profondeur. L’équation (2.73) pour une courbe de Bézier cubique B;(t)
donnée peut etre développée de fagon a s’écrire sous la forme d’une équation polynomiale
du troisieme degré, avec pour inconnue la valeur ¢. Cette équation est résolue grace a la
méthode de Cardan pour obtenir la valeur de la température, de I’anisotropie ou de la

vitesse de cisaillement a une profondeur donnée.

FI1G. 2.11 : (a) Modification de la forme d’un profil selon la variation de la position
d’un point de Bézier. Trois courbes cubiques sont représentées. Seules les deux courbes
adjacentes sont modifiées. (b) Modification de la courbure du profil en fonction de la
valeur de la norme des vecteurs tangents locaux. Du rouge au bleu, la norme est de plus
en plus grande.
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2.6 Ce qu’il faut retenir

Dans ce chapitre, les différentes étapes du probleme direct ont été exposées. Celui-
ci permet de calculer les vitesses de phase a partir des parametres physiques que sont la
température et I’anisotropie radiale, pour une composition minéralogique donnée. L’ ap-
plication de cette méthode pour déterminer la structure physique de la zone de transition
est différente de celle traditionnellement employée en tomographie sismique, puisque les
variations de Vg, Vp et p sont naturellement liées. Les ondes de surface sont alors sensibles
aux variations des différents parametres sismiques de fagon simultanée. Les courbes de
dispersion sont calculées par la méthode classique de sommations de modes propres jus-
qu’a I’ordre 3, ce qui assure une bonne sensibilité des ondes de surface a I’ensemble de
la zone de transition. Les profils de température et d’anisotropie sont paramétrés grace
a des points de Bézier reliés par des courbes cubiques polynomiales. La paramétrisation
en termes de points de Bézier permet de s’affranchir d’une structure en couches dont les
épaisseurs seraient fixées a priori. En effet, les points de Bézier ont la possibilité de se
placer directement aux endroits ol il existe des variations importantes des propriétés phy-
siques dans la zone de transition. Puisqu’il n’est pas possible de directement convertir
des données sismiques en une unique structure physique, le probleme inverse consiste a
déterminer quels sont les modeles susceptibles d’expliquer les données, compte-tenu des

incertitudes associées. Il s’agit de I’objet du chapitre suivant.



Chapitre 3

Inversion probabiliste

3.1 Introduction

3.1.1 Probléme inverse

La plupart de nos connaissances sur I’intérieur de la Terre proviennent de 1’analyse
de données a la surface de la planete, les observations. Les structures internes majeures,
telles que la crodite, le manteau, le noyau externe, la graine, et en particulier la zone de
transition, ont été détectées par des mesures indirectes réalisées a la surface du globe. Le
fait d’utiliser les observations d’un phénomene, comme par exemple le sismogramme issu
d’un tremblement de terre, pour obtenir de I’information sur les propriétés intrinseques a

la Terre profonde, est appelé inversion.

En pratique, résoudre un probleme inverse est délicat pour différentes raisons. L'une
de ces raisons est la non-unicité. En effet, plusieurs valeurs des parametres peuvent cor-
respondre aux mémes observations. De plus, I’espace des parametres peut etre extréme-
ment vaste, c’est pourquoi des procédures de régularisation sont souvent employées avant
méme de rechercher la solution (voir section 1.2.3). Le choix de la méthode de résolution
d’un probleme inverse particulier est 1i€ a la nature du probleme direct ainsi qu’a I’in-
certitude sur les données (ou bruit). Si le probleme direct est linéaire et le bruit assimilé
a une distribution gaussienne, le probleme inverse peut €tre résolu grace a la théorie des
moindres carrés (e. g. Tarantola & Valette, 1982). Mais si le probleme est non-linéaire et
le bruit de distribution quelconque, les méthodes algébriques classiques ne peuvent plus
étre employées.

Les méthodes classiques d’inversion sont déterministes. Elles reposent sur le fait
qu’il existe une valeur vraie des parametres, et donc une solution unique au probleme
posé. L’inversion probabiliste est basée sur une tout autre vision du probleme. Dans cer-

tains cas, en plus des erreurs de mesure sur les données, le modele contient des erreurs de
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modélisation, dues a une mauvaise connaissance du systeéme physique. Dans ce cas, pour
une valeur donnée des parametres, on ne peut plus prédire une valeur exacte des observa-
tions mais plutdt une probabilité que les observations aient une valeur comprise dans un
certain domaine. Puisqu’il existe des erreurs, les observations (et les parametres corres-
pondant a ces mémes observations) sont considérées comme étant des variables aléatoires.
Le résultat obtenu pour un jeu de parametres n’est donc qu’une réalisation particuliere des

observations.

Une autre particularité importante de 1’inversion probabiliste est qu’elle permet
d’incorporer une information concernant les parametres du modele, indépendante des
données. Cette information est fournie sous la forme d’une densité de probabilité sur les
parametres. Elle est appelée densité de probabilité a priori. Dans le cadre probabiliste, une
inversion consiste donc a passer d’une densité de probabilité a priori sur les parametres,
qui représente I’état de connaissance des parametres avant d’avoir pris en compte les in-
formations véhiculées par les données, a une densité dite a posteriori qui tient compte
des données. Ainsi, I’inversion peut étre considérée comme une amélioration du degré de

connaissance du systeme.

3.1.2 Stratégie adoptée

L’ objectif de ce travail est de déterminer les parametres qui gouvernent la structure
sismique de la zone de transition, et ce a partir des courbes de dispersion des ondes de
surface. Les parametres sont les points de contrdle des courbes de Bézier cubiques, ¢’est-
a-dire la température 7' et I’anisotropie &, ainsi que les profondeurs de ces points particu-
liers. Une exploration systématique s’avere extrémement colteuse en temps de calcul, et
quasiment impossible a mettre en ceuvre. C’est pourquoi une méthode alternative doit étre
envisagée. La démarche adoptée dans la suite de cette these a consisté a déterminer les
différents modeles de température et d’anisotropie radiale capables de rendre compte des
courbes de dispersion. Il s’agit d’une inversion de type Monte Carlo utilisant les proprié-
tés des chaines de Markov, a partir de laquelle les parametres du modele sont déduits par
échantillonnage de la distribution de probabilité a posteriori de I’espace des parametres,
au moyen d’un algorithme de type Metropolis-Hastings (e. g. Metropolis et al., 1953; Has-
tings, 1970). Cette méthode consiste a estimer quelles configurations des parametres sont

les plus probables compte-tenu des données observées.

Ce chapitre rappelle les principes fondamentaux de I’inversion bayésienne, basée
sur la méthode de Monte Carlo par chaines de Markov, qui est détaillée par exemple dans
Mosegaard & Tarantola (1995), Mosegaard (1998) et Tarantola (2005). Cette méthode
a déja été employée pour contraindre la structure du manteau terrestre en utilisant des
données géophysiques (e. g. Khan et al., 2006, 2009; Verhoeven et al., 2009; Khan &
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Shankland, 2012). Avant de présenter 1’algorithme d’échantillonnage, nous allons faire

un bref rappel du formalisme mathématique concernant la méthode bayésienne.

3.2 Inférence bayésienne

3.2.1 Notion de densité de probabilité marginale

Pour une variable aléatoire réelle continue p, la probabilité que p prenne une valeur

x dans l'intervalle a < p < b est :

b
Pla<p<t)= [ Plp=a)ds G.1)

ou P(p = x) est appelée densité de probabilité associée a la variable aléatoire p. Pour
plusieurs variables aléatoires pi, ps, ... Pm, On peut généraliser cette expression en définis-
sant une densité de probabilité jointe P(p; = 1, P2 = To, .o, Py = Tin)- A partir de cette
densité de probabilité, il est possible de calculer la probabilité jointe que chaque variable

aléatoire p; se trouve dans un intervalle particulier a; < p; < b; :

Pla; <p; <bretay <py <byet...apm < pp < bp) =

by ba m
/ dxl/ Ay . / U P(py = 1,92 = T2y = ). (32)

A partir d’une densité de probabilité jointe, I’expression de la densité de probabilité
d’une variable aléatoire particuliere peut €tre obtenue en intégrant sur toutes les valeurs

possibles des autres variables aléatoires :

P(p1 :I1,p2:I2,~~7pm:$m)- (3.3)

Le fait d’intégrer sur certaines variables aléatoires est appelé marginalisation et la

densité de probabilité P(p; = x;) correspond a la densité de probabilité marginale.

3.2.2 Théoreme de Bayes

Le passage de la densité a priori a la densité a posteriori est effectué par le théo-
reme de Bayes. Ce théoreme étant au coeur de 1’inversion probabiliste, cette derniere est

également appelée inversion bayésienne ou encore inférence bayésienne.
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On note p = (p1,pa, ..., Pm) €t d = (dy,ds, ..., dy) les parametres du modele et
les données sismologiques, respectivement. m est ici le nombre de parametres et NV le

nombre de données. Les données sont contraintes par la relation
d = A(p), (3.4)

ou I’opérateur A représente le probleme direct présenté dans le chapitre précédent, qui
comprend les calculs thermodynamiques ainsi que le calcul des vitesses de phase synthé-
tiques.

En général, les observations d different des prédictions A(p) a cause des erreurs de
mesure. Si la distribution de probabilité des erreurs de mesure est connue, il est possible de
calculer la probabilité que les données d soient situées dans un certain domaine, sachant
que les parametres p ont une valeur donnée. Cette probabilité P(d|p) est appelée fonction
de vraisemblance (ou likelihood, en anglais). Dans la suite du manuscrit, la vraisemblance
est notée L(d|p).

La solution du probleme inverse consiste a calculer la probabilité a posteriori
P(p|d) que les parametres soient dans une configuration p étant donnée que les données
sont dans une configuration d. L’espace des parametres est échantillonné selon cette pro-
babilité P(p|d). Le théoreme de Bayes relie la distribution a priori P(p) et la distribution

a posteriori P(p|d) de la maniére suivante :

L(d|p)P(p)
> L(dlp)P(p)

PEM

P(p|d) = (3.5)

M correspondant a I’ensemble des configurations de I’espace des parametres. Cette re-
lation permet de passer de la densité a priori, qui reflete 1’état de connaissance initial,
a la densité a posteriori, qui réexprime cette connaissance apres avoir testé un certain
nombre de prédictions. La somme au niveau du dénominateur est réalisée sur toutes les

configurations p de M.

Il existe un certain nombre de régles appelées priors (P(p)) qui définissent la dis-
tribution a priori, c¢’est-a-dire 1’ensemble des modeles possibles. L'utilisation de priors
permet de réduire I’espace des configurations et définit notre état de connaissance sur les
parametres physiques. Par exemple, le profil de température dans la zone de transition
n’est pas connu mais des bornes supérieure et inférieure peuvent €tre définies. Seuls les

modeles qui appartiennent a la distribution a priori sont testés et comparés aux données.

La vraisemblance s’exprime a partir de la fonction cofit (ou misfit) S(d, A(p)) qui

mesure 1’écart entre les données observées d et les données synthétiques A(p) :

L(d|p) o< exp[-5(d, A(p))]- (3.6)
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Plus I’écart entre les données observées d et les données calculées A(p) est faible, plus
la vraisemblance est importante. Ainsi, la résolution du probleme inverse par la méthode
bayésienne ne nécessite que le calcul du probleme direct et de la fonction cofit. Le calcul
du misfit prend en compte I’incertitude assimilée aux données. L’incertitude sur les don-
nées détermine directement la forme de la distribution a posteriori et par 1a méme celle
des échantillons générés a partir de cette distribution. Pour estimer I’écart entre les valeurs
observées et calculées, les normes les plus couramment utilisées sont les normes L; et L,
dont I’expression est :
N
SMAwwzﬁﬂﬁlﬁﬁﬁ, (3.7)

ot
=1 g

ou d; et A;(p) correspondent respectivement au i*™ composant du vecteur des données

observées d et calculées A(d);. o; est I’incertitude associée a la i®™ observation. L’ expo-

sant [ = 1 et [ = 2 correspondent aux normes L, et Lo, respectivement.

3.2.3 Distribution a posteriori des parametres

Nous avons vu que la formule de Bayes procure une estimation de la probabilité
a posteriori (ou marginale) d’une configuration donnée de parametres P(p; = x|d) en
tenant compte des données. Cette derniere est obtenue en faisant la somme de toutes les

‘eme

probabilités que les configurations p pour le :“™ parametre prennent la valeur z :

> L(d|p)P(p)

pEM;,

> L(d|p)P(p)

PEM

P(p; = x]d) = (3.8)

ou M’ représente toutes les configurations dont le 7™ composant est x. La distribution
de probabilité correspondant a un parametre donné peut ainsi étre construite a partir de la

probabilité marginale calculée pour chacune des valeurs qu’il peut prendre.

L’évaluation de la probabilité marginale est cependant difficile a calculer en pra-
tique car le nombre de configurations est égal a [, |M;|, ot |M,]| est le nombre de
valeurs que le parametre ¢ peut prendre. Le calcul explicite des probabilités associées a
chaque parametre a partir des équations (3.5) et (3.8) est impossible a réaliser des qu’aug-
mente le nombre de parametres. Cependant, il est possible d’en estimer une approxima-
tion, a partir de 1’étude des modeles échantillonnés par 1’algorithme. En effet, une ap-
proximation de la probabilité P(p; = ) que le i*™ paramétre p; prenne la valeur z est
donnée par le rapport du nombre de réalisations de I’événement p; = x sur le nombre
total de configurations visitées au cours de la marche aléatoire. Si ce rapport est calculé

pour toutes les valeurs qu’est susceptible de prendre un parametre donné, il est possible de
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construire la distribution de probabilité marginale, qui correspond a une approximation de
la distribution a posteriori de ce parametre. La figure 3.1 permet de visualiser une densité

de probabilité jointe pour deux parametres. Les deux probabilités marginales associées
sont également représentées.

Dans la pratique, une méthode d’échantillonnage stochastique particuliere de 1’es-

pace des parametres est utilisée, appelée méthode de Monte Carlo par chaines de Markov.
Celle-ci est I’objet de la section suivante.

Py (y)

FI1G. 3.1 : Graphiques représentant la densité de probabilité jointe sur les variables aléa-
toires X et Y, ainsi que les deux probabilités marginales associées Px () et Py (y).
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3.3 Méthode de Monte Carlo par chaines de Markov
(McMCO)

3.3.1 Chaines de Markov
3.3.1.1 Principe

Parmi les nombreuses méthodes de Monte Carlo qui échantillonnent aléatoirement
I’espace des parametres pour estimer la valeur des probabilités marginales, une méthode
de Monte Carlo par chaines de Markov (I’abréviation McMC pour Markov chain Monte

Carlo est couramment employée) a été choisie.

Cette méthode utilise une marche aléatoire pour échantillonner 1’espace des para-
metres (I’espace des modeles M) selon la probabilité P(p|d). Ainsi, en particulier, la

valeur moyenne des parametres est approximée par la valeur moyenne des échantillons.

La méthode McMC produit une suite de nombres aléatoires dépendants, appelée
chaine de Markov. Si la chalne satisfait un certains nombre de criteres, elle converge vers

une distribution, appelée distribution d’équilibre.

3.3.1.2 Définitions et propriétés

Définition d’une chaine de Markov

On suppose une suite de variables aléatoires indépendantes X1, X2 = x(),
L’espace des états X associé est noté 2 = {xy,...,zx}. Q est considéré comme étant
fini et discret. Un processus aléatoire au cours duquel sont successivement visités les états

(X W x@ o XxO X ...) constitue une chaine de Markov s’il satisfait la condition :

PXUD = g X® = g, XED =g, XW =g ) = P(XTD = 2, XO = z).
(3.9)

Cette condition implique que 1’état visité au pas t 4 1 ne doit dépendre que de I’état

au pas t, et d’aucune autre étape antérieure.

Une simulation particuliere de la chaine de Markov est appelée réalisation. Si la
chaine est simulée plusieurs fois, elle engendre des réalisations différentes étant donné

que la transition d’un état a un autre est donné en terme de probabilité.
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Homogénéité
Une chaine de Markov est déterminée par une distribution de probabilité initiale
P(X® = z;) et par une probabilité de transition P(X V) = z;|X® = z,). Une chaine
de Markov est dite homogene si la probabilité P(X D) = ;| X® = z,) est identique a
chaque étape (chaque pas) et est indépendante de I’indice ¢. La probabilité de transition
est alors associée a la matrice P dont I’élément i, j représente la probabilité de passer de
I’état z; a I’état x; :
Py = P(X"Y = 2,/ X0 = z,). (3.10)

Et les probabilités de transition satisfont la condition de normalisation :

d Py=1 (3.11)

jEQ

Distribution d’équilibre

Si la chaine de Markov visite un grand nombre d’états, c’est-a-dire si ¢t + 1 — oo,
les valeurs de X+ vont continuer a fluctuer indéfiniment et il n’est pas possible de
trouver une valeur limite fixée pour X+ Soient les vecteurs 7w("), ...7wr(*+1) décrivant
la distribution de probabilité associée aux pas 1, ..., t + 1 de la chalne. Les éléments du

vecteur (*+1) sont
D) = (ﬂ””, w,gt“)) = (P(X") = 27),., P(XY = 2)). (3.12)
D’apres la définition de la matrice de transition :

) = 7Vp. (3.13)
Le vecteur 7 est appelé distribution d’équilibre (ou bien distribution stationnaire) s’il
satisfait la condition :

w=mP. (3.14)

Par définition, si w(¥ — 7 quand ¢ — oo quelle que soit la distribution de pro-
babilité initiale (Y, alors 7 est la distribution d’équilibre de la chaine. Autrement dit,
partant d’une distribution initiale quelconque, la chaine de Markov doit converger vers
une distribution d’équilibre si on la fait tourner suffisamment longtemps. La distribution
sera d’autant plus proche de la distribution stationnaire recherchée que le nombre d’itéra-
tions est grand. Si a un moment donné, correspondant a I’état ¢, la distribution de la chaine
de Markov est égale a la distribution d’équilibre, alors toutes les distributions suivantes
seront €gales a 7r. Il s’agit d’un résultat fondamental de la théorie des chaines de Markov.

Mais ce comportement de convergence n’est valable que pour les chaines de Markov qui
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satisfont les propriétés spécifiques d’irréductibilité et d’apériodicité. On peut démontrer
que, pour toute chaine de Markov irréductible et apériodique, il existe une unique distri-

bution d’équilibre (théoreme d’existence et d’unicité).

Irréductibilité

Une chaine de Markov est dite irréductible si, a partir de n’importe quel état x; de
I’espace €2, il existe un chemin de probabilité non nul de la matrice de transition qui permet
d’atteindre tout autre état x; de cet espace, et réciproquement. En d’autres termes, une
chaine de Markov est irréductible si tous les états de 1I’espace peuvent Etre atteints a partir
de tous les autres états. Théoriquement, tous les états de 1’espace €) peuvent étre visités,
moyennant un nombre de pas (d’itérations) suffisant. Mais le caractere irréductible de la
chaine n’est que théorique. En en pratique, surtout lorsque la chaine a convergé, certains

états sont si peu accessibles que la probabilité qu’ils soient acceptés est quasiment nulle.

Apériodicité

L apériodicité est une caractéristique de la chaine de Markov qui atteste 1’existence
d’un état donné tel que pour tous les états postérieurs, la probabilité de rester dans le
méme état que le précédent est strictement positive. Une condition suffisante pour qu’une
chaine soit apériodique est que les éléments diagonaux de la matrice de transition soient

non nuls :
P;>0,Vei (3.15)

En revanche, une chaine est dite périodique s’il existe des régions de 1’espace des

états qu’elle visite périodiquement.

Réversibilité

Pour qu’une chaine soit considérée comme réversible, il ne suffit pas que celle-ci
puisse €tre parcourue dans un sens ou dans I’autre. Il faut que la matrice de transition soit

la méme quel que soit le sens de parcours de la chaine, de sorte que la condition suivante

soit vérifiée :
PXWD) = 2| X0 = 2)) = P(X®) = 2| XFD = ). (3.16)

Une condition suffisante de réversibilité de la chaine est la condition de balance
détaillée (ou condition de balance microscopique) (Sambridge & Mosegaard, 2002) :

7TiP'L',j == 7Tij7fL', V’L,j € Q. (317)
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Théoréme d’ergodicité

Le théoréme d’ergodicité stipule qu’une chaine de Markov homogene, apériodique
et irréductible, est indépendante de sa configuration et converge vers une distribution
d’équilibre unique si et seulement si la condition de balance détaillée (équation 3.17)
est établie. Ainsi, pour échantillonner 1’espace des parametres, il suffit de construire une
chaine de Markov dont I’état initial est tiré au sort et dont la distribution de probabilité
d’équilibre est P(p|d).

3.3.2 D’algorithme de Metropolis-Hastings

Dans le contexte de I’inversion probabiliste, on cherche a déterminer de quelle
facon, a partir d’une certaine densité de probabilité donnée (la densité a posteriori),
construire une chaine de Markov dont elle serait la densité d’équilibre. L’algorithme de
Metropolis-Hastings (e. g. Metropolis et al., 1953; Hastings, 1970) permet de générer une
chalne de Markov qui converge vers une distribution donnée. Il s’agit de I’algorithme de
base qui sera utilisé dans la suite de ce travail pour déduire la distribution de probabilité
des parametres du modele a partir de courbes de dispersion des ondes de surface. Chaque
nouveau modele est choisi de facon a étre dans le voisinage du modele précédent. Pour
déterminer la configuration des parametres au pas suivant, 1’algorithme de Metropolis-
Hastings comprend trois étapes : un tirage au sort, le calcul du probleme direct et de
la fonction colt associée au modele, et enfin une étape d’acceptation/rejet du modele
proposé selon une regle établie qui dépend de la valeur de la fonction colit. Apres une
exploration initiale, la valeur de 1’écart aux observations (misfit) guide la recherche pour

choisir un nouveau jeu de parametres, et ainsi de suite.

Si le prior est uniforme a I’intérieur d’un intervalle, la probabilité marginale P(p; =

x|d) est directement égale au rapport des vraisemblances :

S L(dlp)

Plp; =zld) =2 (3.18)
> L(d|p)
pPEM
Dans ce cas, considérons qu’au pas ¢ la chaine de Markov vaille X} = z. La valeur
X+ = 27 de la configuration suivante est déterminée par la procédure suivante. A

partir de la valeur actuelle X®, un nouveau modele X “+1) est proposé a partir d’une
densité de probabilité a priori g(x'|x). Une regle est ensuite définie pour savoir si le
modele proposé doit étre accepté ou rejeté. Si S(d, P(X®)) > S(d, P(X#+1)), le mo-
dele proposé est accepté et ajouté a I’ensemble des échantillons de la distribution a pos-

teriori. En effet, la valeur du nouveau misfit est plus petite que la précédente, ce qui
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signifie que le modele proposé est plus susceptible de rendre compte des données. Si
S(d, P(X®)) < S(d, P(X*D)), ce nouveau modele n’est pas forcément rejeté bien
qu’il dégrade la fonction colit. Le modele est accepté si les rapports des vraisemblances,
la probabilité L(d|X+Y)/L(d|X®), est plus grande qu’un nombre aléatoire tiré dans
une distribution uniforme entre O et 1. Si tel n’est pas le cas, le modele est rejeté.

A partir de 1’équation (3.6) la fonction de vraisemblance a 1’étape ¢ + 1 peut étre

écrite de la maniere suivante :
Liti(z) = L(z) = k. exp[Si1 ()], (3.19)

ol k est une constante de normalisation et L la fonction de vraisemblance. Le candidat 2’

est accepté avec une probabilité :

ey {4 olal)
R ererit (20

Notons que la densité de probabilité L(z) dont on souhaite obtenir des échantillons
n’apparait que sous la forme de rapports L(z’)/L(x). Il n’est donc pas nécessaire de
calculer I’expression exacte de la constante de normalisation de L(x), indépendante de x,

étant donné qu’elle se simplifie lors du calcul du rapport.

Plus le misfit est grand, plus il y a de chance que le modele proposé soit rejeté par
I’algorithme. Accepter une configuration avec une probabilité o« < 1 est avantageux car
ce procédé permet d’éviter que la marche aléatoire reste prise au piege dans des minima
locaux. Ce risque est tres élevé lorsque 1’on travaille avec des probleme non-linéaires,
comme en sismologie. Un autre avantage est que seuls des rapports de probabilité sont

manipulés. En effet, le dénominateur de 1’équation (3.5) n’a pas besoin d’€tre calculé.

La méthode McMC convient particuliecrement aux problemes dont la dépendance
des parametres par rapport aux données est fortement non-linéaire, puisque 1’algorithme
d’échantillonnage ne nécessite jamais de linéariser le probleme. Si I’algorithme réalise
un nombre suffisant d’itérations, les échantillons vont fournir une bonne approximation
de la distribution a posteriori des parametres du modele, ¢’est-a-dire P(p|d). D’ implé-
mentation relativement simple, 1’algorithme de Metropolis-Hastings constitue la base de

nombreuses méthodes d’inversion non-linéaires.

3.3.3 Echantillonnage de I’espace des parametres

Le nouveau modele est proposé en perturbant aléatoirement le dernier modele qui

a été accepté. Par exemple, si la £*™ valeur de la chaine est X¥) = x, alors la valeur du
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pas suivant peut &tre défini comme étant égal a ' = x + wu, ol u est un nombre aléa-
toire obtenu provenant d’une densité de proposition g(z’|x). En pratique, une distribution
de probabilité gaussienne centrée sur la valeur actuelle du parametre = est généralement

utilisée :

g(x|z) = ! exp {—M} , (3.21)

oV 2w 202

ou o est I’écart-type de la fonction gaussienne.

Lefficacité de la chaine dépend de facon critique d’un bon choix de la valeur de
I’écart-type o. La variance de la distribution a un impact important sur la capacité de
I’algorithme a générer une chaine d’échantillons représentatifs en un nombre raisonnable
d’itérations. Comme 1’a montré MacKay (2003), la taille des perturbations n’affecte pas
la solution (la distribution a posteriori obtenue), mais plutot I’efficacité d’échantillonnage
de I’algorithme. Si la largeur de la gaussienne est trop grande, alors la chaine rejettera tous
les modeles proposés pendant un grand nombre d’itérations. En revanche, si la largeur de
la gaussienne est trop petite, la chaine explorera des régions de grande probabilité tres
lentement, avec le risque d’étre piégée dans un minimum local. Pour fixer des tailles de
gaussienne adéquates, une approche est de réaliser des tests préliminaires. L’algorithme
est testé avec différentes tailles de gaussienne. Seules celles qui produisent une acceptance
(c’est-a-dire le nombre de modeles acceptés par 1’algorithme divisé par le nombre total
de modeles proposés) entre 25 et 50% peuvent étre employées (Gelman et al., 1996). La
valeur du pas avec lequel la chaine de Markov se déplace est completement dépendante

du probleme particulier étudié.

Cependant, cette procédure peut ne pas tres bien fonctionner dans des situations ou
différents pas sont appropriés dans différents endroits de 1’espace des parametres. Des
procédures selon lesquelles la taille du pas évolue au cours des itérations ont été propo-
sées, mais elles ne semblent converger vers la solution que sous certaines conditions. Une
approche est de changer la taille du pas en se basant sur les taux d’acceptance des itéra-
tions précédentes. Mais cette méthode est coliteuse en temps de calcul car 1’algorithme
passe trop de temps dans les régions de 1’espace des parametres ou un petit pas est requis
pour obtenir un taux d’acceptance suffisamment élevé. Une adaptation vers de plus pe-
tits pas au fur et a2 mesure des itérations a €té testée par Andrieu & Moulines (2005). La
méthode de Metropolis par delayed rejection (Green & Mira, 2001) implique différentes
tailles de pas pour différentes régions de I’espace des parametres. Neal (2005) a décrit
une méthode selon laquelle la taille du pas est choisie de fagcon adaptative selon un pe-
tit nombre d’alternatives. Mais I’ensemble de ces techniques n’est pas facile a manipuler

lorsqu’un grand nombre de parametres est utilisé.
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3.4 Ce qu’il faut retenir

Dans ce chapitre, la notion d’inversion probabiliste a été introduite. Celle-ci permet,
a partir d’observations d’un phénomene physique, d’estimer une densité de probabilité des
parametres du modele théorique qui décrit ce phénomene. La densité de probabilité est ob-
tenue en se basant sur le théoreme de Bayes, qui relie les densités de probabilité a priori
et a posteriori, en prenant en compte les données. Dans la plupart des cas pratiques en
géophysique, le calcul de la densité de probabilité a posteriori nécessite le calcul d’inté-
grales qui ne peuvent pas étre résolues de facon analytique, ni par des méthodes d’intégra-
tion numérique classiques. C’est pourquoi I’utilisation de la méthode de Monte Carlo par
chaines de Markov traitée dans ce chapitre s’avere extrémement adaptée aux problemes
non-linéaires car elle produit des échantillons de la densité de probabilité a posteriori.
Parmi les méthodes de McMC, 1’algorithme de Metropolis-Hastings constitue une procé-
dure qui engendre des chaines de Markov dont la distribution d’équilibre est égale a la
distribution de probabilité a posteriori. Cette méthode d’inversion nous parait bien adap-
tée au probleme posé, fortement non-linéaire, car elle ne nécessite pas de linéarisation,

comme dans le cas de méthodes plus classiques telles que les moindres carrés.






Chapitre 4

Implémentation et application pratique
a la zone de transition

4.1 Introduction

L’ objectif de ce chapitre est de présenter en détail 1’algorithme développé au cours
de cette these pour I'inversion des vitesses de phase des ondes de surface. Nous avons
choisi d’employer une méthode probabiliste, dont les fondements sont expliqués dans le
chapitre 3. Cette méthode repose sur 1’échantillonnage de nombreux modeles dont les
parametres sont les points de Bézier des profils radiaux représentant la température et
I’anisotropie. Le calcul des données a partir des parametres du modele est exposé dans le

chapitre 2.

Ce chapitre est organisé de la facon suivante. Dans un premier temps, les conditions
aux limites du probleme sont précisées. Notre objet d’étude est la zone de transition,
mais le calcul des vitesses de phase nécessite que 1’on introduise des valeurs pour les
parametres sismiques au-dessus et au-dessous de cette région. Les conditions de raccord
des profils entre la zone de transition et les manteaux supérieur et inférieur sont décrites.
Ensuite, les différents aspects du nouvel algorithme qui a été développé sont présentés.
Les principales étapes de I’algorithme ainsi que les détails techniques sur la création de
nouveaux modeles le long d’une chaine de Markov et la maniere d’atteindre le régime
stationnaire sont précisés. Cet algorithme présente un fort potentiel pour la parallélisation,
puisque chaque chaine de Markov peut €tre placée sur un processeur particulier d’une

machine parallele, et ainsi explorer de fagcon indépendante I’espace des modeles.

L’algorithme de Metropolis-Hastings étant une méthode tres générale, les choix
particuliers que nous avons réalisés pour 1’étude de la zone de transition sont exposés.
Ces choix concernent les conditions a priori sur les parametres des modeles tels que

I’espace des parametres autorisé, le nombre de parametres et la maniere de construire les
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profils 1D. Les densités de probabilité a priori sont présentées et discutées. Ce chapitre
s’acheve en donnant des exemples de détails pratiques sur certains facteurs qui influent sur
I’efficacité de 1’algorithme, tels que la valeur de 1’écart-type (o) de la fonction gaussienne

utilisée pour tirer au sort chaque nouveau parametre (équation 3.21).

4.2 Conditions aux limites

4.2.1 La croiite et le manteau supérieur

Pour étudier le manteau terrestre, il n’est pas possible de faire abstraction des
couches superficielles de la Terre puisque les ondes de surface de Love et de Rayleigh sont
principalement sensibles a la crofite (e. g. Montagner & Jobert, 1988; Bozdag & Trampert,
2007). Cette sensibilité des fonctions propres des différents modes aux 250 premiers ki-
lometres de la Terre est illustrée sur les figures 2.6 et 2.7. Les modeles globaux 1D sont
des modeles de référence qui sont représentatifs de la Terre dans sa globalité, mais leurs
parametres sismiques ne sont pas capables de décrire des hétérogénéités locales. C’est
particulierement vrai pour la croiite et le manteau supérieur, ou les différences des mo-
deles tomographiques par rapport aux modeles globaux sont de plusieurs pourcents (e. g.
Nataf & Ricard, 1996). Des modeles 3D des couches superficielles sont maintenant dis-
ponibles, comme par exemple le modele CRUST2.0 (Bassin et al., 2000). Cependant, des
corrections inappropriées des structures crustales peuvent engendrer de fausses signatures
dans le manteau sous-jacent (Boschi & Ekstrom, 2002; Ferreira et al., 2010; Panning et al.,
2010).

Certaines études essayent de contourner cette difficulté en permettant de petites
variations de vitesses et de la profondeur du Moho autour d’un modele crustal choisi a
priori (Li & Romanowicz, 1996; Shapiro & Ritzwoller, 2002; Visser et al., 2008b; Khan
et al., 2009). Mais réaliser des perturbations autour d’'un modele préexistant obtenu avec
des données et des théories différentes pourrait introduire des biais dans le résultat de
I’inversion. La particularité de ce travail n’est pas de retrouver le profil Vs des couches
superficielles en détail, mais de ne pas introduire des biais en profondeur liés a des inco-
hérences entre les différents jeux de parametres.

Notre région d’intérét est la zone de transition s. I. (350- 1000 km de profondeur).
Dans cette étude, une stratégie originale est choisie pour prendre en compte les parametres
sismiques de la crofite et du manteau supérieur. En raison de la grande variété minéralo-
gique des premieres centaines de kilometres de la Terre, et de 1’impossibilité d’appliquer
les lois thermodynamiques globales aux conditions de pressions et de températures de la

lithosphere, seuls Vg et £ sont inversés au-dessus de la zone de transition, comme le font de
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nombreuses études tomographiques. Cela signifie que 1’étape qui consiste a utiliser la tem-
pérature (déterminée de fagon aléatoire), ainsi que 1’équation d’état de Birch-Murnaghan,
pour calculer les vitesses sismiques et la masse volumique dans un second temps, n’est
pas implémentée dans la partie supérieure du modele (<350km). De cette maniere, le
modele de référence de crofite et de manteau supérieur sert seulement a définir des bornes
de recherche de la marche aléatoire et son choix n’est pas aussi crucial que dans des in-
versions linéarisé€es basées sur des perturbations d’'un modele de référence. Concretement,
un certain nombre de points de Bézier ny,, nr et ng sont tirés aléatoirement dans les do-
maines €2, et {2, (figure 4.1). €2y peut étre assimilé a la crofite et a la partie supérieure du

manteau, {25 a la zone de transition.
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F1G. 4.1 : Les points de Bézier correspondant aux parametres du modele en Vg, 7" et £ sont
tirés aléatoirement a I’intérieur des domaines (2, et {25, dont les gammes de profondeurs
sont différentes.

4.2.2 Conditions de raccord

Au point de raccord entre les domaines §2; et {25, la valeur de Vg a la base du
manteau supérieur n’est pas choisie aléatoirement, mais est calculée afin d’obtenir une
continuité avec le profil de vitesse de cisaillement de la zone de transition issu directement
de la température. Elle est directement calculée grice aux lois thermodynamiques a partir

de la valeur de la température tirée au sort a cette profondeur.

De 1500 km de profondeur au centre de la Terre, les valeurs des vitesses sismiques
et de la masse volumique sont celles du PREM. Pour assurer une continuité entre les
parametres sismiques dans la zone de transition et le PREM, un point de Bézier est fixé a
1500 km de profondeur et sa température a été fixée de telle maniere qu’elle reproduise des

valeurs sismiques équivalentes a celle du PREM a cette profondeur. Des tests numériques
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montrent que la valeur de la température a cette profondeur n’influence pas notre région
d’intérét (350- 1000 km de profondeur).

De la méme maniere, un raccord est réalisé a 1500 km de profondeur pour 1’ani-
sotropie. Les études qui utilisent les ondes de surface suggerent que 1I’anisotropie est ex-
trémement faible, voire nulle a cette profondeur (e. g. Panning & Romanowicz, 2006;
Kustowski et al., 2008), c’est pourquoi & est fixée a la valeur de 1 a 1500 km de profon-

deur.

4.2.3 Priors sur les parametres de I’inversion

La formulation bayésienne permet de prendre en compte I'information a priori
sous la forme d’une distribution de probabilité P(p). Elle représente les informations
disponibles sur le modele. Dans ce travail, I’information a priori correspond aux valeurs
de température, de vitesses et d’anisotropie que nous pensons étre raisonnables au regard
des études précédentes. Une des critiques récurrente faite a I’inversion bayésienne est que
les utilisateurs adaptent le prior de fagon a obtenir la solution qu’ils souhaitent et esperent.
En effet, le résultat de I’inversion est influencé par la forme de la distribution a priori, dont
le choix est subjectif et dépend enticrement de I’utilisateur. Cependant, cette critique est
également vraie pour la méthode des gradients (voir section 1.2.3), dans laquelle il faut
faire des choix sur les facteurs qui contrdlent le lissage et I’amortissement des parametres,
de méme que sur les opérateurs de covariance. En fait, il s’agit d’un probleme récurrent

pour toutes les procédures d’inversion.

Dans cette theése, nous avons essayé d’employer des priors les moins restrictifs
possibles afin de laisser le maximum de poids aux données et de peu affecter les résultats
par des informations externes au probleme direct et aux données. Considérons le vecteur
x = [Vg, T, &] constitué de N points de Bézier (N = ny, + nr + ne, avec ny,, nr et
ne la taille des vecteurs Vg, T et §). Si ’on considere que le prior possede une valeur

constante sur un intervalle donné Az = Z,.x — Tin, la probabilité P(x;) est

P( ) 1/Al’ Si Tmax > ZT; > Tmin (4 1)
0 sinon.

Les bornes z,.x €t Tmin sont choisies de fagon arbitraire mais raisonnable par rapport a
la connaissance que I’on a de ces parametres. Et puisque la valeur de x pour chaque point
de Bézier est indépendante,

P(x) = H P(z;). (4.2)
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Pour la position des points de Bézier en profondeur, ¢’est-a-dire le vecteur z = [zy,, 27, Z¢|,

une distribution uniforme conduit de la méme maniére a

N
P(z) = [ [ P(=) (4.3)

i=1
En estimant que les distributions de probabilité a priori pour chacun des N points de

Bézier sont totalement indépendantes les unes des autres, alors cette probabilité s’écrit
P(p) = P(x)P(z), (4.4)

ou p = [Vs, T, &, zv,, zr, z¢]. Ces expressions sont valables uniquement dans le cas ou
les distributions de probabilité a priori sur les parametres des modeles sont uniformes
sur des intervalles. Nous avons essayé de respecter au maximum cette liberté de position-
nement des points de Bézier dans 1’espace des parametres en utilisant des priors larges.
Cependant, nous avons jugé nécessaire de rajouter quelques contraintes supplémentaires
pour obtenir des modeles physiquement réalistes. Le détail de ces contraintes ainsi que
leurs effets sur les densités de probabilité sont décrits dans la section 4.4.1.4, ol nous

verrons qu’il est relativement difficile d’obtenir un prior parfaitement neutre.

4.3 D’algorithme

4.3.1 Les principales étapes

Apres avoir déterminé les valeurs initiales des parametres de fagon aléatoire (instant
t = 0), 'algorithme procede de fagon itérative. Les différentes étapes de 1’algorithme sont

représentées sur la figure 4.2 et peuvent €tre résumées de la maniere suivante :

e A chaque itération de la chaine, le modele a I’itération ¢ — 1 est modifié selon une
distribution gaussienne et un nouveau modele est proposé a I'itération ¢ de facon a
satisfaire les conditions a priori.

e Les points de Bézier discrets sont reliés par des courbes de Bézier cubiques.

e Le probleme direct est résolu :

— Vp et p dans €); sont déterminés par des relations d’échelle (voir section 4.4.1.3).

— Vs, Vp et p dans €2, sont calculés grace aux diagrammes de phases et a 1I’équation
d’état de Birch-Murnaghan (voir section 2.2).

— Vsy et Vg sont estimés dans €27 et {25 a partir de £ et des vitesses isotropes (voir
section 2.3).

— Les courbes de dispersion de Love et de Rayleigh sont calculées (voir section 2.4).
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e Algorithme de Metropolis-Hastings (e. g. Metropolis et al., 1953; Hastings, 1970) : le

modele est accepté ou rejeté selon la probabilité d’acceptation a(x’|x) (équation 3.20).

— Si le modele proposé a ¢ est rejeté, le modele a I'itération ¢ — 1 est retenu pour la
prochaine itération et ajouté a ’ensemble des modeles échantillonnés.

— Si le modele a ¢ est accepté, ce modele devient le modele de départ de I'itération

suivante (¢ + 1), a partir duquel un nouveau modele est tiré au sort, et rejoint la col-

lection de modeles qui sera utilisée pour calculer la densité de probabilité marginale

(que I’on appellera pdf pour probability density function).

Selon la nature du prior et de la fonction employée pour échantillonner I’espace des
parametres, 1’algorithme va généralement accepter les modeles qui présentent une valeur
de misfit plus faible (ou une likelihood plus grande). Cependant, il peut également accep-
ter ce que nous pouvons considérer comme de « moins bons » modeles, dont le misfit est

plus important que celui du modele précédent dans la chaine (voir section 3.3.2). Ce com-

Tirage aléatoire d’un modele p = [x, z|

v

Les parameétres sont utilisés pour construire des modeéles 1D continus grace aux courbes de Bézier

v

Vp et p dans Q; sont déterminés par des relations d’échelle
Vp, Vs et p dans 2 sont calculés en utilisant les diagrammes de phases
et ’équation d’état de Birch-Murnaghan

v

Vsv et Vgp sont calculés dans 1 et Qo grace au profil de £

v

Calcul des vitesses de phase de Love et de Rayleigh

v
‘Li Calcul du misfit S* —‘l'

St < st St > st!

v

Calcul de la probabilité d’acceptation

non

t=t+1

FIG. 4.2 : Les différentes €tapes de I’algorithme €élaboré au cours de cette these.
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portement est trés important car il permet a la chaine de sortir de minima locaux. En effet,
la forme de la fonction coft peut étre telle qu’elle présente de nombreux minima locaux,
en plus d’'un minimum global (voir figure 1.12). De plus, c’est griace a cet échantillon-
nage qu’une distribution de probabilité représentative des parametres du modele peut étre

obtenue, compte-tenu des incertitudes sur les données.

4.3.2 Générer de nouveaux modeles tout au long d’une chaine de
Markov

Nous avons vu dans la section 3.3.3 qu’une distribution gaussienne g(z'|x) centrée
sur le parametre actuel a I’instant ¢, est utilisée pour le tirage au sort du nouveau parametre
a ’instant ¢ + 1 (équation 3.21). Cette densité de proposition gaussienne est également
appliquée pour les profondeurs des points de Bézier z. En pratique, les parametres se

situent sur des intervalles finis (entre T, €t Tmax), définis par les conditions a priori. Si
t4+1

a partir de 1’état actuel x! la nouvelle valeur proposée . est en-dehors de I’intervalle,
alors une réflexion est réalisée sur le bord de I’intervalle pour respecter la symétrie de la

distribution.

Pour choisir une nouvelle configuration des parametres Vg a partir de la confi-
guration précédente dans le domaine €2, I’argument d’invariance de Tarantola (2005) est
appliqué. L’invariance implique 1’obtention de mesures égales, qu’il s’agissent de vitesses
ou de lenteurs. Avec une distribution en log(Vs/Vs, ), une distribution similaire est obte-
nue qu’il s’agisse de la vitesse ou de la lenteur que nous recherchons. Tout au long de cette
étude, la paramétrisation en log(Vs/Vy, ) est adoptée dans le domaine €2;. Dans la suite du
manuscrit, je continuerai de nommer par Vg les parametres des vitesses de cisaillement
dans la crofite et le manteau supérieur, mais il est implicitement considéré qu’il s’agit des
vitesses en log normal. Dans cette étude, Vs, = 1 km/s est fixée. Cette paramétrisation a

déja été employée par Khan & Mosegaard (2002) avec les données sismiques lunaires.

4.3.3 Construction des courbes de Bézier de classe C"

Les courbes de Bézier sont calculées en considérant que la direction du vecteur
tangent local au niveau d’un point de Bézier donné dépend de la position des deux points
localisés juste au-dessus et au-dessous de ce point. Deux cas particuliers peuvent se poser
et sont illustrés sur la figure 4.3, qu’il s’agisse d’un profil en 7', Vs ou £. Si I’on considere
le point de Bézier 2 de la figure 4.3a, le gradient avec le point 1 est de signe opposé au
gradient formé avec le point 3. Si les gradients de part et d’autre d’un point de Bézier
sont de signes opposés, le vecteur tangent local est fixé de fagon verticale. En revanche,

si les gradients entre les points 1 et 2 d’une part et les points 2 et 3 d’autre part, sont
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de méme signe, comme illustré sur la figure 4.3b, la direction du vecteur tangent local
est déterminée en calculant la moyenne des deux gradients. Au niveau des extrémités du
profil (points 1 et 4), le vecteur tangent est systématiquement orienté vers le point suivant

ou précédent, respectivement.

a b

% points de Bézier

® points de définition

4 4

FIG. 4.3 : Représentation schématique des points de Bézier, des points de définition et des
vecteurs tangents locaux (en rouge) pour la construction d’un profil 1D de température,
d’anisotropie ou de vitesse de cisaillement. Trois courbes de Bézier cubiques se succeédent
en profondeur. (a) Cas ou les gradients de part et d’autre des points 2 et 3 sont de signes
différents. (b) Cas ou les gradients de part et d’autre des points 2 et 3 sont de méme signes.

4.3.4 Optimisation de I’algorithme

La convergence statistique de 1’algorithme vers de faibles valeurs de misfit est sur-
veillée grace a un certain nombre d’indicateurs tels que le taux d’acceptance des modeles,
et ’efficacité de I’échantillonnage est optimisée en ajustant I’écart-type des fonction gaus-
siennes. Une faiblesse des méthodes McMC est qu’elles deviennent rapidement coliteuses
en temps de calcul. En effet, lorsque le modele est défini par un nombre important de pa-
rametres, le nombre de modeles échantillonnés nécessaires pour explorer I’espace des pa-
rametres devient particulierement grand (Tarantola, 2005). Dans notre cas, les courbes de
dispersion ont besoin d’étre calculées a chaque fois qu’un modele est proposé, et lorsque
trop de modeles doivent étre testés, le temps d’exécution de 1’algorithme devient prohi-
bitif. Il est clair que la méthode la plus générale pour résoudre un probleme non-linéaire

nécessite une exploration intensive de I’espace des parametres, puisque la densité de pro-
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babilité dans I’espace des modeles contient toute I’information sur le systeme étudié. C’est
une raison pour laquelle les méthodes de Monte Carlo sont peu utilisées en sismologie.

Un second écueil est que les échantillons produits par une chaine de Markov sont
corrélés, c’est-a-dire qu’ils suivent un chemin dans 1’espace des parametres. Lorsque le
nombre d’itérations est trop petit, la chaine de Markov va seulement décrire la distribu-
tion a posteriori dans une région donnée de 1’espace des modeles. Ce phénomene peut
conduire a une sous-estimation de la taille de I’incertitude sur les parametres du modele,
a cause d’une couverture inadéquate de I’espace des parametres.

Cependant, un avantage de I’algorithme mis en ceuvre dans cette these est sa relative
facilité a paralléliser, dans le sens ou une chaine peut échantillonner 1’espace des modeles
indépendamment des autres. Le méme algorithme peut étre exécuté plusieurs fois sur
des processeurs indépendants d’une machine parallele (Rosenthal, 2000). Des racines de
nombres aléatoires différentes sont utilisées, ce qui signifie que la configuration initiale
des parametres est différente selon le processeur considéré, et que des chemins différents
sont suivis dans 1’espace des modeles. Un autre avantage de la parallélisation est qu’elle
produit naturellement des échantillons indépendants. Les distributions a posteriori issues
de chaque processeur peuvent étre ensuite rassemblées pour déterminer la distribution
a posteriori finale des parametres. Ce type de parallélisation est relativement pratique a
mettre en ceuvre car il nécessite peu de communications entre les processeurs.

Pour illustrer les bénéfices de la parallélisation, des exemples simples d’expériences
numériques menées avec les algorithmes séquentiel et parallele sont montrées dans les

deux sections suivantes.

4.3.4.1 Avantage en temps de calcul

Supposons que 1’on dispose de 2 heures de temps de calcul disponible pour dé-
terminer la pdf de la température pour un jeu de vitesses de phase donné. La figure 4.4
montre I’ensemble des points de Bézier testés par 1’algorithme (y compris ceux qui n’ont
pas été acceptés) pour un seul processeur et pour 4 processeurs. Deux points de Bézier
sont fixés a 350 et 1000km de profondeur. Les autres points du méme profil peuvent
varier librement mais doivent étre éloignés d’au moins 80 km les uns des autres. Pour
un seul processeur, seulement 6000 échantillons ont été produits en 2 heures, alors que
6000 x 4 = 24 000 modeles ont été générés par 1’algorithme utilisé en parallele. Notons
que si nous avions voulu estimer les vitesses de phase du méme nombre d’échantillons
avec I’algorithme séquentiel, 8 heures de calcul auraient été nécessaires.

Dans le cas ol un seul processeur est employé, I’espace des parametres a été visité
de maniere moins complete. Dans cet exemple, 1’échantillonnage a surtout été focalisé
vers la limite supérieure du prior en température. En revanche, ’utilisation de plusieurs

processeurs permet de couvrir quasiment 1I’ensemble du domaine possible.
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1 processeur 4 processeurs
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FIG. 4.4 : Ensemble des configurations de points de Bézier testées durant 6000 itérations
avec un seul processeur (a gauche) et 4 processeurs (2 droite). Chaque couleur correspond
aux points échantillonnés par un processeur particulier. Les courbes noires représentent
les bornes du domaine en température.

4.3.4.2 Avantage en performance

Un autre avantage de la parallélisation de I’algorithme réside dans le fait que des
échantillons indépendants sont naturellement produits. La figure 4.5 montre les distribu-
tions des échantillons acceptés dans 1’espace des parametres obtenues avec un algorithme
séquentiel et un algorithme parallélisé pour le méme nombre d’itérations (soit 1500). Pour
le cas séquentiel, les 1500 modeles sont montrés. Pour les 4 processeurs, 375 modeles
de chaque processeur ont été sélectionnés aléatoirement, ce qui donne également au to-
tal 1500 modeles. Les étoiles noires représentent les points de Bézier du modele syn-
thétique a retrouver. Les échantillons d’une chaine de Markov sont corrélés, c’est-a-dire
qu’ils suivent un chemin dans I’espace des modeles. Ainsi, en utilisant I’algorithme en sé-
quentiel, on observe que certaines régions de 1’espace des parametres sont occultées. Par
exemple, vers 500 km de profondeur la distribution des points de Bézier est trés resserrée
si un unique processeur est employé. La distribution est beaucoup plus étalée dans la re-
cherche avec 4 processeurs, ce qui signifie que I’incertitude sur la valeur des parametres
est sous-estimée avec un seul processeur. C’est pourquoi I’estimation de la distribution
de probabilité a posteriori est améliorée si un grand nombre de chaines indépendantes

explorent I’espace des parametres.
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FIG. 4.5 : Ensemble des configurations des points de Bézier acceptées avec un seul pro-
cesseur (a gauche) et 4 processeurs (a droite). 1500 modeles sont montrés. Chaque couleur
correspond aux points échantillonnés par un processeur particulier. Les courbes noires re-
présentent les bornes du domaine en température. Les étoiles noires correspondent aux
points de Bézier du modele synthétique recherché.

4.3.5 Atteindre la période stationnaire

En pratique, une procédure classique est de conserver uniquement les échantillons
obtenus apres un certain nombre d’itérations, lorsque le misfit est devenu suffisamment
faible. Cette période, appelée période de chauffe (ou burn-in, en anglais), est d’une durée
variable selon le probleme physique posé, les conditions a priori, la configuration initiale
des parametres et le nombre de parametres. La période pendant laquelle les échantillons

sont ensuite collectés est appelée période stationnaire.

Deux des grandes questions que 1’ utilisateur se pose lorsqu’il emploie une méthode
McMC sont :
— A quel moment la période stationnaire est-elle atteinte ?

— Combien de modeles doivent étre collectés pour que la pdf soit représentative ?
Ces deux questions sont I’objet de nombreuses recherches en statistique bayésienne. Pour

une revue sur les différents diagnostiques de convergence et le nombre d’itérations néces-
saires, le lecteur pourra se référer a Cowles & Carlin (1995) ou encore Brooks & Roberts
(1998).

Les diagnostiques traditionnels de la convergence d’une chaine de Markov reposent

sur le fait que pour chaque parametre individuel, I’évolution de sa valeur en fonction du
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nombre d’itérations ne doit pas présenter de tendance particuliere une fois la période de
chauffe achevée. En d’autres termes, la trace de chaque parametre de 1’inversion doit
approximer un bruit blanc. Cependant, nous verrons que ce diagnostique traditionnel pré-
sente ses limites pour notre probleme particulier, 1ié au fait que la position des points de
Bézier n’est pas fixée a priori, mais est bien une inconnue de I’inversion. Par exemple,
admettons que le profil de température recherché corresponde a un profil adiabatique,
c’est-a-dire a une droite. Les points de Bézier peuvent €tre placés a n’importe quelle pro-
fondeur, du moment que leurs températures coincident avec celles de I’adiabat, le profil
adiabatique formé par les courbes de Bézier sera identique puisqu’il s’agira d’une droite.
Dans ce cas, les valeurs des parametres T et z; peuvent prendre des valeurs tres diffé-
rentes et leurs traces ne correspondront pas forcément a un bruit blanc. Pourtant, la valeur
du misfit sera systématiquement faible. Ainsi, dans ce travail, I’atteinte (ou non) de la
période stationnaire n’est pas estimée selon la trace des parametres. Nous verrons dans
la suite que le choix de la taille du saut entre le parametre a I'instant ¢ et le parametre
a I'instant ¢ + 1 via la fonction gaussienne est également crucial pour I’efficacité de la

recherche aléatoire.

Dans le cas de ’algorithme parallélisé employé dans cette these, 1’utilisation de
plusieurs chaines indépendantes permet de favoriser 1’atteinte de 1’état stationnaire ainsi
que d’obtenir des modeles indépendants. La figure 4.6 montre 1’évolution de la valeur du
misfit en fonction du nombre d’itérations pour 20 processeurs, et donc 20 configurations
initiales différentes. Au bout de 60 000 itérations, on observe que certains processeurs ont
toujours des valeurs de misfits relativement grandes, ce qui signifie que la rapidité de 1’al-
gorithme a rencontrer une configuration favorable dépend fortement de la configuration
initiale et du chemin pris par la chaine. Dans certains cas, il faudrait effectuer un tres

grand nombre d’itérations avant d’atteindre des modeles favorables.
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FI1G. 4.6 : Exemples de I’évolution de la valeur du misfit pour 20 processeurs. Le misfit
est représenté avec une échelle logarithmique.
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En fait, I’idéal serait de :
1. faire tourner 1’algorithme le plus longtemps possible,

2. obtenir le plus grand nombre de modeles indépendants en utilisant un grand nombre

de processeurs.

Nous allons voir dans la section suivante comment 1’algorithme peut étre employé en
parallele pour atteindre efficacement la période stationnaire et pour échantillonner des

modeles indépendants.
4.3.6 Une procédure en trois étapes

Jai choisi d’exploiter la prédisposition de I’algorithme a la parallélisation en di-
visant le schéma d’inversion en trois étapes. Les deux premieres étapes sont dédiées a la

recherche d’une configuration favorable, a partir de laquelle la troisieme étape est enga-

gée. Cette derniere €tape est la période stationnaire.

e Premiere étape : L’algorithme est exécuté sur un trés grand nombre de processeurs

nproc, avec des générateurs de nombres aléatoires différents, mais sur un nombre
d’itérations niter; relativement faible. L’ objectif est d’explorer le plus largement pos-
sible I’espace des parametres, car il existe une forte sensibilité de la chaine par rapport
au modele initial. Les écart-types des fonctions gaussiennes sont suffisamment grands
pour effectuer de grands sauts d’une itération a 1’autre. Tous les parametres sont modi-
fiés a chaque itération. A la fin de cette premidre étape, la configuration correspondant
au plus petit misfit obtenu au cours des niter; itérations est sélectionnée pour chaque
processeur. Seuls 20 % des configurations correspondant aux meilleurs misfits sont sé-

lectionnés pour la deuxieme étape.

e Deuxieme étape : Puisque seules les configurations les plus favorables ont été conser-

vées, on considere que certaines parties des modeles correspondant sont assez proches
du modele recherché. Par conséquent, les nproc, processeurs sont utilisés pour ne chan-
ger qu’un seul couple de parametres a chaque itération, c’est-a-dire la valeur et la posi-
tion d’un couple (z;, z;). Pour chaque itération, il est d’abord décidé quel couple de pa-
rametres sera ensuite perturbé. Tous les couples sont équiprobables, mémes ceux situés
aux limites du domaine en profondeur, dont la profondeur est fixée mais pas la valeur
en Vs, T ou . La stratégie de modifier un seul couple a la fois permet de préserver la
plupart des caractéristiques du modele a I’instant ¢, qui a montré une bonne adéquation
avec les données. Les écart-types des fonctions gaussiennes sont réduits pour atteindre

un taux d’acceptance des modeles d’environ 20-25 %. Durant cette étape, 1’objectif est
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de laisser 1’algorithme réaliser suffisamment d’itérations pour atteindre de faibles va-
leurs de misfit, c’est pourquoi le nombre d’itérations est 10 fois supérieur a celui de
I’étape 1 (niters = 10 X niter;). Seules 25 % des meilleures configurations passerons
a I’étape 3.

e Troisieme étape : Les nproc; meilleurs modeles constituent le point de départ de la der-

niere étape, que nous appelons période stationnaire. Le méme nombre d’itérations que
pour I’étape 2 est appliqué (niters = niters). Seuls les modeles échantillonnés durant
la période stationnaire sont utilisés pour déterminer les pdfs et pour étudier les résul-
tats. Parmi ceux-ci, tous ne sont pas employés pour calculer les pdfs a posteriori. Les
modeles sont collectés toutes les ¢ itérations pour obtenir un ensemble d’échantillons
indépendants sur une méme chaine. C’est ce que I’on appelle en anglais le thinning de
la chaine de Markov.

La figure 4.7 montre I’évolution de la valeur du misfit au cours des 3 étapes pour un
processeur donné. On voit que 1’étape 1 permet de diminuer considérablement la valeur
du misfit. Le pourcentage d’acceptation minimum des modeles n’est pas respecté, ce qui
implique que 1’algorithme peut rester longtemps bloqué sur une méme configuration des
parametres. C’est pourquoi la trace du misfit forme par endroits des sortes de plateaux.
Mais I’avantage est qu’il est possible de passer tres rapidement d’une configuration a une
autre. Les 10000 premieres itérations de I’étape 2 permettent de diminuer rapidement
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F1G. 4.7 : Exemple de I’évolution de la valeur du misfit pour un processeur donné au cours
des 3 étapes de la procédure. Le misfit est représenté avec une échelle logarithmique. Les
rectangles noirs indiquent les passages entre les différentes étapes.
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le misfit. L'étape 2 pourrait étre assimilée au burn-in traditionnel, si ce n’était pas le
meilleur misfit rencontré au cours des 60 000 itérations mais le dernier misfit obtenu qui
était retenu pour le début de la période stationnaire. Pendant cette derniere période le
misfit est suffisamment faible pour commencer a collecter des échantillons. Les rectangles
noirs sur la figure 4.7 montrent qu’il n’existe pas nécessairement de continuité entre la fin
de I’étape 1 et le début de I’étape 2, ainsi qu’entre la fin de I’étape 2 et le début de la
période stationnaire. Ce comportement est lié au fait que c’est la meilleure configuration
rencontrée pendant une étape qui est sélectionnée comme étant le point de départ de la

suivante, et non la configuration qui correspond a la derniere itération.

Pendant I’étape 1, I’objectif est de balayer ’espace des modeles avec de grands
pas. Au bout d’un certain nombre d’itérations, la valeur du misfit ne diminue plus et
atteint un plateau. Ce comportement de 1’algorithme signifie qu’étant donné 1’écart-type
important imposé pour la fonction gaussienne, la probabilité de trouver une combinaison
de parametres qui puisse satisfaire encore mieux les données est faible, c¢’est pourquoi
il est nécessaire d’affiner la recherche des modeles avec 1’étape 2. En pratique, niter;
est défini comme étant le nombre d’itérations au bout duquel les chaines atteignent ce
plateau. Le nombre d’itérations nécessaires lors de 1I’étape 2 est fixé en testant plusieurs
inversions sur des données synthétiques et réelles, et en vérifiant que les configurations
correspondant aux meilleurs misfits obtenus produisent bien des vitesses de phase qui se
situent a I'intérieur des barres d’erreur estimées sur les données. Ce nombre d’itérations
constitue la limite minimale et est fortement dépendant de la taille des barres d’erreur.
niters est calibré en observant 1I’évolution de la pdf en fonction du nombre d’itérations. On
considere que I’exécution peut étre arrétée lorsque la pdf est quasiment similaire méme
en augmentant le nombre d’itérations de facon significative. Ce nombre d’itérations est
évidemment accordé par rapport au nombre de processeurs employés (1600 au départ de
la premiere étape). Un certain nombre de tests préliminaires ont été réalisés afin de trouver

le meilleur équilibre entre le nombre de processeurs et le nombre d’itérations.

4.3.7 Temps de calcul

Il est difficile de donner un temps de calcul précis pour cet algorithme. Le temps de
calcul dépend principalement de trois facteurs :
— le temps de calcul du probleme direct a chaque fois qu’un modele est testé,
— le temps mis par la chaine de Markov pour atteindre la période stationnaire,
— le temps écoulé pour que suffisamment de modeles soient échantillonnés.
Ces trois facteurs dépendent eux-mémes de plusieurs éléments qui sont spécifiques a
chaque probleme : le nombre de données, leurs incertitudes, la complexité de la distri-

bution a retrouver, 1’étendue du prior et encore la forme de la densité de proposition d’un
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nouveau modele. La distribution a priori sur le modele définit la taille de 1’espace des
modeles et ainsi le temps nécessaire a la chaine pour arriver a la période stationnaire. Les
temps de calcul sont détaillés pour chaque étape dans la section 5.2. Dans cette étude, le
probleme direct est d’une durée d’environ 2 s si les courbes de dispersion de Love et de
Rayleigh sont calculées jusqu’au mode 3. Cette durée n’est pour le moment pas réductible,

d’ou I’'intérét de paralléliser les chaines.

4.4 Choix particuliers pour I’étude de la zone de transition

4.4.1 Contraintes a priori

Une représentation schématique des contraintes a priori sur les parametres de I'in-
version est montrée sur la figure 4.8. Les profils décrivant la vitesse de cisaillement dans
les 350 premiers kilometres (Vy), la température dans la zone de transition (7') et I’aniso-
tropie radiale (&), sont paramétrés avec des courbes de Bézier. Les parametres de 1’inver-
sion sont les coordonnées des trois jeux de points de Bézier, c¢’est-a-dire les vecteurs Vg,
T, et &, ainsi que les vecteurs correspondant a la localisation de ces points en profondeur

zZyy, Zr et z¢. Au total, entre 27 et 35 parametres sont considérés.

4.4.1.1 Prior sur la température

Prior 1

Le profil de température dans la zone de transition est uniquement défini entre 350
et 1000 km de profondeur. Ainsi, deux points de Bézier sont nécessairement fixés a 350 et
1000 km de profondeur. II existe un prior joint entre la profondeur et la température car la
température dépend de la profondeur des points de Bézier. Les bornes minimales en tem-
pérature ont été estimées a partir de la modélisation de I’état thermique a I’intérieur des
plaques plongeantes (e. g. Tagawa et al., 2007; Ganguly et al., 2009), et I’équation poly-
nomiale de Hirshmann (2000) et Hirshmann et al. (2009) qui décrit la position du solidus
d’une péridotite seche est utilisée comme limite supérieure. Les points de Bézier sont
libres de varier entre 350 et 1000 km de profondeur. Les températures de ces points sont
échantillonnées entre les courbes noires représentées sur la figure 4.8, qui correspondent

aux valeurs extrémes permises.

Prior 2

Pour ne pas échantillonner deux points proches en profondeur qui présentent une
grande différence de température, un second prior a été défini pour tirer au sort les points

de Bézier entre 350 et 1000 km de profondeur. Il s’ajoute au prior 1. L’application de ce
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second prior pour I’échantillonnage d’un nouveau point est illustré sur la figure 4.9. La
température de ce nouveau point dépend de la position dans le diagramme (température-
profondeur) du point situé juste au-dessus de celui-ci et du point a 1000 km de profondeur.
Dans I’exemple de la figure 4.9a, le point du dessus se situe a 350 km de profondeur. Le
gradient de température entre le nouveau point et le point situé au-dessus/au-dessous, doit
étre dans cet exemple au maximum de +15 K/km. Les intersections entre ce second prior

et les bornes minimales et maximales en température du prior 1 (en rouge sur la figure
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FIG. 4.8 : Représentation schématique des contraintes a priori sur les points de Bé-
zier (c’est-a-dire les parametres du modele) pour 7', Vi et £. Les étoiles noires corres-
pondent aux points de Bézier. Les lignes en pointillés définissent les profondeurs a 0, 350
et 1000 km. Les lignes noires représentent les bornes de 1’espace des modeles. Les acco-
lades indiquent les intervalles de profondeurs ou les points sont échantillonnés de facon
aléatoire. Les bornes en profondeur pour 1’échantillonnage des points en 7', Vg et £ sont
350- 1000, 0- 350 et 0- 1000 km, respectivement. Pour assurer une continuité entre les
valeurs du PREM a 1500 km de profondeur, les valeurs de température (753) et d’anisotro-
pie (£3) sont fixées selon les valeurs du PREM. La vitesse Vs, a 350 km est directement
calculée selon la valeur de la température 77 a cette méme profondeur. Pour I’exemple,
seuls 6 points sont représentés en température, mais leur nombre peut étre de 6 a 10.
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FI1G. 4.9 : Représentation schématique des bornes minimales et maximales en tempéra-
ture lors de 1’échantillonnage d’un nouveau point de Bézier. Les limites du prior 1 sont
représentées par les lignes rouges. Les limites du second prior correspondent aux lignes
noires. Les surfaces grisées définissent I’ensemble des localisations possibles pour un
nouveau point de Bézier. (a) Ensemble des possibilités pour le placement d’un nouveau
point entre 350 et 1000 km de profondeur. (b) Ensemble des possibilités pour le placement
d’un nouveau point entre 650 et 1000 km de profondeur.

4.9), définissent I’espace des parametres a 1’intérieur duquel le nouveau point peut étre
choisi de facon aléatoire. L’espace des parametres possibles est représenté par les surfaces
grisées. Supposons que le nouveau point ait été placé a une profondeur de 650 km et a une
température de 2200 K (figure 4.9b). C’est a partir de ce point et du point a 1000 km de

profondeur qu’un nouveau point va étre choisi, et ainsi de suite.

Nombre de points de Bézier

L’exemple de la figure 4.8 montre un profil de température qui comprend 6 points
de Bézier, mais I’algorithme fonctionne en parallele avec des nombres de points différents.
Le nombre de points ny pour I’ensemble du profil peut étre égal a 6, 7, 8, 9 ou 10. np
ne varie pas durant I’exécution de 1’algorithme. Les inversions transdimensionnelles (e. g.
Green, 1995; Bodin et al., 2012), ot le nombre de parametres est également une inconnue,
constituent une grande avancée dans les méthodes d’inversion probabilistes. Dans le futur,
ce type d’algorithme pourrait étre adapté a notre probleme pour ne pas avoir a choisir le
nombre de points a utiliser en Vg, T" et . L'utilisation de différents nombres de parametres
laisse la possibilité d’obtenir différents degrés de détails. Des valeurs raisonnables de np
ont été choisies afin de prévenir le risque de surparamétrer les modeles et d’obtenir un
degré de détails qui ne peut €tre atteint par les données. Les ondes de surface étant peu

sensibles dans la zone de transition a de rapides changements de la structure physique,
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une condition a priori est posée sur la distance minimale entre deux points de Bézier. La
distance entre deux points ne peut pas étre plus petite qu'une valeur d, égale a 80, 60, 40,
20 et 10km pour 6, 7, 8, 9 et 10 points, respectivement. Nous avons vu dans la section
2.5.2 que selon la valeur de la norme du vecteur tangent local, les polyndomes de Bézier
pouvaient produire des profils tres lisses ou beaucoup plus escarpés (voir figure 2.11b).
La taille de la composante de ces vecteurs en profondeur, appelée A, est fixée de fagon
ace que A = 0.5d,. Cela signifie que plus la valeur de A est grande, plus le profil est
lisse et a la possibilité d’étre courbé. Cette information a priori permet de détecter a la
fois des variations a grande et petite longueurs d’onde. Un récapitulatif de ces différents
parametres est présenté dans la table 4.1.

T 13 Vs
nombre de points de Bézier | np=6a10 ng=7 nys =5
gamme de profondeurs (km) | 35021000 0a 1000 0a 350
A (km) 40a5 20 10
d, (km) 80a10 40 20

TAB. 4.1 : Synthese des différents parametres qui contraignent le placement des points
de Bézier.

Le fait que les positions des points de Bézier fassent partie des parametres de 1’in-
version permet une grande souplesse. Supposons qu’un profil de température soit composé
de 6 points de Bézier. Trois points sont obligatoirement fixés a 350, 1000 et 1500 km de
profondeur, il reste donc 3 points a placer entre 430 et 920 km (et non entre 350 et 1000 km
puisqu’il faut prendre en compte le parametre A). Sur la figure 4.10a sont représentées
de facon indépendante les positions de ces 3 points de Bézier apres un tirage aléatoire de
50000 modeles.

Tous les modeles qui satisfont le prior 1 ainsi que la contrainte imposée par le para-
metre A sont acceptés. Si I’intervalle des profondeurs 430- 920 km est divisé en 3 parties
égales, représentées par des lignes en pointillées sur la figure 4.10a, et que le pourcentage
de points dans chacun de ces intervalles est calculé, on observe qu’il n’est pas équivalent
a 100 %. Lorsque la profondeur des points est tirée au sort, les points de Bézier sont en-
suite systématiquement classés par ordre de profondeur croissante, sinon la probabilité
dans chaque intervalle serait de 33 %. Les mémes figures sont montrées pour 5 points de
Bézier (figure 4.10b). Pour le 3*™ point, qui est globalement situé au centre de la gamme
de profondeurs autorisées, seulement la moitié des points échantillonnés (50.9 %) sont
restreints dans I'intervalle 618- 732 km. Ce résultat est tres intéressant car méme si globa-
lement la localisation des points est de plus en plus profonde en fonction de son numéro,
il montre que les points de Bézier ne restent pas completement confinés a des profondeurs

spécifiques. Par exemple, le 3°™ point de la figure 4.10 peut se placer aussi bien a 500
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qu’a 850 km. C’est au niveau du premier et du dernier point que le pourcentage est le plus
important (=80 %), quel que soit le nombre de points, car leurs déplacements sont limités

par les bornes supérieure et inférieure en profondeur du domaine en température.
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FIG. 4.10 : Position de chaque point de Bézier pour un tirage aléatoire de 50 000 modeles
constitués de (a) 3 et (b) 5 points de Bézier. Les lignes en pointillés délimitent les gammes
de profondeurs a I’intérieur desquelles le pourcentage de points est calculé par rapport a
I’ensemble des points échantillonnés.

4.4.1.2 Prior sur ’anisotropie

La valeur de ¢ est distribuée de fagon uniforme entre 0.9 et 1.1. Les profils sont for-
més de 7 points de Bézier. Les valeurs limites ont été choisies pour encadrer la plupart des
gammes de valeurs obtenues par des études récentes utilisant les ondes de surface (e. g.
Panning & Romanowicz, 2006; Kustowski et al., 2008; Visser et al., 2008b; Khan et al.,
2009, 2011). Une anisotropie de cisaillement négative entre 200 et 600 km de profondeur
a été trouvée par Panning & Romanowicz (2006) et Visser et al. (2008b). Selon les études
récentes, méme si 1’anisotropie radiale semble décroitre au fur et a mesure que I’on s’ap-
proche de la zone de transition, le prior n’est pas réduit en fonction de la profondeur car
il peut provoquer un lissage artificiel du profil d’anisotropie (Khan et al., 2009). Deux

points de Bézier sont fixés a la surface et a 1000 km de profondeur. d, vaut 40 km.
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4.4.1.3 Prior sur les parametres sismiques

La zone de transition

Aucune information a priori sur les vitesses sismiques et la masse volumique n’est
appliquée dans la zone de transition car il s’agit de parametres de seconde génération du
modele qui dépendent uniquement des parametres primaires (température, composition)
et des lois thermodynamiques. Seule la zone de transition est définie en terme de tempé-
rature et le calcul des vitesses de phase par le programme MINEOS nécessite un modele

de crofite et de manteau supérieur.

Vs dans la crofite et le manteau supérieur

Vs est directement inversé entre la surface et 350 km de profondeur. Les points de
Bézier peuvent varier entre £10 % des valeurs du PREM (il s’agit des lignes noires sur
la figure 4.8). Ici nous insistons sur le fait que le modele de référence sert seulement a
définir des bornes de recherche.

Le nombre de points de Bézier est ny, = 5. La valeur de Vs a 350 km de profondeur
n’est pas choisie aléatoirement. Elle est directement calculée a partir de la valeur de la
température a cette profondeur grace aux lois thermodynamiques. Pour éviter de créer une
discontinuité artificielle du profil de vitesse de cisaillement entre le manteau supérieur et
la zone de transition, le point de Bézier localisé juste au-dessus de 350 km de profondeur
est échantillonné de telle maniere que le gradient de vitesse entre ce point et le point a
350 km de profondeur soit entre £2.5 x 1073571,

Vp et p dans la croiite et le manteau supérieur

Les relations d’échelle sont souvent utilisées dans les inversions en profondeur
pour réduire le nombre de parametres a ceux les mieux résolus, notamment Vsy et Vgy
(e. g. Ekstrom & Dziewonski, 1998; Shapiro & Ritzwoller, 2002; Gung et al., 2003; Pan-
ning & Romanowicz, 2006). La perturbation de la vitesse des ondes P est reliée a celle
des ondes S par la relation Rg/p = 0InVs/0In Vp. De la méme maniere, la perturba-
tion de la masse volumique p dépend de la perturbation de la vitesse des ondes S selon
R,/s = 0lnp/01nVy. Cependant, les facteurs employés dans ces relations présentent des
valeurs et des origines diverses. Une synthese de plusieurs valeurs de Rg/p et R, s em-
ployées dans différentes études est présentée dans le tableau 4.2.

Les valeurs des rapports peuvent étre issues d’expériences de laboratoire avec prise
en compte de I’anélasticité (Karato, 1993), ou non (Isaak et al., 1989; Isaak, 1992). Vacher
etal. (1996) ont calcul€ les valeurs de 7,5 en utilisant un modele minéralogique simplifié
du manteau supérieur pour des températures prédites par une convection isovisqueuse

et ont obtenu des valeurs allant de 0.42 en surface et diminuant jusqu’a 0.37 a 660 km
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de profondeur. Le parametre Rg/p = 0.5 employé par Gung et al. (2003) et Panning &
Romanowicz (2006) est basé sur des valeurs publiées par Masters et al. (2000), tandis que
le parametre R,;5 = 0.3 est fix€ selon I’approximation que les effets thermiques dominent
a la fois les anomalies de vitesses et de masse volumique. L’inversion jointe de données
de gravité et d’'un modele tomographique par Deschamps et al. (2001) fournit une valeur
de R, tres faible par rapport a celles utilisées dans les autres études.

Malgré le fait que les relations d’échelle soient différentes d’une étude a une
autre, et qu’elles soient basées sur des hypotheses différentes, selon Ekstrom & Dzie-
wonski (1998), Gung et al. (2003) et Beghein (2010), les relations d’échelles utilisées
n’influencent que tres peu le résultat de I’'inversion de Vgy et Vsy. Bien que le modele
minéralogique utilisé dans cette étude ne soit pas pertinent pour la partie superficielle
de la Terre, nous avons calculé les deux rapports pour une pyrolite et une olivine dans
les 350 premiers kilometres de la Terre. Ces rapports valent Rg/p = 0.8, R,/s = 0.45 et
Rg/p = 0.75, R,/s = 0.37 pour une pyrolite et une olivine, respectivement. Ces valeurs
sont relativement proches des résultats de Isaak et al. (1989) et Isaak (1992), issus des
extrapolations de données expérimentales sur 1’olivine a haute température et pression
ambiante. Dans ce travail, les valeurs de Isaak et al. (1989) et Isaak (1992) ont été sélec-
tionnées pour calculer les profils Vp et p entre la surface et 350 km de profondeur a partir

du profil Vg déterminé aléatoirement.

Référence R,/s Rs/p
Isaak et al. (1989); Isaak (1992) 0.35-0.45 | 0.82-0.83
Karato (1993) 0.2-0.3

Vacher et al. (1996) 0.42

Ekstrom & Dziewonski (1998) 0.55
Deschamps et al. (2001) 0.05

Shapiro & Ritzwoller (2002) 0.25 0.5

Gung et al. (2003); Panning & Romanowicz (2006) | 0.3 0.5

TAB. 4.2 : Valeurs des rapports Rg/p et 7,5 selon différentes études.

4.4.1.4 Distributions de probabilité a priori

Bien que des bornes relativement larges soient employées dans cette étude, il est
impossible d’obtenir un prior qui n’engendre aucun impact sur le résultat de 1’inversion.
L’objectif est qu’il soit aussi faible que possible. La figure 4.11 présente la densité de
probabilité marginale a priori pour T', Vg et £. Dans ce cas, tous les modeles en bon
accord avec les conditions a priori décrites dans les sections précédentes ont été acceptés.
Au total, 250000 modeles ont été échantillonnés. Les résultats sont montrés a la fois
pour les points de Bézier (en haut) et les courbes de Bézier (en bas). Une composition

pyrolitique est considérée.
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FIG. 4.11 : Densités de probabilité marginales pour 7" (a gauche), Vs (au milieu) et £ (a
droite), en considérant que tous les modeles échantillonnés en accord avec les conditions a
priori ont été acceptés. Les résultats sont montrés pour les valeurs discretes des parametres
(en haut) et pour les modeles 1D (en bas). Du bleu au rouge, la densité de probabilité est de
plus en plus importante. Les lignes noires représentent les valeurs minimales et maximales
autorisées. Les valeurs des pdfs sur les parametres discrets sont calculées en divisant le
nombre de points par case par le nombre total de points. Les tailles des cases pour 7', Vg
et & sont 25 Kx5km, 0.01 km/sx2km et 0.005x5 km, respectivement. Les valeurs des
pdfs pour les modeles 1D sont calculées en comptant le nombre de profils a I’intérieur de
chaque intervalle de température, a chaque profondeur. Pour une profondeur donnée, la
somme de toutes les pdfs sur tous les intervalles de température vaut 100 %.
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Les distributions marginales de la solution a priori sont représentées par des cartes
couleur sur la figure 4.11. La distribution marginale de 7', Vs ou ¢ a une profondeur don-
née correspond a un histogramme construit a partir de I’ensemble des modeles acceptés.
En pratique, le résultat correspond a la juxtaposition des histogrammes a chaque profon-
deur, ce qui permet de construire une carte de densité. Bien que toutes les configurations
autorisées par le prior aient la méme probabilité d’étre acceptées, nous allons voir que les
contraintes requises durant I’échantillonnage produisent des densités de probabilité non
uniformes. Seule la pdf sur les points de Bézier représentant I’anisotropie (figure 4.11c)
montre une distribution uniforme, puisque toutes les valeurs entre 0.9 et 1.1 a chaque

profondeur ont la méme probabilité d’étre acceptées.

La pdf est quasiment uniforme pour les points de Bézier en Vg (figure 4.11b), ex-
cepté entre 190 et 330km de profondeur. Ce comportement est lié aux contraintes sur
les deux points les plus profonds. Le point a 350 km de profondeur est contraint par la
valeur de la température a cette profondeur et la loi thermodynamique. Ainsi, la gamme
des valeurs de Vg possibles est plus restreinte que les bornes du prior, en considérant une
composition réaliste de type pyrolitique. Cette gamme se situe entre 4.5 et 5.0 km/s. Par
conséquent, la gamme de valeurs de Vg possibles pour le point situé juste au-dessus de
350km de profondeur est plus restreinte et les bornes du prior sont moins bien échan-

tillonnées au-dessous d’environ 190 km de profondeur.

La pdf pour les points en température (figure 4.11a) a été calculée pour des profils
contenant 6, 7, 8, 9 et 10 points de Bézier. 50 000 modeles ont été tirés au sort dans chaque
cas. Le fait d’utiliser des nombres de points différents avec des valeurs d,. spécifiques,
conduit a une restriction de la pdf entre 350- 430 et 920- 1000 km de profondeur. Dans ces
deux gammes de profondeur la pdf est de plus en plus faible au fur et 2 mesure que 1’on
s’approche des extrémités. Le centre du domaine est légerement mieux échantillonné a
cause de I’'information a priori qui empéche la sélection de deux points voisins présentant

une grande différence de température (prior 2).

La distribution des courbes de Bézier produit clairement des pdfs non uniformes,
méme pour £ (figure 4.11f). Les valeurs situées entre 0.95 et 1.05 sont mieux échantillon-
nées que les bords. Pour une profondeur donnée on observe ensuite une diminution de la
pdf jusqu’aux limites du domaine. La distribution des courbes en température présente le
méme comportement (figure 4.11d). Ce type de distribution est appropriée car 1’objectif
est de retrouver un modele moyen le long d’un trajet source-récepteur et on estime que
les profils localisés au niveau des extrémités ont une faible probabilité d’exister. Les deux
distributions sont caractérisées par une forme en « I » a cause de I’estimation de la direc-
tion du vecteur tangent local a 350 et 1000 km de profondeur. Comme mentionné dans la
section 4.3.3, la direction de ces vecteurs dépend de la position du point le plus proche.

La distribution en Vg (figure 4.11e) sort des bornes du prior. En effet, ces bornes sont
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uniquement valables pour le tirage au sort des points de Bézier. Lorsque les points sont
reliés entre eux par les courbes de Bézier, il est possible que les profils de vitesses de
cisaillement puissent sortir des bornes. Ce type de construction permet d’obtenir un vaste
panel de profils afin de prendre en compte les variations importantes de vitesse dans les
couches superficielles.

Dans I’exemple de la figure 4.11, les modeles tirés au sort n’ont pas été comparés
aux données. Seul I’'impact des informations a priori est visible. Dans les chapitres 5 et 6,
I’algorithme est testé avec des données synthétiques et réelles. Seules les densités de pro-
babilités marginales dont les valeurs sont différentes de celles des densités de probabilités
marginales a priori décrites dans cette section, pourront étre considérées comme étant un

apport d’informations li€¢ aux données.

4.4.2 Modalités de tirage au sort de nouveaux modeles

Un nouveau modele est déterminé en perturbant aléatoirement le dernier modele qui
a été accepté. Bien que la maniere dont ce nouveau modele est choisi soit essentiellement
arbitraire, des choix inappropriés peuvent conduire a une exploration tres lente de 1’espace
des modeles, de telle maniere que le temps de convergence de la chaine soit tres long.
Dans cette section nous allons étudier I’influence de différents facteurs sur le résultat de
I’inversion.

4.4.2.1 Ecart-type des fonctions gaussiennes

Le choix de la valeur de I’écart-type (o) de la fonction gaussienne g(z'|z) (équation
3.21) est crucial car il va définir I’efficacité d’échantillonnage de la chaine. En pratique, il
est recommandé de choisir I’écart-type le plus grand possible, tout en maintenant un taux
d’acceptance suffisamment élevé (Mosegaard, 1998). Pour des distributions normales, un
taux d’acceptance de 23 % pour des problemes multidimensionnels signifie que 1’algo-
rithme est performant (Gelman et al., 2003). Une approche classique est de réaliser des
tests préliminaires avec différentes tailles de gaussiennes jusqu’a obtenir un taux d’accep-
tance raisonnable. Suite a ces tests, des valeurs de o différentes ont été choisies pour 7', &,
Vs, 27, z¢ et zy,. Nous allons illustrer I’'impact des tailles de gaussienne sur la recherche

des points de Bézier pour la température.

On cherche a retrouver le profil de température de la figure 4.12a, formé par 5
points de Bézier. Pour se déplacer dans I’espace des parametres, un écart-type entre 50 et
100K semble étre une gamme de valeurs raisonnable, sachant que les incertitudes expé-
rimentales sur la température dans la zone de transition sont de I’ordre de £100- 150 K
(Ito & Takahashi, 1989). La valeur 0 = 70 (K ou km) est choisie pour les deux fonctions
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gaussiennes sur la température et la profondeur. Une recherche aléatoire a été réalisée sur
95 000 itérations. Pour évaluer I'impact de la valeur de o sur I’efficacité de la recherche,
le méme algorithme a été employé mais en imposant un écart-type égal a 5 (K ou km).
Sur la figure 4.13a sont représentées les traces des parametres, en profondeur et en tem-
pérature, correspondant aux points de Bézier numérotés de 1 a 3 sur la figure 4.12a. Les
traces noires, rouges et vertes correspondent aux points 1, 2 et 3, respectivement. Dans le
cas ou o = 70, la profondeur et la température d’un point de Bézier donné peuvent varier
de fagon tres importante en seulement quelques itérations, ce qui signifie que 1’algorithme
explore de facon efficace 1’espace des parametres. En revanche, dans le cas ou o = 5, les
oscillations des parametres d’une itération a une autre ont une amplitude beaucoup plus

faible et I’algorithme met beaucoup de temps pour bouger d’une valeur a une autre.

Les figures 4.12b et 4.12c présentent la distribution des points de Bézier échan-
tillonnés dans le diagramme (température, profondeur). Les isocontours de la densité de
probabilité a posteriori des points sont également indiqués. Dans les deux cas, les points
de Bézier acceptés par 1’algorithme se situent sur la courbe qui représente le profil de
température. Les points de Bézier recherchés numérotés 1 et 2 sur la figure 4.12a cor-
respondent 2 des valeurs de pdfs importantes. A premiére vue, I’algorithme est capable
de retrouver la solution en utilisant les deux valeurs d’écart-type. Cependant, la distribu-
tion des points est beaucoup plus étalée au-dessous de 600 km de profondeur pour le cas

o=70 o=5
a b 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 & > C 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 & >
300 300 pdf (%) 300 paf (%)
400+ 1 400 400-
5001 500 500
2
£ 600 E 600 E 600
=~ < v <
£ £ ! £
) i o o
o 700 2 7004 2 7004
8001 800 800
4
900+ 900 900
1000- . . ! . 1000+ , ; * : 1000+ . . * T
1000 1500 2000 2500 1000 1500 2000 2500 1000 1500 2000 2500
Temperature (K) Temperature (K) Temperature (K)

FIG. 4.12 : (a) Profil de température synthétique et ses points de Bézier associés. Les
couleurs des points numérotés 1, 2 et 3 correspondent au code couleur des figures 4.13a
et 4.13b. (b) et (c) représentent la distribution des points de Bézier apres 1’inversion du
modele (a) ainsi que les pdfs. Des écart-types de o = 70 et 0 = 5 ont été employés pour
(b) et (c), respectivement.
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FI1G. 4.13 : (a) Traces des parametres numérotés 1, 2 et 3 sur la figure 4.12a en tempé-
rature et en profondeur, pour 0 = 70 et 0 = 5. (b) Fonctions d’autocorrélation de ces
parametres. (c) Pourcentage de modeles acceptés pour o = 70 et o0 = 5.
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o = 70 que pour le cas ¢ = 5, ce qui montre que, dans ce dernier cas, tout une par-
tie de I’espace des parametres a été occultée, et qu’il manque une partie de la solution.
D’apres ces résultats, on observe que les chaines de Markov tendent a générer des mo-
deles d’autant plus corrélés que la marge de mouvement des parametres est faible. Plus o
est petit, plus il faudra d’itérations avant que la chaine puisse s’éloigner et échantillonner

efficacement 1’espace des parametres.

L’effet de mémoire de la chaine peut étre quantifié par 1’évaluation de la fonc-
tion d’autocorrélation pour chaque séquence de parametres. La fonction d’autocovariance
nécessite d’abord d’étre calculée. Le calcul de cette fonction pour une séquence d’un pa-
rametre correspond au calcul de la moyenne des produits scalaires de cette séquence avec
elle-méme, décalée de k = (1,2, ..., niter) échantillons, ot niter correspond au décalage
maximal pour lequel est déterminée la fonction d’autocovariance. Pour un parametre p;

donné, échantillonné pendant niter itérations, cette fonction s’écrit :

niter—k

1 2 > (pilt) = pi)(pilt + k) — pi(1)), 4.5)

niter —
t=1
oll p; est le ™ parametre du vecteur p et ; est la moyenne de toutes les valeurs prises

par p;. La fonction d’autocorrélation 7y, est :

Ck
Ty = —. 4.6
Co (4.6)
L’évolution de r; rend compte de 1’état de corrélation de la séquence. Pour £ = 0, 7y
est égal a 1 car la séquence est corrélée avec elle-méme. r; tend vers 0 d’autant plus

rapidement que ses éléments sont décorrélés.

La représentation des fonctions d’autocorrélation des parametres permet de don-
ner des indications sur le nombre d’itérations requis pour que les valeurs des parametres
échantillonnées par ’algorithme soient décorrélées, ainsi que sur la valeur de I’écart-
type de la gaussienne a employer. Les fonctions d’autocorrélation pour les trois couples
(profondeur, température) sont représentées sur la figure 4.13b. Un décalage maximal de
k = 5000 pour la profondeur et de £ = 3500 pour la température est nécessaire pour ob-
tenir un jeu de parametres indépendants, si un écart-type de 70 est employé. Le décalage
est beaucoup plus important dans le cas ou o = 5. En effet, il faut attendre respectivement
18300 et 8300 itérations pour la profondeur et la température, avant que les valeurs des

parametres soient décorrélées.

Un indicateur supplémentaire quant au choix de la valeur des écart-types est le taux
d’acceptance des modeles. La figure 4.13¢c montre que le taux d’acceptance est d’environ
18 % pour o = 70 et 83 % pour o = 5. Evidemment, cette valeur n’est pas exactement la

méme selon la racine de générateur de nombre aléatoire employée, car le chemin parcouru
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dans I’espace des parametres est différent, mais en général elle varie treés peu. L’ ensemble
de ces informations indique qu’un écart-type de 70 (K et km) parait effectivement adapté
a notre probleme. Des tests similaires ont été réalisés pour £, Vs, z¢ et zy,. Les valeurs

des écart-types de chaque fonction gaussienne sont récapitulées dans le tableau 4.3.

T'(K) zp (km) | § ze (km) | Vg 2y (km)
o étape 1 150 100 0.03 150 0.05 100
o étapes 2et3 | 70 70 0.01 100 0.02 70

TAB. 4.3 : Valeurs des écart-types des fonctions gaussiennes utilisées pour les 3 étapes
de la procédure.

4.4.2.2 Echantillonnage continu/discontinu

Jusqu’a présent nous avons considéré que I’espace des états possibles pour un pa-
rametre donné était continu dans un intervalle. Qu’en est-il si ’espace des modeles est
supposé discret ? En effet, diminuer le nombre de valeurs possibles pourrait étre un moyen
de diminuer le nombre d’itérations nécessaires pour obtenir une distribution de probabi-
lité a posteriori représentative. Un test a été réalisé en estimant que £ pouvait uniquement
prendre des valeurs discretes tous les 0.02, de 0.9 a 1.1. Ces 11 valeurs possibles sont
considérées comme étant équiprobables. Pour 16 racines de nombres aléatoires différentes
(une racine par processeur), le méme modele synthétique a été inversé en T', £ et Vs dans
le cas ou £ est échantillonnée de fagon continue, et dans le cas ou £ ne peut prendre que
des valeurs discretes. L’algorithme a fonctionné pendant 60 000 itérations et les taux d’ac-
ceptance sont dans les deux cas autour des 20 %, bien que celui-ci soit globalement plus
faible dans le cas de I’échantillonnage discret. Pour chaque processeur, le plus petit misfit
obtenu au cours de ces 60 000 itérations a été sélectionné. Les résultats sont synthétisés
sur la figure 4.14. Excepté pour le processeur numéro 4, tous les misfits obtenus avec un
tirage en continu sont inférieurs a ceux calculés avec un tirage discontinu, ce qui indique
une plus grande efficacité de I’échantillonnage continu.

Dans cet exemple, seules les valeurs de £ ont été sélectionnées de facon discrete,
mais cet effet est encore plus important lorsque tous les parametres de 1’inversion sont
forcés de prendre uniquement des valeurs discretes, et les misfits obtenus sont encore
plus grands. Les taux d’acceptance restent extrémement faibles, ce qui signifie que les
parametres ne peuvent pas bouger facilement dans 1’espace des modeles et la marche
aléatoire est en quelque sorte bridée. Pour atteindre une configuration favorable, il se
peut que la chaine doive transiter par des configurations qui produisent des misfits plus
élevés, mais dont les valeurs des parametres sont relativement proches des valeurs vraies.

Si seules des valeurs discretes sont autorisées, le passage par ces états transitoires est
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FIG. 4.14 : Représentation des plus faibles misfits obtenus lors d’une inversion de 7', £
et Vg réalisée pour 16 racines de nombres aléatoires différentes (16 processeurs). 60 000
itérations ont été effectuées. Les résultats pour un tirage aléatoire continu (points noirs) et
discontinu (points rouges) des points de Bézier représentant £ sont montrés.

difficile. La probabilité de sélectionner une combinaison de nouvelles valeurs qui soient
acceptées par I’algorithme de Metropolis-Hastings est donc tres faible.

Dans ce travail, 1’algorithme est construit de facon a ce que les parametres soient
échantillonnés avec la plus haute résolution possible, ainsi, I’échantillonnage est systéma-

tiquement effectué avec une fonction gaussienne continue.

4.4.2.3 Tirage au sort des parametres

Plusieurs stratégies de tirage au sort des parametres sont possibles. Tous les couples
de paramétres (x,z) peuvent étre modifiés a chaque itération, ou bien un seul couple
(x;, z;) a chaque fois. Modifier I’ensemble des paramétres permet de passer rapidement a
une configuration complétement indépendante. En revanche, comme I’ont souligné Khan
& Mosegaard (2002), la stratégie de changer un seul couple (x;, z;) a chaque pas permet,
lorsqu’une configuration satisfaisante a été atteinte (le misfit correspondant est faible), de

préserver une partie de ses caractéristiques a I’itération suivante.

Sur la figure 4.15 sont représentées les fonctions d’autocorrélation de la tempéra-
ture pour 3 points de Bézier qui constituent les parametres d’un profil de température.
Nous insistons qu’il s’agit 1a uniquement des configurations retenues par I’algorithme, et
non de toutes celles testées. L’inversion a été réalisée seulement pour la température et
un écart-type de la fonction gaussienne de 70 (K et km) est fixé. La fonction d’autocorré-
lation tend vers z€éro d’autant plus rapidement que ses éléments sont décorrélés. Lorsque
tous les parametres sont modifiés a chaque itération, il faut attendre environ 2300 itéra-

tions avant que toutes les chalnes « perdent la mémoire » de la configuration initiale. En
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FIG. 4.15 : Autocorrélation de la température pour 3 points de Bézier. (a) L’ensemble
des parametres (T et zy) est modifié a chaque itération. (b) Un seul couple de parametres
(T3, z1,) est changé par itération. Tous les couples sont équiprobables et 1’écart-type de
la fonction gaussienne vaut 70 (K et km). Les fleches indiquent le nombre d’itérations
au bout desquelles toutes les fonctions d’autocorrélation ont atteint au moins une fois la
valeur de zéro.

d’autres termes, c’est seulement apres 2300 itérations qu’un jeu de parametres indépen-
dants est obtenu. En revanche, il ne faut que 600 itérations si un seul couple de parametres
est changé a chaque pas. Le taux d’acceptance des modeles est d’environ 20 % dans ce
cas, mais n’est que de 2 % si tous les parametres sont modifiés. Pour atteindre un taux
d’acceptance proche des 20 %, il faudrait diminuer I’écart-type a une valeur de 10, ce qui
ne permet pas aux parametres de réaliser de grands pas dans I’espace des modeles d’une

itération a une autre.

D’apres ce test, changer tous les parametres a la fois implique un faible taux d’ac-
ceptance, excepté dans le cas d’écart-types tres faibles. Ce dernier est un critére important
pour s’assurer que suffisamment de modeles sont acceptés et ainsi obtenir une pdf repré-
sentative. Cependant, méme si ce taux parait correct (proche de 23%), ce n’est pas pour
autant que la convergence vers le régime stationnaire va étre plus rapide. Effectivement,
le nombre de modeles acceptés peut étre satisfaisant, mais I’écart-type tellement faible
qu’il faudrait réaliser un nombre d’itérations considérable pour atteindre une configura-
tion des parametres favorable et parvenir a la période stationnaire. Nous avons choisi de
tirer parti des deux types de tirage au sort décrits dans cette section. Dans 1’étape 1, nous
avons choisi de conserver de grands pas, bien que le taux d’acceptance soit tres faible,
afin de tester un maximum de configurations différentes. L’algorithme conserve la méme
configuration de parametres pendant un grand nombre d’itérations (voir figure 4.7), mais
I’avantage est que toutes les configurations testées sont extrémement différentes les unes
des autres, ce qui permet une large exploration de 1’espace des modeles. Puis le meilleur
jeu de parametres trouvé a la fin de 1’étape 1 est affiné avec 1’étape 2, ou cette fois-ci un
seul couple de parametre est modifi€ a chaque itération avec des écart-types qui produisent

des taux d’acceptance satisfaisants.
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4.4.3 La fonction cout (misfit)
4.4.3.1 Normes L et L,

Le choix de I’expression de la fonction cofit est crucial, car nous avons vu dans
le paragraphe 3.3.2 que le fait qu’un modele soit accepté ou rejeté par 1’algorithme de
Metropolis-Hastings repose entierement sur la valeur du misfit. En effet, il s’agit du seul
critere quantitatif que nous possédons qui permet de juger la crédibilité d’un modele testé
par rapport aux données, compte-tenu des incertitudes associées. Les expressions les plus
couramment employées sont les normes L; et Ly (équation 3.7). Tarantola (2005) en-
courage I’utilisation de la norme L;, qui est plus robuste si des valeurs aberrantes sont
contenues dans les données. L'utilisation de la norme L, revient a considérer que 1’in-
certitude estimée suit une distribution de Laplace. L’emploi de la norme L- est basé sur
I’hypothese que le bruit est gaussien.

Jai étudié la sensibilité de ces deux expressions a de petites variations des points
de Bézier, en température et en profondeur, pour un profil adiabatique réaliste (une tempé-
rature potentielle de 1600 K et un gradient de 0.4 K/km). Le profil adiabatique considéré
est représenté sur la figure 4.16e. Il est composé de 5 points de Bézier localisés tous les
100 km, de 400 a 800 km. Ces points sont modifiés un a un en température et en profon-
deur. Les résultats sont présentés sur les figures 4.16 et 4.17, a chaque fois pour les normes
Ly et Lo. La valeur en abscisse des graphiques dm est un estimateur de la « distance » du

point modifié par rapport au point de Bézier du profil adiabatique de référence et vaut

om = \/(Toet — T)2 + (et — 2)2. (4.7)

Chaque point de Bézier du profil adiabatique est représenté par une couleur différente. On
considere que Az = 2ot — 2 et AT =Ty — T

Les figures 4.16a et ¢ présentent la valeur du misfit pour un déplacement des points
en température de +40K et pour Az = 0km, tandis que les figures 4.16b et d corres-
pondent & un mouvement en profondeur de £20 km pour A7 = 0 K. De maniere générale,
lorsque Az = 0km et AT = 0K, c’est-a-dire si I’on modifie soit la température, soit la
profondeur pour un point de Bézier donné, la fonction dm = f(misfit) pour la norme L,
montre une forme parabolique, tandis que celle de la norme L; présente un comportement
linéaire. Avec I’utilisation d’une norme L, il va étre facile pour une chaine de Markov de
converger et de rester aux alentours de la valeur vraie. En revanche, pour la norme L4, la
chalne va avoir plus de mal a se dégager de la valeur recherchée et a échantillonner au-
tour pour rendre compte de I’incertitude sur les parametres. De plus, 1’algorithme rejettera
plus de modeles avec une norme L; car pour un modele proche de celui de référence, les
valeurs de misfit sont plus importantes que pour une norme L». C’est pour ces raisons que

la norme L, est préférée dans la suite de ce travail.
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FIG. 4.16 : Influence de la modification des points de Bézier d’un profil adiabatique dans
le diagramme (température-profondeur) sur la valeur du misfit pour les normes L, et L.
(a) et (c) sont les résultats pour la norme L4, et (b) et (d) pour la norme L. (e) représente
le profil adiabatique de référence et ses points de Bézier. A chaque point correspond une
couleur. (a) et (c) montrent 1I’évolution du misfit pour Az fixée aux profondeurs des points
représentés en (e) mais pour AT variable. (b) et (d) décrivent les valeurs du misfit pour
AT fixée aux températures des points représentés en (e) mais pour Az variable.
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FI1G. 4.17 : Influence de la modification des points de Bézier d’un profil adiabatique
dans le diagramme (température-profondeur) sur la valeur du misfit pour les normes L
et Lo. (a) et (c) sont les résultats pour la norme L, et (b) et (d) pour la norme L,. (e)
et (f) représentent le profil adiabatique de référence et ses points de Bézier. A chaque
point correspond une couleur. (a) et (c) montrent I’évolution du misfit pour Az fixée mais
pour AT variable. (b) et (d) décrivent les valeurs du misfit pour AT fixée mais pour Az
variable.
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Si les points de Bézier sont maintenant fixés a Az = 20 km (figures 4.17a et c) et
AT = 30K (figures 4.17b et d), et que 1’on change respectivement la température et la
profondeur des points de Bézier, les fonctions dm = f(misfit) ne sont plus symétriques.
Dans le cas ou Az = 20km, une augmentation de la température (A7 > 0) produit des
valeurs de misfit plus faibles, car les points de Bézier se rapprochent du profil adiabatique
(figure 4.17¢). De la méme maniere, pour AT = 30 K, c’est en s’enfongant en profondeur
(Az > 0) que les points de Bézier retombent sur le profil adiabatique (figure 4.17f). Ainsi,
il apparait que dans le cas d’un profil de température relativement lisse, des positions dif-
férentes des points de Bézier peuvent conduire au méme modele 1D. Comme mentionné
dans la section 4.3.5, cet exemple simple renforce la conviction pour cette étude particu-
liere de ne pas se fier uniquement a la trace des parametres pour détecter la convergence

de I’algorithme.

Un autre aspect important est que pour des valeurs de A7 et de Az données, le
fait de bouger les points de Bézier les plus proches de la surface produit un impact plus
important sur les valeurs du misfit que le mouvement des points les plus profonds, ce qui
est cohérent avec la décroissance de la sensibilité des ondes de surface avec la profondeur.
Notons que les points situés sur le profil adiabatique a 600 km (en vert) et 700 km (en
bleu) de profondeur n’ont pas des valeurs de misfit qui se comportent de facon linéaire
en fonction de la « distance » dm. Ce comportement est lié aux transitions de phase dans
les systemes olivine et pyroxenes-grenat. Dans la section suivante, nous allons illustrer
I’importante influence de la discrétisation de ces transitions en termes de discontinuités

sismiques sur la valeur du misfit.

4.4.3.2 Influence de la discrétisation des profils de vitesses

Les profils de température sont paramétrés en courbes de Bézier, ce qui implique
que la valeur de la température est connue pour n’importe quelle profondeur. Cependant,
il n’est pas possible d’obtenir des profils de Vg, Vp et p continus dans la zone de transi-
tion, puisque leurs valeurs résultent de calculs non-linéaires (voir section 2.2). Ils doivent
donc étre discrétisés en fonction de la profondeur. J’ai étudié I'impact du choix de la
discrétisation des profils de vitesses sismiques sur le calcul des vitesses de phase et du

misfit.

Les transitions de phase les plus complexes ont lieu entre 600 et 700 km de pro-
fondeur. Sur un profil de température adiabatique, un des points de Bézier a été placé
a 610km de profondeur pour une température de 1810 K. Il constitue le profil de réfé-
rence. 6 nouveaux modeles de température ont été construits en diminuant la température
a 610km de profondeur tous les 50 K. Les profils de vitesse de cisaillement correspon-

dant ainsi que les valeurs du misfit ont été calculés. Les calculs sont réalisés uniquement
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pour le mode fondamental, pour 34 périodes couvrant la gamme 50- 273 s. La figure 4.18a
présente les résultats pour une discrétisation de Vg tous les 1 km et tous les 10 km. Dans
le cas ou la discrétisation est fine, plus la température est éloignée de sa température de
référence a 1810 K, plus la valeur du misfit augmente. Le gradient de vitesse vers 660 km
de profondeur est également cohérent. La transformation minéralogique de la ringwoodite
en pérovskite et magnésiowiistite étant endothermique, la discontinuité est de plus en plus

profonde au fur et 2 mesure que la température diminue.

Cependant, dans le cas ou la discrétisation est plus grossiere, 1I’évolution du mis-
fit en fonction de la température n’est pas linéaire. En effet, une température de 1660 K
fournit un meilleur misfit que pour une température de 1710 K. Le graphique représentant
Vs montre que les discontinuités ont ét€ trop grossicrement échantillonnées, ce qui crée
des discontinuités artificielles qui ne rendent pas compte de la complexité des modeles.
Le méme effet est produit lorsque des profils discrétisés tous les 10 km sont comparés a
un profil de référence échantillonné tous les kilometres (figure 4.18b). Le modele corres-
pondant a la température « vraie » n’est méme pas celui qui présente le plus faible misfit.
En revanche, si les profils discrétisés tous les 1 km sont comparés au profil de référence

échantillonné tous les 10 km, une tendance linéaire est retrouvée.

Ces tests montrent qu’il est indispensable d’échantillonner finement les gammes
de profondeurs ou ont lieu les transitions de phase, sous peine d’obtenir des effets non-
linéaires liés a 1’échantillonnage et de biaiser les résultats de 1’inversion. En effet, une
discrétisation fine autour de la discontinuité a 660 km de profondeur permet ici d’obtenir
un comportement linéaire du misfit en fonction de la modification du profil en tempé-
rature (figure 4.18c). Cependant, ces conclusions restent valides pour chaque mode pris
séparément. Un résultat supplémentaire est que le mode fondamental, théoriquement peu
sensibles aux profondeurs supérieures a 400 km, est capable de déceler des variations de
profondeur de la discontinuité a 660 km liées a des variations de température.
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FIG. 4.18 : Influence de la discrétisation de Vg sur les valeurs du misfit. La température
d’un point de Bézier sur un profil adiabatique a 610 km de profondeur est modifiée tous
les S0K (le profil de référence est en noir et les autres sont en couleurs). Comparaisons
pour (a) une mé€me discrétisation entre le profil de référence et les autres profils, (b) une
discrétisation différente, (c) une discrétisation fine au niveau des transitions de phase.
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4.5 Ce qu’il faut retenir

La méthodologie présentée dans ce chapitre est une stratégie générale d’inversion
des courbes de dispersion des ondes de surface. Le probléme inverse est traité avec une
méthode de recherche des parametres entierement non-linéaire. Bien que certaines condi-
tions a priori soient nécessaires pour conserver des profils de 7', Vg et £ réalistes, relative-
ment peu de contraintes sont imposées. L’utilisation d’un nombre de parametres variable
pour la température permet de ne pas imposer un degré de lissage des modeles. Nous
avons vu que les pdfs sur les points de Bézier sont relativement uniformes. La parallé-
lisation est indispensable si I’on souhaite conserver un large panel de modeles possibles
et ainsi échantillonner adéquatement I’espace des parametres. L'utilisation de plusieurs
processeurs permet de mieux déterminer la variabilité de la gamme de solutions pos-
sibles. Réaliser une procédure en trois étapes présente un avantage en temps de calcul,
mais aussi en performance. Lors de la premiere étape, I’espace des parametres est exploré
avec de grands pas, ce qui permet d’explorer rapidement I’espace des modeles. L’ utilisa-
tion de plusieurs racines de nombres aléatoires permet également de ne pas se focaliser
sur une région particuliere de 1’espace des parametres. Pour les étapes 1 et 2, seules les
meilleures configurations sont conservées, c’est-a-dire celles qui présentent les misfits
les plus faibles. Cette stratégie favorise I’atteinte de la période stationnaire pour les pro-
cesseurs restants. Pour que I’efficacité de la procédure soit optimale, nous avons vu que
des tests préliminaires étaient nécessaires, notamment sur les modalités de proposition de
nouveaux modeles. Dans le chapitre suivant, I’intégralité de la procédure est testée sur des

données synthétiques.



Chapitre 5

Inversion de données synthétiques

5.1 Introduction

La procédure d’inversion est ici validée sur des données synthétiques. Dans cette
these, ce ne sont pas les données brutes qui sont utilisées, c’est-a-dire le sismogramme,
mais les données géophysiques dérivées de ces données brutes : les vitesses de phase.
Les tests synthétiques sont indispensables pour évaluer la justesse et la robustesse de la
méthode, ainsi que pour mettre en valeur des caractéristiques inhérentes a la théorie qui
pourraient €tre retrouvées sur les données réelles, en considérant des incertitudes réa-
listes sur les courbes de dispersion. Seuls quelques résultats, obtenus dans des modeles
atypiques sont présentés dans ce chapitre. Les modeles synthétiques a retrouver ont été

choisis en raison de la difficulté qu’ils présentaient a I’algorithme d’inversion.

Les résultats d’inversion de deux modeles synthétiques sont décrits en détail. Le
résultat de la méthode McMC employée €tant un ensemble de modeles, les différentes
manieres de représenter et d’analyser les distributions a posteriori sont également discu-

tées.

Il n’existe pas une maniere unique de paramétrer le systeme étudié. Ainsi, les ré-

sultats présentés dans ce travail refletent la paramétrisation particuliere employée.

L’ensemble des calculs, y compris sur les données réelles, a été réalisé au CCIPL'
(Centre de Calcul Intensif des Pays de Loire) et au CINES? (Centre Informatique National
de I’Enseignement Supérieur).

"http ://www.ccipl.univ-nantes.fr
2http ://www.cines.fr/
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5.2 Les modeles utilisés

L’algorithme est testé avec des données synthétiques calculées pour des profils 7',
¢ et Vg connus. Une composition pyrolitique est considérée car il s’agit d’une composi-
tion généralement compatible avec une large gamme d’observations pétrologique, géochi-
mique et sismologique (Ringwood, 1975). La teneur en fer est considérée comme étant
constante a travers 1’ensemble de la zone de transition et vaut Fe# = 0.11 (voir section
2.2.3).

Pour illustrer le potentiel de 1’algorithme a retrouver la structure de la zone de
transition, deux modeles synthétiques en 7', £ et Vs ont été choisis. Ils sont présentés sur
la figure 5.1. Les points de Bézier sont représentés avec des étoiles noires et les profils 1D

avec des courbes noires. Cette convention sera conservée dans toute la suite du manuscrit.

En température, les modeles ont été volontairement éloignés d’un profil adiabatique
(en pointillés sur la figure 5.1), pour démontrer la capacité de 1’algorithme a détecter des
variations de température importantes, lorsque le trajet des ondes entre la source et le

récepteur croisent une plaque plongeante ou un point chaud par exemple.

Actuellement, les différentes études s’accordent sur le fait que la Terre est radia-
lement anisotrope dans les 220 premiers kilometres, comme dans le PREM. Cependant,
il n’existe pas de réel consensus sur le fait que de 1’anisotropie radiale soit présente au-
dessous de cette zone anisotrope. C’est pourquoi nous avons testé 1’habileté de 1’algo-
rithme a détecter de I’anisotropie a la fois dans le manteau supérieur (modele 1) et dans
la zone de transition (modele 2). Le modele 1 a été choisi de telle maniere que la pertur-
bation sur les vitesses de phase produite par une variation de température comparée a un
profil adiabatique soit deux fois supérieure a une variation provoquée par 1’anisotropie.
Avec le modele 2, nous avons voulu tester la capacité des ondes de surface a détecter
de I’anisotropie radiale dans la zone de transition en placant une anomalie a 500 km de
profondeur. Son amplitude est similaire a celle du modele 1 et est égale a & = 0.95 a son

maximum.

Enfin, en ce qui concerne les profils de Vs entre la surface et 350 km de profondeur,
une rupture de pente conséquente a été placée dans la premiere centaine de kilometres
pour les 2 modeles. Elle symbolise dans ces tests la transition lithosphere-asthénosphere.
Entre 80 et 250 km de profondeur, le profil du modele 2 est placé relativement proche de

la limite inférieure du prior.

L’ objectif est de déterminer si 1’algorithme est capable de détecter I’ensemble de
ces caractéristiques et de décorréler les effets des différents parametres. Le nombre de
parametres utilisés ainsi que les contraintes employées pour calculer les courbes de Bé-
zier sont resumés dans le tableau 5.1. A travers le manteau, un gradient adiabatique de

0.4 K/km est supposé (Katsura et al., 2010). Une liberté importante est laissée pour le
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F1G. 5.1 : Représentation des modeles synthétiques 1 (a) et 2 (b) en Vg, T" et £. Les profils
correspondent aux courbes noires. Les étoiles noires sont les points de Bézier. La ligne en
pointillé est un adiabat a 1600 K avec un gradient de température de 0.4 K/km.

placement des points de Bézier en température, puisqu’un gradient maximal entre deux
points consécutifs de 15 K/km est autorisé. Cette valeur, bien qu’irréaliste, a été choisie
dans le but d’évaluer si les modeles d’entrée pouvaient étre retrouvés par la procédure

d’inversion en considérant des contraintes tres faibles sur les parametres.

Le nombre de processeurs et d’itérations réalisées, ainsi que le temps de calcul
pour les trois étapes de la procédure d’inversion sont indiqués dans le tableau 5.2. Pour
I’étape 1, les 1600 processeurs sont divisés en 5 groupes égaux, qui fonctionnent chacun

respectivement avec 6, 7, 8, 9 et 10 points de Bézier pour la température. Au total, 4.8



126 CHAPITRE 5 : Inversion de données synthétiques

millions de modeles ont été échantillonnés durant la période stationnaire. Pour éliminer
des modeles corrélés dans I’ensemble de la solution, puisqu’un seul couple de parametres
est modifié a chaque itération, seul un modele sur 40 a été sélectionné pour analyser les
résultats, ce qui donne un ensemble de 120 000 modeles.

T 13 Vs
nombre de points de Bézier 6al10 7 5
gamme de profondeurs (km) 350- 1000 0- 1000 0- 350
distance minimale d, entre 2 points consécutifs (km) | 80 a 10 40 20
taille du vecteur tangent local A (km) 40a5 20 10
gradient maximal entre 2 points consécutifs 15 K/km

TAB. 5.1 : Synthese des contraintes employées pour le positionnement des points de
Bézier et des points de définition.

Pour obtenir de I’information sur la zone de transition, 1’ utilisation des modes har-
moniques est indispensable car ils échantillonnent I’intervalle entre 250 et 1000 km de
profondeur, ce qui complete la forte sensibilité du mode fondamental aux couches su-
perficielles (voir section 2.4.3). Les données synthétiques employées sont les courbes de
dispersion de Love et de Rayleigh du mode fondamental et des trois premiers harmo-
niques. Elles ont été calculées par le probleme direct détaillé dans le chapitre 2 a partir
des 2 modeles définis au préalable (figure 5.1). Toutes les courbes de dispersion sont in-
versées de fagon simultanée. En moyenne, 35 vitesses de phase par mode sont inversées.
Elles couvrent la gamme de périodes 45- 273 s. Des incertitudes réalistes sur les vitesses
de phase sont prises en compte. Elles sont fixées d’apres I’étude de Beucler et al. (2003),
ou des mesures des vitesses de phase des modes harmoniques jusqu’a 1’ordre 6 ont été
réalisées. Ces incertitudes varient entre 0.04 et 2.4 % par rapport aux vitesses de phase
synthétiques.

étape 1 étape 2 étape 3
nproc 1600 320 80
niter 6000 60000 60000
temps de calcul | 2h 20h 20h

TAB. 5.2 : Nombre de processeurs nproc et nombre d’itérations niter employés au
cours des trois étapes de la procédure d’inversion. Le temps de calcul est également indi-
qué.
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5.3 Les différents types de représentation

La densité de probabilité a posteriori est la solution du probléme inverse considéré.
Une fois les modeles échantillonnés, la question suivante se pose : comment analyser
la distribution de ces modeles ? Si I’on souhaite regarder 1’information sur un parametre
a une profondeur fixée, les probabilités marginales 1D sont appropriées, mais elles ne
permettent pas de visualiser les informations sur les autres parametres. C’est pourquoi
les représentations les plus employées sont les cartes de densité de probabilité marginales
(2D), comme celles présentées sur la figure 4.11 montrant les densités de probabilité a
priori.

La solution a la formulation bayésienne des problémes inverses résulte en une den-
sité de probabilité et non en un unique estimateur, bien que ceux-ci puissent €tre obtenus
par intégration numérique. Il existe une assez grande liberté pour estimer des profils 1D
uniques a partir de I’ensemble de la solution, par exemple la moyenne, la médiane, le
mode, etc. Ce type d’estimateur a déja été utilisé par Shapiro & Ritzwoller (2002), Ve-
rhoeven et al. (2009), ou encore Bodin et al. (2012). Dans ce cas, il faut s’assurer que les
marginales 1D possédent une distribution gaussienne. A partir de la densité de probabilité
des courbes de Bézier, qui tient compte de I’ensemble des modeles 1D, il semblerait as-
sez naturel que le modele appartenant a la région de plus grande probabilité corresponde
au modele le plus représentatif. Il s’agit du mode de la distribution marginale, qui suit le
maximum de la distribution en fonction de la profondeur. En réalité, il ne correspond a
aucun modele individuel pris dans 1’ensemble de la solution. Cependant, ce modele n’est
pas en général celui le plus probable, puisque nous devons garder a I’esprit que la dis-
tribution marginale formée de modeles 1D a été construite en utilisant une juxtaposition
d’histogrammes (c’est-a-dire des marginales 1D). Par exemple, cela signifie que si ’on
souhaite obtenir la température la plus probable a une profondeur donnée, elle correspond
a la température la plus probable a cette profondeur particuliere uniquement, sans regarder
I’information sur les autres parametres du modele.

Des représentations supplémentaires en plus des cartes de densité de probabilité
apportent un réel intérét quant a I’analyse des modeles échantillonnés. Les résultats sur
la répartition des points de Bézier doivent également étre visualisés, en plus des résultats
sur les profils 1D. En effet, nous avons vu sur la figure 4.11 que les pdfs a priori sur les
profils 1D ne sont pas uniformes. Bien que la construction des courbes de Bézier soient
indispensables pour calculer les courbes de dispersion des ondes de Love et de Rayleigh,
elles ne correspondent pas strictement aux parametres du modele. Ce sont bien les points
de Bézier qui constituent les seuls parametres sur lesquels 1’algorithme réalise des tirages
aléatoires.
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Avant de discuter des résultats de I’inversion des 2 modeles synthétiques, nous al-
lons d’abord détailler les intéréts des 4 différents types de représentation sur lesquels nous
allons nous baser pour analyser I’ensemble des résultats. Les mémes représentations sont
utilisées pour les données synthétiques et réelles, et sont employées pour 7, &, Vg, ainsi
que pour les vitesses sismiques calculées a partir de la température par les lois thermody-
namiques. Les 4 représentations sont détaillées sur les figures 5.2 et 5.3 pour les résultats

en température des modeles 1 et 2, respectivement :

e La répartition des points de Bézier et sa densité de probabilité (figure 5.2a) :

La répartition des points de Bézier acceptés par 1’algorithme est montrée en gris. Cette
figure permet de voir facilement les zones ou les points sont resserrés, ce qui signifie
que les parametres sont plutdt bien contraints, des zones ou ils sont étalés, qui révelent
des régions ol de nombreuses valeurs des parametres peuvent rendre compte des don-
nées. La profondeur des points n’étant pas fixée, cette représentation est également utile
pour voir si les points se concentrent a des profondeurs particulieres ou non. Les iso-
contours de la densité de probabilité des points de Bézier apportent une information
supplémentaire quant a I’espace des parametres qui a été le plus souvent échantillonné.
L’information manquante sur cette figure est qu’il n’est pas possible de savoir quels

points sont li€s ensemble pour former un profil 1D.

e La répartition des points de Bézier et les valeurs du misfit (figure 5.2b) :

De la méme maniere que pour la figure 5.2a, tous les points de Bézier sont représentés.
L’échelle de couleur correspond a la valeur du misfit. Celle-ci s’étend de 0 a 100 %,
car les valeurs du misfit sont mises a I’échelle selon la plus faible et la plus grande
valeur rencontrées, ce qui permet de voir comment les points de faible misfit se ré-
partissent entre eux. L’ information apportée par le misfit est souvent négligée dans les
études bayésiennes, puisque la théorie est basée sur des probabilités, et donc sur la ré-
pétition (ou non) de certaines valeurs des parametres. Cependant, comme mentionné
dans la section 4.4.3, le misfit est la seule expression mathématique qui indique si les
vitesses de phase du modele testé sont proches de celles recherchées. Par exemple, si
I’algorithme reste longtemps pris au piege dans un minimum local, la probabilité que le
parametre prenne cette valeur sera grande, mais le misfit sera plus élevé que pour le mi-
nimum global. Grice a la parallélisation de 1’algorithme, ce risque est minimisé, mais
il est intéressant d’observer si les régions de forte probabilité coincident effectivement
avec les régions de faible misfit.
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FI1G. 5.2 : Résultats en température de I’inversion probabiliste du modele 1. Les étiquettes
correspondent a des points ou des observations particulieres décrites dans le texte. (a)
Répartition des points de Bézier et sa pdf. (b) Répartition des points de Bézier et valeurs
du misfit. (c) 20 modeles choisis aléatoirement (en gris) et les 4 meilleurs modeles (en
rouge). (d) Pdf des courbes de Bézier. La ligne en pointillé sur les figures (c) et (d) est un
adiabat a 1600 K avec un gradient de température de 0.4 K/km. Les étoiles sur les figures
(a) et (b) sont les points de Bézier décrivant les modeles a retrouver.
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FI1G. 5.3 : Résultats en température de I’inversion probabiliste du modele 2. Les étiquettes
correspondent a des points ou des observations particulieres décrites dans le texte. (a)
Répartition des points de Bézier et sa pdf. (b) Répartition des points de Bézier et valeurs
du misfit. (c) 20 modeles choisis aléatoirement (en gris) et les 4 meilleurs modeles (en
rouge). (d) Pdf des courbes de Bézier. La ligne en pointillé sur les figures (c) et (d) est un
adiabat a 1600 K avec un gradient de température de 0.4 K/km. Les étoiles sur les figures
(a) et (b) sont les points de Bézier décrivant les modeles a retrouver.
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e Les modeles 1D choisis aléatoirement et les meilleurs modeles (figure 5.2¢) :

Cette figure présente en gris 20 modeles choisis de fagon aléatoire parmi 1’ensemble
des modeles acceptés. Ce type de représentation est recommandée par Mosegaard &
Tarantola (1995) et Tarantola (2005). 11 s’agit évidemment d’un petit nombre de mo-
deles, et ils ne peuvent pas étre utilisés pour réaliser une étude statistique, mais c’est
un moyen pratique d’appréhender la diversité des modeles sélectionnés. Ces modeles
peuvent montrer des caractéristiques 1D différentes, mais qui produisent toutes une
vraisemblance élevée, c’est-a-dire une bonne adéquation aux données. La visualisation
de ces modeles est tres utile pour se rendre compte des parties des modeles qui sont les
mieux résolues et/ou qui correspondent a des caractéristiques récurrentes.

En rouge sont montrés les 4 profils correspondant aux 4 meilleurs misfits rencontrés
durant les marches aléatoires. Pour les modeles synthétiques, nous verrons qu’ils sont

en général proches du modele recherché.

e [a densité de probabilité des courbes de Bézier (figure 5.2d) :

Cette derniere représentation est la plus couramment employée. Puisqu’a partir d’une
courbe de Bézier, les valeurs de 7', £ et Vg sont définies pour chaque profondeur, un
histogramme correspondant a la distribution de 7', £ ou Vs a chaque profondeur peut
étre construit. La juxtaposition de ces histogrammes fournit une carte 2D de densité de
probabilité. Cette représentation donne une vue d’ensemble des chemins les plus sou-
vent empruntés par les profils, ainsi que les régions de I’espace des parametres ou ils se
recoupent fréquemment. Nous verrons que cette représentation présente une tendance

a lisser les résultats et a centrer les pdfs par rapport au prior.

5.4 Résultats

5.4.1 Température

Les résultats en température des modeles 1 et 2 sont représentés sur les figures 5.2
et 5.3. Les deux distributions de probabilité sur les courbes de Bézier contiennent bien les
modeles recherchés. Les points de Bézier sont répartis autour du profil a retrouver et leur
pdf montre que les plus fortes valeurs sont réparties le long du modele synthétique. Les
misfits sont faibles pour les points situés sur la courbe de Bézier recherchée. Les valeurs
de densité de points les plus importantes sont localisées au niveau des profondeurs ou les
profils montrent des variations (étiquettes ) : une diminution de 376 K et une augmen-

tation de 400 K comparé a un profil adiabatique pour les modeles 1 et 2, respectivement.
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Les pdfs sur les profils 1D ont des valeurs plus importantes entre 350 et 600 km
de profondeur que dans le reste de la zone de transition. Les probabilités marginales du
modele 2 a 410 et 660 km de profondeur sont comparées sur la figure 5.4. Seules les
températures a posteriori dont la fréquence est supérieure a la distribution a priori sont
considérées comme étant de I’information contenues dans les données. La température
recherchée a 410 km de profondeur est sans ambiguité la plus fréquemment échantillon-
née. Ce n’est pas aussi évident pour la température a 660 km de profondeur, ou toutes
les températures entre 1700 et 2050 K possedent des fréquences d’échantillonnage com-
parables. Cette large distribution au-dessous de 600 km de profondeur est liée aux trans-
formations minéralogiques. Différentes transitions de phase et transformations minéralo-
giques ont lieu pour des variations réalistes de la température du manteau dans les deux
sous-systemes olivine et pyroxeénes-grenat (voir section 1.1.1). Sur les figures 5.2c et 5.3c,
on observe que les profils correspondant aux meilleurs misfits sont trés proches des mo-
deles recherchés. Les profils choisis aléatoirement pourraient étre regroupés en plusieurs
familles, ce qui est révélateur de la non-linéarité entre les parametres du modele et les don-
nées. En général, ils s’éloignent du modele synthétique entre 600 et 800 km de profondeur
(étiquettes ) et vers 900 km (étiquettes ). Il s’agit des profondeurs ou les points de
Bézier sont les plus étalés dans I’espace des parametres. La distribution des points est plus
resserrée juste au-dessus de 1000 km de profondeur a cause de la condition a priori sur le
point de Bézier a 1500 km.
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FIG. 5.4 : Probabilités marginales a priori (en noir) et a posteriori (en gris) sur la tempé-
rature a 410 et 660 km de profondeur pour le modele 2. Les valeurs vraies sont montrées
en rouge (1951 Ka410km et 1987 K a 660 km). La taille des intervalles est de 50 K.
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J’ai réalisé une inversion similaire pour le modele 1 mais en considérant que la
Terre n’était composée que d’olivine pure, sans transition de phase (figure 5.5). Comparée
a la figure 5.2, la pdf sur les courbes de Bézier est beaucoup plus resserrée. 1l en est de

méme pour la distribution des points de Bézier. La pdf maximale sur les points épouse

Modele 1 (100% olivine)
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FI1G. 5.5 : Résultats en température de I’inversion probabiliste du modele 1, en considé-
rant une zone de transition composée a 100 % d’olivine pure. (a) Répartition des points de
Bézier et sa pdf. (b) 20 modeles choisis aléatoirement (en gris) et les 4 meilleurs modeles
(en rouge). La ligne en pointillé est un adiabat a 1600 K avec un gradient de tempéra-
ture de 0.4 K/km. (c) Pdf des courbes de Bézier. (d) Probabilité marginale a 660 km de
profondeur. La valeur vraie, montrée en rouge, vaut 1641 K.
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la forme du modele synthétique. Les profils représentés sur la figure 5.5b ne montrent
pas de grandes oscillations entre 600 et 800 km de profondeur. En effet, la probabilité
marginale a 660 km révele que la vraie valeur est retrouvée a SOK pres (figure 5.5d).
La forme de I’histogramme est tres différente de celui de la figure 5.4 pour un modele
pyrolitique a cette méme profondeur, ce qui prouve que la large distribution des modeles
entre 600 et 800 km de profondeur sur les figures 5.2 et 5.3 est bien liée aux différentes
transformations minéralogiques. En revanche, des oscillations persistent au-dessous de
800 km de profondeur, de la méme maniere que pour les résultats du modele avec une
composition pyrolitique. Celles-ci sont attribuées a la diminution de la sensibilité des

ondes de surface a ces profondeurs.

La figure 5.6 est révélatrice du fait que plusieurs modeles avec des caractéristiques
différentes dans la zone de transition sont capables de décrire les mémes données, compte-
tenu des incertitudes sur ces données. Cette figure représente la pdf des vitesses de phase
de tous les modeles acceptés par 1’algorithme lors de I’inversion du modele 2. Les distri-
butions se situent entierement a 1’intérieur des barres d’erreur, ce qui montre clairement

que tous les modeles échantillonnés sont capables d’expliquer les données. Ici seuls le

T T T T T T T
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FIG. 5.6 : Distributions a posteriori des vitesses de phase du mode fondamental et des
modes harmoniques des ondes de Love pour le modele 2. Les résultats sont montrés en
pourcentage de la vitesse de phase testée (C) comparée a la vitesse de phase du modele
2 (C,ef). Les courbes noires correspondent aux incertitudes sur les données de vitesses
de phase. Pour les longues périodes, ces incertitudes ne sont pas représentées au-dela de
+1.0 %.
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mode fondamental et les modes harmoniques des ondes de Love sont présentés, mais les
pdfs sur les courbes de dispersion des ondes de Rayleigh se situent également dans les
barres d’erreur. Cette bonne adéquation entre les vitesses de phase recherchées et les vi-
tesses de phase testées est un argument supplémentaire quant a I’investigation de la zone
de transition a partir d’un grand nombre de modeles, plutdt qu’en sélectionnant simple-
ment le modele qui présente la vraisemblance la plus grande, et d’en déduire la structure

physique de la zone de transition directement a partir de ce modele unique.

Les nombres de points de Bézier sélectionnés pour chacun des 80 processeurs en-
gagés dans la période stationnaire sont synthétisés dans le tableau 5.3. Les modeles 1 et
2 sont composés de 6 et 7 points de Bézier, respectivement. Le nombre correct de points
n’est pas celui qui est le plus fréquemment utilisé. Pour le modele 2, il n’existe pas un
nombre de points significativement plus échantillonné par rapport aux autres. Le modele
1 est plus lisse que le modele 2, ce qui peut expliquer pourquoi les profils composés de
10 points sont les moins échantillonnés. Lorsque le nombre de points est plus élevé que
celui du modele synthétique, les points de Bézier s’ajustent le long du profil recherché et
la forme globale du profil 1D est préservée. Cela explique pourquoi les points de Bézier
sont échantillonnés a toutes les profondeurs. En fait, le nombre de points employé n’est
pas décisif car la profondeur des parametres n’est pas fixée. La surparamétrisation des
modeles peut engendrer des oscillations supplémentaires des profils (étiquettes ), mais
les valeurs de misfit correspondant sont élevées. Ces modeles sont effectivement assez

éloignés des modeles recherchés et refletent des régions de faible probabilité.

nombre de points de Bézier | 6 7 8 9 10
modele 1 (6 points) 18.75 17.50 23.75 27.15 12.50
modele 2 (7 points) 22.50 20.00 18.75 18.75 20.00

TAB. 5.3 : Nombre de points de Bézier (en %) sélectionnés pour les processeurs engagés
dans la période stationnaire.

5.4.2 Anisotropie radiale

Les figures 5.7 et 5.8 présentent les résultats sur 1’anisotropie radiale. Le résultat
important qui ressort de ces figures est que les deux perturbations a 200 et 500 km de
profondeur pour les modeles 1 et 2, respectivement, sont retrouvées aux bonnes profon-
deurs (étiquettes ). Des amas de points de Bézier avec des valeurs de misfit faibles sont
présents a ces profondeurs, ce qui signifie que les courbes de dispersion sont sensibles
aux singularités des profils d’anisotropie aussi bien dans le manteau supérieur que dans la

zone de transition.
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FI1G. 5.7 : Résultats en anisotropie de 1’inversion probabiliste du modele 1. Les étiquettes
correspondent a des points ou des observations particulieres décrites dans le texte. (a)
Répartition des points de Bézier et sa pdf. (b) Répartition des points de Bézier et valeurs
du misfit. (c¢) 20 modeles choisis aléatoirement (en gris) et les 4 meilleurs modeles (en
rouge). (d) Pdf des courbes de Bézier.

La représentation de I’information en terme de densité de probabilité des profils 1D
est trompeuse car elle sous-estime 1’amplitude des perturbations. La figure 5.9 montre les
probabilités marginales a la fois sur les points de Bézier et sur les courbes de Bézier, a
500 km de profondeur pour le modele 2. Les deux distributions sont unimodales. Les va-
leurs les plus échantillonnées sont & = 0.95 pour les points et £ = 0.96 pour les courbes,
la valeur vraie étant £ = (0.95. Bien que non présentées, les mémes caractéristiques sont
retrouvées pour le modele 1. Au niveau du maximum d’amplitude des perturbations, les

pdfs des courbes de Bézier sont clairement décalées vers de plus grandes valeurs de &
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FI1G. 5.8 : Résultats en anisotropie de I’inversion probabiliste du modele 2. Les étiquettes
correspondent a des points ou des observations particulieres décrites dans le texte. (a)
Répartition des points de Bézier et sa pdf. (b) Répartition des points de Bézier et valeurs
du misfit. (¢) 20 modeles choisis aléatoirement (en gris) et les 4 meilleurs modeles (en
rouge). (d) Pdf des courbes de Bézier.

(étiquettes ). En revanche, les répartitions des points de Bézier montrent que la valeur
& = 0.95 et ses alentours sont bien échantillonnés, et que les valeurs de misfit correspon-
dantes sont faibles. De plus, les profils 1D représentant les meilleurs misfits retrouvent
I’amplitude attendue. L’espace des parametres est méme échantillonné jusqu’a la borne
inférieure du prior égale a 0.9, méme si les misfits de ces points sont élevés (étiquette
). Cette information n’est pas du tout visible sur la pdf des profils 1D. En fait, la pdf
des courbes de Bézier est tres utile pour se donner une idée de la collection de profils 1D

acceptés, mais cette représentation a tendance a lisser les résultats, notamment lorsque les
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FIG. 5.9 : Probabilités marginales a priori (en noir) et a posteriori (en gris) sur I’ani-
sotropie a 500 km de profondeur pour le modele 2. Les résultats sont présentés pour les
points de Bézier et pour les courbes de Bézier. La valeur vraie est montrée en rouge et
vaut £ = 0.95. La taille des intervalles est de 0.01.

variations des profils synthétiques en fonction de la profondeur sont brutales. Par consé-
quent, pour 1’étude des données réelles, nous donnerons plus de crédit a I’analyse des
points de Bézier.

La vingtaine de modeles 1D représentée est assez similaire aux modeles synthé-
tiques, excepté au-dessous de 800 km de profondeur. En effet, certains modeles oscillent
autour de la valeur £ = 1 (étiquettes ). Passée cette profondeur, les points de Bézier
présentent une dispersion plus forte sur I’ensemble des valeurs possibles. La répartition
des points est assez symétrique pour le modele 1. Bien que certains points soient assez
€loignés du profil a retrouver, les misfits correspondant sont relativement faibles, c’est-
a-dire inférieurs a 20 % (étiquettes ). Notons encore une fois que cet évasement des

points en profondeur n’est que tres peu visible sur les pdf des profils 1D.

Théoriquement, dans le PREM, les noyaux de sensibilit¢ du mode fondamental
et du premier harmonique des ondes de Love et de Rayleigh par rapport a 1’anisotropie
radiale sont tres sensibles aux 200 premiers kilometres de la Terre. Les modes d’ordre su-
périeur permettent d’obtenir une résolution jusqu’a 1000 km de profondeur. Pour illustrer
la sensibilité des différents modes a 1’anisotropie radiale, une inversion a été réalisée en
prenant en compte uniquement le mode fondamental, puis une autre en ajoutant le pre-
mier harmonique, puis le deuxieme, et ceci jusqu’au troisieme. Les répartitions des points
de Bézier issues de ces 4 inversions ainsi que les valeurs des misfits associés sont mon-

trées sur la figure 5.10. Clairement, peu d’information sur 1’anisotropie radiale peut étre
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FI1G. 5.10 : Répartition des points de Bézier représentant 1’anisotropie pour le modele 1.
Les inversions ont été d’abord réalisées avec uniquement le mode fondamental, puis en
rajoutant mode apres mode jusqu’a I’ordre 3.

obtenue en utilisant uniquement le mode fondamental. On observe que £ est globalement

inférieure a 1 dans les 300 premiers kilometres. Plus en profondeur, les points de Bézier

sont étalés sur I’ensemble du prior. Les misfits sont toujours tres faibles, ce qui signifie

que la position des points de Bézier n’influence que tres peu la valeur du misfit. Si le pre-

mier harmonique est incorporé, une bonne résolution est obtenue jusqu’a environ 400 km
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de profondeur. Si les modes 2 et 3 sont progressivement rajoutés, la répartition des points
de Bézier dans I’espace est de plus en plus resserrée en profondeur et les meilleurs misfits
sont centrés sur le profil a retrouver. La répartition des points est cohérente puisque ce
sont les points situés sur le pourtour de la distribution qui possedent les misfits les plus

élevés.

En résumé, grace a la prise en compte des modes harmoniques, la méthode proba-
biliste employée dans ce travail montre un clair potentiel pour détecter de 1’anisotropie
radiale dans la zone de transition et dans le manteau supérieur, si celle-ci a une impor-

tance, via le probleme direct, dans I’espace des données.

5.4.3 Vitesse de cisaillement dans la croiite et le manteau supérieur

Les figures 5.11 et 5.12 montrent que les profils de vitesse de cisaillement sont
bien retrouvés dans les deux cas, méme lorsque le profil est proche des limites du prior,
comme vers 210 km de profondeur pour le modele 2 (étiquette ). Les changements du
gradient de vitesse a 50 et 250 km de profondeur pour le modele 1, et a 80, 200 et 290 km
de profondeur pour le modele 2, sont caractérisés par des densités élevées de points de
Bézier, ce qui signifie que les données sont treés sensibles aux changements de pente dans
les couches superficielles.

A 50km (modele 1) et 80 km de profondeur (modgle 2), o1 le changement de pente
est le plus important (étiquettes ), une corrélation est observée entre la profondeur des
points de Bézier et les valeurs de V. Cette corrélation est logique puisqu’elle signifie que
les données peuvent étre expliquées de maniere identique si la discontinuité est profonde
et Vg est élevée, ou bien si la discontinuité est située plus en surface avec une valeur de
Vs plus faible. Cette caractéristique a déja été mise en évidence avec une méthode proba-
biliste par Bodin et al. (2012). En utilisant des fonctions récepteurs en tant que données
synthétiques, les auteurs ont montré qu’il existait une corrélation entre la profondeur de

la discontinuité qu’ils avaient définie comme étant le Moho et la valeur de V.

Les autres points de Bézier sont localisés le long du modele synthétique. Pour le
modele 1, certains points sont éloignés du profil recherché et correspondent a des oscilla-
tions des modeles 1D (étiquettes ). Leurs valeurs de pdf étant faibles, ils sont donc peu
probables.

Les points de Bézier sont plus concentrés dans 1’espace des parametres que pour les
résultats sur 7" et &, et ils ne sont pas répartis a toutes les profondeurs. Ils sont également
moins nombreux. Cela signifie que les points de Bézier en Vs étaient déja dans une confi-

guration favorable a la fin de I’étape 2 de 1’algorithme, et que celui-ci n’a pas eu besoin de
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FIG. 5.11 : Résultats en vitesse de cisaillement de I’inversion probabiliste du modele 1.
Les étiquettes correspondent a des points ou des observations particulieres décrites dans le
texte. (a) Répartition des points de Bézier et sa pdf. (b) Répartition des points de Bézier et
valeurs du misfit. (c) 20 modeles choisis aléatoirement (en gris) et les 4 meilleurs modeles
(en rouge). (d) Pdf des courbes de Bézier.

les modifier durant la période stationnaire. Les distributions des modeles sont resserrées

autour des modeles synthétiques, ce qui est en bon accord avec la sensibilité importante

du mode fondamental aux couches superficielles de la Terre. La figure 5.6 montre que les

incertitudes sur le mode fondamental sont tres faibles (entre 0.04 et 0.065 %) a 1’intérieur

de la gamme de période 50-100s. Le mode fondamental pese tres lourd dans le calcul de

la fonction cofit, c’est pourquoi le misfit est amélioré de facon significative si le profil de

Vs est proche de celui recherché.
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FI1G. 5.12 : Résultats en vitesse de cisaillement de 1’inversion probabiliste du modele 2.
Les étiquettes correspondent a des points ou des observations particulieres décrites dans le
texte. (a) Répartition des points de Bézier et sa pdf. (b) Répartition des points de Bézier et
valeurs du misfit. (¢) 20 modeles choisis aléatoirement (en gris) et les 4 meilleurs modeles
(en rouge). (d) Pdf des courbes de Bézier.
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5.4.4 Corrélations entre les parametres

Lorsque plusieurs types de parametres sont inversés, la question de savoir s’il existe
des corrélations entre ces différents types de parametres est soulevée (Khan et al., 2006,
et références qui suivent). Des tests de corrélations ont été réalisés sur les parametres pri-
maires et secondaires de I’inversion. Des exemples de ces tests sur les résultats du modele
1 sont présentés sur la figure 5.13 pour les parametres primaires et sur la figure 5.14 pour
les parametres secondaires. Les résultats sont montrés sous la forme de densité de proba-
bilité marginale 2D entre deux parametres, a des profondeurs particulieres. Le terme de
« parametres » est ici légerement abusif car il ne s’agit pas strictement des parametres de
I’inversion, qui sont les points de Bézier, mais les valeurs des profils 1D a ces profondeurs.
Les échelles utilisées en abscisse et en ordonnée correspondent aux intervalles de valeurs

autorisées pendant I’inversion a la profondeur particuliere étudiée.

5.4.4.1 Parametres primaires

Sur la figure 5.13a sont présentées les corrélations entre 7" et £ a 500 et 660 km de
profondeur. La valeur vraie £ = 1 est bien retrouvée dans les deux cas et correspond au
maximum de la pdf. Comme nous 1’avons déja mentionné, la distribution est beaucoup
plus étalée en température a 660 qu’a 500 km, mais la valeur recherchée est située dans
la gamme de température ou la pdf est la plus élevée. Les parametres 1" et £ ne montrent

aucune sorte de corrélation.

C’est 2 200 km de profondeur que se situe le maximum d’amplitude en anisotropie.
La figure 5.13b présente la corrélation entre Vg et £ a cette profondeur. La pdf maximale
est tres localisée. Comme expliqué dans la section 5.4.2, elle indique £ = 0.96, ce qui
signifie que la vraie valeur est retrouvée a 1 % pres. La valeur de Vg la plus probable est
tres précise et correspond a 0.2 % pres a la valeur du profil synthétique. Aucune corrélation

n’est remarquée entre Vs et £ dans la crofite et le manteau supérieur.

Ces résultats impliquent que 7" et & dans la zone de transition d’une part, et que Vg
et ¢ dans la partie superficielle de la Terre d’autre part, peuvent étre retrouvées de fagon

indépendante.

5.4.4.2 Parametres secondaires

Qu’en est-il au niveau des corrélations de T’ et £ dans la zone de transition avec les
parametres secondaires, c’est-a-dire les valeurs de Vg isotrope issues de I’équation d’état
de Birch-Murnaghan ? Les figures 5.14a et 5.14b présentent les corrélations entre Vg et &,

et entre Vg et 7', respectivement, a 500 et 660 km de profondeur.
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FI1G. 5.13 : Densités de probabilité marginales montrant les corrélations entre les valeurs
des parametres primaires issues de I’inversion du modele 1 a des profondeurs fixées. Les
valeurs vraies sont montrées en pointillés. Les échelles en abscisse et en ordonnée corres-
pondent a la taille du prior. (a) Corrélations entre 7" et £ a 500 et 660 km de profondeur.
(b) Corrélation entre Vg et £ a 200 km de profondeur.

A 500km de profondeur, il n’existe pas de corrélation entre Vg et &. Les vraies
valeurs sont retrouvées de facon précise : a environ 0.2 % pres pour Vs et £. En revanche,
il n’est pas surprenant d’observer que la valeur de Vs dépend fortement de la température.
Plus la température diminue, plus Vg augmente, et vice-versa.

De la méme maniere, aucune corrélation n’est a noter entre Vg et £ a 660 km de pro-
fondeur. La pdf maximale est située au niveau de la vraie valeur de V. En revanche, une
caractéristique surprenante par rapport aux densités de probabilité marginales étudiées
jusqu’alors est que la distribution est clairement bimodale. En effet, il existe un deuxieéme
minima vers 6.0 km/s, en plus du minimum global correspondant a la valeur a retrouver.

Ces deux extrema sont également bien visibles au niveau de la corrélation entre Vg et 7.
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FIG. 5.14 : Densités de probabilité marginales montrant les corrélations entre les pa-

rametres primaires et secondaires issus de I’inversion du modele 1 a 500 et 660 km de
profondeur. Les valeurs vraies sont montrées en pointillés. (a) Corrélations entre Vg et &.
(b) Corrélations entre Vg et T'. (¢) Evolution de la profondeur de la discontinuité sismique
engendrée par la transformation de ringwoodite en pérovskite et magnésiowiistite selon la
température.
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Méme si I’on retrouve la méme corrélation entre Vs et 7' que pour la pdf a 500 km de
profondeur, la valeur vraie correspond plutot a un profil « froid » et le second minima a
6.0 km/s a un profil « chaud ». La figure 5.14c montre que ce comportement est relié aux
transformations minéralogiques. A 660km de profondeur, la discontinuité sismique en-
gendrée par la transformation de la ringwoodite en pérovskite et magnésiowiistite pour le
modele 1 n’a pas encore été franchie. Etant donné que cette transformation est endother-
mique, un profil « froid » présente une discontinuité encore plus profonde. En revanche, la
discontinuité a lieu a des profondeurs plus superficielles pour un profil « chaud », ce qui
a pour conséquence de remonter la discontinuité. Ainsi, a 660 km de profondeur, toute la
ringwoodite a été transformée. La valeur de Vs pour un profil « chaud » est donc nettement

plus élevée que la valeur du modele 1.

Comme le font remarquer Bodin et al. (2012), bien que la pdf maximale, c’est-a-
dire le mode de la distribution, corresponde effectivement a la valeur de Vg recherchée,
le fait que la distribution soit bimodale et dissymétrique renforce la conviction qu’il est
difficile de rendre compte de I’ensemble de la solution du profil de vitesse en présentant
uniquement la moyenne des valeurs de Vs avec I’écart-type associé. En effet, la moyenne
est située entre les 2 valeurs extrémes, a un endroit ol en fait aucun modele en Vg n’a
été échantillonné par 1’algorithme (figures 5.14a et b), ce qui donne I’impression que la

discontinuité est lissée (figure 5.14c).

5.5 Tests supplémentaires

Dans cette section nous avons voulu évaluer I’impact de différents facteurs sur les
résultats de 1'inversion. Seuls les résultats sur le modele 2 sont présentés pour ne pas

surcharger cette partie.

5.5.1 Influence de la taille des incertitudes sur les données

La taille des incertitudes sur les données produit un impact important sur 1’étendue
de la distribution a I’intérieur du prior. Pour illustrer cet effet, le modele 2 a été inversé
pour différentes valeurs d’incertitudes sur les vitesses de phase. La figure 5.15 synthétise
la valeur de I’écart-type a 1o d’intervalle de confiance pour la température en fonction de
I’incertitude sur les données, pour différentes profondeurs. Pour une profondeur donnée,
I’écart-type augmente linéairement en fonction de I’incertitude attribuée aux vitesses de
phase. La valeur de 1o est de plus en plus importante en fonction de la profondeur, ce qui
est cohérent avec 1’accumulation des transformations minéralogiques et de la diminution

de la sensibilité des ondes de surface.
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FIG. 5.15 : Evolution de I’écart-type & 1o sur T en fonction des incertitudes sur les
données pour différentes profondeurs.

La figure 5.16 montre les pdfs sur les profils 1D en Vg, T' et £ pour une faible in-
certitude sur les vitesses de phase (0.15 %). Dans ce cas extréme, le profil en Vg est tres
bien contraint. Pour la température, la distribution est centrée sur le profil recherché, ce
qui n’est pas le cas lorsque des incertitudes réalistes sont considérées (voir figure 5.3d).
Le profil d’anisotropie radiale est également bien situé au centre de la distribution. Ce-
pendant, les variations abruptes a 500 et 700 km de profondeur ont tendance a étre lissées.
Comme nous I’avons expliqué dans la section 5.4.2, cet effet est intrinsequement lié a ce

type de représentation.
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FI1G. 5.16 : Résultats de I’inversion du modele 2 en utilisant une incertitude sur les
vitesses de phase de 0.15 %. La ligne en pointillé sur la figure (b) est un adiabat a 1600 K
avec un gradient de température de 0.4 K/km.
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5.5.2 Résultats avec une norme [

La figure 5.17 montre les pdfs sur les profils 1D obtenus pour le modele 2 en utili-
sant un misfit défini par une norme L, et une norme L;. Pour ces deux tests, la méme mé-
thodologie est employée. Que les incertitudes sur les données soient considérées comme

étant gaussiennes ou laplaciennes, les résultats sont relativement similaires.
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FIG. 5.17 : Résultats de I’inversion du modele 2 en utilisant (a) une norme L5 et (b) une
norme L1, selon la méme procédure. Les lignes en pointillé indiquent un adiabat a 1600 K
avec un gradient de température de 0.4 K/km.




5.5 Tests supplémentaires 149

Les vitesses de phase correspondent a des observables secondaires, qui sont ex-
traites a partir du sismogramme enregistré a 1’emplacement d’une station sismique. Il
existe de nombreuses méthodes de mesure de la dispersion des ondes de surface, telles
que les analyses par inversion de formes d’ondes, les analyses par paires de stations ou
encore les analyses en nombre d’ondes (p. e. Beucler et al., 2003; Visser et al., 2007). Ces
méthodes reposent sur la comparaison entre le sismogramme observé et le sismogramme
synthétique. Pour un mode donné, les vitesses de phase forment une méme branche et ne
constituent pas des données completement indépendantes les unes des autres (voir figure
2.8). Pour des vitesses de phase estimées le long d’un trajet source-station, il est peu pro-
bable que pour une méme courbe de dispersion, il existe une ou plusieurs vitesses de phase
dont les valeurs soient tres €éloignées de la tendance globale de la courbe de dispersion.
Bien que ces tests aient été€ réalisés sur des données synthétiques, dépourvues de valeurs
aberrantes, 1’utilisation de la norme L; dans le calcul du misfit ne parait pas indispensable
dans cette étude.

5.5.3 Profondeurs des parametres fixées

Nous avons vu dans les sections 5.4.1 et 5.4.2 que pour Vs les points sont plutdt
regroupés en amas, alors que pour 7' et £, les points de Bézier sont répartis tout le long du
profil recherché. Dans ce cas, on peut se demander si faire varier la profondeur des points
de Bézier en 71" et ¢ est indispensable, puisqu’ils ne restent pas systématiquement confinés
aux profondeurs ot il existe des variations importantes en température et en anisotropie.
Nous avons voulu tester I’influence d’une paramétrisation avec des points de Bézier a des
profondeurs fixées sur le résultat de 1’inversion du modele 2. Les résultats sont présentés
sur la figure 5.18 pour des profondeurs fixées aux profondeurs avec lesquelles le modele 2

a été construit, et sur la figure 5.19 pour des profondeurs fixées a des valeurs quelconques.

Si les points de Bézier sont directement placés aux bonnes profondeurs, les plus
faibles valeurs de misfit encadrent bien les valeurs de 1" et £ recherchées (figures 5.18b
et d). Pour &, la pdf est quasiment symétrique de part et d’autre du profil synthétique
(figure 5.18c). La valeur de ¢ a 500 km de profondeur est parfaitement retrouvée sur la
pdf. Comme expliqué dans la section 5.4.2, il existe un évasement de la distribution a
partir de 800 km. Pour la température, la pdf est également maximale le long du modele
recherché (figure 5.18a). Comme nous 1’avons décrit dans la section 5.4.1, un étalement
de la distribution est observé au centre de la zone de transition et au-dessous de 800 km

de profondeur.

Dans le cas ou les profondeurs des parametres sont figées a des profondeurs dif-
férentes de celles du modele d’entrée, les points de Bézier pour I’anisotropie sont fixés
tous les 200km, de 0 a 1000 km de profondeur (figure 5.19b). De la surface a 500 km
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FI1G. 5.18 : Résultats (a, b) en température et (c, d) en anisotropie de I’'inversion du mo-
dele 2, pour des profondeurs fixées similaires a celles qui ont été utilisées pour construire
le modele 2. Les pointillés horizontaux sur les figures (a) et (¢) correspondent aux pro-
fondeurs attribuées aux points de Bézier. La ligne en pointillé sur la figure (a) indique un
adiabat a 1600 K avec un gradient de température de 0.4 K/km.

de profondeur, les courbes de Bézier s’ajustent sur le profil du modele 2. Cependant, les
courbes ne sont pas capables de reproduire le « coude » qui se situe a 300 km de profon-
deur (étiquette ). L’amplitude maximale de 1’anisotropie correspond a celle recherchée
(€ = 0.95), mais elle est placée 100 km plus profond (étiquette ). De 550 a 700 km, la
valeur de £ est sous-estimée (étiquette ). Entre 700 et 1000 km se produit un phénomene
de compensation (étiquette ). Le seul point autorisé dans cette gamme de profondeur
se situe a 800 km. Pour compenser le & < &,.,; au-dessus de 700 km, la distribution de

¢ va jusqu’a un maximum de 1.05 & 800 km. Puis £ diminue et atteint une valeur de 1
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vers 900 km, pour finalement repasser plus en profondeur a des valeurs inférieures a 1. Ce
comportement en « zigzag » correspond bien a un phénomene de compensation car si 1’on
calcule la moyenne de chaque profil entre 700 et 1000 km de profondeur, celle-ci se si-
tue autour de 1.01. Cette valeur est Iégerement supérieure a la valeur recherchée de 1 dans
cette région, mais elle montre bien que ce comportement singulier de la distribution a pour
objectif de contrebalancer le £ < &,,,; entre 550 et 700 km. En fait, fixer la profondeur des
points de Bézier comprend un risque important de ne pas retrouver les anomalies d’ani-
sotropie a la bonne profondeur, et surtout de voir apparaitre des anomalies qui n’existent
pas en réalité.

En ce qui concerne la température, le domaine entre 350 et 1000 km de profondeur a
été discrétisé de facon réguliere en fonction de la profondeur. Plus le nombre de points de
Bézier constitutifs d’ une courbe est important, plus la discrétisation est fine. Malgré le fait
que la distribution de £ soit relativement éloignée du modele recherché, la densité de pro-
babilité en température (figure 5.19a) contient le modele espéré. Cependant, les régions de
faible probabilité, représentées en bleu, sont caractérisées par de nombreuses oscillations
autour du profil recherché. Les extrémités de ces oscillations sont tres « pointues » et ne
sont pas physiquement tres réalistes. D’autre part, elles rappellent le phénoméene de com-
pensation a 800 km de profondeur remarqué sur la distribution des profils d’anisotropie.
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FI1G. 5.19 : Résultats (a) en température et (b) en anisotropie de I’inversion du modele 2,
pour des profondeurs fixées des parametres de fagon arbitraire. La ligne en pointillé sur
la figure (a) indique un adiabat a 1600 K avec un gradient de température de 0.4 K/km.
Les pointillés horizontaux sur la figure (b) correspondent aux profondeurs attribuées aux
points de Bézier.
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La figure 5.20 permet d’expliquer 1’origine de ces oscillations. Les modeles échan-
tillonnés durant la période stationnaire ont été triés selon leur nombre de points de Bézier.
Des densités de probabilité indépendantes ont été estimées pour chaque nombre de point.
La figure 5.20a montre les pdfs lorsque la profondeur des parametres est variable, tandis
que la figure 5.20b présente les résultats de I’inversion quand les profondeurs sont fixées.
Dans le cas ou les profondeurs sont libres de varier aléatoirement, les distributions obte-
nues avec 6, 7, 8, 9 et 10 points sont lisses et relativement semblables. La forme globale
du modele 2 est conservée. Comme expliqué dans la section 5.4.1, le nombre de points
de Bézier n’a que peu d’influence sur la distribution. En revanche, ce comportement n’est
du pas du tout retrouvé lorsque les profondeurs sont fixées. Plus le nombre de points est
important, plus la distribution réalise des « zigzags » autour du modele recherché. Les os-
cillations s’intensifient a partir de 600 km de profondeur, a cause de la non-linéarité liée
aux transitions de phase et aux transformations minéralogiques dans cette région. Claire-
ment, il s’agit du méme phénomene de compensation que pour 1’anisotropie. Celui-ci est
bien visible sur la distribution avec 7 points. A 740km de profondeur, une forte diminu-
tion de la température (étiquette ) peut étre compensée par une forte augmentation de
la température a 870 km (étiquette ). Fixer les profondeurs donne lieu a des modeles
physiquement peu réalistes. Par exemple, pour la distribution avec 9 points, on observe
une solution bimodale aux alentours de 600 km de profondeur. Une premiere famille de
modeles suit bien le profil recherché (étiquette ), tandis qu’une seconde famille montre
une diminution importante de la température (étiquette ), puis revient s’ajuster sur le
profil recherché a 720 km, et continue en profondeur avec des oscillations. Il est peu pro-

bable de trouver un tel profil de température dans la zone de transition.
Bien que faire varier la profondeur des points de Bézier rajoute des parametres

dans le processus d’inversion, ce procédé parait indispensable pour obtenir des modeles
réalistes, d’autant plus que les vitesses de phase des distributions en 7" et £ de la figure
5.19 sont toutes comprises dans les barres d’erreur des données synthétiques du modele
2. Cependant, le maximum de la pdf en température contient le modele recherché (figure
5.19a). Une solution pour conserver des profondeurs fixes serait d’introduire des condi-
tions de lissage sur la température. Par exemple, un prior gaussien quadratique pourrait
étre implémenté pour pénaliser les variations de température trop importantes entre deux
ou trois points consécutifs (Besag et al., 1995). Un tel prior dépend d’un coefficient, ap-
pelé hyperparametre, qui contrdle I’amplitude du lissage sur le profil. Plus cette valeur est
grande, plus les fortes variations sont pénalisées, et plus grande est I’influence du prior
comparée a la vraisemblance. En d’autres termes, cet hyperparametre controle les impor-
tances relatives du prior et de la fonction de vraisemblance dans la densité de probabilité a
posteriori. Dans 1’algorithme élaboré au cours de cette these, le parametre de lissage peut
étre assimilé au gradient maximum en température que 1’on attribue entre deux points

consécutifs (voir section 4.4.1.1).
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5.5.4 Influence du lissage des profils en température

Contrairement a ’introduction d’un hyperparametre, imposer un gradient maxi-
mum entre deux points de Bézier consécutifs en profondeur permet de donner un sens
physique au lissage des profils en température. Jusqu’a présent, un gradient extréme de
+15 K/km a été employé pour observer le comportement de 1’algorithme lorsque tres peu
d’informations a priori sont considérées. Deux gradients plus faibles, de 5 et 1.5 K/km,
sont testés. Le modele 2 est composé de 7 points de Bézier. Les gradients de tempéra-
ture entre 2 points consécutifs pour ce modele sont tous inférieurs ou égaux a 1.5 K/km,
excepté entre les 2 points les plus superficiels (a 350 et 500 km de profondeur), ou le gra-
dient est égal a 3.1 K/km (voir figure 5.22b). Quel est le comportement de 1’algorithme

lorsqu’un gradient inférieur a celui recherché est utilisé ?

Les résultats pour les gradients de 5 et 1.5 K/km sont présentés respectivement sur
les figures 5.21 et 5.22. Avec un gradient de 5 K/km, on remarque les mémes particularités
qu’avec I'utilisation d’un gradient a 15 K/km, a savoir :

— les points de Bézier, ainsi que les pdfs des points et des courbes épousent la forme du
modele 2,
— les misfits les plus faibles sont localisés autour du profil recherché,
— les pdfs sont maximales jusqu’a environ 550 km de profondeur,
— il existe un étalement de la distribution entre 600 et 800 km.
La seule différence avec les résultats obtenus avec un gradient de 15 K/km est que les
points de Bézier sont moins étalés dans I’espace des parametres (figure 5.21b). La distri-
bution de température avec le gradient a 1.5 K/km (figure 5.22) ne montre pas les mémes
caractéristiques. De 550 a 1000 km de profondeur, la distribution est tres resserrée autour
du modele 2. Ce n’est pas le cas entre la surface et 550 km. Effectivement, étant donné
que le gradient de température entre le point 1 et le point 2 (figure 5.22b) est supérieur
au gradient autorisé pour la recherche des modeles, les profils échantillonnés n’ont pas
la possibilité de reproduire cette portion de courbe, et ils choisissent un chemin qui mi-
nimise au mieux 1’écart entre entre ces 2 points. Le gradient de température entre 350 et
550km de profondeur pour les meilleurs modeles est d’environ 1.4 K/km (figure 5.22¢),
soit quasiment la valeur maximale autorisée. Le tableau 5.4 montre le pourcentage de
points retenus pendant la période stationnaire pour les 2 gradients testés. Quelle que soit
la valeur du gradient, le nombre de points de Bézier employé n’est pas un facteur limi-
tant dans le résultat de I’inversion. Bien qu’elles ne soient pas présentées, les pdfs sur
les vitesses de phase obtenues pour les gradients a 5 et 1.5 K/km ne dépassent pas les

incertitudes imposées sur les courbes de dispersion synthétiques.

Quoique pour les tests synthétiques, des modeles de température extrémes aient été
choisis, les résultats des tests présentés dans cette section indiquent qu’un choix sévere du

gradient maximal de température autorisé entre 2 points consécutifs peut constituer une
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condition a priori tres forte en comparaison de I’information contenue dans les données.

Ce choix peut entrainer 1’incapacité de visualiser I’entiere complexité de la distribution

de température.

nombre de points de Bézier | 6 7 8 9 10
5 K/km 20.00 17.50 23.75 20.00 18.75
1.5 K/km 26.25 17.50 18.75 16.25 21.25

TAB. 5.4 : Nombre de points de Bézier (en %) sélectionnés pour les processeurs engagés

dans la période stationnaire.
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F1G. 5.21 : Résultats en température de I’inversion probabiliste du modele 2 avec un

gradient maximal de £5 K/km autorisé entre 2 points consécutifs. (a) Répartition des
points de Bézier et sa pdf. (b) Répartition des points de Bézier et valeurs du misfit. Les
contours en pointillés correspondent aux contours de la distribution des points dans le cas
ou le gradient vaut +15 K/km (voir figure 5.3). (c¢) 20 modeles choisis aléatoirement (en
gris) et les 4 meilleurs modeles (en rouge). (d) Pdf des courbes de Bézier. La ligne en
pointillé indique un adiabat a 1600 K avec un gradient de température de 0.4 K/km.




5.5 Tests supplémentaires

157

0

20 40 60 80 100
Misfit (%)

dT/dz =
3.1 K/km

1000 1500 2000 2500
Temperature (K)

fr——
a 0.0 0.1 . 0.2 03 &> b
)
pdf (%)

400 400

500 1 ok 500 1
600 600
[S S
S3 E3
£ £
& 7004 a 700
a a

800 800

900 900

3
1000 - i i * i 1000-
1000 1500 2000 2500
Temperature (K)
400+ 400
dT/dz ~
1.4 K/km

500
600 6001
S £
< E3
£ =
% 7004 % 7004
a a

800 800

900 900

1000+ . . ! . 1000+

1000 1500 2000 2500

Temperature (K)

1500 2000 2500
Temperature (K)

1000

FI1G. 5.22 : Résultats en température de 1’inversion probabiliste du modele 2 avec un
gradient maximal de +1.5 K/km autorisé entre 2 points consécutifs. (a) Répartition des
points de Bézier et sa pdf. (b) Répartition des points de Bézier et valeurs du misfit. (c) 20
modeles choisis aléatoirement (en gris) et les 4 meilleurs modeles (en rouge). (d) Pdf des
courbes de Bézier. La ligne en pointillé indique un adiabat a 1600 K avec un gradient de
température de 0.4 K/km.
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5.6 Ce qu’il faut retenir

Une des principales critiques adressées aux méthodes McMC est que les résultats
sont influencés par des choix subjectifs, comme la forme de la distribution a priori ou la
densité de proposition des parametres. Dans les exemples montrés dans ce chapitre, les
distributions des parametres sont clairement influencées par les données plutét que par
I’information a priori, sauf dans le cas d’un gradient de température trop restrictif pour la
recherche des modeles. Les résultats sur les tests synthétiques montrent la capacité de la
méthode d’inversion de détecter des variations de température dans la zone de transition,
d’anisotropie radiale entre la surface et 1000 km de profondeur, et de vitesse de cisaille-
ment dans le manteau supérieur. Les parametres primaires de 1’inversion ne présentent
aucun signe de corrélation. A cause des différentes transitions de phase et transformations
minéralogiques qui ont lieu au ceeur de la zone de transition, la distribution des modeles
en température est plus étalée a partir de 600 km de profondeur. Les incertitudes sur les
données ont également une importante influence sur 1’étendue de la distribution dans 1’es-
pace des parametres. Puisque la profondeur des parametres n’est pas fixée, les points de
Bézier se placent naturellement le long des courbes recherchées pour reproduire la forme
globale de la courbe de Bézier espérée, ce qui apporte une tres nette amélioration par

rapport a une paramétrisation fixe en profondeur.



Chapitre 6

Inversion de données réelles

6.1 Introduction

La méthode développée dans cette these est testée sur des données réelles, a savoir
des vitesses de phase intégrées le long d’un trajet source-station. Dans un premier temps,
les résultats de I'inversion de courbes de dispersion réelles pour un trajet particulier sont
analysés en détail. L’ ensemble de la discussion de ce chapitre s’articule autour de ce que
la méthode est capable ou non de discriminer. Comme dans le chapitre précédent, une
attention spéciale est donnée a la comparaison entre les différents types de représentation
des résultats.

Nous montrons que la distribution des modeles en température obtenue par 1’in-
termédiaire des ondes de surface est extrémement dépendante de la valeur de la pente de
Clapeyon de la transformation minéralogique ringwoodite — pérovskite + magnésiowiis-
tite, qui constitue un prior important lié a 1a minéralogie. Puis une comparaison est réalisée
entre la méthode développée dans cette these, pour laquelle la distribution en température
est directement obtenue a partir des données selon le schéma {C'} — {Vs, .....{} —
{T'}, et une autre méthode généralement employée pour obtenir de 1’information sur la
température dans le manteau, qui est réalisée en deux étapes {C'} — {Vs_.....&} et
{Vsiowope ; — 1T} (voir section 1.2.5). Nous verrons que les distributions obtenues sont
significativement différentes selon la méthode utilisée, ce qui est important pour 1’inter-

prétation géodynamique des modeles sismologiques.
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6.2 Les données

L’ algorithme est utilisé pour déterminer les distributions de température et d’aniso-
tropie radiale le long du trajet Vanuatu-Californie (figure 6.1), qui a déja été 1’objet de plu-
sieurs €tudes (e. g. Cara, 1979; van Heijst & Woodhouse, 1997; Beucler et al., 2003). Ce
trajet est particulierement intéressant car une forte anisotropie radiale positive a été remar-
quée sous la plaque Pacifique (Ekstrom & Dziewonski, 1998; Kustowski et al., 2008; Net-
tles & Dziewonski, 2008; Khan et al., 2009). La figure 6.2 montre une coupe du modele
tomographique 3D S20RTS (Ritsema et al., 1999) le long du trajet Vanuatu-Californie. Ce
modele présente a la fois des anomalies de vitesses positives et négatives vers 660 km de
profondeur, liées aux plaques plongeantes au niveau des iles Vanuatu et aux points chauds
placés le long du trajet. D’apres les nombreuses anomalies de vitesses localisées au coeur
de la zone de transition, il est difficile d’estimer quelle pourrait étre la distribution de tem-
pérature moyenne le long de ce trajet. Effectivement, on peut s’imaginer que les anomalies
« froides » et « chaudes » traversées par les ondes sismiques peuvent se compenser pour
former une collection de modeles répartis autour d’un profil adiabatique. Au contraire, les
ondes sismiques peuvent étre particulierement sensibles aux anomalies « froides » situées
en début de trajet, ou a certains points chauds, et révéler une distribution de température
relativement €loignée d’un profil adiabatique.

Le jeu de données employé est composé des vitesses de phase intégrées des ondes
de Love et de Rayleigh jusqu’a I’ordre 3, calculées par Visser et al. (2008a). Les mesures
des vitesses de phase ont été obtenues selon une approche par I’espace des modeles (Vis-
ser et al., 2007). L’espace de recherche des modeles a été centré autour d’un profil de
vitesse des ondes de cisaillement 1D de référence. Les dérivées de Fréchet de ce modele

de référence ont été utilisées pour calculer les sismogrammes synthétiques correspondant

FI1G. 6.1 : Illustration du trajet emprunté par les ondes pour le séisme considéré, ayant
lieu dans les Vanuatu (latitude : -13.3°, longitude : 166.5°) et enregistré en Californie a la
station SCZ (latitude : 36.6°, longitude : -121.4°) du réseau GEOSCOPE.
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shear velocity variation from 1-D

o0 IR . .

FIG. 6.2 : Coupe réalisée le long du trajet Vanuatu-Californie a travers le modele 3D
S20RTS (d’apres Ritsema et al., 1999). Les régions colorées en rouge (bleu) indiquent
que Vs est plus faible (plus élevée) que la vitesse de cisaillement moyenne a cette profon-
deur. La ligne en pointillé indique la profondeur de 670 km. La ligne bleue sur le globe
terrestre correspond a la projection en surface de la coupe. Les triangles montrent la po-
sition des points chauds. Cette image a été réalisée grace au script fourni par J. Ritsema
(http ://www.earth.Isa.umich.edu/ jritsema/research.html).

aux perturbations de ce modele de référence lors de 1’échantillonnage de I’espace des
modeles. La recherche des modeles a été réalisée par I’algorithme de voisinage (neigh-
bourhood algorithm, en anglais), qui appartient a la famille des méthodes de Monte Carlo
(Sambridge, 1999a,b). Cet algorithme minimise une fonction coit entre le sismogramme
synthétique et le sismogramme réel dans différentes fenétres de temps et de fréquences. Le
choix de ces fenétres est basé sur les valeurs des vitesses de groupe . Pour chaque mode
et chaque fréquence, les probabilités marginales des vitesses de phase de 1I’ensemble des
modeles peuvent étre déterminées. La distribution de chaque vitesse de phase étant gaus-
sienne, la mesure de la vitesse de phase et de son incertitude sont définies comme étant la
moyenne et I’écart-type de la distribution. Cette méthode présente 1’avantage de mesurer
le mode fondamental et les modes harmoniques de fagcon automatique, sans nécessité de

regrouper les séismes ou les stations.

Au total, 107 valeurs de vitesses de phase pour plusieurs fréquences et plusieurs
modes, sont inversées simultanément pour retrouver les distributions de température et

d’anisotropie radiale le long du grand cercle (tableau 6.1). La gamme de période em-

!Contrairement 2 la vitesse de phase, qui correspond 2 la vitesse de propagation d’une seule phase
associée a une fréquence, la vitesse de groupe peut étre définie comme étant la vitesse de propagation du
paquet d’ondes associé a cette fréquence.
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Rayleigh Love
mode || nombre gamme nombre gamme
de données | de périodes (s) || de données | de périodes (s)
n=0 | 16 35.1-175.4 13 43.1- 174.0
n=11| 16 35.1-172.5 13 43.4-176.7
n=2| 15 35.0- 149.3 13 35.0- 1154
n=3 | 11 35.0- 87.7 10 35.0- 78.7

TAB. 6.1 : Nombre de vitesses de phase des ondes de Rayleigh et de Love employées et
gamme de périodes concernées pour chaque mode.

ployée se situe entre 35 et 175 s et les incertitudes sont comprises entre 0.29 et 0.77 %
des vitesses de phase considérées. De la méme maniere que pour les tests synthétiques,
une composition pyrolitique est fixée. Les contraintes sur les profils radiaux en 7', £ et Vg
sont détaillées dans le tableau 6.2. Afin d’obtenir des profils de température physiquement
réalistes, le gradient de température maximal entre deux points de Bézier consécutifs est
fixé a £1.5 K/km. Cette valeur est largement supérieure a la valeur du gradient adiaba-
tique du manteau de 1’ordre de 0.4 K/km (Katsura et al., 2010), et permet de laisser un
maximum de liberté au placement des points de Bézier dans I’espace des parametres. Les
bornes du prior en Vg et £ sont 1égerement différentes de celles employées dans le cha-
pitre précédent. Puisqu’une anisotropie radiale importante est susceptible d’étre trouvée,
la borne supérieure de ¢ est étendue a 1.3 au lieu de 1.1. Etant donné que nous étudions un
trajet océanique, des vitesses sismiques supérieures a celles du PREM peuvent étre envi-
sagées dans les couches superficielles, c’est pourquoi un intervalle de valeurs de Vs dans
les 25 premiers kilometres plus important est choisi. Imposer des bornes de recherche re-
lativement larges permet d’anticiper des phénomenes de compensation entre les différents
parametres, qui pourraient se produire si certains parametres ne peuvent pas atteindre les
valeurs adéquates.

T 13 Vs
nombre de points de Bézier 6al10 7 5
gamme de profondeurs (km) 350- 1000 0- 1000 0- 350
distance minimale d, entre 2 points consécutifs (km) | 80 a 10 40 20
taille du vecteur tangent local A (km) 40a5 20 10
gradient maximal entre 2 points consécutifs 1.5 K/km

TAB. 6.2 : Synthese des contraintes employées pour le positionnement des points de
Bézier et des points de définition.




6.3 Résultats 163

6.3 Résultats

6.3.1 Vitesse de cisaillement dans la croiite et le manteau supérieur

Les résultats en Vg sont présentés sur la figure 6.3. Entre 50 et 350 km de profon-
deur, la distribution se situe au centre du prior et est assez proche des valeurs du PREM. En
surface, les valeurs de Vg sont élevées par rapport au PREM, ce qui est cohérent avec un
trajet océanique. Contrairement aux tests synthétiques, toutes les profondeurs sont échan-
tillonnées par les points de Bézier. Ce phénomene est lié aux plus grandes incertitudes
estimées sur les données réelles pour les courtes périodes, comparées a celles utilisées

pour les tests synthétiques.

Entre 50 et 150 km de profondeur, Vg décroit progressivement pour venir finalement
se raccorder au PREM (étiquettes ). Il s’agit d’une zone a faible vitesse qui a été décrite
sous les océans dans plusieurs études (e. g. Gaboret et al., 2003; Gung et al., 2003; Nettles
& Dziewonski, 2008).

Entre 150 et 200 km de profondeur, les valeurs sont équivalentes a celles du PREM,
puis un changement de pente se produit et les profils viennent se raccorder au PREM juste
au-dessus de 300 km (étiquettes ). Le changement de pente est clairement visible sur
les points de Bézier, ou ils se divisent en 2 branches (étiquettes ). Cette modification
du gradient est assimilée 2 la discontinuité de Lehmann?, qui se produit a 220km de
profondeur dans le PREM. Cette discontinuité est ici totalement lissée car les ondes de
surface ne sont pas aussi sensibles a la localisation exacte des discontinuités, comme le

sont les phases réfléchies ou converties, par exemple.

6.3.2 Température

La figure 6.4 montre que la distribution en température correspond globalement a
un adiabat et qu’elle possede des valeurs inférieures au profil adiabatique a 0.4 K/km avec
une température potentielle de 1600 K. Comme pour les tests synthétiques, les points
de Bézier sont répartis a toutes les profondeurs et les profils ne sont pas dépendants
du nombre de points utilisé (voir tableau 6.3). La température est particulierement bien
contrainte entre 350 et 550 km de profondeur, ou les pdfs des distributions en points et en
courbes de Bézier sont maximales. Les distributions sont plus étalées au coeur de la zone
de transition, entre 550 et 750 km de profondeur. Il s’agit des mémes caractéristiques
que celles observées sur les tests synthétiques (voir section 5.4.1). Sur la figure 6.4c, 3

?La discontinuité de Lehmann est associée 2 un changement de 1’anisotropie sismique. Elle pourrait
refléter une modification du mécanisme responsable de I’orientation des cristaux dans le manteau, bien
qu’il existe d’autres possibilités (voir Deuss & Woodhouse, 2004). Cette discontinuité n’est pas prise en
compte dans le AK135 (Kennett et al., 1995).



164 CHAPITRE 6 : Inversion de données réelles

e —]
a 0.0 0.1 0.2 0.3 04 & > b 0 20 40 60 80 100
0 pdf (%) Misfit (%)
- 0_ S
N _A\Ql
50- g} 50-
100 100
€150 f €150
3 3
£ 3 3
& 200- 8200 3
o fe] a) “—
250 250
300 % 300 %
350- T T T T T 350 T T T T — T
30 35 40 45 50 30 35 40 45 50
Vg (km/s) Vg (km/s)
f——
C d 0 5 10 15 20 25 30 & >
| pdf (%)

501
1001

1501

2004

Depth (km)

250

3004 3004

350 L T T T T T 350 A T T T T T
3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0
Vg (km/s) Vg (km/s)

FIG. 6.3 : Résultats en vitesse de cisaillement. Les étiquettes correspondent a des points
ou des observations particulieres décrites dans le texte. (a) Répartition des points de Bézier
et sa pdf. (b) Répartition des points de Bézier et valeurs du misfit. (c) 20 modeles choisis
aléatoirement (en gris) et les 4 meilleurs modeles (en rouge). Le modele représenté en
bleu est le profil médian. (d) Pdf des courbes de Bézier. Les lignes en pointillés sur les
figures (c) et (d) correspondent aux valeurs du PREM.

familles de profils peuvent €tre distinguées. La premiere famille (en rouge) correspond
quasiment a un adiabat et se rapproche de la médiane de la distribution (en bleu). Le gra-
dient du profil médian est d’environ 0.22 K/km, ce qui est légerement plus faible que le
gradient supposé dans le manteau (Katsura et al., 2010). Si les valeurs du profil médian
dans la zone de transition sont extrapolées jusqu’en surface, une température potentielle

d’environ 1600 K est obtenue. La seconde famille de mode¢les (en vert) et la troisiéme (en
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FIG. 6.4 : Résultats en température. Les étiquettes correspondent a des points ou des
observations particulieres décrites dans le texte. (a) Répartition des points de Bézier et
sa pdf. (b) Répartition des points de Bézier et valeurs du misfit. (c) 20 modeles choisis
aléatoirement (en gris) et les 4 meilleurs modeles (en rouge, vert et violet). Le modele re-
présenté en bleu est le profil médian. (d) Pdf des courbes de Bézier. Les lignes en pointillés
sur les figures (c) et (d) correspondent a I’adiabat a 1600 K avec un gradient de 0.4 K/km.

violet), sont caractérisées respectivement par une température supérieure et inférieure a
celle du profil médian, au centre de la zone de transition. Deux des profils correspondant
aux meilleurs misfits font partie des familles 2 et 3, ce qui implique qu’une augmenta-
tion ou une diminution de la température d’environ 170 K par rapport au profil médian au

centre de la zone de transition peut expliquer les mémes données qu’un profil adiabatique,
compte-tenu des incertitudes sur ces données.
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La pdf sur les courbes de Bézier apparait lisse et unimodale entre 550 et 750 km de
profondeur. En revanche, la pdf sur les points semble mettre en valeur 2 amas de points,
I’un correspondant a une solution « froide » vers 600 km de profondeur (étiquettes )
et I’autre a une solution « chaude » vers 670 km (étiquettes ). Ces configurations sont
retrouvées sur la figure 6.4b, ou des amas de points avec de faibles misfits sont visibles, ce
qui serait en bonne adéquation avec les familles de profils 2 et 3 de la figure 6.4c. La figure
6.5 montre les probabilités marginales a 600 et 670 km de profondeur. Les marginales
sont représentées a la fois pour les points et les courbes de Bézier. Pour les courbes, les
températures les plus échantillonnées a 600 et 670 km sont similaires et valent environ
1710 K. Pour les points, la température prédominante a 600 km est 1égerement plus faible
(1670K). A 670 km, I’histogramme présente un pic  environ 1850 K et la distribution est

points de Bézier courbes de Bézier
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FIG. 6.5 : Probabilités marginales a priori (en noir) et a posteriori (en gris) sur la tempé-
rature a 600 (en haut) et 670 km de profondeur (en bas). Les résultats sont montrés pour
les points de Bézier (a gauche) et les courbes de Bézier (a droite). La taille des intervalles
est de 20 K. La valeur centrale de I’intervalle de température le plus échantillonné pour
chaque histogramme est indiquée en rouge.
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significativement différente de celle des courbes. Les résultats statistiques sur les points
montrent qu’il existe bien une solution « froide » et une solution « chaude », plus profonde.
Ces solutions ne sont statistiquement pas visibles en examinant la pdf des modeles 1D

seule, d’ou I’intérét d’analyser différents types de représentation.

Comme dans le cas des tests synthétiques (voir section 5.4.1), la variété des pro-
fils de température au cceur de la zone de transition illustre 1’incertitude induite par les
transformations minéralogiques sur le résultat de 1’inversion. Ce point est analysé plus en
détail dans les sections 6.3.5 et 6.4.

nombre de points de Bézier | 6 7 8 9 10
trajet Vanuatu-Californie 2250 16.25 25.00 18.75 17.50

TAB. 6.3 : Nombre de points de Bézier (en %) sélectionnés pour les processeurs engagés
dans la période stationnaire.

6.3.3 Anisotropie radiale

Entre la surface et 350 km de profondeur, une anisotropie radiale £ ~ 1.05 est ob-
servée (figure 6.6). Cette structure apparait robuste car les points de Bézier sont tous

concentrés aux alentours de cette valeur et montrent des misfits relativement faibles.

Entre 350 et 450 km de profondeur, 1’anisotropie diminue progressivement pour
atteindre la valeur de 1. Ensuite la distribution reste proche de & = 1 jusqu’a 1000 km.
Comme nous I’avons déja observé avec les tests synthétiques (voir section 5.4.2), la répar-
tition des points de Bézier devient plus éparse au-dessous de 700 km, liée a la diminution
de la sensibilité des ondes de surface.

Les profils 1D représentés sur la figure 6.6c montrent que I’amplitude du signal
anisotrope diminue au fur et a mesure que I’on se rapproche de la zone de transition. Le
passage du manteau supérieur a la zone de transition est caractérisé sur plusieurs profils
par le passage d’une région ou Vsy > Vs (€ > 1), a une région ol Vey < Vgy (£ < 1)
(étiquette ). Deux des meilleurs profils présentent cette caractéristique. Entre 400 et
500 km de profondeur, il existe des points de Bézier avec de faibles misfits et des valeurs
de ¢ inférieures a 1 (étiquette ). Cependant, les pdfs sur les points et les courbes de
Bézier sont faibles lorsque £ < 1 a ces profondeurs (étiquettes ), ce qui signifie que
ces valeurs n’ont été que peu échantillonnées. Les probabilités marginales en points et en
courbes a 450 km de profondeur sont présentées sur la figure 6.7. Pour les points, I’histo-
gramme montre clairement que £ = 1 est la valeur la plus probable. Pour les courbes, des
valeurs comprises entre 1 et 1.01 sont les plus échantillonnées. D’apres I’ensemble de ces
résultats, la zone de transition entre 450 et 1000 km de profondeur peut étre considérée

comme €tant isotrope.
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FIG. 6.6 : Résultats en anisotropie radiale. Les étiquettes correspondent a des points ou
des observations particulieres décrites dans le texte. (a) Répartition des points de Bézier
et sa pdf. (b) Répartition des points de Bézier et valeurs du misfit. (c) 20 modeles choisis
aléatoirement (en gris) et les 4 meilleurs modeles (en rouge). Le modele représenté en
bleu est le profil médian. (d) Pdf des courbes de Bézier. Les lignes en pointillés sur les
figures (c) et (d) correspondent aux valeurs du PREM.

En résumé, une forte anisotropie dans le manteau supérieur et un comportement
quasi isotrope dans la zone de transition caractérisent les données de Visser et al. (2008a)

pour le trajet Vanuatu-Californie.

Ce résultat dans le manteau supérieur est différent de I’anisotropie radiale du PREM,
mais est en bonne adéquation avec 1I’importante anisotropie radiale positive dans le man-
teau supérieur (Vg > Vgy) trouvée dans les études globales de tomographie sismique.

Par exemple, 1’étude de Ekstrom & Dziewonski (1998) a mis en évidence une forte aniso-
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FI1G. 6.7 : Probabilités marginales a priori (en noir) et a posteriori (en gris) sur I’ani-
sotropie a 450 km de profondeur, pour les points et les courbes de Bézier. La taille des
intervalles est de 0.01.

tropie radiale dans les 200 premiers kilometres sous 1I’Océan Pacifique. Panning & Roma-
nowicz (2006) ont également reporté une importante anomalie Vsy > Vsy a 150 km de
profondeur. L’origine de cette anomalie n’est pas treés bien comprise, bien que plusieurs
auteurs aient proposé que cette région d’anisotropie corresponde au découplage entre la
lithosphere et 1’asthénosphere (Gaboret et al., 2003; Gung et al., 2003). Les variations
de I’anisotropie radiale sont parfois utilisées pour estimer la limite entre la lithosphere et
I’asthénosphere (Yuan et al., 2011). Cette limite permet ici de détecter de 1’anisotropie
radiale sur le trajet Vanuatu-Californie.

Dans la zone de transition, les modeles globaux 1D d’anisotropie ne s’accordent pas
sur une seule et méme structure. Montagner & Kennett (1996) trouvent une anisotropie
« positive » (Vs > Vgy) juste au-dessus de 670 km de profondeur, qui se change ensuite
en une anisotropie « négative » (Vsg < Vgy) au-dessous de cette profondeur. En revanche,
I’étude de Panning & Romanowicz (2006) montre un signal plus faible en amplitude et
de signe opposé. Au travers d’une approche probabiliste, 1’étude plus récente de Visser
et al. (2008b) présente une anisotropie négative qui s’étend jusqu’a 670 km (figure 6.8).
Cependant, I’amplitude de cette anomalie reste tres faible et ne dépasse pas la valeur
de £ = 0.985 pour le modele moyen. Compte-tenu des incertitudes sur les vitesses de
phase intégrées le long d’un trajet employées dans cette these et la démarche probabiliste
adoptée, la zone de transition sous 1’Océan Pacifique parait principalement isotrope. La
figure 6.9 montre que les pdfs des courbes de dispersion des ondes de Love et de Rayleigh

se situent a I’intérieur des incertitudes déterminées par Visser et al. (2008a).
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FI1G. 6.8 : Modele moyen d’anisotropie radiale de Visser et al. (2008b). La surface grise
représente I’écart-type a 20.

6.3.4 Corrélation entre les parametres primaires

Sur la figure 6.10 sont présentées les corrélations entre les parametres primaires de

I’inversion a certaines profondeurs.

La figure 6.10a montre les corrélations entre 7" et £ a 450, 600 et 670 km de pro-
fondeur. A 450 km, & est centrée sur la valeur de 1 et 7" autour de 1690 K. A 600 et
670 km de profondeur, les distributions en température sont beaucoup plus étalées, ce qui
est cohérent avec I’accumulation des changements de phase et des transformations mi-
néralogiques a ces profondeurs. L’anisotropie est centrée sur £ = 1.01. Aucune tendance

particuliere entre 7" et £ n’est remarquée.

La figure 6.10b présente les corrélations entre Vs et £ a 25 et 210 km de profondeur.
A 210km, Vg et & sont bien contraints. Le maximum de la pdf vaut & = 1.05, ce qui
correspond au maximum d’anisotropie estimé dans le manteau supérieur. La pdf possede
une forme circulaire, avec une « trainée » vers les vitesses plus faibles. Cette derniere est
un résidu lié au changement de pente vers 200 km de profondeur (voir figure 6.3, étiquettes
). En revanche, a 25 km, I’anisotropie est moins bien contrainte et s’étend de 1.05 a
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FIG. 6.9 : Distributions a posteriori des vitesses de phase du mode fondamental et des
modes harmoniques des ondes de Rayleigh et de Love. Les résultats sont montrés en
pourcentage de la vitesse de phase testée (C) comparée a la vitesse de phase réelle (C).
Les courbes noires correspondent aux incertitudes sur les vitesses de phase de Visser et al.
(2008a). Les points blancs indiquent les vitesses de phase obtenues pour le modele médian
issu des distributions en Vg, T et .

1.15. Cette large distribution peut s’expliquer par le fait que la description de la crofite
n’a pas été prise en compte de maniere assez fine, par exemple, en for¢ant 1’intégration de
plusieurs points de Bézier en Vg et en £ entre la surface et 25 km de profondeur. Pour Vg,

il existe plusieurs solutions localisées autour de 4.5 km/s.

D’apres I’ensemble de ces résultats, nous pouvons affirmer que les parametres pri-
maires de I’inversion Vg, T' et £, ne montrent aucun signe de corrélation. Les valeurs

inversées sont donc bien indépendantes.
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FIG. 6.10 : Densités de probabilité marginales montrant les corrélations entre les para-
metres primaires de I’inversion a des profondeurs fixées. Les échelles en abscisse et en
ordonnée correspondent a la taille du prior. (a) Corrélations entre 7" et £ a 450, 600 et
670 km de profondeur. (b) Corrélation entre Vs et & a 25 et 210 km de profondeur.
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6.3.5 Les distributions en Vg, Vp isotropes et p dans la zone de

transition

Les vitesses des ondes S et P, ainsi que la masse volumique p entre la surface et
1000 km de profondeur sont montrées sur la figure 6.11. Ces propriétés physiques sont
représentées sous la forme de pdfs. De 350 a 1000 km de profondeur, il s’agit des pa-
rametres secondaires de I’inversion, calculés a partir des diagrammes de phases et de

I’équation d’état de Birch-Murnaghan (voir section 2.2).

Dans la premiere moitié de la zone de transition, entre 410 et environ 550 km de
profondeur, les vitesses des ondes .S et P sont plus importantes que celles du PREM. Au
contraire, dans la partie inférieure, juste au-dessus de la transformation minéralogique de
la ringwoodite en pérovskite et magnésiowiistite, les vitesses sismiques sont inférieures
au PREM. Nos résultats montrent des gradients de vitesses plus forts dans la zone de
transition que ceux du PREM.

La transition de phase olivine — wadsleyite s’étend entre 390 et 415 km de pro-
fondeur, ce qui est en bonne adéquation avec la discontinuité a 400 km du PREM. La
température la plus fréquemment échantillonnée a 400 km est ~1650 K. Cette valeur est
contenue a I’extrémité des barres d’erreurs obtenues a partir des expériences hautes pres-
sions, ou la transition de phase a lieu a ~1750+100K (Ito & Takahashi, 1989). Une ca-
ractéristique frappante est la magnitude de cette discontinuité pour les vitesses des ondes
S et P. Au contraire, le saut de vitesse de la masse volumique est du méme ordre de gran-
deur que le PREM. Ce désaccord entre le saut de vitesse estimé a partir des valeurs des
modules élastiques déterminés par les expériences de laboratoire et le saut de vitesse des
modeles globaux a déja ét€ mis en évidence par Stixrude (1997) et Katsura et al. (2004)
pour une composition pyrolitique, et plus récemment par Irifune et al. (2008), Xu et al.
(2008), ou encore Khan et al. (2009) pour d’autres compositions. L’amplitude de la dis-
continuité pourrait étre réduite en considérant un modele minéralogique moins riche en
olivine, comme proposé par Duffy et al. (1995). Dans les modeles sismiques globaux, il se
pourrait que les amplitudes des sauts de vitesses aient été sous-estimées (Shearer, 2000).
Cette sous-estimation pourrait étre liée aux effets de fréquence finie des ondes sismiques
(Jackson, 2008). Puisque les ondes de surface sont peu sensibles a la localisation et a

I’épaisseur des discontinuités, nous n’irons pas plus loin dans la discussion de ce résultat.
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La discontinuité sismique associée a la transition de phase wadsleyite — ringwoo-
dite (la "520") n’est pas présente dans le PREM. Elle n’est pas non plus visible sur les
profils en Vg mais apparait sur les profils de masse volumique. Cette transition a lieu de
facon plus superficielle, entre 490 et 520 km de profondeur, ce qui est cohérent avec son
caractere exothermique (voir tableau 1.2). En effet, puisque la distribution en température
(figure 6.4) est globalement inférieure au profil adiabatique a 1600 K, il est logique que
la transition ait lieu au-dessus de 520 km. Le saut de masse volumique est plus faible que
dans le cas de la "410" et de la "660". Entre 490 et 520 km de profondeur, la pdf de Vp
montre une légere diminution des vitesses sismiques, qui témoigne de la transition wad-
sleyite — ringwoodite. Ce comportement est intrinsequement lié aux valeurs des modules
élastiques et de leurs dérivées choisies pour la wadsleyite et la ringwoodite, et a déja été

mis en évidence par Cammarano et al. (2005a) ou encore Cobden et al. (2008).

Entre 600 et 700 km de profondeur, les distributions des parametres sismiques sont
plus complexes. Le probleme inverse est fortement non-linéaire et les distributions a pos-
teriori au cceur de la zone de transition sont loin de ressembler a une distribution gaus-
sienne unimodale. Pour illustrer cet effet, les probabilités marginales sur Vg a 655, 660
et 665 km de profondeur sont représentées sur la figure 6.12. Ces coupes se situent aux
alentours de la transformation minéralogique de la ringwoodite en pérovskite et magné-
siowiistite. L’ histogramme a 660 km posseéde 2 maxima, ce qui signifie que la distribution
marginale est influencée par les valeurs de Vg au-dessus et au-dessous de la discontinuité.
Si I’on se réfere a la figure 6.11a, on observe que la transformation minéralogique a lieu
sur un large intervalle de profondeurs. Globalement, les discontinuités de la distribution
se situent au-dessus de celle du PREM. Sur cette figure sont représentés les profils de
Vs qui correspondent aux 3 familles de profils thermiques différentes (voir section 6.3.2).

Les profils de vitesse sont cohérents avec les profils de température. La transformation
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FIG. 6.12 : Probabilités marginales a posteriori des vitesses de cisaillement a 655, 660
et 665 km de profondeur. La taille des intervalles est de 0.02 km/s.
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ringwoodite — pérovskite + magnésiowiistite étant endothermique, c’est le profil de tem-
pérature le plus froid dans cette région (famille 3) qui produit la discontinuité sismique
la plus profonde, vers 668 km. En revanche, le profil le plus chaud (famille 2) présente
une discontinuité plus superficielle, a environ 648 km. Les discontinuités des profils de
température représentatifs de la famille 1, proches du modele médian, ont une profondeur

intermédiaire (658 km).

La discontinuité vers 660 km de profondeur n’implique pas uniquement la transfor-
mation minéralogique dans le systéme olivine (voir section 1.1.1). Les vitesses sismiques
tendent a former plusieurs gradients qui se superposent, témoignant des transformations
qui ont lieu également dans le systeme pyoxenes-grenat. Les profils de vitesse de cisaille-
ment pour les 3 familles de modeles sont détaillés entre 600 et 725 km de profondeur sur
la figure 6.13a. Les fractions volumiques des différents minéraux en fonction de la pro-
fondeur sont représentées sur la figure 6.13b. Plus le profil de température est froid, plus
les transformations dans le systeéme pyroxenes-grenat vont s’étaler en profondeur. En ef-
fet, ’'intervalle de profondeurs sur lesquelles ont lieu les transformations est de seulement
40 km pour un profil chaud (famille 2), mais atteint 100 km pour un profil froid (famille
3). La présence d’ilménite tend a ajouter des discontinuités discretes lorsqu’elle se change
en pérovskite. Les transformations du grenat ont plutdt tendance a venir insérer des gra-
dients de vitesses. Nous insistons sur le fait qu’observer en détails ces différents gradients
n’est possible que parce qu’une méthode thermodynamique impliquant des diagrammes
de phases et une équation d’état est employée. En réalité, comme nous le verrons dans la
section 6.5, les ondes de surface ne sont pas sensibles a chacune des contributions de ces
transformations, mais ont plutot tendance a détecter les variations de vitesses de grandes

longueur d’ondes.

Au-dessous de cette zone complexe, les pdfs des parametres sismiques entre 700
et 1000 km de profondeur (figure 6.11) montrent que les vitesses des ondes S et P sont
égales ou légerement supérieures a celles du PREM. En revanche, la masse volumique

montre des valeurs supérieures d’environ 1.7 %.
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FIG. 6.13 : Détails des différentes transitions de phase et transformations minéralogiques
responsables des gradients de vitesses sismiques entre 600 et 725 km de profondeur, pour
les 3 familles correspondant aux meilleurs misfits. Les différentes transformations sont
annotées sur le profil de vitesse de cisaillement (a gauche). Les fractions volumiques des
différents minéraux en fonction de la profondeur sont également indiquées (a droite).
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6.4 Influence de la valeur de la pente de Clapeyron a
660 km

Nous avons vu dans la section précédente qu’il existe globalement 3 familles de
profils de température qui peuvent expliquer les vitesses de phase intégrées du trajet
Vanuatu-Californie. Sur la figure 6.14a sont représentés les profils représentatifs de ces
3 familles ainsi que la distribution des points de Bézier. D’apres les conditions de pres-
sion et de température, il est également indiqué pour chaque point quelle phase miné-
rale est majoritaire dans le systeme olivine, c’est-a-dire soit les polymorphes de I’oli-
vine, soit la pérovskite et la magnésiowiistite. La pente de Clapeyron choisie pour notre
étude (I'¢qp = —2.8 MPa/K, d’apres Ito & Takahashi, 1989) est clairement mise en évi-
dence. Nous allons voir que le fait qu’il existe 2 familles de température extrémes, une
« chaude » (famille 2) et une « froide » (famille 3) est lié a la nature endothermique de la
transformation minéralogique. En effet, une pérovskite « chaude » vers 660 km de profon-
deur (famille 2) est capable de rendre compte des mémes courbes de dispersion qu’une
ringwoodite « froide » (famille 3).

L’influence de la valeur de la pente de Clapeyron pour la transformation miné-
ralogique du systeme olivine sur la distribution en température est testée en fixant une
pente de Clapeyron nulle (I'¢g9 = 0 MPa/K, figure 6.14). La transformation a lieu de fa-

- P ————
a — famille 1 b 0 20 40 60 80 100
Misfitﬁ{o)
— famille 3 ;.
400 ‘ 400 3
500+ ' 500
, ,z%“w
600+ Cegob— 600+
g ; Tl =OMPaK  E
=] e )
g 7001 4 S 700
o |- o
800 800
900 900
1000+ r T T : 1000 - T T r T
1000 1500 2000 2500 1000 1500 2000 2500
Temperature (K) Temperature (K)

FIG. 6.14 : Distribution des points de Bézier en température. (a) Minéralogie du systeme
olivine selon la position des points dans le diagramme (P,7"). Les polymorphes de 1’oli-
vine sont représentés en noir et la pérovskite + magnésiowiistite en saumon. (b) Valeurs
du misfit.
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con instantanée lorsque le profil de température franchit le seuil de 24 GPa. Les résultats
en Vg entre la surface et 350 km de profondeur et en anisotropie sont tres similaires a
ceux obtenus pour ['¢sp = —2.8 MPa/K et ne sont pas montrés. Cependant, la distribution
en température est modifiée de facon significative (figure 6.15). Bien que la répartition des
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FIG. 6.15 : Résultats en température pour une transformation ringwoodite — pérovs-
kite + magnésiowiistite fixée a 24 GPa (I'¢s0 = 0 MPa/K). Les étiquettes correspondent
a des points ou des observations particulieres décrites dans le texte. (a) Répartition des
points de Bézier et sa pdf. (b) Répartition des points de Bézier et valeurs du misfit. Les
courbes en pointillés correspondent aux contours de la distribution des points de la figure
6.14b, lorsque 'gsp = —2.8 MPa/K. (¢) 20 modeles choisis aléatoirement (en gris) et les 4
meilleurs modeles (en rouge). (d) Pdf des courbes de Bézier. Les lignes en pointillés sur
les figures (c) et (d) correspondent a 1’adiabat a 1600 K avec un gradient de 0.4 K/km.
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points et des courbes soient similaires aux résultats obtenus avec une valeur de pente de
Clapeyron issue des expériences de laboratoire jusqu’a 500 km de profondeur, I’ utilisation
d’une pente de Clapeyron nulle induit dans les résultats une diminution de la température
au centre de la zone de transition. Cette diminution est de 270 K par rapport au profil
adiabatique a 1600 K a son maximum, vers 650 km de profondeur.

Sil’on compare les meilleurs profils obtenus (figure 6.15¢) aux 3 familles de profils
représentées sur la figure 6.14a, on s’apercoit que seule la famille 3 est conservée lorsque
la profondeur de la transformation minéralogique est fixée. En effet, seule la transition
entre une ringwoodite et une pérovskite « froides » a 660km de profondeur peut tou-
jours expliquer les données, et cette famille de profils est donc préservée. En revanche, un
changement minéralogique se produisant de facon plus superficielle, pour lequel un pro-
fil de température « chaud » (famille 2) peut rendre compte des données avec une pente
de Clapeyron de —2.8 MPa/K (figure 6.15b, étiquette ), produit a présent des misfits
élevés. La figure 6.16 montre les vitesses de phase du mode 1 des ondes de Rayleigh et
du mode 3 des ondes de Love, des profils correspondant aux familles 2 et 3, en suppo-
sant ['¢sp = 0 MPa/K. Les vitesses de phase de la famille 2 sortent des barres d’erreur,
ce qui confirme que les données de Visser et al. (2008a) ne peuvent pas s’expliquer avec
un profil chaud au centre de la zone de transition si la profondeur de la transformation

minéralogique est fixée a 670 km de profondeur.

Les résultats de ce test sont révélateurs du fait que le choix du modele miné-
ralogique constitue une contrainte importante sur le résultat de 1’inversion. En effet, la
profondeur des discontinuités dépend des choix sur la minéralogie, qui conditionnent la
distribution en température. Dans la section 1.1.1, nous avons constaté qu’il existe des

incertitudes quant a la valeur de la pente de Clapeyron de la "660" (elle varie de —0.4 a
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FIG. 6.16 : Valeurs des vitesses de phase des profils correspondant a la famille 2 (en vert)
et a la famille 3 (en violet), en considérant ¢y = 0 MPa/K. Les résultats sont montrés en
pourcentage de la vitesse de phase testée (C) comparée a la vitesse de phase réelle (C,e).
Les courbes noires correspondent aux incertitudes sur les vitesses de phase de Visser et al.
(2008a).
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—3.0MPa/K, selon les études). Pour apporter des éléments de réponse sur la sensibilité
des ondes de surface a la valeur de la pente de Clapeyron, une inversion en considérant

['¢6o comme étant un des parametres de 1’inversion pourrait €tre envisagée.

6.5 Déterminer la distribution de température a partir

des vitesses de cisaillement

Dans la section 1.2.5, deux approches généralement suivies pour estimer la tempé-
rature a partir des données sismologiques ont été présentées. Celles-ci sont représentées
de facon schématique sur la figure 6.17. La méthode que nous avons choisie d’adopter est
de déterminer directement la température a partir des vitesses de phase (nous I’appellerons

la méthode 1). Dans ce cas, Vg n’est utilisée que comme intermédiaire pour calculer

isotrope
les courbes de dispersion. La deuxieme méthode (méthode 2) consiste a extraire la tem-
pérature a partir de modeles sismiques, qui correspondent déja a une interprétation des
données. Dans cette section, nous allons décrire les 2 étapes d’inversion nécessaires pour
obtenir la distribution de température avec la méthode 2, a savoir le passage des vitesses
de phase aux vitesses sismiques, puis la conversion de ces vitesses sismiques en tempé-
rature grace a I’équation d’état de Birch-Murnaghan et aux diagrammes de phases. Enfin,

nous comparerons les résultats sur les distributions en température issues des 2 méthodes.

Méthode 1

VSisotrope ) 5

> VSisotrope ) 5 J

Méthode 2

FIG. 6.17 : Illustration schématique du probleme direct des deux méthodes généralement
employées pour déterminer I’état thermique dans le manteau. Pour la méthode 1, une seule
inversion est réalisée, tandis que la méthode 2 fait appel a deux inversions distinctes pour
remonter a la distribution de température.




182 CHAPITRE 6 : Inversion de données réelles

6.5.1 Des vitesses de phase vers la distribution en Vg

Dans un premier temps, seules Vs et £ sont inversés. Au lieu de définir Vg unique-
ment entre la surface et 350 km de profondeur comme nous le faisions jusqu’alors, Vs
est ici définie jusqu’a 1500 km de profondeur, comme pour £. Les bornes de 1’espace de
recherche des points de Bézier restent £10 % autour des valeurs du PREM. Vp et p sont
calculés d’apres les lois d’échelle (voir section 4.4.1.3). La procédure d’inversion en 3
étapes reste celle employée (voir section 4.3.6). Les contraintes utilisées pour la construc-

tion des courbes de Bézier sont détaillées dans le tableau 6.4.

Vs §
nombre de points de Bézier 11a15 7
gamme de profondeurs (km) 0- 1000 0- 1000
gamme de variation des parametres +10% du PREM 0.9- 1.3
distance minimale d, entre 2 points consécutifs (km) | 50 a 10 40
taille du vecteur tangent local A (km) 25a5 20

TAB. 6.4 : Synthese des contraintes employées pour le positionnement des points de
Bézier et des points de définition.

La pdf des profils d’anisotropie est présentée sur la figure 6.18b. Elle est quasiment
similaire a celle obtenue précédemment (figure 6.18a), ce qui montre encore une fois
I’absence de corrélation a posteriori entre les parametres de I’inversion. La distribution

d’anisotropie radiale demeure tres stable, quelle que soit la méthode employée.

Les résultats en Vg sont montrés sur la figure 6.19. Si on compare la pdf sur les
courbes de Bézier en Vs (figure 6.19d) a celle obtenue dans la section précédente lors de
I’inversion de la température (figure 6.11b), on constate que les discontinuités vers 410
et 660 km de profondeur sont lissées et sont plutdt caractérisées par des changements de
gradient plutdt que par des modifications abruptes des propriétés sismiques. Cependant,
ces deux distributions présentent plusieurs similitudes :

— une zone a faible vitesse entre 50 et 150 km de profondeur,

— les vitesses sismiques sont inférieures a celles du PREM au-dessous de la discontinuité
de Lehmann,

— les vitesses sont supérieures au PREM entre 400 et 550 km de profondeur,

— les vitesses sont inférieures au PREM au-dessous de 550 km et juste avant la disconti-
nuité a 660 km.

La répartition des points de Bézier (figures 6.19a et 6.19b) a I’intérieur du prior
indique que Vs est moins bien résolue au-dessous de 500 km de profondeur. En effet,
passée cette profondeur, les points remplissent quasiment I’ensemble du prior et des points

présentant de faibles valeurs de misfit (<10 %) sont placés vers les extrémités du prior. Ces
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points correspondent a des oscillations des profils de vitesse au-dessous de 550 km (figure
6.19¢). Plus la profondeur est importante, plus les profils se mettent a osciller. Méme pour
les modeles correspondant aux meilleurs misfits, les oscillations deviennent significatives
a partir de 750 km de profondeur, ce qui est révélateur de la diminution de la sensibilité
des ondes de surface avec la profondeur. Le nombre de points de Bézier employé pendant
la période stationnaire est détaillé dans le tableau 6.5. Les profils constitués de 11 et 12
points ont été peu sélectionnés. Ce sont les modeles construits avec le nombre maximal de
points autorisé, c’est-a-dire 15 points, qui ont été le plus souvent retenus. Cette tendance a
sélectionner le maximum de points peut s’expliquer par la diminution de la sensibilité des
données avec la profondeur, qui induit que le misfit est moins sensible au placement des
points de Bézier en profondeur et crée des oscillations des profils. Ce phénomene pourrait
étre atténué en introduisant un parametre de lissage des profils, comme le systeme de
gradient maximal employé pour la température (voir section 5.5.4), mais laisser libre la
position des points présente 1’intérét de détecter les régions de 1’espace des modeles qui
sont moins bien contraintes par les données.

a Méthode 1 b Méthode 2
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F1G. 6.18 : Résultats en anisotropie pour (a) I’inversion en Vg, T" et &, et pour (b) I’inver-
sion en seulement Vg et £. Les lignes en pointillés correspondent aux valeurs du PREM.
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F1G. 6.19 : Résultats en Vs. Les étiquettes correspondent a des points ou des observations
particulieres décrites dans le texte. (a) Répartition des points de Bézier et sa pdf. (b)
Répartition des points de Bézier et valeurs du misfit. (c) 20 modeles choisis aléatoirement
(en gris) et les 4 meilleurs modeles (en rouge). Le modele représenté en bleu est le profil
médian. (d) Pdf des courbes de Bézier. Les lignes en pointillés sur les figures (c) et (d)
correspondent aux valeurs du PREM. Les lignes noires sont les limites du prior.
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nombre de points de Bézier | 11 12 13 14 15
trajet Vanuatu-Californie 5.00 8.75 25.00 23.75 37.50

TAB. 6.5 : Nombre de points de Bézier (en %) sélectionnés pour les processeurs engagés
dans la période stationnaire pour construire le profil V.

Bien que les ondes de surface soient peu sensibles aux contrastes d’impédance,
la pdf sur les points de Bézier (figure 6.19a) montre deux changements de pente dans la
zone de transition : I’un a 400 km (étiquette ) et ’autre plus étalé en profondeur, vers
550 km (étiquette ). Ce net changement de pente a 400 km est en bonne adéquation avec
le changement de phase olivine — wadsleyite remarqué a cette méme profondeur lors de
I’inversion avec la méthode 1. Bien que plus diffuse, la modification du gradient de vi-
tesse vers 550 km est a mettre en relation avec la verticalisation du profil de vitesse entre
500 et 600 km sur la figure 6.11b, et également visible sur la figure 6.19d, avant une aug-
mentation de la valeur du gradient liée a la transformation minéralogique de ringwoodite
en pérovskite et magnésiowiistite. Les probabilités marginales a 400 km de profondeur en
points et en courbes de Bézier sont représentées sur la figure 6.20. L histogramme des
points montre qu’il existe 2 maxima (fleches rouges). Au contraire, I’histogramme des
courbes exhibe une distribution unimodale, dont le maximum (fleche verte) se situe entre
les 2 maxima de la distribution des points de Bézier. Ce résultat signifie que les parametres
de I'inversion sont bien sensibles au saut de vitesse brutal qui a lieu a cette profondeur,

mais la pdf des profils 1D lisse cette information.

La pdf sur les vitesses de phase pour les différents modes est représentée sur la
figure 6.21. L’ensemble des vitesses de phase correspondant aux modeles échantillonnés
se situent a I'intérieur des barres d’erreur, ce qui montre que I’inversion en Vg et £ est
tout aussi capable de rendre compte des données de Visser et al. (2008a) que I’inversion
combinée de Vg, T" et £&. Si I’on compare les distributions de vitesses de phase pour les
2 méthodes (figures 6.9 et 6.21), on remarque certaines différences. Les distributions des
vitesses de phases des modes fondamentaux des ondes de Rayleigh et de Love sont re-
lativement similaires pour les résultats des 2 méthodes. En revanche, bien que la forme
globale des pdfs des modes harmoniques présentent des similitudes et oscillent autour de
z€ro, dans le détail la position du maximum de la pdf pour une méme période est différente

entre les 2 méthodes.

Une observation intéressante est que les vitesses de phase issues des modeles mé-
dians en Vg et £ (méthode 2, figure 6.21 ) suivent quasiment les maxima des pdfs des
vitesses de phase. Ce n’est pas toujours le cas pour les vitesses de phase des modeles
médians en Vg, T et £ (méthode 1, figure 6.9), notamment pour le mode fondamental des
ondes de Rayleigh ainsi que pour les modes 0 a 2 des ondes de Love. Le modele médian

(qu’il soit en Vg, T" ou &) ne constitue pas un modele particulier pris dans I’ensemble des
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FI1G. 6.20 : Probabilités marginales a priori (en noir) et a posteriori (en gris) sur Vg a

400 km de profondeur, pour les points et les courbes de Bézier. La taille des intervalles est
de 0.04 km/s.

modeles. Pour la méthode 2, le profil médian en Vy est directement utilisé pour calculer
les vitesses de phase (points blancs sur la figure 6.21). En revanche, pour la méthode 1,
les courbes de dispersion du modele médian sont estimées a partir du profil médian en Vg
entre la surface et 350 km de profondeur, et a partir des valeurs de Vg entre 350 et 1000 km
issues du modele médian en 7'. Ainsi, la continuité du profil en Vs a 350 km de profon-
deur n’est pas forcément respectée. De plus, puisqu’il s’agit d’un probleme non-linéaire,
une structure sismique moyenne ne se traduit pas forcément en une structure thermique
moyenne. Ces deux arguments peuvent expliquer le fait que les vitesses de phase du mo-
dele médian de la méthode 1 ne soient pas aussi centrées sur les maxima des pdfs que
pour la méthode 2.

6.5.2 De Vy vers la distribution en température

La seconde étape de la procédure consiste a déterminer quelle distribution de tem-
pérature est susceptible de rendre compte de la distribution en Vg obtenue précédemment,
et de savoir si elle est semblable a celle retrouvée par I’inversion jointe de Vg, 1" et £. Pour
ce faire, nous considérons que les données sont cette fois-ci non plus les vitesses de phase,
mais le modele médian de la distribution en Vg (figure 6.22). Les incertitudes sur le profil

médian correspondent a I’écart-type a 1o, représenté en gris foncé sur la figure 6.22.

Les figures 6.23a et b montrent les pdfs des profils de température obtenus par les

méthodes 1 et 2, respectivement. Les distributions sont semblables uniquement entre 400
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et 500 km de profondeur. La deuxieme méthode entraine une diminution significative de
la température (~170 K) vers 680 km de profondeur. Le fait de réaliser une inversion en
deux étapes produit un effet équivalent a celui obtenu lorsque la pente de Clapeyron de la
transformation minéralogique de ringwoodite en pérovskite et magnésiowiistite est fixée a
0 MPa/K (voir section 6.4). A 350 km, la température est d’environ 30 K inférieure a celle

obtenue avec la premiere méthode.
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FIG. 6.21 : Distributions a posteriori des vitesses de phase du mode fondamental et
des modes harmoniques des ondes de Rayleigh et de Love. Les résultats sont montrés en
pourcentage de la vitesse de phase testée (C) comparée a la vitesse de phase réelle (C,).
Les courbes noires correspondent aux incertitudes sur les vitesses de phase de Visser et al.
(2008a). Les points blancs indiquent les vitesses de phase obtenues pour le modele médian
issu des distributions en Vg et &.
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FIG. 6.22 : Profil médian de la distribution en V. Les surfaces grises (de la plus claire a
la plus foncée) délimitent les intervalles de probabilité a 0.997, 0.95 et 0.68.

Ces différences s’expliquent en observant les figures 6.23c et d, qui représentent
les pdfs des vitesses de cisaillement en fonction de la profondeur pour les deux méthodes.
Les pdfs correspondent a 1’écart en pourcents par rapport au profil médian présenté sur la
figure 6.22. Les courbes noires indiquent les incertitudes a £1¢ d’intervalle de confiance
par rapport au modele médian. Pour la distribution obtenue avec la méthode 1 (figure
6.23c¢), la pdf sort particulierement des barres d’erreur au niveau des 2 principales discon-
tinuités a 410 et 660 km de profondeur. Pour la méthode 2, I’intégralité de la distribution
est confinée a I’intérieur des barres d’erreur, excepté au niveau de la transition de phase
de I’olivine en wadsleyite a 410km. Les propriétés €lastiques de I’olivine et de la wad-
sleyite impliquent un saut de vitesse important (voir section 6.3.5) et il faudrait le diviser
quasiment par 3 pour pouvoir le rendre compatible avec les barres d’erreur du modele
médian lissé. Cependant, la discontinuité liée a la formation de pérovskite peut parfaite-
ment expliquer des données, compte-tenu des incertitudes. Si 1I’on regarde le résultat de la
méthode 1 (figure 6.23¢), seule une discontinuité située vers 680 km de profondeur peut
étre intégralement contenue dans I’intervalle a 1o. Des discontinuités plus superficielles,
correspondant a des températures plus élevées, sortent des barres d’erreur jusqu’a 1.5 %.

C’est pourquoi la méthode 2 a retenu uniquement la discontinuité localisée a 680 km,
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F1G. 6.23 : Pdfs en T et Vg issues des méthodes 1 et 2. Les résultats en Vs sont montrés
en pourcentage de la vitesse testée (Vg) comparée a la vitesse du modele médian (Vgyer)
représenté sur la figure 6.22. Les lignes en pointillés sur les figures (a) et (b) correspondent
a I’adiabat a 1600 K avec un gradient de 0.4 K/km. Les courbes noires sur les figures (c)
et (d) représentent 1’écart-type a 10 du modele médian.
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qui est liée a des températures plus faibles que celles sélectionnées par la méthode 1. La
conséquence de I'utilisation de cette méthode est que la transformation ringwoodite —
pérovskite + magnésiowiistite a lieu de facon instantanée a 680 km, ce qui équivaut a fixer
une pente de Clapeyron de valeur nulle. A 350km de profondeur, la pdf sur Vg pour la
méthode 2 coincide parfaitement avec la vitesse du profil médian (dVgs/dVg,er = 0). En
revanche, la vitesse a cette méme profondeur pour la méthode 1 est Iégerement plus faible

que celle du modele de référence, a cause d’une température plus élevée.

Avec cet exemple, nous montrons que les deux méthodes employées généralement
pour obtenir des distributions de température dans le manteau produisent des résultats dif-
férents en terme de température, en se basant pourtant sur les mémes données de départ,
c’est-a-dire les courbes de dispersion des ondes de surface. Dans les deux cas, une signi-
fication physique au modele sismologique a été imposée, puisque des informations issues
de la physique des minéraux ont été employées. Cette disparité entre les distributions de
température peut avoir d’importantes conséquences sur I’interprétation géodynamique de

ces résultats.

Passer par le moins d’intermédiaires possible apparait étre une condition impor-
tante lors de I’inversion. En effet, la méthode 2 suppose une étape supplémentaire durant
laquelle la température est déterminée a partir des vitesses sismiques. Pour ce faire, il faut
choisir un modele sismique 1D représentatif de la distribution en V. Ici le modele médian
a été choisi, et c’est a partir de ce modele et de I’incertitude a 1o sur la distribution en Vg
que la distribution de température a été établie. Avec cette méthode, nous avons I’illusion
que la profondeur de la transformation minéralogique de la ringwoodite en pérovskite et
magnésiowiistite est extrémement bien contrainte (~680 km). Ce résultat est en contradic-
tion avec le fait que les ondes de surface ne peuvent pas détecter les discontinuités avec
une telle précision. En effet, nous avons vu sur la figure 6.19 qu’une inversion en Vg des
vitesses de phase engendrait un lissage des discontinuités. Cette profondeur est complete-
ment dépendante du profil Vs qui fait office de données, et qui conditionne la profondeur a
laquelle a lieu la transformation de la pérovskite. De plus, le choix d’employer le modele
médian est arbitraire car le mode ou bien la moyenne de la distribution en Vg auraient pu
également étre utilisés, et la profondeur de la transformation aurait alors été différente. Le
fait de réaliser un schéma complet d’inversion, comme celui développé dans cette these
(méthode 1), permet de reporter directement les incertitudes sur les vitesses de phase sur
la distribution en température et de visualiser I’ensemble des solutions possibles. Cette
inversion fournit des résultats plus stables et plus complets.
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6.6 Ce qu’il faut retenir

En considérant une composition pyrolitique, les résultats majeurs de notre méthode
d’inversion appliquée aux données de Visser et al. (2008a) sous 1I’Océan Pacifique sont :
— une zone a faible vitesse au-dessus de la discontinuité de Lehmann,

— une importante anisotropie radiale positive (Vs > Vsy ) jusqu’a 350 km de profondeur,
— une zone de transition isotrope,
— une distribution de température quasi-linéaire dans la zone de transition, caractérisée
par un gradient adiabatique de 0.22 K/km avec une température potentielle de 1600 K,
— un élargissement de la distribution de température entre 600 et 700 km de profondeur,
induite par le prior sur la transformation minéralogique de la ringwoodite en pérovskite
et magnésiowlistite.
Une pente de Clapeyron nulle au niveau de la "660" favorise une diminution de la tem-
pérature a partir de 550 km de profondeur, ce qui illustre que les choix minéralogiques
constituent des contraintes sur les résultats de 1’inversion. Une procédure d’inversion en
deux étapes, en déterminant d’abord une distribution en Vg et en £ a partir des vitesses de
phase, puis en estimant 7" a partir de Vs, montre également une diminution de la tempé-
rature. Ce résultat est dépendant du modele choisi comme représentatif de la distribution
en Vs (ici le modele médian). En revanche, la méthode d’inversion développée au cours
de cette these permet de caractériser directement les vitesses de phase en terme de tem-
pérature, a travers des lois thermodynamiques et des diagrammes de phases, pour chaque
modele échantillonné. Les résultats issus cette méthode d’inversion ne présentent aucun
signe de corrélation. En particulier, 1’anisotropie radiale peut étre retrouvée indépendam-
ment de la température, et n’est pas affectée par les contraintes a priori sur la minéralogie,

quelle que soit la méthode employée dans ce chapitre.






Chapitre 7
Conclusions et perspectives

Dans cette these, j’ai présenté une méthode d’inversion des courbes de dispersion
des ondes de surface en termes de température et d’anisotropie radiale dans la zone de
transition. L’objectif de ce chapitre est d’aborder la méthode développée d’une maniere
plus globale. Apres avoir rappelé les principaux résultats de la these, des applications
potentielles du travail réalisé sont proposées, ainsi que les améliorations éventuelles qui

pourraient étre apportées a I’algorithme.

7.1 Synthese

L’objectif de ce travail était double. D’une part, le but était de proposer une inter-
prétation des données sismologiques en termes de température et d’anisotropie radiale, en
introduisant les résultats théoriques et expérimentaux concernant la physique des miné-
raux. D’autre part, le probleme inverse étant fortement non-linéaire, il fallait se donner les
moyens d’obtenir une vision d’ensemble de la solution dans I’espace des parametres, sans

étre dépendant d’un modele de départ.

Le probleme direct, présenté dans le chapitre 2, comprend 3 étapes. La premicre
étape consiste a calculer les fractions volumiques des différents minéraux du manteau,
étant données les conditions de pression et de température, pour un modele minéralo-
gique particulier. Dans la deuxieme étape, par I’intermédiaire des diagrammes de phases
et de I’équation d’état de Birch-Murnaghan au troisieme ordre, les propriétés élastiques
de chaque minéral sont déterminées, puis les vitesses sismiques et la masse volumique
de I’assemblage minéralogique. La troisieme €tape, dans laquelle 1’ anisotropie radiale est
introduite, permet le calcul des courbes de dispersion a 1’aide du programme MINEOS.

Cette procédure a été utilisée pour inverser les courbes de dispersion du mode fon-

damental et des modes harmoniques (jusqu’a I’ordre 3) des ondes de Love et de Rayleigh.
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La méthode d’inversion repose sur un algorithme de Monte Carlo par chaines de Markov,
détaillé dans le chapitre 3, qui réalise une marche aléatoire dans I’espace des modeles.
L’information a priori est a la fois combinée avec les informations apportées par les don-
nées et avec les relations théoriques qui relient les données aux parametres du modele.

Les modeles sont générés selon les informations a priori et la fonction de vraisemblance.

La philosophie générale de cette these est d’imposer le moins de contraintes pos-
sibles lors de 1’échantillonnage des modeles afin de déterminer quels modeles sont les
plus probables, connaissant les informations a priori et les données. Afin de respecter ce
principe et de réaliser peu de choix arbitraires, I’algorithme a été optimisé et parallélisé
(chapitre 4). Les modeles 1D en Vg, T' et £ sont paramétrés avec des courbes de Bézier,
dont les points de contrdle sont les parametres de I'inversion. L’ originalité de cette ap-

proche est que les profondeurs des points sont considérées comme étant des inconnues.

L’algorithme a été testé avec des vitesses de phase synthétiques (chapitre 5) et
appliqué a des données réelles (chapitre 6). Des exemples de la fagcon de représenter et
d’analyser I’ensemble des modeles échantillonnés ont été présentés et discutés. Plusieurs
représentations sont nécessaires, en plus des cartes de densité de probabilité a posteriori,
afin d’interpréter les résultats de facon complete. Les résultats montrent que les vitesses
de phase sont sensibles a la température et a 1I’anisotropie radiale dans la zone de transi-
tion. Les résultats sur les données réelles révelent que la distribution de température sous
I’Océan Pacifique est quasi-linéaire. Cependant, sont interprétation est relativement com-
plexe entre 550 et 700 km de profondeur, a cause de la transformation minéralogique de la
ringwoodite en pérovskite et magnésiowiistite, ce qui signifie que la structure thermique
dans cette région ne peut pas étre réduite a un profil 1D unique. Une importante structure
anisotrope est trouvée dans le manteau supérieur sous le Pacifique, en bon accord avec
les études précédentes. A plus grande profondeur, cette étude a montré qu’en considérant
peu de contraintes sur 1’anisotropie, et étant données les incertitudes sur les vitesses de
phase considérées, la zone de transition semble &tre isotrope. Des incertitudes plus fines
sur les vitesses de phase pourraient permettre de déterminer si un changement de signe
dans I’anisotropie a réellement lieu au-dessous de 400 km de profondeur. D’ autres travaux
sont nécessaires pour déterminer si ces caractéristiques sont robustes. En particulier, une
comparaison avec un autre jeu de données ainsi que 1’étude d’un trajet perpendiculaire au

trajet Vanuatu-Californie pourraient fournir des éléments de réponse.

Nous avons montré que la distribution de température dans la zone de transition
est particulicrement sensible au modele minéralogique employé. Réaliser deux inversions
distinctes, c’est-a-dire d’abord obtenir la distribution en Vg a partir des vitesses de phase,
puis déterminer la distribution en température a partir d’un modele choisi arbitrairement
comme étant représentatif de la distribution en Vg, donne des résultats en température si-

gnificativement différents par rapport a ceux obtenus avec notre méthode. Ces différents
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résultats peuvent induire d’importantes conséquences au niveau de ’interprétation géo-
dynamique. De mon point de vue, passer par le moins d’intermédiaires possibles est pré-
férable, car les incertitudes sur les données sont directement reportées sur les parametres
recherchés.

7.2 Avantages et critiques de la méthode

Dans cette these, j’ai présenté une méthode combinant une loi thermodynamique
avec un schéma d’inversion non-linéaire. Celle-ci permet de déterminer les distributions
de température et d’anisotropie radiale dans la zone de transition, ainsi que la vitesse de
cisaillement entre la surface et 350 km de profondeur. Cette méthode est différente des
méthodes tomographiques standards, car les variations des vitesses sismiques et de masse
volumique dans la zone de transition sont liées aux propriétés physiques des minéraux
(Ies modules élastiques et leurs dérivées par rapport a la pression et a la température).
Dans cette approche, la taille et la localisation des discontinuités des propriétés physiques
sont modélisées d’une maniere physiquement réaliste, puisque leurs variations dépendent
de la composition et des conditions de pression et de température du modele particulier
considéré. L utilisation de points de Bézier comme parametres des modeles, dont la pro-
fondeur n’est pas fixée a priori, constitue une paramétrisation adaptative qui permet une
grande souplesse dans la recherche de la solution. Les propriétés sismiques des couches
superficielles sont prises en compte a travers une large gamme de valeurs, et ne dépendent
pas d’un modele de crofite particulier. Le fait de réaliser une inversion des courbes de
dispersion en termes de température, en considérant Vp, Vg et p uniquement comme des
parametres intermédiaires (secondaires) est important, car cette technique permet de re-
porter directement les incertitudes des données sur les parametres du modele.

Le but final des inversions en géophysique est de produire un modele interprétable,
c’est pourquoi des méthodes d’optimisation sont souvent préférées par les géophysiciens,
puisque la vraie Terre est évidemment « unique ». Cependant, dans le contexte bayésien,
I’ensemble de la solution ne peut pas étre interprétée directement. Il existe un grand
nombre de manieres de produire des modeles interprétables, et ce choix est arbitraire.
Différents choix peuvent conduire a différents modeles de Terre, et ainsi a différentes in-
terprétations. Dans cette theése, nous avons étudié la zone de transition sous la forme de
modeles 1D. Si des vitesses de phase régionalisées sont inversées, une juxtaposition de
distributions de profils 1D est obtenue, qui peut éventuellement par la suite €tre utilisée
pour faire de la tomographie 2D ou 3D. Représenter les résultats devient alors encore plus
complexe : doit-on prendre la médiane de chaque distribution ? le mode ? la moyenne ?
En vérité, dans la formulation bayésienne, la seule véritable solution du probléme inverse
est la distribution a posteriori, et tout modele unique dérivé de cette solution doit €tre

considéré comme étant seulement un type de projection de la solution a posteriori.
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Au-dela de cette question conceptuelle, la principale critique qui peut étre adressée
a notre méthode, et de facon plus générale aux méthodes de la famille de Monte Carlo,
est le temps de calcul. Il s’agit du prix a payer si on souhaite mettre peu de contraintes
sur le résultat de I'inversion. Si le modele est défini par trop de parametres, le nombre
d’itérations nécessaire pour échantillonner la distribution a posteriori peut rapidement
devenir gigantesque. Et puisque les données prédites doivent étre calculées a chaque fois
qu’un nouveau modele est sélectionné, le temps de calcul de 1’algorithme peut devenir
prohibitif.

7.3 Applications potentielles de ce travail

Cette section est divisée en deux parties. Premierement, nous allons exposer des
exemples d’applications qui peuvent étre réalisées en utilisant directement 1’algorithme
en I’état. La méthode présentée dans cette these n’est pas strictement restreinte a 1’étude
des courbes de dispersion. Puisque la procédure est basée sur une recherche directe dans
I’espace des parametres, le probleme direct correspond a plusieurs sous-programmes in-
dépendants du programme principal. Dans la deuxieéme partie, nous allons voir que le
probléme direct peut étre adapté a d’autres données sismologiques, et plus généralement

géophysiques.

7.3.1 En utilisant I’algorithme en 1’état

Apports sur la minéralogie

Bien que la structure physique de la zone de transition soit principalement contrd-
lée par la température, les contributions relatives de la température et de la minéralogie
ne sont pas encore treés bien comprises. Notamment, nous avons vu que la valeur de la
pente de Clapeyron de la transformation minéralogique de la ringwoodite en pérovskite et
magnésiowiistite a un impact important sur la distribution en température. Une premiere
approche pourrait étre d’inverser de facon probabiliste ce parametre, entre deux valeurs
extrémes rencontrées dans la littérature, c’est-a-dire —0.4 MPa/K (Katsura et al., 2003) et
—3.0 MPa/K (Akaogi & Ito, 1993). Ce test permettrait de déterminer si les ondes de sur-
face privilégient certaines valeurs de la pente de Clapeyron, ou bien si toutes les valeurs

sont capables d’expliquer les données, compte-tenu des incertitudes associées.

Nous avons testé avec des données synthétiques une inversion jointe de la tempéra-
ture et de la minéralogie, mais les distributions a posteriori des fractions volumiques des
minéraux du manteau sont toujours tres similaires aux distributions a priori, ce qui signifie
qu’aucune information sur la minéralogie n’a pu €tre extraite des données. 1l est difficile

de décorréler les contributions relatives des différents minéraux. La figure 7.1 montre les
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profils en Vp, Vs et p, des principaux minéraux constitutifs de la zone de transition. On
observe que les propriétés sismiques de 1’olivine, du clinopyroxene et de 1’orthopyroxene
sont tres proches, notamment pour Vg, ce qui explique pourquoi il n’est pas possible de
discriminer les proportions des différents minéraux en utilisant les informations véhicu-

1ées par les ondes de surface uniquement.
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FI1G. 7.1 : Vitesses sismiques et masse volumique des principaux minéraux du manteau,
calculées le long d’un adiabat a 0.4 K/km avec une température potentielle de 1600 K. Les
propriétés de la roche totale sont représentées en pointillés.
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Pour le moment, 1’algorithme ne peut étre employé qu’avec une composition miné-
ralogique fixée. Cependant, une sélection de modeles minéralogiques pourrait étre testée
sur les données du trajet Vanuatu-Californie, afin de quantifier I'impact de la minéralogie

sur la distribution en température.

Qu’est-ce qu’un modele moyen ?

L’algorithme développé peut également étre utilisé dans le cas de vitesses de phase
régionalisées. Les résultats obtenus pour des vitesses de phase intégrées pourraient étre
comparées aux distributions produites lors de I’inversion de vitesses de phase régionali-
sées, pour des points localisés le long du trajet Vanuatu-Californie. Cette étude permettrait
d’identifier si les distributions pour les vitesses de phase intégrées correspondent a une
«moyenne » de I’ensemble des distributions obtenues par les vitesses de phase régionali-
sées, ou au contraire, si elles correspondent a I’ensemble des différentes contributions des

distributions estimées a partir des vitesses de phase intégrées.

Une autre application pour approfondir cette question serait de comparer un modele
moyen (moyenne le long d’un trajet), déterminé en prenant en compte les effets de pro-
pagation d’ondes 3D, avec par exemple la méthode des éléments spectraux (Capdeville
et al., 2003), au résultat de I’inversion probabiliste.

Etudes locales

Une étude régionale plus complete pourrait €tre réalisée au niveau de 1I’Océan Paci-
fique, en particulier pres de la ride océanique Est-Pacifique, ou Gu et al. (2005), Panning
& Romanowicz (2006) et Kustowski et al. (2008) ont détecté une anisotropie négative
(Vs < Vsy) juste au-dessus de la zone de transition.

Des sites particuliers, ol une importante anisotropie radiale est suspectée, pour-
raient étre examinés. Par exemple, Zhou et al. (2006) ont également décelé une anisotropie
négative sous la ride médio-Atlantique et sous la Mer Rouge. Cette anomalie s’étendrait
jusqu’a au moins 400 km de profondeur.

Des régions continentales seraient également intéressantes a étudier, comme I’ Amé-
rique du Nord, ou Marone et al. (2007) et Nettles & Dziewonski (2008) ont trouvé d’im-
portantes variations latérales de 1’anisotropie. De plus, les distributions de température au

niveau des cratons pourraient étre comparées a celles déterminées sous les océans.

7.3.2 En modifiant I’algorithme

Applications aux formes d’ondes

La méthode de mesure des courbes de dispersion développée par Visser et al.

(2007, 2008a) repose sur 1’échantillonnage de profils Vs selon une approche par I’espace
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des modeles, mais elle présente une tres forte dépendance au modele de référence, puis-
qu’a chaque itération (nouveau modele) les mémes dérivées de Fréchet sont employées. 11
existe également une dépendance au modele PREM, qui a été utilisé pour borner 1’espace

des modeles lors de la recherche effectuée par 1’algorithme de voisinage.

L’emploi de sismogrammes synthétiques représente une approche plus complete
pour obtenir de I’information sur la Terre profonde, puisqu’ils peuvent étre directement
comparés a leurs équivalents observés. La continuité directe du travail développé dans
cette these serait d’adapter une partie du probleme direct pour inverser directement la
forme d’onde du sismogramme, ce qui permettrait de ne plus étre tributaire de la ma-
niere dont les vitesses de phase ont été calculées. Une partie de ce travail a d’ores et déja
été effectuée. Les sismogrammes synthétiques sont calculés par le programme GEMINI
(Friederich & Dalkolmo, 1995). Ce dernier est construit dans le domaine fréquentiel, ce
qui présente deux avantages : il n’est pas nécessaire de définir une borne maximale en
ordre radial, et les calculs pour chaque fréquence étant réalisés de fagon indépendante, ils

peuvent donc étre effectués en parallele.

Apport de la conductivité électrique

Un probléme majeur rencontré dans I’inversion des données sismologiques est le
conflit entre les effets liés a la température et ceux liés a la composition. L’interpréta-
tion des discontinuités sismiques en termes de transformations minéralogiques n’est pas
unique, car les propriétés sismiques des principaux constituants du manteau (olivine et
pyroxenes) sont similaires (voire figure 7.1), et parce que ces minéraux subissent des
transformations de phase dans des gammes similaires de pression et de température. La
seule maniere de les discriminer, du moins par des moyens géophysiques, est de réali-
ser une inversion jointe entre les données €lectromagnétiques et sismologiques. En effet,
ces deux types de données sont affectées de maniere différente par la composition et la
température. Il est alors possible de distinguer deux roches qui présentent un comporte-
ment mécanique identique (et qui ne peuvent donc pas étre distinguées par les données

sismologiques uniquement), mais un comportement électrique différent.

Les valeurs de conductivité électrique des minéraux constitutifs du manteau a
hautes pressions et hautes températures sont disponibles (voir Xu et al., 2000 pour une
synthese). Cependant, encore peu d’études ont réalisé une inversion jointe de ces deux
types de données (Verhoeven et al., 2009). De plus, I’interprétation des données électro-
magnétiques dans la zone de transition doit étre effectuée avec prudence car la présence

d’eau peut avoir un effet important sur les données.
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7.4 Améliorations potentielles de I’algorithme

Les algorithmes transdimensionnels bayésiens (Green, 1995; Bodin & Sambridge,
2009; Bodin et al., 2012) constituent une classe d’algorithmes qui traitent le nombre de
parametres du modele, comme étant une inconnue du probleme, par exemple dans le cas
de cette these le nombre de points de Bézier. Par définition, le nombre de parameétres
employés affecte la solution du probleme. Avec de tels algorithmes, le principe de parci-
monie est appliqué : entre un modele simple avec moins d’inconnues et un modele plus
complexe qui produisent des misfts similaires, 1’échantillonnage bayésien favorisera le

modele le plus simple.

En laissant une liberté relative au nombre de parametres constitutifs d’un profil de
température et en introduisant les positions des points de Bézier en profondeur comme
étant des parametres de 1’inversion, nous avons essayé€ de limiter les choix arbitraires. En
effet, nous avons vu avec les tests synthétiques que les points venaient naturellement se
placer le long du profil recherché, et que la solution ne dépendait pas du nombre de points
employés. Cependant, le choix d’utiliser tel ou tel nombre de points dans le processus
d’inversion est purement arbitraire, et nous n’avons pas fait varier le nombre de points
pour I’anisotropie radiale et la vitesse de cisaillement dans le manteau supérieur et dans
la crofite. A 1’avenir, I’adaptation d’un tel algorithme permettrait de ne pas fixer a priori

le nombre de parametres a la fois pour Vs, T et &.
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Annexe A

Notations

symbole signification unité
A lois physiques reliant les parametres aux données
A1, Ao, As, Ay | les différentes théories physiques employées dans
le probleme direct
ao coefficient d’expansion thermique K-!
B; courbe de Bézier cubique de classe C!
bo coefficient d’expansion thermique K2
bi polyndme de Bernstein de degré k
C vitesse de phase m/s
Cr vitesse de phase des ondes de Love m/s
Cr vitesse de phase des ondes de Rayleigh m/s
Cy opérateur de covariance sur les données
Ch fonction d’autocovariance
C, opérateur de covariance sur les parametres
Cp capacité calorifique J/kg/K
Cijrr ou Cpg tenseur élastique
c composition minéralogique
Co coefficient d’expansion thermique K
d vecteur des données
d, distance minimale entre 2 points de Bézier consécutifs | m
do coefficient d’expansion thermique
Fe# teneur en fer (iron number)
G module de cisaillement Pa
Go module de cisaillement aux conditions STP Pa
Go,re dépendance du module de cisaillement par rapport Pa
a la teneur en fer aux conditions STP
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anisotropie azimutale
g densité de probabilité gaussienne
Kg module d’incompressibilité isentropique Pa
Kg, module d’incompressibilité aux conditions STP Pa
Kg, re dépendance du module d’incompressibilité par rapport | Pa
a la teneur en fer aux conditions STP
k nombre d’onde rad/m
Ly norme L
Lo norme Lo
L(d|p) vraisemblance (likelihood)
L chaleur latente d’une réaction J/kg
l ordre angulaire
m ordre azimutal
n ordre radial
nr nombre de points de Bézier du vecteur T
Ny nombre de points de Bézier du vecteur Vg
Ng nombre de points de Bézier du vecteur &
P pression Pa
Py pression aux conditions STP Pa
P(p) probabilité a priori sur les données
P(p|d) probabilité a posteriori
Pii point de contrdle numéro ¢ de la courbe de Bézier j
P vecteur des parametres
Q! modele d’atténuation
Tk fonction d’autocorrélation
S entropie J/K
S fonction colit (misfit)
T température K
T vecteur des points de Bézier en température K
1o température aux conditions STP K
U fonction propre associée au déplacement radial
des modes sphéroidaux
1% volume m?
Vp vitesses des ondes P m/s
Vpu vitesses des ondes P polarisées horizontalement m/s
Vey vitesses des ondes P polarisées verticalement m/s
Vy vitesses des ondes S m/s
Vs vecteur des points de Bézier des vitesses des ondes S | m/s



205

Vsu
Vav

>

Z7

ZVS

Z¢

Vth
Vtho

vitesses des ondes S polarisées horizontalement
vitesses des ondes S polarisées verticalement
température obtenue a F, pour un minéral donné
apres un chauffage isobare

fonction propre associée au déplacement horizontal
des modes toroidaux

fraction volumique d’un minéral

vecteur composé de Vg, T et &

vecteur composé de zv, z et z¢

vecteur des profondeurs correspondant

aux points de Bézier T

vecteur des profondeurs correspondant

aux points de Bézier Vg

vecteur des profondeurs correspondant

aux points de Bézier £

expansivité thermique

taille du vecteur tangent local

parametre d’ Anderson-Griiseisen

tenseur des déformations

parametre anisotrope décrivant la dépendance de la
propagation d’une onde selon 1’angle d’incidence
pente de Clapeyron

parametre de Griineisen

parametre de Griineisen aux conditions STP
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Summary

Mineralogical transformations and material transfers within the Earth’s mantle
make the 350- 1000 km depth range (namely here the transition zone) highly heteroge-
neous and anisotropic. Most of the 3-D global tomographic models are anchored on small
perturbations from 1-D models such as PREM, and are secondly interpreted in terms of
temperature and composition distributions. However, the degree of heterogeneity in the
transition zone can be strong enough that the concept of a 1-D reference seismic model
might be addressed. To avoid the use of any seismic reference model, we present in this ar-
ticle a Markov chain Monte Carlo algorithm to directly interpret surface wave dispersion
curves in terms of temperature and radial anisotropy distributions. These interpretations
are based on laboratory measurements of elastic moduli and Birch-Murnaghan equation
of state. In order to reduce the computing time and to generate a self-adaptating para-
meter space exploration, C1-Bézier curves are used to interpolate randomly chosen va-
lues for depth, temperature and anisotropy. This parameterization is able to explore both
smoothly varying models and first-order discontinuities. Thanks to a Bayesian explora-
tion, the probability distributions on temperature and anisotropy are governed by uncer-
tainties on the data set. The method is applied to both synthetic data and real dispersion
curves. Though surface wave data are not sensitive to sharp seismic discontinuities, the
interpretation of the temperature distribution is highly related to the modeling of minera-
logical phase transformations. Surface wave measurements along the Vanuatu-California
path suggest a strong anisotropy above 400 km depth which disappears below, and a mo-

notonous temperature distribution between 350 and 1000 km depth.

Key words : non-linear inversion, surface waves, probability distributions, transition zone,

phase velocity.
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B.1 Introduction

Seismic tomography is one of the most powerful way to provide information on the
internal structure and dynamics of the Earth’s deep interior. Seismic images reveal features
at both lateral and radial resolutions which are continuously being improved. Various
approaches for solving the inverse problem of describing the Earth’s deep structure using
seismological datasets have been implemented (e. g. Montagner & Tanimoto, 1990; van
der Hilst et al., 1997; Fukao et al., 2001; Romanowicz, 2003). Although high resolution
Earth’s models are more and more numerous, a quantitative comparison is difficult due to

the amount of various techniques providing different kink of uncertainties.

Recent three-dimensional seismic models (Fichtner et al., 2009) are derived from
sophisticated inverse theories and use accurate numerical methods for seismic wave pro-
pagation. While they improve the lateral resolution of the smooth 3-D starting models
(Ritsema et al., 1999; Mégnin & Romanowicz, 2000), they are intrinsically rooted to
first-order perturbations from a laterally homogeneous reference models such as PREM
(Dziewonski & Anderson, 1981) or AK135 (Kennett et al., 1995). However, from a geo-
dynamical point of view, in regions such as the transition zone, the degree of heterogeneity
induced by mineralogical transformations, convective motions, upwelling and downwel-
ling materials, and anisotropy, can be strong enough that the concept of a one-dimensional

reference seismic model might be addressed.

In addition, while several studies (e. g. Boschi & Dziewonski, 2000; Trampert &
Woodhouse, 2003; Panning & Romanowicz, 2006; Beghein et al., 2008; Kustowski et al.,
2008; Visser et al., 2008a,b) indicate radial anisotropic variations throughout the mantle,
they only agree at long wavelengths (Kustowski et al., 2008; Panning et al., 2010), even
when higher mode surface waves are used to investigate the transition zone depth range,
hereafter defined between 350 and 1000 km. These large uncertainties may be explained
by the different inverse and regularization methods, the choice of the parameterization,
and the data set.

When going beyond the tomographic methods and addressing the question of the
interpretation of the seismological information in terms of mantle temperature and com-
position, two approaches may be followed : either from previously derived seismic models
(Vacher et al., 1996, 1998; Goes et al., 2000; Trampert et al., 2004; Cammarano & Roma-
nowicz, 2007) or directly from the observed travel times, surface wave velocities, or ei-
genfrequencies (Cammarano et al., 2009; Khan et al., 2009). One of the main advantages
of the latter approach is to directly connect the posterior uncertainties on the geodyna-
mical parameters to the variances on observations. However, the non-linear nature of the
problem requires to use time consuming Monte Carlo like inverse methods. This difficulty

has previously been handled by testing a limited amount of selected models (Cammarano
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et al., 2009), or by exploring tightly constrained parameter spaces (Khan et al., 2009,
2011; Khan & Shankland, 2012).

In this article, we choose to address these questions by infering the radial temperature field
and anisotropy distribution for a given mineralogy from surface wave data. This allows to
relax the priors and to sample a large range of possible parameter values.

Bayesian approaches allow to go beyond the classical computation of the unique
best fitting model by providing a quantitative probabilistic measure of the model reso-
lution, uncertainties and non-unicity (e. g. Mosegaard & Tarantola, 1995). Though these
methods such as the well-known Markov chain Monte Carlo (McMC) are popular in Geo-
physics, their use in global seismological studies and interpretation of seismological mo-
dels in terms of mantle temperature and composition is recent. This is mainly due to the
large amount of inverted parameters and to the huge required computing time (e. g. Ve-
rhoeven et al., 2009; Khan et al., 2009, 2011; Hauser et al., 2011; Bodin et al., 2012;
Mosca et al., 2012). In a Bayesian framework, the known prior information on the para-
meters is combined with the observed data to generate the a posteriori distribution of the
model parameters. McMC methods perform a non-linear guided search by sampling the
parameter space according to the posterior probabilities. One important advantage of this

method is the complete independence from the choice of the initial model.

In this study, we develop a non-linear inverse approach to directly interpret Love
and Rayleigh surface waves dispersion curves, in terms of temperature and radial aniso-
tropy distributions. Starting from random realizations of the temperature field and aniso-
tropy distribution, the seismic velocity profiles are computed, using a Birch-Murnaghan
equation of state. The synthetic dispersion curves are then obtained by normal-mode sum-

mation mode and compared to the data through a Markov chain Monte Carlo method.

The forward problem is described in section B.2, while the Bayesian inversion is
presented in section B.3. In section B.4, we detail the practical and numerical implemen-
tation of this procedure. Synthetic test results are exhibited in section B.5 and we illustrate
the efficiency and the resolving power of the method by inverting phase velocities along

the Vanuatu-California path, in terms of temperature and anisotropy of the transition zone.

B.2 Forward problem

This section describes the parameterization and modeling hypothesis, used to com-
pute synthetic data for given temperature and anisotropy distributions, and the corres-
ponding radial seismic models. In order to generate a self-adaptating model space, with
respect to the resolution power of the data and to slightly reduce the computing time,
polynomial Bézier curves are chosen for the parameterization. This choice enables us to
remove the effects of a regular depth-discretization, while allowing to generate a huge set

of radial models.
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B.2.1 Physical parameters
B.2.1.1 Isotropic parameters

A standard procedure to compute the density and elastic moduli, at a given depth,
relies in extrapolating their values from Standard Temperature and Pressure (STP) condi-
tions, using thermodynamic laws (e. g. Jackson, 1998; Stixrude & Lithgow-Bertelloni,
2010). Laboratory experiments provide these STP values, their derivatives with respect to
the temperature and pressure, and the thermodynamic parameters from which they can be
derived. The elastic behavior of mantle materials may be computed starting either from
their chemical or mineralogical compositions.

Here, the depth-dependent values of the density and the elastic moduli are first
computed for each mineral using the approach described in Vacher et al. (1998), and
the laboratory experiment values compiled by Cammarano et al. (2003) and Verhoeven
et al. (2005). This method relies on a Birch-Murnaghan EOS, up to third-order in strain,
associated to a Griineisen correction for the temperature. The elastic properties of the
mineralogical assemblages are computed using the Hashin-Shtrikman estimate (Hashin
& Shtrikman, 1963; Watt et al., 1976).

While the temperature and pressure increase, the mantle minerals undergo mine-
ralogical transformations, including phase transitions. The volume fractions of the mine-
ral phases are computed using phase diagrams evaluated from laboratory measurements.
Phase diagrams are taken from Vacher et al. (1998). Here, two independent subsystems
are considered : the phase diagram of olivine and its high pressure phases, and a phase
diagram for all other components. Subsystems are computed using a Gibbs free-energy
minimization method based on experimentally-constrained phase boundaries (Ita & Stix-
rude, 1992).

The corresponding radial density and seismic velocity models are then used to com-
pute surface wave velocity dispersion curves, using the MINEOS package from CIG', ba-
sed on the pionneer work of Gilbert & Dziewonski (1975) updated by Woodhouse (1988)
and rewritten by G. Masters.

One may note that the standard seismic parameters (Vp, Vs and p) are not directly inver-
ted, but are used, as an intermediate stage, to link the temperature and the anisotropy (for

a given mineralogy) to the surface wave data.

B.2.1.2 Anisotropy

The other parameters of our models is the depth-distribution of the radial aniso-

tropy, which is constrained by the Rayleigh-Love discrepancy (Anderson, 1961). In a

!Computational Infrastructure for Geodynamics, http ://www.geodynamics.org/cig/software/
mineos
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transversaly isotropic medium, the number of independent elements of the fourth-order
elastic tensor reduces to the five Love coefficients (Love, 1927), A = pVﬁH, C = pVﬁv,
N = pV& ., L = pV& , and F; where p is the density, Vp,, Vp,, Vs, Vs, , are the ve-
locities of the horizontally and vertically propagating P waves, and the horizontally and
vertically polarized S waves, respectively. Since the behaviour of these anisotropic mo-
duli, as a function of temperature and pressure, is still unknown for most mantle minerals,
we follow the procedure of Babuska & Cara (1991), Panning & Romanowicz (2006) and
Khan et al. (2009), and define an isotropic shear wave velocity Vg by the Voigt average

2V§, +VE, 2L+ N

2 — = B.1
5 3 3 (B.1)
The anisotropy parameters are
Ve N
= =2 =— B.2
5 ngv L Y ( )
and
S (B.3)
Y :

Since the Rayleigh-Love discrepancy is mostly sensitive to the shear wave anisotropy and
mostly insensitive to P wave anisotropy and 1 (Babuska & Cara, 1991), we discard P
wave anisotropy and set 7 = 1. Equations (B.1) and (B.2) are combined to compute Vs,
and Vs, as a function of Vg and ¢,

3§
V. = Vg4 ——, B.4
Sy 5 D+ e (B.4)
3
V. = Veurl ——. B.5
Sy S P (B.5)

B.2.2 Model parameterization

The temperature and anisotropy distributions are described, as a function of depth,
using C'! Bézier polynomials (Bézier, 1966, 1967), based on randomly chosen control (or
anchor) points. This procedure offers several advantages : (1) it does not impose a regu-
larly spaced discretization of the models nor a priori on layer thicknesses and location
of the seismic discontinuities ; (2) it can be used to describe both smooth (e. g. tempera-
ture gradients) and sharp (e. g. thin thermal boundary layers) variations with a minimum
number of parameters ; and (3) it may be optimized during the iterative processes of the
McMC algorithm by adapting the number of curves that are necessary to describe a given

structure to the resolving power of the observations.
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The parameterization of a temperature or anisotropy distribution is sketched in
Fig. B.1. The overall distribution is described by a series of /N elementary cubic polyno-
mials B(t) of the form

3

1=0

where the Pj;, @ = 0, ..., 3 are the control points and where

]

bin(t) = ( k ) 1 -t i=0,..k (B.7)

are the Bernstein basis polynomials of degree k. At the ending points P;y and Pjs3, the
curvature is defined by the norm of the local tangent vectors P;oP;; and P;yP;s3, respec-
tively. The C" class requires that the upward and downward derivatives are identical at

each point joining two consecutive polynomials.

B.3 McMC method

Our inverse problem consists in computing the radial distributions of temperature
and anisotropy from surface wave dispersion curves. This section outlines the fundamen-
tals of the Bayesian inversion, based on the Markov chain Monte Carlo method, detai-
led in Mosegaard & Tarantola (1995) and Mosegaard (1998), and successfully applied
to constrain the Earth’s mantle structure using geophysical data (e. g. Khan et al., 2006;
Verhoeven et al., 2009).

Let us denote by p and d the parameters of our model and the seismological data,
respectively. The data are linked to the parameters through the equation, d = A(p), where
the non-analytic and non-linear operator A represents the forward problem discussed in
section B.2. Explicitly, the parameters are the control points of the cubic Bézier curves,
namely depth (z), temperature (7") and anisotropy (&) at these particular points. In the
Bayesian framework, a set of parameters is randomly chosen at each iteration. The cor-
responding radial distributions of seismic velocities and densities are used to compute

Rayleigh and Love phase velocity dispersion curves.

The solutions of the inverse problem are described by the posterior probabilities
P(p|d) that the parameters are in a configuration p given the data are in a configuration

d. The parameter space is sampled according to P(p|d). Bayes’ theorem links the prior
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distribution P(p) and the posterior distribution P(p|d),

P(d|p)P(p)
> P(dlp)P(p)

PEM

P(p|d) = (B.8)

where M denotes all the configurations in the parameter space. It exists a set of rules
named priors P(p) which defines the prior distribution, i. e. the set of possible models
which reduce the configuration space and represents our state of knowledge. For example
we do not know the temperature profile in the transition zone, but we can set upper and
lower bounds on its expected value. Only models that belong to the prior distribution are
proposed and tested against the data.

The probability distribution P(d|p) is a function of the misfit S(d, A(p)), which
measures the difference between the observed data d and the computed synthetic data

A(p),
P(d|p) o exp(—S(d, A(p)))- (B.9)

The misfit function takes into account the overall variance that we assign to the data. We
assume a Gaussian noise which implies that the observations are mutually independent.

The misfit function is evaluated with a L, norm :

(di — A(p))®

2
207

S(dAP) =S

%

(B.10)

where d; and A(p); represent the i*" component of the observed data vector d and of the
synthetic data, respectively, and where o; is the standard deviation associated to the 7*®
observation. The data variance directly determines the form of the posterior probability
distribution and hence the posterior samples generated from it. In equation (B.10), the

sum runs over all considered surface wave modes and frequencies.

Bayes’ formula provides an estimate of the marginal probability P(p; = x|d),

which is obtained by summing all the probabilities of the p configurations where the *®

parameter takes the value x :

> P(dlp)P(p)

peEM}

Pp; = 2|d) = , (B.11)
=l > P(d[p)P(p)

PEM

where M represents all the configurations whose ‘!

component is x. The evaluation
of the marginal probability is impossible to calculate in practice, because the sum in

the denominator runs over the huge number of configurations. This number is equal to
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[T, [M;], where | M,] is the number of values that the parameter ¢ can take. We there-
fore choose a Markov chain Monte Carlo method (McMC), which samples the parameter
space through a random walk, according to the probability P(p|d). The method is de-
rived from the Metropolis-Hastings Algorithm (e. g. Metropolis et al., 1953; Hastings,
1970), which generates samples according to the unknown posterior distribution. This
step is done using a randomized decision rule which accepts or rejects the proposed mo-
dels according to their fit to the data and the prior. After an initial exploration, the misfit
function guides the research to choose another set of parameters, and the whole procedure

1s iterated.

Because each new model is chosen to be in a specific neighbourhood of the previous
model, each new step depends only on the previous step. Let us consider the Markov chain
associated with the i*" parameter with value z at the iteration ¢. If the prior is considered

to be uniform in a given interval, the marginal probability P(p; = xz|d) is directly equal

> P(dlp)

P(pi = xld) = 22— (B.12)

S Pdp)

PEM

to

In this case, given a current model whose parameters are p! and a proposed model p!*?, a

decision has to be made whether or not the new model is accepted or rejected.

- If S(d, P(pi™)) < S(d, P(pt)) the new model is accepted and added to the set of
samples of the posterior distribution because it improves the fit to the data.

- If S(d, P(pi™)) > S(d, P(p!)) the new model is degrading the misfit function but
is not necessarily rejected. The model is accepted when the ratio P(p'™!|d)/P(p|d),
is larger than a random number taken from a uniform distribution between O and 1.
Otherwise, the model is rejected.

One of the advantages of the Metropolis-Hastings algorithm is to prevent the random walk

to be trapped into a local minimum. This feature can be of first importance when dealing

with a non-linear problem. Another advantage is that only probability ratios are handled.

Explicitly, the denominator of the equation (B.8) does not need to be computed.

If the amount of iterations can be large enough, the samples provide a good approxi-
mation of the posterior distribution for the model parameters, i.e. P(p|d). The posterior
probability of the temperature and anisotropy at a given depth can be visualized by plot-
ting the distribution of the selected values for the whole set of solutions.
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B.4 Practical implementation

This section details the technical aspects of the developed algorithm and its im-
plementation to obtain the invert synthetic and real data results shown in sections B.5
and B.6.

B.4.1 Boundary conditions

When studying the Earth’s mantle, it is well known that Rayleigh and Love surface
wave data are both sensitive to the crustal structure (e. g. Montagner & Jobert, 1988;
Bozdag & Trampert, 2007). Improper corrections may lead to the spurious mapping of
crustal seismic signatures into the underlying mantle (Boschi & Ekstrom, 2002; Ferreira
et al., 2010; Panning et al., 2010). Some studies (Shapiro & Ritzwoller, 2002; Visser et al.,
2008b; Khan et al., 2009) attempt to circumvent this difficulty by allowing slight velocity

and Moho depth variations with respect to an a priori crustal model.

Our region of interest is the transition zone (say between 350- and 1000 km depth),
and an original strategy is followed for the crust and the uppermost mantle. Due to the
heterogeneous mineralogical content of the 0- 350 km depth region and the inadequacy
of EOS applied at lithospheric P-T" conditions, only Vs and & are jointly inverted above
350km, as many tomographic studies do. This means that the stage which consists in
using temperature and Birch-Murnaghan EOS and anisotropy to secondly interpret seis-
mic models, is not implemented in this depth range. Doing so, the reference model of
the crust and the uppermost mantle only constrains the parameter range and its choice
does not constrain the inverse scheme such as in the inversions based on perturbation
theory. In order to assure a scale invariant parameterization (Tarantola, 2005), we adopt a
log(Vs/Vs,) parameterization, between 0 and 350 km depth. The reference velocity, Vs,
can take any arbitrary value. We use scaling relations based on the experimental study of
Isaak (1992) to compute Vp and p profiles.

From 1500 km depth down to the center of the Earth, the seismic values are those
of the PREM, but the deepest point in the inverted region is set to 1000 km. This defines
a 500 km thick region within which the continuity between the seismic profile in the tran-
sition zone and in the PREM below is ensured. This means the temperature at 1500 km
depth has to be set but various numerical experiments show that this value does not in-
fluence the results in the region of interest (350- 1000 km).

B.4.2 Prior information

The Bayesian formulation enables to account for a priori knowledge, provided that

this information can be expressed as a probability distribution P(p). One drawback of the
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Bayesian inversion is the possible tuning of the prior sampling. Here we choose minimal
prior information, which consists of uniform probability distributions in wide realistic
parameter spaces. Following this statement, the priors on the parameters are uniformly
distributed over wide domains (Fig. B.2).

For the temperature, where priors need to be set only between 350- and 1000 km
depth, the low-temperature bound corresponds to the thermal state in a subducting lithos-
phere (Tagawa et al., 2007; Ganguly et al., 2009), while the high-temperature bound is
defined by the dry solidus of a peridotite (Hirshmann, 2000; Hirshmann et al., 2009).

For the anisotropy, inferred between 0- and 1000 km depth, the domain bounds are set
to 0.9 and 1.1. These bounds are chosen to bracket the range of values obtained in recent
surface wave studies (Panning & Romanowicz, 2006; Kustowski et al., 2008; Visser et al.,
2008b; Khan et al., 2009, 2011). Even when radial anisotropy might decrease with increa-
sing depth, we do not shrink the domain range in the deepest part of the model space.

Between the surface and 350 km depth, the seismic structure is randomly sampled within
the bounds of +10% and —10% of the PREM (Dziewonski & Anderson, 1981). The seis-
mic value at 350 km depth is not randomly sampled, but is computed from the temperature
value (since it is also the shallowest point of the transition zone), owing to the thermo-
dynamical law. To prevent from an artificial discontinuity between the uppermost mantle
and the transition zone, the point located just above 350 km depth is sampled in such a

way that the Vs gradient is between £2.5 x 1073571,

Figs. B.3a—c represent the uniform prior distributions on the Bézier control points
(see Table B.8 for details), and Figs. B.3d—f enhance the resulting prior probability dis-
tributions on the temperature, and anisotropy and uppermost Vs models, respectively, fol-
lowing eq.(B.6) and eq. (B.7). Note that the continuity of the Bézier curves modifies the

former uniform sampling of the parameter space using discrete control points.

In order to be consistent with the data resolution power, minimal distances are
set between two consecutively randomly sampled Bézier control points. This leads to
unsampled regions, near the depth bounds (red lines), visible in Figs. B.3a—-c.

B.4.3 The McMC algorithm within a three-step exploration

In the McMC algorithms, new models are proposed by randomly perturbing the
previously accepted model. Here, the sampling of the parameter space is performed using
a continuous proposal function and the stepsizes of the exploration depend on each pa-
rameter (Vs, T, &, zv,, 2r and z). For instance, defining the t* and the ¢ + 1*" value
of a parameter p, as p! and p’*! respectively, then the subsequent step may be defined as

Pt = pt+w!, where w! is the ¢ stepsize, randomly sampled from a normal distribution
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with zero mean. A Gaussian probability density distribution, centered at p?,

t+1,t 1 1 wf ?
q(p; " |p;) = exp =5 57) | (B.13)

B Giv 2

is classically used to randomly sample the p'™!

1
Gaussian distribution. If p/**

(2

, where 6, is the standard deviation of the
is out of the prior bounds, then the random walk reflects on
the edge to respect the equirepartition of the proposal distribution. A proper choice for
the 6; value mostly affects the efficiency of the exploration and therefore the computing
time, but it does not influence significantly the posterior probability distribution (MacKay,
2003). For normal distributions, an optimal jumping rule produces an acceptance rate of
about 23% for multidimensional problems (Gelman et al., 2003).

In order to perform a comprehensive and efficient sampling of the parameter space
within a reasonable computation time, the parallel predisposition of the algorithm (Rosen-
thal, 2000) enables us to propose an unusual split of the inversion scheme into three steps.
The two first steps look for a family of the best-misfit configurations of the parameters,
and the statistics are performed during the third step, named stationary period. During the
first step, the standard deviations (¢;) are chosen to be large enough to explore a large part
of the configuration space. A great number of chains (1600 in the presented inversions)
are placed on a parallel computer system, and hence each chain runs on an independent
processor. The chains start from a different state and follow different paths in the para-
meter space. At each iteration, the synthetic data computed from the given configuration
is tested against the real data by computing the misfit (eq. B.10). First, the previously
described procedure (see section B.3) is used to simultaneously explore all models pro-
viding that, at each iteration, a whole set of randomly sampled trial models is tested, up
to a uniform sampling of the parameter space. Various amount of control points, which
construct temperature Bézier curves (see section B.2.2), are used in order to not a priori
fix the sampling of the parameter spaces. This step is stopped after 6 x 10 iterations and

the best-misfit configuration is then determined for each independent chain.

One of the major issue when using McMC exploration is to know which iteration
rank is to estimate the number of iterations needed to achieve statistical convergence of
the procedure. Practically, it can be however disabling, with respect to the computation
time, to stop the iterations at any time. For this reason, the second step restarts with the
parameter configuration which gives the best misfit during the first step.

Only the 20 % best-misfit configurations of all the chains are selected for the second step
to refine the results. The second step is done, again using the same McMC procedure
during 6 x 10° iterations, using thinner Gaussian distributions for the parameter sampling
but, this time, modifying only one couple of parameters at each iteration. The strategy of

perturbing only one couple at a time ensures to preserve most of the characteristics of the
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current model, which may have resulted in a good data fit. This induces an increase of
the acceptance rate (~ 20-25 %) while keeping a large-scale exploration of the models.
The choice of the perturbed model, (Vs, zvy), (T, 27) or (&, z¢), for the next iteration, is
randomly done. This second step could be assimilated to the so-called burn-in period,
but here it is not necessarily the configuration corresponding to the last iteration that is

conserved.

The stationary period starts after the computation of the best-misfit configurations
during the second step. Only 5 % of these configurations, with respect to the 1600 chains
considered for the first step, are engaged in the third step. Each chain runs for 6 x 10°
iterations in total. The amount of Bézier control points is the same as the one randomly
chosen at the beginning of the second step, and since many Markov chains are started in
parallel with various amount of Bézier points, the amount of parameters for temperature
is also a parameter itself, which gives some common features with the reversible jump
approach (Green, 1995; Green & Mira, 2001; Bodin & Sambridge, 2009; Bodin et al.,
2012). Only the 4.8 millions of models sampled during the stationary period are used to
compute the pdfs. This procedure should guarantee that the samples are less correlated
as well as leading to a better coverage of the probability distribution. Another advantage,
since the chains are preconditioned, thanks to the two first steps, the beginning of the

stationary period is well defined and does not need any statistical assessment.

B.5 Inversion of synthetic data

In this section we show how we test our method, using synthetic data. Tests on
synthetic data are useful to evaluate the robustness of the method and to highlight some
features which could be found on real data, considering real uncertainties on dispersion
curves. We also discuss the question of how to interpret the results by the analysis of the
posterior distributions. The results demonstrate the potential of the inversion method to
detect and decorrelate first-order variations of temperature in the transition zone, shear
wave anisotropy between the surface and 1000 km depth, and shear wave velocity in the

crust and the upper mantle.

B.5.1 Input models

Synthetic data are computed for known temperature and anisotropy models. A py-
rolitic composition is considered because it is the most widely accepted model of mantle
composition, and generally compatible with a large range of petrologic, geochemical and

seismic observations (Ringwood, 1975). The iron number (zg. = Fe/(Fe+Mg), where Fe
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and Mg indicate the bulk molar abundances) is assumed to be constant throughout the

whole transition zone and is set to 0.11.

To illustrate the different features of the algorithm, we choose two synthetic models
represented in Figs. B.4 and B.5. The 1-D profiles are plotted with black lines and the
corresponding Bézier points with black stars. We choose temperature models far from an
adiabatic profile (dashed lines in Figs. B.4h and B.5h), to demonstrate the ability of the
algorithm to detect strong temperature variations. The model 1 is created in such a way
that the perturbation on phase velocities produced by temperature variations compared to
an adiabatic profile is two times larger than the perturbation caused by anisotropy. Second,
we investigate with model 2 the question of whether or not the anisotropy in the transition

zone can be detected by putting a shear wave anisotropy anomaly at 500 km depth.

The number of parameters used and the constraints for the Bézier curves computa-
tion are shown in Table B.8. To fully investigate the robustness of the method, a relative
freedom is given for the placing of temperature parameters, setting the maximal gradient
between two consecutive points to 5 K/km. We sample 4.8 millions of models during the
stationary period. To eliminate dependent samples in the ensemble solution because only
one couple of parameters is modified at each iteration, every 40" visited model is selected
for analysis.

Synthetic data are Love and Rayleigh surface waves dispersion curves of the funda-
mental mode and the first three overtones. They are computed from the input models with
the forward method described in section B.2. We use in average 35 periods per mode, co-
vering the 45 - 273 s period range. Realistic uncertainties taken from Beucler et al. (2003)
are used and they vary between 0.04 and 2.4 % of the synthetic phase velocity values.

B.5.2 Characterization of posterior results

Once the posterior probability density function is thought as the solution to our in-
verse problem, our main concern is now the analysis of the distributions. We have obser-
ved in Fig. B.3 that the pdfs of a priori 1-D profiles are not uniform. Consequently, results
must be taken with care and other representations, in addition to color density plots, are
necessary to fully investigate the results. There is no unique way on visualizing the sys-
tem under study. Thus, the results presented here reflect the particular parameterization

chosen.

Before discussing the results shown in Figs. B.4 and B.5, the four different sorts of
representations used to analyze the distributions are detailed.

- The distribution of the Bézier points and its pdf (Figs. B.4a, e, i, for instance). This

figure reveals the regions of the model space where the parameters are spread or narro-

wed. The depth of the Bézier points is not a priori fixed, so this representation is useful
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to investigate if the points are concentrated around some specific depths. The pdf gives
an additional information about the most sampled regions. The drawback is that we
cannot see which points are linked together to form a 1-D profile.

- The distribution of the Bézier points and the misfit values (Figs. B.4b, f, j). The infor-
mation provided by the misfit is usually disregarded in Bayesian studies, as the theory
relies on probabilities based on the repetition (or not) of certain values of the parame-
ters. But the misfit is the only quantitative expression indicating if the tested model is
closed to the expected one. This figure allows to be sure that the algorithm was not trap-
ped in a local minimum. Theoretically, the regions of low misfit values should match
with regions of high probabilities.

- Some models randomly taken in the ensemble models and the four best-misfit models
(Figs. B.4c, g, k). Mosegaard & Tarantola (1995) encourage this kind of representation.
Here we consider a very small subset of models (20 models) and it cannot be used
to infer statistical properties, but it is useful to visualize the diversity of the sampled
models and to detect the depths which are the best resolved. In general, the 1-D models
show different features, but all give a good fit to the data. For the synthetic tests, the
profiles corresponding to the four best misfits are in general very close to expected
model.

- The pdf of the Bézier curves (Figs. B.4d, h, 1). This representation is the most widely
employed. Using continuous Bézier curves, 1-D marginals of 7', £ and Vg can be com-
puted at each depth. The juxtaposition of the histograms gives a 2-D density probability
map. This figure provides an overview of the most frequently sampled paths, but has a
tendency to smooth the results.

B.5.3 Results

The results of the probabilistic inversion of model 1 and 2 are shown in Figs. B.4
and B.5, respectively. Labels are placed on figures to make easier the visualization of

some particular features discussed in the following.

B.5.3.1 Temperature

Concerning temperature, both Bézier curves distributions contain the input models.
Bézier points are scattered around the profiles, with high density values of points in the
vicinity of the profiles. The misfit values are low for the Bézier points located along the
profiles to retrieved. The highest density values coincide with temperature extrema (labels
). The pdfs are sharper between 350 and 600 km depth than in the rest of the transition
zone. The marginal probabilities of model 2 at 410 and 660 km depth are compared in
Fig. B.6. At 410km depth, the temperature to retrieve is, without ambiguity, the most
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frequently sampled, while it is not so visible at 660 km depth. In Figs. B.4g and B.5g, the
best-misfit profiles are all relatively close to the true models. The profiles randomly taken
in the ensemble solution are oscillating around the input models between 600 and 800 km
depth (labels ) and around 900 km depth (labels ). At these depths, the Bézier points
are the most scattered. The distributions of Bézier points are narrower just above 1000 km
depth due to the a priori PREM connection condition at 1500 km.

We performed an inversion with the same models but considering that the Earth
is only composed of pure olivine, without phase transition, and we found a narrower
distribution in the middle of transition zone. In this case, the pdf takes nearly the same
value down to 800 km depth, suggesting that the relative broader distribution just below
600 km depth for models 1 and 2 are due to mineralogical transformations in both olivine
and pyroxenes-garnet subsystems. In return, the oscillations below 800 km remain like in
the case of a pyrolitic model, and are attributed to the decrease of surface waves sensitivity.

Fig. B.7 emphasizes that models with different attributes are able to describe the
same data, accounting for data uncertainties. This figure represents the pdfs of the phase
velocity distributions of all the sampled models for the inversion of model 2. Fig. B.7
clearly enhances that all the sampled models fit the synthetic data within their uncertainty
bounds. Only the fundamental mode and overtones of Love waves are shown, but Ray-
leigh branches are seen to be fit within uncertainties too. Models on Figs. B.4g and B.5g
individually highlight different temperature structures of the mid-transition zone, but no-
netheless are models that all produce a good fit to the synthetic data. This good agreement
between synthetic and tested data reinforces the method employed here of elucidating the
transition zone interior from a big number of models, rather than just adopting the 1-D
profile belonging to the region of highest probability as the prevalent one (Figs. B.4h and
B.5h), and inferring the transition zone structure straight from this.

The number of Bézier points selected for each chain of the stationary period is
summarized in Table B.8. Model 1 and model 2 are composed of 6 and 7 Bézier points,
respectively. The right number of points is not the most frequently used. There is not
a number of points that is significantly sampled rather another, which means that the
number of points is not decisive because the parameters’ depth is not a priori fixed. When
the number of points is too high than the expected one, Bézier points are placed along the
Bézier curve to retrieve and the form of the 1-D profile expected is preserved.

B.5.3.2 Radial anisotropy

Figs. B.41 and B.51 show that the distributions of Bézier curves are in very good
agreement with the expected profiles. Both anisotropy perturbations at 200 and 500 km
depth, for models 1 and 2, respectively, are retrieved at the right depths (labels ).
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Figs. B.4j and B.5j show two clusters of low misfit values at these depths, which means
that dispersion curves are sensitive to anisotropy variations in the upper mantle as well as

in the transition zone.

The subset of 1-D models is nearly similar to the input models down to 750 km
depth for model 2. Below this depth, some 1-D models are oscillating around the value of
one (labels ) and the Bézier points fill nearly the entire parameter space. Even though
some points are far from the Bézier curves to retrieve, the corresponding misfit values
can be relatively low (label @). The same behaviour is observed for model 1, where the
points are getting wider as a function of depth symmetrically around £ = 1. According to
sensitivity kernel theory, the fundamental mode and the first overtone are very sensitive
to the first 200 km of the Earth. Higher modes enable to enhance the resolution down to
1000 km depth, but to a lesser extent, which explains the broader distribution of Bézier
points below 700 km depth, as for temperature. Our results demonstrate that the probabi-
listic inversion method employed here presents a clear potential to detect radial anisotropy

in the transition zone, if any.

B.5.3.3 Vj in the uppermost mantle

Figs. B.4d and B.5d show that Vg profiles in the uppermost mantle are well retrieved
for both cases, even when the input profile is close to the prior bounds, like for model 2
(label ). Strong changes of Vg gradient are well characterised by clusters of Bézier
points. At 50km (model 1) and 80km depth (model2), where the slope change is the
strongest, we observe a correlation between the depth of the Bézier points and Vs values
(labels ). This trade-off means unsurprisingly, that the data are fit equally well when
the discontinuity is deeper and Vs is higher, and vice-versa. This illustrates the limitation
of the resolving power of the data. The other points are located along the Bézier curves to

retrieve.

The points are more concentrated than for 7" and & results and are less numerous,
which means that Vg parameters were already close to the expected values at the end of
the second step of the three-step exploration (see section B.4.3), and that the algorithm
did not need to change them too much during the stationary period. The well constrained
Vs profiles are in good agreement with the fundamental mode sensitivity to the shallowest
part of the Earth. Fig. B.7 shows that fundamental mode error bounds are very thin (bet-
ween 0.04 and 0.065 %) within the 50 to 100 s period range, which means that the misfit

is significantly improved when the Vg profile is close to the true one.
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B.6 Real data

Our non-linear algorithm is used to determine the average temperature and aniso-
tropy distributions under the Vanuatu-California path, which has been the focus of several
previous studies (e. g. Cara, 1979; van Heijst & Woodhouse, 1997; Beucler et al., 2003).

B.6.1 Data and a priori conditions

The data set we analyze is made of Love and Rayleigh phase velocities up to the
third order of Visser et al. (2008a). Phase velocity measurements were obtained using a
model search approach (Visser et al., 2007), yielding consistent uncertainties between all
the measurements. We use a total of 107 distinct phase velocities as function of period
that we invert jointly for a thermal and radial anisotropy structure along a great circle.
The period range investigated is 35-175 s and uncertainties are between 0.29 and 0.77 %
of phase velocities. The bulk and shear dissipations are specified as in PREM. Pressure
profile remains fixed to the PREM values, and a pyrolite composition is considered. The
expected temperature gradient in the mantle is 0.4 K/km (Katsura et al., 2010), but we let
a large freedom in the location of the Bézier points by fixing the value of +1.5 K/km to
the maximal gradient between two consecutive points.

Prior boundaries are slightly different of the ones used with synthetic tests. Consi-
dering previous studies, a strong positive radial anisotropy is expected under the Pacific
plate (Ekstrom & Dziewonski, 1998; Kustowski et al., 2008; Nettles & Dziewonski, 2008;
Khan et al., 2009). Consequently, we extend the upper bound of ¢ to 1.3 instead of 1.1. Be-
cause the path under study is oceanic, high seismic values are expected in shallow layers
and we allow a wider range of seismic velocities for the first 25 km. Setting relatively
large bounds prevents from compensation effects between the different sets of parameters
because several parameters cannot reach adequate values.

B.6.2 Results
B.6.2.1 Temperature distribution

Figs. B.8e—h show that the temperature distribution is globally close to an adiabat.
As for synthetic tests, the Bézier points are spread at all depths and the profiles do not
depend on the number of points used (see Table B.8). The temperature is particularly well
defined between 350 and 550 km depth, where the pdfs are the highest (Figs. B.8e and
h). The distribution is more scattered in the mid-transition zone, between 550 and 750 km
depth.
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In Fig. B.8g, three kinds of profiles can be distinguished. The first family (referred
as profils 1 in red) is nearly adiabatic and is very close from the median of the distribution
(in blue). The temperature gradient of the median profile is about 0.22 K/km, which is
slightly lower than the supposed one in the mantle. When the temperature values are ex-
trapolated to the surface, a potential temperature of about 1600 K is obtained. The second
(in green) and third (in purple) families of models are characterised by an increase and a

decrease of temperature, respectively, with respect to the median profile.

Although the pdf of Bézier curves appears to be smooth and unimodal between 550
and 750 km depth (Fig. B.8h), the statistic results on Bézier points (Fig. B.8e) enhance
two distinct clusters (labels and ), also visible with misfit values (Fig. B.8f). They
can be assimilated to the families 2 and 3. All the results gathered together, it seems that
both high and low temperatures in the mid-transition zone are able to fit the data within

uncertainties, as shown in Fig. B.9.

B.6.2.2 Radial anisotropic structure

Between the surface and 350 km depth, a strong positive (Vs > Vgy/) anisotropic
signal nearly equal to 1.05 is revealed. It seems to be a robust feature because Bézier points
are all concentrated around this value (Figs. B.81i and j). This result is different from the
PREM but the shear wave anisotropy structure retrieved here concurs with upper mantle
results obtained from recent whole mantle seismic tomographic studies. The origin of this
anomaly is not well understood, though several authors have proposed that this region
of anisotropy corresponds to a flow channel at the boundary between the lithosphere and
asthenosphere (Gaboret et al., 2003; Gung et al., 2003). A stronger anisotropy is depicted
near the surface. Between 350 and 450 km depth, the signal amplitude of anisotropy is
decreasing as a continuous fashion as the transition zone approached. The distribution is
centered around a value of one down to 1000 km depth. As we observed with synthetic
tests, the distribution of Bézier points is broader below 700 km depth, due the decrease of

surface waves sensitivity.

Several models (Fig. B.8k) show slight oscillations around £ = 1 at depths deeper
than 400 km (labels | 3 |in Fig. B.8k and |4 | in Fig. B.8j). The marginal distributions of £ at
this depth is represented for Bézier points and Bézier curves in Fig. B.10. Both histograms
clearly show that £ ~ 1 is the most probable value. The case for a slight (~ 0.97 at
most) negative shear wave anisotropy (Vs < Vsy) below 400 km depth, as observed by
Panning & Romanowicz (2006) and Visser et al. (2008b), is not substantied here and our

results indicate that the transition zone is nearly isotropic.
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B.6.2.3 Seismic velocities and density

We describe as in the synthetic tests, the results of the primary parameters of the
inversion scheme, i. e. Vs between the surface and 350 km depth (Figs. B.8a—d). Mo-
reover, the derived physical properties from the temperature distribution are discussed,
in the form of S and P waves velocities and density distributions of the transition zone

(Fig.B.11), since these parameters are also determined during the whole direct problem.

Vs in the uppermost mantle

At the surface, Vs values are globally large compared to PREM and are consistent
with an oceanic path. Unlike synthetic tests, all depths are sampled with Bézier points
(Figs. B.8a and b). This is due to larger data uncertainties, which allow the algorithm to

accept wider configurations of Bézier points.

Between 50 and 150 km depth, Vg is smoothly decreasing, and can be considered
to be a low-velocity zone extensively described before under oceans (e. g. Gaboret et al.,
2003; Gung et al., 2003; Nettles & Dziewonski, 2008). A change slope that we assimi-
late to the Lehmann discontinuity occurs between 200 and 300 km depth. This feature is
clearly visible on Bézier points, where they split into two branches (label ). Precise
agreement is not warranted here as surface wave data are not as sensitive to the exact

location of discontinuities as are converted or reflected phases, for example.

Vs, Vp and p in the transition zone

The Vs, Vp and p distributions plotted in Fig.B.11 are computed using the forward
problem as detailed in section B.2.1.
In the upper half of the transition zone (between 400 and 520 km depth), P and S wave
velocities distributions are found to be larger than the PREM, while in the lower part P
and S waves velocities are slightly lower, implying an overall steeper velocity gradient
in this region. The density distribution agrees with PREM between the transformations

ol—wad and wad—ring. At the latter, density increases and become more than PREM.

The depth where the phase transition ol—wad occurs is similar to the one of PREM,
roughly at 400 km depth. The temperature the most frequently sampled at this depth is
~1650 K, within the range that is expected for this transition from high pressure expe-
riments, i. e. ~17504+100 K (Ito & Takahashi, 1989). A striking feature is the magnitude
of the seismic jump near 400 km depth of our Vs and Vp distributions, relative to PREM.
This discrepancy between the results based on elastic modulii taken from laboratory ex-
periments and global models was already remarked by Stixrude (1997), Cammarano et al.
(2003) or Katsura et al. (2004) for a pyrolitic composition. The amplitude of the discon-

tinuity could be reduce considering a less olivine-rich mineralogical model (Duffy et al.,
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1995). Instead, the amplitude of the seismic discontinuities may be underestimated in the
global seimic models (Shearer, 2000), which may be due to finite frequency effect of seis-
mic waves (Jackson, 1998). However, as the data considered here are less sensitive to the
location and size of the discontinuities, we leave it for further study to investigate this
discrepancy.

The phase transition wad—ring (the 520-km discontinuity) is not present in PREM
nor in the Vy distribution, but appears in the density distribution, where the jump occurs
between 490 and 520 km depth. The Vp distribution shows a slightly low velocity zone
around 500 km depth. This behaviour is linked to the particular values chosen for the wad-
sleyite and ringwoodite elastic modulii and their derivatives with respect to temperature
and pressure, and was already note by Cammarano et al. (2005a).

Between 600 and 700 km depth, the distributions are more complicated. The in-
verse problem is highly non-linear, and hence the posterior is far from being an unimodal
Gaussian distribution. To illustrate this, we plot in Fig. B.12 the marginal distributions
for Vg at 655, 660 and 665 km depth. The 660 km histogram has two maxima, which
means that the marginal distribution is influenced by velocity values above and below the
discontinuity. Looking at Fig. B.11a, the mineralogical transformation of ringwoodite to
perovskite and magnesiowustite occurs over a wide depth range above the PREM dis-
continuity. In Fig. B.11a are plotted the Vg profiles corresponding to the three families of
temperature profiles shown in Fig. B.8g. Because the ring—pv + mgw transformation is
endothermic (e. g. Ito & Takahashi, 1989), the coldest model (profile 3) has the deepest
discontinuity, and the hottest (profile 2) has the shallowest one.

Just below 700 km depth, an additional transition to higher velocities are observed
on several models in Fig. B.11a, due to other phase transformations in the pyroxenes-
garnet subsystem. Deeper, S and P wave velocities are equal or slightly higher than
PREM, but the density is higher of about 1.7 %.

B.6.3 Effect of the Clapeyron slope at 660 km depth on the tempera-
ture distribution

The distribution of the Bézier points defines three possible profiles of temperature.
They are displayed in Fig. B.13, along with stability range of the olivine polymorphs (in
black) and Mg-perovskite and magnesiowustite (in pink). The limit between the latter
domains clearly coincides with the Clapeyron slope (dP/dT’) used in this study, I'ss0 =
—2.8 MPa/K (Ito & Takahashi, 1989).

In order to illustrate the covariance between temperature and composition, we fur-

ther investigate the effect of the Clapeyron slope on the temperature distribution, by setting
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its value to I'gsgp = 0 MPa/K. Then, the transformation occurs instantaneously when the
temperature profile cross the limit of 24 GPa (Fig. B.13). The results for Vs and ¢ distri-
butions are very similar to the ones obtained with I'g59 = —2.8 MPa/K (not shown here),
and no trade-offs between Vs, T" and £ were obtained. The temperature results are dis-
played in Fig. B.14. Although the distribution is similar to the one of Figs.B.8e—h down
to 500 km depth, a I'g50 = 0 MPa/K implies a temperature decrease in the mid-transition
zone. If the best-misfit profiles (Fig. B.14c) are compared to the three families of profiles
(Fig. B.13), we observe that only family 3 is preserved. The results of this test indicate
that the temperature values that are inverted close to seismic discontinuities depend on the

priors on the composition and thermodynamical parameters.

B.7 Conclusion

In this paper, we present a new method combining a thermodynamical law with a
non-linear inversion scheme to infer radial distributions of temperature in the transition
zone, shear wave anisotropy in the mantle and shear wave velocity in the crust and in the
upper mantle from seismic surface wave data. This method was used to invert fundamen-
tal and higher-order Love and Rayleigh dispersion curves (up to the third overtone). This
was done with a McMC algorithm, that is, by performing a random walk in a multidimen-
sional model space that combines prior information with misfit to the data from model
parameters. Input to the algorithm were random models generated according to the prior
distribution and the likelihood function. As output we assimilated random realizations of
the posterior distribution. We chose to invoke as few prior constraints as possible in order
to gauge which particular feature is most probable given data and a priori informations.
In our approach, size and location of discontinuities in seismic properties are modeled
in a physically realistic manner, as their variations depend on composition and physical
conditions of the particular model being considered. The use of Bézier points as models’
parameters, whose depths are not a priori fixed, constitutes an adaptive parameterization

that allows a great flexibility in the exploration of the model space.

We tested our algorithm with synthetic and real phase averaged velocity dispersion
curves. We furthermore give some examples of how to investigate the sampled models.
The results show that the data are sensitive to temperature and shear wave anisotropy in
the transition zone. Regarding anisotropy, the picture that emerges of the Visser et al.
(2008a)’s data is in overall accordance with previous studies, that is a strong shear wave
anisotropy in the upper mantle and a roughly isotropic behaviour in the transition zone.
Improvements on phase velocities uncertainties are surely welcome to discriminate whe-
ther or not a significant sign change really occurs below 400 km depth. The temperature

distribution is nearly adiabatic with a gradient of 0.22 K/km and a potential temperature
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of 1600 K, but is relatively complex between 600 and 700 km depth, which means that
the thermic structure of the transition zone cannot be reduce to an unique 1-D profile. In
addition, we observed that the temperature distribution is very sensitive to the choice of

the Clapeyron slope of the ring—pv + mgw transformation.

The range of reported Clapeyron slopes for the perovskite-forming reaction is
wide : —3.0 (Ito & Takahashi, 1989) to —0.2 MPa/K (Litasov et al., 2005). A further
study would be to evaluate the effects of the Clapeyron slope on our inferred temperature
distribution by considering ['gso as a parameter in itself. We tested for a joint inversion
of temperature and mineralogy for synthetic data, but posterior distributions of volume
fractions of mantle minerals was always very close to the prior distributions. Olivine and
pyroxenes exhibit a nearly identical mechanical behaviour, and cannot be distinguished
on the basis of seismic data only. Given the generality of our formulation, additional inde-
pendent data sets such as electrical conductivity and anelasticity properties, can easily be
incorporated to separate the effects of temperature and mineralogy (e. g. Verhoeven et al.,
2009).

McMC methods in seismology are promising, and offer a nice alternative to deter-
ministic methods which tend to find a model which lies close to its start. The main res-
triction is the computational cost. In spite of this limitation, since the proposed algorithm
is a direct parameter search, the forward calculations are separate routines independent of

the main algorithm, and hence they can be easily replaced by alternative algorithms.
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B.8 Figures and tables

Parameter (VS, é T)

\

Depth

\
FIG. B.1 : Schematic representation of the model parameterization using a continuous
set of C'! Bézier curves. Four control points define each polynomial and its derivative.
Continuity requires that the upward and downward derivatives are identical at each point
that is common to two consecutive polynomials. It works for any kind of parameter.
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F1G. B.2 : Illustration of a priori setting on the Bézier points used in both synthetic and
real data inversions for temperature (77), shear wave velocity (Vs) and anisotropy ().
Black stars represent the Bézier points. Dotted gray lines define 0 and 350 km depths.
Black lines are the bounds of the model space. Embraces indicate the depth ranges where
the points are randomly sampled. The depth ranges for 7', Vg and ¢ profiles are 350- 1000,
0- 350, and 0- 1000 km depth, respectively. The shear wave velocity Vs, at 350 km depth
is computed according to the temperature 7.
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Prior distribution on parameters values
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F1G. B.3 : Marginal probability density functions (pdf) for temperature (left), shear wave
velocity (middle) and anisotropy (right), considering that all the sampled models which
are in good agreement with a priori informations are accepted. The results are shown
for the discrete values of the parameters (top row) and for the 1-D models (bottom row).
Red and blue colors show high and low probabilities, respectively. Black lines represent
the minimum and maximum parameter values allowed. The pdf values for the parameters
are computed by counting the number of Bézier points in each cases. The sizes of the
cases for 7', Vs and £ are 25 Kx5km, 0.01 km/sx2km and 0.005x5 km, respectively.
The pdf values for the 1-D models are computed by counting the number of curves in
each parameter interval at each depth. For a given depth, the sum of the pdf over all the
parameter intervals is equal to 100 %
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FIG. B.4 : Results of the probabilistic inversion for the synthetic model 1 for Vg (top), T' (middle) and
& (bottom). Black lines and black stars show the models to retrieve and the corresponding Bézier points.
Thick black lines are the prior bounds. (a), (¢) and (i) show the Bézier points accepted during the McMC
exploration. Color lines represent the corresponding pdf. (b), (f) and (j) display the Bézier points and the
misfit values. Blue and red colors are high and low misfit, respectively. Misfit values are scaled according to
the highest and the lowest values encountered. (c), (g) and (k) show in gray a random subset of 20 models
taken in the ensemble solution, which contains 120 000 models. Red lines are the profiles corresponding
to the four best misfits. (d), (h) and (1) are color density plots of 1-D profiles. Dashed lines in (h) show
the 1600 K adiabat considering a temperature gradient of 0.4 K/km. The squared labels refer to special
comment, see section B.5.3 for details.
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FIG. B.6 : Prior (in black) and posterior (in gray) marginal probabilities of Bézier curves
on temperature at 410 and 660 km depth for model 2. Input values are shown in red
(1951 K at 410 km and 1987 K at 660 km). Intervals are 20 K wide.
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Same as Fig. B.4 but for the Vanuatu-California data. Dashed lines in (c),

(d), (k), and (1) are PREM values. Dashed lines in (g) and (h) show the 1600 K adiabat
considering a temperature gradient of 0.4 K/km. Blue lines in (c), (g) and (k) are the

median profiles of the distributions.
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F1G. B.9 : Same as Fig. B.7 but for the Vanuatu-California data. White dots are phase
velocities of the median profiles plotted in Fig. B.8.
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California path. Intervals are 0.01 wide.
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FIG. B.11 : Probability maps of (b) Vg, (c) Vp and (d) p as a function of depth for the
Vanuatu-California data. The abbreviations in (d) stand for ol : olivine, wad : wadsleyite,
ring : ringwoodite, pv : perovskite, mgw : magnesiowustite. (a) shows in gray a random
subset of 20 models in the ensemble solution and in color the four models corresponding
to the best misfits. Dashed lines are PREM values.
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FIG. B.12 : Marginal posterior distributions for Vg at 655, 660 and 665 km depth (i.e.,
around the transformation of ringwoodite into perovskite and magnesiowustite). Intervals
are 0.02 km/s wide. The distribution is clearly influenced by both Vs values taken above

and under the discontinuity.
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FI1G. B.14 : Same as Fig. B.8 but for the Vanuatu-California data, considering a Clapey-
ron slope equal to zero for the ringwoodite to perovskite and magnesiowustite transfor-
mation. Dashed lines in (b) are the contours of the Bézier points distribution displayed in
Fig. B.8e and f.
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T g Vs
number of Bézier points 6to 10 7 5
depth interval (km) 350- 1000 0- 1000 0-350
minimal distance between 2 consecutive points (km) | 80 to 10 40 20
norm of the local tangent vector (km) 40to 5 20 10
maximal gradient between 2 consecutive points 5 K/km

TAB. B.1 : Synthesis of the parameters constraining the localisation of Bézier points.

number of Bézier points | 6 7 8 9 10

model 1 (6 points) 18.75 1750 23.75 27.15 12.50
model 2 (7 points) 22.50 20.00 18.75 18.75 20.00
Vanuatu-California 22.50 16.25 25.00 18.75 17.50

TAB. B.2 : Number of Bézier points selected for the stationary period (%).
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Une approche bayésienne pour estimer les propriétés physiques dans la zone de transition a partir
des ondes de surface

Résumé. Les nouvelles méthodes tomographiques, qui utilisent le calcul des noyaux de sensibilité 3D,
emploient souvent comme modeles de référence des modeles Vp, Vg a grandes longueurs d’onde obtenus
par des inversions linéarisées. Ces modeles sont basés sur de petites perturbations de modeles globaux 1D
et sont utilisés dans un deuxieme temps pour estimer les distributions de température et de composition.
D’un point de vue sismologique, le degré d’hétérogénéité dans la zone de transition (350- 1000 km de
profondeur), 1ié aux transitions de phase et aux mouvements de convection, peut étre suffisamment im-
portant pour que le concept d’un modele sismique 1D de référence soit remis en question. Un algorithme
de Monte Carlo par chaines de Markov a été implémenté. Il détermine directement de facon statistique
I’état thermique et la structure anisotrope du manteau a partir des données de dispersion des ondes de sur-
face de Love et de Rayleigh. Des courbes polynomiales de Bézier sont choisies pour la paramétrisation
et produisent a la fois des modeles lisses et des discontinuités. La solution est décrite en termes de pro-
babilités, ce qui permet de prendre en compte les incertitudes. La méthode est illustrée avec des courbes
de dispersion synthétiques et réelles. Les résultats indiquent une distribution de température complexe
au milieu de la zone de transition sous 1’Océan Pacifique. La structure anisotrope détectée est en bon
accord avec les études précédentes qui indiquent une anisotropie positive dans le manteau supérieur. En
considérant peu de contraintes a priori, la zone de transition parait isotrope, le long du trajet étudié.
Mots-clés : inversion non-linéaire, ondes de surface, distributions de probabilité, zone de transition, tem-

pérature, anisotropie radiale, vitesse de phase.

A Bayesian approach to infer the physical properties in the transition zone from surface waves
Abstract. The new tomographic methods involving 3-D kernel computations often use, as reference mo-
dels, 3-D large wavelength Vp, Vg models obtained by linearized inversions. These models are based on
small perturbations of 1-D global models and are secondly used to derive temperature and composition
distributions. From a seismological point of view, the degree of heterogeneity in the transition zone (350-
1000 km depth), due to phase transitions and convective motions, can be strong enough that the concept
of a 1-D reference seismic model might be addressed. A Markov chain Monte Carlo algorithm was im-
plemented. This directly determines the statistical thermal state and anisotropic structure of the mantle
from the dispersion data of Love and Rayleigh surface waves. Polynomial Bézier curves are chosen for
the parameterization and are able to explore both smoothly varying models and first-order discontinui-
ties. The solution is described in probabilistic terms, allowing uncertainties to be fully accounted for. The
method is illustrated with both synthetic data and real dispersion curves. The results indicate a complex
temperature distribution in the mid-transition zone beneath the Pacific Ocean. The retrieved anisotropy
structure agrees with previous studies indicating positive uppermost mantle anisotropy. Considering few
a priori conditions, the transition zone appears to be isotropic, along the investigated path.

Key words : non-linear inversion, surface waves, probability distributions, transition zone, temperature,

radial anisotropy, phase velocity.
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