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Résumé

Le but de cette these est d’étudier sur R™ la limite haute fréquence (h — 0) de I’équation
de Helmholtz (Hj, — E)up, = Sp, oo Hp, = —h?A + Vi(z) — ihVa(z). La particularité de
ce travail est que l'indice d’absorption V5 n’est pas supposé constant, ce qui nous oblige a
travailler avec un opérateur de Schrodinger qui n’est pas autoadjoint.

On cherche dans une premiere partie des estimations en O(h~!) pour la résolvante
(Hp, — 2z)~ !, uniformes pour Rez ~# E > 0 et Imz > 0. Pour traiter le cas ou Va est po-
sitif, on adapte la méthode de Mourre au cas d’opérateurs dissipatifs abstraits. On ’applique
ensuite a 'opérateur de Schrodinger sous une hypothese d’amortissement sur les trajectoires
classiques captées, plus faible que I’hypothese usuelle de non-capture. Enfin, par une méthode
utilisant des mesures semi-classiques, on généralise encore ce résultat au cas ot Vo admet une
partie négative a support compact, sous la condition que I'amortissement reste suffisamment
fort sur les trajectoires captées.

On s’intéresse ensuite aux mesures semi-classiques de la solution sortante uj dans le cas
ou le terme source S; se concentre sur une sous-variété bornée I' de l'espace R™. Outre
le caractere non-autoadjoint de l'opérateur Hj, les principales difficultés par rapport aux
travaux existants sont dues a la géométrie de I' et aux trajectoires captées. On introduit
pour ce dernier point des mesures semi-classiques tronquées (en remplacant la résolvante par
lintégrale sur des temps finis du propagateur) que 1’on fait ensuite converger.

Mots-clés

Equation de Helmholtz, opérateurs non-autoadjoints, opérateurs dissipatifs, analyse semi-
classique, méthode des commutateurs de Mourre, mesures semi-classiques.

Abstract

The purpose of this thesis is to study the high frequency limit (h — 0) of the Helmholtz
equation (Hj, — E)uy, = Si, on R™, where Hj, = —h?A + V;(x) — ihVa(x). The main interest
of this work is that the absorption index V5 is not assumed to be constant, and hence the
Schrodinger operator we consider is not self-adjoint.

In the first part, we give some estimates of size O(h~!) for the resolvent (Hj; — z)~ 1,
uniform in Rez =~ E > 0 and Imz > 0. To deal with the case Vo > 0, we adapt Mour-
re’s method for a family of abstract dissipative operators. Then we apply this result to the
Schrodinger operator under an assumption about the damping factor on bounded classi-
cal trajectories, weaker than the usual non-trapping condition. Finally, by a method using
semi-classical measures, we further generalize this result for an absorption index which has
a compactly supported negative part. This is possible if the damping factor remains strong
enough on trapped trajectories.

In the second part we study the semiclassical measures for the solution wu;, when the
source term S; concentrates on a bounded submanifold T" of R". In addition to the non-
selfadjointness of the operator Hy, the main new difficulties come from the geometry of I'
and trapped trajectories. For the latter we introduce some partial semi-classical measures,
considering the integral of the propagator over finite times instead of the resolvent. Then we
take the limit for large times.

Keywords

Helmholtz equation, non-selfadjoint operators, dissipative operators, semiclassical analy-
sis, Mourre’s commutators method, semiclassical measure.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 L’Equation de Helmholtz dissipative
On s’intéresse dans cette these a I’équation de Helmholtz
(= R*A+Vi(z) — ihVa(z) — E)up = Sp (1.1)

sur R™ (n € N*). A = 3" | 92 est le laplacien usuel sur R™ tandis que V4 et V5 sont des
fonctions bornées de R™ dans R qui tendent vers 0 & l'infini (on précisera ultérieurement
les hypotheses de régularité et de décroissance sur le potentiel). Cette équation modélise
par exemple la propagation du champ électromagnétique d’un laser haute fréquence dans un
milieu inhomogene. Dans ce contexte V;(z) — E correspond & l'indice de réfraction du milieu
et V5 est I'indice d’absorption de ’énergie du laser. V5 sera donc dans un premier temps une
fonction a valeurs positives. On autorisera ensuite 'indice d’absorption & avoir une « petite »
partie négative, en un sens que ’on précisera. Enfin, S est le terme source, connu, et h est
proportionnel a la longueur d’onde du laser dans le vide.

Puisqu’on s’intéresse au cas d’un laser haute fréquence, h est « petit ». On s’attend alors
a ce que la solution wu soit tres oscillante, ce qui rend difficile une approche numérique. Par
contre, dans la mesure ou la longueur d’onde est bien plus petite que I’échelle de variations des
autres grandeurs, il est raisonnable de considérer la limite tres haute fréquence, c’est-a-dire
de considérer la limite h — 0 du probleme. Ainsi, puisque h n’est plus considéré comme une
constante du probléme mais comme un parametre, on est amené & s’intéresser a une famille
de solutions (ux)nejo,n,) POUr un certain hg > 0. Le but est alors d’étudier I'asymptotique
pour h — 0 de la solution up, en vue d’obtenir des informations qualitatives pour décrire la
solution du probléme de départ (c’est-a-dire uy, pour h petit mais fixé).

Pour étudier cette équation, on introduit sur L?(R™) I'opérateur de Schrédinger
Hy = —h*A + Vi(z) — ihVa(z). (1.2)

La constante E qui apparait dans (1.1) sera quant & elle considérée comme parametre spectral.
Pour tout h > 0, Popérateur Hy, est bien défini sur C§°(R?*"), et se prolonge en un opérateur
de domaine H?(R™), espace de Sobolev des fonctions dont les dérivées jusqu’a 1'ordre 2 sont
dans L?(R™). Puisque le potentiel V (z) = V;(z) — ihVa(z) n’est pas réel, cet opérateur n’est
pas symétrique et, a fortiori, pas autoadjoint.

Lorsque l'indice d’absorption V5 est constant, Va(xz) = « > 0, il peut comme E étre
considéré comme parametre spectral. Notant

H' = —h2A + Vi (),

I’équation se réduit alors a :
(H} — (E + iha))up, = Sh.



On est alors ramené a 1’étude d’un opérateur autoadjoint, et on dispose pour cela de nom-
breux outils (en particulier le calcul fonctionnel) et d’une théorie trés évoluée.

Le but de cette these est de considérer le cas d’un indice d’absorption variable. La partie
imaginaire du potentiel ne peut plus étre considérée comme faisant partie du parametre
spectral et doit donc étre intégrée a l'opérateur, ce qui nous oblige a travailler avec un
opérateur non-autoadjoint. Ceci dit, la partie non-autoadjointe qu’on ajoute est tout de méme
particuliere. D’une part elle est « petite » par rapport a la partie autoadjointe, a la fois en
terme d’opérateur a h fixé (opérateur de multiplication par Vs est borné sur L?(R") et donc
en particulier relativement borné de borne 0 par rapport & H;) et a la limite h — 0 (la partie
imaginaire, de taille O(h), n’intervient pas dans le symbole principal de Hj). On utilisera
d’autre part de fagon cruciale 'hypothése sur le signe de V5.

1.2 Etude de la résolvante de Popérateur de Schrodinger
dissipatif
1.2.1 Le Principe d’absorption limite

Avant de se lancer dans I’étude de la solution uy, & ’équation (1.1), il faut bien entendu
s’assurer que le probleme est bien posé. On peut déja remarquer que dans le contexte qui
nous intéresse, £ > 0 est dans le spectre de Hy,, donc (Hj, — E) n’est pas inversible en tant
quopérateur de H?(R™) dans L?(R™).

Etant donné un opérateur de Schrodinger H; = —A + Vi autoadjoint, 'idée pour définir
la solution u & partir du terme source S est alors d’ajouter un petit coefficient d’absorption
+ie. La résolvante (Hy — (E +ig))~! est bien définie comme opérateur borné sur L%(R"),
et on peut se demander si la limite ¢ — 0 existe en un certain sens. Lorsque c’est le cas, on
parle de principe d’absorption limite. Par le calcul fonctionnel on sait que
|~ (i) = 2
et donc la limite pour ¢ — 0 ne peut pas exister dans l'espace £(L?*(R"™)) des opérateurs
bornés sur L?(R™). On cherche alors un sous-espace X de L?(R™) aussi gros que possible tel
que pour tous f,g dans X Dapplication z — <(H{L —2)71, g>, bien définie et holomorphe
pour z non réel, admet une limite lorsque z tend vers E.

Dans [Agm75], S. Agmon montre que pour ¢ > % et si E > 0 n’est pas valeur propre de Hy,
la résolvante (H; — (E=+ic))~! admet une limite (H; —(E+:0))~! dans I'espace des opérateurs

1

bornés de l'espace & poids L2 (R") = L?((1 + |z|)* dz), ou (z) = (1 + |x\2) 5, dans 'espace

de Sobolev & poids H?~9(R™), et que pour f € L?®(R"), les fonctions uy = (H;—(E+i0))~' f
sont solutions de I’équation : (H; — E)ux = f. Ce résultat est d’abord montré pour le cas
du laplacien libre Hy = —A puis, par un argument perturbatif, pour des potentiels V; de
courte portée (c’est--dire décroissant au moins comme (z) " ? avec p > 0). Le résultat est
également démontré dans le cas d’un potentiel V; & longue portée (décroissant comme (x)~*)
dans [IS72] (voir aussi [Sai79]), tandis que le cas ol le potentiel admet une partie imaginaire
de courte portée est abordé dans [Sai74]. C’est ensuite au travail d’E. Mourre ([Mou81]) que
sont dus de spectaculaires progres concernant 1’étude de la résolvante pres de l'axe réel. On
y reviendra dans le paragraphe suivant.

Les motivations sont nombreuses pour étudier le principe d’absorption limite. Une ap-
plication importante est 1’étude de la nature du spectre contenu dans R, (voir paragraphe
suivant). D’autre part, d’apres la formule de Stone ([RS79a], voir également [Mel95] pour les
expressions explicites dans le cas du laplacien libre) toute I'information concernant l'opéra-
teur H; est contenue dans les limites de la résolvante pres de ’axe réel. Le principe d’ab-



sorption limite est également utilisé pour obtenir une représentation spectrale de 'opérateur
de Schrédinger, qui généralise la transformation de Fourier utilisée pour le laplacien libre
([Tke75, Agm75, Sai79]). Ces résultats sont & leur tour utilisés pour étudier les solutions de
I’équation

(H; — E)u =0. (1.3)
On renvoie pour cela & [GY99], qui fait également le lien avec la théorie de la diffusion. Pour
étudier (1.3), on peut déja remarquer que si le principe d’absorption limite est vérifié au point
E, alors pour une fonction f (disons dans I'espace & poids L*°(R™) pour § > %), les deux
fonctions uy = (Hy —(E4i0))~! f sont deux solutions distinctes de 'équation (H; — E)u = f,
donc la différence fournit une solution de 1’équation homogene (1.3).

Cette remarque souléve un point important pour I’étude d’une équation telle que (1.1).
Lorsqu’il est valable, le principe d’absorption limite fournit déja, du moins dans le cas auto-
adjoint, deux solutions, selon le signe du coefficient d’absorption qu’on ajoute. Cela signifie
que méme si on se place dans les bons espaces, le probleme est mal posé. Il faut donc trouver
un critére pour distinguer parmi toutes les solutions celle qui est physiquement raisonnable.

Sommerfeld a montré que ’équation de Helmholtz admet une unique solution si on ajoute
une condition de rayonnement a I'infini du type

du—ivVEu= o (|x|7nT_1) ,
|z|—+o00

ou O,u désigne la dérivée radiale de u (d’autres formulations sont possibles). On dira que la
solution de ce probléme est la solution sortante & I’équation de Helmholtz (le flux d’énergie
de Ponde & travers une sphére va bien de l'intérieur de la boule vers l'infini, voir [DL87],
cette solution est en particulier la seule & étre physiquement valable!). Cette solution est
celle que I'on obtient par le principe d’absorption limite par le demi-plan supérieur, c’est a
dire celle obtenue en ajoutant un coefficient d’absorption positif. On peut également donner
une condition analogue pour définir une solution entrante, qui est la solution obtenue par le
principe d’absorption limite par le demi-plan inférieur.

L’existence et 1'unicité d’une solution sortante/entrante sont démontrées dans le cas de
léquation de Helmholtz avec un potentiel réel et de longue portée dans [[S72] ou [Sai79].
Dans le cas d’un opérateur de Schrodinger dissipatif H = —A + Vi (x) — iVa(z) avec V3 > 0,
la symétrie entre les solutions entrantes et les solutions sortantes est rompue. En effet, s’il
est facile de voir que tout z € C tel que Im z > 0 est dans ’ensemble résolvant de H, cet
opérateur peut avoir des valeurs propres dans le demi-plan {Imz < 0}. On se propose de
montrer que pour un potentiel longue portée, le principe d’absorption limite est valable pour
le demi-plan supérieur et définit I'unique solution sortante a ’équation de Helmholtz. Plus
précisément on va démontrer le résultat suivant :

Théoréme 1.1. On suppose que Vy et Vo sont différentiables et que Vo > 0. On suppose en
outre qu’il existe p > 0 et ¢ = 0 tels que pour x € R™ et j € {1,2} on a

Vi(@)| < clx)™” et |[VVj(a)| <elz) "

Soient £ >0, § € ]%,min (1, % + g)] et f € L¥3(R™). Alors on a

(H—(E+ig)) ' f —>u

dans L>~9(R"™), ouu € HE (R")NL>~(R™) est l'unique solution de I’équation (H—F)u = f
telle que

-1
Oru + n2‘7|u —iVEu e L*7YR"\ W),

« The sources must be sources, not sinks of energy. The energy which is radiated from the
sources must scatter to infinity; no energy may be radiated from infinity into the prescribed
singularities of the field. » A. Sommerfeld, [Som72].



Vo étant un voisinage de 0 dans R™.

On rappelle que d’apres les résultats de [Sai74], ce résultat ne peut étre valable dans toute
sa généralité sans I’hypothese de positivité sur Vo, méme dans le cas d’une partie imaginaire
de courte portée. A la suite de cette étude, on adaptera également au cas dissipatif (avec
une partie imaginaire de courte portée) une partie des résultats de [GY99] pour étudier les
solutions de ’équation

(H—-FE)u=0.

1.2.2 La Méthode de Mourre

Si Hy et A sont deux opérateurs autoadjoints bornés sur un espace de Hilbert H tels que
[H1,iA] > ¢ > 0, alors H; ne peut pas avoir de valeur propre réelle, puisque pour ¢ € H tel
que Hyp = Ap avec A réel on a

0 = ([Hy,iAlp,¢) = co lloll,

et donc ¢ = 0. Plus intéressant, on peut montrer que sous une telle hypothese de commutateur
positif, le spectre de H; est en fait absolument continu ([Put67], voir aussi [CFKS87]). Ainsi,
I'idée d’utiliser des commutateurs positifs pour montrer des propriétés spectrales avait déja
germé dans plusieurs travaux (voir par exemple [Lav69, Lav71, Lav73], [Mou77]), mais c’est la
contribution d’E. Mourre dans [Mou81] qui est reconnue comme étant le point de départ pour
ce qu’on appelle désormais méthode des commutateurs, ou méthode de Mourre. La nouveauté
est d’autoriser des opérateurs non-bornés et de localiser la condition en énergie (pour Hi).
Notant 1 ; la fonction caractéristique de I'intervalle J, et donc 1 ;(Hy) la projection spectrale
de Hi sur J, Mourre montre que si on peut trouver un opérateur autoadjoint A tel que

]lJ(Hl)[Hl,ZA]]lJ(Hl) >CO]IJ(H1) (14)

(et d’autres conditions qui justifient les manipulations effectuées avec [Hy,iA] mais qu’on
n’explicite pas pour le moment), alors 'opérateur

(A7 (H =27 A (1.5)

est uniformément borné pour Rez dans un compact de J et Imz # 0, et admet des li-
mites pour Im z — 0% dans I'espace £L(H) des opérateurs bornés sur H. Pour cela, il étudie
Iopérateur

-1

F.(e) = (A) " (Hy — 2 —ie¢(Hy ) [Hy, iAlp(H1)) (A7, (1.6)

ou ¢ € C§°(R, [0, 1]) est & support dans J. L’idée est d’estimer d’une part F,(g) (par rapport
a € et uniformément en z) et d’autre part F.(e) par rapport a € et |F,(¢)|. Une estimation
de type Gronwall permet alors de montrer que la limite ¢ — 0 existe et qu’elle est bornée
uniformément par rapport a z. En s’intéressant ensuite & la dérivée de F, () par rapport a z,
on obtient le principe d’absorption limite sur J ainsi que la continuité de 'opérateur limite.
On pourra consulter 'introduction du chapitre 7 de [ABG91] pour une présentation des idées
de cette méthode.

La raison du succes de cette idée est qu’elle s’applique a de nombreux cas difficiles. Le
but de Mourre dans [Mou81] est en particulier I’étude des propriétés spectrales pour le pro-
bleme a 3 corps. La méthode a ensuite été étendue pour étre applicable au probleme a NV
corps dans [PSS81]. On voit en particulier dans cet article que le poids (A>_1 peut étre rem-
placé par (A)fé pour § > % La théorie a connu de nombreux développements. Citons par
exemple [Mou83] (qui met en évidence les conséquences de Pexistence d’opérateurs conjugués
sur les propriétés de propagation), [JMP84] (qui montre que si on a des propriétés supplémen-
taires sur les commutateurs multiples de H; avec A, alors la limite de la résolvante sur 'axe
réel est réguliere, ce qui permet par exemple de montrer la décroissance de 1’énergie locale
(A)~° e=tH1(H,) (A) %), ou encore [Jen85] (qui poursuit le travail précédent), [JP85] (qui



démontre les estimations de la résolvante dans les espaces de Besov abstraits, introduits par
S. Agmon et L. Hérmander dans [AH76] pour 'opérateur de Schrodinger du probléme & deux
corps, et qui fournissent un cadre optimal pour 1’étude de la résolvante dans ce cas).

Notre but dans ce travail est d’adapter la méthode de Mourre pour un opérateur H qui
n’est plus autoadjoint mais seulement dissipatif (c’est-a-~dire tel que Im (Hy, ¢) < 0 pour tout
¢ dans le domaine de H). On ne cherchera a généraliser et a utiliser que les premiers résultats
de la théorie, mais il convient tout de méme de préciser qu’elle a été utilisée et améliorée dans
de tres nombreux travaux, dont il serait vain de vouloir en faire la liste. Mentionnons tout
de méme [GGMO04] o une théorie pour un opérateur conjugué qui n’est pas nécessairement
autoadjoint est développée, des travaux sur le probleme & N corps [Ski92, Wan91, GIS96],
létude de la résolvante de l'opérateur de Schrodinger prés de 0 [FS04] ou encore les opé-
rateurs de Pauli-Fierz [DJ01, Gol09]. Notons également qu’une théorie de Mourre pour des
opérateurs non-autoadjoints a également été récemment développée dans [BG] pour étudier
des perturbations du systeme de Dirac.

Une partie importante de ce travail consiste donc a généraliser la méthode que 'on vient
de présenter a un cadre dissipatif. Cela pose évidemment probleme des I’écriture de la condi-
tion (1.4), puisqu’on n’a pas de projecteurs spectraux pour H. Plus généralement, 1’absence
de calcul fonctionnel pour H rend impossible une adaptation directe de la méthode a un
cadre dissipatif général. On se restreint donc a des opérateurs dissipatifs dont la partie non-
autoadjointe V' est petite, au sens ou elle est relativement bornée (de borne strictement
inférieure a 1) par rapport a la partie autoadjointe H;. Ainsi, on peut espérer que la loca-
lisation en énergie pour H; soit pertinente pour I’étude de H. Dans ces conditions, le but
est alors de montrer les estimations (1.5) sur 'opérateur H (pour Imz > 0) & partir de la
condition (1.4) sur la partie autoadjointe Hj.

La démonstration de Mourre repose sur I’argument suivant : si T = Tr — 17 avec Tg
autoadjoint, 77 autoadjoint positif et Tgr-bornée (de borne inférieure & 1), Imz > 0, B tel
que B*B < Tt et @ borné, alors on a :

BT —2)7'Q] < @ (T — =)@ ?

(c’est, en termes plus généraux, la proposition I1.5 de [Mou81]). Mourre 'applique avec T =
Hy, B = /ep(Hy) et Tr = ep(H)[H1,iA]p(H1), ce qui est possible d’apres hypothese (1.4).
I est facile de voir que si on ajoute une partie non-autoadjointe —iV avec V' > 0, il suffit
de prendre T =V + e¢(H,)[H1,1A]p(Hy), et argument fonctionne de la méme fagon (par
contre, le probléme n’est plus symétrique et on ne peut plus traiter le cas Imz < 0). En
outre, on peut également appliquer ce méme argument avec B = v/V. C’est important, car
puisqu’on travaille & la fois avec H (qui nous intéresse) et Hy (pour lequel on peut utiliser
le calcul fonctionnel), on aura un certain nombre de termes résiduels faisant intervenir V', et
cette remarque nous permettra de montrer qu’ils ne sont pas trop dérangeants.

Une fois les choses écrites sous cet angle, et vue la nouvelle expression de T, on se rend
compte que I'argument tient encore sous ’hypothese

1 (Hy)[Hy, iAJLy(Hy) + BV = colly(Ha), (1.7)

pour une certaine constante 8 > 0. Cette hypothese est plus faible que (1.4) du fait que V
est un opérateur positif. Pour les besoins de notre application & I'opérateur de Schrodinger,
on voudrait en fait montrer les estimations de la résolvante et le principe d’absorption limite
sous la condition

]lJ(Hl)([Hl,ZA}‘f'ﬁV)ﬂJ(Hl) 200]1J(H1) (18)

Cette hypothese reste plus faible que (1.4). Elle est également plus faible que ’hypothese (1.7),
puisqu’il suffit de composer cette derniere a gauche et & droite par 1;(H;) (ce qui préserve
I'inégalité) pour obtenir la nouvelle version. L'opérateur 1 ;(H;)V1;(H;) qui apparait dans
cette nouvelle hypothese n’est toutefois pas comparables a V', donc il n’est plus aussi clair



que argument qu’on vient de présenter est applicable avec cette derniere hypothese. On s’en
sortira en ajoutant cet opérateur au terme en e, c’est-a-dire en étudiant la résolvante de

H —icg(Hy)([H,iA] + BV)¢(H).

Outre le fait qu’elle est valable dans de nombreuses situations, la méthode de Mourre a cet
avantage qu’elle s’applique facilement dans un cadre semi-classique. En effet, les estimations
de la résolvante reposent essentiellement sur l'inégalité (1.4), donc pour peu que 'on puisse
vérifier cette inégalité uniformément par rapport au parametre h, on obtiendra les estimations
de la résolvante uniformément par rapport & ce méme h (il faut tout de méme également
vérifier les autres estimations intervenant dans les autres hypotheses). Cela peut s’énoncer
de la fagon suivante (on renvoie aux théorémes 4.14 et 4.18 pour des énoncés plus précis) :

Théoréeme 1.2. Soit H un espace de Hilbert. On considere une famille (Hp)pejo,1) d'opé-
rateurs dissipatifs de la forme Hj, = HI — iV}, ou, pour tout h €]0,1], H} est un opérateur
autoadjoint sur H et Vi, est un opérateur autoadjoint positif et uniformément Hy-borné de
borne relative strictement inférieure a 1. Soient (An)nejo,1) une famille d’opérateurs autoad-
joints sur H, (an)nejo,1) une famille d’éléments de 0,1] et un ouvert J C R tels que

Vh€]0,1],  1;(HY)([HY,iAn] + BVa) 1 (HY) > a1 (HY), (1.9)

pour un certain 3 > 0 (et d’autres conditions sur les commutateurs de H' et V}, avec Ap).
Alors pour § > L et un compact I C J il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout

2
h €]0,1] on a :

-6 _ Py C
sup [[(4n) ™7 (i — 27 (47| < =
s o

De plus, pour tout A € J la limite
(AR) ™" (Hp — (A +1i0)) 7 (AR) ™" = Lim (43)7" (Hp = (A i)~ (A) ™

existe dans l’espace des opérateurs bornés sur H et définit une fonction continue sur J.

On obtient ensuite d’autres estimations pour la résolvante, en particulier l’estimation
uniforme dans les espaces de Besov, ainsi que ’estimation pour les puissances de la résolvante
et la régularité de la limite. Ces derniers résultats s’obtiennent a partir du précédent comme
dans le cas autoadjoint. L’estimation uniforme dans les espaces de Besov est donnée dans
[Wan07] pour le cas autoadjoint. Par contre, il semble que les démonstrations pour les autres
estimations, en particulier celle des puissances de la résolvante n’aient pas été réécrites in
extenso pour une famille d’opérateurs, on en propose donc une version dissipative s’appuyant
sur [JMP84] et [Jen85].

1.2.3 Application a I'opérateur de Schrodinger dissipatif semi-classique

Le but est ensuite d’appliquer ce résultat abstrait au cas de I'opérateur de Schrodinger
dissipatif Hy, (comme introduit en (1.2), avec Vo > 0) pour obtenir des estimations de la
résolvante uniformes par rapport au parametre h.

Pour l'opérateur HJ = —h2A + Vi (z) avec Vi de longue portée, D. Robert et H. Tamura
montrent dans [RT87] que pour d > 7 et sous une condition de non-capture sur les trajectoires
classiques d’énergie F > 0, il existe hg > 0, un voisinage J de E dans R et ¢ > 0 tels que
pour h €]0,ho] on a :

-6 - -6
sup (@) (H! = 2) 7 (@) 0| <

RezeJ
Im 2#0

7 (1.10)

Les trajectoires classiques associées & I'opérateur HJ* sont les solutions

¢'(w) = (z(t,w), E(t, w)) € R,



pour w € R?" et t € R, du systéme

0y (t, w) = 2£(t, w),
0E(t,w) = =VVi(T(t,w)), (1.11)
&% (w) = w.

C’est le systéme hamiltonien associé au symbole p : (x,€) + €2 + Vi(x). On reconnait les
équations usuelles de la mécanique classique pour une particule soumise a la force associée
au potentiel V3. On dit alors que I'énergie E > 0 est non captive si pour tout w € p~*({E})
on a:
|Z(t,w)] ——— +o0.
t—+oo

Pour faire le lien entre les propriétés quantiques (I’étude de Hy) et les propriétés clas-
siques (correspondant au flot ¢!) on utilisera abondamment le calcul pseudo-différentiel. On
présentera au chapitre 3 les techniques de ’analyse semi-classique mais en quelque mots,
un opérateur pseudo-différentiel est un opérateur Opj’ (a) sur L?(R™) associé & un symbole
a : R?" — C via la définition :

O (a)ute) = gz [ [ ek (T ) )y

Ces opérateurs généralisent la notion d’opérateur différentiel et pourront étre utilisés, dans
une certaine mesure, comme un « calcul fonctionnel simultané & O(h) prés pour les opérateurs
de multiplication par z; et les opérateurs de dérivation —ihd,, pour j € [1,n] ». Cela per-
met par exemple de localiser & la fois en espace et en fréquence (toujours & O(h) pres, ce qui
est conforme au principe de Heisenberg). On renvoie au chapitre 3 pour un exposé plus précis.

La démonstration de [RT87] utilise la méthode de Mourre & l'infini. En effet, lorsque le
potentiel est nul, ou lorsqu’il est suffisamment petit (ce qui sera le cas loin de V'origine), on
peut prendre pour opérateur conjugué a HJ le générateur des dilatations

ih
Ap = —E(amv—i—v-x).
C. Gérard et A. Martinez proposent dans [GM88] une autre démonstration, le but étant de
trouver Ay, qui soit véritablement un opérateur conjugué a4 H', de sorte que l’estimation (1.10)
soit directement donnée par le résultat de Mourre. A;, est obtenu comme opérateur pseudo-
différentiel, et est en fait une perturbation du générateur des dilatations. Plus précisément,
Aj, est de la forme

Fiy = A+ Opy(r) = Opy/(z - £ +7) = Opy (),

avec r € C§°(R?™). Pour obtenir I'inégalité (1.9) (avec Vj, = 0) aprés quantification et multi-
plication par h pour ay = coh (avec ¢y > 0), il faut trouver un symbole b tel que

{p,b} = co surp'(J),
ou {p,b} désigne le crochet de Poisson
(Db} = Vep - Vb — Vap - Veb = 26 - Vb — VVi (@) - Veb.

Puisque le crochet de Poisson de b avec p correspond a la dérivée de b le long du flot ¢f
engendré par p, cela signifie que b doit croitre le long des trajectoires classiques (voir le pa-
ragraphe 3.2.1 pour les propriétés du flot ¢?).

Dans le cas dissipatif, on a vu que le commutateur qui intervient dans la condition de
Mourre ne fait intervenir que la partie autoadjointe. Ainsi, dans le cas d’une énergie non



captive, le méme opérateur conjugué que celui utilisé dans le cadre autoadjoint va permettre
d’appliquer la méthode abstraite et d’obtenir les estimations de la résolvante sur le demi-plan
supérieur. Mais on a également vu qu’on pouvait exploiter la partie dissipative de I'opérateur
H pour affaiblir la condition de Mourre. Il est donc naturel de se demander si on ne peut pas
par suite affaiblir la condition de non-capture dans le contexte de 'opérateur de Schrodinger.
En terme de symboles, la condition (1.9) peut s’écrire :

{p,b} +BVa = ¢y surp'(J).

Cela signifie que b n’a plus besoin d’étre croissante le long des trajectoires classiques partout
mais, grossierement, uniquement la ou V5 est nul. Pour illustrer ce que cela change, imaginons
une trajectoire classique périodique. Il est impossible de construire une fonction b strictement
croissante le long de cette trajectoire. Mais si cette trajectoire rencontre la zone d’amortisse-
ment ou Vo > 0, alors rien n’empéche de construire une fonction b qui est croissante la ou V5
est petit et décroissante ou V5 > 4 pour un certain v > 0. Et comme [ peut-étre choisi aussi
grand que 'on veut, on pourra toujours compenser le fait que {p, b} est négatif par le terme
BV5 dans cette zone.

Cela suggere qu’on va effectivement pouvoir appliquer la méthode de Mourre dissipative
avec une hypothese plus faible que la condition de non-capture. Plus précisément, on aura
simplement besoin de supposer que toute trajectoire captée d’énergie E pour le systéme (1.11)
rencontre 'ouvert O ou V5 est non nul. On remarque que cette hypothése est bien une généra-
lisation de I’hypothese habituelle, puisque dans le cas ou V5 = 0, elle interdit les trajectoires
bornées d’énergie E, ce qui implique que E est une énergie non-captive. Une hypothese de ce
type apparait déja dans [Leb96] (pour ’équation des ondes amorties) et [AK07] (qui montre
une estimation dispersive pour l'opérateur de Schrodinger sur un domaine extérieur).

En présence de trajectoires captées, on construit une fonction qui croit
le long du flot hors de la zone d’amortissement (ici la fléche représente la
valeur de f au point et dans la direction considérés : plus elle est foncée
plus la valeur de f est importante).

FI1GURE 1.1 — Fonction de fuite généralisée sur une trajectoire périodique.

Dans le cas autoadjoint, X.P. Wang montre dans [Wan87] ou [Wan91] que la condition
de non-capture utilisée pour démontrer 'estimation (1.10) est en fait une condition néces-
saire (notons les travaux récents de S. Nonnenmacher et M. Zworski [NZ09a, NZ09b] qui
obtiennent une estimation de la résolvante —un peu plus faible— dans le cas ou ’ensemble des
trajectoires captées est « petit » et que la dynamique sur cet ensemble est chaotique). Dans
le cas dissipatif, on va montrer que notre hypothese généralisée sur les trajectoires captées est
également une condition nécessaire, la difficulté étant a nouveau I’absence de calcul fonction-
nel pour Hy. Comme précédemment, on va utiliser une localisation en énergie pour la partie
autoadjointe HJ'. On va également utiliser une version dissipative du théoréme d’Egorov. Le
théoreme d’Egorov est un résultat qui fait le lien entre propagation quantique (conjugaison
par le propagateur e~ HY ) et propagation quantique (translation le long du flot ¢!). Plus
précisément, pour un symbole a et

Ulh(t) = e_%Hilv

on a :
UL (t) Opi (@)UL (1) = Opii(ac 6') + O (b)

D’aprés le théoreme de Hille-Yosida 'opérateur dissipatif H; engendre un semi-groupe de
contractions qu’on notera



Un résultat analogue au théoréme d’Egorov peut étre montré pour Uj(t), faisant apparaitre
le facteur d’amortissement dii a la partie imaginaire du potentiel :

Un(t)" 0D} (@)U (t) = Opf! (a0 ¢")e 252" 1) 4 0 (h).
—

Pour exploiter les propriétés des opérateurs autoadjoints afin d’étudier I'opérateur dissi-
patif Hy,, on ne se contente pas de rapprocher Hj, de sa partie autoadjointe H}'. On s’appuiera
également sur une dilatation autoadjointe Kj de Hy. K} est un opérateur autoadjoint sur
un espace de Hilbert K contenant I’espace de départ H (ici L2(R™)) et tel que si on note Py
la projection orthogonale de K sur H on a

(Hp —2)"t = Py(K), — z)_ly,ﬂ pour Imz >0

et

_it _it
e hHh:PHe n Kn pour t > 0.

La théorie des dilatations autoadjointes dans un cadre abstrait est décrite dans [NF67]. On
pourra trouver la construction d’une dilatation autoadjointe explicite pour 'opérateur de
Schrodinger dissipatif dans [Pav77]. Ces résultats seront également rappelés dans ce manus-
crit (chapitre 2).

Au final, le résultat qu’on obtient sur la résolvante de 'opérateur de Schrodinger dissipatif
est le suivant :

Théoréme 1.3. On suppose que Vi une fonction lisse telle qu’il existe p > 0 et des constantes
Co, pour a € N™ tels que

Vo e R, |0°Vi(z)| < cq (x) 710

On suppose également que Va est une fonction continue et positive sur R™ telle que (x-V)IV,
est borné pour j € [0, 2].

Soient E > 0 et § > % On suppose que pour tout w € p~t({E}) tel que la trajectoire
classique t — |Z(t,w)| est bornée on peut trouver t € R tel que Vo(T(t,w)) > 0. Alors il existe
un voisinage I de E dans R’ et c,hg > 0 tels que

sp. @)™ (=27 @7 < 7 (1.12)
Im2z>0

pour tout h €]0, hol. Si de plus Va est une fonction lisse dont toutes les dérivées sont bornées,
la condition sur les trajectoires captées est en fait nécessaire.

On verra que les estimations de la résolvante peuvent en fait plus généralement étre
montrées pour un opérateur de Schrédinger de la forme —h2A + Vi(x) — iv(h)Va(x) on
v(h) :]0,1] —]0,1] est quelconque. Dans ce cas l'estimation en h~! doit étre remplacée par
une estimation en min(h,v(h))~!. Outre le cas v(h) = h auquel on s’intéresse ici, le cas
v(h) = h? peut par exemple étre utile pour I’étude des valeurs propres de grandes parties
réelles pour l'opérateur de Schrodinger —A — iV, (z), voir par exemple [AK07] & ce sujet.

1.2.4 Estimations de la résolvante par les mesures semi-classiques

Si la méthode de Mourre a donné de nombreux résultats concernant les estimations de ré-
solvante, d’autres techniques ont également été développées. On peut mentionner par exemple
les travaux de A. Vasy et M. Zworski [VZ00] et de N. Burq [Bur02]. L’idée de Burq (voir
auparavant [Leb96]) est de montrer des estimations de la résolvante par ’absurde, en consi-
dérant une famille de solutions niant le résultat voulu et une mesure semi-classique associée,
puis en obtenant une contradiction sur cette mesure. La méthode est d’abord utilisée dans



[Bur02] pour un potentiel (réel) & support compact pour montrer absence de résonances
dans une certaine zone du demi-plan inférieur. La méthode est ensuite reprise dans [Jec04]
pour montrer les estimations de la résolvante pour le cas d’un potentiel longue portée. Le
nouvel ingrédient est 1'utilisation d’une « fonction de fuite a I'infini ». On pourra également
voir [CJKO08] pour le cas d’un potentiel coulombien, [CJO6] pour le cas d’un potentiel peu
régulier et [Jec05, FRO8, DFJ09] pour le cas matriciel.

On va utiliser ici cette méthode pour montrer une estimation uniforme de la résolvante
dans le cas ou l'indice d’absorption V5 n’est plus nécessairement partout positif. Le premier
probleme dans cette situation est que la résolvante n’est plus forcément bien définie, méme
sur le demi-plan supérieur, puisque l'opérateur peut avoir des valeurs propres de parties
imaginaires positives (on se restreint a des situations ou le spectre essentiel reste R ). Mais
comme on vient de le voir, méme en supposant que la résolvante est bien définie, il est essentiel
pour pouvoir appliquer la méthode de Mourre que le potentiel V}, définisse un opérateur
positif. Pourtant, en raison de la localisation en énergie qui apparait dans la condition de
Mourre, on ne s’intéresse pour appliquer la méthode au cas de I'opérateur de Schrodinger
qu’aux trajectoires classiques d’énergies proches de ’énergie F considérée. On peut donc par
exemple étre surpris d’avoir a faire, méme a la limite A — 0, cette hypothese de positivité
sur V5 y compris dans les zones classiquement interdites, ¢’est-a-dire ou Vi (z) > E.

Il faut remarquer que la méthode de Mourre n’est pas a proprement parler une mé-
thode semi-classique. En effet, c’est une méthode adaptée a ’étude d’un unique opérateur,
qu’on applique a une famille d’opérateurs (Hp,)pejo,n,] €n controlant toutes les estimations
uniformément par rapport au parametre h. La méthode des mesures semi-classiques est
au contraire une technique purement semi-classique. En effet, étant donnée une famille de
fonctions (un)pejo,1], on travaille avec une mesure p sur R?" telle que pour une sous-suite

hy —— 0Oon a:
k—o0

Vg € C§°(R?™), (OP}, up,, tp,, ) —— qdj. (1.13)
k—oo  Jr2n

C’est ensuite sur cet objet que 'on travaille. Il est donc raisonnable d’espérer utiliser de
facon plus fine les propriétés de la dynamique classique associée a I'opérateur de Schrodinger
semi-classique. On ne ’évoquera pas dans ce travail, mais cette méthode est également bien
adaptée a ’étude de I'opérateur de Schrodinger sur des domaines a bord. C’est d’ailleurs le
cas dans [Bur02] (voir aussi [GL93, Bur97, Mil00]). C’est utilisé pour un cadre dissipatif dans
les travaux de L. Aloui et M. Khenissi (JAKO07], voir également le travail récent [AK10] pour
le cas d’une dissipation par le bord).

On se propose d’étudier par cette méthode les estimations de la résolvante et le principe
d’absorption limite quand l'indice d’absorption Vo € C*°(R™) est de courte portée avec
une partie négative a support compact et vérifiant une condition d’amortissement sur les
trajectoires captées d’énergie E : si w € p~1({E}) est tel que {|Z(t,w)|,t € R} est borné
alors il existe T' > 0 tel que

/TVQ(x(t,w))dt > 0. (1.14)
0

Ainsi, on ne demande rien au potentiel sur la zone classiquement interdite, mais surtout on
autorise V5 a étre négatif méme sur les trajectoires captées, a condition que sur chacune de
ces trajectoires 'amortissement soit « plus positif que négatif ». Cela suffit a assurer que
I’énergie portée par les trajectoires captées sera bien dissipée par I’amortissement dia a Vs.
On obtient finalement le résultat suivant :

Théoréme 1.4. On suppose que Vo € C(R?™) est positif en dehors d’un compact et qu’il
existe p > 0 et des constantes c, pour o € N tels que

vz €R™,  [0°Va(z)| < cq (@)t P710
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Soient & > % et E > 0 vérifiant Uhypothése (1.14). Alors il existe un voisinage I de E
dans R et ho > 0 tels que pour h €]0, ho] lopérateur Hy, n'a pas de valeur propre dans

Ci+={2€C,RezeI,Imz >0}

et il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout h €]0, ho) :

sup
2€Cr 4

(@)~ (Hn - 2)7 @) < -

Avec ces estimation de la résolvante on pourra alors vérifier pour tout h €]0, k] le principe
d’absorption limite par le demi-plan supérieur et donc l'existence d’une solution sortante a
I’équation de Helmholtz.

Si le théoreme 1.4 améliore le théoreme 1.3, il convient tout de méme de remarquer que
dans le cas ou V5 > 0, les hypotheses sont plus fortes ici. On va en outre utiliser le théoréeme
1.3 pour montrer le théoreme 1.4.

Comme on 'a dit en début de paragraphe, I'idée pour montrer un tel résultat est de
considérer une suite de solutions niant le résultat, une mesure semi-classique associée et de
montrer que cette mesure est a la fois nulle et non nulle. Pour montrer qu’elle est nulle,
on commence par vérifier que la suite de solutions sortantes a 1’équation de Helmholtz se
concentre dans l'espace des phases et & la limite h — 0 sur p~}({E}) et hors de la zone
entrante Z_ = {(z,€)| |z > 1,2-£ < =1 |z[|¢|}. Ce dernier résultat est démontré dans
[RT89] dans le cas autoadjoint, on le prouve ici dans le cas dissipatif. On utilise ensuite les
propriétés de propagation de la mesure le long du flot hamiltonien classique pour en déduire
que la mesure p est nulle sur tout 'espace des phases R?". L’étude de la localisation a priori
de la solution sur p~!({E}) et hors de Z_ sera par ailleurs une premiere étape importante
pour I'étude plus fine de I'asymptotique de la famille de solution (ux)nejo,n,) & 1'équation de
Helmholtz (1.1).

1.3 Mesure semi-classique pour I’équation de Helmholtz

Une fois que 'on dispose du principe d’absorption limite pour 'opérateur de Schroédinger
dissipatif comme au paragraphe 1.2.3 ou faiblement dissipatif comme au paragraphe 1.2.4,
on peut considérer la solution uy de ’équation (1.1) et s’intéresser & 'asymptotique h — 0.
Plus précisément on voudrait savoir ou la quantité |uh(az:)|2 se concentre lorsque h tend vers
0. On s’intéressera également a la localisation en fréquences.

1.3.1 Cas d’un coefficient d’absorption constant

Le premier travail dans cette direction semble étre 'article de J.-D. Benamou, F. Castella,
T. Katsaounis et B. Perthame [BCKP02]. Le terme source qu’ils considérent est de la forme
Sp(x) = hS (z/h), oit S appartient a I'espace de Schwartz S(R?) (le cadre de travail est R?).
Cela signifie que la source se concentre sur ’origine quand & — 0, modélisant ainsi une source
ponctuelle pour A petit.

L’asymptotique de u; (dans l'espace des phases) est étudiée via la transformation de
Wigner, définie de la facon suivante :

W06~ 2w (28) = o [t (o4 D) (= D)

On peut vérifier que pour un symbole a € C§°(R?*") on a

(Wi, a)gzn = (Opy (@), un)gn (1.15)
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de sorte que la mesure de Wigner permet, comme les opérateurs pseudo-différentiels, d’étudier
la localisation de uj, en espace et en fréquences. Une propriété remarquable de la transformée
de Wigner et que si up(t) est solution de 1’équation de Schrodinger

{ ih%uh(t) = (—h—;A + V1(CU)) up(t)
up (0) = g,

alors la famille de transformées de Wigner associée est solution de

IO | €0, Wilt) ~ VVA() - VWi 1) = 0 (1.16)
qui n’est autre que I’équation de Liouville classique correspondant au systéme hamiltonien
(1.11). Ainsi, si Wy(¢) converge vers une fonction f (en un sens convenable) quand h tend
vers 0, on s’attend & ce que f soit encore solution de (1.16). C’est I'une des fagons de voir
que la mécanique quantique « tend » vers la mécanique classique lorsque (la constante de
Planck) A tend vers 0 (voir [LP93, Wan07]).

Le but de [BCKP02] est d’étudier la limite de la transformée de Wigner pour la solution
de I’équation (1.1) dans le cas ot Vo = ap, > 0 est une constante, avec ap, ﬁ a > 0. On
—

obtient effectivement une mesure f solution de I’équation de Liouville (stationnaire) :

0f +€- V(0.6 = 5TVE - Vel (1.€) = sa@) SO el = )

ou S désigne la transformée de Fourier de S. Les deux difficultés principales sont dues au
terme source et au suivi de la condition de radiation lorsque A — 0 si & = 0. Ce dernier
point est d’ailleurs complété dans [Cas05]. Cette étude utilise en particulier une estimation
uniforme pour la résolvante, et nécessite donc une hypothese de non-capture sur 'indice de
réfraction. L’estimation utilisée n’est pas tout a fait celle que ’on vient de décrire, mais une
estimation de la norme de Morrey-Campanato (voir [PV99])

2 2
ul2,e = sup / (@) da,
Rr>0.JB(R)

analogue a la norme des espaces de Besov, mais homogene en espace.

Ce résultat a ensuite connu un certain nombre de généralisations. Le but de 'article
[CPRO2] est de montrer un résultat analogue dans le cas ol le terme source se concentre non
plus sur 'origine mais sur une sous-variété de R™. Etant donnée une sous-variété I' de R™, le
terme source prend alors la forme

Sh :hfq/A(z)e’% =g <:L’y> do(z).
r h

On observe un phénomene d’oscillation qui s’ajoute au phénomeéne de concentration. Les
auteurs proposent une étude formelle dans un cadre assez général et une démonstration ri-
goureuse dans le cas ou I' est un sous-espace affine et 'indice de réfraction est constant.
L’une des difficultés est que dans cette situation la source n’est pas assez décroissante dans
les directions de T" et I'estimation de Morrey-Campanato n’est plus utilisable. La contrainte
concernant l'indice de réfraction est surmontée dans [WZ06], ot on utilise la méthode de
Mourre pour obtenir les estimations a priori nécessaires sur la solution (voir aussi [Wan07]
& ce propos). Mentionnons également les résultats d’E. Fouassier, qui étudie dans [Fou06] le
cas de deux sources ponctuelles et dans [Fou07] le cas ol l'indice de réfraction présente une
discontinuité le long d’un hyperplan en combinant la méthode de [BCKP02], une adapta-
tion des estimations de Morrey-Campanato ([Fou05]), et les travaux de L. Miller concernant
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la propagation des mesures semi-classiques au bord d’un domaine ([Mil00], voir aussi [GL93)).

A propos de l'article [Cas05] concernant la condition de radiation, il faut noter qu’une
méthode différente est utilisée. En effet, 'auteur ne regarde pas la transformée de Wigner
de la solution, mais écrit plutdt cette solution comme l'intégrale sur les temps positifs du
propagateur :

U R —anpt
up = — e nilte Sh dt.
h Jo

Le but est alors de prendre la limite h — 0 dans cette intégrale, en « coupant » l'intégrale
afin de traiter séparement les temps proche de 0 (t < Tph), les temps tres grands (¢ > h™F),
les temps grands (77 < t < h™") et les temps intermédiaires (Tph < t < T1). En outre, le
résultat est démontré sous une hypothese géométrique plus faible que I’hypothese du Viriel

2(E—Vi(x)) —x-VVi(x) 2 co >0 (1.17)

utilisée dans les autres travaux. Grossierement, on a besoin que ’ensemble des trajectoires
issues de 'origine et qui repassent par ’origine soit « petit ». Il est facile de voir que ’hypo-
theése (1.17) implique qu’aucune des trajectoires classiques d’énergie F issue de lorigine ne
peut repasser par 'origine, ce qui est donc bien plus fort.

Le point de vue que nous allons utiliser dans notre étude est celui de J.-F. Bony, pré-
senté dans [Bon09]. Tout d’abord, la mesure semi-classique est étudiée wia le calcul pseudo-
différentiel (cette approche est présentée dans [Gér9la] ou encore [Gér91b]). Dans ce cas on
ne définit plus la mesure semi-classique comme la limite des transformées de Wigner mais
comme en (1.13). Le fait que ces deux approches soient équivalentes est raisonnable étant
donnée ’égalité (1.15) (on pourra tout de méme consulter [GLI3] pour plus de détail). Le
défaut du point de vue semi-classique est que 'on va demander beaucoup de régularité sur
le potentiel (en fait on ne considérera que des potentiels de classe C*°). Par contre on peut
travailler localement autour de chaque point de ’espace des phases et, hors de la source, on
obtient une description locale de la mesure en termes d’états lagrangiens.

Comme dans [Cas05], la résolvante est écrite comme l'intégrale sur les temps positifs du
propagateur, et on peut se contenter d’une hypothese géométrique plus faible que ’hypothese
du Viriel. L’étude se fait localement autour de chaque point de l’espace des phases, et la
condition de radiation sur la mesure limite est obtenue par I’estimation de la solution sortante
dans la zone entrante démontrée dans [RT89].

Comme la mesure semi-classique est construite de fagon directe, et n’est plus seulement
obtenue comme limite d’une suite bornée dans un certain espace, les estimations abstraites
de la résolvante ne sont plus utilisées de fagon aussi fine que dans les travaux précédents.
Néanmoins, I’hypotheése de non-capture reste nécessaire.

Ce petit tour d’horizon montre que la mesure semi-classique pour I’équation de Helmholtz
haute fréquence est bien connue sous les hypotheses suivantes :

e régularité et décroissance du potentiel plus ou moins importante.

e indice d’absorption constant (pour avoir un opérateur autoadjoint) et hypothese de
non-capture sur les trajectoires classiques.

e hypothese géométrique de type Viriel, ou condition de non-retour de presque toutes les
trajectoires issues de l'origine.

e terme source qui se concentre sur un (plusieurs) point(s) ou un sous-espace affine de
I’espace.

1.3.2 Enoncé du résultat pour un indice d’absorption variable

Comme on I’a annoncé, on se propose dans cette theése de démontrer un résultat analogue
a ceux qui précedent dans le cas ou 'indice d’absorption est variable. Les problemes dus au
fait que 'opérateur que 'on doit étudier n’est plus autoadjoint interviennent principalement
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pour montrer le principe d’absorption limite et les estimations a priori de la solution. On
a vu que ces résultats étaient valables pour l'opérateur de Schrodinger dissipatif avec une
hypothese plus faible que I’hypothese usuelle de non-capture, a savoir que I’amortissement est
suffisamment fort sur les trajectoires captées, au sens de (1.14). Des lors, on se demande si le
résultat sur la mesure semi-classique est lui aussi encore valable avec cette nouvelle hypothese.
Puisque I’hypotheése de non-capture sert a empécher que trop d’énergie ne s’accumule sur
un compact, il semble raisonnable de vouloir s’autoriser a la remplacer par une hypothese
concernant ’absorption sur les trajectoires captées. D’autre part, on considerera un terme
source qui se concentre sur une sous-variété bornée I' de dimension d € [0,n — 1] dans R™.
Cela englobe en particulier le cas d’un terme source qui se concentre sur plusieurs points. Ce
n’est pas aussi général que ce qui était visé dans [CPR02], dans la mesure oll on se restreint
au cas borné, mais on n’a pas besoin que la sous-variété soit plate. Etant donnée une sous-
variété I' de R™, une amplitude A € C§°(I") et S € S(R™), on définit le terme source par

Sp(z) = h 5" /FA(Z)S <x - Z) do(2), (1.18)

ol o est la mesure de Lebesgue sur I' (ot une somme de masse de Dirac en chaque point
si dimT" = 0). On observera que ce terme source est localisé sur le fibré normal NT de T.
Comme par ailleurs uy, se concentre sur les points d’énergie F, la mesure semi-classique que
I’on cherche sera portée par les trajectoires classiques issues de

2
NgT = {(2.6) € NT| ¢ = E - Vi(2)}.
Plus explicitement, on va montrer le résultat suivant (les hypotheéses et 1’énoncé seront donnés
de facon plus précise dans le texte) :

Théoréme 1.5. On suppose que Vi est un potentiel a longue portée et Vo un potentiel a
courte portée et positif hors d’un compact. Soit E > 0 vérifiant Uhypothese d’amortissement
(1.14). On suppose que Vi(z) < E pour tout z € T et que l’ensemble des w € NgI' tels que
la trajectoire issue de w repasse par Ngl' est de mesure nulle dans NgI'. Soit Sy, définie en
(1.18) et uy, la solution sortante pour 'équation (1.1).

(i) Il existe une mesure de Radon positive p sur R?" telle que :

Vq € CSO(RQ”), (Opy, (q)un, up) h—> qdj.
—0 R2n

(11) La mesure p est caractérisée par les trois propriétés suivantes :
a. Le support de p est inclus dans p~*({E}).

b. Pour tout o €]0,1[ il existe R > 0 tel que p est nulle dans la zone entrante
{lz > R et w- £ < —o|al [¢]}-
c. La mesure p vérifie l’équation de Liouville
2% - Vo — VVi(2) - Ve +2Vap = C A2 €] [5(6)*onpr

ou C >0 et on,r est une certaine mesure sur NgI'.

(iii) Ces trois propriétés impliquent que p est donnée par :

oo 2 1= [ &y [2 0 ot 2 [t Va(T(s,2,6)) ds
Loaau=c [ [ AP S0 00! (2 ) A S 6

On retrouve bien ’équation de Liouville usuelle avec le coefficient d’absorption constant o
remplacé par notre indice variable V5, et on observe effectivement que la mesure est portée par
les trajectoires classiques issues de NgI'. En outre, pour toute fonction ¢ a support compact,
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La mesure p est portée par les (demi-) trajectoires
classiques issues de la source NgI'. L’amortissement
le long du flot engendré par lindice de réfraction Vi
est bien décrit par l'intégrale de lindice d’absorption
Vo entre la source et le point considéré. Ainsi la li-
mite classique obtenue est cohérente avec l'interpréta-
tion physique de l’équation. Sur le dessin, on a repré-
senté les demi-trajectoires issues de NgI', les fleches

T représantant un point de l’espace des phases. Plus on
s’éloigne de la source, plus la « densité » de p diminue
(dans le cas ou Vo > 0).

FIGURE 1.2 — pu le long des trajectoires issues de NgI'

Iintégrale en temps dans la derniere égalité est bien convergente car les trajectoires issues de
NgI partent & 'infini (et quittent donc le support de ¢ en temps fini) ou bien sont captées
et on verra que dans ce cas le facteur d’amortissement e 2 Jo V2(@(5:2:6) ds devient suffisament
petit pour les temps grands.

11 faut également dire un mot sur on,r, sans quoi ces affirmations n’ont pas grand sens.
Contrairement a ce que suggere la définition qu’on a donnée, on ne munit pas Ngl' de la
structure riemannienne héritée du produit scalaire de R?™. Cette question ne se pose pas
lorsque I' est un point, mais il est plus naturel de voir la composante £ comme une direction
de NT que réellement comme un vecteur de R™. Autrement dit, on ne veut pas tenir compte
pour la composante £ de la courbure de I' et des variations de V; sur I, informations que
I’on peut retrouver a partir de z. Ce point sera expliqué plus en détail au paragraphe 6.2.2.
En attendant d’étre plus précis, on peut tout de méme déja dire que la mesure oy, que
I’on définit sur NgI' est issue d’une structure riemannienne et donc absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesgue sur NgI'.

1.3.3 Le probleme des temps grands, idée de preuve

Outre le caractere non-autoadjoint de 'opérateur de Schrodinger considéré, qu’on a déja
discuté et sur lequel on reviendra, il a plusieurs problemes nouveaux a surmonter. On vient
d’avoir un bref apercu des problémes que peut poser la géométrie de la source, on évoque
maintenant le probleme di aux trajectoires captées. Ces deux problémes sont relativement
indépendants, puisque pour notre vision temporelle du probleme, la géométrie de I" intervien-
dra surtout pour les temps proches de 0, tandis que les trajectoires captées posent probleme,
comme on peut s’y attendre, pour ’étude des temps grands. On esquisse dans ce paragraphe
I’argument permettant de gérer ces temps grands malgré I'existence de trajectoires captées.

Dans le cas non-captif, la stratégie est grossierement la suivante. On commence par vérifier

que uy, se concentre sur p~1({E}) et hors de la zone entrante. On considere ensuite un point
w € p~L({E}) et un symbole ¢ & support « proche » de w. On écrit alors (formellement) :

Obf(q)un = 5 [ OB (@UE (0D (£)Sh di + reste, (1.19)
0

o f € C§°(R®) est a support prés de NgI' et vaut 1 au voisinage de NgI', et UF(t) =
Uh(t)e%E. Par le théoreme d’Egorov, si supp(q o ¢*) Nsupp f = 0, alors

O} (0)U’ (£)Opy () = O(h™). (1.20)
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Ainsi, si on note t; pour 1 < k < K les temps pour lesquels ¢~ (w) € NgT, seuls les temps
proches des t; donnent une contribution significative pour Opy}, (¢)uy et donc pour la mesure
semi-classique. La contribution du voisinage de chaque tj, c’est-a-dire

i te+1
[ ont@uE@on (s, di
h tp—T

(on aura en fait besoin d’une troncature lisse en temps), est un état lagrangien qui, lorsqu’on
prend le produit scalaire (Op}, (¢)un,up) puis la limite h — 0, donne 'intégrale de ¢ contre
une certaine mesure pj définie au voisinage de w. La somme de ces mesures sera au voisi-
nage de w la mesure semi-classique cherchée. Puisque 1’énergie F est supposée non-captive
(et que l'ensemble des énergies non-captives est ouvert), pour T assez grand le support de
supp(qo ¢T') est dans la zone entrante, donc I'estimation de u;, dans la zone entrante montre

que la contribution des temps plus grands que T dans 'intégrale (1.19) est nulle (& la limite
h — 0).

Si on autorise les trajectoires captées, ce raisonnement pose au moins trois problemes :

e Le probleme le plus immédiat est qu’'une trajectoire captée peut passer une infinité de
fois par la source NgI'. Ainsi, il peut exister w € R?" tel que ¢t (w) € NgI' pour une
infinité de t; > 0. Ce qui donne une infinité de mesures partielles & sommer. Ce sera
par exemple le cas si une trajectoire périodique rencontre NgI'.

e Les temps vérifiant (1.20) et que Ion souhaite donc négliger posent également probléeme.
En effet, dans le cas non captif, on a juste & intégrer cette estimation sur [0,77] (privé
d’un voisinage des temps t;) pour un certain 7' > 0, la contribution des temps plus
grands que T étant par ailleurs controlés par l’estimation dans la zone entrante. Avec
des trajectoires captées ce n’est plus possible, et on devrait donc intégrer I’estimation
(1.20) sur R4 (toujours privé d’'un voisinage des t), ce qui pose des problemes de
convergence pour h > 0 fixé. C’est d’autant plus problématique que l’estimation (1.20)
donnée par le théoreme d’Egorov n’est pas uniforme par rapport a t. Elle ’est pour des
temps finis, on sait ([BR02]) qu’on peut aller jusqu’a des temps d’ordre In |h|, mais cela
ne donne rien pour des temps arbitrairement grands.

e Enfin se pose le probleme plus subtil de la taille du voisinage de w pour lequel I'ar-
gument décrit est valable. En effet, on a considéré les temps ¢, qu’il faut aux points
de la source NgI' pour atteindre w. Il faut en fait considérer les temps qu’il faut aux
points de la source pour atteindre supp ¢g. En temps fini, ces temps sont en fait proches
des t; si on a choisi ¢ a support assez proche de w. Cela n’est plus valable en temps
quelconque. L’exemple le plus évident est celui d’un point fixe w pour le flot hamiltonien
classique mais tel qu’il existe wg € NgI' vérifiant ¢!(wy) — w pour ¢t — +oo. Dans ce
cas I’ensemble des temps t; associés a w est vide, et pourtant on s’attend a ce que la
mesure semi-classique p ne soit nulle dans aucun voisinage de w.

On a vu lorsqu’on a parlé du théoreme d’Egorov dissipatif qu’'un facteur d’amortissement
e=2J5 Vaog® ds apparaissait. Or, par compacité de 'ensemble des trajectoires captées d’énergie
E, on va montrer qu’a partir de I’hypothése (1.14) on obtient en fait que sur les trajectoires
captées la quantité fg V5 0 ¢* ds croit comme t. Ainsi on peut espérer que les contributions
pour les temps ¢, grands deviennent de plus en plus petites et forment au final une série som-
mable. Le probléme est qu’en faisant ce raisonnement on utilise encore le théoreme d’Egorov
en temps grands.

L’idée pour gérer les temps grands va finalement étre de commencer par ne pas s’en
préoccuper. Autrement dit, on fixe T' > 0 et on considere :

. AT
u{:i/ UE(t)Sy, dt
h Jo

(I encore on aura besoin d’une troncature lisse en temps). On peut s’intéresser a la mesure
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semi-classique pp pour la famille (uf) nejo,1]- Cela peut se faire exactement comme dans le
cas non captif, puisqu’en temps fini on ne fait pas de différence entre trajectoires captées et
non-captées. Bien stur, 'idée est ensuite de faire tendre T' vers +o0o. Localement, ur va étre
la somme des contributions correspondant aux t; plus petits que 7. Ces contributions étant
petites pour t; grand, on s’attend a ce que cette somme admette une limite. Cette limite
s’avere étre, comme on l’espérait, une mesure de Radon positive. A ce stade on a donc

w T T
(Opyy (q)up, ,uy, ) T qdpr P qdu,

R2n R27

olt 41 est une mesure sur R?”. L’intérét de ce procédé est qu’on évite les problemes d’uniformité
en h et T en prenant la limite h — 0 a T fixé puis la limite T' — +oo d’une quantité qui
ne dépend plus de h. Pour vérifier que la mesure pur admet effectivement une limite, et
pour savoir quel sens on peut donner a la mesure p obtenue, on va montrer que pour T’
grand la quantité <Op”;f(q)u{,u£> est une bonne approximation de (Op} (q)un,up) en un
sens suffisamment fort. On pourra alors conclure que

(Opy (9)un, un) —— qdpu,
—0 ]R?n

ce qui donnera bien le résultat attendu.

1.4 Organisation du manuscrit

Outre ce chapitre d’introduction, ce manuscrit contient cing chapitres :

Chapitre 2. Avant d’attaquer I'analyse haute fréquence promise dans le titre, on commence
par une rapide étude d’un unique opérateur de Schrodinger dissipatif H = —A+V;(x)—Va(x).
On commence par des propriétés tres basiques pour les opérateurs dissipatifs maximaux, puis
plus précisément pour les opérateurs dissipatifs obtenus comme perturbation d’un opérateur
autoadjoint. On rappellera ensuite ce qu’est une dilatation autoadjointe dans le cas général,
ainsi qu'un exemple pour le cas de I'opérateur de Schrodinger dissipatif, puis on expliquera
comme se servir de cette théorie pour généraliser un résultat concernant les opérateurs relati-
vement lisses au sens de Kato. On s’intéressera enfin a ’existence et a 1'unicité d’une solution
sortante pour I’équation (1.1) (pour h > 0 fixé) dans le cas ou V; est de longue portée, en
montrant des estimations uniformes de la résolvante et le principe d’absorption limite, puis
aux solutions de 1'équation (H — E)u = 0 dans le cas ot V3 est de courte portée.

Chapitre 3. On consacre ensuite un chapitre & 'approche semi-classique (ou hautes fré-
quences) de I’équation de Helmholtz. On rappellera dans une premieére partie les outils usuels
d’analyse semi-classique qui seront utilisés tout au long de ce travail. On s’intéressera ensuite
a la dynamique classique associée a I’équation. Cela concernera a la fois le flot 1ié a 'indice de
réfraction V; et 'amortissement dii a I'indice d’absorption V5. On donnera en particulier plus
de précisions sur ’hypothese (1.14). Enfin on s’intéressera de plus pres au lien entre 'opéra-
teur de Schrodinger et ces propriétés classiques, et en particulier au théoreme d’Egorov. Les
résultats présentés dans cette derniere partie sont bien connus dans le cas autoadjoint, le but
ici est de voir comment intervient V5.

Chapitre 4. Dans ce chapitre on présente les résultats concernant la méthode de Mourre
et les estimations de la résolvante pour 'opérateur de Schrodinger dissipatif. On commence
par développer la théorie abstraite, avec en particulier I’estimation uniforme de la résolvante
dans les espaces a poids et le principe d’absorption limite. On montre ensuite comment ces
résultats peuvent étre appliqués au cas de l'opérateur de Schrodinger pour une énergie qui
n’est pas forcément non-captive. On termine en montrant que la condition obtenue sur les
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trajectoires classiques captées est en fait une condition nécessaire. Les principaux résultats
de ce chapitre sont publiés dans [Roy10al.

Chapitre 5. Ce chapitre est d’une certaine maniere un chapitre de transition entre le pré-
cédent et le suivant, puisqu’on commence a étudier la localisation de la solution a I’équation
de Helmholtz dans un cadre encore assez général, et qu'on en déduit ensuite les estimations
de la résolvante et le principe d’absorption limite dans le cas d’un indice d’absorption non
positif, c’est-a-dire d’un opérateur de Schrédinger non-dissipatif.

Chapitre 6. Ce dernier chapitre est consacré a I’étude de la mesure semi-classique pour
la solution sortante de I’équation de Helmholtz avec indice d’absorption variable. On y re-
trouve la démonstration présentée dans [Roy10b], avec en particulier une étude détaillée des
problemes dus a la géométrie de la source et aux trajectoires captées. Certains points de
démonstrations classiques ayant été omis dans ’article seront donnés avec plus de détails ici.
Par rapport au résultat présenté dans [Roy10b], 'opérateur de Schrédinger étudié n’est plus
nécessairement purement dissipatif.

Enfin on rappelle en annexe divers résultats et démonstrations utilisés le texte, avec en
particulier la résolution de I’équation de Hamilton-Jacobi, et un apercu de la théorie des états
lagrangiens. On trouvera finalement un index des notations introduites tout au long de ce
manuscrit. On précise dés maintenant que la notation C§°(R™) déja utilisée désigne ’ensemble
des fonctions lisses & support compact, Cp°(R™) est 'ensemble des fonctions lisses dont toutes
les dérivées sont bornées, tandis que S(R™) désigne la classe de Schwartz, constituée des
fonctions lisses dont toutes les dérivées sont a décroissance rapide.
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Chapitre 2

L’Opérateur de Schrodinger
dissipatif

On commence par un chapitre d’introduction sur 'opérateur de Schrédinger dissipatif. La
premiere partie de ce chapitre est consacrée a un rapide panorama des propriétés générales
concernant les opérateurs dissipatifs. La plupart de ces propriétés sont élémentaires. Le but
est essentiellement de faire le tri entre ce qui reste valable quand on passe d’un opérateur
symétrique a un opérateur dissipatif et ce qui ne l'est plus. Dans une deuxiéme partie on
présente les dilatations autoadjointes, en rappelant les quelques résultats dont on se servira
ainsi que I’étude du cas de l'opérateur de Schrodinger. On verra également comment utiliser
ces dilatations autoadjointes pour adapter au cas d’opérateurs dissipatifs une partie de la
théorie des opérateurs lisses au sens de Kato. Dans la troisieme section de ce chapitre on
commencera & proprement parler I’étude de 'opérateur de Schrodinger dissipatif, dans un
premier temps pour le cadre quantique (c’est-a-dire sans petit parametre h). On y abordera
principalement le principe d’absorption limite par le demi-plan supérieur, la conditions de
radiation de Sommerfeld ainsi que ’étude des solutions de I’équation homogene.

2.1 Généralités sur les opérateurs dissipatifs

2.1.1 Opérateurs dissipatifs maximaux

On considere un espace de Hilbert #, muni du produit scalaire (-,-),, (linéaire & gauche,
antilinéaire a droite) et de la norme ||-||,, associée (en général, on omettra I'indice H s’il n’y
a pas d’ambiguité).

SiH et H' sont deux espaces vectoriels normés, on notera L(H, H') I'espace des opérateurs
bornés de H dans H' muni de la norme d’opérateur |[-[| (3 3. On notera également £(H) =

L(H,H).

Définition 2.1. Soit H un opérateur de domaine dense D(H) sur H. On dit que H est un
opérateur dissipatif si :
Vo € D(H), Im(He,p) <0.

On note :
Ci={2€C|Imz > 0}.

Proposition 2.2. Soit H est un opérateur dissipatif de domaine D(H) sur H. Alors l'opé-
rateur (H — z) est injectif pour tout z € Cy et si o € D(H) on a :

I(H = 2)¢ll > Im z [|g]| -

En particulier si z n’est pas dans le spectre Sp(H) de H on a :

1H — 27| < — (2.1)

Imz"
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Démonstration. Comme les parties imaginaires de (Hp, @) et —z ont méme signe on a :

ICH = 2)¢ll el > —Im ((H = 2)¢,0) > Imz ||
0

Définition. Soit H un opérateur dissipatif de domaine D(H) sur H. On dit que H est
dissipatif maximal s’il n’admet pas d’extension dissipative non triviale. Autrement dit, si K
est un opérateur dissipatif de domaine D(K) sur H tel que D(H) C D(K) et K¢ = Hy pour
¢ € D(H), alors on a D(H) = D(K).

Proposition 2.3. Soit H un opérateur dissipatif fermé sur H. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) 3z € C4, z ¢ Sp(H).
(1)) ¥z € C4, z ¢ Sp(H).

(ii) H est un opérateur dissipatif mazimal.

Démonstration. L’équivalence entre les deux premicres assertions se montre exactement de
la méme fagon que pour les opérateurs symétriques (voir le théoreme X.1 de [RS79b]). On
vérifie alors (ii) = (iii) = (i).

Si (i) est vérifiée, alors en particulier ¢ n’est pas dans le spectre de H. Soient alors K une
extension dissipative de H et ¢ € D(K). Si ¢ = (H —i)"}(K — i)p € D(H) C D(K), alors
on a :

(K —i)¢ = (H —i)¢ = (K —i)p.
Comme K — i est injectif, cela implique que ¢ = ¢ € D(H), et donc D(K) = D(H).

On suppose au contraire que i est dans le spectre de H. Cela implique que 'image de
H — i n’est pas dense dans H et donc qu'il existe ¢ € D(H*) \ {0} tel que H*p = —ip. Si ¢
était dans D(H) on aurait

Im (Hp,¢) = Im (p, H ) = |¢|* > 0,

ce qui est absurde. On obtient alors une extension non triviale K de H sur D(K) = D(H)®Cyp
en posant K¢ = —ip (et K = H sur D(H)). Il reste a vérifier que K est bien un opérateur
dissipatif. Mais pour ¢y =+ Apou ( € D(H)et A€ Con a
(K, 4) = (HC,Q) + (¢ AK™ ) + (MK, () + N (K, )
= (H(,¢) + 2Re (¢, —idg) — i\ [l¢]*,
et donc : ) )
Im (K¢, ) = Im (H(, ¢) — [N [[¢]” < 0.
O

Remarque 2.4. Pour un opérateur dissipatif maximal H, la résolvante (H — z)~! est donc
bien définie pour tout z € C, avec H(H - z)_1|| = (Imz2)~!. Le fait que cette estimation
de la résolvante soit encore valable dans ce cas mérite d’étre signalé car pour un opérateur
non-autoadjoint H la norme de (H — z)~! n’est pas controlée par I'inverse de la distance de
z au spectre de H.

Définition 2.5. Si H est un opérateur dissipatif, alors on considere
T=(H+i)(H—-4)"'=1+2(H—-i)!
sa transformation de Cayley, bien définie sur D(T') = Im(H — 7).

Proposition 2.6. T est une contraction de Im(H —1i) dans Im(H +1) dont 1 n’est pas valeur
propre.
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Démonstration. Soit ¢ € D(H). On a :

I(H = D)ell* = | Hell” = 2Im (Hp, ) + loll* > | Hell” +2Im (Hp, o) + |||
> ||(H + i)l

Pour ¢ = (H — i)y € Im(H — i) cela donne

6] = 1T,

ce qui prouve que T est une contraction sur Im(H — 7). Le fait que 1 n’est pas valeur propre
résulte directement du fait que 7' — 1 = 2i(H — 1)~ L. O

On remarque qu’on a alors sur Im(7' — 1) = D(H) :
H=4iT+1)(T~-1)""
Corollaire 2.7 ([NF67]). Tout opérateur dissipatif admet une extension maximale.

Démonstration. Soit H un opérateur dissipatif et T' sa transformation de Cayley. T" est une
contraction de 7, donc on peut trouver une contraction 7" qui prolonge T & H tout entier.
Montrons que 1 n’est pas valeur propre pour T. Supposons pour cela que ¢ € H vérifie
Ty = . Alors on a

2
2
= llel® <o,

Tk 2 Tk 2 Tk 2 Tk
HT w—wH = HT wH —2Re <T %so> + llell” = HT @
ce qui prouve que T*p = ¢, et donc pour tout ¢ € D(H) :
(oo, (H = i) = (T, (H = i) ) = (o, T(H = 0))) = (o, (H + i)us)

On a donc (p,v¢) = 0, puis ¢ = 0 car D(H) est dense dans H. On a donc montré que T
n’admet pas de vecteur invariant. L’opérateur (T — 1) est donc injectif, ce qui permet de
considérer K = i(T +1)(T —1)~! sur D(K) = Im(T — 1). K est alors une extension de H.
On peut vérifier que K est un opérateur dissipatif. En effet pour ¢ € D(K) et ¢ € H tel que
o= (T—1))ona:

tm (Ko, o) = Re (7 + 1), (T~ 1)) = [T~ Ju* <.

En outre K est maximal. En effet, si B est une extension dissipative de K, alors considérant
la transformation de Cayley T de B, et sachant que la transformation de Cayley de K n’est
autre que T, on voit que Tz est une extension de T. Mais T est défini sur tout #, donc
T =T, puis B =K. O

2.1.2 Semi-groupes de contractions

Les résultats présentés dans ce paragraphe sont issus de [EN00]. On pourra également
consulter [ENO06] ou [Paz83] pour des exposés plus complets.

Définition 2.8. On appelle semi-groupe de contractions (fortement continu) une famille de
contractions (T'(t)):>0 sur H telle que

T(0) =Idy
Vs,t 20, T(s+1t) =T(s)oT(t)
Vo € H, t — T(t)p est continue de Ry dans H.
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On définit alors un opérateur A de domaine D(A) par

le domaine D(A) étant Pensemble des ¢ € H pour lesquels la limite existe. L’opérateur A est
appelé générateur du semi-groupe (7(t));>0 et on notera T'(t) = e*4.

Proposition 2.9. Soit (T'(t))i>0 un semi-groupe de contractions sur H, A son générateur
et H=1A.
(i) A est fermé et D(A) est dense dans H.
(i) Pour tout t > 0, le sous-espace D(A) est stable par T(t).
(iti) Pour tout ¢ € D(A), Uapplication t — T (t)p est dérivable et on a :
%T(t)gp =T(t)Ap = AT ().

En particulier A commute avec T(t) pour tout t > 0.

(iv) Tout z € C1 est dans l’ensemble résolvant de H et on a :

+oo +oo )
(H—2)"t=i / T () dt =i / e H=2) gt
0 0

(v) L’opérateur H est dissipatif mazimal.

Mise a part la derniere assertion, tous ces résultats peuvent étre énoncés dans un espace de
Banach. Le fait que H est dissipatif résulte de la décroissance de I'application t — ||T(t)e]?
et du fait que pour ¢ € D(A) =D(H) on a:

d 2
—||T
STl

= 2Re(—iHT(t)p, T(t)p)|;—o = 2Im (Hyp, ¢) .
t=0

Pour ¢ € D(A), 'application t — e*4¢p est solution du probleme de Cauchy

drp(t) = Ap(t), Vt>0,
©(0) = ¢o.

Ainsi, étant donné un opérateur A, il est important de savoir s’il existe un semi-groupe dont

A serait le générateur. Dans le cas d’un opérateur autoadjoint, il suffit de considérer la famille

et donnée par le calcul fonctionnel. Cela donne méme un groupe unitaire & un parametre.
Dans le cas dissipatif maximal, on a le résultat suivant :

Théoréme 2.10. Soit H un opérateur fermé dissipatif mazximal. Alors l'opérateur A = —iH
engendre un semi-groupe de contractions, qu’on note (e_”H)@Q.

Citons deux fagons de montrer ce résultat. On peut utiliser ’estimation (2.1) pour appli-
quer le théoreme de Hille-Yosida (voir par exemple le théoréme I1.3.5 de [EN06]) a 'opérateur
—iH. On peut également utiliser le calcul fonctionnel pour une contraction développé dans
[NF67] pour définir e=H viq la transformée de Cayley (voir le théoréme 8.1 de [NF67]).

2.1.3 Perturbation dissipative relativement bornée d’un opérateur
autoadjoint

Dans cette partie, on suppose que 'opérateur dissipatif H est de la forme Hy — iV ou H;
est un opérateur autoadjoint et V' est un opérateur autoadjoint positif et Hi-borné de borne
relative strictement inférieure & 1. Cela signifie qu’il existe a € [0,1] et b > 0 tels que :

Vo € D(H1), Vel <alHipl + bl (2.2)
Dans ce cas on a : D(H) = D(Hy).
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Proposition 2.11. L’opérateur dissipatif H vérifie les propriétés suivantes :
(i) H est un opérateur fermé.
(ii) H est un opérateur dissipatif mazimal.

(i) D(H*)=D(H,) =D(H) et H* = H; +iV.

Démonstration. (i) La premiére assertion résulte facilement du fait que H; est fermé et de
Ihypothese (2.2) (voir le théoréme IV.1.1 de [Kat80]).

(i) On note :
2b+1

l1—a’

On a alors, pour tout ¢ € H :

||VH1+ZC ng aHH1 H1+zc (p||+b“ (Hy +ic)” gp”
g
g 1Pl

<allol + - IIsOII <

Ainsi 'opérateur (H; —ic)~1V de domaine D(V) se prolonge en un opérateur borné de norme
inférieure a (1 + a)/2, si bien que 'opérateur

A=1d—(H, —ic)"'V

est inversible d’inverse bornée. Or on a (H — ic) = (Hy — ic)A, donc (H —ic) est inversible
d’inverse bornée. D’apres la proposition 2.3, cela prouve que H est un opérateur dissipatif
maximal.

(iii) Pour montrer la troisiéme assertion, on commence par observer que pour tous @, €
D(H1) on a bien

ce qui prouve déja que D(H) C D(H*) et H* = Hy + iV sur D(H;). Il reste & montrer que
D(H*) C D(H). Soit donc ¢ € D(H*). Pour tout ¢ € D(H;) on a :

<(H1 —ic 503 < - ZC A 1@a¢> - <A71907 (H* + ZC)¢> - <907 (Ail)*(H* + ZC)¢>
et donc ¢ € D(HY) = D(H,) = D(H). O

Remarque 2.12. Soient Ty et T deux opérateurs sur H tels que (77 + T5) est inversible et
pour tout ¢ € D(T1) on a p € D(Ts) et | Tap| < al|Tiell + b|¢| avec a € [0,1] et B > 0.
Alors pour tout opérateur borné () sur H on a :

QI+ b||(Ty + T2) Q|
1—a '

|7 (Ty + 1) Q|| <

2.1.4 Perturbation bornée d’un opérateur autoadjoint

On va dans ce travail considérer des opérateurs qui non seulement ne sont pas autoadjoints
mais qui ne seront pas non plus dissipatifs, la faute a une partie antisymétrique qui n’est pas
nécessairement positive. Si H; est un opérateur autoadjoint et V' est borné (minoré suffirait),
alors Vopérateur H = H; — ¢V de domaine D(H;) n’est (éventuellement) ni autoadjoint ni
dissipatif. Par contre l'opérateur H — ¢ ||V]| est dissipatif. On peut donc lui appliquer les
résultats précédents. On obtient que pour Im z > ||V|| I'opérateur (H — z) = ((H — i ||V]]) —
(z —i||V]))) est inversible et

(=)~ < m (2:3)
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D’autre part on a encore D(H*) = D(H) = D(H;) et H* = H + iV sur D(H). En outre
Vopérateur —iH = —i(H — i ||V]|) + ||V|| engendre un semi-groupe fortement continu qu’on
note t — e~ *H mais les opérateurs e~ ne sont plus des contractions. On a tout de méme

HeiitHHL(’H) < etHVH’

et les propriétés de la proposition 2.9 sont toujours valables.

2.1.5 Premieéres propriétés concernant le spectre de 'opérateur de
Schrodinger

On se place maintenant sur # = L?(R"). Considérons un potentiel V : R* — C borné,
ainsi que l'opérateur de Schrodinger

H=Hy+V

olt on a noté Hy = —A le laplacien libre. V' définit sur L?(R") un opérateur borné, donc H
est comme Hy un opérateur de domaine H?(R™).

Supposons que
V() — 0.
|| —+o00
V définit alors sur L?(R™) un opérateur relativement compact par rapport & Hy, et on obtient
par le théoréme de Weyl [RS79c¢, cor. 2 p. 113] que le spectre essentiel de H et le méme que
celui de Hy, c’est-a-dire R . Cela signifie qu’en dehors de R le spectre de H est constitué de
valeurs propres isolées et de multiplicités finies. Ces valeurs propres peuvent éventuellement
s’accumuler a I'infini ou sur un point du spectre essentiel R . En outre, si on note

V=V —-iVs
on voit que toute valeur propre z € C de H est telle que
—sup Vo <Imz < —inf V5.

Supposons maintenant que la partie imaginaire de V' est négative. H est alors un opérateur
dissipatif. Comme 'opérateur V est relativement borné par rapport & Hy de borne relative 0,
H est un opérateur dissipatif maximal, et on peut appliquer tous les résultats généraux que
lon vient de rappeler. On retrouve en particulier le fait que le demi-plan supérieur C, est
inclus dans ’ensemble résolvant de H. Si de plus il existe un ouvert & de R™ sur lequel V5 est
non nul (cela vaut par exemple si V5 est une fonction continue non nulle, ce qui sera toujours
le cas par la suite), alors H ne peut pas avoir de valeurs propres dans R . Supposons en effet
que u € H2(R™) et A > 0 sont tels que Hu = Au. On a alors :

0=—Im (Mu,u) = —Im (Hu,u) = (Vau,u) .

Cela prouve que u s’annule sur le support de Va, et en particulier sur ’ouvert /. Cela implique
en outre que Hyu = Au. Mais d’apres le théoréme de prolongement unique (voir le théoréme
XII1.57 de [RS79c]), on en déduit que u = 0.

2.2 Dilatations autoadjointes
On évoque dans cette partie la théorie des dilatations autoadjointes. On rappelle les ré-
sultats de [NF67] et [Pav77] ainsi que les idées de démonstrations. On verra ensuite comment

utiliser ces dilatations autoadjointes pour obtenir des estimations sur le propagateur de ’opé-
rateur de Schrodinger dissipatif a partir d’estimations sur la résolvante.
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2.2.1 Dilatation unitaire d’une contraction

Définition 2.13. Soient A un opérateur borné sur H et B un opérateur borné sur un espace
de Hilbert K tel que H C K (H s’identifie & un sous-espace de K). On note Pj; la projection
orthogonale de I sur ‘H. On dit alors que l'opérateur B est une dilatation de A si pour tout
n€Nona
A" = Py B"|,,,
soit :
Vo, € H, (A", ¢) = (B ¢, 7).
Théoreme 2.14. (i) Toute contraction de H admet une dilatation isométrique.
(ii) Toute isométrie de H admet une dilatation unitaire.

(i11) Toute contraction de H admet une dilatation unitaire.

La démonstration de ce théoréme est donnée dans [NF67]. On n’en reproduit ici que les
idées. Tout d’abord, étant donné une contraction 7" de H, si on peut construire une dilatation
isométrique V' de T sur un espace de Hilbert K D H, puis une dilatation unitaire U de V sur
un espace K' D K, alors U sera une dilatation unitaire de la contraction 7. Donc (iii) résulte
de (i) et (ii).

1

Pour montrer (i), on considére I'opérateur Dy = (Idy, —T*T)2, bien défini puisque T*T <
Idy. 11 vérifie :

2 2 2
VoeH, [IDroll” = llell” - [IT¢

L’opérateur V défini sur K = [?(H) (on identifie H avec I'ensemble des suites & valeurs dans
H dont tous les termes sauf éventuellement le premier sont nuls) par

v(@n)neN € K:a V((¢0)¢17@27 .- )) = (TQDOaDTSOOaQDIaQOQw . )

est une isométrie sur I et une dilatation de T'. Cela prouve l'existence d’une dilatation iso-
métrique pour T, mais on peut en fait étre plus précis (voir le théoréme 1.4.1 de [NF67]).

Pour montrer (ii), on commence par le cas ol V est une translation unilatérale de H,
c’est-a-dire qu’il existe un sous-espace £ de H tel que H = P, .y V" L. Dans ce cas on peut
identifier # & [?(N, £) et V a l'opérateur de décalage a droite. On note alors K = [2(Z, L).
L’opérateur U de décalage a droite sur K est alors une dilatation unitaire de V' (voir la
proposition 1.2.2 de [NF67]). On remarque ensuite qu’on peut toujours se ramener & ce cas,
via le théoreme suivant :

Théoréme 2.15 (Théoreme de Wold). Soit H un espace de Hilbert et V une isométrie sur
H. Alors il existe une unique décomposition H = Ho ® Hy ot Ho et Hy sont stables par V et
V™, Vg, est un opérateur unitaire sur Ho et V], est une translation unilatérale sur Hy.

Le sous-espace Hg est donné par Ho = (),,en V'"H, et Hi =P,y V"Lou L=HOVH
(voir le théoreme 1.1.1 de [NF67]).

On souhaite utiliser la théorie des dilations unitaires pour étudier un opérateur dissipatif,
ou plutdt le semi-groupe de contractions qu’il engendre. Cela est possible d’apres le résultat
suivant :

Proposition 2.16 (Théoréme 1.8.1 de [NF67]). Soit (T(t))i>0 un semi-groupe de contrac-
tions dans l’espace de Hilbert H. Alors il existe un espace IC contenant H et un groupe unitaire
a un parameétre (U(t))ier sur K telle que U(t) est une dilatation unitaire de T(t) pour tout
t>0.

On peut par exemple montrer ce résultat en utilisant une dilatation unitaire pour la trans-
formation de Cayley T du générateur H du semi-groupe de contractions (voir le paragraphe
II1.9 de [NF67]). On remarque que si le groupe unitaire (U(t)):er est constitué de dilatation
unitaires pour les contractions (T'(t)):>0, alors pour tout ¢ > 0, U(—t) est une dilatation
unitaire pour la contraction T'(t)*.
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Définition 2.17. Soit H un opérateur dissipatif maximal sur H. On appelle dilatation auto-
adjointe de H un opérateur K sur un espace de Hilbert L O H tel que pour tout ¢ > 0
Vopérateur unitaire e~ **¥ est une dilatation de la contraction e~

La terminologie étant trompeuse, il est important de noter que cette définition ne dit pas
que K est une dilatation de H au sens de la définition 2.13 (d’ailleurs H et K ne sont pas
nécessairement bornés, on verra méme au théoreme 2.18 que le domaine de K ne contient
pas forcément de vecteurs de H).

2.2.2 Dilatation autoadjointe d’un opérateur de Schrodinger dissi-
patif

Dans le cas de lopérateur de Schrodinger dissipatif, B.S. Pavlov ([Pav77]) propose une
construction explicite d'une dilatation autoadjointe. Plus précisément, on considére un opé-
rateur autoadjoint Hy sur H = L%(R"), Vo € L>=(R", R, ) puis Popérateur dissipatif maximal
H = H; — iVa(x). On note également W = /2V5. On considere I’espace de Hilbert

K= LQ(R—aH) GH® LQ(R-HH)

contenant ‘H wvia une injection triviale, ainsi que P_, Py et Py les projections orthogonales
de K sur L2(R_,H), H et L?(Ry,H). On a le résultat suivant :

Théoréme 2.18. On considere sur IC Vopérateur K défini par

U_ —iu’_
K:|u | = | Hug— 5 (u-(0) + u4(0))
Ut —iu!,

sur
D(K) = {(u_,up,uy) € K|ux € H'(Ry,H),uo € D(H1) et ui(0) — u_(0) =iWuo € H} .
Alors K est une dilatation autoadjointe de H.

On commence par étudier 'opérateur K. Les démonstrations des propositions 2.19 et 2.20
sont essentiellement calculatoires. On se contente d’en rappeler les étapes.

Proposition 2.19. L’opérateur K est autoadjoint sur K.

Démonstration. 1. On commence par montrer que K est symétrique. Pour cela on se donne
u = (u_,up,uy) et v = (v_,vg,vy) dans D(K). Tout d’abord on a

<H1u07UO>H - <’U,07 H1v0>’H = 07
du simple fait que H; est autoadjoint sur H. Pour les termes
<7iu’_,v_> — <u_, 7iv/—>L2(R,,H) et <7iu'+,v+> — <u+, 7iviﬁ->L2(R,,H) ,

on effectue des intégrations par parties. Cela donne des termes de bord en 0, qui seront
exactement compensés par le dernier terme

(F+u ) + (i F o0+ e0) |

H
et ce grace a la condition imposée dans la définition du domaine de K.
2. 11 faut ensuite vérifier que D(K™*) C D(K). Cela se fait & nouveau par vérification directe.

On considere v = (v—,vg,v4) € D(K*) et on note K*v = v* = (v*,v§,v}). Pour tout
u = (u_,up,us) € D(K) on a donc :

y ) w )
(u,v*)y = <fzu’_,v_>L2(R7’H) + <H1Uo — 7(“4—(0) + u_(())),vo> + <7ZU‘{|-”U+>L2(R+,H) :
H

26



En Pécrivant pour tout u € D(K) tel que ug = 0, uy = 0 et u_(0) = 0, on montre que
v_ € H'(R_,H) et v* = —it’_. De méme on a vy € H'(R},H) et vi = —iv”. On peut
alors vérifier, toujours en faisant des intégrations par parties dans L2(R_,H) et L2(Ry,H)
et en utilisant la condition pour que u € D(K), que ’égalité précédente devient :
W2
(ug,v4) 4 = (Hiuo, vo) 4, + <u0, —Z'TUO — Wv+(0)>
H

+ (u—(0), =Wwy —i(v(0) —v_(0)))4, -
En appliquant cette égalité avec ug = 0 et u_(0) arbitraire, on obtient que

—Wwg —i(v4(0) —v_(0)) =0,
ce qui assure que v € D(K) et acheéve la démonstration. O
Proposition 2.20. Pour Imz > 0 et u = (u_,up,uy) € K, on a (K — 2) " (u_,up,uy) =

v = (v_,vp,vy) avec :

v_(r) = z/ 1=y _(s)ds,

— 00

vo = (H—z)""(ug+ Wv_(0)),

(v-(0) + iWwp)e™" + z/ "=y, (s)ds.
0

v4(r)
En particulier on a :
Py (K—2)7', =(H-2)""

Démonstration. Cette proposition se démontre également par calcul direct. Il s’agit de vérifier
que v donné par la proposition est bien dans D(K) et que (K — z)v = u. O]

De fagon analogue, on peut vérifier que pour Imz < 0 on a :
—1 —1
Py (K —2) |H:(H*—z) .
Proposition 2.21. Le semi-groupe unitaire (e =)
semi-groupe de contractions (e="),~q sur H.

>0 sur K est une dilatation unitaire du

Démonstration. 1. On commence par montrer que I’application
) —itK
T:tw— Pye |7—[

définit un semi-groupe de contractions sur . On voit facilement que T(0) = Idy et que pour
tout ¢ € H lapplication ¢ — T(t)p est continue sur R, . Il reste & vérifier que T'(t + s) =
T(t) o T(s) pour s,t > 0. Soient ¢ € H C K et ¢p € L2 (R_,H) C K. On considere sur R
I’application :

fit—=1g, (1) <e_itKe_t<p, V).

Pour tout A € R, sa transformation de Fourier inverse est donnée par :

1 [ - . )

—1 —it(K—(A\—1 ) —1

N= oo [ (e BT d = — L (K~ (A~ ) =
FHW =g [ (e 00 (K = (=) Yo, ) =0,
et donc f = 0 (f est continue sur R, ). Cela signifie que pour tout ¢ > 0 I'application e~
envoie H dans H @ L?(R,H). On vérifie de méme que L*(R,,H) est stable par e~ pour

tout ¢ > 0. Pour tout s,t > 0 on a alors :

PHefi(t+s)KPfH —_ PrHefitK(PH + P+)€7iSKP7.L —_ PHefitKPHefisKPH
= (Pue " Py) o (Pye K Py).
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Cela prouve que (T'(f))t>0 est bien un semi-groupe de contractions sur H. On note B son
générateur.

2. Le semi-groupe unitaire (e~#);5q est une dilatation unitaire pour le semi-groupe de
contractions (e #5);5. Il reste donc & montrer que H = B. Mais B est un opérateur dissipatif
sur H et pour z € C on a:

400 ) +o0 }
(B—2)"' = 2/ e MB=2) gp = z/ Pye itK=2) L = Pu(K —2)7 ', =(H-2)".
0 0
0

Corollaire 2.22. Le semi-groupe unitaire (')

semi-groupe de contractions (€7 ),>q sur H.

t>0 sur K est une dilatation unitaire du

Remarque 2.23. etH" = ¢~ ®(=H") o — H* est bien un opérateur dissipatif.

Démonstration. Pour o, € H (identifiés & des éléments de K) on a :
<eitH*(p,¢> = (p,e M) = (p, e M) = (K o )Y .
O

2.2.3 Opérateurs relativement lisses par rapport a un opérateur dis-
sipatif

Etant donné un opérateur dissipatif maximal, on va se servir d'une dilatation autoadjointe

pour utiliser la théorie des opérateurs lisses au sens de Kato (voir par exemple le paragraphe

XII1.7 de [RS79c¢]). Plus précisément, en s’inspirant des résultats bien connus pour les opé-

rateurs relativement lisses par rapport a un opérateur autoadjoint, on démontre le résultat
suivant :

Proposition 2.24. Soit H un opérateur dissipatif mazimal de la forme H = Hy — iV sur
un espace de Hilbert H, avec Hy autoadjoint et V autoadjoint positif et relativement borné
par rapport a Hy de borne relative strictement inférieure a 1. Soit A un opérateur fermé sur
H. On suppose qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tous ¢ € D(A*) et z € C :

(A%, (H—2)7t = (H* —2) ") A*p)| < Cllg]*.

Alors pour tout ¢ € H on a e~ € D(A) pour presque tout t >0 et :
400 ) 9
| A gl de < el
0

Démonstration. Soit z € C4. On a
(H—2)"t'—(H*—2)" ' =2(H" —2)" YV +Imz2)(H — 2) !,

donc 1
Sin (H=2)'=H—2)") = %(H* —Z2) (V4 Imz)(H—-2)"' >0
et on peut noter :

Pour ¢ € D(A*) on a :
IT(2)A% 0| = (A", T(2)*Ap)

= o (A, (H = 2)™ = (1 = 2)7) %)
o2
< ol
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Soit maintenant ¢ = T'(z)¢ € Im(T'(z)). Pour tout ¢ € D(A*) on a

[(A%p, ¥)| = [{(A"p, T(2)()| = (T(2) A9, ()] < \/gllwl <1l

donc ¢ € D(A**) =D(A) (car A est fermé) et :

AT (2)|| = |T'(2)A™|| < C
On peut alors calculer, pour p > 0 :
J A = )™ = = =) ] an
:4772/RHAT(/\+W)290H2 d\
< 2770/ T+ ip)]® dA
<=iC [ (o (= i)™ = (1 = (A= i) ) ) A

On considere maintenant une dilatation autoadjointe K de H sur un espace de Hilbert I
contenant H. Comme K est autoadjoint on peut considérer sa mesure spectrale, notée Fi .
On peut alors écrire :

/HA — i) = (B = = i)"Y o
<=iC [ (o (0 = i)™ = (0 = (A=) ) )
, 1
< —ZC/R/R <$—()\+Zﬂ) - ($—()\—iﬂ))) d(Er(x)p, @) dA
<2u0/ﬂ{/ﬂ§ﬁ#2d<EK($)%¢> dX

< 27TC/RCZ<EK(Z‘)<)0a<p>

<2nC gl

D’autre part :
(H =\ +ip) to— (H* = (A —in) "ty

too _ +oo .
_ Z/ e~ H=OFim) gy z/ et H == gt
0 0

Ainsi pour ¢ € H la fonction

_ e e tH sit>=0
u:t— T y
p sit<O0

est la transformée de Fourier de A — (H — (A+ip)) Lo — (H* — (A —iu)) L. Par le théoréme
de Parseval on a donc :

+oo
n? [T e e < a® [ uto))® ar

_27r/y|,4 i) e — AT — (A — i) NP

<4n°C gl
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D’apres le théoreme de convergence monotone, on peut prendre la limite  — 0 sous l'intégrale
de gauche, ce qui donne :

oo —itH |2 2
/0 [Ae=Ho|)* dt < Cl]?.
O

Corollaire 2.25. Soit (Hp)ne)o,1) une famille d’opérateurs dissipatifs mazimauz de la forme
Hy, = H}—iV}, sur un espace de Hilbert H, avec HI' autoadjoint et Vi, autoadjoint positif rela-
tivement borné par rapport a HJ de borne relative strictement inférieure a 1. Soit (An)nejo,
une familles d’opérateurs fermés sur H. On suppose qu’il existe une constante C' > 0 telle
que pour tous ¢ € H, z € C et h €]0,1] :
* —1 * —1 * C 2
[(Aro, (Hn—2)7" = (Hy — 2)7") App)| < W llell”

Alors pour tous ¢ € H et h € h €]0,1] on a :

+oo it 2 2
[ e tme] at < clel®.
0

Démonstration. 11 suffit d’appliquer pour tout h €]0, 1] la proposition précédente a 'opérateur
Hy/h. O

2.3 Condition de radiation de Sommerfeld
On s’intéresse maintenant a I’équation
(H-Eu=S (2.4)

d’inconnue u, o H est un opérateur de Schrodinger dissipatif comme décrit au paragraphe
2.1.5, E>0et S € L?(R™) est un terme source connu.

On dira d’un potentiel V : R® — C qu’il est de courte portée s’il existe C > 0 et p > 0
tels que
Ve e R, |V(z)| <C (@) '7". (2.5)

Et on dira qu’il est de longue portée s’il est différentiable et s’il existe C' > 0 et p > 0 tels
que
Ve eR", |V(z)<C(x)™” et |[VV(z)]<Cz) ", (2.6)

Pour r > 0 on note B, la boule ouverte de R™ centrée en 0 et de rayon 7, (-,-)p le
produit scalaire de L*(B,) et ||| 5 la norme correspondante. On notera Bgn (z,7) la boule
centrée en x € R™. On note S la sphere unité de R", S, la sphére de rayon r > 0, o, la
mesure de Lebesgue sur S, et (-,-)g le produit scalaire L*(S,, ;) (ainsi que |-|5 la norme
correspondante). Enfin on note H*(R") pour s € R les espaces de Sobolev sur R™ et, pour
§ € R, H*°(R") I'ensemble des fonctions mesurables f telles que x — <£L’>6 fe H*(R™).

Dans le cas autoadjoint et pour un potentiel V; de longue ou courte portée, on sait que pour
§>1et S e L?(R") le probleme (2.4) est bien posé dans L»~2(R") & condition d’ajouter
une condition de rayonnement & 'infini, et la solution est donnée par le principe d’absorption
limite (voir [IS72, Sai79]). Y. Saito traite dans [Sai74] le cas d’un opérateur de Schrodinger
dont le potentiel admet une partie imaginaire de courte portée. Dans ce cas le résultat est
encore valable a condition d’éviter un certain ensemble de points. On pourra voir par ailleurs
[Ike72]. Le but de cette partie est de montrer que le principe d’absorption limite est valable
dans le cas d’un opérateur de Schrodinger dont le potentiel est de longue portée avec une
partie imaginaire négative. Dans ce cas la symétrie du probleme est rompue et le résultat n’est
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valable que pour les solutions sortantes. Cela signifie que le principe d’absorption limite n’est
valable que si on approche E par des points de C;. Pour certains résultats intermédiaires
qui seront utilisés par la suite, on pourra également autoriser le potentiel a avoir une partie
imaginaire positive de courte portée.

2.3.1 Solutions sortantes

Pour étudier la condition de radiation de Sommerfeld, on travaille en coordonnées polaires.
Pour v € H (R") et  # 0 on note d,u(x) = #.Vu(z) la dérivée radiale de u au point x
(& désigne la direction z/ |z|), et V ou(x) = V(r) — (Jru(x))z, le gradient sur la sphere
de rayon |z|. On note —A Dextension de Friedrichs pour la forme quadratique positive
(Vi Vi) 2gny (voir par exemple [Lax02]). —A est alors un opérateur autoadjoint positif
sur L?(R™) dont le domaine contient H?(R"™) et tel que :

Vu,v € Cg°(R™),  (=ALw,v) 2y = (VLU V1) p2(gay -

Comme V, A| commute alors avec J,.. Enfin on note :
n—1

D, =0, .
T 37

On regroupe dans une proposition les propriétés dont on aura besoin pour les calculs :

Proposition 2.26. (i) Soient u,v € H?(R"). Alors on a
D, (uwv) = (Dru)v 4+ u(dpv)

et
% (u,v}ST = (Dru,v)g + <u,’Drv>Sr )
(ii) Pour u € H*(R™) et Vy voisinage de 0 dans R™, on a dans L*(R™ \ Vy) :
~Au=-D?*u—Aju+ u(g_?))u. (2.7)
4z|
(#ii) Pour u € C§°(R™) nulle au voisinage de 0 on a :
Or A u(x) = —%Alu(w) + A Opu(x). (2.8)

Démonstration. (ii) Pour u,v € C§°(R™) nuls au voisinage de 0 on a :
<_AU/) v)L?(Rn) - Vu(x) . V@(x) dx
R

= / /(“)Tu(rw)arﬁ(rw) " dwdr + Viu(z) - Viv(x)de.
0o Js R"

Le premier terme vaut

/OOO /Sﬁru(rw)&nﬁ(rw) " dwdr = /OOO/S <8fu(rw) S 13Tu(rw)> B(rw) r™ dw dr,

r
et sur R"™ \ V, on a bien :

D2u(a) = 02u(w) + "L 0,u() + (”_jfgg‘_?’)

(iii) Pour r > 0 et w € S on note 4(t,w) = u(rw). On a alors
1
A u(rw) = r—ZAwﬂ(r, w),

ce qui donne bien (2.8) en dérivant par rapport a r. O
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On suppose que V est somme d’un potentiel longue portée et d’'un potentiel courte portée
et que sa partie imaginaire est négative. On note V = V; —iV5 avec V; a valeurs réelles et V5
a valeurs réelles positives. On définit alors une solution sortante comme dans [Sai79]. Pour
cela on se donne § tel que

| 1
5 <0 <min (1, S+ Z) (2.9)

(o1 p > 0 est donné par (2.5) et (2.6) pour Vi et V3) et on note :

(C+7+ = {C S (C| RGC > O,IIHC 2 0}
Tout z € C;UR" admet une unique racine carrée C, ;. On la notera ¢*. On notera également
¢ =Re(? et (§ =Im(¢*. Pour ¢ € C, on note : D,.({) =D, —i(. .
Définition 2.27. Soient z € Cy URY et f € L _(R™). On suppose que u € H (R™) est
solution de I’équation

(H—2)u=f. (2.10)
Alors on dira que u est solution sortante pour (2.10) si D,.(¢?)u € L>°~HR™ \ Vy), o1 V, est
un voisinage de 0 dans R".
Le théoreme que ’on souhaite démontrer dans ce paragraphe est le suivant :

Théoréme 2.28. Soient z € C4 URY et § vérifiant (2.9). Alors pour tout f € L*°(R™)
léquation (H — z)u = f admet une unique solution sortante. De plus, pour tout compact K
de C URY il existe une constante C telle que pour tous z € K et f € L2’5(R"), siu est la
solution sortante pour l’équation (H — z)u = f alors on a
[ull p2.~s mny + 1Pr(C)tll p2.5-1 @\ yy + IV LUl 251 ey 5y) < C NIl 25 (mn) 5
et pour tout r > 0 : .
15
ull 2.5 g\, < CT270 Nl 20 ey -
En outre, pour E > 0, la solution sortante pour l’équation (H — E)u = f est obtenue comme
limite dans L>~°(R™) de (H —2)"'f ot 2 € C4 et 2 — E.
Pour E > 0, la solution sortante & I’équation (H — E)u = f est notée :
u=(H — (E+10))"*f.

On a un résultat analogue sur le demi-plan inférieur pour H* (c’est-a-dire pour un po-
tentiel de partie imaginaire positive). Pour £ > 0 on note (H* — (E —40))~! la solution
entrante & ’équation (H* — F)u = f (définie comme la solution sortante avec la condition
(D, +iC*)u € L2O-1(R™\ Vy)).

Pour démontrer le théoreme 2.28, on utilisera plusieurs fois le lemme suivant. Comme il
n’y a pas d’estimation dans ce lemme, les hypothéses concernant la décroissance et le signe
des parties réelle et imaginaire du potentiel ne sont pas utiles ici.

Lemme 2.29. Soient f € L2 _(R") et ¢ = (1 + ila avec (1 > 0 et (o = 0. On suppose que

loc
u € HZ_(R™) est solution sortante pour l’équation (H — (?)u = f. Alors pour tout r > 0 on
a:

D (Q)ulg, = D+ Gaul, + ¢ ulg, +2¢ (Vou, ), +4¢HGo llull, + 26 Im (f,u)p -
Démonstration. En prenant la partie imaginaire de 1’égalité
(Vu,Vu)g, = (Oru,u)s + ((V = C)u,u) = (f,u)p,
on obtient :
—Im (0,u, u)sr — (Vo +2¢1(2)u, u)BT =Im (f, u)BT .
On a d’autre part :

D, (Q)ulz, = [Dru+ Gul3 + G luls, — 2¢ Im (D, u)g

Ces deux égalités donnent bien le résultat puisque Im (Dyu, u)g = Im (9,u, u)g . O
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2.3.2 Unicité

On commence par montrer 'unicité de la solution sortante. On note H; = —A + Vi () la
partie autoadjointe de 'opérateur H.

Proposition 2.30. Soient A > 0 et u € HZ (R™) une solution de l’équation (H; — \)u = 0
telle que l’ensemble {r > 0] |u

gn—1 # 07 est non-borné. Alors on a :

lim inf (|Dru\§ + A Juf? ) > 0.
7—00 T T

Comme cette proposition ne fait pas intervenir la partie imaginaire, on n’en détaille pas
la démonstration et on renvoie & la proposition 3.1 de [Sai79]. On peut maintenant montrer
I’unicité d’une solution sortante :

Proposition 2.31. Soit z € C; UR?.. On suppose que u € HZ (R") est solution sortante

loc
pour Uéquation (H — z)u = 0. Alors u = 0.

On rappelle (voir [Sai74]), que le résultat n’est pas vrai sans la condition de signe sur la
partie imaginaire du potentiel.

Démonstration. Soit r > 0. D’apres le lemme 2.29 on a :
Dr(C)uls, = Dyt Gulg, + (65)? fulg, + 26F (Vaw,w) s+ 4(C5)°G Julls, -
Comme D,.(¢*)u € L>°~1(R™\ V), on a

lim inf | D, (¢*)ul3 =0,

r—-+00

et donc

.. 2 2 2
tim inf (1D + GGul?, + (GF)? [uld, + 265 (Vau, u) s, +4(G)%G [l ) = 0.
Comme tous les termes de cette somme sont positifs, ils admettent tous 0 comme valeur
d’adhérence quand r tend vers +oo. Si (5§ > 0, on obtient directement que v = 0. Si (5 = 0,
cela montre tout de méme que u s’annule sur le support de V5 (et est donc solution sortante
pour I'équation (H; — (()?)u = 0), et :

lim inf (|Dru|§T +(¢P)? \UIé,‘) =0.

r—+00

D’apres la proposition 2.30, cela signifie que u est a support borné, disons dans Br pour un
certain R > 0. Ainsi u est solution du probleme : (H; — ((§)?)u = 0 sur Bg et u = 0 sur Sg.
Par unicité de la solution pour un tel probleme de Dirichlet, cela implique que u = 0 sur Bg,
et donc u = 0. O

2.3.3 Estimations uniformes

On montre maintenant des estimations uniformes par rapport a z pour la solution sor-
tante & l'équation (H — z)u = f.

On va utiliser dans cette partie I'expression (2.7). On notera alors, pour x # 0 :

(n—1)(n-23)

Vix)+
(z) PRE

= Wl(x) — ZWQ(Z‘) + W3(.Z‘),

ou Wy : R™ — R et Wy : R® — R, sont des potentiels a longue portée et W3 : R® — C est un
potentiel & courte portée, pour |z| > 1. La partie imaginaire de W35 peut ne pas étre négative,
ce qui signifie que les résultats de ce paragraphe sont encore valables pour un opérateur
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de Schrodinger qui n’est pas nécessairement dissipatif. Le fait que W3 ne soit pas borné au
voisinage de 0 n’aura pas d’incidence puisque pour le lemme 2.34 et la proposition 2.35 on
utilisera une fonction de troncature qui évite un voisinage de 0. Pour les termes résiduels a
supports compacts, on utilisera le résultat de régularité intérieure suivant (voir par exemple
le paragraphe 6.3.1 de [Eva98]) :

Proposition 2.32 (Régularité intérieure). Soient f € L _(R™) et z € C. On suppose que
€ HZ_(R™) est solution de I’équation (H — 2)u = f. Alors pour tout R >0 on a

loc

lell s 3y < C (1 3y, + Il )

ot C peut-étre choisie uniformément pour (z, R) variant dans un compact de C x R,..

Soit K un compact de Cy UR?% . On note K* = KNC_. L’ensemble des (* pour z € K est
alors un compact de C, Il existe donc 71,7 > 0 tels que pour tout z € K on a (f > 7 et
|¢] < 7. On suppose que K* ne contient aucune valeur propre de H (ce n’est pas automatique
dans la mesure ou on autorise pour ce paragraphe des opérateurs non-dissipatifs).

Lemme 2.33. Soient z € K*, f € L>*(R") et u = (H — 2)"'f. Alors u et Vu sont dans
L>%(R™).

Ce sont bien des estimations pour z fixé. Les estimations uniformes que 'on cherche a
montrer sont plus faibles.

Démonstration. Soit x € C§°(R) égale a 1 sur [—1,1] et & support dans [—2,2]. Pour 2z € R”
\

x|

et R >1 on note xg(z) = x(‘g). Pour 6 € [0,1] on a alors

[(2)’ Xr, (H — 2)7"] = (H — 2) 7 [(H - 2), (z)° xg|(H — 2)~"
= —(H = 2)7 (20,((2)° xR)0r + Al(2) xn)) (H = 2)7,

ce qui prouve que pour f € L29(R™) on a (z)° xr(H — 2)~1f € L2(R") uniformément en R,
et donc (H — 2)~1f € L>9(R™). Pour j € [1,n] et f € L*°(R") on écrit

(2)° XRrO;(H —2)7 f = —a»<<x>5xR><H - 2)‘1f

= 05(H = 2)7 (200(()’ x)r + A(@)" xn) ) (H = 2)7'f
+ a ( <J}> XRfa
et on conclut de la méme maniere que d;u € L*9(R™). O

Lemme 2.34. [l existe une constante C telle que si z € K*, f € L>%(R") etu = (H—2)"'f
alors on a

G lull p2- s(Rr) S (HUHL2 —s(rn) T IDr (¢ Z)UHszé—l(R"\Bz) + ”fHL?ﬂ‘S(R"))

et
Jvived,

Démonstration. Soient z € K*, f € L>°(R") et u = (H — 2)~'f € H?(R"). On considére
une fonction x € C*°(R,[0,1]) croissante telle que x(r) = 0 pour r < 2 et x(r) = 1 pour
r > 3. Pour € R", on note également x(x) = x(|z|). Soient R > 0et @ < 1—0 < J. En
prenant la partie imaginaire de I’égalité

C (el s gy + 1P €Vl s o) + 1 o)) Ml sy -

2 l_‘s(]R"

((H = 2)u,X°u) o gy = (X0 o1
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on obtient d’apres (2.7) :

2
207G Ixullze.e s, + (Wau, X2u>L2,u(BR)
2 2, 2 2
=—Im(f,x u>L2YQ(BR) + Im (—Dju, x u>L27a(BR) + Im (Wsu, x u>L2YQ(BR) .

Soit (ug),,ey une suite de fonctions de C5°(R™ \ {0}) qui converge vers u dans H?(Bg \ Ba).
Pour tout k € Non a :

Im <_D$uka X2uk>L2«“(BR)

R
— —/ 1+ 7“)20‘ Im <Dguk,x2uk>gr dr
0

R R
d

- Im/ (1+ r)%‘d— <Druk,X2uk>S dr + Im/ 1+ 7")20‘ (Drug, 2x0, xuk)g  dr

0 r 4 0 "

R
= —(1+R)**Im <Druk,x2uk>SR + 2a/ (1+7)2**1Im <Druk,x2u;€>s dr
, 0 .
R

+Im/ (1 +7’)2a (Druk,Qx&nxuk)ST dr.

0

En prenant la limite & — oo on obtient la méme égalité pour u. D’apres le lemme 2.33 on a
u, Dyu € L?9(R™\ By). On peut donc trouver une suite (Rim)men telle que :

(1+ Ry (Dyu, u) — 0.

SR m—soo

En passant a la limite R — 400 selon cette sous-suite on obtient donc :

2

271C2z ||Xu||2Lz,a(Rn) + HX\/ W2U‘

< 2« )Im <D,,u, X2u>L

L2 (Rn)

+ ‘<f7 XQU’>L2=“(R”)

+ ’<W3u, X2u>

2’(’_%(]1%”) L2 (Rn)
+elull g g5y
<2 ||DTU||L2=—5(R"\32) ||U||L2,2a—1+6(]1@n) tc ||f||L2,1—5(Rn) HUHL2>2¢1—1+5(R")

+c Hu||L2,75(Rn) ||u||L2,2a71—p+(5(Rn)
< (IDHC )l + Tl sy + sy ) [l 2o
Sc (”DT(CZ)UHLZﬁ*l(]R"\BQ) + lull 2.5 (gny + ”fHL?";(]R")) l[ull L2,20-145 &) -

Avec le résultat de régularité intérieure, on obtient alors la premiere estimation en prenant
a=1—4 et la seconde en prenant o = % — 9. O

Pour z € K* et € R™, le nombre complexe z 4+ iWs(z) est dans C; et admet donc une
unique racine carrée ((x, z) = (1(x, z) +i¢2(z, z) dans C4 1. En outre il existe y2 > 0 tel que
pour z € K* et x € R", on a1 < (1(z,2) < 12 et 0 < (a(w,2) < 2. Plus précisément, si
Rez=2zetImz =2 0na

22 + (29 5(2))2 + 21 22 + (22 5(2))2 — 21
Qm@:¢¢l+<+yw»+ . M%@:¢¢ HCELC)TY

On peut également écrire



ou e(z, z) reste dans un compact de | — 1, +oo[ pour z € K* et € R™. En particulier il
existe une constante C' > 0 telle que pour z € K* et z € R" :

C~ (2 + Wa(2)) < Ca(x, 2) < Clzg + Wa(2)). (2.11)

On a alors

1 1 —1—p
V6t ) = gy T ) T @) < et

ot ¢ ne dépend ni de z € K* ni de x € R™. On peut estimer de méme la dérivée de (;(z). On
obtient donc

V¢(a,2)| < efa)™ 77, (2.12)

ol ¢ ne dépend ni de x € R™ ni de z € K*. On note :

D =D, —i((z,2).

T

Proposition 2.35. Il existe une constante C > 0 telle que si z € K*, f € L>°(R") et
u=(H —2)"1f alors on a

HIDiUHL?ﬁ*l(R”\BZ) + ”VJ-uHLQvé*l(R"\Bz) <C (HUJHL%%(Rn) + ||f||L2v5(lR")) :

Démonstration. 1. Soient z € K*, f € L*°(R") et u= (H — 2)~1f. D’apres (2.7) on a :

(H—2u=f
— —D>u— A u+Wiu+Wsu—((z,2)%=f
<= —D,(Diu) —i{(x, 2)(Du) — i0,C(z, z)u — A u+ Wiu + Wsu = f.

Comme pour le lemme précédent, on considére une fonction y € C*°(R, [0, 1]) croissante telle
que X(r) = 0 pour r < 1 et x(r) = 1 pour r > 2, puis on note x(z) = x(|z|) pour tout
x € R™. On multiplie I'égalité précédente par y(x)%(1 + |z]|)?*~'Dzu, on intégre sur Br pour
un certain R > 2 puis on prend la partie réelle. Cela donne une égalité de la forme

Ay (R) + As(R) + As(R) + A4(R) + A5(R) + Ag(R) = A7(R).

ou 'on va chercher a minorer les termes de gauche et majorer le terme de droite pour obtenir
I'inégalité attendue. On peut supposer que

||UHL2,76(R”) + HfHLM(]Rn) <N = max (||XDiu||L275*1(R”) ) ||XVJ_U||L275*1(R”)) ;o (213)
puisque dans le cas contraire il n’y a rien a démontrer.

2. Soit (ug), ey une suite d’éléments de CG°(R™\ {0}) qui converge vers u dans H*(Bg \ By).
Pour tout k € Non a:
i <DZU 2(1 + |’JL‘D2671'DZU >
dr rUky X r Wk S,
= (D, Diug, X*(1 + |x|)25—1Dfuk>Sr + (DZup, x> (1 + |m|)25—1DTDfuk>ST
+(DZuy, 0, (x*(1 + |z))*71) Diuk>sr
= 2Re (D, Duk, x> (1 + |x|)25_1Dfuk>S + (Dzug, 0, (P (1 + [z)*71) Dfuk>s .
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En intégrant pour r € [0, R] cela donne :
—Re (D, Diug, x*(1 + |x|)25—1Dfuk>BR

1 — z 2 1 z — z
- _5(1 + R)* ! | Diugls,, + 3 (Dzup, 2x0,x (1 + [2[)* 1DTuk>BR

71 z 2 2(6—1)yz
+ <5 2) <DTuk,X 1+ |z)) Druk>B

R

1 1 e ! :
> —5(1+R)* 1 [Dfuxlg, + <5 - 2) XDk 251 (5, -

En prenant la limite & — oo, on obtient une inégalité analogue pour uw. Comme Diu €
L*9(R™\ By) on a

liminf(1 4 R)?~! [DZul =0

lim inf(1 + R)® [Drulg, =0,

et on obtient finalement :

. 1 2
i A4() > (5= 3 ) NP0l o

3. Pour le deuxieme terme on écrit simplement :
As(R) = {Ga(z, 2)Diu, x> (1 + \x|)26_1Diu>BR > 0.
4. Pour le troisiéme terme on utilise (2.12) et le fait que 1+ p > 24 :
a(R) > | ((0r¢(w 2))us (1 + lal) 1 Du)]

Z _CH’U’”LZ*I*PJNS(BR) ||XD5U||L2‘,6*1(BR)
>

_CNHUHLQ»*‘;(R")a

ou ¢, comme dans la suite de la démonstration, désigne une constante qui ne dépend ni de
z € K* nide f € L*(R").

5. Pour justifier les calculs concernant A4(R), on utilise comme précédemment la suite
(uk)pen- En utilisant (2.8) on calcule :

d _
e (=A L, X*(1+ |[)2° 1uk>ST
= (=DpApug, (1 + |$|)2571“k>sr + (= A Lk, Do (1 + |$D2671“’“>Sr
= (~A LDy, (1 + ) )y + <2 | A L, x2(1 + |x\)25*1uk>s

+ (—A L ug, X1+ |$|)2671Dr“k>sr +(—ALuk, 0 (X2(1 + |x‘)2671) uk>s,,,

< 2Re (—A e, (1 + 2P Dyu)g — 2 (1 + a1 sug [}

+ (AL, 0 (P (1 + |2)*71) uk>ST .

On integre cette inégalité sur [0, R] et on prend la limite k — oco. Sachant que
_ 2 _ 2

(~Aru,0, (PO + 12wy, < eV oufb, + (26— 1) [0+ 12V},

on obtient en utilisant la régularité intérieure (proposition 2.32) :
0< (1+R)¥1|Viul3,
<

2Re (—A u,x*(1 + |x|)2671Dru>BR + (20 —3) HXVLUH%Z,é—l(BR)

2
+ ¢ (ull sy + 11l s o))
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D’apres (2.12), on a d’autre part :

2Re (—A Lu, 2 (1 + |2~ (—i¢(x, z)u)>BR

= —2Im (V 1w, x*(1+ [2))*"H(V 1 {(2, 2))u) , — 21Im <<(fc, 2)X°(1+[2))* 'V Lu, Vlu>

> —¢ XV Lull oo gy Il ooy + 2 (Gol DAL + )21V L, V),
= —c HXVLUHLZL**l(BR) HU’HL?»*‘;(BR) :

En sommant on obtient finalement :
3 2
Ay(R) = —eN (HUHL%%(RM + ”fHsz‘s(Rn)) + 9 0 HXVLUHLWS*l(BR) :

6. Le calcul pour A5(R) commence comme les précédents :

d
o (Wi, x*(1 + |x|)25—1u>sr

=2Re (Wyu, x*(1+ |$\)2§_1Dru> +{(0:W)u, X*(1 + |x|)25—1u>ST

o+ (Wru, 2x0,x(1 + o) ), + (20 = 1) (Wiu, x3(1 + Jo]) 20~ D)

Sy s,

et donc, puisque 20 —2 — p < 26 :

Re (Wiu, X*(1+ &) "Dy 2 S(14+ R (Wi, uhg, — cllulfa-sp,,)

[\J\)—‘

En outre u € L?°(R"), donc

liminf(1 + R)®~1 (W, u)g, = 0.
R——+o00

D’autre part, comme 20 — 1 —p < 1— 26§, on a
Re (Wiu, x*(1 + |22~ (—i¢(x, z))u>BR = (Whu, *(1+ |z])2° 1o (x, z)u>BR
> —c <C2(x, 2)u, (1 + |x|)1_25u>BR )
D’aprés (2.11) puis le lemme 2.34 on obtient
Re (Wi, x*(1 + |2|)? 1 (—i¢(x, z))u>BR
> —c(Gu, (L+[a))' 2wy — e (Wau, (1+ [2)'~%u)
L LTy L po—— V01
> 7C~A/||UHL2v*5(]R")7

2 lﬂs(Rn
et donc :

1%1’?}101’(1_)1‘ A5(R) 2 7C\/\/||UHL2,76(RTL) .
7. Enfin comme x s’annule au voisinage de 0 on peut écrire

As(R) > — ‘<W3u, (1 [a) 21Dz

L2(R™) = _cHu”Llﬂs(Rn) ||XDiu||L2=5*1(R") )

et
Az(R) < Hf”Lz,é(Rn) ||u||L2w*5(]R") < NHUHL%J(R”) :

8. Toutes les inégalités que 'on vient de montrer prouvent finalement que
2 2
||XD7%UHL2,5*1(R”) + ||XVLU||L2,571(RTL) < cN ||U/||L2,75(Rn) .

Cela prouve la proposition.
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Pour démontrer cette proposition, on a utilisé la quantité ((z, z), qui intervient dans la
définition de DZ. Mais dans les estimations du théoréme 2.28 (et de la proposition 2.38) on
aura plutot besoin d’une estimation sur D, (¢*)u :

Corollaire 2.36. I existe une constante C > 0 telle que si z € K*, f € L*»%(R") et
u=(H —2)"1f alors on a :

1Dr(CF)ull p2.5-1 e\ py) + IV LUl 2251 g0\ 5y < C (HUHLZ*NR") + ||fHL2v5(]R")) .
Démonstration. 1l existe une constante c telle que pour z € K et x € R” on a :

Ca,2) — ¢F| = —222)

K@)t S el

Et commed —1—p< —dona:
1D (¢ )u||L2 5—1(Rm\ By) < ||Dfu||L2,s—1(Rn\Bz) + C||W2UHL2,5_1(R7L)
< | DFullp25-1®e\ By + €l p2-5gny -
O

Proposition 2.37. Il existe une constante C' > 0 telle que pour R > 0, z € K*, f € L*%(R")
etu=(H—2)"'f ona:

ol s oy < OB (0l ey + 11 s ) -

Démonstration. D’apres le lemme 2.29 on a pour tout r > 0 :
2 2 2
(¢5)? luls, < IDR(¢P)ulg, +2GF 11l 2 (g Null g2 gy + € el - gy

(le dernier terme vient du fait que V2 n’est pas supposé positif ici). En multipliant cette
inégalité par (1 +7)~2° et en l'intégrant pour r € [R, +oo[ on obtient

2
||U|\L2,—6(Rn\BR)

(1+R)2745 ; 5 2(1+R)1726
X W HD7(< )u||L2,6—1(Rn\BR) + W Hf”L?vﬁ(]Rn) ||u||L2w—5(]R")

+e(1+ R s gy »

ce qui permet de conclure. O

2.3.4 Principe d’absorption limite - Existence d’une solution sor-
tante

On s’intéresse maintenant a P’existence d’une solution sortante a 1’équation (H — z)u = f.
Elle est claire dans le cas ot z € Cy, puisque u = (H — 2)~1f € H?(R") convient, et on
I’obtient dans le cas z = E > 0 par le principe d’absorption limite. Plus précisément, on
vérifie que si z € C4 tend vers E, alors la solution sortante & Péquation (H — z)u = f
converge vers une solution sortante & 'équation (H — E)u = f. Cela résulte de la proposition
suivante, qu’on appliquera avec les estimations uniformes que ’on vient de démontrer :

Proposition 2.38. Soient (fn,),,cn une suite qui converge vers f dans L*°(R™) et (2m),,en
une suite dans Cy. qui converge vers z € CLURY . On suppose que pour tout m € N la fonction
U, est solution sortante pour 'équation (Hp, — zm)Um = fm et qu’il existe une constante C
telle que pour tout m € N etr >0 :

C,

02741726

[tm 2. -5 gny + IPr(CF)ttm | L2.6-1 e\ By) T IV LUm L2521\ B,y <
<

2
HumHLZ,*(S(]R"\BT)

Alors la suite (up),,ey converge dans HY (R™) N L*>7°(R™) vers une fonction u qui est
solution sortante pour l’équation (Hy — z)u = f et vérifie les mémes estimations.
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Cette proposition est le lemme 2.7 de [Sai79], dont on peut reprendre mot pour mot
la démonstration. Pour utiliser cette proposition, il nous manque une estimation uniforme
de ||ull L2.-5(Rn)) sachant par ailleurs que toutes les estimations du paragraphe précédent
dépendent de cette norme. On montre maintenant qu’elle est en fait controlée par la norme
L?°(R™) de f. Ce résultat utilise I'unicité démontrée & la proposition 2.31, on doit donc se
restreindre au cas ou Im W3 < 0, c’est-a-dire au cas d’un opérateur dissipatif.

Proposition 2.39. On suppose que Vo > 0. Alors il existe une constante C telle que si
z€ K*, f€ L*(R") et u= (H — 2)~'f alors on a :

||UHL21*5(]R") <C Hf”L?vé(Rn) :

Démonstration. Supposons par 'absurde que ce n’est pas le cas. Alors pour tout m € N* on
peut trouver z,, € K*, u, € H?(R") et f,, € L*°(R") tels que u,, est solution sortante
pour 'équation (H — 2y, )ty = fm avec

1
HumHLzﬁs(Rn) =1 et Hfm”Lz,a(Rn) < E

Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que z,, — z € K. Avec les estimations
du corollaire 2.36 et de la proposition 2.37 et en utilisant la proposition 2.38, on voit que la
suite u,, converge dans L?~%(R") vers une solution sortante u pour 'équation (H — z)u = 0.
Par unicité, on a nécessairement u = 0, ce qui contredit le fait que wu,, est de norme 1 dans
L?~9(R™) pour tout m € N*. O

On a maintenant toutes les estimations nécessaires pour montrer 1’existence d’une solution
sortante & ’équation (H — E)u = f et conclure ainsi la démonstration du théoréme 2.28.

Proposition 2.40. Pour tous f € L>°(R") et E > 0, I’équation (H — E)u = f admet une
solution sortante vérifiant les estimations du théoréme 2.28.

Démonstration. Soit f € L*°(R™). Soit (2m),,cy une suite d’éléments de C4 qui converge
vers . La suite (2,),,cx est alors a valeurs dans un compact K de C; UR? . Pour tout m € N
on note u,, = (H — z,,) "1 f. D’apres les propositions 2.35, 2.37 et 2.39, on peut appliquer la
proposition 2.38. Cela prouve que la suite (u,),,cy converge dans HL (R")N L%~ (R™) vers
une solution sortante u pour 'équation (H — F)u = f. Les estimations du théoréme 2.28 sont

alors obtenues en passant a la limite dans les estimations analogues valables pour u,,. O

2.4 Etude asymptotique des solutions de I’équation de
Schrédinger

Dans cette partie, on suppose que V5 est positif et de courte portée au sens de (2.5). On
supposera en outre que la partie réelle Vi peut s’écrire Vi = Vi, + Vo ot Vi est un potentiel
courte portée, et V7, est un potentiel longue portée au sens suivant : V;, est de classe C® et il
existe p > 0 et ¢ > 0 tels que pour o € N™ avec || < 3 on a

Vo e R™, [0°Vi(z)| < e (x) 177, (2.14)

2.4.1 Comportement asymptotique des solutions entrantes et sor-
tantes

Dans le cas simple ot V =0 (et donc H = Hy = —A), n =3, A > 0 et f € C§°(R"™) on
sait que

T ir

1 eiﬁ\x—yl
((Ho— (A +1i0))~" f) (x) /]R3 Wﬂy) dy,
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et comme pour |z| grand et y € supp f on a

z, _ ) _
eyl =lal J1-25Y ¢ o (@) =2l @)+ 0 (o),

on voit que :

eV Fydy+ 0 (o] 72).

4 |£E‘ R3 |z]—o00

((Ho = (A +1i0)7"f) (2) =

L’intégrale qui apparait dans cette expression est la transformée de Fourier de f (au point
\Aﬁ:), celle-1a méme qui permet la représentation spectrale pour 'opérateur Hy.

Dans le cas général (avec V = V; réel et de courte puis longue portée), différents auteurs
ont alors cherché a étudier la quantité

lim "7 e VA (Hy — (A +1i0)) " (rw)

r——400
pour w € S. Pour le cas longue portée, on doit en fait modifier la phase v/Ar qui apparait

dans cette expression. C’est I'objet du lemme suivant.

Lemme 2.41. I existe une fonction ® € C3(R™ x R?% ) telle que pour un compact A de R,
AeAet|z| >Ry ona:

2&2—?(:5, \) = Vo ®(z, )] + Vi ().

En outre, il existe une constante Cp telle que pour X € A, x € R™ et « € R"™ avec |a] < 3 on
a

05 (2, )] < efa) 77,
ot p > 0 est donné par (2.14).
Ce lemme est démontré dans [Iso80] (voir le lemme 2.1). On pose ensuite
ol N) = VAla| - Bz, 3) ~ ")
Ainsi définie, ¢ est solution de I’équation
Vap(w, VP + Ve () = A
pour |z| = Ra. On considere alors les fonctions :

n—1 .
we(z, ) = |z|” 2 eFe@N)

On introduit enfin les espaces de Besov. Pour s > 0, on considere ’espace B, des fonctions
f mesurables sur R” telles que

2

— 2 ? . )
B, = (/;cKl |f(2)] d;v) + Z 27 </2j1<$|<2j |f ()] dx) < +00.

JEN*

£

B? est son espace dual qui, si on identifie L?(R™) & son espace dual, est constitué des fonctions
mesurables u sur R” telles que :

1 )
Jull - ::sups(/ (@) d:c) < +oo.
R}lR Br

Pour la suite on notera B = B/, B* = Bi“/2 et B; C B* 'ensemble des fonctions r € B*
telles que :

1
— Ir(z)|* de —— 0.
R BR R—>+OO

On peut alors montrer le résultat suivant :
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Théoréme 2.42. Soient A > 0 et f € B. Alors il existe Fx(f) € L*(S) et ry,7x € By telles
que

(H* = (A=i0) ' f(@) = #'PATAE()(=2)w- (2, ) + ra(2),
Or(H* —(N—i0) " f(x) = —im'PAYVAE(f)(—2)w_(z, \) + 7x(z).

Dans le cas ou f € S(R") et Vo = 0, ce résultat est démontré dans [Sai79] et [Iso80].
Le théoréeme 3.4 de [GY99] permet de passer & f € B* et d’ajouter un potentiel de courte
portée. C’est démontré pour un potentiel réel, mais la méme preuve permet de traiter le cas
d’un potentiel complexe, sachant qu’on a déja montré le principe d’absorption limite.

Remarque 2.43. On a également
(H—(A+i0) " fle) = «'PATAE() (2w (2, 0) + ra(2),
Or(H = (A+i0) 7 f(z) = in'PAVAFA(F)(=2)wy (2, A) + 7a(2),

pour d’autres fonctions 7y, 7y € Bg.

Pour tout A > 0 cela définit une application

Fx: B* — L2(S).

2.4.2 Solutions de I’équation de Schrodinger homogene

Soit A > 0. On va maintenant utiliser 'application Fy que l'on vient de définir pour
étudier les solutions de ’équation de Schrédinger homogene

(H — Nu =0, (2.15)

d’inconnue u € HZ _(R™) N B*. Plus précisément, notre but dans ce paragraphe est de dé-

montrer le résultat suivant :

Théoréme 2.44. (i) Soit a_ € L?(S). Alors il existe ay € L3(S) et une solution u €
HE _(R™) N B* pour l’équation (2.15) tels que

u(@) = ar (@)ws (2, A) — a_(@)w_(z,A) + ro(A,2) (2.16)

et
Oru(x) = i\f)\(a+(£)w+(:ﬂ, N +a_(@)w_(z,\) +r1(\ ), (2.17)
ot ro(A) et r1(N) sont dans By. En outre ay et u sont uniquement déterminés par a_.

(ii) Soit u € HE (R™) N B* une solution de (2.15). Alors il existe ay,a_ € L*(S) telles que
(2.16) et (2.17) sont vérifiées.

iii) Soient uw € H2 (R™) N B* une solution de (2.15) et ay,a_ € L*(S) telles que (2.16) et
+

loc
(2.17) sont vérifices. Alors on a :

2 2 1 2
la—l72s) = la+lzz2s) + N Va(z) u(z)[” da. (2.18)
Remarque 2.45. On peut étudier de facon analogue les solutions de I’équation
(H* — E)u = 0.

Ce théoréme est démontré dans [GY99] dans le cas autoadjoint. On commence par vérifier
le dernier point :
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Démonstration de (iii). D’apres la formule de Green on a :

Im/au x)do,(x) —Im/ Au(x /V2 ) lu(x (2.19)

D’autre part, comme

i (@ @a-(@)wy (@ Vw2, A) - ay (@)a—(Bwy (2, w2, 1))
= —2Imay(2)a_(2)ws (z, Nw_(x,\)

est a valeurs réelles, on a
Im d,u(z)u(z)
= Imixf)\(a+(:ﬁ)w+(ﬂc, A +a—(2)w-(z,\)) (a+(£)w+(x, A) —a_(B)w_(z, )\)) +r(z)
= VAla|'" (las @) ~ la- @) ) + (),

our € Bj, et donc :

im ~Tm [ du(z)u(@) de = lim %Im ﬁ(|a+(g:«)|2—|a,(:z)\2) |z'™" da
Br

R—+oc0 R Br R— 400

Jim 1/0R/Sﬁ(|a+(w)2 ~ Ja(@)*) do(w)dr

R—+oo R
2 2
VA (lla+ 2 = lallfegs) -

Il ne reste plus qu’a voir que d’apres le lemme de Cesaro :

lim / / Vo(z) lu(z)]® dedr = lim Va(z) |u(z)]? da

Ra+ooR r—+oo [
- / Va(e) [u(z)? de.

On remarque que cette intégrale est bien définie du fait que V5 est & courte portée (u € B* C
L%~2(R") pour tout o > 1). O

On montre maintenant les points (i) et (ii). On commence par montrer 'unicité pour
(i), en vérifiant que pour a_ = 0 les seules fonctions a; € L*(S) et u € HZ . (R") N B*
vérifiant (2.16) et (2.17) sont les fonctions nulles (voir les propositions 2.46 et 2.47). Pour
montrer I'existence, on utilisera ’application F3 pour associer a toute fonction a_ € L3(S)
une solution u a Péquation (2.15) qui vérifie Pasymptotique attendue pour une certaine
fonction ay € L2(S). On explicitera également 1'application qui & a_ associe a,. Il s’agira
ensuite de vérifier qu’on a bien obtenu par ce procédé toutes les solutions dans HZ (R™)N B*
pour I’équation (2.15).

Proposition 2.46. On suppose que u € H}

loc

(R™) N B} est solution de (2.15). Alors u = 0.

Démonstration. 11 existe C' > 0 telle que pour u € HZ (R™) et r > 0 on a

/ |Vu|® do < c/ (|Auf® + ul?) dz
B, Ba,

(voir la preuve du lemme 2.1 de [GY99]). Ici cela prouve que 9,u € Bf et donc :

;/OR/S‘(|u<w>2+|aru< ) dostydr = [ (1) + 1ot do 0
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Comme l'intégrande est une fonction positive, on en déduit qu’il existe une suite (r,,)
qui tend vers 400 et telle que :

meN

m——+oo

/ <|U(9C)|2 + |3TU(JJ)|2) dx —— 0.

Tm

D’apres (2.19) on a alors :

m—r oo

/ Va(x) |u(z :—Im/ Oru(x)u(x) do,(x) — 0.

Cela prouve que u s’annule sur le support de V5 et est donc solution de I’équation : (H; —A)u =
0. On peut alors, comme on 1’a fait pour la démonstration de la proposition 2.31, utiliser la
proposition 2.30 pour conclure que u = 0. O

Proposition 2.47. On suppose que u € HZ (R™) N B* est solution de (2.15) et qu’il existe
a € L2(S) et r,7 € B telles que

u(z) = a(@)wy(z,\) +r(z) et Ou(z) =ivVia(@)wy(x, ) + F(z).
Alors u = 0.

Démonstration. Les hypotheses du point (iv) du théoreéme 2.44 sont vérifiées avec a; = a et
a_ = 0. Ainsi, le membre de gauche de (2.18) est nul. Comme les deux termes du membre
de droite sont positifs, ils sont nuls. En particulier ¢ = a4 = 0. Du coup u = r € B{ et donc,
d’apres la proposition 2.46, u = 0. O

On montre maintenant que I’application F, donnée par le théoreme 2.44 est continue de
B dans L%(S).

Proposition 2.48. Soit f € B. On a :
((H—=A\+i0)7 f f) = ((H* = (A =i0)) " f, f)
= 2in [ 1B o2 [ V@) | = 3= 0)7 ) d
Démonstration. On note v = (H* — (A —i0))~!f. On a alors
/ (fo —vf)de = / (—TAV + vAT) dx + 21/ Va(a) [o(z))? da
B, B, B,

/Sr(varv+1)3rv)d0r($)+21/ Va(@) v(2)| d

zzm/ | (=2) % |z|" ™" doy(z +21/ ? dx
Sr

—|—/ (=FaTx + rafy) do,(z),
S

r

ol ry et 7y € Bj sont données au théoreme 2.42. En faisant tendre r vers +oo selon une
sous-suite (74,),,cy bien choisie (ie. telle que le dernier terme tend vers 0), on obtient bien
I’égalité attendue. O

Corollaire 2.49. L’application
Frn:B— L? (S)

est continue. Ainsi son adjoint F} définit un opérateur borné de L*(S) dans B*.

Démonstration. Cela résulte de ce que (H — (A +1i0))~% et (H* — (A —i0))~! sont continues
de B dans B* et \/V; est continue de B* dans L?(R"™). O
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On considére une fonction y € C*°(R"™) nulle au voisinage de 0 et égale a 1 hors d’un
compact de R™. Pour a € C*°(S) on note

gz, A) = x(x)a(—2)w_(z,A) et Gra= (H — Nug(N). (2.20)

On a alors :

Ortia(z, ) = —iv Aua(z,A) + 0 (p;\—”?—p), (2.21)
|z] =00

ot p > 0 est donné par (2.14). Le corollaire 2.49 assure qu’on peut considérer la fonction
F3a. On montre alors :

Proposition 2.50. On a :
—2in PAVAFra = ug — (H — (A +i0)) " Gha.
Démonstration. 1l suffit de montrer que pour tout f € B on a
(u, f) = (Gra, (H* — (A —i0) " f) = —2in' 2NV (a, o f) - (2.22)
Le calcul est le méme que pour la proposition 3.6 de [GY99]. O

De cette proposition on obtient immédiatement le fait que F3a fournit bien une solution
pour I'équation (2.15) :

Corollaire 2.51. Pour tout a € C*(S) la fonction Fia est dans HZ (R™) N B* et vérifie :
(H—X)Fya=0.

Comme F3 est un opérateur borné, on va pouvoir étendre ce résultat pour toute fonction
a€ L%S):

Proposition 2.52. Les opérateurs AF5 et VFy, bien définis sur C(S), s’étendent en des
opérateurs bornés de L*(S) dans B*. En outre, pour tout a € L*(S) la fonction Fia (qui est
donc dans HZ (R™) N B*) est solution de l’équation (2.15).

loc

A ce stade on a donc une application qui & toute fonction a € L%(S) associe une solution
u pour (2.15). Il nous faut encore vérifier que cette solution a bien une asymptotique comme
attendu et que ce procédé permet bien d’obtenir toutes les solutions de (2.15) dans 'espace
H _(R™) N B*. Pour ce deuxiéme point, on va utiliser le résultat d’analyse fonctionnelle

suivant (voir par exemple [Yos78, § VIL5]) :

Proposition 2.53. Soit F : B — L*(S) un opérateur borné. On suppose que l’image Im F*
de son adjoint F* : L?(S) — B* est fermée. Alors pour tout u € B* on a

u € ImF" < Vf € ker(F), (u, f) = 0.

On montrera que I'image de F3 est fermée lorsqu’on aura I’asymptotique de Fya. Par
contre on peut déja prouver 'autre point :

Lemme 2.54. Soit u € H?

oc(R™) N B* solution de (2.15). Alors pour tout f € B tel que
Faf=0o0na: (u f)=0.

Démonstration. D’aprés le corollaire 2.2 de [GY99], on a d,u € B*. Soit f € B tel que
Fxnf = 0. D’apres le théoreme 2.42; si v = (H* — (A —i0)) "' f on a v,d,v € B, et donc par
I'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient :

1/ (Oru” — u.0pv(x)) de —— 0.
B,

T r—00
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Il existe donc une suite (7,,),,cy qui tend vers +oo et telle que

/ (aﬂll/f — uarm) do’T'm — Y O’
S m—oo

Tm

et on obtient finalement :

(u, fy = lim ufdr= lim u(H* — Nvder = lim u(H — Nvdz
m—oo B, m— oo B, m—oo B,,,
= lim (H—=XNuvdz+ lim (Oru® —udpv(x)) do,,,
m—o0 Brnl m—o0 S’I‘
=0.

O

On s’intéresse maintenant a I’asymptotique de Fya. On note J la conjugaison complexe
et T:a— (wr— a(—w)) Popérateur de réflexion sur la sphere. On note :

YL (A) = 7 AVATTFVJGAT - C=(S) — L2(S).

Proposition 2.55. Lopérateur ¥ (\) se prolonge par continuité en un opérateur borné sur

L2(S). En outre :
(i) Pour a_ € L*(S) la fonction u = F;Ta_ vérifie :

u(e) = Br((SeNa )@ (2, N) — ac (@w-(z, 1) +1(

z), (2.23)
Oru(z) = i)\l/Qﬁ)\((Z+()\)a,)(é§)w+(x7 A) +a_(B)w_(z, )\)) + 7(x),

ot By = (22NN et r 7 € BE.
(i) Pour tout a_ € L*(S) on a :

2

1 *
2+ Nalza) = la-lza) = |V7aFsa|

L2(R)
Démonstration. (i) Pour a_ € C*(S) on a d’aprés la proposition 2.50 et la remarque 2.43 :
u(z) = (FxTa-)(x)
= B (ura_ (@) = (H — (A +10)) ' GaTa-)(x))
=P (a—(i)w—(% Nx(@) = T XTI TFAIGATas ) (2)ws (x, A)) +r(x)
= =B (a-(D)w_(2,A) = (Eqa_)(@)wi(z,N)) +7(x),

ot 7 € Bj. On obtient de fagon analogue 'expression pour d,u. Comme les opérateurs Fjy,
0, F% et ¥4 (A) sont bornés sur L?(S) on peut prolonger ces égalités pour a_ € L*(S).

(ii) Le second point résulte du fait que u est solution de (2.15) (d’apres le corollaire 2.51) et
de (2.18). O

Ce résultat assure donc Pexistence pour le point (i) du théoreme 2.44. Il nous permet en
outre de montrer que I'image de F3 est fermée :

Proposition 2.56. Pour a_ € L(S) on a :

1 « 2
1 /B ((Fa )@ do

: (lalFse) + 124N Ta-lE2s))

1
% [
r—-4o00 47T\/X

Cela implique que Fy : L2(S) — B* est une application continue, injective et d’image fermée.
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Démonstration. D’apres (2.23) on a :

Y SVAN
R Br

|(Fia)(@)* de = | Ta- |72 + |2+ (W) Ta- |72,

_ E = (_ i 2ip(rw,\)
RRe (/S(E+()\)Ta)(w)a( w)/o e drdw | .

On a
Or(p(rw, N) = VA+ Vo®(rw,A) -w=VA+ O (r°),

T—00

ou le reste est uniforme en w, donc pour Ry assez grand :

1 R ) 1 Ro 1 e2i<p(rw,)\)
- F2ip(rw,\) dr = = 2ip(rw,\) d -
R/o e T R/o e T+ i) {

R
2i8r(<p(rw,)\))}R0 R—+o0

0

uniformément en w. Cela prouve la premieére assertion. On en déduit que pour a_ € L3(S)
on a

* 2 1 2
[Fra-|p. = sy la—ll7z2)

ce qui permet de conclure. O

On a maintenant tout ce dont on a besoin pour utiliser la proposition 2.53, et on obtient
que toute solution u € HZ (R™) N B* pour I'équation (2.15) est dans l'image de F;, ce qui
prouve le deuxieme point du théoreme 2.44.

On remarque enfin qu’on peut améliorer le résultat d’unicité (proposition 2.47) en ne
demandant pas la condition sur la dérivée radiale. En effet, si u est une solution de (2.15) de
la forme u(z) = ay(&)wy(x, \) + 7 avec r € Bjj, et sachant que u = F3(a_) pour un certain
a_ € L%(S), on a forcément a_ = 0, puis ay = Xy (A)a_ = 0. La proposition 2.46 montre

alors que u = 0.
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Chapitre 3

Approche semi-classique du
probleme

Pour étudier la solution de ’équation de Helmholtz, et plus généralement les propriétés
de l'opérateur de Schrodinger

Hy = —h*A + Vi(z) — ihVa(z), (3.1)

on a expliqué en introduction que plutét que de regarder directement la solution du probleme
pour une certaine (haute) fréquence fixée, on considere cette fréquence comme un parametre,
on la fait tendre vers +oo (autrement dit on fait tendre la longueur d’onde vers 0), et on
s’'intéresse a I'asymptotique pour la famille de solutions obtenue qui s’avere étre plus simple
a décrire.

Ce type de question est apparu avec la mécanique quantique. En effet, le mouvement
d’une particule quantique de masse m dans un champ de force dérivant d’un potentiel V; est
décrit par I’équation de Schroédinger

DAL ) = o Ap(t,2) + Vi (a)o(1, ), (32

ott (t) € L?(R3) désigne la fonction d’onde de la particule. On remarque qu’en prenant un
coefficient d’amortissement nul dans notre équation de Helmholtz, on retrouve exactement
le méme opérateur de Schrédinger. Pour décrire le mouvement d’une particule, on disposait
alors d’un modele a priori plus simple, a savoir les équations de Newton de la mécanique
classique :

moix(t) = —VVi(x(t)), (3.3)

ot z(t) € R? est la position de la particule. Ce modele, contredit par les expériences a
I’échelle atomique, était manifestement valable & 1’échelle humaine. Etant donnée la valeur
de la constante de Planck (A ~ 1,05.10734.J.5), cela suggere que 1’on doit retrouver le modele
classique lorsqu’on prend la limite i — 0 dans le modele quantique. C’est le principe de
correspondance de Bohr.

Ce passage a la limite n’a rien de trivial. Les deux modeles sont d’ailleurs par nature tres
différents. L’équation de Newton est purement corpusculaire. L’état d’une particule est la
donnée de sa position x € R3 et de sa quantité de mouvement ¢ € R?. On peut alors décrire
Pévolution de cet état au cours du temps grace a ’équation (3.2) (avec £(t) = mopx(t) et les
conditions initiales données par I’état au temps ¢ = 0). Les observables (grandeurs physiques
que I'on peut mesurer) sont alors des fonctions a(x,£) sur Iespace des phases R? x R? et &
valeurs réelles. En mécanique quantique, I’état d’une particule est donné par une fonction
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d’onde ) € L2(R3,C) de norme 1. Le carré du module || s'interpréte alors comme la den-
sité de probabilité de présence pour la particule. Une observable est donnée par un opérateur
autoadjoint A (non nécessairement borné) sur L?(R?,C). Comme on n’a qu’une densité de
probabilité pour la position de la particule, on n’a qu’une espérance pour la valeur de I'ob-
servable, donnée par (A, ).

Pour établir une correspondance entre les deux modeles, il faut donc associer de fagon
raisonnable un opérateur A = Op(a) autoadjoint sur L?(R?, C) & une observable a : R*xR3 —
R. Il est naturel d’associer & l'observable (z,§) — z; l'opérateur de multiplication par x; sur
L?(R3,C) (quon note X;), car si la fonction d’onde v est concentrée preés de ’hyperplan
x; =y avec y € R, la valeur moyenne (X;¢, ¢) doit étre proche de y. A 'observable (z, ) — &;
on associera de méme ! Popérateur —ihd,,.

Une fois qu’on a les opérateurs associés aux coordonnées, on souhaiterait que les liens
entre les différentes observables se retrouvent au niveau des opérateurs associés. Il serait par
exemple tres agréable que le procédé de quantification Op vérifie toutes les bonnes propriétés
du calcul fonctionnel que l'on sait définir pour un opérateur autoadjoint (voir par exemple
le théoreme VIL1 de [RS79a]). Il est facile de voir que c’est malheureusement impossible,
puisque cela impliquerait en particulier que pour deux observables a et b les deux opérateurs
Op(a) et Op(b) doivent commuter, ce qui n’est déja pas le cas pour les opérateurs X; et
—ihd,,. On remarque tout de méme que le commutateur est la multiplication par —ihd; ;, et
que cet opérateur devient petit quand A tend vers 0. On peut donc espérer que le procédé
de quantification vérifie « presque » toutes les bonnes propriétés que 'on attend. L’objet de
la section 3.1 sera de définir les différents procédés de quantifications que ’on va utiliser et
rappeler brievement les propriétés effectivement vérifiées.

On trouvera des exposés plus complets et des démonstrations dans les références sui-
vantes : [Rob87], [DS99], [Mar02], [Ler10] ainsi que le cours [Eva98]. Pour une introduction
rapide aux idées de I'analyse semi-classique, on pourra consulter [Vor88] et [Col98]. Enfin, on
trouvera une bonne présentation de la mécanique quantique dans [Mes95].

Outre ces rappels, on décrit en détail certains points de dynamique classique dont on aura
besoin pour bien comprendre I'asymptotique de la solution wy. En particulier, puisqu’on a
I'intention de s’affranchir de ’hypothése de non-capture, il y aura des précisions a donner sur
les trajectoires du flot hamiltonien classique associé a notre probleme. On verra également
quelles sont les conséquences de I’hypothese d’amortissement sur les trajectoires captées.

On redonnera ensuite une version du théoreme d’Egorov adaptée a notre situation. Ce
théoreme fait le lien entre évolution classique et évolution quantique. On verra comment
intervient 'indice d’absorption dans cette correspondance. On verra ensuite comment écrire
le propagateur de Schriodinger comme un opérateur de Fourier intégral. On donnera a nouveau

1. Pour le voir il faut passer dans I’espace de Fourier. Une onde 1 (0) peut s’écrire comme superposition

d’ondes planes :
1 i
(2mh)™ /R e ¢ (Fup(0))(6) dé,

ou Fy, désigne la transformée de Fourier semi-classique, voir (3.5). La solution correspondante pour I’équation
de Schrodinger dans le vide est alors donnée par :

$(0,7) =

b(t,) L. (5) o ae.

B 1
© (2wh)m

i, ,ﬁ)
Pour chaque ¢ € R3, z — eh( "™/ est une onde plane progressant & vitesse £/m. Donc & correspond
a la quantité de mouvement. Ainsi, au facteur de normalisation pres, F,1(0) correspond & la densité de

probabilité pour la quantité de mouvement, et sa valeur moyenne est donnée par :

1
(2mh)™

[, E€FvONOTFEIO @ d = [ Fu(-ihT (0T 0@ de
R3 (27Th) R3

= [ (Ve €PN de.
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une démonstration compléete pour voir ce qu’il advient de V5.

3.1 Quelques techniques semi-classiques - Calcul pseudo-
différentiel

3.1.1 Obtenir un développement asymptotique pour la limite h — 0

Pour obtenir des développements asymptotiques de quantités dépendant du petit para-
metre h on utilisera de fagon réguliere le théoréme de la phase stationnaire. Ce résultat donne
un développement asymptotique pour des intégrales oscillantes de la forme

Ih:/ e%d’(w)a(z)dx,

avec ¢ € C°(R™,R) et a € C§°(R™,C). Il convient d’abord de remarquer que si Vip(xg) # 0
alors le facteur de phase oscille tres rapidement en espace, et la moyenne de l'intégrande
devient nulle autour de zy lorsque h devient petit.

Proposition 3.1 (Phase non-stationnaire). On suppose que Vi) ne s’annule pas sur le sup-
port de a. Alors on a :

I = h°).
= 0,0

Remarque 3.2. Cela signifie que I, = O(hY) pour tout N € N. Ici on a plus précisément
[In] < ChY Z Haaa”Loo(Rn)a
la|<N
ou C ne dépend que de suppa et de la dimension n.
Si Vip(xg) = 0, alors les oscillations spatiales sont plus lentes. Notant Hess(zg) la

matrice hessienne de v au point xg, on a dans ce cas :

Théoréme 3.3 (Phase stationnaire). On suppose que xg € supp a est tel que Vip(xg) =0 et
det Hess ¢ (xg) # 0 (z¢ est un point critique non dégénéré), et qu’en outre Vi ne s’annule
pas sur suppa \ {zo}. Alors il existe une famille (Asg)ren d’opérateurs différentiels tel que
Aoy est d’ordre 2k pour tout k € N, et pour tout N € N :

N-1
I, — en¥(@o) Z R*T3 (Agga)(z0)| < CyhN T2 Z 10%all o gny -
k=0 la|<2N4n+1
En particulier on a :
N im sgn Hess 1(x0) i "
I, = (2’/Th)E e’ eﬁw(wO)a(xO) + O (thrl)v

|det Hess 1 (z0)] H h—0

ot sgnHess ¢ (xzg) désigne la signature de la matrice Hess(xg), soit le nombre de valeurs
propres positives auquel on retranche le nombre de valeurs propres négatives.

On note que par partition de I'unité, on peut traiter le cas ou la phase admet un nombre
fini de points critiques non dégénérés (nécessairement isolés) sur le support de a. On renvoie
par exemple & [EZ] pour une démonstration de ces résultats.

On utilisera également dans ce travail la méthode B.K.W. (pour Brillouin-Kramers-
Wentzel, W.K.B. en anglais). Il s’agit de chercher la solution d’une équation sous la forme
en? Z(;io hia;. En injectant ce développement dans I’équation, on obtiendra une équation
de Hamilton-Jacobi sur ¢ et des équations de transport sur les amplitudes a;, j € N. Les
calculs seront détaillés dans les paragraphes 3.3.3 et 6.2.3. On pourra également consulter
[Mes95, Vor88] pour l'origine de cette méthode.
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3.1.2 Quantifications usuelles

Les opérateurs pseudo-différentiels ont été introduits pour 1’étude des équations aux dé-
rivées partielles comme généralisation des opérateurs différentiels. Soit P un opérateur de la

forme
P= Z aq(x)(—i0)*
la|<m

oum € Net a, € C°(R") pour tout . Puisque la dérivation en x agit comme multiplication
dans l’espace de Fourier, on peut écrire pour v € S(R™) :

u)(x) = ! v oz, E)u
P@ = e [ [ (. €)uly) dy e, (3.4)

avec

@ (06 Y aa(e)en,

laf<m

On dira alors que a est le symbole de P. L’intérét de cette écriture est qu’elle est générali-
sable pour une classe de fonctions a qui ne sont pas des polynémes en £, par exemple pour
a € S(R?"). Cela définit alors de nouveaux opérateurs, dits pseudo-différentiels. Ces opéra-
teurs ont été introduits pour 1’étude des singularités des solutions d’équations aux dérivées
partielles (voir par exemple la série [Ho6r84]), mais peuvent étre utilisés dans de nombreux
autres domaines. Il est en particulier rapidement apparu que ces opérateurs seraient utiles
pour faire le lien entre mécanique classique et mécanique quantique, et plus généralement
pour étudier les équations aux dérivées partielles avec petit parametre. En effet, puisqu’on a
déja associé a la variable x 'opérateur de multiplication par x et a la variable £ I'opérateur
de dérivation —ihV, on voudrait associer a toute observable a un opérateur comme défini par
(3.4).

Remarquons tout de méme que dans le cadre semi-classique on n’appliquera I'opérateur
non pas & une fonction v mais & une famille de fonctions (up) pour h > 0 petit, et que la
transformée de Fourier de uj, est typiquement concentrée sur des fréquences d’ordre h~!.
Plutot que d’avoir des transformées de Fourier dont la « masse » part a l'infini, il est préfé-
rable d’effectuer un changement d’échelle et de considérer une transformation de Fourier qui
se focalise sur les fréquences d’ordre h=! :

Fru: & — e_%<y’5>u(y) dy. (3.5)
Son inverse est alors défini par :

1 i
.7-'h_1v T T 7(271%)” /n eﬂz’@}—hv(f) dg.

On peut ensuite définir I'opérateur pseudo-différentiel associé & 'observable a : R?" — C
par :

Opn(a)u(@) = s [ [ eFea(e uly) dy (30)

L’application Op,, est donc bien une application qui & une observable associe un opérateur,
sur un espace a déterminer. On I'appellera quantification standard. Pour ne pas prendre de
risque, on peut dire pour le moment que a et u sont des fonctions a décroissance rapide, mais
on voudrait bien str que la quantification soit définie pour une classe plus large d’observables
(contenant au moins les polynomes en &, afin que les opérateurs pseudo-différentiels soient
bien une généralisation des opérateurs différentiels) et que opérateur Op,(a) obtenu soit
défini sur un espace plus grand que S(R™) (typiquement L?(R"™)).
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L’un des premiers problemes que ’on rencontre avec cette quantification est qu’elle définit
des opérateurs qui ne sont pas autoadjoints, méme si a est a valeurs réelles. C’est particulie-
rement ennuyeux en mécanique quantique, dont 'un des postulats de base est qu’a chaque
observable classique on peut associer un opérateur autoadjoint sur L?(R3), mais on appréciera
également dans les autres contextes de pouvoir travailler avec des opérateurs autoadjoints.
On définit alors un autre procédé de quantification, appelé quantification de Weyl, par la
formule :

Op} (a)u(r) = —(gﬂlh)n [ [ et (”C : y,ﬁ) u(y) dy de. (3.7)

Une fois qu’on aura interprété les opérateurs pseudo-différentiels comme des opérateurs sur
L?(R™), on pourra vérifier que l'opérateur Opj}, (a) est autoadjoint si a est & valeurs réelles.
On sera tout de méme amené a utiliser la quantification standard, plus facile & manipuler. 11
existe d’autres quantifications qui vérifient également les propriétés de base qu’on va expliciter
maintenant. Chacune a un intérét, aucune n’aura a la fois tous les avantages. En particulier
les deux exemples précédents sont les cas particuliers pourt = O et t = % de la quantification :

1
(27h)"

Op}tl(a)u(x) = /n /n e%@_y’&)a((l -tz + ty,f)u(y) dy dE.

Pour pouvoir profiter des différents avantages de ces opérateurs, il sera intéressant de voir
qu’on peut passer d’une quantification & une autre (voir la proposition 3.14).
3.1.3 Classes de symboles

On introduit maintenant des classes de symboles plus larges que S(R?") pour lesquelles
on pourra donner un sens aux définitions (3.6) et (3.7).

Définition. On appellera fonction d’ordre sur R?" une application m : R?" — R? pour
laquelle on peut trouver deux constantes C' et N telles que :

Ywy, wy € R, m(w) < C (wy —wsy)”™ m(wy).

En fixant we on remarque déja que les fonctions d’ordre sont & croissance au plus poly-
nomiale. Etant donnée une fonction d’ordre m on note :

S(m) = {a € C°(R2") |Va, B € N*, Jeg 5 > 0,¥(x, €) € R2",

333?@(:5,{)‘ < ca,ﬁm(x,g)} .
L’espace S(m) est un espace de Fréchet pour les semi-normes

lal, :inf{c>O|

8§8§a(x,§)‘ < em(z, &) pour |af + |8l < ket (,€) € RQ”} )

On observe qu’en prenant pour m les fonctions (z,£) — <§>N7 N € N, on inclut les symboles
correspondant aux opérateurs différentiels.

Outre C§°(R?") et S(R?"), les classes de symboles qu’on utilisera le plus souvent dans ce
travail sont

Cpo(R*") = S(1)
et, pour § € R :

Ss(R2") = {a € C®(R*) |Va, B € N*,3cq 5, ¥(x, £) € R?",

6§6§a(x,§)’ < cCap (a:)é_‘al} .

On note que S5(R*") C S( (:E>5) pour tout § € R et S5(R*™) C C5°(R*™) pour § < 0.
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Il est bien stur possible de définir de nombreuses autres classes de symboles, chacune
étant plus ou moins adaptée aux différents contextes dans lesquels on pourra utiliser le calcul
pseudo-différentiel. Une classe couramment utilisée est celle définie comme S5(R?*") en inver-
sant les roles de x et € (on gagne des puissances de (£ >_1 en dérivant par rapport a £). Cette
classe de symboles a l'avantage d’étre invariante par changement de variables, ce qui est par
exemple indispensable pour travailler sur des variétés. On n’introduira pas ces symboles ici
car on ne travaillera que sur R"”. Il arrivera néanmoins qu’on ait & utiliser des symboles qui
ont de la décroissance a 'infini par rapport a la variable &.

On peut également avoir a travailler avec des symboles dépendant de h et tels que chaque
dérivation fait apparaitre une puissance négative de h. Cela pose probleme pour tous les dé-
veloppements asymptotiques dont les termes de restes font intervenir les dérivées du symbole
(par exemple le théoreme 3.9). La encore on ne sera pas vraiment concerné par le probléme
puisqu’on a introduit des classes de symboles ne dépendant pas du parametre h.

On utilisera tout de méme des symboles dits « classiques ». Etant donnée une fonction
d’ordre m ce sont des symboles a(h) appartenant & S(m) pour tout h €]0, 1] et tels que

a(h) ~ Z haj;,

jEN

ol (a;);cy est une suite de symboles de S(m). Cette écriture signifie que pour tout N € N

on a
N

a(h) =) ha, RN H
() =Y Wa; + 0 (W¥+),
7=0
ol le reste est estimé dans S(m). Inversement, on a le résultat suivant (théoreme 4.16 dans
[EZ]) :

Théoréme 3.4 (Borel). Soit (a;);cy une suite de symboles de S(m) ou m est une fonc-
tion d’ordre. Alors il existe a(h) appartenant & S(m) pour tout h €]0,1] et tel que a(h) ~

Z;io haj.

Revenons maintenant aux formules de quantification. Les expressions (3.6) et (3.7) n’ont
pas de sens pour a dans les classes de symboles Cp°(R*™") ou S5(R?") avec § € R, et ce méme
pour u € S(R™). Pour définir Opy,(a) et Opy (@) on utilise la méthode dite des « intégrales
oscillantes ». Cela consiste & considérer dans un premier temps que a € S(R?"), & faire des
intégrations par parties jusqu’a obtenir une expression qui sera encore valable pour a dans
une classe de symboles plus générale, puis de prendre cette expression comme définition pour
Opy,(a) et Opy'(a) (voir [EZ, Mar02] pour plus de détails, ou [Rob87] pour une présentation
tres légerement différente). Plus précisément, en utilisant les opérateurs

1—ih(z —y) - Ve 1+4ih¢ -V,
= 2 et Ly=—"5"
L+ |z —yl 1+ ¢]

Le¢

(qui laissent invariant le facteur e#(®=%)), on obtient le premier résultat suivant :

Proposition 3.5. Soit m une fonction d’ordre et a € S(m). Alors Op,(a) et Opy (a) défi-
nissent des applications linéaires continues sur S(R™).

Cette justification bien en téte, on continuera d’utiliser les expressions données en (3.6)

et (3.7) pour des symboles généraux.

3.1.4 Propriétés importantes

Outre la linéarité, on voudrait que les procédés de quantification que l'on a définis se
comportent bien vis-a-vis de la multiplication des symboles (on a déja vu que ce n’était pas
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possible de fagon exacte). On apprécierait d’autre part qu’a un symbole petit (en un sens a
préciser) soit associé un opérateur petit (dans £(L?(R"))).

Concernant la composition des opérateurs pseudo-différentiels, il n’est déja pas évident de
voir que pour a, b € S(R?") 'opérateur Op}’ (a) o Op}’ (b) est un opérateur pseudo-différentiel.
Notant 1

A(V) = 5((Va, Vi) = (Ve, Vy)),

on a le résultat suivant :

Théoréme 3.6. Soient a,b € S(R?"). Alors on a
Opj, (@) © Opy (b) = Opy, (ath),

avec
azb(,€) = ") (a(z, )b(y,m) |- -
n=&
ou encore, pour tout N € N :

N k
&) = 3 L (ot 90m)
=

11 _ N
N /O D () i A(V)) V4 (ae, )by, ) de

Yy=x

n=¢

La deuxiéme expression (voir les théorémes 4.17 et 8.2 de [EZ]) est encore une formule
exacte, mais son intérét est de donner des développements asymptotiques a tout ordre en h
du symbole affb. On obtient en particulier

h
atb=ab+ O (h) =ab+ —{a,b}+ O (h?)
h—0 21 h—0

et L

ab — bia = —{a,b} + O (h?),

1 h—0

ot les restes sont estimés dans S(R?") et ot on a noté

{a,b} =Vea-Vyb—Vya- Vb
Pour la deuxieme estimation il n’y a pas de terme d’ordre 2 car le terme d’ordre 2 pour afb

est symétrique en a et b.

Pour pouvoir effectivement les utiliser, il est important de voir que ces résultats peuvent
étre étendus pour des symboles a € S(my) et b € S(mg) ot my et mo sont deux fonctions
d’ordre (voir le théoreme 7.9 de [DS99]). En outre 'opérateur e”*A(V) préserve les classes
de symboles S(m) pour toute fonction d’ordre m (théoréme 4.17 de [EZ]). On a donc en
particulier :

Proposition 3.7. Soient §1,02 € R, a € S5, (R*™) et b € Ss,(R?*™). Alors on a

Opj, (a) o Opy, (b) = Opy (aftb)
avec pour tout N € N

N
(e, &) = S PEE ae pym)| +rwieen)

j=0

Yy=x
n=¢£

ot ry(h) €S ((x)61+62_N) uniformément en h €]0,1].
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Exemples 3.8. En guise d’exemples, il peut étre intéressant de tester ces formules sur des
cas simples pour lesquels on peut effectuer les calculs de maniere explicite. Si on note Hg =
—h2A = Opy}, (£2) le laplacien libre,

ih
A== (@-V+V-2)=Opji(z-)

le générateur des dilatations et que l'on consideére un potentiel V- € C*°(R"), alors on a :

i
h
" [Ho, V(2)] = —2ihVV - V — ihAV = OpZ(2VV - €),

[Ho, Ay] = 2Ho = Opy, ({€, 2 - £}),

SRS

[Ap, V(2)] = - VV(x) = Opj, ({z - §, V(2)}).

On peut également vérifier par calcul direct que pour j € [1,n] et a € C£°(R?™) on a :

[, O} ()] = ~Opf (9,0, (38)

Le deuxieme résultat fondamental pour le calcul pseudo-différentiel est le théoreme de
continuité dans L?(R"™) :

Théoréme 3.9 (Calderén-Vaillancourt). Soit a € Cp°(R?*™). Alors Opy (a) se prolonge en
un opérateur borné sur L>(R™). Plus précisément il existe C > 0 et M € N ne dépendant que
de la dimension n tels que :

1OPY (@)l 22@ny S C D 110%all po zny -
la|<M

Cette estimation est exacte et est uniforme en h €]0,1]. Dans le contexte semi-classique,
on obtient en faisant un changement d’échelle le résultat suivant (voir le théoreme 5.1 de
[EZ]) :

Théoréme 3.10. I existe une constante C > 0 telle que pour tout a € C;°(R?") on a
10PE (@) ¢(z2ny) < C llall oo romy + O (V)

ot le reste dépend de la norme L*> des dérivées de a jusqu’a ordre M, M étant donné par
le théoreme 3.9.

Ces résultats assurent en particulier que des termes négligeables dans des développements
de symboles comme au théoréme 3.6 donnent des termes négligeables dans £(L?(R™)) apres
quantification. En particulier, pour a,b € Cg°(R?™), on a dans L(L*(R™)) :

Opy, (a) o Opy (b) = Opy, (ab) + O (h)
h—0

et .
710D} (@), OB (8)] = Opf!({a,b}) + O (7). (3.9)

On peut maintenant expliquer pourquoi on s’intéressera particulierement aux symboles

de la classe S((z)%).

Proposition 3.11. Soient 6,5 € R. Si a € S((w)ts) alors Uopérateur Opy, (a) définit un
opérateur continu de L>*(R™) dans L**TO(R™).
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Démonstration. Le cas 6 =0 et s = 1 résulte de (3.8). Comme le commutateur [z;, Op}, (a)]
est encore un opérateur pseudo-différentiel dont le symbole est dans Cp°(R™), on obtient par
récurrence le cas s € N. Le cas général s € R s’obtient alors par dualité et interpolation
complexe (voir le lemme A.1). On suppose maintenant que a € S((z) ). Pour u € S(R") et
jel,n]ona:

O (a)(ay)e) = gy [ [ b (T e) (g - B Yt dy

= Opf (z;a)u(z) — 2 Opf (36, a)u(x).

Comme on a une expression en termes d’opérateurs pseudo-différentiels, cela prouve le cas
6 = —1 et s quelconque. On peut traiter de la méme facon le cas 6 = 1. On conclut alors par
récurrence puis par interpolation O

Le fait d’avoir des symboles dans S( (x)‘s) avec 0 négatif permet donc de gagner de la
décroissance a l'infini. L’intérét des symboles dans les classes S5(R?") est désormais plus
clair & la lumiere de la proposition 3.7 : méme si § = 0, c’est-a-dire méme si les symboles
ne sont pas eux méme décroissants & l'infini, le reste dans le développement asymptotique
est non seulement petit a la limite A — 0, mais c’est également un opérateur qui améliore la
décroissance a 'infini, et ce d’autant plus qu’on prend un reste d’ordre élevé.

Remarque 3.12. Dans le méme ordre d’idée, si a ou b est dans C5°(R?™), alors le reste rx (h)
est dans S( <x>_M <£>_M) pour n’importe quel M € N, et ce uniformément en h.

Maintenant que ’on a interprété les opérateurs pseudo-différentiels comme des opérateurs
sur L2(R™), on peut s’intéresser a la propriété d’adjonction, et en particulier au caractere
autoadjoint de Opy (a) :

Proposition 3.13. Soient a € C{°(R?*?) et t € [0,1]. Alors ladjoint de lopérateur (borné)
Op},(a) est Op; " (@). En particulier Op} (a) est autoadjoint si a est a valeurs réelles.

Enfin, les propriétés que ’on vient de mettre en valeur se retrouvent dans la formule de
changement de quantification. Cette proposition permet de montrer que les opérateurs Op,, (a)
et Op; (a) sont relativement proches, ce qui permet dans certaines situations de profiter des
avantages des deux quantifications.

Proposition 3.14. Soient s,t € [0,1] et a € S(R™). Alors on a Opj(a) = Op},(a;) avec :
a(w,€,h) = eIV a(, ).

En particulier a; est un symbole classique de symbole principal a.

Outre les deux résultats fondamentaux que sont les propriétés de composition et de conti-
nuité, on utilisera également l'inégalité de Garding qui montre comment la quantification se
comporte vis-a-vis de la positivité du symbole, ainsi que le calcul fonctionnel.

Théoréme 3.15 (Inégalité de Garding). Soit a € C;°(R*™) un symbole a valeurs réelles
positives. Alors il existe hg > 0 et C > 0 tels que pour tout h €0, ho) :

Opy (a) = —Ch.

Si on a besoin d’une quantification qui respecte la positivité de fagon exacte, c’est-a-dire
qui associe & un symbole positif un opérateur positif sur L%(R™), on peut utiliser la quanti-
fication anti-Wick, définie & partir des états cohérents (voir par exemple [HMRS&7]). Le lien
entre quantification de Weyl et quantification anti-Wick donne d’ailleurs une démonstration
pour 'inégalité de Garding (voir [DG97, § D.4)).
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On termine maintenant ce paragraphe par le calcul fonctionnel pour un opérateur pseudo-
différentiel. Pour un symbole a € S(m) a valeurs réelles on sait que lopérateur Opj}, (a) est
autoadjoint sur L?(R™). Ainsi, & toute fonction y € C5°(R*") le calcul fonctionnel associe un
opérateur x (Opj’ (a)) sur L?(R™). Il est alors naturel de se demander si I'opérateur obtenu
est encore un opérateur pseudo-différentiel et, dans l'affirmative, ce qu’on peut dire de son
symbole. On remarque tout d’abord que pour les opérateurs X; = Opy(x;) et —ih0,, =
Opy}, (&;) on a bien, pour tout fonction x € C§°(R) :

x(X;) = x(Opy (z;)) = Opy (x(z;)) et x(=ihd;) = x(Op} (§;)) = Opj (x(&5))-

Théoréme 3.16. Soient a € S(m) un symbole réel minoré, ot m est une fonction d’ordre, et
X € C§°(R). Alors x (Opy'(a)) est un opérateur pseudo différentiel, et on a dans L(L?*(R™)) :

x (Opy (a)) = Opy (x 0 a) + hgo(h)-

Ce résultat a été démontré pour la premiere fois dans [HR83] en utilisant la transformation
de Mellin. On trouvera dans [DS99] une autre démonstration faisant intervenir une extension
quasi-analytique et le critere de Beal qui permet de s’assurer qu’'un opérateur est un opérateur
pseudo-différentiel.

3.1.5 Micro-localisation et mesures semi-classiques

On se donne § € R et (up)pejo,1) une famille uniformément bornée dans L2 (R™). La
proposition 3.11 assure que pour tout ¢ € C§°(R?*"), la famille Op}’ (q)uy, est uniformément
bornée dans L% (R™) pour tout &’ € R.

On introduit dans ce paragraphe les outils permettant de voir ou se concentre une famille
de fonctions (uh)he]o,l] quand h — 0 dans ’espace des phases.

Définition. Soit & un ouvert de R?”. On dit que la famille de fonctions (un)nejo,1) dans
S’(R™) est microlocallement nulle sur U si pour tout symbole ¢ € C$°(R??) & support dans
Uon a:

10} (@unll 2y = O (h)

On dira que uy, est microlocalisée sur  C R?" si elle est microlocallement nulle hors de €.
Dans ce cas, on pourra également dire que uj est & microsupport dans Q.

Proposition 3.17. Soient 6 € R et (up)nejo,1) une famille bornée d’éléments de L*°(R™).
Alors il existe une suite (hy),cy qui tend vers 0 et une mesure de Radon positive pu sur RZn
telle que pour tout symbole ¢ € CS(R?™) on a :

(Oph, (Qun, un,) —— | qdp. (3.10)

k—o00 R2n
Avec la remarque faite au début du paragraphe, et du fait que la condition ne fait interve-
nir que des opérateurs pseudo-différentiels de symboles a supports compacts, on peut suivre
la démonstration du résultat analogue pour une famille de fonctions uniformément bornée

dans L?(R") (voir par exemple [Bur97] ou [EZ]).

Définition 3.18. On appelle mesure semi-classique associée a la famille (up,)xe)o,1] une me-
sure de Radon positive p sur R*" telle quil existe une suite (hi),cy pour laquelle on a
(3.10).

Ezemple. Soit (zg,&p). On considere ’état cohérent

1
un(z) = (rh)3

#(z—20.60) gy |z —0|*

Alors la famille (ux)pejo,1] admet une unique mesure semi-classique, qui est la masse de Dirac
au point (zg,&p).
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3.2 Dynamique classique associée au probleme

On a mis en place dans la section précédente un certain nombre d’outils qui vont nous
permettre d’étudier 'asymptotique h — 0 pour la solution u;, de I’équation (1.1). On s’attend
a ce que la limite obtenue soit bien décrite par les équations de la mécanique classique.

Le but de cette section est de donner les propriétés classiques dont on aura besoin dans ce
travail. On établira dans la section suivante les résultats qui permettent de voir le lien entre
le flot et 'amortissement classiques et la limite h — 0 de notre probleme.

3.2.1 Flot hamiltonien

A partir de maintenant, on fera toujours ’hypothése que le potentiel V; est de longue
portée : il existe p > 0 et des constantes ¢, pour o € N” vérifiant :

Vz € R™, [0°Vi(2)| < cq (x) P71 (3.11)

On commence par rappeler un certain nombre de propriétés du flot classique associé au
probléeme. Ces résultats ne font intervenir que la partie réelle V; du potentiel, aussi on omettra
la plupart des démonstrations. On pourra par exemple consulter [Rob87] pour une présenta-
tion plus détaillée.

Pour w € R?" on rappelle qu’on a noté ¢*(w) = (E(t, w), (¢, w)) la solution du probleme
de Cauchy suivant :

oz (t, w) = 2£(t, w),
0i€(t,w) = =VVi(z(t, w)), (3.12)
) = w.

C’est le systéme hamiltonien associé & la fonction énergie p : (z,£) — &2 + Vi(z). Pour une
application différentiable a : R?® — C on note :

Hy(a) = {p,a} =2¢ V,a—VVi(z) Vea.

Proposition 3.19. Pour tout w € R?" la solution mazimale du systéme (3.12) est définie sur
R. En outre ¢'(w) est une fonction de classe C*> de t et w, et on a les propriétés suivantes :

(i) p est invariante par ¢t.

(ii) Etant donnés une application différentiable a sur R*" et w € R®", on a :

@ 06" () = {p,a}(¢" () = {p. a0 6 }w).

Remargue 3.20. Soit (z,£) € R*™. Comme

t t s
E(t,x,g):erQ/O g(s,m,f)d5:x+2t572/0 /o VVi(Z(T,x,€)) dr ds,

il existe une constante M telle que pour tous t € R et (z,£) € R?" on a
Z(t, 2, &) < |x| + Mt[() et [T(t,x,€) — (z+2t€)] < Mt™.
Le lemme suivant est démontré dans [Rob87] (lemme IV-9) :

Lemme 3.21. SoientT >0 et «, 5 € N” tels que |a| + || = 1. Alors il existe une constante
a,53(T) = 0 telle que pour tous t € [-T,T] et (z,£) € R*™ on a

0207 (6" (2,€) — (2,6))| < cas(T).

En outre ca,g(T) = 0 quand T — 0.
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Un propriété importante du flot et que pour des temps petits on peut retrouver la position
initiale connaissant I'impulsion initiale et la position finale :

Lemme 3.22. [l existe 19 > 0 tel que pour tous t €] — 79,70[ et £ € R™ lapplication
y— T(t,y, &) est un difféomorphisme de R™. On notera x — g(t,z,£) son inverse. En outre
pour a, B € N tels que |a| + |8 = 1 et t €] — 19, To[ il existe une constante co g(t) telle que

Y(w,&) eR™, 9207 (7(t,7,€) — )| < cap(t).

D .
e plus on a cq p(t) — 0

Pour (z,&) € R?" et s,t €] — 19, Tp| on notera également :

‘%(57 t’ x?&) = f(s7y(t7 x’ E)’ 5) et é(s’ t’ x? é-) = 5(87 y(t7 x7 6)? é-)

Démonstration. Soient ¢t € R et £ € R™. On considere 'application X : y — Z(t,y,&) de
R™ dans R™. D’apres le lemme 3.21, on peut trouver 75 > 0 indépendant de £ tel que si
t €] —79, 10] alors la différentielle de X —Idgn et de norme inférieure a % en tout point y € R™.
En particulier la différentielle de X est inversible et son inverse est borné uniformément en y.
Par un théoréme d’inversion global (rappelé & la proposition A.3), X est un difféomorphisme
de R™. On obtient alors les estimations sur les dérivées en dérivant I'égalité

xr = T(t,g(t,%ﬁ)vf),

sachant qu’on a choisit ¢ assez petit pour que J,Z(t, y,§) (ou J,Z désigne la matrice jacobienne
partielle de Z par rapport & la variable y) soit uniformément inversible, et qu’en outre

sup || J,Z(t,y,&) — In|| —= 0.
(y,€)ER2n =0

O

On rappelle maintenant quelques résultats concernant la solution 1’équation de Hamilton-
Jacobi.

Proposition 3.23. Soit 79 > 0 donné par le lemme 3.22. Il existe une unique fonction
© € C°°(] — 79, 70[xR?"™) solution de :

Orp(t,z, &) + pla, Vap(t,z,€)) = 0,
{ ©(0,7,8) = (x,§) . (3.13)

Cette solution est donnée par
p(t,z, &) = Q. y(t, z,8),£), (3.14)
ot

QUt.y.6) = (4.€) — tp(y,€) +2 / E(s.5.0)" ds. (3.15)

En outre, pour tous t €] — 19, o[ et (x,€) € R*™ on a :

(%Vz@(t’%f)) = (bt(Vg(p(t,l‘,f),f). (316)

Bien que ce résultat ne fasse pas intervenir la partie imaginaire du potentiel, on en rappelle
une démonstration en annexe (paragraphe A.2).

Exemple 3.24. Si V3 = 0, alors ¢ est simplement donnée par :

o(t,z,6) = (x —1€,6) = (z,6) —t|¢]*.
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D’apres la proposition IV-14 de [Rob87], on a les estimations suivantes sur ¢ :

Corollaire 3.25. Pour o, € N", il existe une constante cog = 0 telle que pour tous
t €] — 70, 70[ et (x,€) € R?*™ on a

0202 (t,2,6)| < cap(1+ |z] + [¢])EIel=18D+

ot on a noté (-); = max(0,-). En outre pour t assez petit on a :

N =

sup ||Hessa:7§ Lp(ta z, f) - I2n|| <
(z,§) R

Les estimations sont obtenues a partir de ’expression (3.14) et des égalités

Vao(t,z, &) = E(t,y(t,2,8),) et Vep(t,z,&) =7(t,z,€)

obtenues en (3.16).

On aura besoin par la suite d’une expression donnant ¢(t, z,£) directement en fonction
de x et & et pour t petit. On utilisera alors la proposition suivante :

Proposition 3.26. Il existe une fonction r € C*°(] — 79, 79[ xR?") telle que pour (t,z,&) €
R2n+1 on a :

p(t,2,€) = (2,8) — tp(z, &) + tr(t, 2, ).

En outre r et ses dérivées sont bornées sur | — 1, To[xR"™ x K¢ pour tout compact K¢ de R™.

Démonstration. D’apres la proposition précédente on a

t 2
Plt.2.€) = 3(t.2.6) - €~ tpl(t. 2.0, +2 [ [&s.tm )] s
Or
t ~
Bt g) ¢ =o— [ 2(sta) gds
0
t t s
—ooe=2 [ ot ds-2 [ [ detano VG0 irds
et

t
VA (F(t . 6)) = —tVa(x) + 2 / TV (#(s,1,2.€)) - E(s. £, €) ds.
0

Cela donne l'expression attendue si on pose :

t s
it == [ [ &t Vi e g)dras
2 t

+ E/ vvl(f(s,t,;z:,f)) '5(57t7z7£) ds.

0

On peut alors vérifier que r se prolonge par continuité en 0 en une fonction de classe C*° et
que toutes ses dérivées sont bornées si on se restreint a un compact en la variable &. O

Remarque 3.27. Tous ces résultats sont encore valables si on remplace p(x, &) = &2 + Vi (x)
par pg(x, &) = €2+ Vi(z) — E pour E € R.
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3.2.2 Rayon de fuite

Comme on I'a annoncé en introduction, on a 'intention de travailler avec des hypotheses
qui autorisent la dynamique classique & avoir des trajectoires bornées (pour la variable z,
on sait que toutes les trajectoires sont bornées en £). Comme elles vont poser probleme, il
sera important d’avoir un minimum d’informations sur I’ensemble de ces trajectoires. D’apres
I'hypothese (3.11), on s’attend & ce que pour un niveau d’énergie (strictement positif) fixé,
Iindice de réfraction V; n’ait plus qu’'une faible influence sur la dynamique si on s’est suf-
fisamment éloigné de l'origine, de sorte que les trajectoires ressemblent a des trajectoires
pour la dynamique libre (en particulier elles ne sont pas captées). Le but principal de ce
paragraphe est de préciser en quel sens cette affirmation est valable.

Pour un intervalle I de R on commence par introduire les notations suivantes :

= {weR*|p(w) €I et {T(t,w)}14>0} est borné}
Q, (I) Ny (1),

_ 2n —
= {wER |p(w) € I et |Z(t,w)] m—i—oo},

)
o
—~ o~~~
~
— = — =
I

QL (1) n QL (D).

On appelera trajectoire classique captée (ou bornée) d’énergie E 1'orbite {¢f(w),t € R} d'un
point w € Q({E}).

On définit ensuite un rayon de fuite comme étant la distance a ’origine a partir de laquelle
on pourra considérer qu’on a échappé a l'influence de V; :

Définition 3.28. Soit ¥ > 0. On appelle rayon de fuite pour un écart v tout R > 0 tel que
pour |z| > R on a
Vi(a)| + || [VVi(z)] < v.

Etant donné E > 0, on appellera rayon de fuite pour ’énergie E un rayon de fuite pour un
écart E/3. SiJ C RY est tel que Ey = inf J > 0, on appellera rayon de fuite pour J un rayon
de fuite pour 'énergie Ey (c’est en particulier un rayon de fuite pour tout E € J).

Lemme 3.29. On considére une énergiec E > 0 et un écart v > 0. Soit R un rayon de fuite
pour un écart v, w € p~L({E}) et tog € R. Si [T(Ltg,w)| > R, alors on a :

E—-v< }E(ito,w)’2 <FE+v

et
2

% |Z(£t, w)[? > 8E — 12v.
t=to

Démonstration. La premiere propriété est simplement due au fait que p(¢?(w)) = E. Pour la
deuxieme, on vérifie que pour ¢t € R on a

0 _
o Z(£t, w)|* = +4T(+t, w) - E(£t,w), (3.17)
puis
? 2
22 |Z(£t,w)|” = 8p(w) — 8V4(T(£t, w)) — 4T (£t, w) - VV4(T(£t, w)), (3.18)
ce qui donne bien la minoration annoncée. O
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Pour R > 0,d > 0 et o € [—1,1] on définit les zones sortantes et entrantes par :
Zi(R,d,0) = {(2,6) e R*" | 2| > R, |¢| > d et (2,€) Z o |z][¢]} (3.19)

Une trajectoire issue d’une zone sortante aura tendance a s’éloigner de l’origine, tandis qu'une
trajectoire issue de la zone entrante s’en approche.

Lemme 3.30. Soient E > 0, o €]0,1[ et R un rayon de fuite pour un écart de £(1 — o?).
Soient w € p~({E}) et t > 0. i qSit(w) € 2, (R,0,F0)\ ZL(R,0,%0) alors on a :

:I:g T(+t, w) ~§(:ﬁ:t,w) > (1-0*)VE
ot |z(£t,w)| |§(:i:t w)| V3I|Z (£t w)|

Démonstration. Omettant I'argument w pour les fonctions Z(¢) et £(t), on peut vérifier par
calcul direct que

0 m(xt)-E(£1)
Ot ()| [e(=1)]
> D R (20— o) [E(0)]” — [2(2) - VVi (@) - [7(6)][VVa (@(£1))])
L (1=o)VE
V3la()]
O

On vérifie maintenant que loin de l'origine les trajectoires pour le flot ¢! se comportent
effectivement comme des trajectoires libres :

Proposition 3.31. Soient E > 0, ¢ € [0,1] et R un rayon de fuite pour un écart de
£(1—-0?). Alors Z.(R,0,+0) Np~([E,+00) est stable par ¢=* pour tout t > 0. En outre
pour w € Z+(R,0,+0) Np~Y([E, +o0]) on a

|Z(£t, w)] ——— 400,
t—+oo
et

f(:l:t, w) i g(itﬂ w)

> +1.
(£, w)| |E(Ft, w)| t=+oo

Démonstration. 1. On suppose que la premiére assertion n’est pas vérifiée. Alors on peut
considérer w € Z4(R,0,+0) Np~L([E,+oo[) tel que

t1 =inf {t > 0] ¢*(w) ¢ Z4 (R,0,%0)}

est bien défini dans R, . Les zones entrantes et sortantes étant fermées, on a ¢+t (w) €
Z4(R,0,%0). Mais d’apres le lemme 3.29 on a pour s proche de ¢; :

|Z(£s)]> = R? 4 2E(s — t1)? + o (|s—t]*) > R?
s—i1

(on omet de nouveau I'argument w pour T et £). En outre la quantité (3.17) est strictement
croissante en t; et donc positive au voisinage de t;. Cela donne déja une contradiction si o = 0.
Pour le cas ou o €]0,1[, la définition de ¢; implique que ¢**(w) est dans Z4(0,0,F0) \
Z4(0,0,+0) pour s > t; assez proche de t;. Mais cela contredit le lemme 3.30 puisqu’on
devrait avoir :

N 0 T(+£s) g(is)
3

o fr(Es) [e(Es)] ~ O (&N |



2. On a donc démontré que ¢**(w) € Z4(R,0,+0) pour tout ¢ > 0. On a alors :
Z(£t))* > R? 4+ 2Bt —— +o0.
t——+oo

On suppose maintenant par 'absurde qu'il existe og € [0, 1] tel que

T(+t) -§(j:t)
t—too  |T(£)] ’f(:l:t)‘

x ¢0-

Soient Ry, un rayon de fuite pour un écart de £(1 —o2) et T,, > 0 tel que [T(+t)| > Ro,
pour tout ¢t > T,,. On obtient alors une contradiction en utilisant le lemme 3.30 et le fait
que |Z(xt, w)| = Oy o0(t) (voir la remarque 3.20). 11 existe donc T, tel que ¢=770 (w) est
dans Z4(R,,,0,%00), et c’est donc encore le cas pour tout ¢ > Tgo. Ceci étant valable pour
n’importe quel oy € [0, 1], on a bien montré la derniére propriété. O

Pour r > 0 on note :
By(r) = B, x R" = {(2,§) € R*"| || <r} C R*".

Corollaire 3.32. Soit J un intervalle de R? .
(i) On a :

p M) = O (1) UQL(T) = 0 (1) U QL () = Q) UQL(T) U5 ().

(i) Si J est ouvert, alors QL (J) est ouvert.
(iii) Si J est fermé (dans R), alors Qif (J) est fermé.
(iv) Si J est fermé (dans R), alors Qp(J) est compact. Plus précisément, si R est un rayon
de fuite pour Uintervalle d’énergies J, alors Qu(J) C By (R).
(v) SiinfJ >0 et B est un borné de QF(J), alors 'ensemble

{6 (w),t > 0,w € B}
est borné dans R?™.

L’idée sous-jacente est que si R est un rayon de fuite pour I’énergie F, alors toute trajec-
toire classique d’énergie E qui sort de B,(R) n’y rentre plus et part a 'infini.

Démonstration. (i). Soient w = (z,€) € p~1(J)\QE(J) et R un rayon de fuite pour I'énergie
p(w) tel que R > |z| 4 1. 11 existe nécessairement ¢y > 0 tel que T(Ltg,w) = R et

- 1d
+T(£to, w) - E(£to, w) = — — |T(£t, w)|* >0.
4 dt t—to
D’aprés la proposition 3.31 appliquée avec o = 0, on obtient alors que w € QX (J). La troi-
sieme égalité résulte ensuite des deux premieres.

(ii). Soit w = (z,£) € QL (J) et R > |z| + 2 un rayon de fuite pour J. Il existe ¢ > 0 tel
que |Z(&t, w)| > R. Par continuité du flot et puisque p~1(.J) est ouvert, il existe un voisinage
V C B, (|z| +1) Np~*(J) de w dans R?" tel que pour tout v € V on a |Z(£t,v)| > R. Ainsi
toutes les trajectoires issues de V sortent & un moment donné de B,(R) et partent donc a
I'infini, ce qui signifie que V C QZ (J).

(iii). QF(J) est fermé comme intersection des deux fermés p~*(.J) et R?" \ QL (R*).

(iv) et (v). Les deux derniers points se montrent de fagon analogue. Soient R un rayon
de fuite pour J et w € p~1(J). Si [F(t,w)| > R pour un certain t € R, alors ¢'(w) €
(24(R,0,0)UZ_(R,0,0)) Np~*(J), et ne peut donc étre dans ;(J). Pour le dernier point,
on choisit & nouveau un rayon de fuite R pour J tel que B C B,(R). Une trajectoire issue
de B ne peut pas sortir de B,,(R) pour des temps positifs (respectivement négatifs) puisque
dans ce cas elle serait dans QZ (.J), ce qui contredirait I’hypothese. O
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On donne maintenant une autre propriété inspirée du cas libre : une trajectoire qui part
loin de 'origine et hors d’une zone entrante n’approche pas de la zone d’influence de V; et
finit par s’éloigner a l'infini.

Proposition 3.33. Soient E; > E; > 0 et J C [Ey, Es]. Soient o € [0,1] tel que 0?>Fy < E
et R un rayon de fuite pour un écart v € ]0, %[ assez petit pour que

E
pi=1-022F Y S,
E1—§l/

On considere R > R/\VD. Alors il existe co > 0 tel que pour tous t > 0 et (r,€) €
Z4(R,0,Fo)Np~t(J) on a

[T(£t,z,8)| 2R et [T(xt,x,€)| = cot+ |z]).

Z+ (7%7 07 —O')

FIGURE 3.1 — Si une trajectoire part d’assez loin et hors d’un secteur entrant, elle évite la
zone d’influence de V7 et part a linfini.

Démonstration. Soit (z,€) € Z+(R,0,To) Np~(J). On suppose par I'absurde qu'il existe
t > 0 tel que |[Z(t,z,&)| < R et on note

to =inf{t > 0, |[T(£t,z,£)| < R}.
Notant E3 = E; — %V > 0, on a d’apres le lemme 3.29 :

Vi e [0,to], |x(£t,z, &) = |z|° — dto || |¢] + 4Est>. (3.20)

G\w\lél

Or le membre de droite atteint son minimum (sur R) en ¢ = , donc pour tout ¢ € [0, to]

on a

2012
e 2T et i
Es

()
o

(¢, 2,6 >

E2—|—1/))

/

Comme |l‘|2 7 > R20 > R2, cela donne une contradiction, et prouve donc la premitre as-
sertion. La deuxieéme est alors conséquence de (3.21) et du fait que d’apres (3.20) on a pour
t > 20 |x| |€|E;s :

Z(+t, x, 6)> — |z|> — 2E5t% > 2t(Est — 20 || [€]) = 0
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Soit J un compact de RY, R un rayon de fuite pour J et o € [0, 1[. Etant donné w €
p~1(J), on sait que pour un certain T' > 0, ¢'(w) est dans B,(R) ou dans Z,(R,0,0) pour
tout t > T, selon que w € Q" (J) ouw € QX (J). Mais le temps 7" qu’il faut attendre pour que
cela soit vrai dépend de w (ce temps peut devenir grand si w € QI (J) s’approche d’un point
de ;7 (J)). Comme une trajectoire qui sort de B, (R) n’est pas forcément dans Z4 (R, 0, o) si
o > 0, on peut en général trouver pour t arbitrairement grand un w € p~1(J) tel que ¢(w)
n’est ni dans B, (R) ni dans Z,(R,0,0). Et ce méme si on se restreint & w dans un compact.

On termine ce paragraphe par une proposition qui assure que le probleme ne se pose pas
si on a bien choisi R. Il suffit de s’assurer que R est assez grand pour qu’'une trajectoire qui
sort de B, (R) ne subit plus trop l'influence du potentiel V7 depuis suffisamment longtemps
pour ressembler a une trajectoire libre et bien arriver dans la zone entrante voulue :

Proposition 3.34. Soient J C R relativement compact et o € [0,1[. Si R est assez grand,
alors pour tout compact K de p~1(J) il existe Ty > 0 tel que :

Vw € KVt > Ty, ¢ ' (w) € B.(R)U 24 (R,0,+0).

Remarque 3.35. Comme I’ensemble des ¢+ (w) pour t € [0, Tp] et w € K est borné, on aurait
pu choisir de laisser R dépendre de K et avoir le résultat pour tout ¢ > 0.

FIGURE 3.2 — Si une trajectoire part d’assez loin et hors d’un secteur entrant, elle évite la
zone d’influence de V; et part a Uinfini.

Démonstration. 1. Soient E1, F5 > 0 tels que J C [Ey, Es] et Ry un rayon de fuite pour un
écart de ,1 (1 — o?). Soient 7 > 0 tel que

1—0 VE{
\[Ro+4t\F2)

dt > o

et R = Ro + 47/ F>. On note :
U = By(Ro) U Z+(R, 0, +0).

U est en particulier un ouvert de R?" (A désigne l'intérieur de I’ensemble A).

2. Soit w € K. On commence par montrer que s’il existe t,, > 0 tel que ¢t (w) € U, alors
pour tout t > t,, on a
¢ (w) € Bu(R)U 24 (R,0,+0). (3.22)

Si ¢pFtw (w) € Z4(R,0,40), cela résulte de la proposition 3.31. On peut donc supposer que
|Z(£tw, w)| < Ro. Tant que |Z(£t, w)| < R, on a bien (3.22), donc il suffit de considérer le
cas ou il existe to < t1 tels que |[T(Ltp,w)| = Ro, [T(Lt1,w)|] = R et [T(Ls,w)| €]Ro, R|
pour tout s €]tg, t1[. Pour tout s € [tg,t1] on a 2 ’E(:I:s,w)| < 4v/Es, ce qui prouve déja que
t1 — tg = 7. En outre on a nécessairement

1

= d
£2(Eto, w) - E(Fto,w) = 7 = Z(t, w)|? > 0.

t=to
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Si o = 0, cela prouve que ¢**(w) est dans 2. (Ry,0,0) pour ¢t = tq et donc pour tout ¢ > tg. Si
o > 0, on suppose par 'absurde que ¢=*(w) n’est dans Z+(Ro,0, +0) pour aucun s € [to,t1].
Alors d’apres le lemme 3.30 et par définition de 7 on a :

:I:f(:l:tl,w)'g:ttl, 1—02)\/E Q> o
Z(£t, w)| |E(£tr, w \f 3(Ro + 4(t — to)VE2) '

Cela donne une contradiction. Il existe donc s € [tg, 1] tel que ¢5(w) € Z+(Ro,0,+0) et
d’apres la proposition 3.31, c’est encore le cas pour tout ¢ > s.

3. Tout w € K est soit dans Qi (J), auquel cas la demi-trajectoire {¢**(w),t >0} ad-
met un point d’accumulation dans Q(J) C U, soit dans QZ (J) et alors ¢ (w) est dans
Zoi(R,O,ﬂ:O'()) C U pour t assez grand. Dans les deux cas, étant donné que U est ouvert,
on peut trouver 7, > 0 et un voisinage V,, de w dans R?" tels que ¢ (v) € U pour tout
v € V. Puisque K est recouvert par un nombre fini de tels V,,, on peut choisir Ty > 0 de
sorte que pour tout v € K il existe un temps 7, € [0, Tp] tel que ¢*™ (v) € U, ce qui conclut
la démonstration. O

3.2.3 Amortissement classique

Soit E Iénergie qui apparait dans I’équation de Helmholtz (1.1). Comme on I’a annoncé,
on va remplacer 'hypothese usuelle de non-capture sur les trajectoires d’énergie E par une
hypothese d’amortissement sur les trajectoires captées. Plus précisément on supposera dans
un premier temps que I'indice d’absorption V5 est positif et que toutes les trajectoires captées
d’énergie E passent par 'ouvert ou il y a effectivement amortissement :

Vo0 et Ywe Q({E}),IT R, Va(z(T,w)) > 0. (3.23)
Il sera commode d’avoir une notation pour cette zone d’amortissement. On note donc :
O = {(z,6) € R | Va(z) > 0}. (3.24)

Dans tout ce travail, on supposera au moins que V5 est continu, de sorte que O est un ouvert
de R?". On rappelle que V5 sera en outre toujours supposé borné. On commence par vérifier
que cette hypothese énoncée pour les points de Q,({E}) est en fait valable pour les points de

Q) ({E}) et de Q, ({E}).

Proposition 3.36. Soit E > 0 tel que U’hypothése (3.23) est vérifiée. Alors pour tout w €
Qi ({E}) il existe T > 0 tel que Vo(T(£T,w)) > 0.

Démonstration. Soit w € QF ({E}). On note K = {¢**(w),t > 0}. K est un compact de
R2™, donc on peut trouver une suite (tm)mEN qui croit vers 400 et woe € RZ” tels que
¢Ftm (w) — weo quand m — +oo. Comme Qi ({E}) est fermé, on sait que wo, € QF({E}).
En outre pour tout M € Net m > M on a ¢i(t —tm) (w) € K et par continuité de ¢F

E(tm—tm) Ftm
) (W) ——— T (weo).
Cela prouve que ¢ (wo,) € K pour tout M € N, et donc que ws, n'est pas dans QX ({E}).
On a donc we, € Q({E}). Par hypothese, il existe T' € R tel que ¢ (wo) € O. Comme O
est ouvert et ¢TFm (w) = ¢T (¢t (w)) — ¢T (woo) quand m tend vers +oo, on obtient que
pT*tm (w) € O pour m assez grand. Et si m est bien choisi on a en outre +7 +t,, > 0. [

Le fait que toute trajectoire de ;" ({E}) ou de 2, ({E}) admette un point d’accumulation
dans Q,({E}) est utilisé dans le cadre non-captif pour dire que I’hypothese de non-capture
QU{E}) = Qoo ({E}) est en fait équivalente & dire que Qp({E}) = 0 (voir par exemple [DGI7]).
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Dans un deuxieme temps, on cherchera & s’affranchir de I’hypothese de positivité sur V5.
Il sera alors nécessaire de reformuler I’hypothese d’amortissement :

T
Vw € W ({E}),3T > 0, / Va(@(t, w)) dt > 0. (3.25)
0

Remarque 3.37. o D’aprés la proposition 3.36 appliquée avec w € Q,({E}) C QF ({E}),
on voit que les hypotheses (3.23) et (3.25) sont équivalentes dans le cas ou V3 > 0.
e Si la trajectoire issue de w € Qy({E}) est périodique il existe 7' > 0 tel que ¢ (w) = w
et on a alors :

T
/ Va((t, w)) dt > 0.
0

En effet si ce n’est pas le cas, on considére le temps ¢ty € [0,7] pour lequel appli-
cation t fot V2(Z(s,w)) ds atteint son maximum, et on obtient une contradiction en
considérant le point ¢ (w) € Qp({E}).

e Soit (x,¢) € R?". L’application ¢ ~ (f(—t,x@), —E(—t,x,f)) est solution du systéme
(3.12) pour la condition initiale (z, —&), soit :

(E(ta z, _5)75@7 x, _6)) = (E(_t x, 5)7 _E(_tv x, 6)) . (326)
Soit (z,&) € Q({E}). On suppose vérifiée I’hypothese (3.25). D’apres (3.26) on a
(x,—&) € W({E}) et donc il existe T' > 0 tel que :

T T
/ Vo(@(—t,2,€)) dt = / Va(@(t, 2, —€)) dt > 0.
0 0

Ainsi, 'hypotheése (3.25) que l'on a énoncée pour des demi-trajectoires allant vers les
temps futurs est symétrique par rapport au temps. On aurait tout a fait pu I’énoncer
pour les demi-trajectoires allant vers le passé :

(3.25) <= Yw € Q({E}), 3 / Va(z w)) dt > 0.

On vérifie maintenant que 'hypothese (3.25) est ouverte :

Proposition 3.38. Soit E > 0. Si ’hypothése (3.25) est vérifiée pour E, alors elle est vérifiée
pour tout A dans un voisinage J de E dans R .

Démonstration. On suppose par ’absurde que la proposition n’est pas vraie. Alors pour tout
m € N on peut trouver w,, dans le compact Qy([E/2,2E]) tel que p(wy,,) — E et

/TVg(x(t,wm))dt <.
0

Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer qu’il existe wo, € Qu([E/2,2E]) tel que
Wy, — Weo quand m — co. Comme p est une fonction continue, on a p(ws) = E, et donc
Woo € Qp({E}). Par hypothese, il existe T > 0 tel que

/TVg(x(t,woo))dt >0,

Par continuité, c’est encore valable pour tout w dans un voisinage de ws, dans R2?, ce qui
donne une contradiction. O

Corollaire 3.39. Soit E > 0. On suppose que Vo > 0. Si Uhypothése (3.23) est vérifiée pour
E, alors elle est vérifiée pour tout A dans un voisinage J de I dans R7.
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On verra des le paragraphe suivant que le facteur d’amortissement qui apparait a la limite
h — 0 pour ’étude de l'opérateur de Schrodinger dissipatif (3.1) est donné par

t
exp(—/ v20¢8d5),
0

ol comme dans tout ce texte on s’autorisera a écrire Va(¢°(w)) pour Va(Z(s,w)). En suppo-
sant simplement que les trajectoires passent une fois par la zone d’amortissement dans le cas
V2 2 0, ou bien en utilisant 'hypothese (3.25) plus générale, il n’est pas clair que ce facteur
d’amortissement sera petit pour ¢ grand. On montre dans la proposition suivante que par
compacité de Q,({E}), les trajectoires bornées repassent en fait suffisamment régulierement
par la zone ou il y a amortissement.

Proposition 3.40. Soit J C R% tel que toute énergie X € J vérifie ’hypothese (3.25). Alors
pour tout compact K de Q (J) zl existe des constantes co, C > 0 telles que :

t
Vt > 0,Vw € K, /(%oqbis)(w)ds}cot—a
0

Démonstration. Sachant que K est compact on peut, quitte a réduire .J, supposer que c’est
un compact de R

1. Soit w € Q(J). Par hypothese il existe Ty, v, > 0 tels que

Ty
/ (Voo d)is)(w) ds > 27y.
0

Par continuité du membre de gauche, il existe un voisinage V,, de w dans R?" tel que pour
tout v € V,, on a :

Tw
/ (Vo 0 6**)(0) ds > 7.
0

Comme (.J) est un compact de R?" il est recouvert par un nombre fini de tels V,,. Ainsi il
existe 17,71 > 0 tels que :

t
Yw € Qu(J), 3t € [0,T1], / (Vo 0 %) (w) ds > ;.
0

2. Soit w € (/). On construit une suite croissante (tz),cy comme suit. On pose £y = 0, et
par récurrence on considére pour tout k € N un temps ty11 €)tx, tr, + T1] tel que :

trkt1
[ oo wyds >

tr

Cela est bien licite puisque ¢+ (w) € Q,(J). En outre, pour tout & € N on a nécessairement
thy1 =t + 71/ [|V2l| o, de sorte que la suite (i), oy tend vers +oo et tout ¢t > 0 est dans

l'union des Jtg, tx + T1] pour k € N. On note v = 2NVellee - gpient alors ¢ >Ty =T (1+v)

et N € N tel que t €]ty,tn + T1]. On a nécessairement N > v et donc :

/(V2c>¢ng Z/ V2o¢i5><w)ds+/t;<v2oqbﬂ)(w)ds

= Ny —T1[|[Vall o
> 2.

Ainsi on a montré qu’il existe To > 0 tel que

t
Yw € Qy(J),Vt = T, / (Vo 0 %) (w) ds > 2.
0
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3. Par continuité, il existe un voisinage U de 2,(.J) dans R*" tel que :
Ts
Yw € U, / (Vo 0 %) (w) ds > 1.
0

4. Soit maintenant K un compact de Qbi(J) Alors il existe Tk > 0 tel que pour tout w € K
et t > Tx on a ¢t (w) € U. En effet, supposons par I’absurde que ce n’est pas le cas. On
peut alors trouver des suites (£,,),,cy €t (Wm),en avec wy, € K et t,, — +00 telles que
¢t (wn) ¢ U. Lasuite (9 (w))men est & valeurs dans le borné |, ¢**(K). Elle admet
donc un point d’accumulation

woo € Yy (N \U C O (I) \ U (J) € QL ().

Soit R un rayon de fuite pour J tel que K U {ws} C B.(R). Il existe un temps T tel
que |T(FTs,w)| > 2R. Par continuité et propriété d’un rayon de fuite, il existe un voisi-
nage V C B,(R) de ws tel que |T(Ft,v)| > 2R pour tous v € V et t > Too. Ainsi, pour
mtel que t,, = Too ona ¢Tim(V)NK = ), donc ¢t (w,,) ¢ V. Cela donne une contradiction.

5. Soient alors w € K, t > Tk et N la partie entiere de t_TfK. On a alors :
t
/ (Va0 ¢F%)(w) ds
0
Tk N—-1 T+ (k+1)To t
>/ (Va0 ¢™*)(w) ds + Z/ (Vzofbis)(W)dSJr/ (Va 0 ¢F%) (w) ds
0 k=0 Y Tk +kT> Tk+NT>
z Tk [[Valloo + N = T2 [|Val
t—1T
> —Tg ||[Vall o, + T 1-T5||Va o -
2

Sachant que cette intégrale peut par ailleurs étre minorée par —Tx [|Va||, sit € [0, Tk], cela
donne bien le résultat annoncé avec ¢o = 1/T et C =14 (Tx +T5) ||Vl + T/T. O

Remarque 3.41. Cette proposition se vérifie beaucoup plus facilement dans le cas ou V5 est
positif (voir la démonstration du lemme 2.2 de [Roy10b]).

On aura également besoin pour notre étude d’un résultat légerement plus précis :

Proposition 3.42. Soient R > 0 et J C R% tel que toute énergie A € J vérifie Uhypothese
(3.25). Alors pour tout compact K de p~*(J) il existe des constantes co, C > 0 telles que :

t
vt > 0,Yw € K, /(‘/QOQS:ES)(W)dS}COt*C ou |T(Lt,w)| = R.
0

Si K est inclus dans Q,:f(J ) cela résulte de la proposition précédente, et si K est inclus
dans QZ (J), alors la deuxiéme conclusion est vérifiée & partir d'un certain temps uniforme
pour w € K, et la premiere conclusion est toujours vérifiée si on se restreint a des temps finis.
Le probléme vient donc de la frontidre entre QF(J) et Q% (J).

Démonstration. 1. Comme pour la proposition précédente, on peut supposer que J est com-
pact. D’autre part, comme la conclusion est plus forte si R est pris plus grand, il suffit de
montrer le résultat dans le cas ou R est un rayon de fuite pour lintervalle d’énergies J. On
note K = K NQ;(J). K est alors un compact de Qf(.J). On reprend toutes les notations in-
troduites dans la démonstration précédente. On a vu qu'il existait Tk > 0 tel que o= (w) € U
pour tous t > Tk et w € K. Par continuité du flot, il existe un voisinage V de K dans K tel
que ¢*T% (w) € U pour tout w € V.
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2. On montre alors qu’il existe 7y > 0 tel que pour tout w € V\K C QX (J) il existe 7, > Tk
tel que
Ve [Tr,mw], ¢H(w)eU et Vt=1,+ Ty, |T(Ht,w)| >R (3.27)

Autrement dit, si on ne sait pas a quel moment une trajectoire issue de V'\ K sort de B, (R),
on controle au moins le temps qu’elle passe dans B,(R) \ Y. Supposons par 'absurde que
(3.27) n’est pas vraie. Alors on peut trouver une suite (wy,),,cy d’éléments de V' \ K et des
temps t,, > Tk, 0, = m pour m € N tels que

¢t (W) U et Yt E [tmstm + Om],  [F(£t,wy)| < R.

Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que la suite (wp,),,cy converge vers
Weo € K. Si wo € Qoic(J) alors il existe T, > 0 et un voisinage W de w,, dans R2"
tels que |T(£t,v)| > R pour tous t > T et v € W, ce qui n’est pas possible. La limite
Woo appartient donc & K. Si la suite (t,),,cy est bornée, alors quitte & extraire encore une
sous-suite, on a t,, — too = Tk, ce qui est absurde car on aurait (bitm (W) — (bit(woo) eu
donc ¢Ftm (w,,) € U pour m assez grand. Quitte & extraire encore une sous-suite, on peut
donc supposer que t,, — +0o. On note v,,, = ¢t (w,,). La suite (Vm) men €st bornée dans
R?" donc & une nouvelle extraction pres, on peut supposer qu’elle converge vers v, € p~L(.J).
Par le méme argument que précédemment, on obtient que vo, € 24(J), ce qui donne une
contradiction et prouve donc (3.27).

3. L’ensemble K \ V est un compact de QL (J). Quitte & prendre Ty plus grand, on peut
donc supposer que ~
Ywe K\V,Vt > Ty, |T(£t,w)|>R.

Ainsi, étant donné t > 0 et w € K tel que [T(+t,w)| < R, on a ¢=*(w) € U pour tout
s € [T,t — T¢]. On peut donc conclure par un raisonnement analogue & ce qu’on a fait pour
la proposition 3.40. O

3.3 Quantification du flot et de 'amortissement

A la section 3.1 on a rappelé comment faire le lien entre les observables classiques et
les observables quantiques. On va maintenant évoquer le théoreme d’Egorov qui fait le lien
entre 1'évolution classique décrite par le flot ¢* introduit au paragraphe 3.2.1 et I’évolution
quantique donnée par le semi-groupe

Un(t) = e #Hn t>0.

Ce théoreme est bien connu dans le cas autoadjoint. On en donne ici une version non-
autoadjointe qui fera intervenir le facteur d’amortissement classique décrit au paragraphe
précédent. Pour toute cette partie on suppose simplement que V5 est dans Cp°(R™, R).

On introduira ensuite les états lagrangiens et on verra comment approcher le propagateur
Uy, (t) par un opérateur de Fourier intégral dont la phase est la solution ¢(t) de I’équation de
Hamilton-Jacobi (3.13).

3.3.1 Le Théoreme d’Egorov, version non-autoadjointe
On se donne trois potentiels Vi, Wa, W3 € Cg°(R™,R) et pour ¢ > 0 on note :
W =Wy +Ws, Ub®E)=e #HIZMW2)  of [h(t) = ¢ (HI—ihWs)

ot H' = —h%A + Vi(x). On a vu au paragraphe 2.1.4 que ces semi-groupes étaient bien
définis. En outre on a

Vh €]0,1],Vt > 0, HUzh(t)H < etlellee
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et une estimation analogue pour U (t). Ainsi, ces semi-groupes ne sont pas controlés uni-
formément en ¢ > 0 (sauf si W et W3 sont & valeurs positives, auquel cas ce sont des
semi-groupes de contractions), mais pour ¢ dans un compact de Ry, on a tout de méme un
contrdle uniforme en h €]0,1].

Théoréme 3.43. Soit a € C°(R?™). Alors il existe une famille de symboles c;(t) pour j € N
et t € R vérifiant les assertions suivantes.
(i) Pour toust € R, N € N et h €]0,1] on a

N
U3 (£)*Opyy (a)UZ (t) = > W Opjy (o (£)) + AN Ry (8, ), (3.28)
j=0

ou Ry(t,h) est borné sur L*(R™) uniformément en h €]0,1] et t € [0,T] pour tout
T20.
(ii) A Uordre 0 on a :
ao(t) _ (a ° ¢t)ef JE Wog® ds

(#ii) Pourt>0etjeNona:
supp o (t) C ¢ '(suppa).

On note que les parties antisymétriques des deux opérateurs dont on prend les propaga-
teurs peuvent étre différentes mais que les partie autoadjointes sont égales. On utilisera ce
théoréeme avec Wy = W3 = V5 (conjugaison par le propagateur Up(t)) ou bien avec Wy = 0
et W3 = Vi (dans ce cas UJ(t) est le propagateur de la partie autoadjointe H et est en

particulier unitaire). La démonstration est inspirée de la preuve du cas autoadjoint donnée
dans [Rob87] :

Démonstration. 1. Soit t > 0. Pour 7 € [0,t] on note
d(T) _ (a o ¢t77)67 JEWog* ™7 ds
et
Bi(7) = Uz (r)*Op} (a(7))Ug (7).

On remarque que le symbole a(r) est dans C;°(R?") uniformément en 7 € [0,¢]. Et on a
encore uniformité si ¢ lui-méme parcourt un compact de R;. Au sens faible (ou fort) sur

S(R™) on a

ddT Bi(r) = UL (r) Bu(r)UL(7),
Bu(r) = J [H, O a(r))] ~ WaOD{(3(r)) ~ Opi(a(r)Ws + OB 0:i(7)) 0
= Op}(e(7, h)
ou

N
c(t,h) = Z hic;(1) +hN e (1, h).
=0

Les ¢;(7) et rn(7, k) sont des fonctions de Cg°(R?*™) qui, comme a(7), peuvent étre estimées
uniformément en 7 € [0, ¢] et ¢t dans un compact de Ry (et en h €]0, 1] pour 7). En particulier
on a:

co(T) = {p,a(r)} — Wa(r) + 0-a(r).
Or
87—&(7') = _{p7 &(T)} + WEL(T),
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et donc ¢y = 0. Ainsi, si on note

N—

,_.

hi cjp1(T +hN7“N(T, h),
7=0

alors b(7, h) € C£°(R?") uniformément en 7 € [0,¢] et h €]0, 1], et on obtient au sens faible :
U3 ()" Opy, (a)Us () = U3 ()" Opy, (a(t))Us (¢)
t
w (~ d * w [~
= Opy, (a(0)) + | S U2 (7)"Opj (a(r)) Uz (7) dr
t
= Opy, (ao(t)) + h [ Uz (7)*Opj (b(r, h))Us (1) dr
0

ol a(t) est donné en (ii). On a eu besoin de travailler au sens faible pour les étapes inter-
médiaires (la dérivation), mais on final on obtient une égalité entre opérateurs bornés, c’est
donc une véritable égalité dans £(L?(R™)). En notant

t

Ro(t,h) = / US(7)*Opy (b(r, h)) UL (7) dr,
0

on obtient bien la premiere assertion pour N = 0.

2. On montre maintenant (i) par récurrence sur N € N. Plus précisément, étant donné N € N,
on montre par récurrence sur m € [0, N] qu’on peut écrire

m N
U@ OBR(@() = S WORR (@) + 3 OB (5 (0) (3.30)
7=0 j=m+1
+ Z hj/ / ! " m+1) Oph( mj(tl,.‘.,tm+1))U§L(tm+1)dtm+1...dtl

j=m+1
+hN IR, (8, h),

ot les aj(t) et By, j(t) sont dans Cp°(R?*™) uniformément en ¢ dans un compact de Ry, de
méme que les dy, j(t1, ..., tmy1) pour ty € [0,8],..., tmy1 € [0, 4], et Ry (8, h) € L(L*(R™))
uniformément en h €]0,1] et ¢ dans un compact de R+

On a déja montré le cas m = 0, avec o1 = --- = fo,nv = 0 pour tout ¢t > 0, do ;(t1) =
¢j(t1) pour j € [1,N] et Ro(t,h) = fg Uh(ty) Oph (rn(t,h))Ul(t))dt;. On obtiendra le
résultat attendu en prenant m = N.

On suppose donc le résultat acquis jusqu’au rang m € [0, N — 1]. Soient j € [m + 1, N]
et t1 € [0,t],t2 € [0,t1],...,tms1 € [0,t]. D’apres ce qui précede, il existe des symboles
Cmi (1, tmg1) €t Omjk(t, .o tmg2) pour k € [j + 1, N] et tpqo € [0,tm41] tels que :

Ul (tm41)” Oph( dinj(tr, - tms1)US (tmg1) = ODY (Cimyj (1, - - tmg1))
m1

T Z ht ]/ U3 (tm+2)*OP, (G gk (t1, - s tinr2) JUS (Em2) dtynez
k=jt+1

FhNHIR, L (bt ).

Les symboles ¢, j(t1, ... tmi1) €t Omjr(t, ... tmyo) sont dans Cp°(R*™) uniformément
pour ti,...,tm4e dans un compact de Ry, et Ry, j(t1,...,tm+1,h) borné dans L£(L*(R"))
uniformément pour ¢y, ..., t,4+1 dans un compact de Ry et h €]0,1]. On note alors :

t t1 tm
am+1(t) = ﬁm’m+1(t) + / / ce / Cm$m+1(t1, R 7tm+1> Aty - .. dty
0 JO 0
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Pour j € [m + 2, N] on note :

5m+1,]( Bm,j / / / Cm,j t15-~-7tm+1)dtm+1 dtl

Pour k € [m+2,N] :

N

dm+1)k(t17...,tm+2) - Z 6m,j,k(tl7~-~,tm+2)7
j=m-+1

et enfin :

tl tT‘VLN
Rmi1(t,h) = Ry (t, h) Z // R i(ti, oy tma1, h) dtpy ... dty.

j=m+1

On obtient alors (3.30) & Pordre m + 1.

3. Ce qui précede assure l'existence des symboles «;(t) vérifiant (i), mais ne permet pas
d’obtenir (iii). Pour obtenir le résultat sur la propagation du support, on procede & nouveau
par récurrence. On se donne N € N et on montre le résultat pour tout j € [0, N]. On note :

A(t) = U3 (£)"Opyy Zh Opy (a; (1)) + WV Ry (L, ).

On a alors d’une part

N
. d
SA) = D" WOBY (s (1)) + BN L Rt ),

di =

et d’autre part

d
SAW) = LI AD)] - WaAW) — AWy
N
= S0 (L O ay(4)] ~ WaOpi e ()~ Oy ()2 ) + 0 (1)
j=0 -
=3 (WO ()~ W) + 3 WOpE(a(t) + 0 (N,
j=0 k=j+1

ol les restes sont estimés dans L£(L?*(R")) et les a1 (t) sont des symboles de C°(R?") tels
que supp a; ;(t) C supp o (t) pour tout ¢ > 0. Pour tout j € [0, N] on a alors :

Opaj(t) = {p,a;(t)} — Way(t) ZO‘IJ
Pour j € [0, N], t > 0 et w € R?" on note :

Byt w) = a(t, 6~ (w)) exp ( / W o6 (w) ds) |
On a alors :

0,3 (t, w) = (Dpar(t) — {p, a; ()} + Wa; (1)) (67" (w)) exp (/0 (Woo™)(w) dS)

~ exp ( / W () ds) j}_j:az,m 6! (w)
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On suppose maintenant que a s’annule sur un ouvert W de R?” et on montre par récur-
rence sur j € [0,n] que «;(t) s’annule sur ¢~*(W) pour tout ¢ > 0, sachant que c’est vrai
pour j = 0 d’apres (ii). On suppose donc le résultat acquis jusqu’au rang j — 1 pour un
certain j € [1, N]. On en déduit déja que «y ;(t) s’annule sur ¢~*(W) pour tous [ € [0, j — 1]
et t > 0, et donc que 0,5;(t) s’annule sur W pour tout ¢t > 0. Comme £;(0) = 0, cela prouve
que 3;(t) s’annule sur W puis que «;(¢) s’annule sur ¢~ *(W) pour tout ¢ > 0. O

On rappelle qu'on a noté H = —h2A + Vi (x), Hy, = H}' —ihV; ainsi que
Up(t) = e 5Hr ot UP(E) = e 7HT.
Corollaire 3.44. Soient ¢ € C°(R?™) et w € C°(R™) nul au voisinage de ¢~ (suppq).
Alors pour tout B >0 on a :
|opi (@)U (1)0p} @) )| = 0 (n).

Bien que ce corollaire ne dépende pas du caractere non-autoadjoint de 'opérateur, on en
redonne une démonstration.

Démonstration. Soit N € N. D’aprés le théoreme 3.43, on a
U7 (=T)Op}; (@)Un(T)Opj) (w Zh’oph (0 (1))Op} (w) {w)”

+ hNJrlRN(Ta hOp} (@) ()"

ot les supports des «;(T") sont compacts et disjoints du support de w, ce qui prouve déja que

Z’”Oph a;(T))Opy (w) ()°|| = O (WNH).

h—0

Il reste & montrer que I'opérateur Ry (T, h)Opy (w) (x)” est borné uniformément en h €0, 1].
Comme w € C°(R2™), Opl (w) stabilise L*#(R™), donc il suffit de montrer que Ry (T, h) (z)”
est borné uniformément en h €]0, 1]. Mais Ry (T, h) est une somme de termes de la forme

T
/O U ()" Opp (r(h))Un () dr

oll, puisque ¢ est & support compact, r(h) € S( (z)~° <§>_5) uniformément en h €]0,1] et
pour tout & > 0. Il reste & vérifier que pour un tel r on a :
B H < +o0.

Opy, (1) Un(
e H pi. (r)Un( L(L2(RM))

h€]0,1] t€[0,T]

Pour simplifier on ne le fait que pour 8 = 1, qui est le seul cas que l'on utilisera (voir la
démonstration du lemme 6.39). On commence par observer que comme Uy () commute avec
Hy,, il préserve l'espace de Sobolev H*(R™) pour tout k& € N. On considére ensuite y € C5°(R)
égale a 1 sur [—1,1] et nulle hors de [—2,2], puis pour tout R > 1 on note xg € C§°(R™)
I’application x +— X(le) Pour f e S(R") et R>1on a:

) U0 = [ L0 5) () o)1 s

= 1 [t o @) i) s
Ut = 5)0,(2) xr) (40, (Ui (5)) s
Un(t — A ((a) xr) (U(5)) .

t
=7
0

t

~in |
0
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Les applications 0, ({(z) xr) et A({z) xg) sont bornées uniformément en R > 1. En outre
pour s € [0,¢] on a :

Opy, (r)Un(t — 5)(hd;) = Opy (1) Un(t — 5)((1 + Hy = V(@) + ihVa(2)) (1 + Hg) ™" (hdy).

Comme Hj commute avec Up(t — s) et Opy'(r)Hy se prolonge en un opérateur borné sur
L?(R™) uniformément en h €0, 1], on obtient finalement que Op}. (r) [(x) x &, Un(t)] est borné
sur L?(R™) uniformément en R > 1 et h €]0, 1], et donc

10Py (M) Un(t) (@) fllp2ny = lim [|OPK (1)Un(t) (@) xRl L2 )

< timsup (([0p (1) [(2) X, Un(9) £1] + 10D (7) (&) xwUR() ey ) < €S la ey

R—+o0

ou ¢ ne dépend ni de h €]0,1], ni de t € [0,T], ni de f € S(R™). O

3.3.2 Etats lagrangiens

On rappelle dans cette partie les résultats dont on aura besoin concernant les états lagran-
giens et les opérateurs intégraux de Fourier. Les démonstrations de ces résultats classiques
seront discutées en annexe (paragraphe A.3).

On commence par définir une fonction de phase puis un état lagrangien :

Définition 3.45. On appelle fonction de phase (non-dégénérée) sur R™ une application
Y € CP (RN R) avec N € N telle que pour (z,0) € R" x RY vérifiant Vyy(z,0) = 0, la

matrice
(V?E,M(% 0)
Vagdj(fﬂa 9)

est de rang maximal N, la notation Vi o¥(x, ) désignant la matrice des dérivées croisées

V2. 00(x,0) = (0,00,0(2,0)) 1<i<n € My n(R).
1<j<N

) € My n n(R)

Définition 3.46. On appelle état lagrangien (classique) sur R™ une famille d’applications
(un)nejo,1) de la forme

1
(2mh) =

Up : T / e%”’(m’e)b(a:,&, h)do
RN

ol ¥ est une fonction de phase non-dégénérée sur R™ et, dans Cp°(R*"),

o0

b(h) ~ Y Wby,

Jj=0

ou les b; € C§°(R™) pour j € N sont & support dans un compact commun de R™. On dira
alors que by est le symbole principal de I’état lagrangien uy,.

Cette définition pourrait étre plus générale, et le symbole principal qu’on a introduit ici
ne correspond pas tout a fait a la notion usuelle, mais ce cadre sera suffisant pour notre étude
(voir paragraphe A.3).

Soit ¥ : R™*N — R une fonction de phase sur R on note

Sy = {(2,0) € R | Voyp(,0) = 0}

I'ensemble critique de 1. La condition de non-dégénérescence sur 1 assure que Xy est une
sous-variété de dimension n dans R”*V. On consideére ensuite ’application

. Ew — RQn
‘”"{ (z,0) — (2,Vy1(z,0))
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Toujours par la condition de non-dégénérescence de la définition 3.45, cette application est
localement injective. Si on se restreint & un ouvert O assez petit de Zy, jy : O — §y(O)
définit alors un difféomorphisme. On note enfin :

Aw = Imjw = {(J?,Vxlﬁ(%e))v (J?,e) € Zw}'

Si up, est un état lagrangien de phase v, on dit que A, est la variété lagrangienne associée a
up, (c’est une sous-variété lagrangienne de R?").

Remarque 3.47. Contrairement au cadre microlocal, on n’a pas de raison d’interdire a la sous-
variété Ay de rencontrer la section nulle R™ x {0}. C’est pourquoi on a retiré ’hypothese
selon laquelle la différentielle de v ne doit pas s’annuler.

Proposition 3.48. Un état lagrangien de symbole b et de phase Y est microlocalisé sur
Jy(suppb) C Ay.

Le résultat que 'on va utiliser au chapitre 6 pour étudier la mesure semi-classique pour
la solution de I’équation de Helmholtz est le suivant :

Proposition 3.49. Soit up, un état lagrangien de sous-variété lagrangienne A. Alors il existe
une fonction lisse v sur A a valeurs positives et telle que pour tout ¢ € C§°(R?™) on a

(Opy, (@)un, un) Py g(w)v(w) dop(w),
A

ou oy est la mesure de Lebesgue sur A.

Ezemple 3.50. Dans le cas particulier o N = 0, c’est-a-dire oli u;, est de la forme z —
b(x)en? ™) on obtient :

(Op3y (@)un, un) — | a(w, Vi)(2)) b(z)|? d.
— Rn

On renvoie a 'exemple A.8 pour la discussion d’un cas un peu plus général.

Remarque 3.51. Les états lagrangiens (Uh)he]o,l} que 'on va utiliser seront des familles bor-
nées dans L?(R") (les résultats précédents assurent que c’est en fait toujours le cas). Dans
ce cas on sait d’apres la proposition 3.17 que la famille (up)pe)o,1] admet une mesure semi-
classique, et d’apres la proposition 3.48 cette mesure est nécessairement portée par la sous-
variété lagrangienne A. L’intérét de cette proposition est qu’on obtient une information plus
précise sur la mesure et on n’a pas besoin d’extraire une sous-suite hy — 0 pour avoir conver-
gence. En particulier la famille (up,)xe)o0,1] admet une unique mesure semi-classique.

On a vu en introduction qu’on allait étudier la solution u, & I’équation (1.1) en rem-
placant la résolvante de l'opérateur de Schrodinger par U'intégrale sur les temps positifs du
propagateur. Ce résultat va nous permettre de calculer la mesure semi-classique correspon-
dant a la contribution des temps petits non nuls, dont on va montrer qu’elle est en fait un
état lagrangien (voir la proposition 6.25). On voudrait pouvoir en faire autant avec la contri-
bution des temps intermédiaires, obtenue en appliquant le propagateur Up(t) pour ¢t fixé &
Pétat lagrangien obtenu pour les temps petits (voir la section 6.3). Pour cela on doit com-
prendre comment Up,(t) agit sur les états lagrangiens. C’est 'objet du paragraphe suivant,
dans lequel on utilisera quelques résultats de la théorie des opérateurs de Fourier intégraux,
qu’on rappelle maintenant.

Définition 3.52. On appelle opérateur intégral de Fourier sur R™ un opérateur a noyau dont
) . R o N
le noyau est un état lagrangien sur R%" & ceci prés qu’on remplace le facteur (2h)~ 2 de la

définition 3.46 par un facteur (27rh)*#. On appellera phase et symbole de 'opérateur la
phase et le symbole de son noyau.
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Si A est un opérateur intégral de Fourier sur R" de phase ¢ : R?"*™ — R on note comme
précédemment
ZA:E¢:{($7Z/, )€R2n+mlv7'¢x Yy, T —0}
et
Aa = A = {(z,y, Vad(2,y,7), Vyd(2,y,7)), (z,y,7) € By} C RY™.

On note également

Ca= {(xagvyv _77) € R4n | (»Tayafﬂl) € A¢}
= {(x7vx¢(xay77-)vya _vy(xay77-))a (Ivva) € 245}

I’ensemble caractéristique de A. On n’utilisera ici que des opérateurs intégraux de Fourier
dont I’ensemble caractéristique est le graphe d’un difféomorphisme x de R?" :

Ca = {(s(y.n), (y.m)), (y,n) € R*"} .

Ezemple 3.53. L’opérateur pseudo-différentiel Opy (¢) (ou Op;(q)) est pour tout ¢ € S(m)
(m fonction d’ordre) un opérateur de Fourier intégral dont I’ensemble caractéristique est le
graphe de Papplication identité sur R?" (modulo le fait qu’on a demandé au symbole d’un
état lagragien d’étre a support compact, mais cela se regle comme on le fera pour prouver la
proposition 3.59).

Proposition 3.54. Si uy, est un état lagrangien de sous-variété lagrangienne A et A est un
opérateur de Fourier intégral dont [’ensemble caractéristique est le graphe du difféomorphisme
k de R?", alors Auy, est un état lagrangien de sous-variété lagrangienne k(A).

Proposition 3.55. Soient A et B deux opérateurs intégrauz de Fourier dont les relations
canoniques C4 et Cp sont respectivement les graphes des deux difféomorphismes k4 et kp de
R™. Alors l'opérateur composé A o B est un opérateur intégral de Fourier dont la relation
canonique est le graphe du difféomorphisme ka4 o kKp.

3.3.3 Le propagateur de Schrédinger vu comme opérateur de Fou-
rier intégral

On adapte maintenant au cas d’un opérateur de Schrodinger non-autoadjoint 1’étude
réalisée au paragraphe IV-6 de [Rob87]. Il s’agit d’approcher & O(h®) pres le propagateur
Uy, (t) de Popérateur Hy, par un opérateur de la forme Iy, (a(t, h), ¢(t)), ol pour un symbole a
et une fonction de phase ¢ on note

(e, 6)u(z) = M i [ ekt uty) dedy

_ (m) / eF D a(a, €)(Fu)(€) de.

Comme pour les opérateurs pseudo-différentiels, cette définition doit étre comprise au
sens des intégrales oscillantes. C’est en particulier possible pour une phase ¢ € C*°(R?", R)
telle que

0207 ¢(, )] < cap(L+ [a] + [¢)) B0+ (3.31)

et
sup || V2 ¢ — L || < 1. (3.32)
R2n ’

On a vu que c’était le cas pour la phase o(t) solution de I’équation de Hamilton-Jacobi (que
Pon va utiliser ici) si ¢ est pris assez petit, et ce sera encore le cas pour les phases que l'on
utilisera au paragraphe 5.1.2. L’amplitude a est dans S((1 + lz|” + \€|2)k) pour un certain
k € N. Les propriétés de ces opérateurs sont détaillées dans le paragraphe IV-6 de [Rob87].
On peut par exemple montrer que comme pour les opérateurs pseudo-différentiels, 'opérateur
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I (a, ®) est continu de S(R™) dans lui-méme [Rob87, Proposition II-2] et se prolonge en un
opérateur borné sur L?(R") si a € C5°(R?") [Rob87, Corollaire IV-22]. En outre la norme de
cet opérateur ne dépend que de la quantité (3.32) et d’un nombre fini de dérivées de ¢ et de
a. L’adjoint de Ip(a, @) est alors donné par :

0.0)"u(s) = G [ [ 09 Gu(e) dea,

ou encore par :

n

(Fiuln(a, 6)"u)(€) = / e HOCO Gz B ulz) dz.

Comme pour les opérateurs pseudo-différentiels, on peut également montrer que si le sym-
bole a est dans Ss(R?") pour un certain § € R, alors I, (a, ¢) envoie L?*(R"™) dans L>**9(R")
pour tout s € R. Pour ce type de résultats on pourra consulter 'appendice de [Wan88].

Si 'on oublie un instant le fait qu’on a demandé au paragraphe 3.3.2 des symboles a
supports compacts, les opérateurs Ij,(a,®) que l'on vient de définir sont des opérateurs in-
tégraux de Fourier. En effet, il suffit de vérifier que la phase (z,y,&) — &(z,£) — (y,£) est
non-dégénérée, ce qui est effectivement vrai puisque la matrice

Vi,§¢(x7 5)
-I, € Ms, »(R)
Vi eh(,6)

est toujours de rang maximal n. On n’utilisera pas ce résultat ici, mais tout opérateur de
Fourier intégral peut s’écrire localement comme un opérateur de la forme Iy (a, ¢) (voir par
exemple le théoréme 6.1.4 de [Sog02]).

Proposition 3.56. Sur S(R™) on a :

%thh(a, ¢) = %Ih (a|Vaeol* + aVi, ¢) + In (4 + 2V ,a -Vt + aVi, ¢) — ihIy(Asa, ).

Démonstration. Pour une fonction u € S(R™) on a :

(o, 0yu(e) = i (s [ [ RO 00t uty) dy ) (o)

=1 (e*%‘z’Hh (ae%‘z’) ,gb) u(z)

(les calculs sont valables au sens des intégrales oscillantes). Il n’y a plus qu’a vérifier que
Hy, (ae%¢) - (—hQAgEa — ihalyp — 2ihVa - Voo + a|Ved|* + Via — itha) eh®,
O

Proposition 3.57. Soient f € C{°(R?™), 70 > 0 assez petit, b € C°(] — 79, To[xR?*™) et
d € C°(] = 79, To[ xR?™). Alors les applications

ao: (.6 o [t ,€).) oxp <— [ vrite09.9 dr>

et

t t
Qs (ta,€) o /0 d(s, #(5,t,,€), €) exp < / b<7,az<r,t,x,s>,s>df> ds
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sont dans C°(] — 79, To[XIR?™) et sont respectivement solutions des équations de transport
Orag + 2V ag - Ve 4+ agb =0

et
Oia+2V,.a-Vyep+ab=d,

avec les conditions initiales :
V(z,) e R*™, ag(0,z,8) = f(x,&) et a(0,2,&) =0.

Dans ces expressions, ¢ est la solution de l’équation de Hamilton-Jacobi donnée par la pro-
position 3.23.

Démonstration. 1. Les deux applications sont bien dans C5° (] — 7o, 7o[ X R*") et les conditions
initiales sont bien celles annoncées.

2. Soient t €] — 79, To[ et (y, &) € R?™. Pour 6 € R assez petit, on peut calculer :

d
@ao(t+9,f(t+0,y,£)7§>

d t+6 B
s = @f(y,f) exp <—/0 b(T,.’E(T,y,g),f) dT)
= —b(t,7(t,y,£),&)ao (t, T(t,y, ), €),

6=0

et d’autre part, d’apres (3.16) :

d%ao (t+0,Z(t+0,y,8),€) (3.33)
0=0

= atao (ta f(t7 Y, 5)7 5) + VTI:GJO (tv f(ta Y, E)a 6) : atj(ta Y, g)
= deao (1, T(t,y,€),€) + 2Vaao (, T(t,y,€),€) - Vo (t, (Y, ), ).

Pour t €] — 79, 70[ et (x,&), on applique les deux calculs précédents avec y = g(t, z, £), ce qui
donne bien I’équation de transport annoncée pour ag.

3. Le calcul pour a est analogue. On a :

d
@aj(t + G,E(t + 97@/76)75)

6=0
d t+0

t+6
= @ : d(s,f(S,y@)af)exp (_/g b(T,E(T’y’g)’g) d7-> ds
=d(t,Z(t,y,£),&) — b(t,Z(t,y,£),&)a(t, T(t, y, &), ).

Et un calcul identique & (3.33) permet de voir que I’équation de transport pour @ est bien
satisfaite. N

6=0

Proposition 3.58. Il existe une fonction a(h) € C£°(] — 10, To[xR?™) pour h €]0, 1] telle que
pour tout t € [0, 79[ on a

He_%Hh — In(a(t, h), (‘O(t))HC(LZ(R")) N hgo(hOO)7

ou la taille du reste est uniforme en t € [0, 7o].

Démonstration. 1. On pose :
t
aalt &) = exp (= [ (Val@(rit, . 9) + Auo(r (7, ,2,8).8)) )
0
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D’apres la proposition 3.57, la fonction ag est solution de ’équation de transport
(8t + QVIQO . Vm + AIQD + VQ) apg = 0 (334)

avec la condition initiale ag(0, z,£) = 1. Définissant ensuite par récurrence sur j € N*
a;(t, z,§)
t t
—i [ Ass(salotn . emp (- [ (el 1.0.9) - Aup(rir .0, ) s,
0 s

on obtient que a; est solution de I’équation
(8t + sz(p . V;I; + Aa;(P + ‘/2) a; = Z'Awaj,1 (335)

avec la condition initiale a;(0,z,€&) = 0. En outre, comme V5 et A, sont des fonctions dont
toutes les dérivées sont bornées (voir le corollaire 3.25), on peut vérifier par récurrence que :

Vy €N, a; ECZ?O(]—T(),TQ[XRQH).
3. D’apres le théoreme de Borel 3.4, il existe a(h) tel qu'on a dans C5°(] — 0, 70[xR?") :

N
VN €N, R N1
a ]ZO aJ + hgo( )

4. Soit N € N. On note

N
h) =Y haj.
j=0

i — Iy (a(t, ), (1)) (b (8 ), ()| + 0 (nY),

L(LAEm) He LL2@E) | hS0

ou le reste est uniforme en t € [0, 79[, et pour u € S(R") :

(20 (o (5, ), o)) | s

HhU7Ih(bNth H\/
0

Or on a d’apres la proposition 3.56 :

a (67"“;” thh(bN(s,tho(s))u)

ds
i(t—s)

=e h Hy (2thh(bN<S, h)’ @(S))u + Ih (asbN(S’ h’) + %bN(S’ h)as(p(s)7 (p(S)) u)

7 1(t )

— e ST (b (5, 1) [ Vo) + by (s, VA + by (5, D)De(s), 0(5) )

Hup, (ao(s)AM(s) + 2V,a0(s) - Vao(s) + ao(s)Va + dsao(s), <p(s))u

+e

i(t—s)
h

+ Z P T (a5(5) Auip(s) + 2V0a5(5) - Vaip(s), 9(s) ) u

l(t}75> HhIh (G’J (8)‘/2 + asaj(s) - iAa:aj71(8)7 SD(S))’U'

+ Z hie~
j=1

i(t—s)
h

—pNHlem I (iAgan(s), o(s))u.

D’apres (3.13), (3.34) et (3.35) on obtient bien le résultat annoncé. O
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Proposition 3.59. Soient uj, un état lagrangien de sous-variété lagrangienne A et t € [0, 9]
ou 19 > 0 est donné par la proposition 3.23. Alors Uy (t)uy est, a O(h™) prés dans L*(R™),
un état lagrangien de sous-variété lagrangienne ¢t (A).

Démonstration. On considere la phase ¢ donnée par la proposition 3.23 et I'amplitude a
donnée par la proposition 3.58. Soient ¢ et b sur R**¥ (avec N € N) la phase et le symbole
de I'état lagrangien uy,. On sait déja qu’on a dans L#(R"™) :

1 i
Up(t)un(z) = 7/ e Pm )= OtvW N gt 2 € h)b(y,0,h)dodyde + O (h™).
(27Th)" R2n+N h—0
(3.36)
On note
Dy (2,6,9,0) = ot z,8) — (y,6) +¥(y,0).
On a alors

qu)t(‘rafvya 9) = _E + Vy’(/J(y,(g)

Cette quantité est grande pour € grand, et ce uniformément en z,y € R™ et # € RV, donc en
faisant des intégrations par parties par rapport a y, on voit qu’on ne commet qu’une erreur
d’ordre O(h®) si on ajoute & I'intégrande une fonction de troncature en £ égale a 1 sur une
boule assez grande de R™. De méme, puisque

ng)t(x7£7y>9) = VE@(@%&) —Yy= @(t,x,ﬁ) - Y,

sachant que le support de b est compact et qu’on s’est restreint & un support compact en
&, on ne fait qu’une erreur d’ordre O(h®) en négligeant les grandes valeurs de x. Ainsi, il
existe un symbole classique a(t, h) & support compact en (z, ) (uniformément en h) tel que
(3.36) est encore valable avec a remplacé par a. Ainsi Uy (t) agit sur ’état lagrangien comme
lopérateur intégral de Fourier de noyau

1 / e%(w(t,%&)—@,f))a(t’ x,&,h) de.
]Rn

(2mh)"

Il ne reste plus pour conclure qu’a vérifier que la relation canonique de cet opérateur est le
graphe du difféomorphisme ¢?. Mais cela résulte directement de (3.16) :

C= {($7Vx<p(t7xa§)7y7§) |y = v&@(tvmvg) = g(tazzf)} = {(¢t(y7§)7 (yag))7 (y,é) € RZ“} :
O

Puisque Up(t) envoie & O(h™) preés un état lagrangien sur un autre état lagrangien on
peut itérer la proposition 3.23, si bien qu’elle est en fait valable pour tout temps positif (fixé) :

Corollaire 3.60. Soient uj, un état lagrangien de sous-variété lagrangienne A ett > 0. Alors
Un(t)up, est, a O(h®) prés dans L*(R™), un état lagrangien de sous-variété lagrangienne

¢'(A).

Démonstration. On considere 0 =ty <t; <--- <ty =tou N € N tels que t;;1 —t; <19
pour tout j € [0, N — 1]. On montre alors sur récurrence sur j € [1, N] que Uy(t;)up =
Un(tj — tj—1)Un(tj—1)us est un état lagrangien de sous-variété ¢'i—ti-1(pli-1(A)) = ¢ (A).

O
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Chapitre 4

Estimations uniformes de la
résolvante par la méthode de
Mourre dissipative

On présente dans ce chapitre une démonstration de la méthode des commutateurs de
Mourre uniforme dans un cadre dissipatif. On I’appliquera alors a 'opérateur de Schrédinger
dissipatif afin d’obtenir des estimations uniformes de la résolvante et le principe d’absorption
limite. On montrera enfin que la condition d’amortissement sur les trajectoires captées qui
permet d’obtenir ces estimations est également nécessaire.

4.1 Méthode des opérateurs conjugués de Mourre

Pour les parties 4.1 et 4.2 on considére un espace de Hilbert #, une famille (H7') helo,1]
d’opérateurs autoadjoints de méme domaine Dy, et une famille (V4)nej0,1) d’opérateurs auto-
adjoints positifs tels que V}, est relativement borné par rapport & H' de borne relative stric-
tement inférieure & 1, et ce uniformément en h €]0, 1]. Cela signifie qu’il existe a € [0, 1] et
b > 0 tels que :

Vh €]0,1],¥p € Dy, [[Vigll < aHio|| +b]el- (4.1)

Pour & €]0, 1] on considere 'opérateur Hy, = HJ* —iV},. Hj, est un opérateur dissipatif de
domaine Dy . Plus précisément, d’apres les résultats de la partie 2.1, Hj est un opérateur
dissipatif maximal et on a H} = H} + 4V}, sur D(H;}) = D(H}p,) = Dy.

4.1.1 Opérateurs conjugués

On commence par adapter la définition d’une famille d’opérateurs conjugués pour notre
famille d’opérateurs dissipatifs (Hp)pe)o,17- Si les opérateurs que I'on étudie sont dissipatifs,
les opérateurs conjugués que 1’on va utiliser restent quant a eux autoadjoints :

Définition 4.1. On dit que la famille (Ay)pe0,1) d’opérateurs autoadjoints sur H est uni-
formément conjuguée a la famille (Hp)peo,1) sur 'intervalle I et pour les bornes inférieures
(an)nejoq) (ot ap €]0,1]) il existe 3, 8 > 0, (Br)nejo,1) avec B € [0, B] pour tout h €]0, 1],
et une fonction ¢ € C*°(R, [0, 1]) égale & 1 au voisinage de I tels que :

(a) le domaine de A, ne dépend pas de h €]0,1] (on notera D4 le domaine commun des
opérateurs A, h €]0,1]) et pour tout h €]0,1], Dy N D4 est dense dans Dy pour la
norme du graphe ¢ — ||(H" — i)¢|.

(b) Dy est stable par e pour tous t € R, h €]0,1], et

Vh €]0,1],Vp € Dy, sup H(H{L — i)eitAMpH < 00.
[t|<1
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(c) Pour tout h €]0,1], les formes quadratiques [H},iA] et [Vi,,iA;] définies sur Dy N
D4 sont minorées et admettent une fermeture. En outre, les opérateurs autoadjoints
[HT,iAR]° et [Vi,iA,]° associés a ces fermetures (voir le paragraphe VI.2.1 de [Kat80])
sont au moins définis sur Dy, et il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tous h €]0, 1]
et ¢ € Dy on a

[EHT A || + [|[Vas iR 0| < ev/an [|(HY =)ol
et d’autre part, pour ¢, € Dy :
B IVaell |[HT i A 0| < can || (HY =)ol [|(HT =)o
(d) 1 existe ¢ > 0 telle que pour tous h €]0,1] et @,9) € DyNDy on a:
[([HT, AR 0, Aptp) — (Ane, [HTiAR W) | < con ||(HT = d)ol| ||(HT — )| -

En outre on a des estimations analogues en remplagant [H,iA,]° par $5,V} ou par
Vi, iAp)°.

(e) Pour tout h €]0,1] on a :
S(HT) ([HTiAn]" + BrVa) o(HT) + B'Vi > and® (HY).

Remarque 4.2. On remarque tout d’abord que les deux termes ¢(H )3, Vi,o(HY) et 5'Vy qui
apparaissent dans cette minoration affaiblissent ’hypothése puisque ce sont des opérateurs
positifs. Ces deux termes ne sont pas comparables, au sens ou aucun des deux n’est plus
grand que I'autre. Par contre on peut toujours supposer que B = 0, pour cela il suffit de
multiplier les deux cotés de l'inégalité par ¢(H) ot ¢ € C5°(R) est égale & 1 au voisinage
de I et telle que ¢ = 1 sur le support de (,Z; L’intérét de ce deuxieme terme est que si on peut
avoir (e) avec B, = 0 alors on gagne de la souplesse sur V}, dans les hypotheses (c) et (d) (et
la démonstration est grandement simplifiée). Ce gain semble a priori assez faible (on n’en
aura pas besoin ici), mais on l'obtient quasiment gratuitement.

Remarque 4.3. On remarque également que si la famille (Ap)xe)0,1] est uniformément conju-
guée a la famille (H}p)pep0,1) sur un intervalle I, alors pour toute constante A € R la famille
(An—A)nejo,1) est uniformément conjuguée a la famille (H},)pe0,1) sur I avec les mémes bornes
inférieures. Cela résulte de ce que Ay, intervient essentiellement dans des commutateurs. Ainsi
dans toutes les estimations que ’on va démontrer, on pourra remplacer A, par A, — A sans
modifier les constantes (autrement dit, les estimations avec Aj — A seront uniformes en \).

4.1.2 Opérateur conjugué pour un unique opérateur dissipatif

On a donné dans le paragraphe précédent la définition d’une famille d’opérateurs conju-
gués a une famille d’opérateurs dissipatifs en vue d’utiliser le résultat dans un cadre semi-
classique, ou 'on étudie non pas un opérateur mais une famille d’opérateurs indexée par le
parametre h €]0,1]. Cependant, la méthode de Mourre est en général utilisée pour I’étude
d’un unique opérateur H (c’est par exemple le cas dans l’article original [Mou81]). Les résul-
tats que ’on va présenter peuvent évidemment étre appliqués a ce contexte.

Si on cherche une estimation de la résolvante uniforme en z € C; 4 (pour un voisinage
I d’un certain E > 0) pour un opérateur dissipatif H = Hy — iV, ott Hy est un opérateur
autoadjoint et V' est autoadjoint positif et Hi-borné de borne relative strictement inférieure
a 1, alors on va chercher un unique opérateur conjugué A qui vérifie toutes les hypotheses
de la définition 4.1 sur un intervalle I contenant F, pour la borne inférieure av > 0 et pour
B,8" = 0 en considérant les familles (Hp,)nej0,1] (An)nejoa]s (@n)nejoa] €t (Br)nejo,1) comme
étant constantes par rapport & h et égales a H, A, a et [ respectivement. En particulier la
condition de Mourre devient :

¢(H1)([Hy,iA]° + BV)d(Hy) > a¢®(Hi) (4.2)
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(on peut oublier le terme 8’V dans ce cas). Dans la suite, lorsqu’on dira que deux opérateurs
H et A vérifient certaines des conditions (a) & (e) pour étre conjugués, ce sera toujours en ce
sens. On remarque par exemple que si la famille (Ay,)xe)0,1] est uniformément conjuguée a la
famille (Hp)pejo,1) sur I, alors pour tout h €]0, 1] P'opérateur Ay est conjugué a 'opérateur
Hy, sur I.

Comme dans le cas autoadjoint, l’existence d’un opérateur conjugué sur I permet de
montrer que H n’a pas de valeur propre sur [ :

Proposition 4.4. On suppose que l'opérateur dissipatif H admet un opérateur conjugué A
sur I pour une certaine borne inférieure o > 0. Alors H n’a pas de valeur propre dans I.

Démonstration. Soit ¢ € C§°(R) égale & 1 sur I comme donnée par la définition 4.1. Soient
A€l et p e D(H) tels que Hp = A\p. On a déja

[P = (Vo) = -t a1, ) =~ (3 1 =0

donc Vi = 0 puis Hyp = Ap. D’apres le lemme 4.9, énoncé dans le paragraphe suivant, on
a alors

0= ([H1,iA]%, ) = (¢(H)([Hi1,iA]’ + BV)o(Hy)p, ) = oo,

ol on a utilisé le fait que ¢(Hiy)p = ¢ et Vi = 0, ainsi que I’hypothese (4.2). Cela prouve
que ¢ = 0. O

Dans le cas d’un unique opérateur on peut en fait remplacer la condition de Mourre (4.2)
par
S(H) ([H1,iA]’ + BV) ¢(H) + B'V > ad® (H) + ¢(H1) K ¢(Hn), (4.3)

ol K est un opérateur compact sur H :

Proposition 4.5. On suppose que l'opérateur autoadjoint A vérifie les hypothéses (a) a (d)
pour étre conjugué o H sur I, ainsi que (4.3). Alors lopérateur H n’a qu’un nombre fini de
valeurs propres sur I, qui sont toutes de multiplicité finie. En outre si E € I n’est pas valeur
propre pour H, il existe v > 0 tel que la condition (4.2) est vérifiée sur [E — v, E + ~] pour
une certaine borne o’ > 0.

Démonstration. On suppose par Pabsurde qu’on peut trouver une famille (p;,)nen ortho-
normée telle que pour tout n € N on a Hy,, = A,p, pour un certain )\, € I. Comme
précédemment on a alors

0= {[Hy1,iA0p, 00) = a|lpnll” + (Kon, on) -

Mais Ky, — 0 dans H, ce qui donne une contradiction. Pour montrer la deuxieme assertion,
il suffit de vérifier que si E € I n’est pas valeur propre pour H, alors il existe 7 > 0 tel que
pour ¢ € C§°(R) & support dans |E — 2v, E + 27[ et égale & 1 au voisinage de [E — v, E + 4],
ona:

O(H)KO(Hy) > 56 (H). (44)

Supposons dans un premier temps que K est de rang 1, donc de la forme K = (-,v) ¢ avec
¢, € H. On obtient alors :

(K¢(Hq)p, ¢(Hr)p > (p(H1)p, ¥) (¢, d(H1)p)
~HDPI* (1524 5429) HD)Y | [ L2y, 529 (HLC| -
Comme E n’est pas dans Padhérence des valeurs propres de H; (F est donc dans le spectre
continu), 1jg_2y, p42+](H1)7) tend vers 0 dans H quand 7 tend vers 0, donc si y assez petit,

on a bien (4.4). Par linéarité, le résultat s’étend & un opérateur K de rang fini, puis par
densité a tout opérateur compact. O

85



En guise d’exemple, on applique ceci au cas d’un unique opérateur de Schrédinger dissi-
patif dans un cas simple :

Proposition 4.6. Soient Vi et Vo deux potentiels sur R™ tels que Vi est a valeurs réelles
et Vo est continu, non nul et ¢ valeurs réelles positives. On suppose que pour j € [0,2] et
m € [1,2] la fonction (x - V)V, est bornée et tend vers 0 & Uinfini. Alors le générateur des
dilatations

A:—%(x~V+V~a:).

est un opérateur conjugué pour 'opérateur de Schridinger dissipatif H = —A+Vy(x)—iVa(x)
au voisinage de tout E > 0.

Démonstration. L’hypothese (a) est bien vérifiée car l'espace de Schwartz S(R™) est dans
D(H) N D(A) et est un coeur pour H. (b) résulte simplement de ce que pour ¢t € R et
o € H*(R") on a

nt

o) = ple'z)e®

donc e*4p € H?(R") et
(A p)(z) = e p(eta)e™ = e2ep(z). (4.5)

D’autre part on a
[—AiA] = —=2A et [V iA] = —iz - VV(z).

Les hypothéses formulées assurent alors que les conditions (c) et (d) sont vérifiées. Pour
I'hypothese (e), il suffit de constater que pour un intervalle compact J C R* on a

1;(Hy)[Hy,iA°1;(Hy) = 1;(H,) (2H, — 2V} — - VVi) 1;(Hy),

ce qui donne bien (4.3) puisque (2V; + x - VV)) est relativement compact par rapport & Hy,
et donc K = (2V4 + 2 - VV4)1;(H;) est un opérateur compact. Comme H n’admet pas de
valeurs propres dans R?, il n’y a plus qu’a appliquer la proposition précédente. O

On observe qu’on n’a pas eu besoin pour cet exemple de la condition généralisée utilisant
la partie imaginaire du potentiel. Le but de la partie 4.3 est d’appliquer la méthode de
Mourre uniforme a l'opérateur de Schrodinger dans un cadre semi-classique. Comme dans le
cas autoadjoint, 'opérateur conjugué qu’on utilisera sera une perturbation du générateur des
dilatations utilisé ici, mais on aura cette fois a exploiter la partie imaginaire du potentiel qui
apparait dans 'hypothese (e).

4.1.3 Lemmes préliminaires

On redonne dans cette partie certains résultats démontrés dans la partie IT de [Mou81].
Comme les lemmes 4.7 & 4.9 ne font intervenir ni la partie imaginaire de Hy, (ils n’utilisent que
les quatre premieres hypotheses de la définition 4.1 pour H') ni le parametre h, il n’y a pas
besoin de modifier ou de préciser les démonstrations. On remarque d’ailleurs que '’hypothese
(b) ne sera utilisée que dans ces résultats. C’est pourquoi on ne demande d’uniformité par
rapport au parametre h pour cette hypothese.

Lemme 4.7. Soient Hy et A deuz opérateurs autoadjoints satisfaisant les hypotheses (a) a

(¢) pour étre conjugués. Alors pour tout z dans l’ensemble résolvant de Hy, D(A) est invariant
par (Hy — z)~ 1.

Lemme 4.8. Soient Hy et A deuz opérateurs autoadjoints satisfaisant les hypothéses (a) a

(c) pour étre conjugués. Alors pour || assez grand, (A + ip)~t laisse D(Hy) invariant. En

outre (A+ip)~t pour |u| assez grand est une famille uniformément bornée dans l’espace des

opérateurs bornés sur D(Hy) (pour la norme du graphe), et pour tout ¢ € D(Hy) on a :
U R e —

|| =00
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Pour € R\ {0} on note :
Alp) = Aip(A+ip)™F = ipTdy +p(A+ip) =t

Lemme 4.9. Soient Hy et A deux opérateurs autoadjoints satisfaisant les conditions (a) a
(¢) pour étre conjugués. Alors pour v € D(Hy) on a :

[Hy, i A% = lim [H, iAo

|| =00

Si en outre 1 est un vecteur propre pour Hy alors on a :

([H1,iA4]%,¢) = 0.

Les lemmes 4.10 et 4.11 sont également tirés de [Mou81]. On en redonne néanmoins les
démonstrations car on aura besoin de vérifier la dépendance par rapport au parametre h des
estimations.

Lemme 4.10. Soient Hy et A deux opérateurs autoadjoints satisfaisant les hypothéses (a)
& (c) pour étre conjugués. Soit ¢ € CF(R,R). Alors D(Hy) N D(A) est stable par ¢(Hy).
En outre lopérateur (Ap(Hy) — ¢(Hp)A), bien défini sur D(Hy,) N D(A), se prolonge en un
opérateur borné sur D(Hy), et pour i» € D(Hy) on a

1(AG(Hy) — p(H) AV < Co ||[Hyy 1A (Hy — )| [|(Hy — )9l
ot Cy ne dépend que de ¢.

Démonstration. Soit ¥ € D(A) N'D(Hy). D’apres le lemme 4.8, D(Hy) est stable par A(u)
des que |p| est assez grand. Pour ¢t € R on a alors

t
||(A(u)e—itH1 _ e_itHlA(M))'(/}H = H/ diei(s—t)H1A<M)e—isH1wd8
0 S
t
/ jei(s—t)H: (HlA(,u) _ A(,u)Hl)e_iSle ds

’ 0

<|t| sup ||[Hy,iA(u)le= Myl
0<|s| <[t

et donc, d’apres le lemme 4.9 :
fimsup [ AGe ]| < 4 sup[[(HayiA P ] + [ Ag]
|| —o0 IUNEINL
SNt sup ||(Hy +d)e™ ]| + [| Ay
IUNEINL
SN H(Hy + )l + |4
olt on a noté N = ||[Hy,iA]°(Hy — i)~!||. Cela prouve déja que e~ "1y € D(A) et
[ Ae™ || S N[ |(Hy + 0)9l| + | Av].

Comme ¢(H,) = L[ o)™ dt, on a

lim sup ||A(p)p(Hy )| < /|¢ |1|inllsup||A(M)eitH1¢|| dt
p|—o00

|p|—o0

< g/RWt)I(NIt\ |(Hy + )| + || A||) dt

< Q.
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Cela prouve que D(H;) N D(A) est stable par ¢(H;). On a alors :
1(Ad(H) = o) A)e| = T (AGu)$(H) = S(H)AW) |

< Jim_ o= [ 160 (A — e aG)e]| d

p—+00 o

< 5 [N HISO] 1 + i) de

Ainsi V'opérateur A¢(H;y) — ¢(H1)A se prolonge en un opérateur défini sur D(H;) et on a

bien I’estimation annoncée avec
Cyp = i/ It | ()| dt.
27T R

Lemme 4.11. On suppose que la famille (Ap)nejo,1) d’opérateurs autoadjoints sur H vérifie
les hypothéses (a) & (d) pour étre uniformément conjuguée sur I a la famille d’opérateurs
dissipatifs (Hp)neo,1) avec les bornes (ap)pejoq)- Soient ¢ € C3°(R,R) et P, = ¢(HY'). Alors
il existe une constante ¢ = 0 telle que pour tous h €]0,1] et p, ) € Dy NDy on a :

O

[([HT, 1AL Prp, PhAptp) — (PuApep, [HY i AR Prb)| < cay, ||(HY — i)e|| || (HT — i)y
En outre on a des estimations analogues en remplacant [H} iAp)° par BV, ou [Vi,,iAn)°.

Cela signifie que I’hypothese (d) énoncée pour les formes [[H, i A%, Ap], [[Vi,iA41]%,iAs]
et Bn[Vi, Ap] est en fait également valable pour Py [[H},iA])°,iAR P, Pul[Va,iAn]%,iA,] Py
et BpPn[Vh, Ap]Pn. On note que c’est pour ce lemme que l'on se sert de la deuxiéme partie
de 'hypothese (c).

Démonstration. On note Ty, = [H}',iA]°. Soient o, 1) € Dy ND 4. D’apres le lemme 4.10, on
a Pytp, Pop € Dy N'Dy pour tout h €]0, 1], donc on peut écrire :

([PnThPr, Anlp, 1)
= (Anp, PiTh Pnip) — (PoThPrp, Ant))
= ((Anp, PiThPhy) — (AnPro, TnPuib) ) + ((AnPrsp, Th Pntp) — (TnPrp, AnPrtb) )
+({TnPup, AnPrb) = (PuThPrp, Aptb) ).

D’apreés le lemme 4.10 et 'hypothese (¢) on a

|(An, PhThPrtp) — (APno, Th Ph))| = [((PnAn — AnPr), Th Prp)|
|(PnAn — AnPr)o|| (| ThPrll |||

cay H(H{l - Z)‘PH 1,

NN

ou ¢ désigne une constante qui ne dépend ni de h €]0,1] ni de p,¢ € Dy N Dy. D’apres
I'hypothese (d) on a également :

[{AnPup, TiPu) — (TnPup, AnPat)| < can [|(HY = D |(HY — D)0 < can llo] 0]

Enfin, de méme que pour le premier terme on a

(T Pro, AnPrib) — (P Ty Prp, Apt)| < cou, |||l ||(HT — )],

et donc, finalement :

([PAT3 o, Anlp, )| < con, || (HE — i)|| || (HE = i) (4.6)
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La démonstration est la méme pour Tj, = [Vj,, iAh]O. Pour T}, = 5, V), on utilise la deuxieme
partie de I'hypothese (c¢) pour estimer le premier et le troisieme terme :

|(PaAn — AnPr)oll | Bn Vi Pl < ¢ B |[[HTY, 1A (HY — &) 7| [[Va(HT =)~ | Il 2]
< can [lelH[]]-
O

Lemme 4.12. Soient Hy et A deux opérateurs autoadjoints satisfaisant les hypothéses (a) a
(¢c) pour étre conjugués. Soit T : D(Hy) — H un opérateur inversible d’inverse borné tel que
la forme [T, A] se prolonge en un opérateur borné de D(Hy) dans D(Hy)*. Alors Uopérateur
T~ envoie D(A) dans D(Hy) N D(A).

Démonstration. On a au sens des formes quadratiques sur D(H;) ND(A) :
[T, A(p)] = TAip(A+ip) ™" — Aip(A +ip) ™' T
= [T, Alipn(A +ip) ™' + ATip(A +ip) ™' — A(A +ip) ' Tip
= [T, Alip(A +ip) ™'+ A(A +ip) (A +ip)Tip(A +ip) "
—A(A+ip) " T(A +ip)ip(A+ip) !

= [T, Alipn(A +ip) ™' + A(A +ip) A+ i, TVip(A +ip) !
= (A4 ip) T, Alip(A +ip) ™t

Soit ¢ € D(Hy). Pour tout 1 € D(Hy) ND(A), ce calcul donne :

[T, A()]¢, )] = [T, Alip(A + i) 71 —ip(A — ip) 1)
< c||(Hy = a)ip(A + i) T | [ (Hy = d)ip(A — i)~ .

D’apres le lemme 4.8, pour |u| assez grand, u(A +ip) =t est borné sur D(H;) uniformément
en p. On a donc

(T, A(]C )| < e||(Hy = i)¢IH | (Hy = a7l
ol ¢ ne dépend pas de p. Mais pour € R et ¢ € D(A) on a

AT o =T Ap)e + T~ T, AT ¢,

donc
limsup || A(n)T ™ || < c[[Ag] +clle] -
|p|—o0
Cela prouve que T~y € D(A). O

4.1.4 Estimations uniformes de la résolvante dans les espaces a poids

On peut maintenant effectivement démontrer les estimations uniformes de la résolvante
dans le cas dissipatif.

La proposition qui suit est importante pour obtenir une estimation de la résolvante a
partir d’inégalités comme celle de I’hypotheése (e). On remarque que dans le cas autoadjoint
on utilise déja cette proposition dont I'argument repose sur la partie antisymétrique d’un
opérateur dissipatif.

Proposition 4.13. Soit T un opérateur dissipatif sur H de la forme T =Tr —iTT avec Tg
autoadjoint et Tt autoadjoint, positif et Tr-borné de borne strictement inférieure a 1. Alors
si B est un opérateur sur H tel que B*B < Tt et Q un opérateur borné sur H, on a

BT —2)7'Q) < @ (T —2)'Q?
et )
1B —2)7'Q| < ||@"(T —2)'Q]?

pour tout z € C,.
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L’hypothese B*B < Ty signifie que D(v/T7) C D(B) et pour tout ¢ € D(y/I7) on a
|Be|l < ||[v/Tr¢||- On note qu’on a en particulier : D(Tk) C D(T7) C D(B).

Démonstration. On commence par remarquer que d’apres la proposition 2.11, on a T* =
Tr+iTr. Pour z € C4 et ¢ € H on a alors :

IB(T - 2)7'Qe||* = (B*B(T — 2)"'Qe, (T — 2)"'Qy)
(TH(T — 2)7'Qep, (T — 2) ' Q)
<a}+hn@< 2) 7' Qp, (T — 2)7'Qp)

7< 20T, + 2 —2)(T — 2) ' Qp, (T — 2) 7' Q)

E (QU(T* =2 ((T" = 2) — (T - 2))(T — 2) "' Qp, )
% (Q((T =21 = (T =27 ") Q¢ v)
1Q(T = =)' Q] llell*.

Cela donne bien la premiere estimation. On peut effectuer le méme calcul en partant de
| B(T™ —E)*IQQQH? Cela donne :

N //\ NN

N

N

IB(T* —2)7'Qy|” < —w@ T —2) — (T - 2)|(T* —2) " Q. ¢)
< QT - 2) 1Q||||w||2-

Le théoreme principal de ce chapitre est le suivant :

Théoréme 4.14. On suppose que la famille (An)nejo,1) d’opérateurs autoadjoints sur H est
uniformément conjuguée a la famille d’opérateurs dissipatz'fs (Hn)hejo) sur Uintervalle I et
pour les bornes inférieures (an)nejo,1]- Alors pour § > 3 zl existe une constante ¢ = 0 telle
que :
Vh €]0,1],Vz € C; ., H A0 (H, — )1 (A H <.
0, 1] L4y ||(An) " (Hh—2)7" (Ap) oo S an

On considere 3,5 > 0, (Br)nejo,1) et ¢ € C5°(R,[0,1]) (égale a 1 au voisinage de 1)
donnés par la définition 4.1. On note alors :

11
= mln .
f0= 225

Pour h €]0,1] on pose P, = ¢(HY), P, = (1 — ¢)(H}) et
of = [H!,iA))°, O] =[Vi,iA)°, ©,=0F—i0}, ©) =p,V,+ 6.

Dans tout ce paragraphe, on désignera par ¢ des constantes indépendantes de h €]0,1],
z € Cy 4 et e €]0, 0]

D’apres I'hypothese (c) et (4.1) les opérateurs P,0, et P,0O) sont bornés sur Dy et se
prolongent donc en des opérateurs bornés sur H. En outre on a :

”@hPhHL(H) + HPh@h”L(H) < evay,. (47)

Lemme 4.15. (i) Pour h €]0,1], z € C et e € [0,e0] lopérateur (Hy, — icP,O) Py — )
est inversible d’inverse borné (qu’on notera G, p(¢€)).
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(i) Soit Q un opérateur borné sur H. Quitte d réduire €, il existe une constante ¢ > 0 telle
que pour h €]0,1], z € Cr 4 et e €]0,e0] on a :

1PLG=n(@QN < Jarz Q7 G (4.8)
IPrGon()Ql < e (14 1Q°Gon(0)Q1F) (4.9)
G-l <o (141450010 ), (4.10)
VTG 1)) < V21Q* G ()R, (4.11)

1
IVVAPG-n(@)Q| + [VVAPLGon()Q] < ¢ (14 107G n(@)QIF) . (412)
La constante ¢ et le choix de eg ne dépendent que de I, ¢, B, 5’ (donnés par la définition

4.1) a, b (donnés par (4.1)) et Q| z(3)-
(i11) Pour tous h €]0,1], z € C4 et € €]0,e0], lopérateur G 1, (€) envoie Da dans Dy NDa4.

Démonstration. 1. Soient h €]0,1], z € C et € €]0,g0]. On note
Tr = H} —eP,OLP, et Ti =V, +ePu(BnVi + OF)P,.

Comme HJ' est autoadjoint et P,Of P, est autoadjoint borné, 'opérateur Tx est autoad-
joint. T7 est autoadjoint pour les mémes raisons et est en outre Tr-borné de borne relative
strictement inférieure a 1. De plus, on a d’aprés 'hypothese (e) :

Vi \%
Tr = Vi +ePa(BVi + OF) Py > 5+ (B'Va + Pa(BaVa + OF)Pu) > 5 +con P > 0.

(4.13)
D’apres les propositions 2.3 et 2.11, I'opérateur (Hy, — iz—:PhG,‘l/Ph — z) est donc inversible et
on peut noter :
Gz’h(E) = (Hh — ’L'EPh@XPh — 2)71 .

2. Soient h €]0,1], z € Cr 4 et € €]0,20]. Les deux opérateurs V;,/2 et eapP? qui ap-
paraissent dans (4.13) sont positifs, donc 77 est minoré par chacun des deux termes. En
appliquant d’abord la proposition 4.13 avec B = /V},/v/2 on obtient (4.11), tandis qu’avec
B = \/ap,+\/ePy on obtient (4.8). On a d’autre part

(H{l - Z)Gzﬁh@) =1+ i(Vh -+ EPh@XPh)Gzyh(E),
donc
1+ Vi) PLGon(e)Q = (1+ Vi) PL(H! — 2)7'Q
+i(1 4+ Vi) P (H — 2) WG (6)Q
+ie(1+ Vi) PL(HY — 2) ' PoOL PG 1 (e)Q
+iefn(1 4+ Vi) PL(HY — 2) ' Py Vi PuG i (€)Q.

(4.14)

Par le calcul fonctionnel on a :

H (1 g ) Pt = )7 (1+ /|1t H <e

et donc d’apres (4.1) (d’apres le paragraphe VI.1.7 de [Kat80], si V}, est Hf*-borné alors /V},

est y/|H{'|-borné) on a aussi :
H(l + V)P (H — 2)7 1+ v/ Vh)H <ec.
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Avec (4.11), (4.7) et (4.8), les trois premiers termes du membre de droite de (4.14) sont bornés
parc (1 + [|Q*G..1()Q) %> . Comme Pj,+/V}, se prolonge en un opérateur uniformément borné

sur H cela donne :
|a+VVPGae|
¢ (141Q°G-n©QUF) +ce||VViPiGoae)Q|
< (141Q°Gon()Ql? ) + e [ VVGan@Q + ce || VVaPLG-(0)Q|
¢ (141Q°G-n(@QI) +ce 1+ VT PLG-a0)Q)|

Quitte & réduire €g, (4.14) donne alors

1 1
5[0+ VPG EQ| < e (14 1@ GaneRl?),
ce qui donne (4.9) et (4.12). Enfin (4.8) et (4.9) donnent (4.10).

3. Quant a la derniére assertion, elle est conséquence pour tous h €]0,1], z € C;. et £ €]0, €]
du lemme 4.12, dont les hypotheses sont vérifiées d’apres les hypotheses (c) et (d) et le lemme
4.11. O

Remarque 4.16. D’aprés la proposition 2.11 on a
* * . « 1
G.n(e)" = (Hj + iePy(0))* P, — Z)

On peut appliquer les résultats précédents avec G, 5 ()", au lieu de G, (), ce qui donne
par exemple

1PAGon(e) Q|| < Q" G-n() Q|

1
ah\/g

puis en passant a l’adjoint :

1Q*Gan(2) Pl < 1Q* G (=2)Q* .

N

Par la suite on s’autorisera a « retourner » de la sorte toutes les estimations du lemme 4.15
sans redonner cette justification.

Pour h €]0,1] et z € Cy 4, la résolvante (Hj, — z) ! n’est autre que G ,(0). Pour obtenir
I'estimation attendue sur (Hy, —2)~1 & partir d’estimations sur G, 5, (), € €]0, o], on utilisera
le lemme suivant :

Lemme 4.17 ([JMP84]). Soient X un espace de Banach, €9 €]0,1] et f :]0,e0] — X une
fonction de classe C'. On suppose qu’il existe des constantes o € [0,1], B € [0,1], v € R, et
c1,co > 0 telles que :

ve€l0,eof, /@I <asPA+IFEN%) et [fE) < e (4.15)

Alors f admet une limite en 0, et il existe une constante ¢ qui ne dépend que de €qg, o, 3, 7,
c1 et co telle que :
Ve €]0,e0[, [If(e)l < e (4.16)

Démonstration. 11 suffit de montrer (4.16) qui, avec (4.15), implique l'existence d’une limite
en 0. On montre par récurrence sur m € N que le résultat est vrai si 7 < m(l B ), sachant
que si m = 0, c’est-a-dire si v < 0, alors (4.16) est conséquence directe de (4. 15) On suppose
donc le résultat acquis jusqu’au rang m — 1 (m > 1). Pour € €]0,¢0] on a

f@w—ﬂd=/%f@ﬁ
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et donc

sl < sl + [ Ir o
<l +en [ @+ 1501

€
B

1 1_5 €0
—€
||f(50)|| + 010176 + Clcg‘/ =8 g¢.
€

—ay—f+1__—ay—F+1

e . , €0 80 . .
La derniere intégrale Val.lt In ( - ) ou G | selon si ay + 8 vaut 1 ou non, mais
dans tous les cas on obtient
gy 128 18 _ (m=1)(1-p) _(m=1)(1-p)
If@E) Ses+eae™ 7 <eg4cae 7 <eg+cue 2 < (ezs+ca)e 2 )
et il n’y a plus qu’a appliquer I’hypothese de récurrence. O

On peut maintenant démontrer ’estimation uniforme de la résolvante :

Démonstration du théoréme 4.14. 1. On se contente de montrer le résultat pour § € ]%, 1],
le cas général s’en déduisant directement. Pour h €]0, 1] et & €]0, €g], on note

Qn(e) = (An) ™" (eAn)"™,
puis
F.n(e) = Qn(e)G.n(e)Qnle).

On remarque que @Qp(¢) est de norme inférieure ou égale & 1 quels que soient h €]0,1] et
e €]0,g0]. En outre, Qp(e)Ap se prolonge en un opérateur borné sur H et par le calcul
fonctionnel on a :

1ARQn ()] = |Qn(e) Anl < ee®. (4.17)
2. Soient h €]0,1], z € Cy 4 et € €]0,&0]. Le lemme 4.15 appliqué avec @ = Qp(g) donne

IEn@)] < [Con(©)Qn(E)] < c (1 + 120l }”) (418)

(dans cette démonstration, & chaque fois qu’on utilisera une estimation du lemme 4.15, ce
sera avec @ = Qp(€)). On en déduit que

(&
[F=n(e) < e (4.19)

On remarque qu’avec (4.1) et la remarque 2.12 on a aussi :

|G n(©)n(E)| < e (1 " ”%ﬂy ) . (420)
3. Pour h €]0,1] et z € C; 4 Papplication F, j, :]0,e0] — L(H) est de classe C* et on a :
LR (€)= 151 @u(E) G () PAVA PG ()21 (2)
+iQn(€)G 2 1 (e) PhOLPLG ;. 1 ()Qn(€) (4.21)
d d
+ %@)Gz,h(s)cgh(s) + Qu(e)Ganle) Q;f).

Par le calcul fonctionnel on vérifie que

4
de

Qh(é‘)H < 66671.
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D’apres (4.18), les deux derniers termes de (4.21) sont donc contrdlés par

dQ(e) dQu(e) o 1F. (o))
” I <ce§ <1+ \ﬁ\f>

de
D’autre part, avec (4.12) on peut estimer le premier terme :

Br |Qn(€) G2 n(€) PuViPrG 2 n(e)Qn(e)|| < (1 + [[Fzn(e)]])-

Pour le deuxieme terme on commence par voir que

G.n(e)Qn(e) + Qn(e)G2 n(e)

P,0,P, =0, —-}Dh()hf%/—-}jé()hljé-— P%()h}%“
et donc
Qh(E)Gz,h(E)Ph@hPth,h(S)Qh(S) =D1+4+ Dy+ D3+ Dy

avec

1Dzl = [|Qn(€)G=n(€) PaORPLG= 1 (€)Qn(e)]
< 1Qn(E)Gn () 1 PaOL| [ PLG=1()Qn (el

C(HW ||Fz,h<s>|2) x eyan x (1+[F(0)]1F)

. <1 e Fz,h@)n) |

ol on a utilisé (4.18), (4.7) et enfin (4.9). Pour les mémes raisons, on a

, 1
104l = [Qu(E)Go (&) PLOR PG () Qn ()] < (1 + ||Fz,h<s>||> .
Pour estimer D3 on utilise (4.9), (4.7) et (4.20) :

IIQh(E)Gz,h(a)Pé@hPé =1 (€)@n(e)]]
<Qu(EG=n )Pyl On(HY = )T IIPIH(HT — )Gan(e)Qnle)

<o <1 + ||Fz,h<s)||) -

11 reste & estimer le premier terme. Pour h €]0,1], z € C; 4+ et € €]0,e¢] I'opérateur Qp(e)
envoie H dans Dy tandis que G, ,(€) et G, (¢)" envoient Dy dans Dy NDy4. On peut donc
calculer au sens des formes :

Qn(e)G . n(e)OnG . n(e)Qn(e) = Qnle
Qnl(e
(&)Gn(e)[Hp — zsPhG)h h — 2, An]G 2 n(€)Qn(e)
+ieQn(€)G 1.1 (€) PO}, Pry AnlG 1 (2)Qn(e)
= Qn(e)AnG. 1n(e)Qn(e) + Qn(e)G. n(e) AnQn(e)
+ieQn(€) G (€) [PhO} Pr, Ap]Ga 1 (€)@n(e).

G (€)(OF = i07)Gx,1(€)Qnl(e)

)
)G 2.n(€)[Hp, iARG. ( )Qn(€)

D’apres (4.17) et (4.18) on a :

1Qn(e)AnG=n(€)Qn(e) + @n(€) G2 n(e) AnQn(e)|| <

c
vV Oh

D’apres le lemme 4.11 et Pestimation (4.20) on a pour ¢, ¢ € H :

e [([Pn©) P, An)G=n(2)Qn ()@, G- n(e)" Qn(2)9)|
COéhEH HY — )G n()Qn(e)e| || (HT = )G n(e)" Qule)y||
c(L+[[EznE@) D el 2]

e |F ()2

<
<
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On obtient finalement :

1D1 | = 1@ ()G (€)Oh G () Qn ()| < € (1 + \/}7

h

=3 |Fa()]F + |Fz,h<e>||) |

(4.22)
4. On a donc

-3

P )IIZ

<c€6 1

7Fz,h(5) X \[ H

de

Hd Fop(e)] + c—

puis, en multipliant par ay, :

_ & _3 1
<Pt 2 floanFon(e) + ce®F anFen(e)]|?

v (4.23)
< ee® 2 (14 lanFL n(e)])).

d
H Igath,h(g)

D’apres (4.19) et le lemme 4.17, les fonctions F, ,(g) se prolongent en ¢ = 0 par continuité

et surtout on a : c
[1F:n(@)] < —. (4.24)
Qp,

La norme de apF ;(g) est uniforme en h car dans le lemme 4.17, la constante obtenue dans
(4.16) ne dépend que des estimations (4.15) et pas de la fonction f elleméme. Il n’y a plus
qu’a prendre € = 0 dans (4.24) pour conclure la démonstration. O

4.1.5 Principe d’absorption limite

Comme on I’a fait au paragraphe 2.3 pour un opérateur de Schrédinger, on montre main-
tenant a partir des estimations uniformes pour la résolvante qu’on a le principe d’absorption
limite sur le demi-plan supérieur.

Théoréme 4.18. On suppose que la famille (Ap)pejo,1) d’opérateurs autoadjoints sur H est
uniformément conjuguée a la famille d’opérateurs dissipatifs (Hp)pejo,1) sur Uintervalle I et
pour les bornes inférieures (an)pejo,1)- Soit § € ] ]

(i) Il existe une constante ¢ = 0 telle que pour z et 2’ dans Cr 4 et h €]0,1] on a
S—
[ ™ (= =)™ = (= )7 ()77 <o P e = 21 BF L (a25)
(i) Pour h €]0,1] et A € I la limite

(An) ™" (H = (A +10) 7 (An) ™" = lim (Ap) ™" (Hp = (A +ip) ™ ()™ (4.26)

pn—0t
existe dans L(H) et définit une fonction Holder-continue d’indice 2 25+1 par rapport a A.

On se restreint au cas § € ]%, 1] pour les estimations de (4.25), mais le principe d’absorp-
tion limite est bien str encore valable lorsque § > 1.

Démonstration. On reprend les notations introduites dans la démonstration du théoreme
4.14. Tout d’abord, pour tout ¢o > 0 il existe ¢ > 0 telle que pour h €]0,1] et z,2" € Cy 4+
vérifiant

|z — 2| = coap,

on a directement d’apres le théoreme 4.14 :

)™ (B = =)™ = (= )7 () 77| < S <oy P e - 2| B
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Il suffit donc de montrer (i) pour |z — 2’| < coay avec ¢g > 0 arbitrairement petit. D’apres
(4.23) et (4.24), on a pour tout € €]0,eg] (out £ > 0 est donné par le lemme 4.15) :

d

‘ £Fz7h(e) < cozgls‘;*%.
Cela donne
|Fon(e) = Fon(0)]| < cajted3, (4.27)

et on a les mémes estimations avec z remplacé par z’. D’autre part, avec (4.18) on a

d 2 2 ¢
_ = < < ——
] 7 P @) = [ @n@Gaer o) | <lon@GaEI <
et donc :
&
[P n(e) = Farn(e)| < |z =2 oZe

On choisit maintenant :

Si ¢p a été choisi assez petit, on a bien e €]0,&¢], et on obtient :

446 26—1
| F2n(0) — For p(0)|| < coy, 2 |2 — 27|25FT
En particulier, pour tout A € I, I’application :

{}0,1] S L(H)
pom (AT (Hy = (A i) T (AR

est de Cauchy en 0, donc admet une limite qu’on note
(Ap)~° (Hp — (A +1i0) " (4) 0.

Par passage & la limite p — 0 dans (4.25) avec 2 = A+ip et 2/ = N +ip ot A et M sont dans
I, on obtient que I'application

A (AR) 70 (Hp — (A +1i0)) 71 (4)7°

est Holder-continue d’indice gg—_ﬂ. O

4.2 Quelques extensions de la méthode de Mourre

Le but de cette partie est de montrer d’autres estimations uniformes pour la résolvante.
On va en particulier montrer une estimation dans les espaces de Besov qui améliore celle que
lon vient de démontrer. On obtiendra également, sous certaines conditions, des estimations
sur les puissances de la résolvante dont on déduira de meilleures propriétés de régularité pour
la limite (4.26). Les résultats de cette partie sont démontrés dans [JMP84], [Jen85] et [Wan07]
dans le cas autoadjoint (et, mis & part pour le dernier, pour h fixé).

On garde les notations du paragraphe 4.1.4, en particulier celles introduites dans la dé-
monstration du théoreme 4.14.
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4.2.1 Une autre estimation de la résolvante

On commence par démontrer que les propriétés obtenues dans la partie précédente pour
la résolvante

Gz,h(f‘:) = (Hh - isPh@XPh - Z)il

sont encore valables pour
GLp(e) = (Hp —ie®y — 2)7 "

Lemme 4.19. On suppose que la famille (Ap)nejo,1 d’opérateurs autoadjoints sur H est
uniformément conjuguée a la famille d’opérateurs dissipatifs (Hp)pejo,1) sur Uintervalle I et
pour les bornes inférieures (an)ne)o,1)-
(1) Il existe g > 0 tel que pour h €]0,1], z € C; 1 et € €]0,&¢] lopérateur (Hy, — ie®y, — 2)
admet un inverse borné (qu’on notera G (¢)).

(it) Il existe une constante ¢ = 0 telle que pour h €]0,1], z € Cr 4 et e €]0,e0] on a

|t )| + | Htct e < 2=, (4.28)
|6t ate) (a0 + | HEGute) (an 7 < 252 (4.29)

(ii) Pour tous h €]0,1], z € Cr 4 et e €]0,e0] opérateur G, (¢) envoie Da dans Dy NDa.
(iv) Pour h €]0,1] et z € Cyy Uapplication G, :]0,e0] — L(H) est de classe C' et pour
p€eDyona:
d )
dT,_:Gi,h(E)W = [Gi,h(g)v Aplp — Z5Gi,h(5)[@ha Ah}Gi,h(E)QD- (4.30)
Remarque 4.20. On a des résultats analogues en remplacant Hj, et z par H; et Z. En parti-
culier, pour ¢ € Dy :

d * * . * % *
£Gi,h(5) Y= _[G;lz,h(g) , Aplp — ZEG;lz,h(E) [@thh]Gi,h(E) P-

Démonstration. 1. D’aprés le lemme 4.15 appliqué avec Q@ = P, et Q = P/, on a

Cc
[1PhG = n(€) Pall < s [1PhG=n (&) Pyl + 1 P, G () Pall < IPLG=n(e) Pyl < c,

VanyeE

et donc en particulier :

c c
PG, <——, |G, < —. 4.31
IBCaEN € T GO < o (131)
On a également :
H\/ VhPhGZ,h(E)P}/L <ec.

2. Le lemme 4.15 appliqué avec Q = Py+/V}, donne

H \/VhPthyh(s)Ph \/VhH <ec

Il existe donc €1 > 0 tel que pour tout € €]0, 1] Vopérateur

Fz@,h(f) =14+ 1ieBuv/ VPG n(€) P/ Vi

est bien défini et inversible d’inverse borné uniformément en h €]0,1], z € Cy 4 et € €]0,4].
Pour ¢ €]0,&1] on peut alors poser :

G2, (e) = Gop(e) — ieBuGan(e) P/ ViL'2 () 'V Vi PhG. i (e).
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On vérifie que G n(€) : H — Dy est I'inverse de 'opérateur (Hy, —ie PO, P, — ). Pour cela
on suit 'idée de [ at66, §2] pour les perturbations de la forme eA*B. On a

(Hp — iePOL P, — 2)Go n(e) = 1+ ieBr PRVa PG 1 (€),
donc
(Hy, —ie PO, P, — z)Ggh(e)
=1+ ieBy PaViPrG. 1 (e) — i€BrPun/ VAT D, (€) 'V Vi PhG. 1 (€)
—(ieB1) 2 PuVi PhG.. 1 (€) P/ Vi T2, () T/ Vi Pu G (2)
=1+ ieBpPu/Vi (1 —T9,(e) ™" = iBuy/Va PaGo(e) Pur/ VT, ( ) VViPuGan(e
=1
De méme on vérifie que sur Dy :
G2, (e)(Hp — iePLO©, Py — 2)
=1+ ieBnG.n(e) P Vi Py — iaﬁth,h(a)Ph Vil (e) " Vi Py

—(ieBn)* G n(e) Py VhF &) Vi PuG. 1 (e) PuVi, Py
=1+ ieBnGon(e) Pur/ Vi (1 - Fz}h(ﬁ)_ - Zfﬁhl—‘ &) I Va PG i ( Ph\/‘7h> VVi Py,

=1

Ainsi G? 5 (€) est bien un inverse pour 'opérateur (Hp—ie P, ©, P, —z). On cherche maintenant

a estimer Ggh(a). Vue son expression, on a encore besoin d’une estimation sur G, (). En
appliquant le lemme 4.15 avec () = Idy on obtient :

Vi@ <e(1+ 16001 <

fo

Avec lestimation (4.31) sur G, (g) on obtient :

|GERE < I1G-n (@)l + b1 | Gon(&) Pu/Ta| I @) | | VVAPLGn(e)

c c c
< — +cex X ¢ X
= ane Vane Vane
c
< -
aha

On peut de la méme fagon vérifier que

|GEn(E)Ph]| + | HEGE () Ph| < (4.32)

C
Q/Oéh\/g
et

[62ne) tan ™| + a2 (a7 <

3. Maintenant que I'on s’est « débarrassé » du terme S, PV}, Pp, on peut suivre la démons-
tration analogue donnée dans [JMP84]. D’apres (4.7) et (4.32), il existe €2 €]0,e1] tel que
pour tous h €]0,1], z € C; 4 et € €]0,£3] on a

1
HE@hthz h PhH 5
On peut alors poser I, ;,(¢) = 1 — ie@hPth@,h(s)P,’L puis définir :

Tae) = G?h(E) + iEGSh(@P}/L Iz,h(E)_lehPhG?,h(E)-
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On vérifie comme précédemment que G, ;,(¢) est un inverse pour (Hy, — €0, P, — 2). On a
(Hp — ie0, Py, — 2)G2,(e) = 1 — iePlO, P,G2 (¢),
et donc

(Hp — ie©p Py, — 2)G, 1, (¢)
=1—iePO,P,G2,(e) +ieP[T", ,(e) 10, PG, (e)
—(is)QP[LGhPhG@ (e)P, ’Z7h(5)*1@hP;LG?7h(s)
=1—ieP, (1T, ,(e) " +ic0, PGS, (e) PiT", 1,(e)7") ©4, PGS, (e)
=1.

Et comme précédemment, on peut vérifier les estimations suivantes :

e H+HH?GM <
|cLae)p; P < et
|ente) can) H+HH?G’z,h<f><Ah>‘1 <=z

4. Une troisieme étape permet maintenant d’obtenir effectivement un inverse pour I'opérateur
(Hp—ie0),—z). ll existe gg €]0, 2] tel que pour tous h €]0,1], z € Cj 4 et € €]0, £9] 'opérateur

€P/;Glz,h(5)@h :EP}IL lz,h(a)(H{l_ )(H1 —i)" 'Oy,

se prolonge en un opérateur borné sur ‘H de norme inférieure a % On pose alors I‘i Rle) =
1 —ieP, G, ,(€)Op puis :

Gi,h(E) =G (e) + i5G;,h(5)®hFi,h(5)_1Pf/L GE

Il ne reste plus qu’a vérifier par un calcul analogue a ce qui précede que G1 5 (€) est bien un in-
verse pour (Hp, —ic©p, —z) vérifiant les estimations annoncées. Ainsi (i) et (11) sont démontrés.

5. Le point (iii) est, comme pour G, (), conséquence du lemme 4.12. Soient ¢ €]0,¢¢],
z € Cy 4+ et h €]0,1]. Pour n €]0,ep[ on a :

GLn(n) = GLu(e) = i(n = €)GL u(MORGL (e).

Comme ©,G () est borné et G (1) est borné uniformément en 7 proche de ¢ fixé, on
obtient

GLu(m) — GLu(e)

dans L(H), puis

d )
?Gi,h(f) = ZG;h(@@hGi,h(f)-

D’apres le point (iii), on peut calculer au sens des formes sur Dy :

iGY,(2)OnGL ,(e) = =Gl 1, (e)[Hn, An]G! 1,(¢)
h(€)[Hh — 2 — €O, Ap)Gl 1, () — ieGL 1, (¢)[On, AR)GL 1, (¢)
[ 1(€), An] — ieGL 1, (€)[On, ARG 1, (e)

Le deuxiéme terme se prolonge en un opérateur borné d’apres I'hypothese (d) et le premier
est bien défini sur D4 d’apres (iii). Il s’agit donc d’une égalité sur Dy, ce qui prouve (iv). O
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L’estimation qu’on montre maintenant est démontrée dans [JMP84] dans le cas autoad-
joint et pour h fixé. Le résultat n’est pas valable dans le cas dissipatif si on remplace 1g_ (A4y)
par 1g, (Ap). On pourra par contre remplacer (Hj, — z)~! et 1g_(Ay) par (H; —2)~! et
Ig, (Ap) (voir la remarque 4.22). Contrairement a ce qui est fait dans [JMP84], on ne dé-
montre pas le résultat pour les puissances de la résolvante. La raison est qu’on I'obtiendra de
fagon plus précise au théoréme 4.33 en suivant 'argument de [Jen85].

Théoréme 4.21. On suppose que la famille (An)nejo,1) d’opérateurs autoadjoints sur H est
uniformément conjuguée a la famille d’opérateurs dissipatifs (Hp)pejo,1) sur Uintervalle I et
pour les bornes inférieures (an)nejo,1)- Alors pour § > 1, il existe une constante ¢ > 0 telle

que :
c

ap

Vh €]0,1],¥z € Cr 4, Hnm (Ap)(H), — 2)~L <Ah>*“H <

Démonstration. Pour h €]0,1], z € Cy 1 et € €]0,g0] (ol €9 > 0 est donné par le lemme 4.19)
on note :

Fon(e) = Ir_(Ap)es4 Gl (e) (Ap) 7.

On a déja, d’apres le lemme 4.19 et le calcul fonctionnel pour Ay, :
c

‘ Ozh\/g.

Toujours d’aprés le lemme 4.19, Iapplication e — F ;(¢) est dérivable et comme (Ap)7°
envoie ‘H dans D4 on a pour tout ¢ € H :

Fm(g)H < |[e (Ap)e= e | HG;h(e) <Ah>_5H < (4.33)

ééﬁ%h@?W::1R_(AhﬁfAhGih&?Ah<Ah>_5¢
—iclp_(Ap)e* "Gl (€)[On, AIGL 1, (€) (A1)~ .
Pour le premier terme, on a par interpolation complexe (lemme A.1) :
[t (An)esGL () An ()~ |
< [[1e(Aner Gl e (an)' |
S HﬂR—(fhﬁegAh(?ih(€)(Ah>_5H1_%rHER—(fhﬂesAh(;;h(g)H%

~ 1_% 1
<‘Fz,h(E)H Xca, ®es.

Pour le deuxiéme terme on utilise 'hypothese (d) ainsi que les estimations du lemme 4.19 :
e[|t (A0 G (€) O, ARG A (e) (An) |

< cean ||(HE = )G (o) m_ (An)e |||l — DG () ()|

< & c
Lceap X — X
6733 Oéh\/g

c
< —-.
ah\ﬁ
On obtient finalement
d ~
~F
‘ ge bz (e)

et donc
d

digahﬁ‘z,h(g)

Avec (4.33), cela permet de conclure grace au lemme 4.17. O

1
5

. 1-1
<t (14 fanato] 7).
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Remarque 4.22. On vérifie de méme

Wh €]0,1],Vz € Cr 1, H]1R+(Ah)(H; _ ) (Ah>_5H < aih
ce qui, par passage a ’adjoint, donne :
Vh €]0,1],Vz € Cr 4, H(Ah>—5 (Hy, — 2) g, (Ah)H < aih
Pour cela on étudie 'application
e g, (An)e =Gl (e)" (An) ™"
4.2.2 Estimation dans les espaces de Besov
Soit F' un opérateur autoadjoint sur H. On note Q¢ =] — 1,1[ et, pour j € N* : Q,; =

{XeR|2771 <A < 27}. Pour 6 > 0 on définit 'espace de Besov

Bs(F)={u€cH| lull gy ry = Z2j5 ||llQJ(F)uHH < 00
=0

La norme sur espace dual Bs(F)* est :

[0l (r)- = sup 27" [T, (F)o].

Proposition 4.23. Pour § >0 ete >0 on a
(F)""9) 9 c By(F) ¢ (F) " A,
ou les injections sont continues.
Ainsi, si (An)ne)o,1) est une famille d’opérateurs uniformément conjuguée & (Hp)pejo,1) €t
6> 1, les espaces By s(Ap) et Bj 5(An) s'intercalent entre les espaces <Ah>76 H et (Ah>5 H

1 1
dans lesquels on a les estimations uniformes et les espaces (Ay,) ™2 H et (A;,) 2 H dans lesquels
elles ne sont pas vraies. Le résultat suivant est donc une amélioration du théoreme 4.14 :

Théoréme 4.24. On suppose que la famille (Ap)pejo,1) d’opérateurs autoadjoints sur H est
uniformément conjuguée a la famille d’opérateurs dissipatifs (Hp)pejo,1) sur Uintervalle I et
pour les bornes inférieures (an)pe)o,1]- Alors pour 6 > % il existe une constante ¢ > 0 telle

que :
c

-1
) Hz:(Bg(Ah,),Bs(Ah)*) S ap’

Vh €]0,1],Vz € Cry, ||(Hp — =
h

La démonstration est directement inspirée de [Mou83, JP85] (et de la partie 2.2 de [Wan07]
pour le cadre semi-classique).

Proposition 4.25. Avec les hypotheses du théoréme 4.24, il existe une constante ¢ > 0 telle
que :

c
Vh 6]0, 1LVZ € (CLJF,VTL,m €, H]l[n,n-i-l[(Ah)(Hh - 2)71]1[m,m+1[(Ah)H < Ozih

Démonstration. Soient h €]0,1], z € Cr 4 et n € Z. D’apres la remarque 4.3 on a
L2 (AR) (Hi = 2) " g (An)||
< [[Lpnmsa(An =) (An = m) | || ¢4n = m) ™ (i = )7 (A =) 7|

H(Ah - n> IL[n,n+1[(14h - n)”
C

B )
Qp
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ou ¢ ne dépend ni de h, ni de 2z, ni de n. Pour n,m € Z on a :

Lipns1((An) (H = 2) " W g1 (An)
= Tt ((An)Ir_ (A —m)(Hp — 2) " g (An)
+]l[n,n+1[(Ah)]l]R+ (Ah - m)(H;; - E)_l]l[m,m-&-l[(Ah)
A1 g1 (An) e, (An —m) (Hy — 2) 7" = (Hj; = 2) ) L (An)-

D’apres le théoreme 4.21 et la remarque 4.22 on a déja
[T (An —m)(Hp = 2) " L g (An)|| < —

et
[, (A = m) (Hj; = 2) ™ L ()| < —

Pour le troisieme terme on remarque que
(H, —2)"' = (H} —2) ' = 2i(H; —2) YV}, + Tm 2)(H), — 2)~!
et que la forme quadratique
¢ (Hy =2) 7 (Vi +Tmz)(Hp — 2) "o, 0) = (Vi +Tm2)(Hp, — 2) ", (H — 2) ')
est positive. Pour ¢, € ‘H on a donc
((H} = 2)" (Vi + ) (Hy — 2) "0, )
< ((Hf = 2)7 (Vi + W) (Hn — 2) " 000)® ((Hj, —2) 7 (Vi + p)(Hi — 2) " 6,9 %
Appliqué avec L, ri11(An)e et 1p, np1((An)Y, cela donne
(L (An) (Hyy = 2) " (Vi + 1) (Hi = 2) " D1 (An) o, 0) |
<|((Hj; =2) 7 (Vi + ) (Hn = 2) " Ui 1 (AR) @5 L mes1((An) ) |
X |<(H;; - z)71(‘/’1 + M)(Hh - Z)i ]l[n n+1[ (Ah)ll% ]l[n n+1[ (Ah)'l/}>|
< M pnma1((An)(Hi — 2) 7" = (Hy = 2) N m1(An)e, @) |
)

(L1 (A (Hp = 2) " = (Hjy = 2) " L (An)1, 9)
< =gl 1l
h

=

[N

[N

ce qui prouve la proposition. O

On note :

>>(R) =4 f € L®R)| 1£llg,00 = (Z H]l[k,k—&-l[ino)

kEZ

Proposition 4.26. Avec les hypotheses du théoréme 4.24, il existe une constante ¢ > 0 telle
que pour f,g € I**(R), h €]0,1] et z € Cr 4+ on a :

1A E = 27940 gy € = 1
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Démonstration. Pour ¢,v € H on a

|<f(Ah)(Hh —2) 7 g(An)p )|
Z | [n n+1[ Ah (Hh - Z) l]l[m,m-‘rl[(Ah)g(Ah)@a]l[n,n—&-l[(Ah)f(Ah)wM

n,mez

0 s ((An) (Hp = 2) " U msa((An) |

n,mez

X[ L mt 11 (An) g (AR || || Lt (An) f(An)Y||
Z L, me1((AR) (AR || || Ln,nt1[(AR) f(An)

n,mez

d’apres la proposition 4.25. Or, pour m € Z,

2 2 2 2
Lm0 (An)g(An)y[|” < /R [Lmm+119/ls dBa, (@)% < [ Lpmmsngll, 1217,
et on a une estimation analogue avec m, g et ¢ remplacés par n, f et ¢. Cela donne finalement :

> M mms1(An)g(An) 8| [[Lpnsai(An) F(AR)e||

n,meZ

< D0 Mpmmsrrgll o Mmmsnfll | Nl 1]

n,mezZ

< 1 fllg,00 191l 00 ol 121 -

O
On peut maintenant démontrer I’estimation du théoréme 4.24 :
Démonstration. Soient ¢ € Bs(Ap) et j € N. On a:
27 |1, (An)(Hy = 2) 7N <277 ) |1, (An)(Hn = 2) " o, (An)| 0. (An)e |
keN
Sa =279 |1, oo D Moy lly oo ey (An)el
keN
C [ _i5ai k
< —2 793 222 Lo, (An)el
h keN
c
<5302 g, (4wl
h ken
< C
S o H@HBJ(Ah) :
O

4.2.3 Conjugaison d’ordre supérieur

Pour h €]0, 1] on note O, = Off = [Hf',i4,]° et O = 0! = [Vj,,iA.)°. Puis, par
récurrence sur n > 2 et tant que cela a un sens, on pose :

%,h = [GR h leh} ) @?,h = [@1 h ﬂAh] , Oy = @TIL?,h - i@?,h'

Les résultats de cette partie sont directement inspirés de [JMP84] et [Jen85]. On en redonne
toutefois les démonstrations pour s’assurer que le caractére non-autoadjoint de Hj ne pose
pas de probleme et pour controler les estimations par rapport au parametre h €]0, 1].
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Définition 4.27. Soit (Ay)pej0,1) une famille d’opérateurs autoadjoints. On dit que la famille
(An)neo,) est uniformément conjuguée a I'ordre n > 2 a la famille d’opérateurs dissipatifs
(Hn)hejo,1) sur Uintervalle I et pour les bornes inférieures (an)neo,1) si elle vérifie les hypo-
theses de la définition 4.1 et, de plus : _ _

(cn) Pour tout h €]0,1] et j € [2,n], les formes quadratiques [@E;,iAh] et [@Jljhl,iAh]
définies sur D N'D 4 sont minorées, admettent une fermeture et les domaines des opé-
rateurs autoadjoints @ﬁ’ 5 et 6]17 ,, associés a ces fermetures contiennent Dy. En outre
il existe ¢ > 0 telle que :

Vj € [2,n],Vh €]0,1),¥p € D, |Oho| < con (L~ ).
(dy,) La forme définie sur Dy ND 4 par [OF, Ap] vérifie, pour tout ¢, € Dy NDy :

(O, Ap) — (App, O1Y)| < cay, ||(HE — d)ol| || (HE — i) ]|

En outre, on dira que la famille (Ax)pejo,1] est uniformément conjuguée a l'ordre infini a la
famille d’opérateurs dissipatifs (Hp,)pe)0,1) si elle est uniformément conjuguée a 'ordre n pour
tout n > 2.

Comme on lavait fait pour G;h(a) au lemme 4.19, on commence par prolonger a la
résolvante qu’on va maintenant utiliser les propriétés de G p(€) :

Lemme 4.28. On suppose que la famille (Ap)pejo) d’opérateurs autoadjoints sur H est
uniformément conjuguée a l'ordre n > 2 a la famille d’opérateurs dissipatifs (Hp)pejo,1) sur
Vintervalle I et pour les bornes inférieures (an)nejo,1]- On note :

Bp(e) =Y. (_?f)] ol

=
(i) Il existe eg > 0 tel que pour h €]0,1], z € C; 4 ete €]0,e0] lopérateur (Hy, + Bji(e) — 2)
admet un inverse borné (qu’on notera).
(11) I existe une constante ¢ > 0 telle que pour h €]0,1], z € Cr 4 et e €]0,e0] on a

C
G2 L) < ane

c

Oéh\/g.

(iii) Pour tous h €]0,1], z € Cr 4 et ¢ €]0,&0] l'opérateur G , (¢) envoie Da dans Dy NDa.

(i) Pour h €]0,1] et 2 € Cy 4 Uapplication G7 ), :]0,e0] — L(H) est de classe C*t et pour
p€Dyona:

3@ = (000 Anlo + L

|Gz (an || <

2 (E)[OF, AnlGT 1 (e)e (4.34)

n!

Démonstration. On observe que d’aprés I'hypothése (c,,) et les estimations du lemme 4.19 on
a

[(Bii(e) = Bi()) G2 n (@) < [|(BR () = By(e)) (Hu — i) || [[(Hn + )G u(e)]| < ce.

Quitte & réduire €g > 0 donné par le lemme 4.19, on obtient que pour tout ¢ €]0,gq] opéra-
teur

2 ,(e) =1+ (Bji(e) — Bu(e))G u(e)

est inversible d’inverse uniformément borné. On peut alors définir :

2n(e) = Gp(e) = GL (% 4(e) 7 (Bh(e) — Bi(e)) G n(e).
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Comme dans la démonstration du lemme 4.19, on vérifie que G7 »(€) est bien un inverse pour
Vopérateur (Hy, + Bji(e) — z). En effet on a

(Hy + By (e) = 2)G> 4 (e) = 1+ (B (e) — By(e)) G2 (e),
et donc :

(Hn + By (e) = 2)GZ,(¢)

=1+ (Bji(e) = By(€)) G2 u(e) = T2 4(e) 7 (Br(e) — By(e)) G ule)
—(Bii(e) = By(2)) G2 1 ()T ()~ (Bii (e) — By(2)) G2 (o)
=1.

Et de méme on a G7 ), (¢)(Hp + B}, () —z) = 1 sur Dy. Cela prouve (i). On peut alors vérifier
les estimations données en (i) en utilisant les estimations analogues pour G, (¢), comme on
Pavait fait au lemme 4.19. (iii) résulte encore du lemme 4.12, et (iv) se montre comme pour
Gj;,h(zs)7 en vérifiant qu’on a au sens des formes sur Dy :

" (—ie)i1
L6 = 162,) Z(O_)l),@h 14(6)
— GO Hn ARG () = Y ]_1_ 1) 10171 ARG ()

j=2

= G+ BRE) — 2 AE ) + T ()07, Anaz ()

= @20 a0+ T @ eg A ).
O

Théoréme 4.29. On suppose que la famille (Ap)nejo,1) d’opérateurs autoadjoints sur H est
uniformément conjuguée a l'ordre n > 2 a la famille d’opérateurs dissipatifs (Hp)pejo,1) sur
lintervalle I et pour les bornes inférieures (an)ne)o,1]- Soient 61,2 = 0 tels que 01+02 < n—1.

(i) 1l existe ¢ > 0 telle que :

_ C
Vh €]0,1],Vz € Cr.4, H(Ah>51 a_ (An)(Hy — 2)" g, (An) (A% < .
(i1) Il existe ¢ > 0 telle que pour h €]0,1] et 2,2’ € Cr 4 on a
€40 M (AR (= 2)7 = (H = )7 B (An) (An) 2| < e |2 = 2/

51+52 2n _ n—1—-61—02
n+1 ety = n—+1 > 0.

(#ii) Pour A € 1, la limite

avec Yo

(Ap) Lp_ (An)(Hp, — (A +10)) " g, (Ap) (Ap)*
= lim (A4)" T (An)(Hy = A+ 70) 7 e (An) (A43)

. ‘o . . . Lo 11—
existe dans L(H) et définit une fonction Hélder-continue d’indice "= 1=

a M.

par rapport

Contrairement au cas autoadjoint, on ne peut pas inverser les roles de 1g, (Ap) et Ir_ (Ap)
dans cet énoncé
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Démonstration. 1. Pour h €]0,1], z € C; 1 et € €]0,g¢] (ol &g > 0 est donné par le lemme
4.28) on note :

P(e) = (Ap) ALy (AR)GR ) (e) Lk, (Ap)e=4n (A)%2

D’apreés le lemme 4.28 (iv), on a

d
TN (e) = (An)" e ln_(43) D2, (o) Ik, (An)e™ "4 (A3)™

avec ( . )
—ie)" n n n
G leR AGe)

2n(€) = [An, GZ ()] + (G2 1, (e), An] +

= CF @) 446, 0).

On en déduit :

d -
\ ZFIE)| < an™ et ae (40| [1D2 @)l [tz (An)em 4 ()|
< xee % x ca,jlsn_Q x cg 702
g £6n75175272'
Qp

Or 61 + 6o <n—1,donc n— 38§, —dy — 2 > —1. On a cette fois une estimation de la dérivée
directement intégrable en 0, donc on obtient (i) sans passer par le lemme 4.17.

2. Soient h €]0,1], z,2" € Cr 1 et € €]0,¢9]. Les estimations précédentes donnent :

HFZh(s) N gh(())H < aihsnflfthfﬁg et ||an,h(5) _ Fg,h(E)H < ICQE*(51+§2+2) |Z . ZI| )

1
nt1 D

1
On obtient alors (ii) et (iii) comme au théoréme 4.18 en prenant € = o), " [z — 2’

Dans le cas ou la famille la conjugaison est d’ordre supérieur ou égal a 2 le résultat suivant
généralise le théoreme 4.21 :

Théoréme 4.30. On suppose que la famille (An)nejo,1) d’opérateurs autoadjoints sur H est
uniformément conjuguée a l'ordre n > 2 a la famille d’opérateurs dissipatifs (Hp)pejo,1) sur
Uintervalle I et pour les bornes inférieures (an)ne)o,1]- Soit § € ]%,n[

(i) Il existe ¢ > 0 tel que

Vh €]0,1],Vz € Cr.4, H(A;J"g (Hp — 2)~ g, (Ap) <Ah>5’1H£(H) < aih (4.35)

(ii) Pour §' €] — 0o, 0[ il existe vs.5/,7s,5 > 0 et ¢ = 0 tels que pour h €]0,1] et 2,2 € Cy 4
on a :

| A7 (=207 = (= 2y ) ()
(4.36)
(iii) Pour A € I, la limite
(An) ™ (Hy — (A +10)) " 1g, (An) (4n)"
= lim (Ay)° (Hy — (A +ip) Mg, (An) (4)°

n—0+

existe dans L(H) et définit une fonction Hélder-continue.
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Remarque 4.31. On montre de méme des estimations uniformes (et le principe d’absorption
limite en remplagant 6 — 1 par 6’ — 1) pour la famille d’opérateurs

(An) ™" (Hj; = 2) 7 T (An) (An)"™
et donc, par passage a ’adjoint, pour

(An)" e (AR)(Hy = 2)7" (An)
Démonstration. 1. Soit ¢ € D( (Ap)°1 ).Ona:

(Ap) ™" (Hy, — 2) " g, (Ap) (An)’ "0 = (A) " 1z, (Ap)(Hp — 2) "z, (Ag) (An)° 0
+(AR) " Tp_ (Ap)(Hp, — 2) Mg, (An) (An)° .

Comme § — 1 <n — 1, on a d’apres le théoréeme 4.29 :
Y _ S— C
| 407" L () (B — 2) M, (An) (40)° 7 0| <
Pour le premier terme, on considere ¢ € H et on écrit :

(12, (A0 T, (An)(Hn — 2) 7', (A) (40)° 1 0)

+

M

<<Ah>75 L1 ((An)@, L [(An) (Hp — 2) "M g, (Ap) (A 7/1>

3
Il
=]

M8

((AR) ™ B (An) s L1 ((An) (Hi = 2) ™ g () (40) " 0)

n

+ Z <<Ah>_6 L 11(AR)@, L ga((An) (Hp = 2) ™ g1 foo(An) (Ap)~! 1/1>
n=0

= Bl + BQ.

L

On peut estimer le premier terme grace a la proposition 4.25 :
_ 5—
R (A = )7 Lo g (An) (40) " 0

) i H]l[mnﬂ[(Ah)(Hh — 2) M maf(An) (An)° 7/’H

m=0

< Mgt (AR Hn = 2) ™ L (AR [ L1t (An) CARY | [ L (A
m=0
Oéi mZ::O [ pnmer1((An)

ce qui donne, avec le lemme 3.5 de [Jen85] :

|B1] < a—h Zn’ L1 (An) || (Z mi-1 ||]1[m7m+1[(14h)¢||>
n=0 m=0
% [e'e) n 2 %
<a (Z |2 1 (An) || ) (Z (n—5 > (m+1)7? ||]1[m,m+1[(Ah)¢H> )
= n=0 m=0

< - [l i H]l[n n+1[(Ah)1/JH2 ’

Qh n=0 7

C
< o el 1] -
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On a utilisé dans ce calcul le fait que les vecteurs 1, ,,11((Ax)p sont deux a deux orthogonaux.

2. Ainsi pour montrer (4.35) il reste & prouver une estimation analogue pour Bs. Pour cela
on distingue deux cas.

» Cas i1 <6< 1:Dansce cas (Ah>671 est un opérateur borné. En utilisant la remarque
4.3 et le théoreme 4.29 on a alors :

H]l[n,nJrl[(Ah)(Hh — Z)_lﬂ[n+17m[(Ah)|‘ < H]IR* (Ah —-_n — 1)(Hh — Z)_11R+(Ah —n — I)H
<=
h
(4.37)

On obtient
c c
B gi -0 ]lnn A <7 )
B2l < 2 W1 ™ s (Aol < el 91

ce qui permet de conclure.
» Cas1l<d<n:Dapresle théoreme 4.29, on a

| 2t (AR = 2™ L et (An) (40
< |[tes (A = (n+ D)(Hn = 2) Mz, (An = (04 D) (An = (0 + 1)
X [[(an = 4+ 1) (47|l

c 5
< —n’ Y|,
o

et donc :
oo
c _ _ c
|Ba| < o > 07 [ Lnr (An)e|| n® l0l] < o lell 41l -
n=0

3. Ce que vient de montrer donne en particulier, pour z,z € Cr 4 :

- _ _ _ c
| A (= 27 = (= ) 7) B ) () <
D’apres le théoreme 4.18, on a par ailleurs :

A4~ (= )7 = =) ) (A0 < e -2
®p

pour certains v',4’ > 0 . Par interpolation on en déduit que pour -6 < ¢’ —1<d—1ona:

[ Can) ™ (= 27" = (H = =) 7)) < e - 2T

ap,

pour certains v,7 > 0. Si & — 1 < —0 alors (4.36) résulte directement du théoréeme 4.18.
L’existence et la régularité de la limite de la résolvante s’obtiennent alors comme au théoreme
4.18. O

4.2.4 Estimations des puissances de la résolvante et régularité de la
limite
On poursuit dans ce paragraphe adaptation au cas dissipatif des résultats de [Jen85].

On obtient ici des estimations uniformes pour les puissances de la résolvante et on en déduit
de meilleurs résultats de régularité pour les limites obtenues au paragraphe précédent.

On commence par un énoncé qui regroupe les lemmes 2.1 et 2.2 de [Jen85] :
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Lemme 4.32. Soient QQ, Py et P_ des opérateurs bornés sur ‘H tels que Py + P_ =1 et

Q est autoadjoint inversible avec ||Q|| < 1. Soient Ry,..., R, des opérateurs bornés sur H,

1 € N. On suppose qu’il existe des constantes o €]0,1], n > o et cq,...,¢ > 0 telles que pour

tout j € [1,1] on a :

(a) |Q7R;Q7| < ¢,

(b) HQl_‘SP_RjQ‘SH < ¢; pour tout § € [o,n],

(0) ||Q°R; PLQ'°|| <

(d) ||Q*51P,RjP+Q*52 || < ¢ pour tous 01,02 = 0 tels que 61 + 62 <n — 1.
Alors pour tout k € N* tel que k <n+1—0 et j1,...,5: € [1,1], on a :

(ak> ||Qk71+gRj1 R Qk 1+z7|| < 2k C Cips

(be) || °P_R;, ... R;, Q°|| < 2" '¢;, ...cj, pour toutd € [k —1+o,n,

(ck) HQ‘SRJ1 ...RjkP+Qk_5H <28 lej Looej, pour tout § € [k — 1+ o,n],

(

d) HQ_‘SlP_le ...RjkP+Q_‘52H < Qk_lcjl ... ¢4, pour tous 61,02 = 0 tels que : 61 + da <
n—=k

¢; pour tout 6 € [o,n],

Démonstration. On montre par récurrence sur k € N*, k < n+1— o, que les propriétés (ay),
(br), (ck) et (dy) sont vérifiées, sachant que (aq), (b1), (¢1) et (d1) sont vraies par hypothese.
On suppose donc que ces quatre propriétés sont vraies jusqu’au rang k — 1 pour un certain
k > 2 tel que k < n+1— 0. Pour montrer (ax) on écrit :

Qk—1+URj1 o Rijk—l-l‘O'
= Qk71+URj1 s Rjk—l (P-‘r + P—)Rjk Qk71+0
= Q""" Ry, ... Rj,  PrQ™7)(QR;, Q")
+(Qk—1+aRj1 B jk le 2+a)(Q1 (k— 1+0’)P R Qk 1+o‘)
On peut appliquer (¢;y_1) avec § =k — 1+ 0 € [k — 2+ o, n[, ce qui donne :
Q¥ "R, ... Ry PrQ || <25 %¢;, ...cj, ..
Comme HQk_lu < 1 on obtient par (aq) :

|‘Q0Rijk_1+UH < Cjiy -
De méme (aj_1) implique
Q¥ "Ry, .. Ry, Q" <2572y, ey,

tandis que (b;) donne
HQ1—(1€—1+J)P7RM Qr-1+o

< Ck,

et finalement on obtient bien (ai). On proceéde de méme pour les trois autres estimations.
Pour ¢ € [k — 1+ o,n[, on écrit :

Q" °P_Rj,...R;,Q° = (Q* " U"VP_R;, ...R;, Q" ")(Q"°P_R;,Q")
(Qk 6P_Rj1 LRy P—&-Qig)(QJRij(;)

et on montre (by) en utilisant (by—1), (b1), (dx—1) et (a1). (cx) se montre de la méme facon.
Pour (dj) on écrit

Q P_Rj,...R;, P,Q™*
= (QF 1P Ry LRy, QYR (QCRUP R, PLQT)
+(Q ' P_Rj, .. .Rjk_lmz C2H0) QT R, PLQ' (02,

Il ne reste donc plus qu’a appliquer (bx—1), (d1), (dk—1) et (c1) pour achever la démonstration.
O
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En partant des théorémes 4.14, 4.30 et 4.29 (et de la remarque 4.31), le lemme 4.32 permet
de montrer :

Théoréme 4.33. On suppose que la famille (Ap)nejo,1) d’opérateurs autoadjoints sur H est
uniformément conjuguée a l'ordre n > 2 a la famille d’opérateurs dissipatifs (Hp)pejo,1) sur
Vintervalle I et pour les bornes inférieures (an)nejo,)- Soit k € [1,n].

(i) Si 6 >k — 5 alors il existe une constante c telle que

VA €]0,1], V2 € Cry  [[(An) ™0 (B — 27 (407 <
Oh
(ii) Sié € |k — %,n|, alors il existe une constante c telle que
_ _ c
Vh E]O, 1]7VZ S (C[’+, H<Ah>6 k Ir_ (Ah)(Hh — Z)_k <Ah> 6H < J
h

(iii) Sio € ]k — %,n[, alors il existe une constante c telle que
_— - S—k C
V€011V € Crans (407 (1 = )M, () () <
w) Si 01,02 = 0 sont tels que 01 + 6o < n — k alors il existe une constante c telle que
(iv) : q q
c

—.
ap,

Vh €]0,1],¥z € Cr 4, H<Ah>51 Iz (Ap)(Hy — 2) " g, (A1) (A1) <

(v) En outre ces opérateurs admettent une limite dans L(H) pour Imz — 0" si on rem-
place (Ap)° ™" par (Ap)° % pour un certain &' €] — oo, 8 dans (ii) et (iii). Ces limites
définissent des fonctions Hélder-continues de I dans L(H).

Démonstration. 1. On peut se restreindre a § € |k — 3, n[ pour (i). Soient i €]0,1] et z €
Cr,+. On applique le lemme 4.32 avec P_ = 1gp_(Ap), Py = g, (An), @ = (Ahfl, =1,
R, = (Hh — Z)_l et

1
S §,min(1,5—kz+1) .

Onaalorsk<n+1—ocetde[k—1+o0,n[. Dapres les théoremes 4.14, 4.30 et 4.29 (voir
aussi la remarque 4.31), on peut prendre ¢; = i ol c ne dépend ni de h ni de z, les inégalités
(ar)—(dy) donnent alors les estimations (i)-(iv) annoncées avec ¢ ne dépendant ni de h ni de z.

2. Pour démontrer (v) on a besoin d’estimations de la forme
Vz,2 € Cp, H<Ah>_‘5 ((Hp — )7 = (Hy, — 2)7) <Ah>_6H Senlz—2"  (438)

avec 7 > 0, et des estimations correspondantes pour les opérateurs de (ii), (iii) et (iv) (on
aura v = 0 pour (ii) et (iii), mais on aura juste & faire une interpolation comme pour le
théoreme 4.30, c’est pour cela qu’on doit remplacer (Ah>67k par <Ah>5,7k). On a déja ces
estimations pour k = 1, on les obtient dans le cas général en utilisant a nouveau le lemme
432 avecl =3, Ry = (Hy, —2)" ' —(H,—2)"Y, Ro=(Hp, —2)", R3 = (Hp, —2') "L et en

observant que
k-1

(Hpn—2)" = (Hy— )" =R Y RIR5 7.
j=0
O

Théoréme 4.34. On suppose que la famille (An)nejo,1) d’opérateurs autoadjoints sur H est
uniformément conjuguée a l'ordre n > 2 a la famille d’opérateurs dissipatifs (Hp)pejo,1) sur
Vintervalle I et pour les bornes inférieures (an)pejoq]- Soit k € [1,n].
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(i) Sid >k— % alors pour tout X € I la limite
(An) ™" (H = (A +10) 7 (Ap) ™
existe et définit une fonction de classe C*~' de I dans L(H).
(it) Sié €k —%,n| et & <4 alors pour tout X € I les limites
(An) ™" (Hh — (A +10) e, (An) (An)”

et
(A" 7 T (Ap)(Hp — (A +1i0) 7" (A) 7

existent et définissent des fonctions de classe C*~1 de I dans L(H).
111) St 01,02 = 0 sont tels que 01 + 02 < n — k alors pour tout A € I la limite
Si 61,02 20 l 01446 k al rxellal
(A" T (An)(Hp — (A +10) "Mz, (Ap) (A5)*
existe et définit une fonction de classe C*~1 de I dans L(H).

Démonstration. Les autres assertions étant analogues, on se contente de montrer (i). Pour
A€l et >0 on note

FuN) = (Ap) ™" (Hp — (A +ip) ™ (An) 0.
Pour tout j € [0,k — 1] on a :

FON) = 31 (AR ™ (Hn — (A +ip) "0+ (45)7°.

Le théoréme précédent affirme que les fonctions fﬁk) convergent lorsque p — 07. Vu (4.38),
il y a en fait convergence uniforme. Cela prouve donc que la fonction fo = lim,,_,o+ f,, est de

classe €7, avec f7 = Tim, o ). -

4.3 Application a 'opérateur de Schrédinger dissipatif

On applique dans cette partie la méthode de Mourre pour H = L?(R™) et pour I'opérateur
de Schrodinger dissipatif

Hy, = —h*A + Vi(z) — iv(h)Va(z), (4.39)

ou h €]0,1]. La partie réelle du potentiel V; € C*°(R™, R) est toujours de longue portée (voir
(3.11)). On n’a dans un premier temps pas besoin de tant de régularité sur la partie imaginaire
car on ne fera pas de calcul pseudo-différentiel avec V5 (ce sera par contre le cas pour le
paragraphe 4.3.5). On suppose simplement que V5 est positif, continu (plus précisément la
propriété que 'on va utiliser est la suivante : si Va(z) > 0, alors il existe un voisinage V de x
et v > 0 tels que Va(v) = « pour tout v € V) et pour j € [0,2] la dérivée radiale (z - V)i Vs
est bien définie et est bornée. Enfin v est une application quelconque de ]0,1] dans |0, 1]. On

) =i (1,22)

L’opérateur H = —h?A + V;(z) est autoadjoint sur I'espace de Sobolev Dy = H?(R").
L’opérateur de multiplication par v(h)Va(x) est borné sur L?(R™) uniformément en h, et est
donc en particulier uniformément H-borné de borne relative 0.
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4.3.1 Cas d’un fort amortissement

Avant d’appliquer toute la théorie de Mourre, il convient de remarquer qu’en appliquant
pour tout h €]0, 1] la proposition 4.13 avec T = Hj, et B = Q = /v(h)Vs2 on a directement
le résultat suivant :

Proposition 4.35. Pour tous h €]0,1] et z € C1 on a :

1
VVa(Hy — 2)" 1V H < —
H 2(Hp = 2) 2 c2®n))  v(h)

Ce résultat est particulierement intéressant dans le cas ou V5 est un amortissement fort,
typiquement Va(z) > ¢o (z)~” avec 0 < p < 1 et/ou v(h) > h. Dans les cas ot on n’a pas ces
minorations, on va utiliser la théorie que I'on vient de développer pour obtenir une estimation
en O(hir(h))~! avec des poids (z) ° ot § > 1

4.3.2 Estimation de la résolvante de 'opérateur de Schrodinger dis-
sipatif
On rappelle qu’on a noté

O ={(z,¢ ¢ R?™ | Vy(z) > 0},

et que la propriété classique pour I'énergie E > 0 qu’on va utiliser dans le cas dissipatif est
la suivante :

Vw e Q({E}),IT € R, Va(z(T,w)) > 0. (4.40)
Le but de cette partie est de montrer le résultat suivant :

Théoréme 4.36. Soient 6 > % et E > 0 vérifiant Uhypothése d’amortissement (4.40). Alors
il existe un voisinage I de E dans R, hg > 0 et ¢ > 0 tels que pour tous z € Cy 4 et

h €]0, ho] on a
c

< — .
c(2®n))  hir(h)

(@)™ (H = 27 (@)
En outre pour h €]0, ho| et A € I la limite

()" (Hp = A +0) ™ (@)™ = lim (2)™" (Hp — (A + i)~ (2)7°

p—0+
existe dans L(L*(R™)) et définit une fonction Holder-continue par rapport a .
On reprend la notation
ih

A== V4V 1) = Opf(a-€) (4.41)

pour le générateur des dilatations semi-classique.

Pour montrer ce théoreme, on utilise la théorie développée dans la premiére partie et le
théoreme suivant :

Théoréme 4.37. Soit E > 0 vérifiant (4.40). Alors il existe un voisinage I de E dans R,
ho €]0,1] et r € C§°(R*™ R) tels que la famille d’opérateurs

v(h)Fy = 0(h)(An + Opy (1),  h €]0, hol,
est conjuguée a (Hp)nejo,ne sur I pour les bornes inférieures cohr(h) ot co > 0.

Le fait que h parcourt ]0, 1] plutot que ]0, ho] dans la définition d’une famille d’opérateurs
conjugués n’a pas d’importance. Par ailleurs, la condition importante dans la définition 4.1
est la derniere. Pour les autres, on a la proposition suivante :
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Proposition 4.38. Pour tout r € C§°(R*",R) et ¢y > 0, l'opérateur
v(h)Ey = v(h)(An + Opy, (r))

est autoadjoint et vérifie les hypothéses (a) a (d) d’un opérateur conjugué a Hy pour les
bornes inférieures ay, = cohw(h) et pour n’importe quel choiz de By, h €]0,1].

Démonstration. Soit h €]0,1]. L’opérateur Opj) (r) est borné (théoreme 3.9) et autoadjoint
(proposition 3.13). L’opérateur Aj étant autoadjoint, Fj, est bien autoadjoint. L’hypothese
(a) est vérifiée en utilisant 'espace de Schwartz comme pour la proposition 4.6. On avait
également vu que ’hypothese (b) était vérifiée pour le générateur des dilatations. Mais on a :

t
V(p c HQ(RTL)’ e—z’tAh(p _ e—ich(p _ / e—isAhOpzj(T)e—i(t—s)Fh@dS.
0

Comme e~ *(*=Fr est un opérateur unitaire, Opy’(r) est borné de L?(R") dans H?(R") et
e~ is4n préserve H?(R™) (plus précisément, I'expression (4.5) montre que e~*4» est borné sur
H?(R™) uniformément en s € [—t,¢] pour n’importe quel ¢ > 0), I'opérateur e~ 4r — ¢=iFn
préserve H?(R") et :

vh E]O, 1],V<p c HQ(Rn), sup HH{L(e—itAh _ e—ich)<p|‘ < 00,
[t|<1

ce qui prouve donc ’hypothese (b) pour Fj,, et par suite pour 7(h)F},. Pour (c), on a d’apres la
formule (3.9) pour le commutateur de deux opérateurs pseudo-différentiels, et en particulier
les exemples 3.8 :

[H (W) Fi] = 2hi (W) HY — ko) - VVa(@) + ho(h)Opi ({2 + Vi(@).r}) + O (W)
et

p(B)Va(e) io(h) Fa] = ~hu(R)i(h)a - VVa(a) + h(B)o(h)OpY ({Va(), 1) + O (),

ce qui permet d’affirmer que (c) est vérifiée. Quant a (d), elle se vérifie de la méme fagon,
sachant que (z - V)2V; et (x - V)?Va sont encore des fonctions bornées. O

Pour vérifier I’hypothese (e), il faut choisir r avec un peu plus de soin :

Proposition 4.39. On suppose que toute trajectoire classique d’énergie E rencontre O, alors
il existe un voisinage ouvert J de E, hg >0, co >0, 8> 0 et r € C(R*™,R) tels que pour
tout h €]0, ho] on a :

Ly (HY) ([HY o (h) Fy] + Br(h)Va(x)) L (HY) = cohi(h)1; (HT),

ou Fy, = Ap + Opy(r).

Démonstration. 1. D’apres le corollaire 3.39, il existe € € ]0, %[ tel que toute énergie dans

[E —3e, E+3¢] vérifie 'hypothese (4.40). On pose alors J =|E—e, E+¢[, Jo =|E—2¢, E+2¢]
et J3 =|E — 3¢, E + 3¢[. Soit R > 0 un rayon de fuite pour Js. Pour (z,£&) € p~1(J3) tel que
|z| > R on a alors :

s

{p,z- &}z, &) =2p(x, &) —2Vi(z) —z - VVi(2) > (4.42)

2. On note : -
Ky =p "(J3) N By (R+1) \ Qoo (RY).

K est alors un compact inclus Q;f (73) Uy, (73) Soit w € K. D’apres la proposition 3.36,
on peut trouver un temps T' € R tel que Va(ZT(T,w)) > 0, et donc Vs, € C5O(R™) tel que
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0 < Vo < Va et Vo o(@(T,w)) > 0. Puisque Z(T,-) est continue, il existe un voisinage W,,
de w dans R*" tel que Va ,,(Z(T,v)) > 0 pour tout v € W,,. Et comme K, est compact, on
peut trouver wy,...,wy € Kj tels que K C U;V:;L Wy, . Notant Vag = %Zj\;l Vo w,;, on
obtient une fonction Vay € C§°(R™) telle que 0 < Vag < V; et toute trajectoire issue de K
rencontre O = {(z,€) € R*" | Vaa(z) > 0}.

3. Soient w € Ky et T, € R tels que ¢ (w) € O. Comme ¢Tw est continu, on peut trouver
Yw > 0 et un voisinage ouvert V,, de w dans R2" tels que pour tout v € V,, on a ¢7» (v) € (’N)%,
olt on a noté O, = {(z,€) € R*™| Vay(x) > ~}. Soit U, un voisinage ouvert et borné de w
avec Uy, C Vypy. On considere une fonction g,, € C§°(R?", [0, 1]) & support dans V,, et égale
1 sur U, puis f, € C°(R?",R) définie par

fw_/Ongwo¢t

Tw T d
{pafw}:/ {p7gw0¢7t}dt:_/ %(gwo¢7t) dt:gw 9w0¢ w-
0 0

On a construit f,, pour avoir :

Le premier terme est positif et égal a 1 sur U, tandis que le second est a support dans
¢Tw (V) C O%,. En particulier la fonction {p, f,,} est positive hors de O’v ., et égale a 1 sur
Uy, \O . Comme Kb est compact, on peut trouver wy,...,wy € K; pour N € N tels que
Ky, cU = U . Soient v = miny <N Yu; €6 f = Z;V 1 fw,. Alors f est a support

compact et {p, f } est positive hors de (’) et au moins égale & 1 sur U \ (9 L’application
{p, x - £} étant bornée sur U, il existe une conbtante Cp > 0 telle que

{px- £+ Cof} > Esurl/l\(’)

On a par ailleurs

{p,x- £+ Cpf} =2 {p,x- &} sur RQ”\@W.
Et comme 'application {p,x - £ + Cyf} est bornée sur @7, on peut trouver 3 > 0 telle que

{pa €+ Cpf} +BVar > {p.w- €} sw R et {p,z-&+Cpf}+ Vo > g sur U. (4.43)

4. On note
Uso = Qoo (J3) N Bx(R + 1).

On a alors :
Uso UUUpP MR\ J2) U (R*™\ B,(R)) = R*".

Une partition de 'unité associée & ce recouvrement ouvert de R?” fournit une fonction go, €
C§°(R?™,[0,1]) & support dans U, et égale & 1 au voisinage du compact

Koo =p ' () NB.(R) \U.

Soit w € supp goo- 1l existe Ty, = 0 tel que [Z(Ty,w)| > R + 2. Par continuité du flot, il
existe un voisinage V,, de w dans Us tel que |[E(T,,v)| > R + 2 pour tout v € V,,. Comme
R + 2 est un rayon de fuite pour J3, on a donc :

Vv € VU)?Vt Ty, gw(¢t(v)) =0.

Comme le support de g., est compact, il existe wy,...,wx € SUPP goo tels que supp goo C
V= Uf\]:l Vw,- Notant alors T' = max {T,, i € [1, N]}, on obtient :

YVoeV VST, gool(o'(v))=0. (4.44)
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Soit maintenant w € R?". On veut montrer qu’il existe un voisinage W,, de w dans R?"
et 7, = 0 tels que

Yo € Wy, ¥t € Ry \ [T, Tw + T],  goo(9'(v)) = 0. (4.45)

Cela signifie que méme si on peut trouver des points w € R?" tels que ¢'(w) € supp goo pour
t arbitrairement grand, le probléme ne se pose pas localement et on contréle globalement le
temps qu'une trajectoire peut passer dans le support de goo.

Si {¢!(w),t € R} ne rencontre pas supp g, alors on peut trouver un voisinage W,, de w
dans R?" tel qu’aucune trajectoire issue d’un point de W, ne rencontre supp goo, et donc
(4.45) est vérifiée pour n’importe quel 7,,. En effet supposons par 'absurde qu’il existe une
suite (wpm),, ey d’éléments de supp goo et une suite (t,),, oy réelle telles que ¢' (wy,) tend
vers w quand m tend vers +o0o. Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que w,,
converge Vers We, € SUPP Joo. Comme wy, € Qoo(J3), il existe un voisinage Voo de W, un
voisinage Vo de w et T > 0 tels que pour [t| = T on a ¢'(Vs) NVy = 0. Cela implique que la
suite (t,),,cy est bornée et donc qu’a extraction d’une sous-suite pres elle converge vers un
certain t,, € R. Mais dans ce cas on doit avoir ¢'=(ws) = w par continuité du flot, ce qui
est absurde.

Siw € V, alors d’apres (4.44), (4.45) est vérifiée avec W,, = V et 7, = 0. On suppose
maintenant que w ¢ V et qu'il existe t > 0 tel que ¢f(w) € supp goo. Alors il existe 7, = 0
tel que ¢™v (w) € V\ supp goo €t ¢ (w) & supp goo pour t € [0, 7). Par continuité, il existe un
voisinage W,, de w dans R?" tel que pour tout v € W,, on a ¢™ (v) € V et ¢*(v) ¢ supp goo
pour ¢ € [0, 7). On obtient alors & nouveau (4.45) & partir de (4.44).

Ainsi, en utilisant les théoremes de régularité sous l'intégrale, on voit que la fonction

+oo
foo:_/o (gwo¢)dt

est bien définie, bornée (par T') et de classe C> sur R?". Sachant que f, est & support dans
Qoo (J3), le méme calcul que celui effectué pour f montre que {p, foo} = goo = 0. On peut
donc trouver une constante C, > 0 telle que

E
pr-E+Cufc} > b} sur K.
Avec (4.42) et (4.43) on a alors :
E —
P2 €+ Cpf + Cucfoc} + BVa2 2 5 sw p ' (J2). (4.46)

Le probleme est que la fonction f,, n’est pas a support compact.

5. Soit ¢ € C§°(R™,[0,1]) égale & 1 sur B(R + 2). Comme on peut toujours remplacer ¢ par
x — ((vyx) avec vy assez petit, on peut supposer que

[Co0 fAD CHIpoe (p-1(10)) < 20T sup §-V((z)| <
(z,)ep~1(J2)

|

Notant cg = E/8 >0 et 1 : (z,€) = Cpf(x,8) + Coc((2) foo(x,€) on obtient avec (4.46) :
{p.x-&+r}+BVay =20 surp~'(Jo).

En outre r est bien dans C§°(R?").

6. On pose Fj, = Ay, + Opy(r) = Opy (x - £ + 7). Soit x € C§°(R, [0, 1]) & support dans J; et
égale a 1 sur J. L’opérateur

1
XY, Fux(H]) + Vs — 200 (HI)?
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est autoadjoint et borné. D’apres les résultats du paragraphe 3.1.4 (en particulier le théoréme
de composition 3.6 et le théoréme 3.16 sur le calcul fonctionnel), c’est un opérateur pseudo-
différentiel de symbole principal

{p,z- &+ r}(xop)® + BVaz — 2co(x o p)® = 0.

Par I'inégalité de Garding (théoréme 3.15) il existe donc une constante C' > 0 telle que, apres
multiplication par ho(h) :

X(HI) [HEiv(h)Fy] x(HY) + hir(h) BVas = 2hir(h)eox(HT)? — Ch?ir(h).

On compose maintenant par 1;(H]') & gauche et & droite. Cela donne, pour h > 0 assez
petit :
L (L) ([FE i) Fa) + S (WVaa) Lo (HE) > hoh)eoLs (D).

Enfin, puisque 1;(H")B(v(h)Va — hir(h)Va2)1,;(H{) > 0, on obtient
15 (HP) ([HD i5(h) Fa] + Bu(R)Va) 15 (HE) > his(h)eoll (D),

qui est I'estimation de Mourre attendue. O

Sur les trajectoires  qui
partent & linfini, on construit
la fonction de fuite x - £ + r
comme dans le cas non-captif.
Pour les trajectoires captées,
on utilise le fait que x-£+1r n'a
pas besoin d’étre croissante le
long des trajectoires classiques
dans la zone ot il y a amortis-
sement (sur le dessin, plus la
fléche est foncée, plus la valeur
de © - & 4+ r est importante
au point et dans la direction
indiqués).

OL{EY)

FIGURE 4.1 — Exemples d’évolution de x - £ + r le long de trajectoires classiques.

La famille d’opérateurs (Z(h)Fy)nejo,n,) est alors conjuguée & (Hp)pejo,n,) au sens de la
définition 4.1. Le théoréme 4.14 donne donc une estimation de la résolvante faisant intervenir
N -5 R . L . ,
les poids (#(h)F)~°. Par rapport a ce qui est annoncé, il y a un amortissement dans ’espace

des fréquences. Pour passer du poids (Fh>75 a (x)fé on utilisera le lemme suivant :

Lemme 4.40 ([PSS81]). Pour tout 6 € [0,1], l'opérateur
(Fn)” (Hy =) ()
est borné uniformément en h €0, 1].

Démonstration. Le cas § = 1 se traite comme au lemme 2.33, le cas § = 0 est évident, et on
peut conclure dans le cas général par interpolation complexe. O

On peut maintenant montrer le théoréme 4.36 (pour § € ]%, 1] ce qui est suffisant) :

Démonstration. Soient r € C§°(R*" R), hg > 0 et J voisinage ouvert de E donnés par la
proposition 4.39. Soit I un voisinage de E tel que I C J et ¢ € C§°(R,[0,1]) égale & 1 au
voisinage de I et & support dans J. En composant 1'inégalité de Mourre obtenue par ¢(HJ)
a gauche et a droite, on obtient que 'opérateur v(h)Fy, = v(h)(Apn + Op}) (1)) est conjugué a
Hj, sur I et pour les bornes inférieures cohv(h), h €]0, hg], pour un certain ¢y > 0. D’apres
le théoreme 4.14 on a donc

[~ =207 ()= | < [ o = )7 o)) < s
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ol ¢, comme dans la suite de la démonstration, désigne une constante indépendante de z €
Cr+ et h €]0, ho]. En utilisant deux fois I’équation de la résolvante, on écrit

(Hp—2)" = (Hy =)~ = (z =) (Hp — 2) " (Hp — )7}

=(Hp—i) ' = (z =) (Hp —3) 2+ (z—3)*(Hp — )" "(Hp — 2)" " (Hp —9) 71,
(4.47)
de sorte que d’apres le lemme 4.40 :

H<x>76 (Hp —z)" <x>’5H (4.48)
<eq H<x>—5 (Hy — i) (Hp — 2)" (Hp — i)~ <x>—5H

< e[|y (o — o)~ 4| o) (i — 2 ) | B (= ) @)

Ceci prouve (i). Pour obtenir le principe d’absorption limite on vérifie de méme pour h €]0, hg]
et 2,2/ € Cry :
(Hp—2)"' = (Hp = 27"
= —2)Hy,— i) P+ (z—0)*(Hp— i) (Hr—2)" = (Hp, =27 (Hp — i)
+(Hy, — i) (=9 = (&' —i)?) (Hp — 2) "' (Hp — i)~

D’apres le théoreme 4.18, on en déduit comme précédemment que
25—1
H<x>’5 ((Hp—2)"" = (Hy—2)7") <x>*5H < c(hin(h))™ =4 |2 — 2|75

ol ¢ ne dépend ni de h €]0, ho] ni de z, 2’ € Cr 4, et donc le principe d’absorption limite puis
la continuité de la limite. O

Dans le cas ou I’énergie est non-captive on peut construire une fonction de fuite exactement
comme dans le cas autoadjoint. On obtient alors l’estimation de Mourre avec § = 0 et
ap, = cgh ot ¢g > 0. Et ce méme si v(h) < h.

Corollaire 4.41. Soient 6 > % et E > 0 une énergie non captive. Alors il existe un voisinage
I de E dans R%, hg > 0 et c > 0 tels que pour tous z € Cy 4 et h €]0,ho] on a :

-0 -1 -5 c
1 6 <5
H(x} (H = 2)" (@) L(L2R")  h
En outre la limite

(@)™ (Hp — (A +1i0) " (@)™ = lim_(2) 7" (Hp — (A +ip)) " (2)°

pn—0+
existe dans L(L*(R™)) pour tout X\ € I et définit une fonction Holder-continue par rapport a
A.

4.3.3 Estimation dans les espaces de Besov

Pour 6 > 0, on définit les espaces de Besov Bs; comme a la section 4.2.2 avec 'opérateur
de multiplication par z sur L?(R™). On retrouve alors les espaces de Besov usuels comme
introduits au paragraphe 2.4.

Le théoreme 4.24 nous permet d’obtenir une estimation uniforme de la résolvante pour
lopérateur de Schrodinger dissipatif dans ces espaces :

117



Théoréeme 4.42. Soient E > 0 vérifiant 'hypothése (4.40) et § > Alors il existe un

1
2°
n

voisinage I de E, hg > 0 et ¢ > 0 tels que tous z € Cr 4 et h €]0, ho] on a :
[(Hn = 2) H,C(B(;,B;f) S hi(h)’
Démonstration. 11 suffit de montrer le résultat pour § = % On reprend les notations du

paragraphe précédent et on omet comme au paragraphe 2.3 les indices 1/2 pour B et B*.
On a une famille (7(h)Fy)pejo,1] d’opérateurs conjugués a la famille d’opérateurs dissipatifs
(Hn)he)o,1] sur un voisinage I de E et pour les bornes inférieures cohiz(h) donc, d’apres le
théoreme 4.24, on a déja

i <
L(BER P, BEMFD) S (k)

||(Hh — Z)

ot ¢ ne dépend pas de h €]0, hy]. Reprenant le calcul (4.47), on voit qu’il nous suffit de
mountrer que (Hy, — i)* est bornée uniformément en h €]0, ho] dans L(B, B(v(h)Fy)) et
dans L(B*(#(h)Fy), B*). On montre la premiere propriété, la deuxie¢me viendra alors par
dualité. Pour cela, on s’inspire de ce qui est fait dans la partie 14.1 de [Hor84]. Soit donc
u € B(D(h)Fy). On rappelle que les ©; pour j € N on été définis au début du paragraphe
4.2.2. Sachant que les 1o, (7(h)Fj,)u sont deux a deux orthogonaux, on a pour k € N :

k
||u||B(z7(h)Fh) Z H]lﬂ (@(h)Fy UHL2(Rn)+ Z T3 ||2]]lQ v(h)Ey uHL? R")
J=0 j=k+1
k 2 [e's) ki
> te, G Ful” | +275 | 37 (|27, (7(h) Fyul”
J=0 j=k+1

N

Bt _k _

[l 2 gny + 272 12 (@(R) Fn) wll L2y
k1 _k

[l L2y + 2" 7% 1(FR) ull 2y -
Pour ¢ € B on obtient alors

oo
| (Hp —4) ‘PHB(V (W) Fy) Z 1(HR =) HQMHB(D(“F@

OO

M
x~

N — = _k N — —
I = Rl oy + 222172 () (=)™t | 1K) Lol e

= k
C( 2z | |]19k<PHL2(Rn)+Z2 2|| >]19k<PL2(Rn)>

k=0 k=0
k
<e (nsonB +3 2 |nak¢||L2(Rn>>
keN
<cllellgs
ou on a de nouveau utilisé le lemme 4.40. O

4.3.4 Régularité de la limite de la résolvante

On peut vérifier que la famille (7(h)F1,)nejo,n,) d’opérateurs uniformément conjuguée a la
famille (Hp)pejo,h0] €t en fait lisse a 'ordre infini, ce qui permet d’appliquer tous les résultats
de la section 4.2.4. Soit m € N. Comme on a montré le lemme 2.33, on peut vérifier que pour
0 € [0, m] Vopérateur

25 N —25
(Fn)™ (Hp —4)"" ()
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est borné uniformément en h €]0, hg]. On montre alors comme précédemment qu’en appli-
quant 2m fois I’équation de la résolvante, on peut remplacer les poids <D(h)Fh>_(S par <x>_6

dans l'estimation donnée par le théoreme 4.33. Cela donne le résultat suivant :

Théoréme 4.43. Soit E > 0 vérifiant U’hypothese d’amortissement (4.40). Soient I voisinage
de E dans R et hg > 0 donnés par le théoréme 4.37. Alors pour k € N* et § > k — % il
existe ¢ > 0 telle que pour z € Cy 4 et h €]0, ho] on a

C

[~ =270~ < i

et la limite
(@) (Hp — (A +i0) ™ (2) 7

définit une fonction de classe C*~1 par rapport a .

4.3.5 Nécessité de la condition sur les trajectoires captées

Dans cette partie on ne considere plus que lopérateur H, = —h2A + Vi(x) — ihVa(z)
introduit pour étudier ’équation de Helmholtz, c’est-a-dire : v(h) = h. On suppose égale-
ment que V5, est de classe C*° et que toutes ses dérivées sont bornées. On montre dans ce
cas que la condition (4.40) sur les trajectoires classiques captées est en fait nécessaire pour
obtenir des estimations uniformes en O(h~1) comme aux théorémes 4.36 et 4.42. Dans le cas
autoadjoint, ce résultat est démontré dans [Wan87] et [Wan91].

Théoréme 4.44. Soit E > 0. On suppose qu’il existe § > %, ho >0, ¢ > 0 et un voisinage
I de E tels que

Vh €]0, hol, ¥z € C; -, H(x>_6 (Hp —2)7" <x>_5H <7
Alors pour tout w € Qp({E}) il existe T € R tel que Va(zT(T,w)) > 0.

Comme elles sont plus fortes, les estimations dans les espaces de Besov données au théo-
reme 4.42 permettent de conclure de la méme maniere.

Proposition 4.45. On suppose que les hypothéses du théoréme /.44 sont vérifiées. Soit
x € C°(R,R) a support dans I. Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que pour h €]0, ho]
etz€Cpona:

)= xCmty = 2) ) (@70 < - (4.49)
Démonstration. Par hypothese et en utilisant le fait que y(HJ) est borné sur L**(R™)
uniformément en h €]0, hg] (car x(H?) est un opérateur pseudo-différentiel dont le symbole
est dans Cg°(R?"), voir le théoréme 3.16 et la proposition 3.11), on peut trouver ¢ > 0 tel
que Pestimation (4.49) est vraie pour tout z € C; ;. On remarque ensuite qu’il existe v > 0
tel que d(z,supp x) = 7 pour tout z € Cg\ 7 4. Par conséquent, I'opérateur X(HM(HP —2)71
est borné uniformément en z € Cg\7 4 et h €0, ho]. En utilisant deux fois I'équation de la

résolvante et le fait que v/V5 définit un opérateur borné sur L?(R™), on peut donc écrire
[X(H?)(Hp = 2) =" x(HY)||
< IXCHD)(HT = 2) 7 X (HD) || + h || X(HD)(HY = )" Va(HY = 2)" 'x(H7)||
+h? [[X(HD)(HY = 2) 7 Va(Hy, — 2) " Va(HY — 2) 7 x(HD)]|

<o (i Fam o v
<
la derniere étape étant donnée par la proposition 4.35. O
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Remarque 4.46. Comme x(H}') ne commute pas avec (Hy, — z)~!, on doit mettre une tron-

quature en énergie des deux cotés de la résolvante. Ici cela n’aura pas d’incidence sur la suite
de la démonstration.

Proposition 4.47. On suppose que les hypothéses du théoréme 4.44 sont vérifiées. Soit
x € C(R,R) a support dans I. Alors il existe une constante C, > 0 telle que pour tous
€ L2(R™) et h €]0,ho] on a :

toe 2
/O [ORP UG TSN I (4.50)

Démonstration. C’est ici que ’on utilise la théorie des dilatation autoadjointes. En effet, cette
proposition est conséquence directe de la proposition 4.45 et des résultats du paragraphe 2.2.3,
en particulier du corollaire 2.25. O

Pour h €]0,1], ¢ € C§°(R™) et x € R™ on note :
(Onp)(@) = b (nha).

Ainsi défini, ©, se prolonge en un opérateur unitaire sur L?(R"). En outre pour a € C5°(R?")
on peut vérifier que
1

0,0py ()] = a® (h2z,h3V) (4.51)

ot pour u € S(R™) on a noté :

av (h%l‘,h%V)U(l‘) — ﬁ / / cilz=v.8), (W’h%) u(y) dy de.

Pour h €]0,1] et (x0,&) € R?" on considere également I'opérateur
L1 )
Wh(z0,&0) = exp (lh 2 (€o-x — xo-(—lhvm))) .
Wh(xo,&0) est également un opérateur unitaire sur L?(R™). C’est un outre (pour la quan-

tification de Weyl) I'opérateur de symbole (z,£) s e?Vh(@&=208) Pour ¢ € C2°(R?") et
u € S(R™) on a (voir [Wan85, Lemme 3.1] et [Wan86, Lemme 4.1]) :

= 0 (Vh), (4.52)

H (Wh(fﬂoaﬁo)aw (h7z, h%V)Wh(anSO)* - a(%fo)) U‘ Li® 2%

ou le reste dépend de u. On peut maintenant montrer le théoréme 4.44 comme dans [Wan91] :

Démonstration. Soient v € S(R™) (non nulle), x € C§°(R,R) égale & 1 au voisinage de E
et & support dans I, ainsi que (z9,&0) € Q({E}) (si Q({E}) est vide alors il n’y a rien a
montrer). Pour h €]0, ho] on note

up = O Wi (o, &) u.

On a alors pour tout ¢ > 0 :

2

) x(E U Em

ey = (UM XD ()72 (DU O un, )

(Un(t 0D} ((cop)* (@) ) Un(Bun,un) + O (B)

(opt (Ovomy® (e, )72 e 2020 ) 4 O ()
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D’apres (4.51) et (4.52) on a alors :

2
. —4 h
Jim || (2) " s (DO 0|,
t s w 1 1
= lim (((cop) (@(t, )" e 2B 022004) T (hho h3 V) Wi (wo, €0)"u, Wa(wo, €0) )
= lim ((@(t, 20, &))" > 720 Vom0 ey )

- (f(t,xofo))_% o2 Jo Va(@(s,x0,60)) ds ||U||i2(n1<n) ]

Pour tout T" > 0 cela donne :

T 2
-5 h
HMYUL(t ‘ dt
| @ xatwow), .
T
T 26 _2ftv(7(57' B3 ))d 2
oo ) (@(t, 20,&0)) " e Jo RImTOR0 SH“”L?(Rn) dt.

Mais d’apres la proposition 4.47 on a par ailleurs

T 2
-5
| @ x|, .. @t < Clunliagn = Clulag

L2(R™)

ot C ne dépend ni de T > 0 ni de h €]0, hy]. Cela implique que pour tout 7 > 0 on a
T t
/ <f(t, To, §O)>—25 6_2 Jo Va(Z(s,x0,£0)) ds < 07
0

ce qui n’est possible que si la trajectoire issue de (g, &y) rencontre ouvert ou V5 est stricte-
ment positif. O

Remarque 4.48. Ce qu’on a montré est un peu plus fort que la simple hypothése que toute
trajectoire captée doit passer au moins une fois par la zone ou il y a amortissement. On
retrouve ici le fait que les trajectoires bornées repassent en fait régulierement par cette zone,
comme cela avait été mis en valeur a la proposition 3.40.

Remargque 4.49. On a besoin du fait que 7(h) = 1 car la norme (4.49) est de taille O((h(h))™1)
et donc I'intégrale de (4.50) est de taille O (D(h)_l). Pour que cette intégrale puisse étre es-
timée uniformément en h €]0, hg], il faut donc que 7(h) soit minoré par une constante stric-
tement positive. On a en outre besoin d’avoir v(h) = h pour appliquer le théoreme d’Egorov
3.43.
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Chapitre 5

Localisation a prior: et
application au cas d’un indice
d’absorption de signe variable

Le premier but de ce chapitre est de commencer a étudier la localisation dans ’espace des
phases de la solution de ’équation de Helmholtz dans le cas d'un terme source encore tres
général. Plus précisément on montre que la solution se concentre sur 'hypersurface p~ ! ({ E})
et hors de la zone entrante. Avant de s’en servir au chapitre suivant pour faire une étude
plus fine dans le cas d’un terme source précis, on utilisera ces résultats pour compléter notre
étude des estimations de la résolvante, en étudiant le cas d’un indice d’absorption qui n’est
pas nécessairement partout positif.

5.1 Localisation a prior: de la solution pour I’équation
de Helmholtz

On commence par vérifier que pour des termes sources S; généraux, la solution wu; de
I'équation de Helmholtz (1.1) se concentre quand h — 0 sur p~*({E}) (ot p : (z,£) —
€2 + Vi (x) est le symbole principal de Hy,) et hors de la zone entrante Z_(R,0, —c) (pour
o > 0 donné et R assez grand). Pour montrer ces résultats on profitera comme & la section 3.3
du fait que la partie imaginaire est un O(h) et n’intervient donc pas au premier ordre dans les
développements. On pourra donc s’inspirer des démonstrations des résultats analogues connus
pour dans le cas autoadjoint. On remarquera tout de méme que la méthode des paramétrices
pour l'estimation dans la zone entrante n’est valable que si la partie imaginaire est de courte
portée.

5.1.1 Localisation pres de la surface d’énergie F

Dans le cas autoadjoint, si I est un intervalle de R et x € C*(R,[0,1]) est nulle au
voisinage de 1, alors par le calcul fonctionnel, I'opérateur x(HJ')(HJ* — z)~! est borné unifor-
mément en h €]0,1] et z € Cy 4.

Il est donc petit & la limite h — 0 devant la résolvante (HJ' — 2)~! pour laquelle on a
une estimation en O(h™!) (si I est un intervalle d’énergie non-captive). Cela signifie que la
solution uy, = (HI — E)~1S), se concentre en énergie autour de E.

On montre dans ce paragraphe des résultats analogues pour notre cas non-autoadjoint.
Ne pouvant plus utiliser le calcul fonctionnel, on passe donc par le calcul pseudo-différentiel.
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Proposition 5.1. Soient I et J deur intervalles de R7 tels que TcCJet q € C;)’O(R%)
un symbole qui s’annule sur p~1(J). Soit § > 0. Soit (un)nejo,1) une famille d’éléments de
L2=(R™) N HE, (R") tels que (Hp, — 2)up, € L»~°(R™) pour tous h €]0,1] et z € Cy 1. Alors
on a

10D (@)unll o s ey < ll(En = 2)unll o5 gy + Bl sy
ot ¢ ne dépend ni de h €]0,1] ni de z € Cy 4.

Démonstration. Pour z € Cr4 on note a(z) = ;. Puisque ¢ s’annule sur p~1(J), on a

a(z) € §( (5)72) uniformément en z € C; 4. Comme (H} — 2) = Op}’(p — 2), on a alors

Op}, (¢) = Op} (a(2))(HY — 2) + hOp}, (r(z, b))
= Opy(a(2))(Hp — z) + hOpy, (r(z, h)) + ihOpy) (a(2)) V2,

ot 7(z, h) est dans C{°(R?™) uniformément en z € C; 4 et h €]0,1]. Puisque les opérateurs
Op}(a(z)) et Op}! (r(z,h)) sont bornés sur L?~%(R™) uniformément en z € C; ; et h €]0, 1]
d’apres la proposition 3.11, on obtient le résultat en appliquant 1’égalité précédente a uy et
en prenant la norme L?~°(R™). O

Remarque 5.2. Si on suppose de plus que la résolvante (Hj, — z)~! est bien définie pour
tout z € Cy 1 et quelle est de taille O(h™!) dans £(L?°(R"), L*»~(R"™)) uniformément en
z € Cy 4 et pour h €]0,ho], ho > 0 (comme c’est par exemple le cas sous les hypotheses
du théoreme 4.36), alors on obtient I'existence d’une constante ¢ telle que pour h €]0, hg] et
z€Cryona:

HOP;LU(Q)(Hh - 2)71||E(L215(Rn)7L2,—6(Rn)) <ec
On peut vérifier de fagon analogue qu’on a également

H(Hh - Z)_loplﬁ)(Q)||£(L2,5(Rn)7L2,75(Rn)) <.

Corollaire 5.3. Soient § >0, I, J, q et (un)nejo,1) comme a la proposition 5.1 et (zn)pejo,1]

une famille d’éléments de Cr 4. On suppose en outre que

. —26
2,— ny — 1 H; — 2(RnYy — 1 )
(i) g€ S({x)"™"), llunllpa. 5 (R) h(_)m( ) et [|(Hn = zn)unllp2gny hgo( )
(ii) ou bien q € C§°(R?"), lun o-sgny = hgo(h_l) et ||[(Hp — zn)unll 2 gny = hgo(l).

Alors on a :
(Opy (q)un, up) — 0.
h—0

Démonstration. (i) On note ¢(z,&) = <x>25 q(z, ). q vérifie les hypotheses de la proposition
5.1 et on a:

(0D} (a)uny un)l = (@)~ Opy (@un, ()" wn) + O (h)
h—0
< ||Op}u;(q~)uh”[,2,—é(ﬂw) Huh”m,—é(Rn) + hgo(h)

— 0.
h—0

(ii) Soient g1, g2, g3 € C§°(R?™) vérifiant les mémes hypotheses que q et égales 1 au voisinage
de supp ¢q. Comme ¢; et g2 sont en particulier dans S_5(R?*") on a :

(O} (@uns un)| = (O} (a1)ODE (@)un, Op (@2)Op. (as)un)| + O (h)
< 100 (a1)0} (0)unl| 2z 0P (42005 (a5 ey + O (1)
< c[|OB} (@)unll .- OB (@5)unl sy + O ()

— 0.
h—0
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En vue d’étudier la solution up = (Hp, — E)_lSh pour I'équation de Helmholtz, on com-
mencera au chapitre suivant par s’intéresser a une quantité de la forme

% / X(t)ef%(thE)Sh dt
0

avec x € C§°(R). On a un résultat analogue & la proposition 5.1 dans ce cas :

Proposition 5.4. Soient I et J deux intervalles de R’ tels que T c J. Soit q € C°(R*™™)
un symbole qui s’annule sur p~*(J). Alors

+ [ xwopiae H - ar
oy

est borné dans L(L*(R™)) uniformément en h €]0,1] et z € Cy .

Démonstration. En reprenant le symbole a(z) défini dans la preuve de la proposition 5.1, on
peut écrire :

wr b [ _it(H, —s
Opi@)g [ x(e i

—opta(e) g [ o, - e F B s 0 1)

= 0pt(a(a)) [ (0 (~ae KB D) e o (1)

=X(O)Opﬁf(a(Z))+Op§f(a(2))/ooo X (e H D de v 0 (1)

h—0
= 0 (1).
h—0

On en déduit alors un résultat analogue au corollaire 5.3 :

Corollaire 5.5. Soient I, J, q et x comme dans la proposition précédente, (zn)ne)o,1] une

famille d’éléments de Cy 1, (Sh)nejo,1] une famille de fonctions qui tend vers 0 dans L?(R"™)
et, pour tout h €]0,1] :

xo ! / X(B)OPE ()e™ +Un =1, dt.
0

Un =

Alors on a :

5.1.2 Estimation dans la zone entrante

On suppose dans ce paragraphe que le potentiel V5 est positif et de courte portée. Cela
signifie qu’il existe p > 0 et des constantes ¢, pour o € N” tels que

Yz €R™,  [0°Va(z)| < ca (x) 10710 (5.1)

On montre sous cette hypothese que si le terme source se concentre hors d’une zone
entrante, alors la solution a ’équation de Helmholtz se concentre hors d’une autre zone
entrante (plus petite).

Théoréme 5.6. Soient § > % et I C RY tel qu'on a une estimation uniforme de la résolvante
et le principe d’absorption limite sur C; | comme au théoreme 4.36. Soient Ry 2 0, d > dy >
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0etl>o>o0y>0. Alors il eviste R > Ry tel que pour z € C; 4, wy € So(R®") a support
dans Z,(R,d, o) et w € So(R*™) & support hors de Z,(Ry,dy,01)) on a

| @)™ Opw()(H — (= +i0) 7 Opy(eos) ()7 = 0 ().

ot la taille du reste est uniforme en z € Cy; . De méme, si suppw_ C Z_(R,d,—o) et
suppw N Z_(Ry,dy,—01) = 0 alors

| @) Op () (i = (2 = i0) 7 Opy (w-) (@)° = O (h).

Si de plus w est a support compact en x, alors les poids <x>_5 peuvent étre remplacés par
<x)ﬁ pour tout 5 € R.

Remarque 5.7. Les hypotheses sont plus faibles si on prend dy et o1 plus grands. Sans perte
de généralité on peut donc supposer que d; > 0 et o1 > 0.

Remarque 5.8. Par passage a 'adjoint pour la deuxieéme estimation et en utilisant la formule
de changement de quantification, on peut montrer

| (@) Opu(w-) (i = (= +i0) " Opy () (@) ° | = O (h).

B

C’est cette estimation (avec w & support compact en x et les poids (x)” qu’on utilisera pour

voir que la solution uy est microlocalement nulle dans la zone entrante.

La preuve de ce théoréme est inspirée de [RT89, lemme 2.3] et de résultats donnés dans
[Wan88]. On utilise en particulier le résultat suivant, démontré par Isozaki et Kitada dans
[IK85] :

Proposition 5.9. Soient dy €]0,d;] et og €]0,01[. Alors il existe Ry > 0 et ¢+ € C°(R?")
tels que

V(x,€) € Z4(Ro,do, +00),  |Vodx(@,6)* + Vi(z) = I¢[ (5.2)

et, pour un certain p > 0 :
V(&) € R Vo, B e N", |20 (de(w, &) — (,8)) < Ca (@)1 (5.3)

On peut toujours supposer que p est le méme que celui qui mesure la décroissance du
potentiel en (6.1).

Remarque 5.10. Comme mentionné dans [Wan88] (voir (2.4)), on peut sans perte de généralité
supposer que les constantes Cy, s données en (5.3) sont aussi petites qu’on le souhaite, & partir
du moment o 'on choisit R assez grand (en particulier (3.32) est bien vérifiée si R est assez
grand). En effet, considérons une fonction x € C*°(R") telle que x(z) = 0 si |z| < 1 et

x(z) =1si|z| > 3. Pour R > max(2Ry, R1), on note :

T

brat (@.6) = (62(@.6) = (0.0)x () + (2.

Alors ¢, + vérifie

R
W) € 2s (oo ) [Vadna(o O + Vi) = P
car la définition de ¢4 n’est pas changée sur Z (%, do, 00) C Z4(Ro,dy, 00), et pour p1, py >
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0 tels que p = p; + p2 on a

020{ (6r,2(2,€) — (2,6))| =

Ca,By
< 9 9
= Z Rlal=1l

0207 (62,9 — .0 (%))
0108 (6x(0.6) — (@.8)|[ @270 (£))]

0<<a R
b Ca,p, —p—
< |50 (¢ (2, €) — <$7€>)) Losr/a (@) + Y R\Tﬁ—rﬂ @) <y ()
0<y<a
< Cop (@) T Mooy @)+ Y o (@) R
0<y<a
et finalement :
a"gag (¢R’i($7£) - <.’1?,€> )‘ < Ca,BR_pl <x>1—p2—|a| s (54)

ou C, g ne dépend pas de R. Pour la suite on choisit R assez grand (& déterminer au cours
de la démonstration) et on note ¢ = ¢ +. Quitte & prendre p plus petit, on s’autorisera a
continuer de noter p plutot que ps lorsqu’on utilisera (5.4) plutot que (5.3).

Proposition 5.11. Soient a € C{°(R?*™) , ¢ = ¢4 ou ¢_ donnée par la proposition 5.9 et
h €]0,1]. Alors sur S(R™) on a

)
E (HhIh(a7 ¢) - [h(aa ¢)H(])1) = Ih(p(h)7 ¢)7
ot

p(h) = % (IVM2 +Vi— 52) a+ (2Vma Vad+aly¢+ CLVQ) —ihA,a. (5.5)

Remarque 5.12. Si de plus a = a(h) est de la forme a(h) = Z;V:o hia; avec a; € Cp°(R*™)
pour tout j € [0, N], alors p(h) s’écrit :

p(h) = (V201 + Vi~ €) a(h) + (2V000 - Va6 + 2020+ aoVs)

N (5.6)
+ Z h’ (2V$aj . VIQS + ajAIgb + ajVQ - iAzaj,l) - ihNJrlAIaN.
j=1

Remarque 5.13. De méme on a
1 *
E (thh(a7 ¢) - Ih(a(h)7 ¢)H(§L) = Ih(p*(h)7 (,25),
ou _
pe(h) = & (IVaol + Vi =€) a+ (2V,a- Vod +aleo — aVi) — ihAsa
(on a juste changé le signe du terme aVk), ainsi qu’une écriture analogue a (5.6) dans le cas
ot a(h) est un symbole de la forme a(h) = Zé\’:o hia;.

Démonstration. Pour u € S(R™) on a

1

In(a,¢)Hyu(x) = @iy /Rn eh @9 a(x, €)2 Fru(€) dé.

Avec la proposition 3.56, on obtient bien le résultat annoncé. Si a(h) = Z;-V:O hia; on obtient
bien (5.6) en regroupant les termes selon les puissances de h. O
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Proposition 5.14. Soit ¢ € C*°(R®") une fonction vérifiant les estimations (5.4). Pour
tout (z,€) € R?™, la solution mazimale du probléme de Cauchy

{ 51009 - 5.00000.0
r(0,z,8) =2

est définie sur R. Pour v €]0,01[, si R est assez grand, cette solution vérifie en outre les
propriétés suivantes :

(i) Pour (z,€) € Z24(0,dy,%01) ett >0 on a
r(t 2, )| > [o] + (01 — ). (5.7)

(i1) Sila| + |8 = 1, il existe une constante cq g telle que pour tous t > 0 et (x,€) €
Z4(0,dy,+01) on a

agagr(it,x,g)} < caplt+ (@) (@)l (5.8)

Démonstration. Soit (z,&) € R?". On a :

r(t,x, &) =x +t&+ /0 (V1¢(T(S,x,f)7§) — 5) ds (5.9)

la ot r(-, z, &) est définie. Mais, d’apres (5.3), I'application (z,&) — V.o (r(t, z,£),&) — € est
bornée uniformément en ¢ € R, donc la solution n’explose pas en temps fini. Elle est donc
définie sur tout R.

(i) D’apres (5.4), quitte & prendre R plus grand, on peut supposer que
V(z, &) € R*,  [Vud(x,&) — €] < yd,
En particulier on a pour tout t € R :
|r(t,x, &) —x — t&] < |t]vdy.
Si de plus (z,€) € Z4(0,dy,%071) et t = 0, on a alors
5 8] > (5,2 16) = ol £ £(5,€) > |ol + ton €] > |l + rdat,

d’ou
(&, 2,8)| = o £ 8] — vdut > |2[ + (01 —7)dut,

ce qui prouve (5.7).

(ii) Pour montrer (5.8) on commence par le cas ol |a| = 1 et § = 0. Soient ¢ > 0 et
(2,€) € Z24(0,dy,01). Si on note r = (r1,...,7r,), alors pour j € [1,n] on a :

0y 0y, 1(£t, 2, ) = £05,(Vad(r(£t, z,€),€))

n

£ (02, Va0) (r(£t,2,£),£) O, ri (£, 2, €)

k=0
= +(Hess, ¢)(r(£t, z,§),§) - Op,r(£t,7,§).

En utilisant le lemme A .4, (5.3) et (5.7) on obtient donc

t t
o, et ) < exp ([ Ittess ofres,. 6.0 ds ) < exp ([ elrtees, )7 as)
0 0

< exp </<> ds) <ce<olt+ (@) (@)
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ou c¢ est désigne une constante qui ne dépend ni de (z,£) € Z4(0,d;,01) ni de ¢ > 0. On
s’intéresse maintenant au cas ot « = 0 et |3| = 1. Pour j € [1,n] on a

3t(95j7“(:|:t, z,§) = ia&j (Vao(r(£t, 7,€),§))
= +(Hess; ¢)(r(£t,,£),&) - Og,r(£t, 7, &) £ Vo0, o(r(£t, 7,£),€),

puis :

10c,r(£t,2,€)|| < / V28, 6(r(5, 2, €), £)|| exp ( / | (Hess, ¢)(r(£7,2,€),€)| dT) ds
< ct

)

ce qui permet encore de conclure dans ce cas. On procede maintenant par récurrence. On
suppose le résultat acquis pour 1 < |a| + |B] < k € N* et on considére « et 3 tels que
la|+ |8l =k+1.On a

0,000, r (£t x,) = 0207 (Voo (r(+t, 2, €),£))

=+ (02, Vo) (r(t,7,€),€) 020, 1 (t, 2,€) + Be(t,7,)

k=1
= (Hess, ¢)(r(&t, z,€),€) - 0500 r(£t,2,£) + Be(t,2,€),

ol B4 est une somme de termes de la forme

7]

(3zagva¢)(7"(it7$7§)>f) H(aglaglrkz)(itvx7£)7

=1

avec |v|+10] =2, Y oy =aet §+ > 6 = f et pour tout I : k; € [1,n], |au| + |8 < k. Ainsi,
par hypothese de récurrence, |B4| est estimé par

7]

e(r(et, 2, ) T+ (@) (@) <o),
=1
et donc on a bien (5.8) puisque

t t
Joezoirireo < [ it oo ([ Ites, o0 (er.0.0.9] ar) as
<ct{x) *.
O

On note r4 les fonctions définies par la proposition précédente avec ¢ = ¢+, ainsi que

F:t(tax7§) = (Am¢i)(ri(t7x7£)7£) + ‘/Q(T:I:(t?x7§))

pour t € R et (z,£) € R?". On remarque qu’on a en particulier
Fi(oaxag):Az¢i(x7€)i%(x) et Fi(t,'ri(s,x,f),f) :F:I:(t+5’$7£)'
Proposition 5.15. On considére les fonctions aj +,j € N, définies sur Z,O’i((), dy,to01) par
aO,:I:(xa 5) = €xp (i/ F:I:(:tQSa &€, 5) dS)
0

et, pour j =1 :

+oo T
a;+(x,€) = :Fi/o Agaj_1 +(re(£27,2,6),6) exp <:|:/O Fy(+2s,x,€) ds) dr.
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Alors ces fonctions vérifient sur Zoi (0,dq,+01) les équations de transport

2V$a0’:|: -Vt + ao’iAm(bi + ao’iVQ =0 (5.10)
et
2V aj+ - Vot + aj7iAw¢i fa;+Vo — iAxaj—l,i =0, (5.11)
ainsi que les estimations :
V(@,€) € Z2(0,dy, +01),  |0207 aj+(2,6)] < cayp (x) 7. (5.12)

De plus il existe une constante cog > 0 telle que
V(l',f) S é:t(()?dlv:to—l)a ‘G’O,ﬂ:(mvé-” = Co- (513)

Remarque 5.16. C’est pour cette étape que l'on a besoin de se restreindre a une partie
imaginaire V5 de courte portée.

Démonstration. 1. On commence par remarquer que d’aprés (5.7), (5.1) et (5.3), il existe une
constante ¢ telle que pour (z,€) € Z24(0,dy,+01) et s >0 on a

|Fi (425, 2,8)| < e (ra(+2s,2,)) 7 7" <efs) ™7

Ainsi I'intégrale intervenant dans la définition de ag + est bien convergente et est bornée
uniformément en (z, €) € Z4(0,d;, +01). Cela prouve déja (5.13). Comme c’est encore valable
en remplagant F par ses dérivées, cela permet également de vérifier que ag + est bien dans
Ce(R?™). Pour (z,€) € Z.(0,dy,+01) et 6 € R on a

ag,+(r+(£20,2,€),€) = exp (:I: /+OO Fy(+2s,14(£20,2,8),§) ds)
0

+oo
= exp (i/ Fyi(£2(s+0),z,¢) ds)
O+OO
= exp (:I:/ Fy(+2s,x,€) ds) ,
0

et donc

iafO,:I:(/r:I: (1297 x, 5)7 5)

i = ?Fi(0,$7£) aO,:I:(:E>§)'

0=0

Mais on a aussi

%ao,i(ri (i29a €, 5)7 5)

=+2V,a0,+(2,8) - Ore(0,2,8)
6=0

=12 ano,i(xa 5) : Vz¢i (x7 g)?
ce qui prouve que ap + est solution de (5.10).
2. On montre maintenant l'estimation (5.12) pour j = 0. Pour o, € N", la dérivée
8;"3? ag +(z,€) est une somme de termes de la forme

K

+oo
I] oo (i /0 Fu (25, 2,€) ds) ao.4 (2, €)

k=1

avec ) ay = a, »_ B = B et pour tout k € [1, K] : |ax| + |Bk| > 1. Il suffit donc de montrer,
pour (z,€) € Z2.(0,d1,01) et p,v € N :

+oo
'/ agagFi(izs,x,g)‘ < ey (@)
0
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Or cette dérivée est a son tour une somme de termes de la forme

[ |

+oo
/ D1 OF (Ags £ Vo) (re(£25,7,€),€ Ha“ﬂa‘”” (£2s, 7, ) ds
0

olt Z‘]’jl‘ Nej = pet vy + le’ﬁl‘ 8k,; = v. Chacun de ces termes peut donc, d’apres (5.3),
(5.1) et (5.7), étre estimé par

s} e +00
c/ (ra(£2s,2,€)) "7 Il H s+ ( il C/ ()71 7% () I s
0 0

<C<m>*\u\*§

3. On montre maintenant par récurrence sur j > 1 que les fonctions a; + sont bien définies
et vérifient les équations de transport (5.11) ainsi que les estimations (5.12). Le fait que a; +
soit bien défini sur Z4(0,d;,401) résulte de l'estimation de Agaj_1 + donnée par (5.12).
Pour I'équation de transport, on calcule comme pour ag + :

aj 4 (T:I: (:t297 x, 5)7 g)
+oo

T+60
= :FZ Azajfl,:l:(’r:l:(:t2(7- + 9),.@,5),5) €xXp <i/e Fi(:l:QS,ZL’,f) dS) dr

0
—+o0

- ?7/ Awajfl,i(ri(iQTﬂxaf)ag) €xXp (i/ Fi(i287xa€) dS) dTa
0

0

de sorte que

d
@aj,:t (’I“:t(:t207 x, 6)7 é-)

= iiAmajfl,:t<x7£) + F:t(07x7€)aj,:t(xaf)'
6=0

Et comme on a également

d
@a’j,i(ri(i20a z, 5)7 5)

=42 Vmaj,i(x,f) : vz¢i(xa£)v

0=0

(5.11) est bien vérifiée.

4. Comme on l’a fait pour ag +, on montre maintenant l’estimation (5.12) avec un facteur
(x)™" de mieux que ce qui est demandé, ol on a noté j; = 7 (pour |af + || > 1 en ce

qui concerne ag). Pour o, f € N" la dérivée 8;‘8?ajyi(x,§) est une somme de termes de la
forme :

+oo T
:Fi/ ORI (Agaj 1+ (re(£27,1,8),8)) ¥ 62‘_“85’8—" exp (i/ Fy(+2s,z,€) ds) dr.
0 ' 0

Le second facteur s’estime comme ag + :

82‘_“85_” exp (:I:/ Fi(+2s,z,€) ds) ‘ < elz)~lomm
0
uniformément en 7 > 0. Il reste donc & montrer :
+oo o
/O |01 (Agaj—1 4 (ra(£27,2,6),))| dr < e (z) 7P (5.14)

La dérivée 040¢ (Azaj—1,+(r+(27,2,€),§)) est une somme de termes de la forme

[Al

(a;\agAwaj—l,i)(ri<i2T7 €T, g)a 6) H (8£kagkri)(i27—7 €, g)a
k=1
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avec = Z‘k)il Ui et v=290+ Z‘k)il V. Un tel terme peut étre estimé par

|Al

+o00o
[ 020800t 0.0 TT 005 v 272,

+o00
o[ (el ) TN (o () (@) B gy
0
<e <x>*j*ﬁj*\u\ .
Cela prouve (5.14) et conclut donc la démonstration de la proposition. O

Soit N € N. Soient o9 et o3 tels que 01 < 09 < 03 < 0, Ro et R3 tels que max (Rl, ) <
Ry < R3 < R et da,ds tels que di < da < d3 < d. On consideére une fonction x; € C*(R)
telle que x1(s) =0sls <oz et xi(s) =1sls > 03, x2 € C°(R) telle que x2(s) =0si s < ds
et x2(s) =1sis>dset xs € C°(R) telle que x3(s) =0sis < Ryet xs(s) =1sis> Rs.
On note alors

N
ax(h) =Y Wajs et bi(h)=xzax(h),
=0
el &) = v (ﬁ <“’|§>) ve(l€Dxs(lal) (5.15)

(b(h) peut étre vu comme une application sur R?"*). On considére également

pa() = H(IVabs + Vi — )b (h)
+ (QVIbi(h) VoL + bi(h)Am(ﬁi + bi(h)Vg) — ihAmbi(h),

(5.16)

comme donné par la proposition 5.11.

Proposition 5.17. On a les propriétés suivantes sur by (h) et py(h) :

(i) suppb+(h) C Z1(Ro,ds,t02) et pour o, B € N il existe une constante cq g telle que
pour tous h €]0,1] et (z,8) € ZL(Ro,da, £02) on a

02 9ba (€, h)] Cap (z)71. (5.17)

1) suppp+(h) C Z4(Ra,do, +02) et pour a, 5 € N" il existe une constante c, g telle que
(ii) ( B
pour tous h €]0,1] et (x,&) € Z4(Ra,da,+032) on a

92 pa(x,€, h)‘ Cap (z)1. (5.18)

Si de plus on se restreint a (x,£) € Z4(R3,ds,+o3) alors on a :

020l ps (x,€, h)] CaghN Tt (z) "2 N lel (5.19)

Démonstration. Par construction, on a supp x+ C Z4(Ra,ds,+02) et donc suppby(h) C
Z4(Rg,ds,+05). D’apres (5.16) on a également supp p+(h) C Z4(Ra,ds, +03). Soient o, § €
N™. Pour j € [0, N] et (z,&) € Z4(Ra,d2,+03), on a :

, <x,5>)‘
o*o +
=X ( ElE

V/aj,:t(x, 5)

8”‘8?Xi(:r &aj+(z, f)‘ Ca, Z



Cela prouve (5.17). On a choisi la phase ¢+ pour que le premier terme de (5.16) s’annule
sur Z4(Ra,da,+09). Etant données les équations de transport satisfaites par les fonctions
aj+,j € N, expression du symbole p4 (h) se réduit a

p+(h) = 2ax (h)Vaxs - Vids — ihas(h)Ayx+ — 2ihVas(h) - Vax+ — bV T A, (an +x+)

On obtient alors (5.18) & partir de (5.12) et (5.3). En outre, sur Z4(Rj3,ds, +03), la fonction
X+ vaut 1 donc 'expression de py(h) se réduit &

pe(h) = —ik" T Agan +,
ce qui donne bien lestimation (5.19). O

Proposition 5.18. Soient Rs > Rs, ds €|ds,d] et o5 €|os,o]. Si R > Rs est assez grand,
alors il existe un symbole ey (h) de la forme ex(h) = Z;V:O W fj+ avec fj+ € S_j(R?") et
supp fj+ C Z+(Rs,ds, £0o5) tel que :

In(bs(h), ¢4)In(ex(h), 61)" = Op}, (wx) + KT Op} (4 (h)) (5.20)
ot r+(h) € S_n(R?™) uniformément en h €]0,1].
Cette proposition est le lemme 4.5 de [Wan88]. On en omet la démonstration.

Proposition 5.19. Soient 0,1, M € N. Si R a été choisi assez grand alors il exriste une
constante c telle que pour toust > 0 et h €]0,1] on a

| @0 Opy )1 (b (1), )V (E) e (), 02" (@' L <™ ™" (5.21)

et

| @ L (). 62) U (0 (s (), 02)" (2| VLT (5.22)

L2®m)
Démonstration. 1. D’apres le lemme 4.4 de [Wan88], si R est assez grand les supports des

applications by (h) et (x,€) — w(x, Vydi(x,€)) sont disjoints, donc d’apres la proposition
A.3 de [Wan88] on a

Opy (W) In(b+ (h), ¢+) = KM I (b (h), ¢+ ),
ol by (h) € S_p(R?*™) uniformément en h.
2. Pour u € S(R") et t >0 on a:
Iy (b (h), ¢4 ) Ug (£0) I (e (h), ¢2) " ulx)

1 i T ~ -
:W/ / R e v O], (3¢, h)ex (3, €, hYuly) dy de,

avec

Cﬂ:(tv xz, y7£) = ¢i(x7 g) - ¢:|:(ya 5) + t€2.
Quitte & prendre R plus grand, on peut supposer que pour (y,&) € suppe+(h) on a

- Y
Veou(y ) vl < el < 2,
et donc, pour tout ¢ > 0 et pour un certain ¢y > 0 :
(Ve (y, ) £ 26| = (Vb (y,€) £ 2t€, ) = collyl +1). (5.23)
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On considere alors 'opérateur L tel que pour u € S(R?") :

L (Veos (0.6 £26)- Veu

On a alors

L*o = ih dive Ved+(y,€) i2t§2 v,
[Veds(y, &) + 2t¢|

ot dive(ur, ..., u) Z?zl O¢,uj est I'opérateur divergence par rapport a la variable £. L
vérifie en particulier
L( — 5 (6 (v, ) %tE >> — o H GO

et donc, pour tout v € N :

In(bs(h), o) UL () In(ex (h), ) u(z)
— e [ [ RO Loy (£ o€ M0 1) ) dy

On montre alors par récurrence sur v € N que
(L) (R b (.6 hex (. € 1) ) = Zeh%(w O (2,6, el w(ty, & h)

pour un certain J, € N, ol pour tout j € [1,J,] on a Bf,i(h) € S, (R?") uniformément
en h, et pour «, 8 € N" il existe une constante ¢, g telle que pour ¢ > 0, y,£{ € R™ et h €]0, 1]
on a:

9007 €], 4 (8, & 1)| < cap(t+ ()™ (y) . (5.24)

En effet, c’est vrai pour v = 0, et si c’est vrai pour un certain v € N alors pour j € [1,J,]
on calcule :

. (WO 2 14, ey Tt £
’Lhleg <|V5¢i(y f) :|:2t§| bu7i(x’§7h)eu7j:(tay7€vh)

= ih Ve (y, &) + 266 7% x ef 0= @0
g [(A§¢i(y’ €) £ 2, (2,6, )el, . (,9,€. 1)

(Hess¢ ¢+ (y,§) 2t 1) (V§¢i(y §+ 2t§)

+ %(v§¢i(y7 6) + 2t€)v§¢i(xa f)B{/,i(ma 67 h)ei,i(m Y, 57 h)
+ (Vedw(y,€) £266) - Veb], o (2.6, h) €], 4 (t,y, €. h)

+ b, (2,6, h) (Veda (y, €) £26) - Veel, 4 (t,y, &, h) :

1o (.6, h)e] (8, y, 6, )

et on vérifie chacun des termes en utilisant (5.23). On remarque que c’est le troisieme terme
qui fait d’une part qu’a chaque itération on doit ajouter une puissance de (x) et d’autre part
qu’on n’a pas de gain en terme de puissances de h. Pour v = [ 4 6 on obtient alors :

I (bs (), ) Ul (&) In (e (h) th b, (1), 62 UG () Tn(el, . (t, 1), p)".
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D’aprés (5.24) et la proposition A.2 de [Wan88], I'opérateur (¢) In(e, +(t, h),¢+)* est borné
uniformément en ¢ et h de L*>~!(R") dans L?(R™), l'opérateur U}(+t) est borné uniformé-
ment en ¢ et h sur L*(R"), et comme b, 4 (h) € S,—(R*") uniformément en h, 'opérateur
I,(by.+(h), ¢+) est borné uniformément de L?(R™) dans L>~M+0+(R"™). Cela prouve (5.21).

3. Soient R4 €]R3, Rs[, d4 €]ds,ds| et 04 €]o3,05]. On construit la fonction Y+ comme on a
construit x4 en (5.15) en remplagant (Ra, ds2, 02) et (Rs, ds, 03) par (Rs,ds, 03) et (Ry,dyg,04).

On note alors pQ,i(x,f, h’) = pi(xvga h)f(i(ﬂ?vf) et pl,i(xagv h) = pi('ra§7 h’) - p2,i(£7§a h)
D’apres (5.19), on a :

a;;aﬂm (2,6 h)| < capghNT(2)” 2=N—fal
On peut alors appliquer & ps 4+ (h) le méme raisonnement qu’a Bi(h) pour obtenir (5.22) avec
p+(h) remplacé par pa +(h).

4. Il reste & montrer (5.22) avec py(h) remplacé par p; +(h). Pour cela, on remarque qu’il
existe ¢o > 0 telle que pour (z,€) € suppp1,+ C Z4(Ra,d2, t02) \ Z4(Ry,ds, £04), (y,€) €
Z4(Rs,d5,+05) et t 2 0o0n a

[VeCe(t, 2,9, ) = co(t + [x] + [yl)- (5.25)
En effet on a (y + 2t£,£) € Z4(Rs,ds, +05) et :

Ve (t,2,9,6)| = |Veda (2,6) — Veda (y,€) F 2tE| = |z — (y £ 2t€)| —clz|' ™ —cly|'™*

ou la constante ¢ > 0 peut étre rendue arbitrairement petite si on a choisi R assez grand. Si
|z] < Ry < ﬁf ly + 2t&| alors

R4 R4

o 21| > (1 22 ) el > 5 (1= 50 ) ol + 216D > olt-+ 1ol + o).
5

On peut procéder de la méme fagon si |x| = v |y £ 2t£| pour un certain v € }1, = {, tandis
que si Ry < |z| < vy £2t€] et £(x,&) < o4 x]|], alors

v — (g £ 20)] > (y+ 2t — 2, 4€) > (05 ly 26| — o1 [a) > (05 — 704) |y & 2t€]
> colt + [z] + o).

et on obtient bien (5.25). Avec (5.25) on peut donc faire des intégrations par parties comme

précédemment mais avec 'opérateur L = —ih . Quand on applique 'opérateur L* &

p1+(m,& h)es(y,&, h) il 0’y a pas de terme en h™!, donc chaque itération fait gagner, en
plus d’une puissance de (¢ + (z) 4+ (y)), une puissance de h. Cela permet de conclure la
démonstration. O

On peut maintenant démontrer le théoreme 5.6 :

Démonstration. On commence par montrer la premiére estimation. D’apres la proposition
5.11, pour tous ¢t > 0 et s € [0,t] on a sur S(R") :

%Uh(t — )11 (by (h), 64Ul (s) = %Uh(t — 8) (HuIn(by (), ¢1) — In(by(h), ¢ ) HE) UL (s)
= Un(t = 8)In(p+-(h), p) UG (5)-

En intégrant pour s entre 0 et ¢, on obtient :

UN(6) T (b (1), 61) = Tu(bs (h), 6 UL / Un(t — $) T (p (), 6 UL (5) ds
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En composant & droite par Ij,(e+(h), ¢+)*, cela donne, d’apres la proposition 5.18 :
Un(t)Opy (wy) = —=hN UL () Opy, (14 (R)) + In(b+ (h), ¢4 ) UG () In (e (h), ¢4)*

¢ } ) (5.26)
- / Un(t — $)Tn(p (), 6 ) UL ()T (e (), 64)* ds.

Soit z € C4. D’apres la proposition 2.9 on a :
(Hy —2)~' = 3/ e~ (Hh=2) gy — 3/ eREUL(¢) dt.
h Jo h Jo

En multipliant (5.26) par ; Le%# puis en intégrant pour ¢ > R, on obtient :

(Hp — )" Opy, (wy)

= B Hy = 2 Op (W) + [ R D0 (0. 00U O e (1), 02"

_% /OOO /Ot €T UL (t — 8)In(py (R), 4 U () In(es (h), ¢y )" ds dt
Sy ) Op () 4 1 [ R0, 0 ) U O (1), 1)
- /Ooo " (Hy, — 2) I(ps (h), 61)UL () In (e (), 64.)* ds,

et donc, pour § > 1 :

()~ Opy, (w) (Hy, — 2)"*0py, (wy) ()

= (2 Oy )y — 2)Opy () (@)

(@) /OOO e 20py, (W) I (b (h), o UL () I (e (h), 64 )" (&) ~° dt
—(z)7° Opy, () / TR (Hy — 2 (e (1), 60U (5) I (e (), 6)° a)° ds.

Cela donne :

| @) Oy () (i = 2)71Opy (04) <x>*‘3H
<ChN+1 H Oph HH Hh*Z HH Oph ry(h)) (x >76H

+Z/ HOPh Vn(be(h )’¢+)U0 (t)Ih(e-s-(h),(b_,_)*H dt
4—0/0OO H<l’>_ (Hp —2)7* <x>—1H [2) Tn(p (h), ) UL () In(ex (h), d4)7]| ds.

D’apres 'estimation uniforme pour la résolvante et la proposition 3.11, le premier terme est
un O(h™) dans £(L*(R™)) uniformément en z € C;_ . Pour les deux derniers termes on
utilise la proposition 5.19 avec § =2, =0et M = N + 1. On suppose en outre avoir choisi
N > 1. On obtient alors :

(@)™ Opw(@)(Hy = (= +10) " Opy(ws) (@)~°|| = 0 (W),

h—0

olt le reste est uniforme en 2z € C; . On sait en outre qu'on peut passer a la limite Im z — 0

dans chacun des termes, donc le résultat est valable pour tout z € Cy ;.
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2. La deuxieme partie du théoreme se démontre de la méme maniere en utilisant ¢_, b_, p_,
r_ et le fait que pour Imz < 0 :

o1 [ e g
h—z) = 5 en .
0

On a comme précédemment

() Tn(b— (), 6) — In(b_ (1), 6 )UL(t)" = / Ut — )" Tn(p(R), 6_)Uo(s)" ds,
puis

() ~° Opy,(w)(Hj, — 2) "' Opy(w-) (@) ~°
= =h"* (2)™ Opy () (Hj; = 2) 7 Opy (- (1) (&)™

— (@) / " e SOp (@) (b (1), 0 YU (1) e (), 6" ()"
0

+ <x>_60ph(w)/ ™1 (Hy — 2) " Iy(p—(h), oYU (—5) In(e—(h), ¢-)* () ~° ds.
0
On peut conclure de la méme maniere.

3. Si w est & support compact en x et § > 0, alors on peut utiliser les estimations de la
proposition 5.19 avec [ aussi grand que l'on veut. En effet, il suffit de choisir § = 2,1 > g,
N >2l+1e M > N+ 1. On utilise également le fait que r4(h) est dans S_y(R?")
uniformément en h. O

On remarque qu’on a également démontré le résultat suivant :

Corollaire 5.20. On a

101, @)Un (0P (w24 2y = O ()

uniformément en t > 0. St w est a support borné en x, alors on peut ajouter des poids <x>ﬁ
comme au théoréme 5.6.

5.2 Equation de Helmholtz avec indice d’absorption de
signe variable

On s’intéresse maintenant a I’étude de 'opérateur de Schrodinger non dissipatif. On sup-
pose toujours que V5 tend vers 0 a I'infini. Ainsi, le spectre essentiel de Hj, reste la demi-droite
R, et le reste du spectre est constitué de valeurs propres isolées qui ne peuvent s’accumuler
que sur R ou a l'infini. La différence est qu’on peut maintenant trouver des valeurs propres
sur le demi-plan supérieur.

5.2.1 Présentation de la méthode

L’idée de la méthode pour obtenir une estimation comme celle du théoreme 4.36 est la
suivante. On considere une suite de fonctions qui contredit le résultat que I'on souhaite dé-
montrer, on choisit une mesure semi-classique associée a cette famille, et on montre que cette
mesure est la fois nulle et non-nulle. La contradiction prouve alors que la véracité de l'esti-
mation ne peut étre niée.
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Avant d’introduire une situation précise pour laquelle on voudrait appliquer la méthode,
on fixe un cadre commun & ce qu’on va faire par la suite. Comme dans les chapitres précédents,
on se donne deux potentiels V3, Vo € Cp°(R™, R) qui convergent vers 0 & I'infini et

Va € N" Vo € R”, |0°Vi(2)| < ca (z) 177,
avec p > 0. On considere alors 'opérateur de Schrodinger
Hy, = —h*A + Vi(x) — ihVa(x)

sur H2(R™). La différence est qu’on ne suppose plus que Vz est partout positif. On précisera
par la suite les hypotheses sur V5.

Proposition 5.21. Soient (vy,),,cy une suite de fonctions de HZ (R™), (zm)pmeny € C,
et (hm)men €10,1]" une suite qui tend vers 0. Soit 6 > 0. On note Ay, = Rezy, et B, =
h 1 Im z,,. On suppose que

Am —— E>0 et B, ——BER
m—00 m—00
d’une part, et d’autre part :

Pomll sy =1 et [(Hap, = 2m)oml pasgaey = 0 ().

Alors la famille (v, ),,cn admet une mesure semi-classique p et, quitte a extraire une sous-

suite, on peut supposer que pour tout g € Cg° (RQ") on a en fait

(0P, (@) Vm, Vm) 2 gy ——— qdp.

m—roo ]RZ“

La mesure p vérifie alors les trois propriétés suivantes :
(i) La mesure p est a support dans p~1({E}).
(i) Pour x € C§°(R™) on a :
<XUTYL7vm>L2(]R") — X(I) dﬂ(l},g)

m— o0 Rzn

(iii) Pour tout symbole ¢ € C§°(R?™) et tout t >0 on a :

/R%qdu:/ﬂpn(qmbt)exp (Q/Ot(%+ﬂ)0¢sds) dp

t
= / (qo¢')exp (—2/ (Vo + B)op'™* ds> dp.
R2n 0

Démonstration. 1. L’existence d'une mesure semi-classique p pour la famille (vy,),, oy résulte
de la proposition 3.17 et du fait que |[vm|2.-sgn) = 1.

(5.27)

2. Les deux premieres propriétés sont conséquences du corollaire 5.3. En I'appliquant avec
q € C§°(R?™) & support hors de p~1({E}) on obtient

RS p—
ce qui prouve que 4 est nulle hors de p~* ({E}). Avec q(z,£) = x(x)(1—x(£)), ot x € C§°(R™)
est égale & 1 au voisinage de I’ensemble (borné) des £ € R™ tels qu'il existe = € R™ vérifiant

p(z,§) = E, on obtient

<Opﬁm (X(x)(l - X(f)))vvm UM> — 0,

m—o0
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et donc :

lm (x(2)Vm,vm) = lim <Op}fm(x(x)>2(§))vm,vm>

m—o0 m—o0

_ /R (@)X du(a, )
:/ (@) du(z, €).
RZ'H.

3. Soient ¢ € C§°(R?™) et t > 0. Pour 7 € [0,t] on note :

t
o) = a0 () exp (-2 [ 0+ 9@ (w)) s

Comme I'ensemble des supp q(7) = supp(go ¢'~7) pour 7 € [0,#] est borné dans R?" on peut

dériver ¢(7) sous l'intégrale :

d d
e[

= /Rzﬂ (2(Va + B)a(7) = {p,q(7)}) du
- n}gnoo <Op%m (2(‘/2 + B)a(r) — {p, Q(T)})Uma Um>

i

lim ( {2(V2 + Bm)Opy,, (q(7)) [Hy,,., 005, (a(T)] ) vin, v
i = Jsota)

m—r oo

= Jim_ 2= (0D, (7)) (Hn,, — 2m) — (1

=0.

— Zm)Opy, (Q(T>)) U, Um>

m m

Cela donne bien 1’égalité attendue. On note qu’on n’a pas eu besoin de s’'inquiéter du manque
de décroissance de v,, pour ce calcul car on n’a travaillé qu’avec des symboles & supports
compacts. O

Pour obtenir une contradiction, il faudra montrer que pour une famille (v,,),,.y bien
choisie, la mesure p donnée par la proposition 5.21 est a la fois nulle et non nulle. Méme si la
norme de vy, est fixée dans un certain espace a poids, il n’est pas clair que la mesure p est non
nulle. En effet, il peut tres bien arriver que v,, « parte a I'infini » quand m devient grand.
Dans ce cas, puisqu’on n’applique & v, que des opérateurs pseudo-différentiels de symboles
compacts dans la définition de y, on aura une mesure p qui est nulle sur tout compact, et
donc partout. Il se peut également que ce soient les transformées de Fourier F3,, vy, qui voient
leur masse partir a l'infini pour m grand, ce qui signifierait que v,, oscille & des fréquences
d’ordre plus grand que h,'. On vient de vérifier au point (ii) que ce cas de figure ne se
présentait pas. Il restera tout de méme a le vérifier pour la variable z. Cela signifie que pour
une certaine fonction x € C§°(R™) on doit avoir :

vl ey # 0.

5.2.2 Absence de valeurs propres a distance d’ordre h de 1’axe réel

Avant d’étudier la résolvante pres de ’axe réel, on commence par s’intéresser aux valeurs
propres de Hj, loin de laxe réel (c’est-a-dire de partie imaginaire plus grande que Sh avec
B > 0). Cette question ne se posait pas lorsque Vs était positif, puisque le théoréme qui
suit était alors conséquence directe des propositions 2.2 et 2.3. On rappelle que la condition
d’amortissement qu’on utilise maintenant pour une énergie E > 0 est :

T
Yw € Q({E}), 3T > 0, / Va(@(t, w)) dt > 0. (5.28)
0
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Théoréme 5.22. Soit E > 0 une énergie vérifiant la condition (5.28). Alors pour tout 5 > 0
il existe un voisinage I de E dans RY. et hg > 0 tels que pour h €]0, ho] Uopérateur Hy, n'a
pas de valeur propre dans l’ensemble

Cinp={2€C|Rezel,lmz>hf}.

En outre il existe une constante ¢ > 0 telle que pour h €]0,ho] et z € Crpp on a :

c

| (Hn — Z)_1||£(L2(R")) S W

Remarque 5.23. On rappelle que pour un opérateur non-autoadjoint, I’absence de spectre ne
donne pas automatiquement d’estimation pour la résolvante comme c’est le cas pour un opé-
rateur autoadjoint. Aussi la deuxieéme partie du théoréme est plus quune simple conséquence
de I'absence de valeurs propres.

Comme annoncé, on suppose par I’absurde que le résultat est faux. Dans ce cas on peut
construire une suite (v,),,cy d’éléments de H*(R™), une suite (z),,cny € C et une suite
(hm)meN de réels strictement positifs tels que si on note \,, = Re z,, et B, = h,,} Im z,, on
a:

ho =0, Am =B, BB Nomllpe@n =1 et [(Hu, — z0)vmlizgeny = 0 (hu)-

m— oo

Tout d’abord, d’apres (2.3), on remarque que quitte a retirer un nombre fini de termes on
peut supposer que S, < ||z, +1 pour tout m € N. Quitte & extraire encore une sous-suite,
on peut donc supposer que 3, — 3 > . On considére alors une mesure semi-classique 1
pour la famille (vy,),,cy comme donnée par la proposition 5.21 avec § = 0.

Proposition 5.24. La mesure totale de u est inférieure ou égale a 1.

Démonstration. Soit ¢ € C§°(R?",[0,1]). D’apres le théoréme 3.10 on a :

o . w . 2
L = 1 (0D, @i} < i sup o oo < 1

En prenant ¢ égal & 1 sur Bgz2n(k) pour k € N on obtient que p(Bgzn(k)) < 1. Et comme
R?" est union dénombrable et croissante de telles boules, on a finalement : p(R?") < 1. O

Proposition 5.25. La mesure u est non-nulle.

Démonstration. Comme Vs tend vers 0 a linfini, il existe R > 0 tel que Va(z) > —g pour
tout = € R™ tel que |z| > R. Soit alors x € C§°(R"™, [0, 1]) une fonction égale a 1 sur Br. On
a:

[ 0@+ 8@ o (@) o+ [ (Valo) + 81— X)) o) o (5.29)

n

- / (Va(@) + o) lom (@) do = —hiz T (i, — ), 0 e

—— 0,

m—o0

et d’autre part, par hypothese sur vy, :
Vm €N, / (@) [om (@) da +/ (1 = (@) [om(@)]? dz = 1. (5.30)

L’idée est que si le premier terme de (5.30) tend vers 0, alors c’est aussi le cas pour le premier
terme de (5.29), et donc pour le deuxiéme terme de (5.29). Mais pour |x| et m grands, on
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a Va(z) 4 Bm ~ B > 0, donc le deuxiéme terme de (5.30) tend aussi vers 0, ce qui n’est pas
possible. Plus précisément, on écrit pour tout m € N :

2 0 x@) () de < / (Va(2) + ) (1 — x(@)) [om(@)]? da
Rn n

< 7/71(‘/2(x) + Bm)x() |’Um(1‘)|2 dr+ o (1)

m—r oo

m— o0

< Vall, / X(@) [om(@) 2 dz+ o (1).
Rn
On en déduit que

. B 2 B

= > 2
Jin (1%l +5) [ x@lon(o)f ao > 5,
et donc que

[ @0 = i [ @) @l de 0

m—oo fpn

On montre maintenant que la mesure j est en fait nulle sur R?".
Proposition 5.26. La mesure p est nulle sur Q3 ({E}).

Démonstration. Soit ¢ € C§°(R?",[0,1]) & support dans I'ouvert Q7 (R*). Il existe 7" > 0 tel
que pour w € suppq et s > T on a: Vo(T(—s,w)) + 0 = g On note

T
C = sup exp (2/ (Vo+B)ogp™? ds) .
0

supp q

D’apres (5.27) et le fait que u(R?") < 1, on a pour tout t > T :

t
= o ¢t _ o Hl—5
Oé/Rz"qdu_/Rzn(q (b)exp( Q/O(Vz-i-ﬂ) o) ds) du
¢
g e [ o)
) 0

¢~ t(suppq

t
< sup exp (—2 [a+s) owds)
0

supp q

t
< C sup exp (—2/ (Vo+B)ogp™? ds)

supp q T

< C sup exp(—(t—T)p)
supp ¢

— 0.

t—o00

Cela signifie que l'intégrale de toute fonction & support compact dans 'ouvert Q_ (R%) est
nulle, et donc que p est nulle sur Q7 (R?). O

Proposition 5.27. La mesure p est nulle sur Q, ({E}) et donc sur R*".

Démonstration. La démonstration suit celle de la proposition précédente. On considere ¢ €
C§°(R?™,[0,1]). Comme on sait déja que la mesure y est nulle hors de Q, ({E}) on a pour

tout t >0 :
t
0< [ adu= [ (gosex (—2/ <V2+/3)o<z>t—3ds> du
R27 R27 0
t
< sup exp (—2/ (Vo+B)ogp™? ds) .
Q, ({E})Nsupp q 0
On en déduit que I'intégrale de ¢ est nulle grace a la proposition 3.40. O
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On a ainsi obtenu la contradiction voulue et donc démontré le théoréme 5.22. On se rend
compte que pour la démonstration précédente, 'hypothese (5.28) est plus forte que nécessaire
puisqu’on ne s’est pas servi de ’amortissement dii au fait que Im z,, > h,,,3. Ainsi on vérifie
qu’on a en fait le résultat suivant :

Corollaire 5.28. Soient E > 0 et 8 > 0 tels que
T
Yw € Q({E}),3T > 0, / (Va(T(—s,w)) + B) ds > 0.
0

Alors il existe un voisinage I de E dans RY et hg > 0 tels que pour h €0, ho] l'opérateur
Hy, n’a pas de valeur propre dans Cy 5. En outre il existe une constante c > 0 telle que pour
h €]0,ho] et z € Crpp on a :

c

H(Hh -2 1HL(L2(R")) S n

On a jusqu’a présent étudié la résolvante d’opérateurs dissipatifs sur le demi-plan supé-
rieur. La raison est tres simple : sur le demi-plan supérieur les choses se passent a peu pres
bien, voire pour certains aspects mieux que dans le cas autoadjoint, mais rien de ce qu’on a
fait n’était valable sur le demi-plan inférieur. En autorisant la partie imaginaire & avoir un
signe variable, on a en partie rétabli la symétrie du probleme par rapport a 'axe réel. Ce
n’est pas tout & fait le cas, 'hypothese (5.28) n’est bien slir pas symétrique, mais pour une
énergie non-captive le probléeme ne se pose plus et on obtient le résultat suivant :

Corollaire 5.29. Soient E > 0 une énergie non captive et 8 > 0. Alors il existe un voisinage
I de E dans R et hg > 0 tels que pour h €0, ho] l'opérateur Hy, n’a pas de valeur propre
z telle que Rez € I et Imz| > hB. En outre il existe une constante ¢ > 0 telle que pour

h €]0, hg] on a :

< — -1 E
Rorel I = 2) 7 | ey < 3
[Im z|>hB

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoreme 5.22 a la fois a 'opérateur Hp et a son
adjoint Hp. O

5.2.3 Construction d’une fonction de fuite bornée

On suppose dans ce paragraphe que 6 > % On appelle habituellement fonction de fuite
une application qui croit le long du flot hamiltonien ¢¢. Plus précisément, une fonction de
fuite est une fonction f € C°°(R?",R) telle que pour tout w € p~1(J) (ot J est un certain
intervalle de R*) :

Sod)w)| = {pfiw) > >0
t=0
Une telle fonction a été construite dans [GM88] pour montrer ’estimation de la résolvante par
la méthode de Mourre, et on a repris cette construction pour la démonstration du théoreme
4.36. En effet, une telle minoration donne, via le calcul pseudo-différentiel et 'inégalité de
Garding, une minoration sur le commutateur de H}' avec Op}’(f). Le probleme est qu'une
telle fonction croit nécessairement comme x dans la zone sortante. Or pour le raisonnement
que P'on va faire ici, on aura besoin que 'opérateur Opj (f) soit borné. Th. Jecko a l'idée
dans [Jec04] d’introduire une fonction de fuite en un sens plus faible, & savoir

{p, [}(x,€) = co (@)™,

ce qui s’avere suffisant pour son propos. En outre, puisque 2§ > 1 il est raisonnable qu'une
fonction f vérifiant une telle condition puisse étre bornée. Plutot que d’avoir a utiliser une
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inégalité de Garding dans les espaces a poids, on propose la construction d’une autre fonction
de fuite, pour laquelle on aura

{p, [}, &) = (1= x(@))X(p(=, ) ()™,
ou x € C§°(R™) est & déterminer et ¥ € C5°(R) est égale a 1 au voisinage de E > 0 (I'intérét

de la construction proposée dans [Jec04] est de s’adapter au cas matriciel).

Proposition 5.30. Soit E > 0. Alors il existe f € C{°(R*™,R), x € C§(R™,[0,1]) et
X € C§° (R, [0,1]) égale a 1 au voisinage de E telles que :

Y(z,6) €R™, {p, f}(z,€) = (1 - x(2)X(p(x,£)) (x) >

On note J = } %, 2E[ et on considere o € ]0, % [, de sorte que la condition de la proposition
3.33 est vérifiée. Soient R et R donnés par la proposition 3.33. On note :

ZJ7:|: =Z4 (7@,0, :F(T) ﬂpil(J).

Proposition 5.31. Si R a été choisi assez grand, alors pour o, § € N™ tels que ||+ 6] > 1
il existe une constante cq g telle que pour toust >0 et (x,€) € Z;4 on a

0200 6 (2,)| < ca (1) (5.31)

On sait d’apres le lemme 3.21 que les dérivées du flot ¢ peuvent étre exponentiellement
croissantes par rapport au temps. Le but de cette proposition est de voir que si on ne regarde
que le flot loin de origine, c¢’est-a-dire ou 'influence de 'indice de réfraction V; est faible,
alors on doit retrouver une croissance en O(t) valable pour les trajectoires du flot libre

(x,&) — (x4 2t£,§).

Démonstration. 1. On montre le cas ou (z,&) € Z; 4, sachant que le cas (x,€) € Z; _ est
analogue. On note

A(t,.’];,g) _ (Jxx(t,$,€) ji g:z:g;) c Mzn(R),

Jo&(t, z,§)

sl

et on suppose par ’absurde que

||A(t) ||L°°(ZJ,+,M27L (R))

lim sup = +4o00.

t——4o00 t

Si on note

0 21,
B(t,x,f) = (_ HeSS‘/i(f(t,l‘,f)) 0 > S MQn(R)7

alors en dérivant par rapport & x puis par rapport a £ le systéme (3.12), on obtient
O A(t, x, &) = B(t,z,&) - A(t,x,§)
(c’est ce qui est utilisé pour la démonstration du lemme 3.21), et par suite :
D2A(t,x,€) = 0y B(t,x, &) - A(t,x,&) + B(t,z,6)* - A(t,x,&) = C(t,x,€) - A(t, z, &)

D’aprés la proposition 3.33, il existe ¢o > 0 tel que pour (z,€§) € Z;4 et ¢ > 0 on a
|Z(t, x,€)| > co(|z| +t), donc

IOt 2,1 < 0Bt 2, &)l + || Bt 2,)%|| < c(lz] + )77,
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ol ¢ ne dépend ni de (z,§) € Z54, ni de t > 0. Pour m € N on note :

i = inf {82 1] A2 | oz, a0 ) = 8]

D’apres le lemme 3.21 les dérivées de ¢! sont dans L°°(R?") uniformément pour t restant
dans un compact de R, ce qui implique que t,, — +o0o. Par la formule de Taylor avec reste
intégral a 'ordre 2, on a alors :

HA(tm)||Loo(zj,+,M2n(R)) HA(O)||L°°(ZJ+ My, (R))

- 10 AN oo (2, Mo (R))

e / b — )R+ 8) > JA(S) | 1= (2, . a1 ) D5

¢
mtm_ —2—
<c+c/ (R+s)"2"smds
0

tm

tm
<c+cem (R+s)"1"ds
0

<c+emRP ,
ot ¢ ne dépend ni de m € N ni du choix de R. On peut supposer avoir choisi R assez grand

our que ¢R~" < L. Pour m assez grand, cette quantité est alors inférieure & 2, ce qui est
4 ’ 2
absurde. On a donc démontré le cas |a| + || = 1.

2. On montre maintenant le résultat par récurrence sur |«|+ |3|. On suppose donc le résultat
acquis pour tous « et [ tels que 1 < |a] + |b] < K — 1, ou K > 2, et on considere o, § € N
tels que |a| + || = K. Pour j € [1,n], en appliquant 'opérateur 82‘8? au systeme (3.12) on
obtient

002005 (¢, @, €) = 20007, (1,2, €)

ata(zlagﬁgj (t,z,§) =— Z?:l awj O, V1 (Z(t,2,€)) agagfl(t> 2, 8) + ba,p.;(t, 2, &),
ol by 3,5 est une somme de termes de la forme

|v]

—0,, 0" Vi (@(t, 2, €)) [ | 05+ 07 75, (t.,€)

k=1

avec V| 22,3 ap =a, Y, By = B et pour tout k € [1,|v|] : jr € [1,n] et |ag| +|Bk| = 1. En
particulier pour tout k on a |ag| + |Bk| < |a| + |8|, donc par hypothese de récurrence chaque
terme est estimé par

[v]
0,0 Vi(@(t, 2, ) [ 02 08 a5 (t 2, €)| < elle] + 1) =07 (1) < elfa] +)7*~

k=1

ou ¢ ne dépend ni de ¢ > 0 ni de (z,&) € Z, 4, et donc :
by (1,2, €)] < el + )71

On a aussi

|0tbap,i(t 2, )| < ela| + )77

donc si on note

656?71(15,3:,5) 0
020,77 ( 3, 0
A, 5t = R*™ et D, 5(t _ R2n
7[3( ,:C,E) 8(18551( 6) S e ’5( ,x,f) baﬁ’l(t’x’g) c ,
6§6§§7<t,x,5) Do (t,7,€)
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on a
atAa,ﬂ(t7 x, 5) = B(t7 x, 6) : Aa7ﬁ(t7 x, 6) + Da,ﬂ(t, x, g)
et
OfAap(t, 2, &) = C(t,2,8) - Aag(t,2,8) + B(t,2,€) - Do g(t,x,€) + 04Dy 5(t, 7,£).
On peut alors conclure de fagon analogue & ce qu’on a fait pour le cas |a| 4+ |8] = 1. O

L’estimation en O(t) est satisfaisante pour les dérivées de T puisque cela correspond & ce
qu’on a dans le cas libre. Mais pour & on peut améliorer ce résultat :

Corollaire 5.32. Pour tous «, B € N" il existe une constante co,g = 0 telle que pourt = 0
et (z,§) € Z;4 ona:

8§8?E(:|:t7 €z, E) < Ca,ﬁ-

Démonstration. Soient «, 8 € N™. On a vu dans la démonstration précédente que

00500 (xt,2,6) = F Y 0 00, Vi (B(t, 2,€)) 000 T0(Et, 2,6) + O (t7177),

t
=1 — 400

ol le reste est uniforme en (z,£) € Z; 1. Avec les estimations obtenues sur les dérivées de T
on obtient alors qu’il existe une constante ¢, g telle que pour tous (x,€) € Z;+ et ¢ > 0 on
a:

0,020 (+t, x,{)’ Ccap(t) V7.

Il ne reste plus qu’a intégrer par rapport au temps pour conclure. O

Corollaire 5.33. Pour o, 3 € N" il existe une constante co,g > 0 telle que pour toust > 0
et (z,§) € Z54 on a :

a 0B f(itax7€) §(it7$7§)
T T (et )| [E(£t, @, €)|

Corollaire 5.34. Soit § > % Alors pour a, f € N" il existe une constante cq.g = 0 telle que
pour tous t >0 et (z,€) € Z;4 on a:

X Ca,B-

020¢ (2(,2,€)""| < casllal + )7,

Démonstration. Soit a, f € N™. La dérivée 6;*6? (@(£t,2,€)) "% est une somme de termes
de la forme

K
ok (F(£t, 2, 8)) (@(+t,2,9) > T 00r 0 T (+t, 2,€)
k=1
ou ¢k (x) = <x>25+K {j‘i—KK <m>725 est une fonction bornée, o = Zszl ag et = Zkl,(zl Br. O

On peut maintenant démontrer la proposition 5.30 :

Démonstration. Soit x € C§°(R) a support dans J et égale & 1 au voisinage de E. Soient x4
et x_ dans C*°(R) telle que supp x4+ C|] — 0, +o0], supp x— C] — oo, 0] et x4 + x— = 1 sur
R. Soit x € C§°(R", [0,1]) égale a 1 au voisinage de B;. On note alors

gs: (2.8) = xa (2-€) (1 = X@)X(p(x, ) (),
puis, pour w € R?" :

+oo
J+(w) = i/o g+ (0T (w)) dt.
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Soient (x,€&) € R?™ et V C B,(2]|z|) un voisinage de (z,£) dans R*". Il existe T, > 0 tel que
pour tous w € Zy4 et t > T on a |T(£t,w)| > 2|z|. Cela assure que

Yo e V.Vt =T, gi(opTi(v)) =0.

Les théoremes de régularité sous l'intégrale assurent donc que les fonctions f et f_ sont de
classe C*° au voisinage de w. Et donc sur R?". En outre leurs dérivées selon le flot ¢! sont
données par

+oo
{p. f+} = i/o {p, g+ 0pT'}dt = gs.

On vérifie maintenant que toutes les dérivées de fi sont bornées. Pour o, 8 € N™ il existe
d’apres les résultats précédents une constante c, g telle que pour (z,£) € Z;4 et t >0 on a

0207 (91 © 6*)(@, )| < capllo] + 1),

Soit alors w € R?" tel qu'il existe un temps ¢ > 0 pour lequel ¢T!(w) € Z; 4 (si ce n’est pas
le cas, les dérivées de fi sont nulles en w). On note ¢y le suprémum des tels temps ¢. On a
alors :

to to
020f fi(w)‘ < /0 8§8§gi<¢¥tw)‘ dt = /0 050¢ g+ (6% (7" (w)))| dt

+oo
< C(y,g/ (R +1t)~2 dt.
0

Les fonctions f et f_ sont donc dans C§°(R?™). Il ne reste alors plus qu’a noter f = fi + f_
pour achever la démonstration. O

5.2.4 Estimations de la résolvante pres de I’axe réel dans le cas non-
dissipatif

On montre maintenant une estimation uniforme de la résolvante pres de l'axe réel, ana-
logue a celle du théoreme 4.36, dans le cas ol le coefficient d’absorption n’est pas nécessaire-
ment partout positif. Pour ce paragraphe on aura besoin d’une hypothése un peu plus forte
sur la partie imaginaire V5 :

Théoréme 5.35. On suppose que Vo est dans C*°(R™,R), est positif en dehors d’un compact
et de courte portée. Soient E > 0 vérifiant la condition d’amortissement faible (5.28) et
o> % Alors il existe un voisinage I de E dans RY., hg > 0 et ¢ > 0 tels que pour h €]0, ho)
Uopérateur Hy, n’a pas de valeurs propres dans Cy 1 et pour z € Cy 4 on a :

—5 1 _5 C
€T H;, — 2z T H < -
H< ) Hh—2) 7 {a) L(L2R")  h
On peut considérer des potentiels Wy et W3 tels que Vo = Wy + W3, Ws est positif et vaut
1 au voisinage de (la projection selon la premiere variable de) Q,({E}), et W3 € C§°(R™, R).
On notera alors :
H} = —h?A + Vi(z) — ihWa(z).
L’opérateur H. % a donc un potentiel dont la partie imaginaire est négative et vérifie ’hypothese
(4.40). En particulier la résolvante (H? — z)~! est bien définie pour tout z € C.

Remarque 5.36. D’apres le théoreme 4.14, il existe hg > 0, un voisinage I de E dans R’ et
une constante C' > 0 telle que pour h €]0, ko] et z € Cy 4 on a

| Q

= 2 -1 -0
-9 01 <
|@ =27 @7, L < T
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Supposons alors que pour tout x € R™ on a

Wa(2)| < =~ (). (5.32)

1
2C
Pour z € C; 4 on écrit

(Hp — 2) = (Hf — 2)(1 —ih(HE — 2) "' W3).

Soient h €]0, ho] et z € Cy 4. Si u € H*(R") est tel que Hpu = zu alors par injectivité de
(H? —z) on a u = ih(H? — z)"'Wsu et donc

_5 -5 2 1 -6 26 -4
= 27 i - [ (L B (L
|@ ] g, = 2 @7 =27 @7 L ]| @
1 —
< =
) H(m) u‘ L2(Rn)
ce qui implique que u = 0. Ainsi (Hj, — z) est inversible et
-6 -1 -4
Hi - H
|@ =27 @7 L
-1
< 1 —ih(z)"° (H? — 2)" W5 (z)° Hx_é H2—271x_6H
(o —arww) | e e,
< E
h

L’intérét des théoremes 5.22 et 5.35 est qu’on n’a pas fait d’hypothese sur la taille de la partie
négative W3. En particulier on n’a pas besoin d’une hypothese aussi restrictive que (5.32).

Il suffit de montrer le théoréeme 5.35 pour § € ]%, 1;—’) [ On suppose qu’on peut trouver

une suite (Um),, oy d’éléments de H*(R™), une suite (zp,),,cy d’éléments de C et une suite
(hm) men de réels strictement positifs tels que si on note \,,, = Rez,, et B, = h;l Im z,, on
a:

b =0, Ay = E, 0<Bp =0, |vmllpe-sge =1

et
|(Hp,, — Zm)UmHLM(Rn) = 0 (hm).

m—r o0

On remarque en particulier qu’on demande & chaque fonction v,, d’étre dans H?(R") mais
qu’on ne demande pas de contrdle sur la norme H?(R™) uniforme en m. D’autre part, on
peut supposer que S, — 0 grace au théoreme 5.22. En effet, pour nier le résultat annoncé,
on doit autoriser n’importe quel réel strictement positif pour 5,,, mais si on peut extraire
une sous-suite (B, Jrken telle que By, = > 0, on obtient directement une contradiction en
appliquant le raisonnement du paragraphe 5.2.2.

On va montrer qu'une telle suite ne peut exister. En considérant une éventuelle famille de
vecteurs propres (donc dans H2(R"™)), cela prouvera déja que I'opérateur Hj n’admet pas de
valeur propre de partie réelle dans I et de partie imaginaire positive et proche de 0. Avec le
théoreme 5.22, on en déduit que Hy, n’a en fait pas de valeur propre dans C; . Une fois ceci
acquis, Vopérateur (z)~° (Hy  — zp) " (z)~° sera bien défini comme opérateur de L2(R™)
dans H%(R™) pour tout m € N. Une deuxiéme application du raisonnement montrera alors
I’estimation du théoreme 5.35.

On commence par appliquer la proposition 5.21 avec § comme donné par 1’énoncé du
théoreme. On obtient une mesure semi-classique p pour la famille (vy,),, oy, & support sur
p~t({E}). 1l faut alors montrer que cette mesure est & la fois nulle et non-nulle.

Proposition 5.37. La mesure p est nulle sur Q3 ({E}).
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Démonstration. Soit J C|E/2,2E[ un voisinage de E tel que 'hypotheése (4.40) est vérifiée
pour tout A € J On commence par vérifier que la mesure p est nulle sur une zone entrante
Z_(R,0,—1/2) Np~1(J) pour R assez grand. Soient R; tel que supp W3 C Bg,, d = \/E/3
et 0 = % Soient R donné par le théoreme 5.6 appliqué pour 'opérateur de Schrodinger
dissipatif H?, puis w_ € C§°(R?") a support dans Z_(R,d,—1/2). Quitte & augmenter R,
on peut supposer que c’est un rayon de fuite pour J, de sorte que pour (z,£) € p~1(J) avec
|z| > R on a |¢] > d. Pour tout m € N, Popérateur (Hj, — z,,) est inversible, donc on peut
écrire :

Opj, (W )vm
= Op;fm (w*)(H?zm - Zm)_l(H?z - Zm)vm
= Opy, (w,)(H,% — 2m) "N (Hp,, — Zm)Vm + ihmOp}, (w,)(H,% — Zp) T Wi,

Pour m assez grand (c’est-a-dire tel que z, € C; ), en utilisant les estimations uniformes
et dans la zone entrante pour la résolvante de I'opérateur H ,QLm on obtient :

HOphm vaLz 5(R™) (533)
= H< > Oph H H _Zm _1 x 75” || Hh _Zm)vm”Lz,S(]Rn)
o [[(2)° O} (w_)(Hgm — o) W (@) ol o
— 0.
m— o0

On en déduit que
<Op}fm (W— )V, vm> — 0,

et donc que p est nulle sur Z_(R,d, —1/2). Soit alors ¢ € C§°(R™) a support dans Q (J).
Pour T assez grand, on a ¢~ (suppq) C Z_(R,d, —1/2). D’apres la proposition 5.21, 'inté-
grale de ¢ contre la mesure p est nulle, ce qui prouve que u est nulle sur Q_(J). O

Proposition 5.38. La mesure p est nulle sur Q, ({E}).

Démonstration. Cette proposition se montre de la méme fagon que la proposition 5.27 en
utilisant hypothese (5.28). Il faut tout de méme faire attention au fait que la mesure totale
de p n’est plus nécessairement finie. Soit ¢ € C§°(R?™,[0,1]). On sait que la mesure u est &
support sur ©, ({E£}), donc par la proposition 5.21 on peut écrire :

/ qdﬂz/ Q; ({E})(qo¢ eXp( /Vzofbt gds)du
R2n R2n

Comme ’ensemble

U ¢ “(suppan©;, ({E}))

t>0

est borné, on peut trouver une constante C' > 0 telle que pour tout ¢ > 0 :

t
/ qdu < C sup exp (—2/ Voaog™* ds) .
R2m supp qNQ; ({E}) 0

On conclut alors comme pour les propositions 5.26 et 5.27. O

A ce stade on a donc démontré que la mesure p est nulle, ce qui signifie que pour toute
fonction ¢ € C§°(R?*") on a

<Op}fm (q)vm,vm> — 0. (5.34)

m—o0

Pour obtenir la contradiction attendue, il faut encore montrer qu’elle n’est pas nulle. Pour
cela, on aura besoin du fait que (5.34) est encore valable pour une classe de symboles plus
large que C§°(R*™) :
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Proposition 5.39. Soit a € S( <x)717p), Alors on a :

<Op}fm (a)Vm, Um> — 0.

m—r o0

Démonstration. On note b(x, &) = (z)* a(x, &) € S((z)** ') (on rappelle que 26 < 1+ p).
Soit & > 0. Il existe x € C§°(R™, [0,1]) telle que |b(x, &)| < e pour z, & € R™ tels que x(z) # 1.
On a

Opy,, (a) = ()" Op}y, (b) (2) " + hmOD, (rm)

m

avec 1, € S( (w)fw) uniformément en m, donc :

(Opy, (@)vm, vm)

m

= {Opy (1) &) vy () "0 )+ O ()

m—0oQ

= (xOpi, () (@) v, (@) v ) + (1= X)OP, (0) (2) vns (@) v )+ O (n)-

m—r o0

Le premier terme tend vers 0 du fait que p est nulle et pour le deuxiéme terme, on a d’apres
le théoreme 3.10 :

(1= 20003, () ()™ v, ()™ v )| < (1 = )00, O] gy
< - X)b||L°°(R2") + mgoo(\/E)

<e+ 0 (Vhm).

m—r 00

Ainsi, pour tout € > 0 on obtient

|<Opﬁm (a)vYn7vm>| <e+ o (1),

m—r o0
ce qui permet de conclure. O

On montre maintenant que la mesure p est non nulle. La démonstration repose sur I'exis-
tence d’'une fonction de fuite comme construite au paragraphe 5.2.3.

Proposition 5.40. La mesure pu est non nulle.

Démonstration. 1. Soient y € C§°(R™,[0,1]), x € C°(R,[0,1]) et f € C°(R?",R) donnés
par la proposition 5.30. Pour m € Non a :

1= <<.73>_25 Unu'Um>
= () x(@)vm, vm ) + (OB, ({22 (1= x(@)((1 = X) ©5))vm, v )
+ {0, ({27 (1= X(@))(% ) tms v )

D’apres la proposition 5.21, si le premier terme du membre de droite tend vers 1, alors cela
prouvera que la mesure y est non nulle. D’apres le corollaire 5.3, le deuxieéme terme tend vers
0, il suffit donc de montrer que le dernier terme tend lui aussi vers 0.

2. D’apres (3.9) on a

i[ﬂim, Op ()] = Op. ({p, F}) + h2,0pY. (rs(hum)),

avec r3(h) € Cg°(R?™) uniformément en h €]0,1]. Plus précisément, comme les dérivées
d’ordre 3 de f sont bornées et les dérivées d’ordre 3 de p sont dans S_1_,(R?") (en fait dans
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S_3_,(R?™)), on arz(h) € S((x)""7") uniformément en h €]0,1] et donc :

(O} (% 0 p)(1 = X()) (2) ™ Ym0 ) = (0D, ({0, S} v, )

= L (=, OpE (Nvmsvm) + O (B2).

hm m—00

Comme la fonction v, est dans L?(R™) pour tout m € N fixé on peut encore écrire :

?

([HY, 0D}y, (N)]vm, vm) = . ([HT = X, Oy, (F)vm, vm) -

i
B,
D’apres la proposition 5.39, comme f est dans C;°(R?™) et que V» est de courte portée on a :

(Vavp, vm) —— 0 et <VgOp}f (f)vm,vm> — 0.
m— o0 m m—oo

Enfin, comme v, € H?(R") pour tout m € N on a

B [0m[72mn) = (Va(@) + Bn) Vs vm) + 0 (1)

m—0o0
= —h, Tm ((Hp,,, — 2m)Um,vm) + o (1),
m—00
et on sait par hypothese que cette derniere quantité tend vers 0 quand m tend vers +oo,
donc :

2
ﬂm ||U77L||L2(]Rn) m) 0.

On peut donc écrire :

(0P (X o)1 = x(@)) () Jom, v )

= 2 (= 2 OB, () = O, () (Hi, = 20)) v )+ 0_(1)
— 0,

m—r o0

ce qui conclut la démonstration. O

Dans [Jec04], la fonction de fuite f est également utilisée pour montrer que la mesure
w est nulle a U'infini et par suite, via ’équation de transport satisfaite par p, nulle partout
(Iénergie est non-captive). Ici, on a eu besoin dans la preuve de la proposition 5.40 de savoir
a lavance que la mesure p était nulle. C’est pourquoi on a di passer par les estimations
d’Isozaki-Kitada pour montrer que la mesure y est nulle dans la zone entrante.

Comme dans le paragraphe précédent, on déduit de ce résultat un résultat analogue sur
le demi-plan inférieur dans le cas d’une énergie non-captive.

Corollaire 5.41. On suppose que Va est a support compact. Soient E > 0 une énergie non-
captive et § > % Alors il existe un voisinage I de I dans R, hg > 0 et c > 0 tels que pour
h €]0, ho] Vopérateur Hy, n’admet pas de valeur propre z telle que Rez € I et Imz #£ 0 et on
a:

sup (@)™ (Hy = )7 (@) <

Rezel
Im z#0

¢
.

5.2.5 Principe d’absorption limite

La méthode des mesures semi-classiques qu’on vient de présenter permet d’obtenir les
estimations uniformes de la résolvante dans un cadre non-dissipatif. Par contre elle ne donne
pas le principe d’absorption limite. Pour l'obtenir, on va utiliser les résultats de la section 2.3
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pour chaque h €]0, hg] fixé. Cela ne donnera un résultat aussi précis que celui du théoréme
4.18 mais permettra tout de méme de justifier I'existence de la limite

up = (Hp, — (E +i0)) "1 f, € L>7°(R™)
pour f, € L2(R™).

Théoréme 5.42. On suppose que Vo est dans C°(R™,R), est positif en dehors d’un compact
et de courte portée. Soient E > 0 vérifiant la condition d’amortissement faible (5.28) et 6 > %
Alors pour tous h €]0, ho), f € L>°(R™) et X € I la limite

(= (A +i0)7f = Tim, (Hy = (\+i0) 7

existe dans L>~°(R™) et est solution sortante pour I’équation (Hj, — \)u = f au sens de la
définition 2.27. En outre il existe ¢ > 0 ne dépendant ni de h €]0, hyl, ni de f € L?°(R™), ni
de X € I telle que

H(Hh — ()\ + io))_lfHLQ,fé(Rn) < % Hf”L?v‘S(R”) :

Démonstration. On procede comme pour la proposition 2.40, mis a part que ’estimation
dans L?~9(R™) de la solution en fonction de la norme L?°(R") du terme source est donnée
par le théoreme 5.35 plutdt que la proposition 2.39, sachant que le corollaire 2.36 et la
proposition 2.37 peuvent étre appliqués avec un potentiel de partie imaginaire éventuellement
non négative. L’estimation de taille O(h~1) pour la solution limite est obtenue par passage
a la limite dans ’estimation du théoreme 5.35. O

Enfin on vérifie que les résultats du théoreme 5.6 sont encore valables dans ce cadre non
dissipatif. Pour démontrer ce théoreme on avait écrit la résolvante comme l'intégrale sur les
temps positifs du propagateur, ce qui n’est plus possible ici. On obtient plutot le résultat par
un argument perturbatif analogue a ce qu’on a fait pour le calcul (5.33).

Proposition 5.43. Les résultats du théoréme 5.6 sont encore valables sous les hypothéses
du théoréme 5.42.

Démonstration. On garde les notations Wo, Wy et Hﬁ introduites au paragraphe précédent.
I, Ry, d, dy, o et o1 sont comme donnés par le théoreme 5.6. Quitte & augmenter R;, on peut
supposer que supp W3 C Bg,. Soit alors R donné par le théoreme 5.6. Pour § > %, z2€Cyry,
wi € So(R?™) & support dans Z4 (R, d,0) et w € So(R?™) a support hors de Z, (R, d1,01)
on a dans £(L?(R")) :

()™ Opy, (W) (Hy, — 2) 7 0py, (ws) (2)~°
= ()7 Op,, (W) (H} — 2)7'Opy, (wy) ()~
+ih (z) " Opy (W) (Hp — 2) " Wa(HZ — 2) "' Opy (wy) ()

En utilisant ’estimation uniforme de la résolvante (pour Hp,) et par deux fois le théoréme 5.6
(pour H}) on obtient que cette quantité est de taille O(h>°) dans £(L*(R™)) uniformément en
z € Cy 4. En outre on peut prendre la limite Im z — 0 et obtenir I'estimation pour z € Cr 4.
Enfin, si w est a support compact en x, sachant que c’est aussi le cas pour Ws, on obtient
encore le résultat en remplacant les poids <x>76 pour & > % par (x)ﬁ pour tout 5 € R. O
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Chapitre 6

Mesure semi-classique pour la
solution de I’équation de
Helmholtz avec indice
d’absorption variable

Apres avoir effectué un travail préliminaire abstrait, on s’intéresse a la solution de ’équa-
tion de Helmholtz haute fréquence pour un terme source plus explicite. On a présenté le
probleme et donné les grandes lignes d’un point de la démonstration en introduction. On
donne maintenant les hypotheses de facon plus précise, ainsi qu'une démonstration détaillée.

6.1 Enoncé du résultat
On note comme précédemment Hy, 'opérateur de Schrodinger
Hy, = —h*A + Vi () — ihVa(z).

Le contexte pour ce chapitre est celui de la section 5.2, & savoir que non seulement l’indice
d’absorption V5, est variable mais il peut de plus avoir une partie négative. D’autre part H}'
désigne la partie autoadjointe —h?A + Vi(z), p : (2,€) — €2 + Vi(x) est son symbole et
o' = (Z(t),€(t)) est le flot hamiltonien associé au systeme (3.12).

Pour cette partie on considérera un potentiel régulier dont la partie réelle est de longue
portée et dont la partie imaginaire est de courte portée. Cela signifie qu’il existe p > 0 et des
constantes ¢, pour a € N tels que

Vo eR™, [0°Vi(z)] < ca () P71 et |10Va(2)| < cq (z) PP (6.1)

On utilisera le fait que V5 est de courte portée pour 'estimation uniforme de la résolvante
(théoreme 5.35) et pour I’estimation dans la zone entrante (théoréme 5.6). Pour avoir 1’esti-
mation de la résolvante, on suppose en outre que V5 est positif en dehors d’'un compact de R™.

Comme annoncé, on considére un terme source qui se concentre sur une sous-variété
bornée de R"™ lorsque h tend vers 0. Pour cela on se donne une sous-variété bornée I'y de
dimension d € [0,n — 1] dans R™. On considére également Ry > 0 tel que I'y C Bpg,. Si
d > 1, on munit I'; de la structure riemannienne obtenue par restriction du produit scalaire
de R™ & chaque plan tangent & I'y (vu comme sous-espace de R™). On munit également I'y
de la mesure op canoniquement associée a cette structure riemannienne. Cela signifie que si
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1 : U — V est une carte pour I'y, o1 U est un ouvert de R? et V un ouvert de I'y, alors pour
une fonction f sur V telle que f o est intégrable sur & on pose :

Nl

/Vf(v) dor(v) = /Mf(%b(U)) (det((Ds1)(w), 059 (u))gn ) 1<ij<a) * du.
(voir [GHL90, §3.H]). Si d = 0, alors I'; est un ensemble discret de points. La mesure or
considérée est alors la somme des masses de Dirac en chacun des points de I'y.

On se donne ensuite une fonction A € C§°(T'1) (cela signifie que le support de A est com-
pact pour la topologie induite sur I'1). Puisque 'amplitude A est & support compact dans I'y,
on peut choisir un ouvert I de I'; tel que si on note I'y C I'y le support de A on a 'y C T et
T c I'y (T désigne Padhérence de I' dans R™). Si I'; est une sous-variété compacte de R™, rien
n’empéche d’avoir I'g = I' = I';. Comme la sous-variété I' est relativement compacte pour la
topologie de I'y, sa mesure op(I") est finie. On remarque que si d = 0 alors I" est réduit & un
nombre fini de points.

”}Fl @
X Io=T T I, lo=T=1I4

FIGURE 6.1 — La sous-variété I';, le support I'y et T telle que Ty C T et T C T';.

Soit S € S(R™). Pour tous h €]0, 1] et € R™ on pose :

() = h5 /FA(Z)S (”“" - "‘) dor(2). (6.2)

On voit directement sur cette définition que si « n’appartient pas a I, alors le facteur S (’jz)
devient tres petit quand h tend vers 0 (plus précisément : décroit plus vite que toute puis-
sance de h). Par contre on a devant l'intégrale une puissance négative de h. Ainsi on obtient
une fonction qui se concentre sur I', une sorte « d’approximation de la masse de Dirac sur la
sous-variété I' ». Ceci dit, le facteur R 5 nest pas tout a fait un facteur de normalisation.
Comme on le verra a la proposition 6.2, le facteur h="%* est effectivement un facteur de
normalisation, mais un facteur v/A est ajouté pour que la quantité que 'on va étudier (voir
(6.11)) n’explose pas a la limite b — 0 et puisse fournir une information pertinente (voir la

remarque 6.27).

On rappelle que l'application exponentielle sur le fibré tangent TT; (ou plutét sur un
voisinage de la section nulle de TT') est définie de la fagon suivante : étant donnés z € T'; et
¢ € T.T'y (plan tangent & I'; au point z) assez petit, si t € [—1,1] — c¢(t) désigne 'unique
géodésique de I'y telle que c¢(0) = z et ¢(0) = ¢, alors on note exp,(¢) = c¢(1) € I'1. Voir
[GHL90, §2.86] pour plus de détails. Pour 21, 25 € 'y, la distance dr(z1, 22) est définie comme
étant I'infimum des longueurs de toutes les courbes C! par morceaux sur I'; joignant z; & zo.
Pour tout z € T'y, il existe un voisinage U, dans I'; et g > 0 tels que pour z1 et 2o dans U il
existe une unique géodésique de longueur inférieure a g¢ allant de z; a z9. Et la longueur de
cette géodésique n’est autre que dr(z1, z2) (voir [GHLI0, §2.C.3]).

On se donne maintenant une famille d’énergies E}, € C pour h €]0, hg] avec hg > 0.
On suppose que la partie imaginaire de Ej, est positive pour tout h €]0, ho] et qu’il existe
vp € [1,400] ainsi que Ey, ..., E,, € C tels que Ey € R, et

Vg
En=)Y WEj+ o (h" 6.3
h Z i+, 0, () (6:3)
i=
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(si vg = +o00, cela signifie que c’est valable pour tout N € N). On suppose en outre que
I’énergie Ey vérifie 'hypothese d’amortissement faible

Vw € Q({Eo}), 3T > 0, /T Va(@(t, w)) dt > 0. (6.4)
0

On peut alors considérer deux voisinages ouverts I et J de Ey dans R tels que I'estimation
uniforme du théoreme 5.35 est valable sur Cj; ; et I cC J.Soitd > % Quitte a réduire hg > 0,
il existe donc une constante ¢ > 0 telle que pour h €]0, ho] et z € Cj 4 Popérateur (Hy, — 2)
est inversible et on a

— &
H(Hh - 2) 1||[:(L2v5(R”),L2«—5(R")) < b (6.5)

Sans perte de généralité on peut supposer que J C [Fy/2,2Ep] et, quitte & réduire encore
ho > 0, on peut également supposer que Ej, € C; 4 pour tout h €]0, hg].

On vérifiera & la proposition 6.2 que S, € L?9(R™) pour tout h €]0,1]. Par le principe
d’absorption limite (théoréme 5.42), on peut donc considérer pour tout h €]0, ko] la solution
sortante uj, & I’équation (1.1). On a alors

up = (Hp, — (Ep +i0))71S), € L2 (R"), (6.6)

ott Popérateur (Hj, — (Ej, +1i0)) ™! est effectivement obtenu par le principe d’absorption limite
si Im Ej, = 0 et désigne simplement la résolvante (Hy, — E;)~! si Im Ej;, > 0. D’aprés (6.5)
on a d’autre part :

C
ol o sqany < 5 1Shll s g (6.7)

On rappelle que NT désigne le fibré normal {(z,£) € T x R™ |(LT,T'} de T’ dans R", et
N.T := {£ e R"|{LT.T'} est le plan normal & T' au point z. On montrera au paragraphe
6.2.1 que le terme source S;, est microlocalisé sur NT'. Du fait qu’on lui applique 'opérateur
(Hy — (Ep +10))71, on verra également que seuls les points de I'espace des phases d’énergie
FE auront un role a jouer au premier ordre. On note alors

NeT = {(2:6) € NT| |6 = Bo ~ Vi(2)} C R*™,

et
NEFO = {(Z,f) S NEF|Z S Fo}

On suppose que
Vz € Fl, i (Z) < Ej. (68)

Cela implique en particulier que pour tout z € I la fibre
N. 5T i={¢ € N.T| ¢ = By - Va(2)} C R”

est une sphere de dimension n—d—1 dans N,I". NgI" est alors une sous-variété de dimension
n—1 dans R?". On ne munit pas NgI' de la métrique héritée du produit scalaire usuel sur R?”
mais d’une métrique g que I'on définit maintenant. Soient (2,£) € NgI' et (Z,E) € T(, ¢)Ngl'
(puisque NI peut étre vue comme une sous-variété de R?", le plan tangent T(..e)NEel peut
étre vu comme un sous-espace de T(Z’g)]RQ” ~ R?"). On a alors Z € T,T, et = peut étre
décomposé en E = Er +E) +E; avec ZE € T.I', E) e R§ et = € (T.T' @ RE)L, ces trois
vecteurs étant deux & deux orthogonaux. On remarque que (7,1 @ RE)® est 'espace tangent
a N, gI" au point (z,&) (voir le lemme 6.9). On munit alors NgI' de la métrique g définie par

9(z,6) ((ZlaEl)v (22752)) = <Zla Z2>Rn + <E'1L7E'2L>Rw ) (69)

pour tous (Z',2'),(Z%,2%) € T(, ¢)NgT'. Cela signifie qu’on ne tient pas compte des compo-
santes de = paralleles a £ et & T,I". On montrera a la proposition 6.10 que g ainsi définie est
bien une métrique sur NgI' et on discutera ce choix a la remarque 6.14.
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On munit ensuite NgI' de la mesure o, canoniquement associée a la métrique g. Comme
précédemment, si 1 est une carte d’un ouvert & de R®~! dans un ouvert ¥V de NgI et f une
fonction sur V alors

/ () donpr (v / F (1)) (det (g (Dst6 (), D26 (w)) )1t jn—1)

=

du.

On pourra également voir oy, comme une mesure sur R?" en la prolongeant par 0 en dehors
de NgT', de sorte que pour un symbole ¢ € C§°(R?*") on a :

/ quNEF = / q(zaf) dO'NEF(Z,f).
R27n NgI’

On considére maintenant :
®o = {(2,€) € NgI'| 3t > 0,¢"(2,£) € NpgT'}.
La derniere hypothese dont on a besoin est la suivante :
onyr(Pg) = 0. (6.10)

Cela signifie qu’il n’y a « pas trop » de trajectoires issues de NgI' qui repassent par NgI'.
Dans [Bon09] (section 4), on voit que sans une hypotheése de ce type le théoréme que l'on va
démontrer ne peut étre vrai. On remarque que dans le cas ou I' = {0}, cette hypothese est
plus faible que 'hypothese

2(E07V1(a:))—xVV1( ) co >0

évoquée en introduction. En effet, sous cette hypothese, la fonction ¢ — \E(t,w)|2 est stric-
tement croissante pour tout w € p~!({Ep}), donc une trajectoire qui part de l'origine n’y
revient jamais. Autrement dit : ®; = (). Ce n’est plus le cas si I' peut étre une sous-variété
plus générale. Par exemple, si I est le cercle unité de R? et V; = 0, alors tout rayon qui part
orthogonalement a I vers le centre, repasse par le point diamétralement opposé, avec un vec-
teur vitesse orthogonal & I' (voir figure 6.2). Ainsi, la moitié des conditions initiales de NgT'
sont en fait dans @, si bien que I’hypothese (6.10) n’est pas vérifiée. Cette précision étant
faite, 'hypothese (6.10) semble tout de méme raisonnable car assez généralement satisfaite.

FIGURE 6.2 — Exemple de situation ot ’hypothese (6.10) n’est pas vérifiée

On peut maintenant énoncer le résultat principal de ce chapitre :

Théoréme 6.1. Pour tout h €]0, ho] on considére le terme source Sy, et Uénergie Ey, définis
par (6.2) et (6.3), ainsi que la solution a ’équation de Helmholtz up, donnée par (6.6). On
suppose satisfaites les hypothéses (6.1), (6.4), (6.8) et (6.10).

i) Alors il existe une mesure de Radon positive j sur R2" telle que pour tout ¢ € C°(R?") :
0

(Opy; (@)un, un) — qdp. (6.11)
—0 R2n
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(1) La mesure p est caractérisée par les trois propriétés suivantes :
a. Le support de p est inclus dans p~*({Ep}).
b. Pour o €]0,1[ il existe R > 0 tel que p est nulle dans la zone entrante Z_(R,0,—0).

c. La mesure p vérifie ’équation de Liouville :
n 1 a2
(Hp + 2Im By + 2Va)p = n(2m) " [A(2)[* €] |S(6)] onpr- (6.12)

Cela signifie que pour toute fonction ¢ € C§°(R?™) on a

/ (—H, +2Tm Ey +2Va)q dys = / 42, (=, €) dowyr (=€),
R2n NgI*

ot on a noté

K(z,€) = m(2m) 4 A €71 S| (6.13)

(iii) Ces trois propriétés impliquent que p est donnée par :

+o00 . .
/ qd“:/ / K(2,€)q(9' (=, §))e 2 I =2 Jo @2 & dg v 1 (2, €) dt.
R2n 0 NgIl
(6.14)

On rappelle que H,, désigne le crochet de Poisson avec p et S la transformée de Fourier
usuelle de S.

Le premier point est énoncé comme un résultat d’existence, mais c’est aussi un résultat
d’unicité. En effet, il est important de noter qu’on n’a pas besoin d’extraire une sous-suite
hr — 0 pour avoir convergence. En particulier on ne fera pas usage dans ce chapitre de la
proposition 3.17. On obtiendra la limite de fagon plus explicite, en s’appuyant plutot sur la
proposition 3.49.

On représente sur ce dessin la variation de la
masse de p le long d’une trajectoire du flot ¢t.
Pour une trajectoire d’énergie Eg venant de l’in-
fini, p est nulle tant que la trajectoire n’est pas
passée dans l’espace des phases par un point de
NgTI'. La masse augmente (de fagon discontinue)
a chaque passage par un point de la source et va-
rie par ailleurs selon la valeur de l’indice d’ab-
sorption Va. On retrouve le méme comportement
pour une trajectoire captée, pour laquelle il y a
nécessairement amortissement.

FIGURE 6.3 — Evolution de u le long de trajectoires classiques

Comme expliqué en introduction, 'idée est d’étudier uj en écrivant la résolvante de Hp,
comme l'intégrale sur les temps positifs du propagateur, puis de localiser afin d’étudier sépa-
rément les temps petits, les temps intermédiaires et les temps grands. Pour ¢ > 0 on note :

UE () = e~ R -5,

Puisqu’a cause des trajectoires captées, on ne sait pas estimer la contribution des temps
grands, on localise en fait en temps fini. Etant donnés 79 > 0 (& déterminer au cours de
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la démonstration) et x € C*°(R,[0,1]) égale & 1 au voisinage de | — 00, 0] et égale & 0 sur
[T0, +00[, on pose pour tout T'> 0 : x7 : t —= x(t —T). Pour T > 0 on définit alors :

uf = % / xr(OUE(t)S), dt. (6.15)
0

On se propose de commencer par étudier les mesures semi-classiques pour la famille (u]}) helo,1]
a T fixé. Cela repousse momentanément le probléme des temps grands (et donc des trajec-
toires captées), mais il reste & étudier les temps petits et intermédiaires.

Pour les temps intermédiaires I'idée est, au voisinage de w € R?", de se débarrasser des
temps loin des t; pour lesquels ¢t (w) € NgI' par le théoréme d’Egorov, et d’étudier la
contribution du voisinage de chaque t; en se ramenant a la contribution des temps petits
(mais non nuls) en utilisant les résultats de la section 3.3.3. En utilisant le travail effectué
pour les temps petits, on va montrer que cette contribution est un état lagrangien. On pourra
alors en déduire la contribution correspondante pour la mesure semi-classique (voir la pro-
position 3.49).

L’étude des temps petits (c’est-a-dire de u? ) est plus délicate. Par le théoréme d’Egorov,
les temps petits ne donnent une contribution qu’au voisinage de I'. C’est la que vont intervenir
non seulement la géométrie de I" mais aussi le fait que, contrairement a ce qu’il se passe si I est
un point, la norme de la composante de vitesse des vecteurs de NgI' n’est pas constante mais
dépend de la valeur de V] au point considéré (qui n’est autre que la premiére composante).
L’idée est d’écrire une approximation B.K.W. de l'intégrande, ce qui donne une expression
de la forme

() ~ b / / / X2\ (b(t, 2, €, h) de dor(=) dt, (6.16)

puis d’appliquer le théoreme de la phase stationnaire 3.3 pour tout  dans un voisinage de I'.
Le probléme est de Pappliquer uniformément en x. Ce n’est pas possible, car on verra que u}
explose quand z approche T'. Mais on cherche tout de méme & montrer que la norme L? de ul
sur un voisinage de I" peut étre rendue aussi petite que ’on veut (uniformément en h) pour peu
que l'on choisisse le voisinage assez petit. Dans le cas I' = {0} (voir [Bon09]), J.-F. Bony effec-
tue une décomposition dyadique. Il estime u’(} uniformément en h sur {2*("‘*1) < x| € 2*’”}
et somme les contributions. On procédera de facon analogue, mais dans notre cas on aura plu-
tot intérét a prendre en compte le temps qu’il faut pour aller de I' a = via une trajectoire du
flot classique issue de NgI' plutot que la distance entre = et I'. Ce point de vue sera également
trés pratique pour I’étude des points critiques de la phase v, étape préalable a I'utilisation
du théoreme de la phase stationnaire. Pour tout cela, on étudiera donc I’application

{ 10, 79[xNgI' — R™

(tw) e E(tw) (6.17)

qui s’avere étre un difféomorphisme sur un voisinage épointé de I' dans R™ pour 7y assez
petit, ce qui nous autorise a paramétrer les points au voisinage de I' par une condition ini-
tiale dans NgT' et un temps de parcours (voir la proposition 6.11 pour un énoncé plus précis).

La gestion des temps grands a déja été évoquée en introduction. Les problemes viennent
en grande partie des questions d’uniformité des estimations pour 7' grand et h petit. Ce
point a été contourné en étudiant u!, mais il faut ensuite montrer que pour ¢ € C§°(R?") la
quantité (Op} (¢)uf,u} ) est une bonne approximation de (Op} (q)un,us) pour T grand et

h petit. Plus précisément on va montrer que :

Ve > 0,37 > 0,97 > Ty, limsup [(Opy (q)uy,, uy ) — (Opy (q)un, un)| < e
h—0

On voit qu’on n’a toujours pas d’uniformité pour T grand et h petit (plus T est grand, plus
on doit choisir h petit pour avoir une bonne estimation), mais ce sera tout de méme suffisant
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pour atteindre notre but. Pour cela on a tout de méme besoin d’informations a priori sur
up,. On utilisera alors les résultats de localisation obtenus a la section 5.1.

6.2 Calculs pres de I'

6.2.1 FEtude du terme source

On donne dans ce paragraphe quelques précisions concernant le terme source S; avec
lequel on va travailler dans tout ce chapitre. Afin de pouvoir appliquer les résultats des
chapitres précédents, on commence par vérifier que Sj est bien une fonction de L(R™)

1—n—
2

1 d , ) . .
pour ¢ > 5. On montre en outre que le facteur h que l'on a ajouté en fait une fonction
de taille O(v/h) dans L*9(R"). On s’intéressera ensuite & la microlocalisation de S;, dans
I’espace des phases R2". Cela précisera le fait que le terme source se concentre sur I' et nous
permettra de compléter le résultat de localisation sur p~!({Ep}) obtenu au paragraphe 5.1.1.

Proposition 6.2. Pour tout § € R on a :

||Sh||L2,6(Rn) = hQO (\/E) (6.18)

Démonstration. 1. Il existe une constante C' > 0 telle que pour tous x € R™ et r > 0,
la mesure dans I' de Bgn(z,7) N T est inférieure ou égale & Cr?. En effet, si ce n'est pas
le cas, on peut construire des suites (zm),,cy € (R™)N et (rm),cn € (RN telles que
or(Bgn (T, 7m) NT) > mrd . Comme la mesure totale de I est finie, r,,, tend nécessairement
vers 0 quand m tend vers +oco. Par conséquent, x,, doit étre proche de T', et reste donc dans
un compact de R™. Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que ., converge vers
ZToo € I C T'1. Soit 1 un difféomorphisme d’un voisinage U de 0 dans R™ sur un voisinage
V de 7o dans R™ qui envoie U N (R? x {0}) sur V N T. Quitte & retirer un nombre fini de
termes, on peut supposer que Bgn (T, 7 ) est dans un compact K de V pour tout m. On a :

[

UF(BR” (‘TWU Tm) N F) = /]Rd ]l'tb*l(BKn (o sTm )NT) (U) (det ( <aﬂ/}(u)a ajdj(u» )lgi,jgd> du.

Il existe une constante ¢ > 0 telle que HDZ (w_l)H < ¢ pour tout z € K et

N

(det (906w, 00()) 1 jca)” <

sur 9~ 1(K NTy). Par I'inégalité des accroissements finis (on peut choisir V et K convexes),
ona

wil(B]R" (xma rm) N F) C Brpa (wil(xm); C’I"m),
et donc

or(Bgrn (T, rm) NT) < / cdu < cHdrfn,
BRd(¢71($m)ycrm)

ce qui donne une contradiction.
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2. Soient h €]0,1] et 2 € R™. Deux applications de I'inégalité de Cauchy-Schwarz donnent :

/FA(z)S (x - Z) dor(2)

3 / A(z)S( )dap(z)
meN Y mh<|z—z|<(m+1)h h

2

|Su(z)[* = ht=md

2
_ hl—n—d

< hlfnfd <m>—2 . <m>2 / A(Z)S (.T — Z) da’l—\(z)
mze:N mze:N mh<|z—z|<(m+1)h h
2
<t S () or(Ban (o, (m + DR)) [ s (”” ) do(2)
meN mh<|z—z|<(m+1)h h
z—z\|?
<eht Y <m>2+d/ S( ) dor(z),
meN mh<|z—z|<(m+1)h h
ol ¢ ne dépend ni de h €]0,1] ni de 2 € R™. Soit maintenant 6 > 0. On a alors
z—2\|?
I ]2s sy < Chl*”/ > <m>2+d/ () S( ) dor(2) da
R™ meN mh<|z—z|<(m+1)h h
2
<cht™ Z <m>2+d// <x>25 g (:B z) 2 dov(2)
meN T Jmh<|z—z|<(m+1)h h
meN I Jm<ly|<(m+1)
Sch Z <m>2+d/ W* 1S(y))? dy.
meN m<y|<(m+1)

La derniere étape vient du fait que I' est bornée et de mesure finie. Comme S est a décroissance
rapide, il existe ¢ > 0 telle que pour tout y € R™ on a

1S(y)]” < ey) TR

)

et donc ) pd e
1S 2es gy < b 3 (m)*H fm) = < ch.
meN

Avec (6.7) on obtient alors I'estimation a priori suivante :

Corollaire 6.3. Pour tout 6 > % on a:

—1
sl —oan) =0, (172)

On a déja observé que le terme source S} se concentre sur la sous-variété I'. On précise
maintenant cette remarque en travaillant dans I’espace des phases R?" :

Proposition 6.4. Soit ¢ € C°(R*") a support hors de B,(R1) ou bien a support compact
et disjoint de NT'g. Alors pour tout 6 € R on a

||Oph(Q)Sh||L2,5(Rn) = hgo(hoo).

En particulier Sy, est microlocalisé sur NTg.
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Démonstration. 1. Soit N € N. Pour z € R" on a :

l1—n—d

Onasite) = o [ [ [ ek gtna@s (1) dove)dya

l1—n—d

_ "(QTQ)R/”/F/new—z,ae—m,@q(x,g)A(z)S(v) dv dop (=) dt.

146V,
1+
q € S( &~ (n+1) ), de sorte qu’on n’a pas de probleme de convergence pour l'intégration
en & Comme A est & support compact sur ' et S € S(R™), on n’a pas & s’inquiéter des
intégrations par rapport & z et v. Dans le cas ol ¢ est & support hors de B, (Ry), il suffit de

. o . . , v .
faire des intégrations par parties avec l'opérateur zh% pour prouver la proposition.

Quitte a faire des intégrations par parties avec 'opérateur

on peut supposer que

On suppose donc que ¢ est & support compact. Si x € C§°(R™) est égale & 1 au voisinage de
supp, ¢, alors on a Op}’'(¢) = x(z)Opy’ (¢) +O(h>) dans L(L?(R™)). 1l suffit donc de montrer
que

Opy(¢)Sh = 0 (h™)
dans L>(R"™).

2. Pour z € T'; et £ € R™, on note 54/ la projection orthogonale de £ sur T,I"'y. Comme Ty
compact, il existe € > 0 tel que

V(z,€) € suppgq,Vz €Ty, |z — 2\2 + ’E!’Q

+d—1
—N+n+1-255

Comme il existe ¢y telle que S(v) < ey (v) , on a déja

Opy,(¢)Sh()

lnd

T o L O O A S @ doden ) e+ 0 (V)

€

Xh

ou la taille du reste est uniforme en z. En faisant des intégrations par parties avec ’opérateur
(x—2) - Ve— Iy,
2
o — 2I* + ¢/

on obtient que l'intégrale qui reste est également de taille O(hY) uniformément en x, ce
qui permet de conclure. La formule de changement de quantification assure alors que S}, est
microlocalisé sur NT. O

L = —ih

)

On peut maintenant cumuler les deux propriétés mises en évidence au paragraphe 5.1.1 et
a la proposition 6.4. Puisque la source est microlocalisée sur NT'y et comme seuls les points
d’énergie Ey dans ’espace des phases jouent un role au premier ordre, on peut considérer
que la source se concentre sur NgI'y dans l’espace des phases. C’est I'objet de la proposition
suivante, ot pour v > 0 on note L, =|Ey — v, Ey + [ :

Proposition 6.5. Soit f € C;°(R?™) égale a 1 au voisinage de NgTy. Alors il existe v > 0
tel que pour x € C§°(R) et ¢ € C§°(R*™) a support dans p~1(I,) on a :

i o0

7 [ 0w @UE®OR(1 - St = 0 (h)

0 h—0
Démonstration. Comme NgI'y est compact, il existe v > 0 tel que f = 1 au voisinage de
NTNp~*(I2,). Soient alors q, G € C§°(R*™) a support dans p~'(I,) et tels que ¢ vaut 1 au
voisinage de
U ¢ (suppa).

tEsupp x
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Par le théoréme d’Egorov (et la formule de changement de quantification) on a dans L?(R"™) :

1

i [ x©on @UE @01~ )5 ar
1 [ -
= | x00p @UEO0p@Op (1 - NShde+ 0 ().
Le symbole g(1— f) s’annule (& O(h*) pres) au voisinage de NT'g, donc d’apres la proposition
6.4 on a aussi

[0pL(@)OPL(L = [)Shll2@ny = O (R™),

O
h—0
ce qui prouve la proposition. O

Corollaire 6.6. Soit f € C°(R?*™) égal a 1 au voisinage de NgL'y. Alors pour x € C§°(R)
et g € C(R*™) on a :

i [ XO0B@UE@0p 1~ NSt = 0 (VE)

Démonstration. Soit v > 0 donné par la proposition 6.5. On peut écrire ¢ = g1 + g2 avec ¢;
a support dans p~1(I,) et go & support hors de p~!({Ep}). On applique alors la proposition
6.5 a q; et la proposition 5.4 & gs. O

On termine ce paragraphe en remarquant que comme le terme source est microlocalisé
sur B, (Ry), le théoreme 5.6 assure que la famille (up)pe)o,1] se concentre hors de la zone
entrante :

Corollaire 6.7. Soit o €]0,1[. Alors il existe R > 0 tel que pour tout q € C§°(R?*™) a support
dans Z_(R,0,—0) on a :
(Opy, (Q)un, un) — 0.
h—0

Démonstration. Soit 0 € C§°(R™) égal & 1 au voisinage de Bp, et a support dans Bap,. Soit R
un rayon de fuite pour l'intervalle I. Tout symbole ¢ € C§°(R?") & support dans Z_(R, 0, —0)
peut étre décomposé en ¢ = q; + g2 avec q1,q2 € C$°(R?™) & support respectivement hors
de p~'({Eo}) et dans Z_(R,0,—0) Np~*(I) C Z_(R,\/Eo/3,—0). Soit § > %. D’apres la
proposition 5.1 et sachant que ¢; est a support compact, on a déja

103 (@) unll 2 gny < e |OPE (@)unll 2 seny = O (V).

D’apres la proposition 6.4 on a :

||Op7if(q2)(Hh - (Eh + ZO))il(l - a(x))ShHLZ(Rn)
< HOPZ’(Qz)(Hh — (BEp + io))_lHE(Lz.a(Rn)YLz(Rn)) ||(1 - e(x))ShHLQwé(]Rn)

= 0 (h™).
h—0

Enfin, quitte & prendre R plus grand, on a par le théoréme 5.6 (ou plutdt la proposition
5.43) :

0B (@2)(F — (En +0)~6()S1 | 2 g
< HOpﬁ(CIQ)(Hh - (Eh + Z.O))_le(x)H/;(LZ(]Rn)) HSh||L2(R")
— 0 (h).

h—0

Cela donne finalement :
0Py (@) unllp2@ny = 9, (Vh).
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On se donne maintenant ¢ € C§°(R?*") & support dans Z_(R,0, —o) égal & 1 au voisinage de
supp q. En appliquant le raisonnement précédent a g et ¢ on obtient :

(0P (g)un, un)| < [10ps (@unl[ |0py (Qunll + O (%) ——0

h—0

6.2.2 Trajectoires classiques autour de I

Le but de ce paragraphe est de regarder d’un peu plus pres la géométrie d’un voisinage de
I" dans R™. En particulier, on cherche a paramétrer un tel voisinage par les trajectoires du flot
classique issues de NgI'. Comme on ’a expliqué, cela jouera un role important pour 1’étude
des temps petits et par suite des temps intermédiaires. En outre cela permettra d’effectuer
le changement de variables menant & ’expression (6.14).

Dans le cas ou I' est un point, le changement de variable est au premier ordre un passage
en coordonnées polaires, dont le jacobien est facile a calculer. Dans notre cas cela sera plus
compliqué, d’une part a cause de la courbure de I" et d’autre part a cause des variations
de V; sur I'. Pour obtenir le changement de variables, on adapte le théoréeme du voisinage
tubulaire (qui donne un difféomorphisme entre le fibré normal unitaire et un voisinage de
la sous-variété dans ’espace ambiant) au cas ou les vecteurs sont de normes variables et ou
les demi-droites sont remplacées par les demi-trajectoires pour le flot ¢f. Avec le choix de la
métrique g, cela nous permettra alors de calculer le jacobien de fagon explicite (au premier
ordre pres de T').

On rappelle (voir proposition A.5) que pour (z,£) € NT avec & assez petit, la distance de
z + & 4 T'; n’est autre que |£]. On commence par généraliser ce fait & notre situation :

Proposition 6.8. I existe 7o > 0 et ypr = ym > 0 tels que pour tous t € [0,370] et w € NgT'
on a :
Ymt < d(T(t, w),T1) < vt

Démonstration. On note :

émin = rnel%l EO - Vl(z) >0 et fmax = sup {‘f' ) (l’,f) € p_l({EO})} .

Pour 79 > 0 assez petit et ¢ € [0,37], on a tM < Emin, o M est donné par la remarque 3.20.
Quitte a réduire encore 79, pour tout (z,£) € NgI' on a d’apres la proposition A.5 :

d(f(t 275)71—‘1) = d(Z + 2t£71—‘1) - |E(t7 ng) -z 2t€| =2t |§| - té-min = tgmirr
D’autre part, toujours d’apres la remarque 3.20, on a également :

d(f(ta Z7£)7 Fl) < |i(ta 275) - Zl < 2tfmax-

O
Lemme 6.9. Soit (2,€) € NgI'. Alors on a
R"=T,I' ® RE & T¢(N, gl), (6.19)
ou les trois sous-espaces sont deux a deuz orthogonaut.
Démonstration. Soit = € T¢(N gI'). On consideére une application 7 :] — e,e[— N, gl telle

que 7(0) = £ et 1(0) = E. Pour tout ¢t €] — ¢, ¢[, le vecteur 7(t) est dans le sous-espace N,T'
de R™, donc c’est encore le cas pour la dérivée en 0, soit ZLT.T". D’autre part, en dérivant
en 0 I’égalité
2
()" = Eo — Vi(2)
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on obtient
26-2=0.

Comme RELT,T par hypothese, les trois sous-espaces T,I', R{ et Te N, gI' sont bien deux
a deux orthogonaux. Or ils sont respectivement de dimensions d, 1 et n — d — 1, donc leur
somme est bien égale a R". O

On rappelle que pour (z,&) € NgT' et (Z*,2"),(Z2%,22) € T(, ) Nel' (avec 27 = =+
Ej/ + 2’ la décomposition de Z7 associée a (6.19) pour j € {1,2}) on a posé :
g(z,f) ((Zla El)v (22, 52)) = <Zla Z2>]Rn + <E'1Lv Ei>Rn .
Proposition 6.10. L’application g définit bien une structure riemannienne sur Ngl.
Démonstration. Soient (2,§) € NgI' et (Z,Z) € T, ¢)NpI'. 1l existe une fonction

{]—5,5[ — NgI' Cc R??
t = (2(0),6(1))

telle que (2(0),£(0)) = (z,€) et (2(0),£(0)) = (Z,Z). On a d’une part

d 2 — 0 =9¢ .=
FEOr| =200 =25
et d’autre part :
d 2 - d _ _ .
7 €@l o = (Fo = Vi(z(1)) = VVi(2) - Z.
On a donc : ——
=2, =(.8) > = _YE 2
T T g

ce qui prouve que I'application (Z,Z) +— = est lisse et que Z) = 0 si Z = 0. On considere
ensuite des applications lisses e;, 1 < j < d, d'un voisinage V C I' de z dans 1T telles que
pour tout ¢ € V on a e;({) € T¢I pour tout j € [1,d] et (e1(¢),...,eqa(¢)) est une base
orthonormée de T¢I'. De telles applications peuvent étre obtenues en considérant une carte
U — YV ol U est un ouvert de R? et V un voisinage de z dans I, et en appliquant le
procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt aux vecteurs 9;¢(¢~1(z)) pour j € [1,d].
On s’intéresse a =1, qui est la projection de = sur T,I" et donc donné par :

(1]

d
T = Z(E,ej(z»ej(z).

Jj=1
Pour tout ¢ €] — ¢, €[, la projection de &(t) sur T 4)I" est nulle, soit :
Vi€ [1,d], (£(1),€;(2(t)) =0.

Cela donne
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Ainsi Vapplication (Z,Z) — E est lisse et 27 = 0 si Z = 0. On a finalement démontré que
I'application g est lisse et que pour tout (z,€) € NgI' la forme bilinéaire g, ¢ est bien définie

—_

positive puisque (Z,Z) ne peut étre nul que si (Z,Z) = (0,0) (la positivité est claire par
positivité du produit scalaire sur R"™). O

On vérifie maintenant qu’on peut effectivement paramétrer un voisinage de I'y dans R"
par une condition initiale dans NgI' est un temps de parcours positif :

Proposition 6.11. I existe 79 > 0 tel que 'application

T. ]073TO[XNEF — ImT7 CR"
(t,w) = Z(tw)

est un difféomorphisme de classe C™ tel que T’ UIm T est un voisinage de I'y dans R™.

Pour I CJ0,37[, on note I'(I) = T(I x NgI'), et I({0} UI) = T UT(I). D’autre part,
pour z € I'(]0,379[) = Im 7 on note :

(te, 20, 60) =T (). (6.20)

FIGURE 6.4 — Voisinage tubulaire usuel et voisinage tubulaire suivant le flot ¢?.

Démonstration. Pour 7 > 0 on note
Ny(r) = {(z,n) € NTy | || < 7/Eo — Vl(z)} et N(r) = Ny(7) N NT.

On considere I'application 7 de N;(1) dans R définie par :

- = || n\/Eo—Vi(z) .
T(2,m) = x(x/Eo—vl(z)’Z’ Il ) sin#0,

z sin=0.
D’apres la remarque 3.20, on a

’f(z7n)=2+2n+| |OO(W)
n|—

pour tout z € I';. On commence par vérifier que pour 7y > 0 assez petit, 7 est un difféomor-
phisme de N(37) dans un voisinage « tubulaire » de I'. Pour cela on suit la démonstration
du cas plus classique (z,m) — z 4+ n pour une sous-variété compacte (voir par exemple le
théoréme 2.7.12 de [BG&T7]).

Autour de tout point (z,0) € NT; Papplication T définit un difféomorphisme local. En
effet il suffit de voir que sa différentielle est un isomorphisme de T, o) NT'1 = T(; 0)N1(7)
dans T.R"™ ~ R™ et d’appliquer le théoreme d’inversion locale. Comme ces deux espaces ont
méme dimension, il suffit de montrer que cette différentielle est surjective. Or R™ est somme
directe de T.T'1 et N,I'; et pour X = Xy + X € T, T ® N.I" la différentielle de 7 au point
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(2,0) et dans la direction (X, X1 /2) € T(;,0)NT'1 vaut X. Ainsi pour tout z € T'y, il existe
un voisinage de (z,0) dans Ny(1) de la forme W, = {(z,7) € N1(3e,) |z € U, }, ou U, est un
voisinage de z dans I'y et €, > 0, tel que T:W. — 7~—(Wz) C R™ est un difféomorphisme.
Comme I est compact, on peut trouver zi,...,zy € I'; tels que I' C Ujvzl U,,. Notant
Tp = min {€sz JI1<j<N }, on obtient que T restreint & N(37p) réalise un difféomorphisme
local autour de chacun des points de N (379).

Quitte a réduire 79, T est également injectif sur N(37p). Si ce n’est pas le cas on peut
trouver deux suites (W, )men+ €t (Wi )men+ telles que pour tout m € N* les points w,y,, W, €
N(1/m) sont distincts mais 7 (wy,) = T (). Quitte & extraire une sous-suite, il existe

2,2 € T C Ty tels que wy, — (2,0), W — (£,0) et donc z = T(2,0) = T(%,0) = 2. Ainsi,
pour m assez grand on a Wy, Wy, € W,, ce qui contredit le fait que 7 est injective sur W,.
On obtient finalement que I'application 7 : (¢, 2,£) + T (z,t€) est un difféomorphisme de

10, 379[x NgT" sur son image et T UT(]0,370[) = T(N(37)) est un voisinage de Ty. O

Remarque 6.12. Pour passer d’une application 7 sur |0, 37[x NgI' & une application T sur
N(379), on aurait pu étre tenté de poser

T(z,m) ==(1,2z,m).
Mais contrairement a ce qu’il se passe pour les géodésiques d’une variété ou pour les trajec-
toires classiques pour le flot libre (¢, z,£) — z + 2t£, prendre un petit temps de parcours ou
un petit vecteur vitesse ne revient pas au méme. Avec cette définition on n’aurait donc pas
I’égalité ~

T(t,2,8) = T(z1)

qui nous a permis de conclure.

Proposition 6.13. Soit f une fonction intégrable sur T'([0,37[). Alors on a

310
[ twd=rt [T sz e (14 e 2,9) dover (2.8 dt
T'([0,370]) 0 NgIl

o

sup  [e(t,2,€)| = O (1)
(,6)ENBT t=0

Démonstration. 1. Comme P'application 7 définie a la proposition précédente réalise un dif-
féomorphisme de classe C™ de 0, 37[x NgI' sur un ouvert T'(J0, 37[) de R”, I’application
T :1(]0,370[) —]0,37[x NI peut étre considérée comme une carte pour la sous-variété
10, 379[x NgT'. Vue la définition ! de ONgT, On & alors :

[ @i [ @
1'([0,370[) r(0,370[)

:/ (f o T)(T~ ') |det D, T||det Dy—1(o)T| da
P(0.5700)

3710
:/ / (fOT)(thaf) |det D(t,z,{)T| do—NEF(Zag) dt.
0 NgT

Pour obtenir une expression plus explicite de cette intégrale, on doit donc calculer le jacobien
de T. Soit (t, z, f) E]O, 3T0[><NEF. Pour (Tl, Z1, 51)7 (TQ, Zs, Eg) S T(t,z,&) (]0, 3TQ[XNEF) on
pose

G260 (T1, Z1,E0), (T2, Z2,Z2)) = Th T + g2 6) ((Z1,E1), (Z2, Ea)),

ol g est la métrique définie en (6.9), de sorte que oy, dt est la mesure canoniquement as-
sociée a la métrique g. Pour calculer |det D(t,z,g)'ﬂ7 on cherche des bases orthonormées de

1. On a donné la définition de la mesure on.r en utilisant une matrice de Gram, et on utilise ici le
jacobien. C’est équivalent, dans les deux cas il s’agit du volume du parallélotope engendré par les vecteurs
;T (), 1<j<n
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Tt,2,6)(]0,379[x NpI') (pour la métrique §) et R™ (pour la métrique usuelle) dans lesquelles
la différentielle a une expression simple.

2. Comme {z} x N, gI' est une sous-variété de dimension n — d — 1 dans NgI', on peut
considérer une base orthonormée de la forme ((0, Z;))a+2<;<n pour son plan tangent au point
(z,€). On choisit ensuite une base orthonormée (Z;)a<;<a+1 pour T,I'. On peut alors trouver
E2,...,Za41 € R” tels que (Z;,Z;) € T(. ) NgI' pour tout j € [2,d + 1]. Quitte a ajouter
a(Z2,22),...,(Zgt1,Z4+1) des combinaisons linéaires des vecteurs (0, Z442),...,(0,=2,), on
peut supposer avoir choisi les vecteurs Ea,...,Z441 dans T,I' @ RE. Ces n — 1 vecteurs
forment donc une base orthonormée de T\, ¢)NgI' (pour la métrique g). Avec le vecteur
unitaire canonique pour la composante de temps, on obtient une base orthonormée

B(t,z,&) = ((1’ 0, O)a (07 Z27 EZ)? cee (07 Zd+1v EdJrl)v (Oa 0, Ed+2)7 s (Oa 0, En))
de T(y.,)(]0, 370[x NgT') pour la métrique g. Dans R™ on considere la base orthonormée
BT(t,z,E) = (éa Z27 B Zd+17 Ed+2a SERE) En)

Comme T (t,z,&) = z + 2t& + O(t?), la matrice jacobienne de 7 dans ces deux bases est de
la forme

2w 01 0 2
MatB(t,z,g)*)éT(t,z,E) D..eyT = 0 I;+0(t) 0 + tgo(t ),
0 0 2tL,—q—1

ce qui donne bien
det Dy, 6T | = 2"~ |¢|¢m 4! <1 + 0 (t)) ,
t—0
et conclut la démonstration. O

Remarque 6.14. C’est pour cette proposition que le choix de la métrique g sur NgI' s’avere
judicieux. Tout d’abord il convient de remarquer que n’importe quel choix de structure rie-
mannienne donne une mesure associée absolument continue par rapport a la mesure de Le-
besgue et permet de calculer une intégrale sur I'([0, 37o[). Simplement, on change la mesure
ongr et Uexpression du jacobien en conséquence.

Puisqu’on a défini NgI' comme une sous-variété de I' x R™ (ou encore comme une sous-
variété de R?") on aurait pu munir NgI' de la structure riemannienne héritée du produit
scalaire de R?". Mais dans ce cas les normes des vecteurs (Z;,Z;) pour j € [2,d + 1] dé-
pendent de =;. Comme les Z; n’interviennent que de fagon négligeable dans D, . )T (Z, =),
ils interviendraient donc dans le terme principal pour le calcul du jacobien. Le choix de g
permet donc d’éviter de tenir compte des =; des le départ, ce qui simplifie les calculs et
Vexpression du jacobien (sachant que =; est fonction de Z;, on ne perd d’ailleurs pas d’in-
formation en faisant cela).

On peut alors penser avoir dissimulé la difficulté dans la métrique on,r, mais c’est plutot
la définition de NpI' comme sous-variété de R?" qui n’est pas tout a fait naturelle. On y
voit £ comme un vecteur de R™ alors que la seule information dont on a besoin est une
direction dans N,I', ce qui nous oblige ensuite a « faire le tri ». On gardera tout de méme
cette définition, car elle sera plus pratique pour les calculs qui vont suivre.

L’injectivité pour la premiére composante de (¢, 2, &) — ¢'(2, &) sur |0, 379[x NgI" implique
I’injectivité du flot total. Le fait qu’une trajectoire classique ne puisse passer par NgI' pour
des temps trop proches sera important pour notre étude.

Corollaire 6.15. Soient (t1,w;) # (t2,wz) € R x NgT tels que ¢ (w1) = ¢'2(ws). Alors on
a|ta —t1| = 319 0t 79 > 0 est donné par la proposition 6.11.
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Démonstration. Par symétrie on peut supposer que ta > t1. On a alors ¢2 7% (wy) = wy €
NgT, et en particulier T(ty — t1, w2) € I'. D’apres le théoréme précédent on a ¢t — t; = 0 ou
bien ty —t; = 371p. Mais si to = t; = ¢, alors wy = ¢~ (P (w1)) = ¢~ (™2 (w2)) = wa, ce qui
contredit I’hypothese. O

On considere
Moo = {9'(2,6),t > 0,(2,€) € NpTp} C R?".

Pour w € A, on note
((tw,k7zw,k7£w,k))1<k<[(uj = {(t,Z,f) € Rj— X NEFO | ¢t(z7£) = w} y

ou la suite (tw.r)1<k<i, €st strictement croissante et K,, € NU {oo}. D’apres le corollaire
6.15, ensemble des temps de passage en w est dénombrable, donc la définition a bien un sens
a condition d’autoriser K,, = co. Dans ce cas la convention est : [1,00] = N*. Si w ¢ A,
alors on note K, = 0. D’autre part, siw € NgI'y, on pose également ¢,, o = 0. Pour distinguer
les cas ou w appartient ou non a NgI'y on utilisera la notation suivante :

siw ¢ NgTy,

. (6.21)
siw € NgTy.

fw,l - 51[),2 = ..

Zw,l = Rw,2 = .-

FIGURE 6.5 — Les conditions initiales (zy k,&w,k) € Ngl'y qui atteignent w en temps &,
positif.

Enfin, pour k € [1, K,,] on pose
Awe = {0°(2,), |t — twk| < 70, (2,€) € NgI' N Bgan ((2, &), 70) } (6.22)
et siw e Ngly :
Apo = {qﬁt(z,f), [t| < 70,(2,&) € NgI'N BRzn(w,To)}

Tous ces ensembles sont des sous-variétés de dimension n dans R?". On les munit de la
structure obtenue par restriction du produit scalaire de R?™ et de la mesure oa  , associée.

w, k

Proposition 6.16. (i) Soient w € Ao U Ngl'y et j, k € [0, Kuw]. La sous-variété A, j N
Ay i est de mesure nulle dans Ay, ; si et seulement si elle Uest dans Ay, j.

(ii) L’hypotheése (6.10) est équivalente d :

Yw € R*™ V) # k € [0, Ku], Ajw N A est de mesure nulle dans Ay, ;. (6.23)

Démonstration. (i) On note T; = TyAy j et Ty, = TyyAy . Ce sont deux sous-espaces de
dimension n dans R?". Soit S un supplémentaire commun 2 ces deux sous-espaces dans R™.
On note II la projection de R*" sur T} parallelement a S, II; la restriction de IT & A, ;
et Il la restriction de II & A, (voir figure 6.7). La différentielle de II; en w n’est autre
que 'application identité sur T; identifié & son espace tangent en (w,0). Ainsi II; est un
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(Zw,Qagw,Q)

FIGURE 6.6 — Les ensembles A, .

difféomorphisme local d'un voisinage V de w dans A, ; dans un voisinage de w dans Tj. Pour
toute fonction f intégrable sur V on peut alors écrire :

/ J(@)don, (z) = / F(IT; L) |det DI dorr, (y),
v T

olt o7, est la mesure de Lebesgue sur T;. En particulier avec f = 14, A, , (si V ne couvre
pas 1a, ;nA, ., alors il suffit de faire le méme raisonnement sur un nombre fini d’ouverts)
on obtient que Ay ; N Ay i est de mesure nulle dans A, ; si et seulement si sa projection
IT; (A, ;N Ay k) est de mesure nulle dans 7. On fait le méme raisonnement sur A,, ; (toujours
en projetant sur 7). En effet la différentielle de II; est la projection de Ty sur T parallele-
ment & S, qui est un isomorphisme du fait que S est supplémentaire a Tj. Ainsi on obtient
que la sous-variété A, ; N Ay, est de mesure nulle dans A, 1, si et seulement si sa projection
II(Ay ;N Ay k) est de mesure nulle dans T, et donc si et seulement si elle est de mesure nulle
dans A, ;.

FIGURE 6.7 — Un supplémentaire S et les projections II; et 1I; associées.

(ii) On suppose que I'hypothese (6.10) est vérifie. Soient w € R?*™ et j # k € [du, Ku]-
D’apres (i) on peut, par symétrie, supposer que t,, j < ty . Onaalors ty, y—t., ; = 379. Quitte
4 réduire 79 on peut supposer qu'il existe une carte ¢ de & C R”~! dans un voisinage V de
(2k, &) dans NgT tel que Brea ((2k, &k), 70) NN C V. On note ¢ 'application qui & (¢, w) €
Jtw.k — Tos tw,k + To[ XV associe ¢'(w) et ¢ Iapplication qui & (t,u) €]ty k — 7o, tw,k + To[ XU
associe ¢f(¢(u)). L’application ¢ est alors une carte pour la sous-variété A, j et on a par le
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théoreme de Fubini :

/ ]lAw,ijw‘k( )do'Awk( )
A ke

tw,k+T0
/ / T, ;A (C(s,u)) [det Dig u)C| duds
t

w,k—T0

tw,k+70
/ / La, o (68 ($(u))) |det Dy puyy @] [det Dytf| duds
tw u

,k—T0

tw,k+T70
/ / Lo oy o (6°(0)) |det Do | donpr(v) ds
t kT T0 V

tw,k+T0
< C/ ONgT ({’U eV ‘ dr € [tw,j — To,tu,J +To],¢577 S NEF}) ds
t

w,k—T0
D’aprés 'hypothese (6.10) on a donc :

tw,k+To0

0< / ]lAw,jﬂAw,k( )do—/\w k( ) < C/ 0ds <0
Ak t

w,k—T0

Inversement, on suppose que I'hypotheése (6.10) n’est pas vérifiée. L’ensemble @ est union
dénombrable d’ensembles de la forme

Awgwr,m = {w € Bren(w1,70) N NgT' |3t € Iy, ¢'(w) € Bran(wo, ) N NpI'},

avec wo,w; € NgI'y m € N et I,, :=]m7y/2, (m + 1)719/2]. 1l existe donc wg, w; € NgI et
m € N tels que
UNEF(Awo,wl,m) > 0.

Sans perte de généralité, on peut méme supposer que @' (w;) = wp pour un certain t; €
Ip,. Soit w € Aygy,w,,m- Comme en particulier w est dans Bgzn (w1, 7o) N NgI', pour tout
s € [t1 — 70,11 + 0] on a ¢*(w) € A; (définie comme en (6.22) avec w = wp, (2, &k) = w1
et tyr = t1). En outre, il existe t € I,, tel que ¢'(w) € Bgzn(wo,m9) N NgI'. Pour tout
s € [t —T0,t + 70] on a ¢*(w) = ¢* (Pt (w)) € Ay := Au,0. En particulier pour tout
s € [tl — 2t + %"] on a ¢*(w) € Ag N Ay, et donc :

t+ 2 2
/ ]leﬁA1( dO’A1 / / |det D(S,w)¢| dsdoNEp(w)
Ay t

Auwg,wy,m -2

2 coTo0 NI (Awg,wi,m) > 0,

ce qui contredit (6.23). O

6.2.3 Méthode B.K.W.

Etant donné un symbole f € C§°(R?"), le but de ce paragraphe est d’approcher, pour
h €]0,1] et t > 0 petit, la fonction (z,£) — (e’%(Hh’Eh)f(~,§)) (z) par une fonction de

la forme (z,€) — a(t,z, &, h)en?t28) on a et ¢ sont & déterminer. On utilise pour cela la
méthode B.K.W. évoquée au paragraphe 3.1.1. On considere la solution ¢ a I’équation de
Hamilton-Jacobi donnée par la proposition 3.23 pour le symbole pg : (x,€) — &2+ Vi (x) — Ey.
On choisit ensuite 79 > 0 assez petit pour que ¢ soit définie sur | — 37y, 37[ et pour que les
résultats de la proposition 6.11 soient bien vérifiés.

La démonstration que ’on présente ici est standard. On la donne néanmoins en détail
pour voir comment interviennent la partie imaginaire du potentiel et '’hypothese (6.3). Dans
le cas ol vg est petit, on aura également besoin de garder une expression assez précise pour
le reste.
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Proposition 6.17. Soit f € C§°(R?*™). On suppose que vg est fini. Alors il existe des
fonctions a; € C§°([—270,270] x R?*™) pour j € [0,vg — 1] telles que si on note a(h) =
Z;’ial hia; alors pour tous t € [—271¢,270] et (z,£) € R*™ on a

e B (£(,€)eF ) (2) = alt, @, &, W)e T2 + RYETe() Ry (1, €, B),

avec e(h) —— 0 et
h—0

t . .
Ry (t.2,6.h) = / e HUIED (1, (1~ 5, €, )eF #7209 ) (2) ds
0

ot 1, (h) € C§([—270,270] X R?™) uniformément en h €]0,1] (les supports sont contenus
dans un méme compact et les dérivées sont estimées uniformément en h). Si vy = oo, alors
le résultat est valable en remplacant vy par n’importe quel N € N.

Démonstration. 1. Soient N € [1,vg] fini et a(h) € C§°([—270,270] x R?") de la forme
a(t,z, €, h) Z ha;(t, x,€)

avec a; € C§°([—279, 270] xR?™) pour tout j € [0, N—1], ap(0,z,&) = f(z,€) et a;(0,2,£) =0
pour j € [1, N — 1]. Pour h €]0,1], t € [~270,270] et (z,£) E R on a :

alt,z,€, Wet#29) _ =H =B (£ )eE00) (@)
/ — =) (Hy —Ey) (a(s, ,’g,h)e,%go(s,.,g)) () ds.

On a calculé (voir proposition 3.56) :

%(Hh — Ep) (ae%‘P)

= <—ihAma +2Vz.a-Vep+algp+ %a |V$<p|2 + %aVl +aVy — ;LaEh) ey,

On a donc

L =B (ofs, Bt

ds
— o YF2 (Hu—E) <;(Hh _ Eh)(a(s,h)e%“”(s)) + da(s, h) en?®) 4 26‘(g<p(s)a(s,h)ei“’(s))
i(t—s) N ;
—e 7 (Hh—En) Z h'A;(s,h) — ihNﬁlg(h)a(s, h) e%‘p(s),
j=—1

avec &(h) = h= (Eh - Zévzo hjEj) P 0et:

Aa(sh) = i (0up(s) + Va (o) + Vi = Eo) als, ),
Ap(s) = 0sa0(s) +2Vzao(s) - Va(s) + ao(s)Azp(s) + ao(s)Va — iao(s)En,
Aj(s) = 6.aj(s) +2V,a;(s) - Vap(s) + aj(s)Agp(s) + aj(s)Va

*Zzak ]+1 k — ZAmaj—l(S)a Jje [[LN - 1]]7

AN = —zAmaN,l( )
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La fonction de phase ¢ a été construite pour que A_; soit nul (voir (3.13)). Il reste a construire
I'amplitude a(h) pour que les A;, j € [0, N — 1], le soient également.

2. Pour s,t € [279,270] et (z,&) € R?™ on pose
b(tw%'vg) = _iEl + va(l') + Az‘P(ta%f)

puis :

t
ao(t, . &) = f(Y(t, z,£),§) exp (—/ b(r, &(7,t,2,£),§) dT) : (6.24)
0
On définit ensuite par récurrence, pour j € [1, N — 1],
j—1
dj (t, x, f) = Z‘Azajfl(t, x, f) + Z EjJrlfkak(t» z, 5)
k=0

puis :

t t
aj(tv Z, 5) =1 / dj (87 .’%(87 t,x, 5)7 5) exXp (_ / b(Ta ‘%(7_7 t,z, g)a 5) dT) ds.
0 s
D’apres la proposition 3.57, on obtient que ag est solution de ’équation de transport
(at + QVwSO : va; + Awﬁo + ‘/2 - iEl) ao(t,l‘,f) =0

avec la condition initiale ag(0,x,&) = f(z,£). Pour j > 1 on applique ensuite la proposition
3.57 avec @ = a;. Cela prouve que a; est solution de I’équation de transport

j—1
(at + 2VI<,0 . VQ; + AIQO + ‘/2 — iE1>aj(t, xZ, f) = iAmaj,l(t, $7§) +1 Z Ej+1,kak(t, x,ﬁ),
k=0

avec la condition initiale a;(0,z,§) = 0. Il ne reste plus qu’a considérer
e(h)ry, (s, h) =ié(h)a(s, h) + ihAzan—_1(s)

pour conclure. Dans le cas ou vg = +00 on pourrait utiliser le théoreme de Borel 3.4 pour
construire un symbole a(h) tel que reste est en fait de taille O(h*°). O

Remarque 6.18. On observe que supp; a(h) C supp; f (et suppg 1., (h) C supp; f) pour tout
h €]0,1].

Remarque 6.19. On a vu au corollaire 3.60 que le propagateur Uy, (t) est & O(h) pres un opé-
rateur intégral de Fourier. Un calcul analogue a celui de la proposition 3.59 ot Ej, intervient
comme ici montre que le résultat est encore valable pour U (t) a o(h*#~1) pres.

6.2.4 Etude des points critiques de la fonction de phase
Pour t € [0,37[, ,§ € R™ et z € T on pose
w(t7x7za€) = @(t,x,f) - <Z7£> (625)

En vue d’utiliser la méthode de la phase stationnaire pour une intégrale de phase ¥ (et pour
des temps petits), on s’intéresse dans ce paragraphe aux points critiques de 9 en t, z et ¢ tels
que t €]0, 379], c’est-a-dire les solutions a x fixé de :

op(t,x,2,§) =0 Op(t,z,€) =0

Vey(t, @, 2,§) =0 — Vep(t,z,8) = 2 (6.26)
V.t x,2,€) =0 £eN.T

t €]0,379[ t €]0,37][.
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Proposition 6.20. Soit 2 € 1'(]0,37]). Alors le systéme (6.26) admet une unique solution,
qui n’est autre que le triplet (ty, 2z, ;) introduit en (6.20).

Démonstration. On suppose que (¢, z, z, ) est un point critique de ) par rapport aux variables
t, z et £ tel que ¢ €]0,37p[. On sait déja que £ € N,T'. D’apres (3.16) on a

(%Vz@(tal”f)) = qbt(Vg(p(t,x,f),ﬁ) = ¢t<z,€)’

et en particulier z = Z(t, z,£). Comme ¢ est solution de (3.13) pour le symbole p — Ey, on a
également,

p(Z,f) = p(x,ngo(t,x,ﬁ)) =Ey— 8t<p(tvx’§) = Ey,

ce qui prouve que [€]* = Ey — Vi(z) et donc (z,€) € NgT'. La solution éventuelle est donc
nécessairement donnée par (t,., z;, £, ). Pour montrer que ce triplet est effectivement solution,
il suffit de remonter le raisonnement. En effet, on sait déja que V. 9¥(t,,x,2.,&:) = 0. Et
comme

(.’IJ, Vﬂ?(p(tmﬂ ‘rvém)) = qstz (Vﬁgp(tlv x, gm)7§x)
on a

Vf@(tw7x7€w) = y(tw7x>€w) = Zg,

ce qui prouve que Veth(ty, T, 25, &) = 0. Enfin pour la dérivée par rapport & ¢ il suffit d’écrire :

EO = p(zamf-L) = p(xavlgp(txax7€1)) = EO - at@(tab7x7£l)

O

Le fait de connaitre les points critiques de v va nous permettre d’appliquer au paragraphe
suivant le théoreme de la phase stationnaire pour une intégrale de phase . Il faut tout de
meéme vérifier que les points critiques que 'on vient de mettre en évidence ne sont pas dégé-
nérés.

On consideére yr €]0, 1] assez petit pour que I’application ¢ — exp, (yr() soit pour tout

z € T' un difféomorphisme bien défini de Br.r := {¢ € T.T'| || < 1} sur un voisinage de z
dans T'1, avec dr(z,exp,(yr¢)) = v |¢| pour tout ¢ € Br.r. Pour z € T et € R™ on pose :

Y2t (8,C,€) = P(t, 2, exp. (), £)- (6.27)

Cette quantité est bien définie pour ¢ €]0,37[, ¢ € v Br.r et & € R™. Pour z € I'(]0, 37[)
on note également :

’(/J(.%‘) = '@[J(tmxazxugz) = @(tmx,fm) - <Za:7€:v> . (6.28)

Proposition 6.21. Soit = € T'(]0,37[). On a :

det Hess 9., (t2, 0, &,)

=on-dtln—d=lie 24 o (1n79).
t,—0

Démonstration. Pour effectuer le calcul, on décompose Rf en T, I' @ N, I'. Soit r donnée
par la proposition 3.26. On a

&x,zz (tv Cag) = <IL‘ — €XDy, (<)7£> - tp(xag) + t27'(t, x,f)
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et donc :

det Hess ’(/’;z’zz (t2,0,&2)

2r(te, z,8) +O(ts) 0 o(t3) —2"¢, +0(t2)
_ get 0 A —1y 0
B o(t3) —Ig =2t 14+O0(t2) o(t3)
—2¢, + O(t2) 0 O(t2) —2t, I,_q+O(t2)
2ty 2, &) + 2L 0 0 0
0 ) 0 —I;—2t,A 0
= |det d z 1+ te
¢ 0 1 -2, 1y 0 < KX ))
—251 0 0 _Qtz Infd

=gt ig Py o (1Y)
te—0

ou, pour 1 < 14,7 <d,
Aij = — 8¢, (exp., (C). &) o

n’intervient que dans le reste. O

Ce calcul prouve que les points critiques de la proposition 6.20 ne sont pas dégénérés,
du moins pour z assez proche de I'. Quitte a prendre 7y > 0 plus petit, on pourra supposer
que c’est le cas pour tout = € 1:‘(]07 371p[). On s’apergoit par contre que le déterminant de la
hessienne devient petit quand x s’approche de I'. Vue la formule rappelée au théoreme 3.3,
on s’attend a ce que le résultat obtenu en appliquant le théoreme de la phase stationnaire
pour une intégrale de phase 1 ne soit pas uniforme par rapport a x pour x proche de T'.
Pour étudier ce phénomene, on effectuera un changement de variable pour remplacer ¢ par
la fonction ® que l'on introduit maintenant.

Pour y € T'(]0,37[) et § €]0,1], on introduit la fonction ®,, 5 définie pour  €]0, 35~ 7],
Ce 6*1’ypBszp et £ € R" par :

q)y,é(gv Ca g) = %w%(éty,zy,fy),zy (697 6C7 f) = 1 (@(6975(6tya 2y, fy)v 6) - <expzy (5<)a €>> .

5
(6.29)

Proposition 6.22. Pour y € T([r,27)]) et & €]0,1] Uapplication ®,; admet un unique
point critique, donné par (t,,0,&,). En outre, si 7o > 0 est assez petit, alors la hessienne
Hessg,c.e Dy 5(ty,0,&,) est inversible et son déterminant reste dans un compact de R\ {0}
lorsque y et & varient dans T'([ro,270]) et |0, 1] respectivement.

Démonstration. Soient y € T'([ro,270]) et 6 €]0,1]. Pour 6 € 10,367 1n0[, C € 5*1fypBszp et
Ee€R”on a

Voce®ys(0,(,8) =0 vt,z,ﬂ/}(fmaf(&y? 2y, &y), €XpP,, (60), f) =0.
Ainsi, I'application @, s admet un unique point critique, donné par
(57 5ty 2,008 (€502 ) (5t 12 60> 51y 206 ) = (10,60
Cela prouve déja le premier point. Pour le deuxieme on constate qu’on a
|det Hessp ¢ ¢ ®,.5(ty,0,&,)| = 6' 747 |det Hess '(/;j(éty’zy’gy)’zy (0ty,0,&)

_ 2n—d—1tn—d—1 2 tn—d
e R+ 0, (157,

ol me reste est uniforme en § €]0,1]. Cela permet de conclure, pour peu qu’on ait choisi
7o > 0 assez petit. O
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6.2.5 Controle des temps petits

On dispose maintenant de tout ce dont on a besoin pour commencer 1’étude de la contri-
bution des temps petits proprement dite.

Pour d2 > d; > 0 on note C(dy,d2) = {€ € R"|dy < |§| < d2}. On peut considérer un
voisinage G de NgT'y tel que G C R™ x C(dy,d3) avec do > dy > 0, et tel que Z(t,w) €
([0, 270[) pour tous t € [0,70] et w € G. On choisit une fonction x € C°>°(R) & support dans
] — 00, 7| et égale a 1 au voisinage de | — o0, 0]. Pour f € C§°(R?*") & support dans G, on
pose : o

By(h) = %/ x(t)e= " H=EQp, (£)S), dt. (6.30)
0

D’apres le théoreme d’Egorov 3.43 on a déja :

Lot Bo(h)| = 0 (1™). 6.31
[tems oz Bo®)| . ., = ,0,0) (6.31)
Proposition 6.23. Si 79 > 0 a été choisi assez petit, alors pour f € C$*(R?*™) & support

dans G, By(h) définie par (6.30) et € > 0 on peut trouver T €]0,70] et ho > 0 tels que :

<L e.

Vh €]0, hol, H]lr( 0.m))Bo (h)‘ L2(Rn)

Comme on ’a dit en introduction on va construire explicitement la mesure semi-classique
du théoreme 6.1, sauf au voisinage de I'. Le but de cette proposition est de pouvoir au moins
controler cette partie. En utilisant le développement décrit au paragraphe 6.2.3, on va écrire
By(x, h) sous la forme

Bo(a, h) ~ ///e (29 (1,2, €, 2, ) dE do (=) dt

On voit qu’a x fixé, si on applique le théoreme de la phase stationnaire autour du point
critique de v, on obtient une majoration du type Bo(x,h) = O (1). Le probleme est que
h—0

cette estimation n’est pas uniforme en z lorsque x approche I'. En effet, le théoreme de la

phase non-stationnaire fait intervenir le déterminant de la hessienne de ¢ & la puissance —3,
+d—n
soit un facteur d’ordre tm » 2 (voir la proposition 6.21, on note qu'il n’y a pas de probléme

sid=n—1). L’idée est de montrer que la norme L? sur I'(]27™,2~("+1D]) est de l'ordre de
2= 7% | de sorte que la somme de ces contributions est sommable. Loin des points critiques, on
effectue des intégrations par parties. Mais « loin » signifie & une distance d’ordre 27". Le
petit parametre sera donc h2™, ce qui implique qu’a h fixé, on doit s’arréter a 2= d’ordre
h. Mais sur I'([0, h]) (en fait T'([0, ”!~#]) pour un certain y > 0), on va pouvoir se contenter
d’une estimation plus naive.

Démonstration. On suppose que vg est fini (si vg = 0o, on peut remplacer vg par n’importe
b

quel entier). On s’autorisera & ne pas indiquer de fagon systématique la dépendance en h des

fonctions considérées.

1. On rappelle que Fj, désigne la transformée de Fourier semi-classique. On a

FiSi(€) = h*H / / ' S<xhz> delz) de
F n

h*/ A [ e e 095 (y) dy dor()
Rn
hoES / Alz)e” 558 dop(z),
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et donc

(&) d€ dor(2),

I
>
M
3
S—
T L
[
| 7
= o
N
o
S~—"
~
oum)
8
&
a8

puis

1+n+d

Bo(h) = 277 / / [ X0 ke # 0B (0H09 () $(6) de dor(z) dr

Soient ¢ la solution de ’équation de Hamilton-Jacobi (3.13) et a 'amplitude donnée par la
méthode B.K.W. (voir paragraphe 6.2.3). On note

T = [ [ [ xigehtm O Dag, a6 WAR)S(E) dtdov(z)dt.
0 F n
Pour alléger 1’écriture on pose

K(t,@,2,& h) = x(t)alt, z, & h)A(2)S(€),

et on rappelle qu'on a noté ¥(t,z,z,£) = p(t,z,&) — (2,£). D’apres la remarque 6.18, le
support par rapport a la variable £ de k est inclus dans C(dy, d2).

2. On se donne N € N. Pour estimer J, on note pour tout ¢ €0, 1] :

Js(w) = ]lf(]sTo,gaTo])(fc)/ / / enVB228) 1t 4 2 € h) dE dop () dt
o Jr/ee

On considere :
Y (@) = D15, 2im) / //{m ) eH T ot w2 € B dE dop(z) dt
1

(on rappelle que Eé/ est la projection orthogonale de ¢ sur T,.T"). Comme V., 4 (t, z, z,&) = é/
N intégrations par parties par rapport & z (localement, via des cartes) montrent que

/ "
‘Ja (x)‘ < €L (1570,26m]) (7) <5> ;

et donc, puisque T'(J070, 2070]) est de taille O(6"%) (voir la proposition 6.13) :

<chN

|7l
L2(Rr)

(6.32)

3. On commence par s’intéresser aux temps ou la quantité Vei(t, z,2,€) (= z — (2 + 2t§))
est grande quels que soient = € f(]éro, 2019]), z € T et £ € C(dy,dz2) « presque orthogonal »
a T,T, le but étant de pouvoir faire des intégrations par parties par rapport a £&. On rappelle
que d’apres la proposition 3.26 on a

Ve(t, z,2,8) =z — (2 + 2t€) + °Ver(t, z, £),
et donc 2

(v — (2 +2tO)])" - Vep(t,z,2,8) = |z — (2 + 2t8)| + 2z — (2 + 2t -Ver(t,z,€).

2. On rappelle qu’on a noté & = |%| On pourra également écrire [z]". Pour j € [1,n] et z = (z1,...,Zn)
]

on notera également [x]]A =5
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On note M = HVETHLoc([o,TO}anxC(dl,dQ)) 4dy >V 4M

. Pour ¢ €]0,1], 0 < ¢ < dmin (T”m T‘”m) (on
Ym > 0 est donné par la proposition 6.8), = € f(]éTo, 2079]), z €T et £ € C(dy,dz2) on a

070 Ym
7~ (= +200)] > o — 2| = 20 €] > drorym — 20 > ",
et donc :
2 A 0T0Ym
|z — (2 4+ 2t8)| + t°[x — (2 + 2t&)]" - Ver > 1 (6.33)

D’autre part, si § €]0,1], ¢ € [5%@,7’0}, x € I(]679,2070)), z € T, 2z est un point de
Ty tel que |x — 25| = d(z,T1) (un tel z,, existe pour x assez proche de T'), et £ € C(dy,d2)
est tel que ‘54/’ < ddy alors, quitte a réduire 7p, on a

‘LU - (Z + 2t€)‘ =2 |Z + 2t£ - Z:r:v' - ‘x - chl
2 |Z+2t§zl - Za:a:’ - 2(57’06[1 — 257’0’}/]\4
>

2tdy — 2(5’7’0(2(11 + ’YM),
car pour t assez petit on a
d(z + 2t T) = |2t€F| > 2t|€] — 2| ¢/ | > 2tdy — 2070d;.

Ainsi

d
|z — (24 26€)| + 12z — (2 + 2t6)]" - Ver > t(dy — 1oM) + tdy — 267m0(2d1 + var) = 6 + t;l,
sous réserve que d; > 279M, ce qui est vrai si on a choisi 7y assez petit. Ainsi on a montré
qu'il existe des constantes C' > 0 et c¢g > 0 telles que pour § €]0,1], ¢t € [0, 2] U [C4, 7o),

x € T(670,20m0)), z € T et € € C(dy, ds) tel que /1 < 8dy, on a

z

|z — (2 +2t&)| = co(d + 1)
et

(@ — (2 + 2] - Ve(t, 2, 2,€) = o — (2 +2t8)| + [z — (2 + 2E)]" - Ver(t, @, 2,6)

> co(d +1).
(6.34)
On se donne alors une fonction ¥1 € C*(R) égale & 1 au voisinage de | —00, 5] U [2C, 00|

et nulle sur [&, C], ainsi que Yo = 1— Y1. On a alors Js = J} +J§)+J§// ott, pour j € {0,1} :

] > - 3 £ T,z
Jg (LE) = ]lf‘(]5Tu,25To])(x)/0 /1"/{|§//|<5d }XJ (5) ehw(t’ ’ ’5)/<;(t,x,z7§, h) df dUF(’Z) dt.

On considere 'opérateur

(6.35)

L:uw ((tvw7z>§7h)'—>—ih [z — (= +2t8))" - Veu )

[93 - (Z + 2t§)]/\ ’ V&‘/’(t’xa Z?E)

Cet opérateur laisse inchangée la fonction (¢,z,z,&,h) — exp (%Q/J(t,:m z,f)) et son adjoint

est
. T [z — (242t v
L*:v— ((t,x,zf,h%—) th dive ([x—(z+2t§)]A-ng(t,x,z,§)>)'

On vérifie que
e, lx — (2 + 2t€)| = 2t[x — (2 + 2t€)]}
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et, pour o € N™ (par récurrence sur |af) :

(2t)lelp, (z1— (21 +2t&1), ..., @n — (20 + 2tE,))
o — (= + 2t¢)| 21 ’

Olr — (2 +2t8)]% =

ou P, est un polynéme & n variables homogene de degré |a| + 1. Pour a € N il existe donc
une constante ¢, telle que

|08z — (2 + 2t)]}] < ca
pour tous & €]0,1], t € [0, 3] U[Cd, 70, = € [(]070,2670]), z € T et € € C(dy,dy) tel que
‘fé/{ < ddy, etsi|al >1:

|0¢ ([z — (2 + 26" - Veuo(t, 2, 2,€)) | < cat-

On peut vérifier par récurrence que pour tout N € N la fonction (L*)Vk est une somme de
termes de la forme

V0T TI, 08 [ — (2 + 200, - T, 08 ([ — (2 + 2t€)]" - Veu(t, 2, 2,€))
([ = (= + 26))" - Veu(t, a, 2,6)) " ’

ou ¢ € R, my € [1,n] pour tout k € [1,N], |5;] = 1 pour tout j € [1,J] (en particulier
J<N)et

c(ih)

N J
Y+ el + 181 = N.
k=1 j=1

On obtient que

N
@) itz em] <ev ()

et donc :
n—d
173 ()| o ey < OV 677N, (6.36)

4. On s’intéresse maintenant a Jf;). L’estimation de Jf;) est plus délicate puisque la phase
admet des points critiques. On va donc utiliser les résultats du paragraphe 6.2.4, et plus
particulierement la proposition 6.22. Pour I'appliquer, on doit se restreindre a un voisinage
de z, de taille yr dans I'. On rappelle que pour tous z € I' et ( € T.T" de norme inférieure ou
égale & vy, on peut considérer le point exp,(¢) € T et dr(z,exp,(¢)) = |¢|. En outre il existe
72 > 0 indépendant de z € T tel que si 2’ € Bgrn(z,72)NI, alors d(z, 2’) < yp. Soient § €]0, 1],
z € T(]070,207)), z € T, € € C(dy,ds) tel que |§é/‘ < di6 et enfin ¢ € [0, min(ry, 2CJ)] ou C
est tel que supp xo C [%, ZC]. Quitte a réduire 7y, on peut supposer que

[ — 2ol + 2t fe + M < 2

pour les 0, x, z, £ et t considérés, et donc si dr(z, z,) > yr on a
|z — (2 + 2t6)| > |20 — 2| — |& — 2| — 2t €] > %

et
Y2
o = (z +20)]" - Vo (b2, 2,) > 5.
En faisant des intégrations par parties avec 'opérateur L comme précédemment, on voit qu’on

ne fait qu’une erreur d’ordre O(h”) si on néglige les points z € T tels que dr(z,z2,) > r
dans I'intégrale définissant J2(z) :
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o0 t i
I3 (%) = L5157, 26 (w)// / Xo () e® V228 k(¢ g, 2, € h) dE dop(z) dt
’ F0me 2D o e en e {1l 16} \O

hN
Jrhgo( ):

ol le reste est uniforme par rapport a . On note y =T (%Z, Zas @) € I'(Jry, 279]) et on fait le
changement de variables ¢t = 6§ et z = exp,_(d¢) ou € 5’1'ypBTpr. Cela donne :

J3 (x)
=5 o)) [ ) | t0(@R(6.5.¢.€meko0 <9 apag ag
o =90 Br., v J{|¢/|<sds } Jo
hN
+h20( )
avec
F':(07 Y, Cv ga h, 5) = H(éeaf((sty» 2y, fy)v expzy (5C)a 57 h) |det(DC expzz)(5<)|

et ¢, s comme définie en (6.29). D’apres la proposition 6.22 on peut appliquer le théoréme
de la phase stationnaire pour tout y € I'(ro,270]), sachant que le petit paramétre est ici
h/d. En outre on sait qu’on peut appliquer ce résultat uniformément en y € f‘(]Tg, 279]) et
0 €]0,1]. On obtient alors une constante ¢ ne dépendant ni de h €]0, o], ni de 6 €]0, 1] ni de
z € T(]670,207m0)), et telle que

n+d+1

h 2
|J((;)({E)| < 051+d ((5) ]lf‘(](STo,Qé‘ro])(x) + ChN]lf(]‘STUQ‘STO])(x).

On obtient donc :
n+d+1

I8P 2 gy < €02 h*F 4 chN6™3", (6.37)

~

N ',"f‘(}57'0, 2(57’0])

FIGURE 6.8 — Changement de variables le long des trajectoires du flot.
5. Pour v €]0, 1] on pose :
Ty (@) = 1?([0,%01)(“:)/ / / eF VT2 i (t @ 2, €, h) dE dor(2) dt.
0 F n
jﬁé/ est défini comme J, 5// avec ]lf([O,?vfoD au lieu de L5, o5, Une estimation analogue a

(6.32) peut donc étre obtenue pour J4. On note maintenant X1 = Lo jooX1 (01t C est la
constante définie en (6.34)), x— =1 — x4, et :

= & t i
JE(x, h) = 1z x / // X+ () enV @28 (g 2 € h) dop(z) dE dt.
@) =igozymn@) [ [ ety 5 ( ) dor(2)
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Comme on Da fait pour J}(h) on voit que

< COnhNy 2 N, (6.38)

~+ h ‘
HJV( ) L2(Rn)

La différence se fait au niveau des temps petits. En effet, puisqu’on ne minore pas la distance
entre z et T', le raisonnement menant & (6.33) n’est plus valable. Mais puisque v sera pris tres
petit, on peut en fait se contenter d’une estimation grossiere pour J.~. Comme on integre une
fonction bornée sur un ensemble de taille O() en t, et sur {(z,€) € I' xC(dy, da), 54/’ < vdh}
qui est de taille O(y?), on a

F— 1+d
’J'y (x)’ < e M g 9y (2),
oll ¢ ne dépend pas de z € R™. En prenant la norme L?(R™) on obtient donc :

< eyt 6.39
g S (6.39)

|7 )

6. Les estimations (6.32), (6.36), (6.37), (6.38) et (6.39) nous permettent maintenant d’estimer
J(h). 79 > 0 étant désormais fixé, on se donne € > 0. Soient 7 €]0, 7] et 1 €]0, 1. On fait
une décomposition dyadique § = 2=™ avec h!™# < § < 71 /79, c’est-a-dire m_ < m < m, o
on a noté m_ = Ina(79) — Ina(71) et my = —(1 — ) Ing h. On a alors

(0] B ¢S] D D E (O] Py
m_<m<m4
avec
|| < ||| + || )| + | T )|
<cn <h(1—ﬂ)(";d+1) 4 h(l—u)and-HiN)
< eyh™ (h%*#("%‘“rl) + hﬂN*%*d*M”Ed)
et
S bl > ([ ® ]+ B )]+ [ )])
m_<m<m4 m_<m<m4
Sl LA D A R sl S
m<m4 m_<m

<en (hN—(l—u)(N—"T‘d) 4ot \/a)

n—d

ntd+1 [ S
< enh™3 (h”N 3—d—n"; +\/TT).

On choisit maintenant x4 > 0 suffisamment petit pour que v := % - (”7” + 1) soit stricte-
ment positif, puis N assez grand pour avoir yN — % —d- M"T_d > v. Cela donne

n+d+1

< ch™F (Jm + 1Y), (6.40)

"]lf([0771])J(h)’ L2(Rn)

et si 71 et hg sont assez petits on a ¢(27) 7" (/71 + h¥) < § pour tout h €]0, ho).

. _l4n+d
7. En étudiant %Tibf (h) plutét que By(h) on n’a pas tenu compte du reste qui apparait

a la proposition 6.17. Il reste donc & montrer que la contribution de ce reste est effectivement
négligeable. Notant

Ko (7,2, 2,6, h) = en? OO0 0, (72,6, h)A(2)S(€)
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pour 7 € [0,7], z € f‘(]07270]), zel, £eR™ et h €]0,1],0n a:

(mh J(x,h)
= hvE"le //n/ Yo  wH B (t— s @, 2, €, h) dsdE dop(z) dt

:””E_le(’”/ [ [ e e 0B (0,60 de doe (2 e s
o Jo JrJ/re

70 .
:h”E_le(h)/ e wHn=En) 1 (s 2 h)ds

0

—i(2m)"

avec
J”E(S’I’h):/ / / X+ 8)eh CEEO—EOL (1 2 ¢ 1) A(2)S(€) dé dor(2) dt.
0 F n

On peut estimer J,,(s) uniformément en s € [0, 7] comme on a estimé J. Sachant que

Popérateur e~ (Hn=En) est borné uniformément en s € [0,7], cela prouve qu'on a dans
L2(T([0,270))) :

14+n+d
2

ih™

_ vp—1
By(h) = @n J(h) + hgo(h ). (6.41)
11 suffit donc de prendre hg > 0 assez petit pour voir que (6.40) permet de conclure. O]

Remarque 6.24. Plus vg est grand et meilleure est 'estimation du reste (6.41), mais cela ne
change rien au résultat de la proposition 6.23. Une grande valeur de vg permettra d’avoir
une meilleure description de la solution u;, en terme d’états lagrangiens (voir les propositions
6.25 et 6.30), mais cela n’aura pas d’influence sur la mesure semi-classique qui fait I'objet du
théoreme 6.1, car celle-ci ne dépend que du premier ordre en h pour le développement de uy,.

On s’intéresse maintenant a une description plus précise de uj, dans une zone qui est
proche de la source I'y tout en I’évitant. Pour « € I'(]0, 279]) on note :

d+1 " 64 = sgn Hess ), zg (t2,0,€2)

bO( ) (277) A(Zx)aO(txax;fz)g(fx)X(tx)- (6'42)

1
2

det Hess 1/;30,21 (tz,0, 530)’

On peut prolonger le symbole by par continuité sur ' et par 0 en dehors de I'([0, 279]), de
sorte qu'il peut étre vu comme une fonction de C§°(R™). On rappelle en outre que la phase
1 a été définie en (6.28).

Proposition 6.25. Soit U un voisinage de Ty dans R™. Alors sur T'([0,27]) \U la fonction
By(h) est a o(h”Efl) prés un état lagrangien de phase 1 et de symbole principal by, c’est-a-
dire :

l/E—l
_ Lo () vp—1 ; ~ Jp.
Bo(x,h) = bz, h)e D + o (h2=1) . ou b(a,h) JZO hib;(x)

(le reste étant estimé dans L*(T'([0,270]) \ U)).
Remarque 6.26. Le résultat se prolonge sur R™ \ ¢/ d’apres (6.31).

Démonstration. 1l existe 75 > 0 et f € C5°(R?™) tels que f J au voisinage de NT'g d’une
part, et d’autre part pour w € supp f et t € [0,270] on a Z(t,w) € U UT([r2,279]). Du fait
que Sj est microlocalisé sur NT', on ne fait qu'une erreur d’ordre O(h*°) si on remplace f
par f dans la définition de By(h). On suppose donc qu’on a en fait f = f. Par le théoréme
d’Egorov, on obtient alors dans L?(R") :

Lo 2ropeBo(h) = Lir, orpaBo(h) + O (h%).
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A partir de la, tout ce dont on a besoin se trouve déja dans la démonstration de la proposition
6.23. Par la méthode B.K.W. on se rameéne, & o(hVZ~1) pres, a I'étude de

F(Jr2.m]) / / / ) e V=) (4 w2 €, h) dE dop(2) dt (6.43)

Contrairement a J auquel on devait faire attention dans les restes pour la démonstration
précédente, 1o est une constante fixée pour le reste de la démonstration, en particulier grande
devant h quand h tend vers 0. En reprenant la preuve de (6.33) avec § = 72, on voit que pour

€ [07min (Tjg;", Tz;@"ﬂ, x € T([rp,2m0]), z € T et £ € C(dy,da) on a :

T2Ym
4

Veb(t,x, 2,6) > > 0.

Ainsi, des intégrations par parties par rapport & & (c’est-a-dire en utilisant Popérateur L
introduit en (6.35)) montrent qu’on ne fait qu’une erreur d’ordre O(h°) si on remplace x par
X € C§°(R%) telle que Y(t) = x(t) pour ¢ > min (723:7 TXX/}") dans (6.43) (x intervient
dans la définition de k). Une fois qu’on s’est ramené & un probléme ne faisant plus intervenir
les temps proches de 0, on peut utiliser le théoreme de la phase stationnaire comme on I’a fait
pour étudier J?, sauf qu’a nouveau on n’a pas de probléeme avec I'uniformité par rapport a
0. Comme on I’a expliqué pour Jg, dans l'intégration en z € I' seule compte la partie autour
de z, si on a pris soin de prendre 7y assez petit au départ, donc :

1+n+d

Bo(x, h) = ‘277 // / (t)et Ve (4Oa(t 2, €, h) A(2)S(€) |det D¢ exp,_ | dé d¢ dt
+ o (h'E~ 1
h—0

dans L?(T'(J72, 270])), olt Jac, est le jacobien du difféomorphisme exp, . Enfin, comme on I'a
fait pour Jg , mis & part qu'’il n’est pas utile de faire un changement de variables (puisqu’on
évite I'g, on n’a pas de probléeme d’uniformité), on utilise les résultats de la partie 6.2.4 et la
méthode de la phase stationnaire pour obtenir le résultat (en particulier le seul point critique
pour 1, . n'est autre que (f,,0,&,)). Le fait que le reste soit effectivement de taille o(h*=~1)
se vérifie également comme dans la démonstration précédente. O

Remarque 6.27. Le facteur h~! qui apparait dans la définition (6.30) est compensé pour un
facteur v/ par la phase stationnaire sur 'intégrale en temps, lautre facteur VA est celui
qui a été ajouté a la définition de S, (voir la proposition 6.2). Ainsi on obtient bien un état
lagrangien de taille O(1).

6.3 Mesure semi-classique partielle pour les temps finis

Pour T > 0 on pose xr(t) = x(t —T), ot x est la fonction utilisée dans le paragraphe
6.2.5, et on deﬁmt :

i oo
ul = B/ xr(OUE(t)S), dt.
0

Pour tout 7' > 0 on a alors :

HUZHL%R") =0 (h7%>'

h—0

Le but de cette partie est de montrer ’existence d’une unique mesure semi-classique
associée a la famille (uf)pej0,1)- Pour T = 0 on note

T = {¢t(27£)vt 6]07T+7—0]a (276) € NEFO} - R2n7
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et pour w € R” :
KL =sup{k €[, Ku]|twr <T+70}.

D’aprés le corollaire 6.15, K1 est nécessairement fini. On remarque d’autre part que pour
tout T > 0,
Ar U NEF(] = {¢t(2,§),t S [07T + ’7'0], z € NEF(]}

est un compact de R?™.

6.3.1 Calculs pour des temps intermédiaires

Dans la section précédente, on s’est intéressé a la contribution des temps proches de 0. On
en déduit dans ce paragraphe la contribution des temps ¢ €]0, T], avec T > 0. On commence
par une proposition qui montre que pour w € R?" et ¢ € C§°(R?") & support proche de
w, alors dans l'intégrale définissant uf seuls les temps proches de ., pour d,, < k < KT
donnent une contribution significative.

Proposition 6.28. Soient w € R?" et Y € C$°(R) une fonction qui s’annule au voisinage
des ty . pour k € [0y, Ky]. Alors il existe un voisinage V de w dans R*™ et un voisinage
G C G de Ngl'y (G est défini au paragraphe 6.2.5) tels que pour tous q € Cs°(R?™) 4 support
dans V et f € C§°(R?") & support dans G, on a dans L*(R™) :

i

i [ X00m@UE©Om ()8 dt = 0 (),

Démonstration. On montre qu’il existe un voisinage GcGdeN £y dans R?" et un voisinage
V de w tels que pour tous w € Gette supp x on a : ¢f(w) ¢ V. Si ce n'est pas le cas, on
peut trouver une suite (fy,),,cn d’éléments de supp X et une suite (wy,),,cy € (RN tels
que d(wm,, NgTy) — 0 et ¢! (w,,) — w. Comme suppy et Ng[y sont compacts, on peut
extraire des sous-suites telles que t,,, — ¢t € supp X et wn,, — Wo € Ngl'y. Par continuité
du flot ¢, on a alors ¢'(ws) = w, ce qui est impossible puisque t & {ty.s.,,- -, tw K, }- Soient
alors ¢ € C§°(R?") & support dans V et f € C5°(R?™) & support dans G. D’apres le théoreme
d’Egorov et la formule de changement de quantification, on a pour tout ¢ € supp x :

lop} (@ Ui ()Opi(£)]| = O (B,

ol le reste est uniforme en ¢ € supp x. Une intégration par rapport a ¢ donne alors le résultat.
O

Remarque 6.29. La démonstration de cette proposition concentre une bonne partie des dif-
ficultés dues aux trajectoires captées. En effet, elle n’est valable que parce qu’on a supposé
que x est a support compact, mais elle est fausse sans cette hypothese, pour les raisons qu’on
a déja évoquées : en temps grands, rien n’empéche les trajectoires issues de Ngl'y d’appro-
cher le point w pour des temps loin des t,, x, et de plus on ne peut pas appliquer le théoréme
d’Egorov uniformément en temps. C’est donc en partie pour appliquer cette proposition qu’on
doit dans un premier temps se contenter d’étudier la mesure semi-classique pour uf plutét
que directement pour uy,.

Soient w € Ao €t 7, = min(ty,1,70). On considere une fonction x,, € C§°(R) & support
dans 0, 27, [ et égale & 1 au voisinage de 7, puis on note

/I: oo
BIM) = 5 [ xren, 0u(®UF (0p, (7)Sn dt
0
olt f € C§°(R?*™) est & support dans G. En outre, pour k € [1, K,,] on note :

BLA0) = 1 [ xelult = bt 5)UE 0D ()55 (6.44)
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Comme pour la proposition 6.25 (et on n’a méme pas a se préoccuper des temps petits
puisque Y., est nulle au voisinage de 0) on voit que BI(h) est & o(h”E_l) pres un état
lagrangien de phase v (définie en (6.28)), de sous-variété

R i={(@, Ve),e e (0,27}
et de symbole principal

di1on e asenHess o s, (t2,0,60)
2

bg (.Z‘) = i(27T> A(zz)ao(ts, x, Ew)g(fﬂv)xw (tw)XT+Tw (tw)

1
2

det Hess 1/;sz (tz,0, &:)’

(6.45)
En particulier la fonction BZ (k) est bornée uniformément en h €]0, ho] dans L?(R™).

Comme le point (t,,x,z,,&;) est un point critique pour la phase ¢ par rapport aux
variables ¢, z et £ on a :

V¢($) =V (1/1(%96 Za:yfac))

- 8151/}(15173} Zangz) + v1¢(t$,$ Zzaém)

V(s zI,ﬁz) Vet 20, 6) Oa

= vz@(tw7xa€w)~
Or, d’apres (3.16), on sait qu’on a
(‘T» vx@(tzaxvgm)) = ¢tm (VEQO(tszvfz)vga:) = ¢tw (Z:mgx)v

et donc :
= {6" (2 &), 2 € T(0,200)) } = {84(2,),# €10, 2m)], (5, €) € NyT}

Ainsi on est capable de bien décrire la fonction BL (k) en terme d’états lagrangiens. On utilise
maintenant les propriétés du propagateur de Schrodinger en termes d’opérateurs de Fourier
intégraux pour en déduire une description de By ,(h) :

Proposition 6.30. Pour tous w € As et k € [1, Ky, la fonction BlTu’k(h) est a o(hv®™1)
prés un état lagrangien de sous-variété gbt%k_m]\, En particulier Bik(h) est bornée unifor-
mément en h €]0,1] dans L*(R"™).

On notera v, la fonction & valeurs strictement positives sur ¢f«s =™ A donnée par la
proposition 3.49.

Remarque 6.31. Au voisinage de w la sous-variété ¢+ ~7» A coincide avec A, .

Démonstration. On a :

i / (DXt~ tus + 7)UE()Opy () S

E (t+twk —Tw)Xw(t)UhE(t‘i‘tw’k _Tw)oph(f)Sh dt
0

= UP(tws —7w)Buw " ().

On conclut alors grace au corollaire 3.60 (voir aussi la remarque 6.19). O
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6.3.2 Convergence vers une mesure semi-classique tronquée

On peut maintenant expliciter la mesure semi-classique de la famille (U]q;)he]o,l] pour tout
T=0.

Théoréme 6.32. Soit T > 0. Il existe une mesure de Radon positive ur sur R*" a support
dans NgTo U At et telle que, pour tout ¢ € C§°(R?") :

(Opy (Qup, ,up ) — | qdpr. (6.46)
h—0 R2n

Démonstration. 1. Localisation autour d’un point w € R?". On va montrer que pour w € R?"

et T > 0, il existe un voisinage ouvert V,, 7 de w dans R?" tel que pour toute fonction

q € C§°(R?™) & support dans V,, 7 on a

(Opy (Q)up,, uh ) — | adir (6.47)
w,T

ol [, 7 est une mesure de Radon positive sur V,, 7. Si wi,wy € R?™ sont deux points tels
que Vi, .7 NV, 7 # 0, alors les deux mesures fiy, 7 €t fuy, v coincident sur V,,, 7NV, 1 (il
suffit de considérer les deux versions de (6.47) pour ¢ € C§°(R?*™) & support Vi, 7 N Vi, 1)-
Ainsi on peut définir la mesure pgr sur R?” comme étant 1’'unique mesure qui coincide avec
o, T SUr Vo, 7 pour tout w € R?™. Des lors, pour ¢ € C§°(R?™), une partition de 'unité et
un nombre fini d’applications de (6.47) donnent (6.46). On considere donc w € R?™.

2. Localisation autour des temps de passage en w. On rappelle que les fonctions de tron-
cature y, xr pour T > 0 et x, ont été définies aux paragraphes 6.2.5 et 6.3. D’apres le
corollaire 6.15, si w € NgI'y alors t,,1 > 37, si bien que les supports des fonctions d,,x et
XTXw(+ — twk + Tw) pour 1 < k < Kg sont deux & deux disjoints. Ainsi la fonction x définie
par

VtER, X(t) = xr(t) = duwx(t) ZXT X (t = tu g + Tow)

est dans C§°(R, [0, 1]). On a en particulier ¥ = x7 si w ¢ NgI'o U Ar, et dans tous les cas
s’annule autour des temps t,, , pour tout k € [d,, K,]. D’apres la proposition 6.28 il existe
une fonction f,, 7 € C§°(R?") égale & 1 au voisinage de NgT'j et & support dans G ainsi qu'un
voisinage V,, 7 de w dans R?" tels que pour ¢ & support dans V,, 7 on a, dans L*(R") :

Op}, (¢)vi, = Opy (9)uh, + O (h™),
h—0
ou
Z’ o0 N w
v = E/o xr (U (£)Opy, (fw,r)Shdt et} = 5wB£,o(h) + ZBITu,k(h)

avec BY o(h) défini par (6.30) et les BL ,(h) donnés en (6.44) avec fu, 7 & la place de f.
Considérant ¢ € C§°(R?") a support dans V,, v et égal & 1 au voisinage de supp g on a alors
d’apres le corollaire 6.6 :

(Opy (q)uj,, uf, ) = (Opy (q)uf, , Opy (§)u £>+h90(hoo)
= (O (a)0i O (@)vr, ) + O (h) (6.48)

(Opy (q)iy, , iy ) + O ( )-
En particulier, si w ¢ NgT'o U A7 on a

w T T
(Opy (q)up ,up ) oo 0.
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Ainsi si la mesure pp existe elle sera nécessairement nulle hors de Ap U Ngl'y. On peut
maintenant supposer que w € Ngl'o U Ap.

3. Définition de la mesure pu, 7. Quitte a réduire V,, v, on peut supposer que

KT
Ar N Vw,T C U Aw,k N Vw,T-
k=04

Pour k € [1, KI] et un borélien 2 de V,, 7 on pose

uw,T,k(Q):/A Lo(@)vy, (@) don, , (B),  pwro(@) =0 | Lo, Vip(2)) bo(x)]* dz
w,k R

(bo ne dépend pas du choix de f, r et donc pas de T —voir la remarque 6.33— mais on note
tout de méme fu,,, 70 pour avoir des notations cohérentes), puis

KT
Hw, T = § Haw, T,k
k=0

ce qui définit bien une mesure de Radon sur V,, 7. En outre toutes ces mesures sont des
mesures positives. Vi, 7 et u,, 7 étant maintenant fixés, il nous faut montrer que pour tous
e > 0et g € C5°(R?™) a support dans V,, 1, on peut trouver hg > 0 tel que pour h €]0, hg)
on a :

<e. (6.49)

(Opy (q)uf ,up )y — /V qdpiy T

Soient donc € > 0 et ¢ & support dans V,, 1. (6.48) donne déja
(0P} () ufh) — (Opi ()it )| < & (6.50)
pour h €]0, hol, oit hg > 0 est choisi assez petit.
4. Recoupements de Ar. Soient j # k € [0, KL]. On pose :
Ao =N j N Ay i
Soit I € [8,, KL]. D’apreés hypothese (6.10) et la proposition 6.16, Ay, j xNA,,; est de mesure

nulle dans A,, ;. Comme la mesure oy, , est réguliére, on peut trouver pour tout m € N* un
ouvert U7} | de Ay tel que

w,l

1
Aw,j,k N Aw,l C UﬁJ et O—Aw,l(Uﬁs,l) < oo
On peut ensuite considérer un ouvert V' | de R?" contenant 'adhérence de A,, ;5 dans R*"

et tel que ;’Z’l NAy; C U;ﬁ“. On note alors :

V= U N Vi

5w <G<k<KT 6, <ISKT

Pour tous 0, < j < k < KZ:, Pouvert ﬂéwgngT Vf'}C ; est de mesure O(%) dans chacun des

Ay, pour I € [§,, KI]. C’est donc encore le cas de V;,, qui est union d’un nombre fini et fixé
de tels ouverts. Malgré cela, V,,, contient pour tout m I’ensemble des points de Vy, 7 ou Ar
se recoupe, c¢’est-a-dire I'union des Ay, jx N V1 pour j # k € [0y, K1].
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FIGURE 6.9 — k1 contient Ay j 1 et son intersection avec A, ; est petite.

Pour tout m € N* on considere une fonction v,, € C*°(R?*",[0,1]) égale a 1 hors de V,,
et nulle au voisinage de Us, <;ck<rr Aw,jk, de sorte que les Ay, ; pour j € [6w, KL ne se
recoupent pas sur le support de ¢y, et :

1
Vi€ [0 K1, oa, y(supp(l — 7)) = o(—)

m—oo \ M

Pour m € N* on considére une fonction v, € C§°(R™) & support dans I'([0,1/m]) et égale &
1 au voisinage de T, puis pour k£ € N on note v¥, = v,, si k =0 et vk, =0 si k # 0. D’apres
la proposition 3.49 on a pour k # 0 :

w w 2
09} (6) B 1) = O (10) B kW) ey = [ 10l (1 =9 s, + 0 (1)
w, k

—0
1

= 0 <—>+ o (1).

m—oo \ M h—0

Siw € NgTy, on peut écrire (1—wvy,) By, o(h) comme un état lagrangien de symbole principal
(1 — vp)bg pour tout m € N* (voir la proposition 6.25). D’aprés la proposition 6.23 et
I’exemple 3.50 on a alors :

T T 2 _
0B} (0) B () — Ovk () (1 = 0 () BE () [y = 0 (1) + 0 (1),
Soient 4,, vérifiant les mémes propriétés que ~,, et tel que 7, = 1 au voisinage de
SUpp Ym. On rappelle que § € C§°(R?*™) est & support dans V,, 7 et vaut 1 au voisinage de
supp q. Pour j, k € [6,, K,,] distincts les états lagrangiens Opj) (¢ym)(1 — vf, (2)) B, ;(h) et
Opy, (¢Fm)(1 — vk, (x)) B, (k) ont des microsupports disjoints. On a donc :

m

(0P} (qym) (1 = v}, (2)) By, 5 (), (1 = vy, (2)) By ()
= (0P} (g7m) (1 = vi, (2)) By ;(h), O (§9m) (1 — vy (2)) By, x(h)) + O (h*)

h—0
o (h¥E~1).
h—>0( )

En choisissant m € N* assez grand, hg > 0 assez petit et en utilisant (6.50), on obtient
finalement que pour tout h €]0, ho] :

KT

(Op (q)uj,uit ) = > (Opy (9)BY 1 (h), By, (h))| <
k=0,

(6.51)

Wl ™M™
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5. Convergence pour les temps intermédiaires. On suppose que w € Ap et on considere
k € [1,KI]. On a d’aprés la proposition 3.49 :

(OB} (@) BL 4(). BL(0) = [ avipdon., + 0 (1),
Aok —0

Si hg assez petit, alors on a pour h €]0, ho] :

g
3KT

< (6.52)

(Op} (@) BL (). BLu() = [ ad
6. Convergence pour les temps petits. Il ne nous reste plus qu’a montrer que le terme
6w (Opy, (9) B o(h), BE o(h)) correspondant & la contributions des temps petits tend vers
I'intégrale de g contre la mesure ., 7,0. On suppose donc que w € Ngl'y et on cherche
comme précédemment & éviter un voisinage de I'g. Soient 7 €]0, 7] et v € C§°(R™,[0,1]) &

support dans I'([0, 71]) et égale & 1 au voisinage de T'y. Si 71 > 0 est assez petit on a

T g
Hva,O(h)HL2(Rn) < 67 (653)
et d’autre part, puisque (1 — v) est nulle au voisinage de I'g, on peut se référer a I’exemple
3.50 pour écrire :

(Opy (a)(1 = ) By, o(h), By, o(h))

_ / a(a, V(@) (1 = o(@)) [bo(@)* dz + o (1),
Ainsi, si 71 > 0 et hg > 0 sont assez petits, on a pour tout h €]0, ho] :

< (6.54)

w 9
‘<Oph (q)Bg,O(h)a Bg,o(h» - /qd,uw,O g

7. D’apres (6.51), (6.52) et (6.54), on a bien (6.49) comme annoncé. O

Remarque 6.33. Les états lagrangiens B;q x(R) utilisés dans cette démonstration dépendent
du choix de la fonction f,, 7, mais pas la mesure yur obtenue. Prenons le cas k& = 0. Le

symbole by ne dépend pas de f car pour tout x € f‘(]O, 279]) tel que z, € supp A on a (voir
(6.24)) :
fw,T(?(t$7m7£w)) = f(zwagi) = 17

car on impose que f,, r soit égale a 1 au voisinage de NgI'y. Ainsi by ne dépend pas du choix
de fu 1, et c’est encore valable pour les autres termes du développement. Cela vaut aussi
pour b1 et donc vI, pour tous w € R?", k € [1, K, ] et T > 0. Ces deux dernieres quantités
dépendent tout de méme de T & cause du facteur XT+r, intervenant dans I’expression (6.45)
de bT.

Corollaire 6.34. Soient T > 0 et g € C5°(R?*™). Alors on a :

sup_[[Op} (g)uf || < oo.
h€]0,1]

Démonstration. 1l existe ¢ € C§°(R?*™) tel que :

|0y (g)ul||* = (Opy (¢)*Opy (g)ul, ul)
= (Op} (la*)uf . uf) + h (Opf (@ )uf ,ul) + O (h)

2
— dur.
h—0 / |q| Hr
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6.4 Convergence vers une mesure semi-classique

6.4.1 Controle des temps grands et convergence des mesures tron-
quées

Le travail des deux sections précédentes nous a permis de décrire la limite quand h tend
vers 0 de la quantité <Op}f(q)u£,u£> pour tous T > 0 et ¢ € C§°(R?*™). Pour en déduire
des résultats sur wup, il faut montrer que plus T est grand, plus <Opf(q)u{,u{> est une
approximation pertinente de (Op} (q)up,ur) (pour h petit). C’est objet de la proposition
suivante :

Proposition 6.35. Soient K un compact de p~2(J) et € > 0. Alors il existe Ty > 0 tel que
pour tout g € C§°(R*™) & support dans K on a :

VI > Ty, limsup |(OpY (@)un, un) — (Opy (Q)uf ,up )| < e llgll -
—

On remarque qu’on se restreint a des fonctions dont le support est inclus dans p~*(J),
ce qui est raisonnable puisque si ¢ est & support hors de p~'({Ep}) on sait que les deux
quantités que ’on compare convergent vers 0 quand h tend vers 0. Pour montrer ce résultat,
on va avoir besoin de la proposition suivante, qui précise un peu dans quelle mesure on peut
dire que la présence de I'amortissement V5 fait que UF () décroit avec t.

Proposition 6.36. Soient K, et Ky des compacts de p~1(J) et € > 0. Alors il existe Ty > 0
tel que pour q1,q2 € CS°(R?™) & supports respectivement dans K1 et Ko on a :

VT = T, li?sgp 0Py (a1)Un(T)Opy (@2)ll £ (2R < € 01l 22l -
—

Remarque 6.37. 11 suffit en fait que Ky soit contenu dans p~1(J). Si c’est K; qui est &
support dans p~1(J) on peut toujours, par le théoréme d’Egorov, remplacer gz par gz(x o p)
ol x € C§°(R) est a support dans J et telle que x o p est égale & 1 au voisinage de Kj.

Démonstration. Soient q1,q2 € C§°(R?™) & supports respectivement dans K; et K. D’apres
le théoreme d’Egorov, on a pour 7' > 0 :

10D} (01) Un(T)ODE (@)l (123
= | U(T) Opg (1)U (T)ODE (@2)]| 1 12 o

= HOp}’j ((Ch 0 ¢T)e™ Jo V2od® ds) Opy, (¢2)

= HOPZ" <(J2(q1 o d)T)e* JT Vaog® ds)

O (h)

| +
L(L2(R™))  h>0

0 (h),

[
L(L?*(R™))  h—0

ou la taille du reste dépend de T, q; et ¢o. D’apres le théoreme 3.10, on obtient alors que

g2 (w)q (67 (w)) e~ Jo V2@ ds) oy Vi,

0P (a1)Un(T)Opy (@2) |l £ (12 mny) < sup
weR=™

ot Cr 4, 4, st une constante qui dépend de T', q; et g2 mais pas de h. D’apres la proposition
3.42 il existe Ty tel que pour T' > Ty et w € supp K5 on a

e Jo V@) ds o oy o' (w) ¢ K.
Pour T > T, on obtient donc

10D (0)UR(T)OP} (a2) | £ 12y < € 101l 1921l + gy g V-

Il ne reste plus qu’a prendre la limite h — 0 a T, ¢1 et g fixés pour conclure. O
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Remarque 6.38. On voit dans cette démonstration qu’on utilise plainement la variante du

théoreme de Calderén-Vaillancourt donnée par le théoreme 3.10. En effet, le facteur d’amor-

tissement e~ Jo V209" ds qui apparait dans le symbole de 'opérateur étudié devient petit pour

T grand en norme L>°(R?"), mais ce n’est pas le cas de ses dérivées, qui font intervenir les
dérivées du flot ¢* (dont on sait qu’elle peuvent avoir une croissance exponentielle pour les
temps grands). C’est parce qu'on considere la limite h — 0 & T fixé que ces dérivées ne nous
posent pas probleme. Et c’est pour la méme raison que les dérivées de ¢; et g2 n’interviennent
pas dans le résultat.

On rappelle que R; > 0 est tel que I'y C Bgr,. On se donne o €]0,1] et on note d =
VEo/2v/3. Soit alors R donné par le théoreme 5.6 appliqué avec R; remplacé par 2R;.
Quitte & prendre R plus grand on peut supposer que c’est un rayon de fuite pour J, de sorte
que si (z,€) € p~1(J) et |z| = R alors |¢] > 2d. On peut également supposer que 2R vérifie
la conclusion de la proposition 3.34.

Lemme 6.39. Soient K un compact de p‘i(J), v >0 et Q e CP(R™[0,1]) a support
dans p~'(J) et égal @ 1 au voisinage de p~* (I) N B,(3R). Alors il existe Ty > 0 tel que pour
T > To et g € C(R?™) a support dans K on a

lim sup O} (g) (un —wi, — AF(R)OPE (Q)un) || 12 ey < Vllalleo
—

pour un certain opérateur borné AL.(h) tel que

VT > Ty, limsup HA%(h)HL(LQ(Rn)) <.
h—0

Démonstration. 1. Soit ¢ € C§°(R?™) & support dans K. Soient § € C§°(R™) & support dans
Bsg et égal & 1 sur Bog, ainsi que w_ € Sy(R?") égal a 1 au voisinage de Z_ (2R, 2d, —1£2) et
asupport dans Z_(R,d, —o). Pour h €]0, hy],t > 0 et z € Cy 4 onnote Uy (t,2) = e & (Hn=2),
Soient h €]0,ho], z € Cr 4 et T > 0. Comme z n’est pas valeur propre pour Hj on peut
considérer (Hy, — 2z)~1S), € H?(R"™) et écrire :

Oph( H}L — Z) Sh — Oph( )Uh(T, Z)(Hh — 2)715% (6.55)

/ Op¥(q Uh(t ) (Hp — =)~ Sy dt
—E/<mﬂ@mwa&a
0

=+ [ xropt@un s di - 3 [ xa0pt @i, 2)s,di
0 T

- % /000 x7(t)Op}, (Q)Un(t, 2) Sk dt — % /000 xX()OpY (q)Un (T, 2)Up(t, 2) Sy, dt.

2. On s’intéresse d’abord au second terme du membre de gauche :

Opy (q)Un(T, 2)(Hp, — 2) S
= Opy, (q)Un(T, z)Opy, (Q)(Hp — 2) ™' S
+0p} (q)Un(T, 2)Opy (1 — Q)0(x)(Hp — 2) ' S
+Op}, (9)Un(T, 2)Opy, (1 — Q)(1 — 0(x))Opy, (w—) (Hp — 2) "' Sy
+0p}, (9)Un(T, 2)Op}, (1 — Q)(1 — 6(x))Opy, (1 — w_)(Hp — 2)~ ' Sh.

Comme la fonction (z,£) — (1 — Q)(z,£)0(x) est nulle au voisinage de p~' (I), on a d’aprés
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la proposition 5.1 :

HOP qQ)Un(T, 2)Opy, (1 — Q)0(x)(Hp, — Z)_lshHm (R7)
< Cq,T ||Oph 1 - Q)e(x)(Hh - Z ShHLQ(Rn

< Cq,T <||Sh||L2(]R") +h H(Hh - 2)7 h||L2,—6(Rn))
< cq,T\/E,

ol ¢q 1 ne dépend ni de h €]0, ho| ni de z € C; 4+ mais dépend de T' > 0 (du fait que Uy (T)
n’est pas borné uniformément en temps) et de ¢. Soit w € C§°(R™) & support dans Bap, et
égal a 1 au voisinage de Bg,. D’apres la proposition 6.4 puis le théoreme 5.6 (ou plutot la
proposition 5.43) on a

0D} (@)U (T, 2)0p} (1~ @)(1 — 6(2))Op, (w-) (Hy, — =)~ 83

<eqr HOph (w_)(Hp — z)_lshH
< eyt OB ) (i~ 2)Op, )8 + 0 (h)
= 0 (h™),

h—0

uniformément z € C; 4 (mais pas en T' > 0 ni en ¢). On suppose maintenant que T > Tj ou
To est donné par la proposition 3.34 (avec o remplacé par (1+0)/2). Comme ¢ est & support
dans K, la fonction gog? est nulle au voisinage du support de (z, &) +— (1—0(x))(1—w_(z,&)),
donc d’apres le théoreme d’Egorov, ou plus précisément le corollaire 3.44, on a

HOPh )U(T,2)Opy, (1 - Q)(1 — 0(x ))Oph(l — W )(Hh -z _1ShH

< 0P} (@UAT)(1 ~ 6(2))0p; (1 o) (&) | | (@) (i = )75

= 0 (h™),
h—0

ol la taille du reste dépend de 7" et de g mais est uniforme en z € C; ;. Soient maintenant
4,Q € C5°(R?™) & supports respectivement dans K et p~1(J) et égaux a 1 respectivement
aux voisinages de supp g et supp . On note :

A7(2, h) = Op} (9 Un(T, 2)Op}, (Q).
D’apres la proposition 6.36, si Ty est assez grand on a

limsup sup |[A%(z, h oy <Y
h—0 z€Cy 4 ” T( )||£(L2(R )

pour tout 7' > Ty. On obtient finalement dans L?(R™) :

Opy (0)Un(T, 2) (Hy, — 2) =" Sp = Opj (9) A7 (2, h)Opj (Q) (H, — 2) ™" Sh + hgo(\/ﬁ),

ou la taille du reste est uniforme en z € Cy .

3. Pour h €]0, ho] et T' > Ty, on peut alors prendre la limite z — Ej, dans (6.55). Cela donne
dans L?(R") :

Op}! (q)un = Op}, (q)uf, — Opy (q)UF (T)uf, + Opj (q)AF(En, h)Opy (Q)un + O (V).

h—0

Soient g, q1,q2 € C§°(R?™,[0,1]) & supports dans p~1(.J) tels que gq est égal & 1 au voisinage
de K, g1 est égal a 1 au voisinage de Ag U NgT'y et ¢ est égal a 1 au voisinage de supp q.
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D’apres le corollaire 6.34 on a :
0P} (@)U (T)uf || < [|OpR (@)Un(T)OP (a1)ub]| + o (1)
< [0py ()1 0p} (90)Un (T)Opy, (g1l || Op (g2)uj | + 0 (1)
< Cllalloo 109 (90)Un(T)Op}; (a1l +, 0 (1)

ol, de nouveau, la taille du reste dépend de T' et de q. D’apres la proposition 6.36, on a alors

hr}nsup |Opi( )U;?(T)U?lH <74l

pour tout T > Ty si Ty a été choisi assez grand. O
On peut maintenant démontrer la proposition 6.35 :

Démonstration. 1. Soit Q € C§°(R?™,[0,1]) comme dans le lemme précédent avec Q = 1 au
voisinage de K. On commence par appliquer le lemme avec ¢ remplacé par @ et v = %. On
obtient que quitte a réduire hy > 0 il existe Ty > 0 tel que pour h €]0, hg] on a

(1 - 0PI (@A, (1) Op} (Q)un = Op}! (Q)ui? +r(h).

avec HOp’,f(Q)AlT{f(h) < g et [7(M)]lp2ny < 3 pour tout h €]0, hol. D’apres le

HL(L?(RH))
corollaire 6.34, le membre de droite est uniformément borné en h €]0, hg]. Mais Popéra-

teur (1 — Opy (Q)Alff(h)) est inversible d’inverse uniformément bornée, donc Op} (Q)up

est borné uniformément en h €]0, ho).

2. Comme Op} (q)un, = Op}y(q)Opy (Q)up, + O(h>®) dans L%(R™), il existe une constante
C > 0 ne dépendant pas de ¢ € C§°(R?") a support dans K telle que

limsup |Opy, (Q)un[ < C et limsup ||Opy (¢)unll < C'llqllo
h—0 h—0

On applique alors a nouveau le lemme 6.39 avec v = m et les symboles ¢ et ). On
obtient qu’il existe T7 > 0 tel que

. €
VT > T1, limsup||Opy/(q)(un — up)|| < 7= lall -
h—0 4C
ainsi que la méme estimation avec q remplacé par (). Cela implique en particulier que
VT > T1, limsup ||Opy(q)uy || < 2C gl (6.56)
h—0

(si € < 402, ce qu’on peut toujours supposer), et la méme estimation pour Q. Soit alors
T > Ty. On peut calculer :

limsup [(Opy (q)un, un) — (Opy (q)uf , uj )|
h—0

= limsup | (Opy; (¢)un, Opy (Q)un) — (Opy (¢)uy , Opy (Q)uy, )|

h—0
< lim sup [(Opj; (q) (un - uj, ), Opy (Q)uj, )| + lim sup |(Op}! (g)un, Op}! (Q) (un - ui )|
'
<ellalls
O

On dispose maintenant de tout ce dont on a besoin pour montrer que pr converge bien
quand 7" tend vers 400 vers une mesure semi-classique pour la famille de solutions (un)xe)o,1]-
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Proposition 6.40. Il existe une mesure de Radon positive i sur R*" telle que pour tout

q € C(R?*™) on a
—_ 1' N
/qdu im /qduT (6.57)

et
(Opy, (@)un, up) — /qd,u.
h—0

Démonstration. 1. On commence par remarquer que pour ¢ € C§°(R?*") & support hors de
p 1({Ey}) on a

duyr =0 —— 0.
/]R2n 1¢pT T—+o0

1l suffit donc de montrer la premiére assertion pour des symboles ¢ € C§°(R?") & support dans
p~1(I). Soient alors K un compact de p~1(I) et € > 0. Soit Ty > 0 donné par la proposition
6.35. Pour Ty, Ty > Tp et g € C°(R?™) a support dans K on a alors :

/ qdpr, — / qdpr,
]R2-n, R?n

Cela prouve que l'application T — f qdpr est de Cauchy en +o0o et admet donc une limite,
quon note L(q). Comme g — [ gdur est une forme linéaire positive sur C§°(R?™) pour tout
T > 0, c’est encore vrai pour I'application ¢ — L(g) par passage a la limite. On considére

Ty comme précédemment pour € = 1, et Cx une constante telle que pour ¢ € C§°(R?*?) &
support dans K on a
’/ quTo
]RZTL

|L(q)] < ’L(Q)/ qdpur, +‘/ qdur,
]RQn R2n,

/ qduT—/ qdpr,
R2n R2n

<240kl

= lim |{Opp (gl ) = (Opi ()l uf? )| < 2¢ gl

< Ok l4ll s -

On a alors

N

lim

i +Cre lal

ce qui prouve que la forme linéaire positive L sur C§°(R?") se prolonge en une forme linéaire
positive et continue sur Iespace des fonctions continues & supports compacts sur R?”. Par
le théoréme de Riesz, il existe alors une mesure de Radon positive p sur R?" telle que pour

tout ¢ € C§°(R?") on a
L(g) = / qdp,
R2n

ce qui prouve la premiere partie de la proposition.

2. Soient ¢ € C§°(R?™) et ¢ > 0. D’apreés ce qui précede il existe Ty > 0 tel que pour tout

T > 1Ty on a
/ qdp — / qdpr
R2n R2n

D’apres la proposition 6.35, si T" est choisi assez grand, il existe hyr > 0 tel que

€
<3

¥h €0, hrl, [ (Opk (@yun, un) — (Ovk (@uf )| < 3,

et par le théoreme 6.32, quitte & réduire hy on a pour tout h €0, hr] :

<Op}f(Q)Uf,Uf>*/2 qdpr| <
R n

Wl M
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Ainsi on obtient

Vh €]0, hrl, (Opﬁ’(q)Uh,uw*/

qdu‘ <g,
Ri’n

ce qui prouve la proposition. O

6.4.2 Caractérisation de la mesure semi-classique

On montre maintenant les trois propriétés du point (i) données dans le théoréme 6.1 :

Démonstration. 1. L’assertion (a) est conséquence du corollaire 5.3 tandis que (b) résulte du
corollaire 6.7.

2. Il reste & montrer (c). On considere ¢ € C§°(R*™, R) et on note
Q= (—H,+2Tm E; +2V3)q € C§°(R?").

Si le support de ¢ ne rencontre pas p~*({Ep}), alors ce n’est pas non plus le cas pour @, et
donc [ Qdp =0 d’apres (a). D’autre part on a :

[ @du =t Oy (@un )

. 1 w . w . w
= = Jim o (([H1', Op} (¢)] + 2ih Tm E1 Opy (q) + 2ihV20py; (9))un, un)

= — Jim - (((Hly — F0)"Op} (a) — Op} (a) (H — En))u, un)

.2 w
= lim — Im (Opy} (¢)up, (Hp — Er)up)
h—0 h

.2 w
= lim - Im (Opj (q)un, Sn) -
Puisque S}, est microlocalisé sur NT'j, cette limite est nulle si g est & support hors de NT.
Ainsi le support de la mesure (Hy, + 2Im Ey + 2Va)p est inclus dans NgT'y.

3. Soient 71 €]0, o[ tel que x = 1 au voisinage de | — oo, 1] et f € C$°(R?*™,[0,1]) & support
dans p~1(J), égale & 1 au voisinage de NgI'y et telle que

A= {¢"(w),t € [r1, 0], w € supp f}

ne rencontre pas NgI'y. Une telle fonction f existe puisque d’apres le corollaire 6.15 il n’y a
pas de trajectoire qui revient sur NgI'y en un temps compris entre 7, et 79. Comme on I'a
fait pour BI(h), on peut vérifier que la fonction

1

P [ X OuE©op (s d

est a o(h”Efl) pres un état lagrangien (voir la proposition 6.25), et qu’il existe une constante
C > 0 (qui ne dépend pas du choix de f, voir la remarque 6.33) telle que pour h €]0, ho] :

i S OUEOOp(Shdt| <ot o (). (6.58)

h—0

L2(R™)

Soient gy € C§°(R?",[0,1]) & support dans p~1(J) et égal & 1 au voisinage de NgI'y, et
fo € C§°(R?",[0,1]) & support dans p~!(J) et égal & 1 au voisinage de A ;. Quitte & prendre
la constante C' plus grande, on peut toujours supposer (voir (6.56)) que pour un certain
To>0o0na:
VT > Ty, limsup HOp}L”(qo)ugH < C.
h—0
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Soit ¢ € C§°(R?™, [0, 1]) & support hors de Ay et tel que gy = 1 au voisinage de supp g. Comme
on sait que la mesure (H, + 2Im E; + 2V5)u est & support sur NgT'y, il est suffisant de la
tester contre de tels symboles ¢. Soit € > 0. Quitte a prendre Ty plus grand, on a d’apres la
proposition 6.36 :

3

VT > Ty, limsup||Opy (q0)US (T)Opy, (fo)|| € ——=5- (6.59)
h—0 10C
On note @ = (—H, +2Im E; + 2V,)q et on considere T > Tj tel que
€
[Qdu- [ Qui|<:. (6.60)
R2n R2n

Soit w € NgT'g U A tel que ty, 5, < 71 (on rappelle que ¢y, 5, est le plus petit temps positif
—éventuellement nul si w € Ng['y— apres lequel une trajectoire issue de NgI'y passe par w).
D’apres la proposition 6.28, on sait que quitte a réduire le voisinage V,, v donné dans la
démonstration du théoreme 6.32 et le support de f, on a pour a € C§°(R?*") & support dans
Vw,T :

Opﬁ’(a)/ (xr(t) = x(0) UL (#)Op, (f)Sndt = > Opp(a)BL 4(h) + O (h*) (6.61)
0 k=0,+1 h=0

et

h—0

oo
Op}f(@)/ XUy (£)Opy,(f)Sh dt = Opj(a) By, s, (h) + O (h™). (6.62)
0
Cela résulte simplement du fait que x7 — x est nulle au voisinage de t,, 5, et vaut xr au
voisinage de t,  pour k € [§, + 1, KI], tandis x est égale & yr au voisinage de t, s,

et s’annule au voisinage de t,  pour k € [d, + 1, KI]. Par compacité, on peut trouver
wi,...,wy € {¢'(w),t € [0,71],w € Ng['y} tels que

N
{¢'(w),t € [0,71),w € NeTo} C | J Vu, 1, (6.63)

i=1

et quitte a réduire le support de f on peut supposer que (6.61) et (6.62) sont valables pour
tout i € [1,N]. Soit ¢ € C§°(R?*",[0,1]) dont le support vérifie les mémes hypotheses que
celui de g et qui vaut 1 au voisinage de supp g. Comme précédemment on voit que

.2 w
[ Quur =l % 1w (O (@) (Hy — Enu)
R2n h—0 h
— lim 2 Tm (Opy! (q)ul, Op} () (Hy, — En)ul).
h—0 h h h> h h
Le but est maintenant de montrer qu’on peut remplacer uz; par u% dans cette expression.

4. On a:

—Op} (@) (Hn — Ep)(uf, — up) (6.64)
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Ay

{¢*(w),t € [r1,70],w € NgT'o}
vfui,T

supp ¢

FIGURE 6.10 — Le support de ¢, proche de NgI'y, est disjoint de Ay

La derniere égalité résulte du corollaire 6.6. D’apres le théoréme d’Egorov, comme supp x’ C
[T1,70] et supp ¢ est disjoint de Ay, le second terme est de taille O(h>). Le premier terme
peut étre écrit :
i [ B
oni@ [ OUFO0R ()5 di
i

= OB @UE); [ N OUE@Op, (1)Sn
0
= OB} @O0k @)U (T)00E o)y [ X OUE 0D, (1)Shde + 0 (1),
0 h—0
D’aprés (6.58), (6.59) et le fait que |Op}(§)|| < 1+ O(v/h) on obtient :

lim sup
h—0

(yes { >
o (@)}, [ NHOUEOORNSHat] < o
Cela donne finalement

. 2 w
lim sup E |<Oph (Q)Uga (Hp — Eh)(ui{ - u%)>|

h—0

. w w Z w [ ~
< 211m} sup 10} ()| || 0P (q0)us || HhOph (@)(Hp — Ep)(uj —uj)
—

E &
<20 x — < —.
“T0C S5

5. On a également :
7: w
= (OB (@) — ), (Fy — B

= ((Hy, = En)"Opj (q) (u], = uf), uf)

= (0D} (a) (i — Ea)(uf i), ) ~ (OpR(@)(uf — u), )

On applique au premier terme le méme argument que précédemment. Pour le deuxieme,
on décompose ¢ = ng{l g; avec supp g; C Vu, 7 pour i € [1, N] et supp gny1 disjoint de
Ao UNET, puis on note Q; = (—H, +2Im E; 4+ 2V3)g;. C’est possible du fait que le support
de ¢ ne rencontre pas A; et d’aprés (6.63). Pour Q. égal & 1 au voisinage de supp Qn 41

et dont le support ne rencontre pas Ag U NgI'y on a

|(Opy (Qn1)(uj, —up), ujp)|

<|opf(@u)(wf — u) | |Opk @na)u |+ O (h) 0,
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car le premier facteur est borné d’apres le corollaire 6.34. Pour ¢ € [[1, N] on peut appliquer
(6.61) et (6.62) avec a = @,;. Comme on l’a fait pour le théoreme 6.32 (étape 4), on peut
ensuite montrer que pour h assez petit on a :

Kgi
w T T 3
; E < —.
<Oph (Q:) Bwi,k(h)7Bw,i,6,wi(h)> S 10N

k=6, +1
On obtient finalement :
€

lirilj})lp |(Opy (@) (ufy, — uj), up)| < o

Avec 'estimation pour le premier terme on obtient alors :

) 2 w 2e
lim sup — |<Oph (q)(u,{ —ul), (Hy — Eh)u2>| < —.
h—o N 5

Et puisque
2 1 (Op} (@), (i — Bl — [ Qduo
h h ho h h—0 R2n ’
cela donne :
4e
Qdp — Qdpo| < 5
R2n R2n

6. Maintenant que l'on a réduit le probleme a I’étude des temps petits, on peut procéder
comme dans le cas non captif. Soit § € C§°(R) & support dans | — 0o, 1[ et égal a 1 au
voisinage de 0. Pour (z,€) € T'(]0,70]) x R™ et m € N* on note 0,,(x,&) = 6(mt,) (on
prolonge continuement cette définition par 1 pour z € T'). On peut supposer que ¢ est a
support dans f([O7 m0[) x R™, de sorte que ¢f,, se prolonge en une fonction de C§°(R*") pour
tout m € N*. Pour m € N* on a

2 w
/W (—Hp +2Vo 4+ 2Im E1) (1 — 6,,,)q) dpo = Jim >~ Im (Opy (1 = 6m)q)up, (Hyp — Ep)uj, ).

Par un calcul analogue a (6.64), et sachant que le support de (1 —6,,)q ne rencontre ni NgI',
ni Ay, on obtient en fait :

/ (—H, +2Vs +21m By ) (1 — 0,)q) dpto = 0.
RZ’H.

On note Q,, = (—H,, + 2Va + 2Im E;)(¢f,,). Puisque 6,,, est & support dans T'([0, 79]) x R”
on peut effectuer le changement de variables introduit a la proposition 6.13. Cela donne :

Q dNO = Qm dMO
R2TL R2n
— [ Qu Vi) o) do
F(]OvTU])
=[]zt (14 0 ) Ib(@lt, 2 ) @ (6121 €) dower ()
0 NgT t—0
D’apres (6.42) et la proposition 6.21 on a

2" e o (F(t, 2, €)F — (. €) = m(2m) " |A() €] S(9)]
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(comme défini en (6.13)), donc

/ Qduo
]R2n

== [T @2t B 23)(a(6! . 0t 6) (1+,0,)) dowir (2. )t
o Jvor t—0

—/7 O(tm)(D, — 21 By — 25)(a(6' (. )(2.) (1 0 (1)) donyr(z,)de
0 NgD’ t—0

t—0

— /77 mb' (tm)q(¢'(z,€))k(z, €) (1 + O (t)) dongr(z,€)dt.
0 JNgT

Le premier terme est de taille O(%) du fait que t — 6(mt) est a support dans [0, E]' On
obtient alors :

Qd,U/O _/N FQ(Za€>H(Za§) dUNEF(Z’§>‘

()
o =)+
m—oo \ TN

G ) [T e s Ja(e,6) = e (2. ) m(e.6) e . )

ogtgﬁ
@) — ).
m—oo \ M

II'n’y a donc plus qu’a prendre m assez grand pour que le reste soit plus petit que ¢, ce qui
permet de conclure. O

R2n

N

/ / mf (tm) (a(2,€) — a(6"(,€))) (2, €) donpr (=€) di
0 NgI*

N

1
m
1

Remarque 6.41. Dans le cas non-captif (voir [Bon09]), I'idée pour se ramener a I’étude des
temps petits est plus simple. Pour w € Ay, et k € [[1, K], on commence par vérifier que
(Hp, — ER)Buw,k(h) (pas besoin de troncature x dans le cas non-captif) est microlocalement
nulle au voisinage de w : on a

o0

/ X (t—tw k+70)UE (£)Opy, (£)Sh dt = / Xy (t—tw+70)UE (£)Opy, (£)Sh dt,
0 0

7

(Hh*Eh)h

et on peut conclure par le théoréme d’Egorov sachant que t — X/, (t — t,, + 7o) $’annule au
voisinage des t, ; pour tout j € [d,, K,]. Tout symbole ¢ € C§°(R?") pouvant étre écrit
comme somme finie de symboles & supports assez proches d’un certain w € R?", on peut
alors vérifier pour chacun que seuls les temps petits vont intervenir.

Ce raisonnement n’est plus valable dans notre cas puisqu’on a di ajouter un facteur xr
dans la définition de Bglk(h), et la fonction ¢ — 4 (7 (£)Xuw(t — twk + Tw)) Peut ne pas étre
nulle au voisinage de t,, 1 (il y a probléme si T € [ty k — 70, tw,k])-

On a tout de méme envie de procéder de la méme maniere, écrire ¢ = vazl q; avec q; a
support dans V,,, 7 pour un certain w; € R?*". On applique le méme raisonnement pour les
ng(h) tels que ¢y, ; est loin de T et si t,, x =~ T avec T assez grand, par la proposition 6.36
on sait que Op}f(qi)Bgi’k(h) est petit. Pour avoir une bonne estimation de chaque terme, il
faut donc prendre 7' grand. Mais plus 7" est grand, plus les voisinages V,, r sont petits, et
plus le découpage ¢ = > ¢; contient de termes. Cela pose probléme.

Une autre fagon de faire, pour ne pas avoir a utiliser la proposition 6.36, aurait pu étre de
découper ¢ en somme des g; a supports proche d’un certain w; et de laisser T' dépendre de i
pour que le probléme ne se pose pas, sachant que (6.60) sera encore valable pour T pris plus
grand. Le probleme dans ce cas est que plus € est petit, plus les voisinages V,,, r sur lesquels
on travaille sont petits, donc les ¢; sont & supports petits. Les Q; = (—Hp +2Im E; + 2V2)g;
sont alors grands dans L>(R?"), et par conséquent on ne peut pas controler la quantité

> Qid(u—pr).

- 2n
B R
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C’est pourquoi dans la démonstration proposée on évite de faire des découpages du sym-
bole ¢ et qu’on s’attache a appliquer la proposition 6.36 globalement, méme si on doit s’y
prendre en deux temps. On partitionne tout de méme le symbole ¢ pour estimer le terme
(Opy (Q)(uf — uf)), uy ), mais le probleme ne se pose pas puisqu’on ne U'estime pas en prenant
T grand.

Ce passage appelle d’ailleurs un dernier commentaire. On observe que le probleme vient
des temps pour lesquels les supports des fonctions x et xp—x se rencontrent. Mais on sait que
cette intersection est contenu dans un compact de 0, 79], et ce sont justement des temps pour
lesquels on n’a pas de risque de retour sur NgI'y (d’apres le corollaire 6.15). C’est pourquoi
on a pris ¢ a support disjoint de Ay dans la démonstration.

On termine maintenant ce chapitre en vérifiant que, comme annoncé au point (iii) du
théoréme 6.1, 1 est en fait completement caractérisée par les trois propriétés du point (ii) :

Proposition 6.42. Soit v une mesure de Radon sur R?" qui vérifie les trois propriétés
(a)-(c) du théoréme 6.1. Alors pour tout g € C§°(R?") on a

+o0 . -
/ qdv = / / K/(Z,5)q(¢t(z7f))€_2tlmEl_2 Jo Va(T(s,2,8)) ds dO—NEF(Zug) dt, (665)
R27 0 NgIl

ot la fonction k est comme définie en (6.13).

Démonstration. Soit g € C§°(R?*™). D’apres la propriété (a), si suppgNp~t({Eo}) = 0 alors
J gdv = 0. Cest cohérent avec (6.65), puisque dans ce cas les deux membres de 1'égalité sont
nuls. On peut donc maintenant supposer que supp g C p~(I). En utilisant la propriété (c)
on voit que

%/ (q o ¢t)e—2tlm E1—2 [} Va00' ™ ds dv
R2n

= | (Hp—2ImE; —2V%) ((q o gt )e I E1=2 g Vaos'™ ds) dv
R2n

t t—s
— _ K (q o ¢t)e—2tImE1—2 fo Voo ds dUNEF7
NgT’

et donc, pour tout 7 > 0 :
/ qdp :/ (qo¢T)e 2TIm Er=2 [ Voo™ " ds g,
R2n R2n

.
+/ / K (qogh)e 2ImBI=2Jg Vaod ™" ds g1y,
0 NgT'

On a donc juste a prouver que

(q ° ¢T)€_QT Im E,—2 fo" Voo™ " ds dv 0.
R27 T—+00

Pour R > 0 on note Kp = p~ (1) N B,(R). D’apres la propriété (b) et la remarque 3.35, on
peut trouver og > 0 et R > 0 tels que v s’annule sur Z_(R,0,—09) et

| supp(go ¢') C 2_ (R,0,—00) U K.

£>0

Soit go € C5°(R?™) & support dans p~1(J) et égale & 1 sur Kg. Pour 7 > 0, puisque v est
nulle sur Z_ (R, 0, —09) on a

/ (q ° ¢T)e—2t1mE1—2 foT Voo™ % ds dv = / qo(q ° ¢T)e—2t1m E1—2f07' Voo™ ds dv.
R2n R2n
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Comme v est une mesure de Radon, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout
G € C§°(R?™) avec suppq C suppqp on a :

‘/ qdv
R2n

< CNall o o)

donc il reste & montrer que

sup |qo(qo ¢7)e 2T E1=2 [ Vaod™ " ds|
R27 T—+400
C’est clair si Im Fy > 0, et dans tous les cas cela résulte de la proposition 3.42. O
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Annexe A

Quelques rappels

A.1 Divers

Lemme A.1 (Interpolation complexe). Soient x < y € R. On note :
Cey={¢eClz<Re(<y}.

On suppose que ¢ — A¢ est une application continue et bornée de C, ,, dans L(H), holomorphe
sur Cy . Alors pour 6 € [x,y] on a :

y=6 O—z
[Agll < Azl v== [|Ay[l*== .

On trouvera une démonstration de ce résultat pour le cas scalaire dans [Rud98] (théoréme
12.8). Dans le cas d’une application & valeurs dans £(H), il suffit d’appliquer pour tous
@, € H le cas scalaire & Papplication ¢ — (Acp, ).

Ezemple A.2. Soient A un opérateur borné et B un opérateur autoadjoint, positif et borné
sur H. Alors pour z < <y €Rona:

y—0 0—x
y—x y—x

|AB?|| < |AB”

||ABY

Cela résulte du fait que B est un opérateur unitaire pour tout p € R.

Proposition A.3. Soit f : R™ — R"™ une application de classe C°°. On suppose que la
différentielle D, f de f au point x est inversible d’inverse borné uniformément en x € R™.
Alors [ est un difféomorphisme de classe C*° de R™.

On renvoie pour ce résultat au théoréme 1.22 de [Sch69]. Cela prouve simplement que f
est un homéomorphisme, mais pour f de classe C*°, on utilise le théoreme d’inversion locale
usuel pour conclure que f est bien un difféomorphisme de classe C*°.

Lemme A.4. On suppose que Y : Ry — C" est solution de
Y'(t) = M(t)-Y(t) + B(t)
Y(0) =Y,
avec Yy € C™ et, pour tout t > 0, M(t) € M,(C) et B(t) € C". Alors pour toutt >0 on a :

t
1Y (1)]] < [[Yo|| elolM@lldr / IB(s)|| < IM@lldr g,
0

Démonstration. Soit t¢ > 0. Si Y (t) = 0, alors le résultat est clair. Sinon on note ty =
max (0, max {s < tg, Y(s) = 0}) puis, pour s € [tg,t] : N(s) = ||Y(s)||. N ne s’annule pas et
est dérivable sur Jtg, t[. Or pour s €]ty,t[ on a
1d
N(s)N'(s) = 5 2 N(s)? = (Y (5).¥'(5)) = (¥ (), M()Y (5)) + (¥ (s), B(s))
<M (s)[ N(s)* + [1B(s)]| N (s),
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et donc
N'(s) < [[M(s)[| N(s) + [ B(s)]| -

On a alors

d

- (N(S)G—ISHM(T)II dr) = (N'(s) = N(s) | M(s)|| Je~ JoIMDIAT < || B(s)|| e~ Jo 1M (DIl dr

puis en intégrant :
t
N(t)e™ JIM@ldr 1Y (t0)] +/ |B(s)|| e~ Jo IM@Ddr gg.
to

Sachant que Y (¢g) = 0 si tp # 0, cela donne bien 'estimation annoncée. O

Proposition A.5. Soient I'y et I' comme au paragraphe 6.2.2. Alors il existe € > 0 tel que
pour z € ' et £ € NI tel que |£] < e on a : drn(z+&,T1) = €.

Démonstration. 1l existe ¢ > 0 tel que dg»(T'; \ T'1,T') > 3¢, et si on note
[oe = {z € I'1 |drn(2,T) < 2¢},

alors I'y. est un compact de I'y. D’apres le théoréme du voisinage tubulaire (voir par exemple
le théoréme 2.7.12 de [BG87| dont 'idée de démonstration est rappelée dans la démonstration
de la proposition 6.11), quitte & réduire e, si (21,&1) et (22, &) sont dans NT'y avec z1, 29 € Ty
[€1],]&2] < e et 21 + & = 22 + &, alors on a (21,&1) = (22, &2).

Soit alors = z + £ avec (z,€) € NT et |£] < e. Comme d(z,T) < ¢, il existe zg € Ty tel
que d(z,T'1) = |x — 29| < e. On note &y = = — zp. Soient ¢ € T, 'y et v :] —7,7[—= T telle que
v(0) = zp et ¥/ (0) =¢. On a

d 2
0= e 10F| =2

ce qui prouve que § € N, I't, done (20, &) = (2,€) puis d(z,T'1) = |&o] = [¢]. .

A.2 Retour sur I’équation de Hamilton-Jacobi

La démonstration de la proposition 3.23 est inspirée de [Rob87] (théoreme IV.14) et
[DGI7] (appendice A.3). On Décrit pour le cas p(z,&) = €2 + Vi(z), mais elle est valable
pour des hamiltoniens plus généraux (voir [Rob87] et [DGI7], une autre démonstration est
proposée dans [EZ], voir le lemme 10.10).

Démonstration de la proposition 3.23. 1. On suppose dans un premier temps que ¢ est so-
lution. Soit (y, &) € R?™. 1l existe T €]0, 7] tel que le probleme de Cauchy

Ul(t) - Qchp(t’ u(t)v 5)
u(0) =y

admet une solution sur ] — 7, 7[. On note alors
v(t) = Vap(t, u(t), §),
et on calcule :
V' (t) = (8: Vo) (t, u(t), &) + 2 Hess, @(t, u(t), €) - Vap(t, u(t), €)
= Ve (Bl 2,6 + 1Vt OF )|
= —VVi(u(t)).
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On a alors

u(0) = y,v(0) =&,
ce qui signifie que u(t) = Z(t,y,£) et
En particulier u est en fait définie sur | — 9, 79[. Pour s €] — 79, 79[, on calcule maintenant

(s, (5,3, ) = D5, T(5,,),) + 2Vsp(s, 75,9, £), ) - E(5,,)

= —p(T(t, 4, €), Vap(t, Z(t, 4, £), ) + 2Vap(s, T(s,y,£),€) - £(5,9,€)
= —p(@(5.9,),&(5,9,)) + 2|E(s,5,)|".

ce qui donne :

ﬂuﬂmuﬁirzwiw%M%©+2AIR&%Ofd&

Soient t €] — 79, 70[ et (z,€) € R*™. En appliquant ce résultat avec (¥(t,z,€),€) on obtient
que ¢ est bien donnée par (3.14).

2. Comme on a déja (A.1), il ne reste plus qu’a montrer que

Y= V&(p(t,f(t, 13,5),6)

pour t €] — 19, 7o[ et (y,€) € R?" afin de vérifier que I’éventuelle solution de (3.13) vérifie
(3.16). C’est déja vrai si t = 0, donc il suffit de vérifier que la dérivée par rapport a ¢t du
membre de droite est nulle. Mais en dérivant la premiere équation de (3.13) par rapport & £
on obtient I’égalité

6tV§<,O(t,JJ,£) + QVE,mQ(tvxvf) ’ vw@(taxaf) = 0.

Appliquée en = = Z(t,y,§), cette égalité permet de calculer :

at (vﬁcp(t? f(ta Y, 5)7 S)) = atV§CP(t, f(ta Y, 5)7 f) + 2vg,r<p(t7 f(ta Y, g)a 5) (t Y, 5)
= atvfgo(tvj(ta:%f)ag) + 2v§,a;<p(t7j(tay7€)a§) Va (t m(t7ya§)7£)
=0.

3. Montrons maintenant que ¢ définie par (3.14) est bien solution de (3.13). On réécrit @
(donné par (3.15)) de la fagon suivante :

Q@%OZWQ—A%@@%®%+AE@%M%&

On a alors

OV, Q(t,y, ) = =" I, T (t,y,€) - VVI(T(t,y, €)) + 2" &t y, €) - E(t, , €)
= at (t‘]yf(ta Y, 5) ' g(ta Y, f)) .

Comme V,Q(0,y,§) = & on en déduit que pour tout t €] — 79, 79[ on a :

VyQ(t,y, &) = "JyE(t,y,€) - E(t, y, €).

Et comme

QD(t,LU,f) = Q(ta ?(t,x,f),é),
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on a aussi :

Vm@(t; z, g) ="' rg(tv €, 5) : VyQ(ta y(tv xz, g)a 5) = E(t,y(tv xz, 5)7 f) (AQ)
On en déduit que

atQ(tvyag) = _Vl(f(t’ y7€) + }g(tvyag)f = _Vl(f(tvyag)) + |v$<p(tvi(tv y7£)v€)|2 .

On peut également écrire :

Q(t,y,€) = i (p(t,Z(t,y,£),€))
= 0rp(t,T(t,y,£), &) + 2Vt T(t, y, €),€) - E(t, x,€)
= O0pp(t,Z(t,y,8), &) + 2| Vaip(t, Z(t, y, §), £)|2

Pour t € R et (z,£) € R?™ | ces deux égalités appliquées avec y = %(t, x,£) montrent que ¢
est bien solution de (3.13). O

A.3 Retour sur les états lagrangiens et les opérateurs
intégraux de Fourier

On revient dans ce paragraphe sur les résultats énoncés au paragraphe 3.3.2 et utilisés au
chapitre 6. Les références sont nombreuses a ce sujet. Dans un contexte microlocal, on pourra
voir par exemple [Hor84, GS94, Sog02]). On pourra également consulter [Ale08] pour une
approche semi-classique (plus générale que ce dont on a besoin ici) et [Ivr98] pour des énoncés
tres généraux. On redonne ici des démonstrations plus ou moins completes des quelques
résultats que l'on a utilisés dans ce travail. On s’est en particulier placé dans un cadre assez
simple.

En effet, on a caractérisé un état lagrangien par une phase et un symbole sur ’ensemble
critique de la phase. Une telle définition n’est en général utilisée que pour une description
locale. Pour une étude globale, on voit plutot un état lagrangien comme une sous-variété la-
grangienne A et un symbole principal, ce symbole principal étant une section du fibré Q 1® L
au-dessus de A, olt 21 est le fibré des demi-densités sur A et L est le fibré de Maslov (voir

[GS94]).

On considere sur R** = R} x RY la forme
Z” - - - - (0 —L\ (X

g = dgj/\dzj : ((Xlw:*l)a (XQ,:Q)) — <X2,:1>7<X1,:2> = (Xl :1)' I 0 | =
i=1 "

On note Et T'orthogonal du sous-espace E de R?" pour la forme o.

Définition A.6. On dit d’un sous-espace de R?" qu’il est lagrangien s’il est son propre
orthogonal pour la forme o. Un tel sous-espace est nécessairement de dimension n. On dit
d’une sous-variété de R?™ qu’elle est lagrangienne si tous ses plans tangents sont des sous-
espaces lagrangiens de R?".

On commence par vérifier qu'un état lagrangien est micro-localisé sur sa sous-variété
lagrangienne :

Démonstration de la proposition 3.48. Pour x € R™ on a

Oni(@une) = e [ [ [ et (“’ s) HUO 0y, 0) db dy d.
(2mh) @rh) 5 Jon Jrn RN

Les points critiques (y,§,&) pour la phase sont tels que y = z, (y,0) € Xy et (y,&) =
Ju(y,8). Par hypothése un tel point critique ne peut pas étre sur le support de (y,6,&) —
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q (%ﬂ’, f) e%d’(y"g)b(y, #). On peut donc appliquer le théoreme de la phase non-stationnaire.
En outre Opy (q)up, est & support compact et on peut appliquer la proposition 3.1 uniformé-
ment en x, donc on obtient bien que Op}’ (q)up, = O(h*°) dans L?(R"). O

On donne maintenant une démonstration de la proposition 3.49 qui est la brique élémen-
taire pour la construction de la mesure semi-classique de u] au paragraphe 6.3.2. Pour cela
on utilisera le lemme de géométrie lagrangienne suivant :

Lemme A.7. Soient A une sous-variété lagrangienne de R*™ et w € A. Alors il existe deuz
sous-espaces E et F' de R™ en somme directe orthogonale tels que si on décompose

R* =Ry x R = (B, ® F,) x (B¢ ® Fy)
alors la restriction I1 a A de la projection orthogonale sur
(Be x {0r}) x ({05} x Fe) ~ B, & F
réalise un difféeomorphisme d’un voisinage de w dans A sur son image.

Démonstration. On note P la projection orthogonale de R?" sur (T,,A)*, ainsi que P, et P
les restrictions de P a R? et Rg. Comme T, A est un sous-espace lagrangien de R?" on a

ker(P, x Pe) = Twh = (ker(P, x Pe))™" =TIm ((—Pc x Py)*),

ce qui implique que
P.P¢ = PcPy. (A.3)

On note maintenant F = ker P C R" et E = F-, ainsi que F = ker Pf C (TyA)* et
E = Im P T'orthogonal (pour le produit scalaire usuel) de F' dans (T,,A)*. Les sous-espaces
E et FE ont méme dimension dg, tandis que F et F ont méme dimension dr = n — dg. On
décompose alors les endomorphismes Py, Pr € L(R™, (T,,A)*) en écrivant R" = E & F et
(TwA)* = E @ F. Matriciellement cela s’écrit

(P, pE):<HEPw|E UpPe|p UpPelp HEP§F>_
WP, UpPl, UWpPel, TpPe,

Par définition on a P¢|, = 0, donc la derniere colonne est nulle, et puisque Im P = E
on a HzP|, = 0. D'autre part, d’apres (A.3), P, envoie Im Py = (ker P;)* = E dans
Im P = (ker PE*)J- = F, donc Pzl = 0. Cela donne finalement :

_ (UpP,|, WP, MzPl, 0
(P Pf)_( 0 IzPyl, 0 0/

Comme P est surjective, I'opérateur I1;P;|. doit étre surjectif, et donc inversible. Enfin
lopérateur TI;P:|, est injectif, et par suite bijectif, par définition de E et E. On obtient
finalement que la matrice

<HEPx|F HEP§|E):(HEPW HEP§|E>
Py, 0 WP, TpPel,

est inversible. Cela signifie que la projection de F, & E¢ sur (T,,A)* est bijective, ce qui
implique que la projection de Ty, A sur (E, & F¢) est bijective. Cette derniere étant la diffé-
rentielle en w de la restriction & A de la projection orthogonale sur E, @ F,, on en déduit
qu’au voisinage de w, la sous-variété A se projette bien sur E, @ F¢. O
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Démonstration de la proposition 3.49. 1. On note b et 1 (sur R"*) le symbole et la phase
de I'état lagrangien uy. Il suffit de montrer que pour tout w € R?™ il existe un voisinage ou-
vert W, de w tel que le résultat est vrai si ¢ est a support dans W,,. En effet, le résultat est
linéaire par rapport a g, donc en utilisant une partition de I'unité on peut toujours se ramener
au cas oll ¢ est & support dans W,, pour un certain w € R?*. En outre si Wy, N W,,, # 0,
on vérifie que les densités v, et v, obtenues coincident sur W,,, N W,,, en appliquant le
résultat pour ¢ € C§°(R?*™) & support dans W,,, N W,,,. Le résultat étant conséquence de la
proposition 3.48 pour g a support hors de A, il suffit de considérer w € A. On considere alors
les sous-espaces F et F' de R™ donnés par le lemme A.7 et on se donne un voisinage W de w
dans A tel que la restriction II & W de la projection orthogonale sur E, @ F¢ soit un difféo-
morphisme, puis un voisinage W de w dans R?" tel que WNA = W. Comme Yy Nsupp b est
compact et jy est localement injective, le point w € Ay admet un nombre fini d’antécédents
dans ¥, Nsuppb. Quitte a réduire W, on peut supposer que jy réalise un difféomorphisme
de chaque composante connexe de V = Jyp 1(VV) sur W. On note alors Vj, pour k € [[1,p] les

composantes connexes de V. Pour k € [1, p] on note jfb' : Vi, — W le difféomorphisme obtenu
par restriction de jy & Vi. Pour k € [1,p] on considére également un ouvert Vi, de RN tel
que Vi N Yy = Vi, puis V= Ur_, V.

2. Soit ¢ € C§°(R?™) A support dans W. On considére § € Cg°(R?™) A support dans W et
égal a 1 sur un voisinage de supp q. Comme

(Opy, (@)un, un) = (Opy (q)un, Opy (§)un) + hgo(h“),

on ne fait d’apres la proposition 3.48 qu’une erreur de taille O(h®) si on suppose que supp b C
V. Pour k € [1,p] on note by = bly, et uh I’état lagrangien de symbole by et de phase ¥, de

sorte que u = Y h_, uf. On a alors :

(b (a)un,un) = > {Opi(@)uf, uf ).

1<5,k<p

Soient xp € E et (¢ € F. On note w(zp,&r) = 1Y (2g,&r) € W puis, pour k € [1,p],
op(2pm, Ep) = (45) "N w(zp, Er)) € Vi

3. Soient j, k € [1,p]. On écrit :
(Opy ()] k)

1 T— x,T T+
_(27rh)"+N/a HN@;L« V) (0,0) = (@,7)) < y,g) (6B ET) df drdiy de d
Rn

On fixe g € F et £&p € F, et on cherche a appliquer la méthode de la phase stationnaire
par rapport & xp € F, g € E, y € R" et §,7 € RY. On commence par chercher les points
critiques pour la phase

q)wE,fF : (-TF>T7§an70) = <$UE - yE7£E> + <5L'F - yF7§F> +1/J(yEny>9) - ¢($E7$F7T),

oupour y € R" on anoté y = yg+yr avec yg € E et yp € F. Un point critique pour @, ¢,
avec (z,7) € supp(bg), (y,0) € suppb; et (%ﬂ’,ﬁ) € supp q est tel que :

& — Vaep(x,7) =0 (x,T)GVk

Vi(z,7) =0 (y,0) €

zp —Yyrp =0 (W€

=&+ Vyi(y,0) =0 TE =Yg

Vo (y,0) = 0. Vep¥(2,7) = &r = Vy,,¥(y,0).
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Les deux points jy (x, T) et jy (y, 0) sont sur W et ont la méme projection (zg, ) sur E; @ Fe.
Ils sont donc égaux. On a en outre (z,7) = v (vg,&r) et (y,0) = vj(zg,&F), ce qui implique
que z = y. On a par ailleurs jy(z,7) = jy(y,0) = (z,&). Tout ceci prouve en particulier qu'il
n’y a qu'un seul point critique possible. On vérifie maintenant qu’il est non dégénéré. Pour
cela on calcule :

Mj,k(xE fF) = HGSS$F’ EEYE,YF,0 q>$E7€F (va 7.8E,TB, YF, 9) (A4)
Vo) VR () O 0 0 0
) Vim0 0 0 0

B 0 0 0 1, 0 0

B 0 0 _IdE V?LE,JEw(U]) vig,xp¢(vj) ‘LET ( ]) ’
0 0 0 V%F zEw(IUj) V%F xF%[}('Uj) ( J)
0 0 0 V) VEarw(e) Vel

oll on a omis 'argument (g, {r) pour les fonctions v; et vi. On a alors :

|det M; x(zg,&F)| = |det M;(vp, EF)|[det My (g, EF)|

ou pour [ € [1,p] on a noté

(V2 (e, Er) Vi, (e, ER) _ g
Mi(wp, &) = ( \% ¢(Ull($;: SFF)) VT,TT/)(Ull(ffE% fFF)) > = Hessor,r Y(u(@5, £7))-

T, TF

Or cette matrice est la matrice jacobienne de I'application

{ RirtN RAr+N

(ZFaC) = (vzpw(xEvZF;C)7VC¢("EE72F7C))

au point (zp, 7). On sait que jfp réalise un difféormorphisme de V C ¥, dans W C A. Comme
jfp est ’application identité pour la premiere variable, c’est par restriction un difféomorphisme
de V' = {(2m, 2r,¢) € Vi| 25 = xr} dans Wi = {(zg, zr,1) € W| 25 = z}. Etant donné
le bon comportement de la projection par rapport a x g, ces deux ensembles sont des variétés
de dimension drp. Comme Wy se projette bien selon la variable {r, application (zp,() —
Vapr¥(zr, ¢) est un difféomorphisme de Vi dans Wy . Soit maintenant S un supplémentaire de
T(zp,ry Vi dans RN Alors la différentielle de Papplication (zp,¢) € S — Vetp(zr, () € RY
est inversible au point (zp, 7). On obtient finalement que M;(zg,&Fr) est inversible, et c’est
donc également le cas de la hessienne M; ;(zg,&r). On peut alors appliquer le théoreme de
la phase stationnaire (uniformément en zg et {r), ce qui prouve que

<Oph “hv“h / /F “Nap, &) )vik(e, Ep) dép dog + O (h)
3

avec

T sgn M; . ;
Vig = i e W)= (4. )b (vr).
|det Mj|§ |det M|

On s’intéresse maintenant & la signature de M; x(zg,&r). On considere Papplication

V2 b)) =2, () 0 0 0 0
—VZ, . 0(k) =V (o) 0 0 0 0
. 0 0 0 — 1, 0 0
0 0 Loy, V2, 0(vy) tV2_ () V2 4(v))
0 0 0 V2 o) VI () V2 ()
0 0 0 VI ¥(v) Vi) VI ()



Cette matrice est toujours de déterminant non nul, sa signature est donc une fonction continue
de t a valeurs dans Z, donc ne dépend pas de t. En regardant la valeur en ¢ = 0 on obtient
que

sgnM-,k(acE, fF) = sgnMj(xE, fF) — sgn Mk(.]?E, gp)

Pour [ € [1,p] on note

o sen My (05 6r)

di(zp,&r) = eﬁ.w(vl(IE’EF))bj(Ul(ﬁﬁE,fF))

T
|det M;(zg,&F)|?
de sorte que v;; = dja et donc
(Opy, (@)un, un) :/ / g™ (zp, &p))v(zp, &p) dép dap + O (h)
E, JFe h—0

avec

2
= 0.

vV = E l/j7k =

1<g,k<p

p
Sa
=1

Il ne reste plus qu’a faire un changement de variable avec le difféomorphisme II pour voir
cette intégrale comme une intégrale sur W. O

Ezemple A.8. On suppose que la sous-variété A se projette bien sur £, @ F¢ et on suppose
que la phase ¢ est de la forme ¥(z,{r) = (zp,&{r) — ¢(zE,EF), ot ¢ € Cp°(R™) (en fait,
on peut toujours se ramener localement a cette situation). Dans ce cas £r joue le role du
parametre 0, et N = dp. On a alors

Sy = {(zp,2r,&F) € RMIF | Ve, d(2p,Er) = 2r )} .

et
Aw = {(xE1V§F¢(xE7§F)7 _VIE¢(xE7£F)7£F)7$E € Eng € F}

L’application jy, est alors un difféomorphisme global de 3, dans Ay, et pour g € £, {p € F
on a

0 Lap
M(xp,&r) = (IdF —HeSSng¢($Ea€F>> '

Cette matrice est de déterminant (—1)%F et de signature nulle, donc on obtient :
lim (Opy,(q)un, un)
h—0

= /E /F q($E7v€F¢('rE7§F),_VmE¢(mE7€F)7£F) |b(xE7V§F¢<xE’§F),€F)‘2 dé.Fde
w J Fe

On s’intéresse finalement aux propositions 3.54 et 3.55 concernant les opérateurs de Fou-
rier intégraux.

Lemme A.9. On suppose que la relation canonique C4 de A est le graphe d’un difféomor-
phisme. Alors on a :

Ve (@ y,m) Vi o(z,y,T)
V(z,y,7) € X4, det <V72_)Z¢($, Y, T) vgﬂ_(b(x’y’ T)> # 0. (A.5)

Ce lemme se démontre de fagon analogue & ce qu’on a fait pour la matrice M;(zg, &) dans
la démonstration de la proposition 3.49, sachant que la matrice considérée ici est la matrice
jacobienne pour 'application (z,7) — (Vgo(z,y,7), Vré(z,y,7)) (voir le paragraphe 6.2 de
[Sog02])
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Démonstration de la proposition 3.54. On note ¢ : R?"*™ — R la phase de l'opérateur A et
¢ : R"N — R la phase de I’état lagrangien uj, sur R"t™. Auy, est alors un état lagrangien
de phase

D:(z,7,y,0) — o(z,y,7) +¥(y,0).

Les points critiques pour cette phase (a x fixé) sont tels que :

Ved(z,y,7) =0, Vyo(z,y,7) + Vyi(y,0) =0, Vei(y,0) = 0.

En particulier on a (z,y,7) € ¥4 et (y,0) € Zy. Soit (7,y,0) un tel point critique. Il faut
vérifier que la matrice

V2 0(x,y,7) V2 0@y, 7) 0
V2 o(x,y,7) V2 oz, y,7) 0 c M ®)
Vi 0@ y.m) Vi, é(xy,7)+ V5 (. 0) Vz,,ei/J(% 0) me N mAn N

0 Vg,yw(yv 9) V%Q'@[J(av 9)

est de rang n+m+ N. D’apres le lemme A.9, le premier bloc de taille (n+m) x (n+m) est
inversible, et par la condition de non-dégénérescence pour 9, le bloc de taille (n + N) x N
en bas a droite est de rang NN, ce qui assure la non-dégénérescence pour la phase ®. Les
conditions sur les points critiques de ® assurent alors qu'on a bien Ag = K(Ay). O

Démonstration de la proposition 3.55. Cette démonstration est analogue a la précédente. No-
tant ¢4 : R2"t™ S R et ¢p : R2"TP — R les phases des opérateurs A et B, ainsi que a et b
leurs symbole, le noyau de I'opérateur A o B est donné par

1

2n4+m+p

R = Gy

/ e%(d’A(x’y’TA)J“z’B(y’z’TB))a(x, y, 7, h)b(y, z,0,h) drg dy dra.
RnL+n+p

Les points critiques de la phase ® : (z,74,y,75,2) — da(x,y,74) + ¢5(y, 2, 7TB) par rapport
aux variables 74, y et T sont tels que :

0= VTA(I)(‘T7TAayaTsz) = VTA¢A(x7yaTA)
0= qu)(x»TAvya TBaZ) = Vy¢A(xvyuTA) + Vy¢B(y»Z7TB)
0= VTB¢($,TAyy=TB7Z) = VTB¢B(ny7TB)

Cela implique en particulier que (x,y,74) € X4 et (z,y,7p) € L p. Pour vérifier la condition
de non-dégénérescence, il faut montrer que la matrice

anc,TAQSA(xvvaA) Vi,yqu(x’vaA) 0

VEA,TA¢A<x7y7TA) VEA,yd)A(%yﬁA) 0

VZQJ,TA¢A('r7y7TA) vi,y¢A(x7vaA) + v?;,y(bB(vaaTB) v?;,TB(bB(va’TB)
0 V2, 68, 2, 7B) VZ, .08, 2,7B)
0 vz,ygéB(yvz?TB) VE,TBQSB(y)Z?TB)

est de rang maximal m + n + p. D’apres le lemme A.9, le bloc de taille (n +m) x (n+m)
en haut a gauche est inversible, tandis que par non-dégénérescence de ¢p, le bloc de taille
(2n 4+ p) X p en bas & droite est de rang p, ce qui prouve la non-dégénérescence de ®. On
remarque que 'argument est symétrique en A et B, et qu’il suffit donc que I'un des deux
opérateurs ait pour relation canonique le graphe d’un difféomorphisme pour que la composée
soit un opérateur intégral de Fourier. Sous les hypotheéses de la proposition, on peut en outre
vérifier que la relation canonique de A o B est bien le graphe de k4 o k. Il suffit pour cela
d’utiliser les trois conditions caractérisant les points critiques. O
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B, B*, Bg, 41
By, B, 41
B,., 30

Bgn (z,7), 30
B, (r), 64
Br.r, 173

Cy, 19

Cr., 11
Ci 4,32
C(dy, ds), 175
C5°, 18

0, 18

Ay, 31
d,, 31
D,, 31
D, (¢), 32
D, 36
dr, 154
dng, 134
S, 168

Dissipatif, opérateur, 19

maximal, 20

Ex, 29
et4. 22

Etat lagrangien, 76

exp., 154

Energie non captive, 7

Fh, 52

g, 155

I, 173

G(), 165

Générateur des dilatations, 56, 86

Hess, 51

Hy, 24

H}, 56

Hy, 33

HP 153

Hy,, 153

H,, 59

(H — (E +1i0))7%, 32
H*(R™), 30
H**(R™), 30

I,, 161
Jz, 60

K,, 168
KT, 183

L2902

L(H,H'), L(H), 19
Ar, 182

Aw, 168

Ao, 168

Mesure semi-classique, 58
Microlocalisation, 58

V., 31

V2 ,, 76
v, 154
NgT, 155
NgTy, 155
N, gT, 155

O, 67

0, 0,, 114

O(h®), 51

Opérateurs conjugués, 83
a lordre n, 104

p, 153
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Py, P}, 90

Py, 156

o', 59

Y(t,x, 2,€), 172

Rayon de fuite, 62

S(R™), 18
S, 30
S(+), 53
Ss, 53
sgn, 51
Sp, 19
Sy, 30

oy, 30

Solution sortante, 32

o o, 0, 0Y,9

tu ke, 168
ty, 165

uf, 182
Uh( ) 71

Z.(R,d, o), 63
2, 165

Zwp, 168

¢*, 32

(i, 32

G, 32
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