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Introduction générale

A l’époque actuelle, l’optimisation du fonctionnement de l’entreprise est vitale pour as-
surer sa pérennité dans un milieu toujours plus compétitif. Dans le cadre d’entreprises
manufacturières, cette optimisation passe par le management de la chaîne logistique, dont
le but est d’assurer la rentabilité de celle-ci. Il s’agit de garantir une bonne productivité
de l’entreprise en vue de répondre correctement en terme de coûts, de délai, et de qualité
à la demande du marché.

Le management de la chaîne logistique implique plusieurs activités [69] de plusieurs ser-
vices de l’entreprise. Parmi ces activités, la planification de la production joue un rôle
majeur dans l’organisation de l’entreprise, au niveau tactique comme au niveau opéra-
tionnel. L’optimisation de la planification de la production d’un système industriel a pour
but de fournir des plans de production (c’est-à-dire le calcul des quantités à produire et à
stocker) capables de satisfaire les demandes des clients, tout en minimisant les coûts liés à
la production. La bonne réalisation de ces activités est complexe, celle-ci nécessite d’une
part une estimation correcte de nombreux paramètres tels que la demande ou la capacité
de production, et d’autres part une aide à la décision que peut fournir des progiciels de
« Gestion de la Production Assistée par Ordinateur » tels que les « Enterprise Resource
Planning ». Ces logiciels ont pour vocation d’assurer la coordination des différentes fonc-
tions de l’entreprise. Cependant, il apparait que la fonction de maintenance du système
de production est souvent décorrélée de celle de la planification de la production [69].
Or la maintenance est un outil indispensable pour le maintien de l’outil de production
en condition opérationnelle (celui-ci doit être entretenu régulièrement et réparé en cas de
défaillance) et donc pour assurer la compétitivité de l’entreprise.

L’ensemble des activités de maintenance qui vont être mises en œuvre au cours de la
production consommera de la capacité initialement dédiée à la production. De plus, la dé-
gradation croissante du système augmentera la probabilité d’occurrence de défaillances au
cours de la production. Cependant, cet impact n’est traditionnellement pas pris en compte
lors de la planification de la production, bien que susceptible de remettre en compte la
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2 Introduction générale

faisabilité des plans de production établis. Ainsi, la réponse à la demande peut être compro-
mise. Il convient dés lors de s’interroger sur les liens entre ces domaines, et de s’intéresser
plus particulièrement aux conséquences de l’un sur l’autre pour cette ressource partagée.
Le manque actuel de prise en compte de l’impact de la maintenance sur la planification de
la production motive le développement de nouvelles méthodes de planification conjointes.
L’objectif est de construire des solutions robustes aux aléas liés aux défaillances du sys-
tème.

Dans cette thèse, nous nous intéressons au développement de nouveaux modèles de pla-
nification conjointe. Notre but est de développer des méthodes de résolution capables de
fournir à la fois un plan de production et une politique de maintenance tenant compte
des aléas liés aux défaillances, via le partage de la capacité du système entre ces deux ser-
vices. A partir de ces méthodes, nous souhaitons formuler des règles générales de « bonne
pratique » concernant la maintenance du système.

Le manuscrit est organisé en trois parties, de la manière suivante :

– la première partie concerne la définition du contexte de nos travaux. Dans le premier
chapitre nous y présentons les grands principes du management de la chaîne logistique,
et en particulier de la planification de la production. Nous soulèverons alors un problème
afférant à l’estimation de la capacité du système lors du processus de planification de
la production. Nous exposerons dans un deuxième chapitre les principaux modèles de
planification tactique et de maintenance de la littérature, et définirons des critères de
performances relatifs à l’évaluation de leur mise en œuvre conjointe. Nous dresserons
ensuite un état de l’art des problèmes de planification conjointe de ces deux disciplines
afin d’en dégager des axes de recherches. Le quatrième chapitre de cette partie sera voué
à la présentation de nos objectifs,

– l’objectif de la deuxième partie est la construction de premiers modèles de planifica-
tion conjointe et le développement de méthodes de résolution intégrant des politiques
de planification dynamique et multi-critères. Le cas mono-produit fera l’objet des deux
premiers chapitres : dans le premier sera formulé le problème et une modélisation en
processus de Markov sera proposée. Dans le deuxième chapitre seront présentées trois
méthodes de résolution pour ce problèmes, dont une méthode optimale. Celles-ci se-
ront comparées, et les solutions obtenues seront analysées afin d’en extraire des règles
concernant les politiques de maintenance à mettre en œuvre. Le troisième chapitre de
cette partie concernera l’extension de notre problème au cas multi-produits, nous essaie-
rons alors de présenter un modèle analogue, et d’adapter les méthodes précédemment
proposées pour sa résolution,
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– la dernière partie aura pour vocation l’élargissement de notre modélisation du problème
via l’intégration de critères de performances sous forme de contraintes. Le premier cha-
pitre exposera un modèle de planification conjointe sous une contrainte de disponibilité
relative au système de production, il s’agira de s’assurer que la capacité consommée par
les actions de maintenances n’est pas trop forte par rapport à celle dédiée à la produc-
tion. Le second chapitre fera l’objet d’un modèle intégrant une contrainte de faisabilité,
le but de la méthode de résolution que nous développerons pour ce problème sera de
créer des plans de production dont la probabilité de faisabilité sera supérieure ou égale
à un certain seuil. Ainsi nous essaierons d’optimiser la planification conjointe de la pro-
duction et de la maintenance du système, tout en assurant la robustesse aux aléas des
plans établis.





Première partie

Problématique de la planification
de la production et de la

maintenance
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Chapitre 1

Enjeux de la planification de la
production

1.1 Introduction

L’objectif de ce premier chapitre est de situer la problématique de la planification tactique
de la production pour un système industriel par rapport au problème plus global de gestion
de la chaîne logistique. Nous présenterons les enjeux que pose ce domaine pour l’entreprise,
puis les méthodes développées pour y répondre. Nous décrirons notamment la méthode
MRP II, qui est la principale méthode mise en œuvre pour la gestion de production.
Nous nous attacherons alors à présenter son champ d’action, ainsi que ses limites. Nous
montrerons que l’évaluation de la capacité du système de production proposé par cette
méthode est problématique, et verrons quels sont les pistes de résolution que nous pourrons
examiner.

1.2 Le management de la chaîne logistique

La chaîne logistique est pour [24] « un ensemble d’organisations impliquées dans différents
processus et activités à travers des flux montants et descendants, qui produisent de la
valeur sous forme de bien et de services à destination des consommateurs finaux ». Ces
différentes organisations sont : les fournisseurs, les usines de production, les entrepôts, les
distributeurs et les clients. Sous le terme « activité », l’auteur entend l’achat de matières
premières, la production, le stockage, la distribution et la vente. Les flux évoqués sont de
trois natures : physique, informationnel et financier. La figure 1.1 présente un exemple
simple de chaîne logistique, avec ses différents acteurs et les flux qui la composent.

7
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Figure 1.1 – Exemple de chaîne logistique

Le management de la chaîne logistique (Supply Chain Management) est défini par [69]
comme « la tâche d’intégrer des unités organisationnelles au sein d’une chaîne logistique
et de coordonner des flux physiques, informationnels et financiers dans le but de satisfaire
la demande client, tout en améliorant la compétitivité de la chaîne logistique dans son
ensemble ». Ils illustrent leurs propos au travers de la « Maison du management de la
chaîne logistique », représentée dans la figure 1.2. L’objectif du management de la chaîne
de production est la compétitivité, celle-ci peut être améliorée de nombreuses manières au
travers de chacun des domaines présentés.

Figure 1.2 – Maison du management de la chaîne logistique [69]
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Par compétitivité, nous entendons l’organisation à moindre coût de l’ensemble des res-
sources permettant à l’entreprise de fabriquer des produits dans le but de répondre à la
demande, tout en maitrisant les délais et en assurant leur qualité. L’amélioration de la
compétitivité dépend de nombreuses décisions, [69] évoquent notamment :

– la planification des ressources de production
– la planification de la production
– le contrôle de la qualité
– la sécurité des salariés

Afin de mener à bien les objectifs de chaque service dans le cadre de l’amélioration de cette
compétitivité, l’ensemble des décisions est divisé en plusieurs niveaux correspondants à
plusieurs horizons temporels :

– le niveau stratégique : la politique à long terme (à plus de deux ans) de l’entreprise est
décidée. Celle-ci concerne la définition des objectifs globaux, la détermination du por-
tefeuille d’activités, la conception de la structure de production et du réseau logistique,
ainsi que la détermination et la mise en place des ressources nécessaires à la production.
L’ensemble de ces décisions sera ensuite traduit dans les niveaux décisionnels inférieurs,

– le niveau tactique : les décisions tactiques correspondent à un ensemble de décisions à
moyen terme (horizon de six mois à deux ans) subordonnées aux décisions définies par la
planification stratégique. L’objectif de ce niveau de planification est l’optimisation de la
consommation des ressources pour réduire le coût des actions de production nécessaires
à la satisfaction de la demande. Sont déterminés les volumes à produire, à stocker, à
transporter et à vendre, en fonction des ressources disponibles, celles-ci font l’objet d’une
estimation et sont considérées de manière agrégée. Ces décisions se déclinent selon plu-
sieurs plans : le plan industriel et commercial qui a pour objectif d’estimer les prévisions
de ventes, et d’adapter en conséquence les ressources (humaines et matérielles) aux be-
soins de production pour satisfaire la demande ; le programme directeur de production
dont l’objectif est la détermination pour l’ensemble de l’horizon considéré des quantités
à produire pour chaque type de produit que propose l’entreprise ; le plan de charge qui
fixe les besoins en matières premières pour la réalisation des objectifs de production et
ordonne les approvisionnements,

– le niveau opérationnel : les décisions prises à ce niveau sont à court terme (de l’ordre du
jour) et visent à assurer le respect des objectifs du plan tactique. Les décisions concernent
l’ordonnancement des produits et l’allocation détaillée des ressources de production, les
plans de chargement et l’organisation des tournées de livraison. Ce niveau de contrôle
permet notamment de réagir aux conséquences d’éventuels aléas qui peuvent survenir
au cours de la production.
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Des progiciels ont étés développés afin de répondre aux problèmes d’organisation et de
synchronisation des actions de chaque niveau. Leur vocation est d’aider les décideurs à
prendre les bonnes décisions vis-à-vis des problématiques auxquelles ils sont confrontés.
Ces logiciels peuvent être classés selon leur type :

– les ERP (Entreprise Resource Planning) : progiciels de gestion intégrée,
– les APS (Advanced Planning and Scheduling) : progiciels de planification et d’optimi-
sation,

– les LES (Logistics Execution System) : progiciels d’optimisation de la logistique de
distribution,

– les MES (Manufacturing Execution System) : progiciels de contrôle et d’optimisation de
l’exécution de la production.

La figure 1.3 présente le positionnement des principaux progiciels pour la gestion indus-
trielle.

Figure 1.3 – Des progiciels complémentaires [1]

Bien que ces progiciels soient complémentaires, les ERPs sont cependant les plus pré-
sents dans les entreprises [61]. Certains ERPs englobent même certaines fonctionnalités
spécifiques aux autres progiciels. Les fonctionnalités basiques d’un ERP sont :

– la gestion des achats,
– la gestion des ventes,
– la gestion comptable,
– le contrôle de gestion,
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– la gestion de production,
– la gestion des stocks.

Un ERP permet aux utilisateurs des différents métiers relatifs à ces fonctions de travailler
dans un environnement applicatif identique reposant sur une base de données unique. Ce
modèle permet d’assurer l’intégrité des données, la non-redondance de l’information, ainsi
que la réduction des temps de traitement. Les ERPs intègrent parmi leurs différentes fonc-
tions la méthode MRP (Material Requirements Planning), dont le but est la planification
des besoins en composants pour répondre à la demande commerciale. Cette méthode est
donc une composante essentielle des ERPs, et plus globalement de la gestion de la chaîne
logistique ; dans la prochaine section nous détaillerons son principe, son évolution et ses
limites.

1.3 De la méthode MRP à MRP II

1.3.1 Présentation

La méthode MRP est une méthode de gestion des flux de production développée en 1960
aux Etats-Unis par [57]. Son objectif est de déterminer précisément ce qu’il faut acheter
et produire : le principe est de calculer des besoins nets et des charges de production.
L’auteur a mis en évidence deux types de besoins :

– les besoins indépendants (extérieurs à l’entreprise, c’est-à-dire soumis au choix du consom-
mateur, comme les produits finis, les pièces de rechange, etc.) : la méthode de planifi-
cation de ces besoins consiste en leurs estimation par le service commercial,

– les besoins dépendants (tous les besoins rentrant dans la chaine de fabrication, ceux-ci
sont déduits des besoins indépendants au travers de la nomenclature des produits) : leur
calcul constitue le principal calcul de la méthode MRP.

Le fonctionnement de la méthode est le suivant : les besoins bruts sont calculés en premier
à partir de la nomenclature de chaque produit fini, puis la prise en compte des stocks et
des encours permet de calculer les besoins nets. La méthode utilise pour cela l’analyse des
données commerciales (prévisions de ventes, commandes, etc.) et des données techniques
(gammes d’opérations, postes à charge, etc.). Elle assure également la gestion automatique
des lancements d’ordres de fabrication et de commande et le pilotage la production des
références finales. Cette méthode présente cependant deux inconvénients majeurs :
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– les besoins en composants ne sont planifiés qu’en fonction de la prévision de la demande :
ils ne tiennent pas compte des contraintes réelles (temps de production et de capacité
des ressources) ; la capacité de production du système est considérée comme infinie,

– l’absence de prise en compte des aléas (pannes, absentéisme du personnel, mauvaise
estimation des besoins indépendants, retard dans les livraisons, rebuts, etc.) lors du
calcul : la méthode MRP ne préconise pas la constitution de stocks (on parle alors de
production Juste A Temps (JAT)) et ne protège donc pas des conséquences de ces aléas.

En 1971 la méthode MRP a été améliorée pour pallier au problème de prise en compte de
capacité infinie, la nouvelle méthode ainsi développée fut appelée MRP I. Les fonctionnali-
tés de cette méthode ont ensuite étés étendues et enrichies, aboutissant au développement
de la méthode MRP II (Manufacturing Resources Planning) par [76]. Celle-ci à pour ob-
jectif le développement de différents plans :

– le plan stratégique
– le plan industriel et commercial
– le programme directeur de production
– la planification des besoins en composants (MRP)
– le pilotage d’atelier

La figure 1.4 présente le fonctionnement de la méthode MRP II et les liens entre les
différents plans, que nous allons maintenant présenter.

Le plan stratégique (niveau stratégique)

Le but de la planification stratégique est d’évaluer et de tendre à la bonne corrélation
entre charge et capacité du système de production en vue de mettre en œuvre la stratégie
de l’entreprise à long terme. Les moyens d’adaptation de la capacité du système sont entre
autres l’ouverture de nouveaux sites, l’embauche de personnel, et l’achat de machines de
production.

Le plan industriel et commercial (niveau tactique)

L’objectif du plan industriel et commercial (PIC) est de définir le niveau d’activité de
l’entreprise pour une période budgétaire de l’ordre d’un à deux ans, afin d’assurer une
bonne qualité de service en regard des attentes des clients. Ce niveau d’activité résulte
d’une estimation des ventes (dont une partie est ferme) et de la prise en compte des
capacités de production, ainsi que des coûts ; pour ce calcul le niveau d’agrégation est
élevé : les produits sont considérés par famille et non par référence. Le plan industriel et
commercial présente trois rôles :
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Figure 1.4 – La structure hiérarchique de planification MRP II [72]

– l’anticipation de la demande et notamment de sa fluctuation, ce phénomène doit être
pris en compte et anticiper en étudiant les possibilités d’action pour équilibrer charge
et capacité des moyens de production,

– la répartition des flux et des charges entre les ressources critiques,
– la négociation entre les exigences parfois contradictoires des différents services de l’en-
treprise.

Le plan directeur de production (niveau tactique)

Le rôle du Plan Directeur de Production (PDP) est de donner les objectifs de produc-
tion en terme de quantités et de délais en vue de satisfaire la demande exprimée par le
plan industriel et commercial. Ces objectifs se traduisent en ordre de fabrication pour
chaque référence, et ce pour chaque période d’un horizon de plusieurs mois. Le plan de
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production gère les fonctions de fabrication, de stockage et de déstockage, et vise à mini-
miser l’ensemble des coûts liés à la production via l’utilisation optimale des ressources de
production.

Le calcul des besoins nets (niveaux tactique et opérationnel)

Ce calcul est celui qu’effectue la méthode MRP : son rôle consiste à définir les quantités
de composants nécessaires pour réaliser les quantités de produits demandées par le plan
directeur de production, et à lancer les ordres de commande et de fabrication.

Le pilotage de l’atelier (niveau opérationnel)

Le but du pilotage de l’atelier est d’assurer la bonne exécution du plan de production via
l’organisation dans le temps du fonctionnement de l’atelier de production pour utiliser au
mieux les ressources humaines et matérielles disponibles.

La fonction de synchronisation de la capacité

Comme présenté dans la figure 1.4, la méthode inclut également une fonction de syn-
chronisation de la capacité entre les différents plans à travers un cycle itératif. Celui-ci
est présenté par la figure 1.5 ; cette fonction est dénommée CRP (Capacity Requirement
Planning).

Gestion des données

Les différentes fonctions de MRP II utilisent plusieurs bases de données du système d’in-
formation de l’entreprise. Les progiciels tels que les ERPs que nous avons précédemment
présentés visent à mutualiser ces données au sien d’une base de données unique, dans le
but d’assurer l’intégrité des données, la non-redondance de l’information et la réduction
des temps de traitement.

1.3.2 Limites

La méthode MRP II est une méthode très couramment utilisée pour la planification de la
production, cependant celle-ci présente certains inconvénients : comme nous l’avons vu, la
méthode MRP préconise de ne pas constituer de stock et la méthode MRP II n’apporte
pas de solution à ce problème ; un système de production utilisant cette méthode est donc
vulnérable aux aléas de la production (défaillances, demande mal estimée, rebuts, etc.) [9].

[49] constate également le problème de la synchronisation des flux physiques et des res-
sources de production entre les différents plans de la méthode. Cette synchronisation est
assurée par la fonction de « planification des besoins en capacité » comme présentée dans
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Figure 1.5 – Synchronisation de la capacité via la fonction CRP [9]

la figure 1.4. Or, d’une part ces capacités sont estimées, et d’autre part celle-ci subissent
une agrégation fonction des niveaux des plans considérés, agrégation pouvant entrainer
l’infaisabilité des plans inférieurs : « en fait, il semble impossible de résumer en un chiffre
la capacité d’un système général. En effet, chaque ressource possède sa capacité propre et
la capacité résultante peut être une fonction très complexe (ou selon les cas très simple)
de ces valeurs » [9].

1.4 Gestion de la capacité de production

Nous avons vu dans la partie précédente que la synchronisation des flux physiques et des
ressources est problématique au sein de la méthode MRP II, et que cette synchronisation
est assurée par la fonction de gestion de la capacité. Nous allons nous attarder dans cette
partie sur l’étude de cette fonction, afin de rechercher quels sont les faiblesses et les pistes
d’amélioration sur lesquelles il est possible de travailler.
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Figure 1.6 – Exemple de situations de déséquilibre [9]

1.4.1 Concept de capacité

[9] définissent la capacité d’une ressource comme étant « une mesure de son aptitude à
traiter un flux ». L’évaluation de la capacité d’un système de production dépend tradi-
tionnellement de deux mesures : la quantité de flux qu’elle peut traiter, c’est-à-dire le
nombre de produits qu’elle est en possibilité de réaliser par unité de temps ; et sa durée
de disponibilité par période. Cependant de nombreux facteurs aléatoires peuvent faire que
la capacité effective d’une ressource de production soit inférieure à sa capacité théorique :
indisponibilité due aux maintenances, temps de setup, absence d’opérateurs, production de
pièces défectueuses, etc. Les auteurs expliquent que la perte de capacité ainsi engendrée
est souvent de l’ordre de 50% dans les entreprises ne mettant pas en œuvre de mesure
spécifique. Le caractère aléatoire de cette perte peut également entrainer une inadéqua-
tion dans le rapport entre charge et capacité, engendrant une baisse de rentabilité pour
l’entreprise.

La figure 1.6 illustre différents rapports entre charge et capacité : en zone 1 la charge est
supérieure à la capacité, dans ce cas l’entreprise ne peut répondre à la demande client,
entrainant ainsi du retard dans les commandes ou de la demande perdue, situation très
dommageable en situation de concurrence. En zone 2, la capacité est supérieure à la charge,
dans ce cas le système est en sous-utilisation et la rentabilité des équipements n’est pas
optimisée. En zone 3 la capacité est modifiée afin de s’adapter à la charge. En zone 4,
l’équilibre est réalisé entre charge et capacité.

Il est donc nécessaire de rechercher comment rendre possible l’adéquation entre la charge
et la capacité pour optimiser la rentabilité des moyens de production.
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1.4.2 Équilibrage entre charge et capacité

Le but de la gestion de la capacité est de s’assurer que la capacité des ressources permet
de répondre aux objectifs de production. La recherche de l’équilibre entre la charge et la
capacité est une tâche lourde :

– les moyens d’actions sur la capacité de production sont complexes à mettre en œuvre,
– la capacité est sujette à des aléas (absentéisme, pannes, défauts de qualité, etc.),
– la charge est en partie incertaine (imprécisions dans les prévisions de la demande dans
le plan industriel et commercial).

Cependant, au niveau tactique, l’entreprise dispose de nombreux moyens pour agir sur
la capacité et pour anticiper les déséquilibres. Concernant l’adaptation de la capacité,
l’entreprise peut entreprendre les actions suivantes : modification des horaires de travail,
négociation des périodes de congés avec le personnel, appel à du personnel intérimaire,
investissements en machines supplémentaires, développement d’une politique de mainte-
nance préventive, contrôle de la qualité (diminution de la proportion de produits défec-
tueux), planification de la production en lots (afin de ne pas multiplier les temps de setup).
L’entreprise peut également limiter le déséquilibre de certaines périodes à forte charge en
anticipant le manque de capacité par la création d’un stock dans des périodes moins char-
gées.

Parmi ces actions est à souligner celle de la maintenance qui n’est que très rarement prise
en compte lors de la planification de la production : « les fonctions de production et de
maintenance sont gérées d’une manière séparée notamment leur planification puisque cha-
cune ne prend pas en considération les contraintes de l’autre » [7]. Or l’optimisation de la
politique de maintenance et l’anticipation de l’impact des défaillances semblent promet-
teuses, puisque les actions de maintenance sont un des facteurs les plus influents sur la
disponibilité du système de production [9].

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre ont étés présentées les problématiques liées à la planification tactique, et
les manières dont elles sont traditionnellement traitées à travers la gestion de production.
Nous avons également montré les limites des méthodes traditionnelles, et souligné le pro-
blème de synchronisation des flux physiques et des ressources au travers de la fonction de
gestion de la capacité.
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Nous avons alors montré que la gestion de la capacité et l’évaluation de celle-ci sont
des éléments primordiaux pour la rentabilité de l’entreprise, mais que plusieurs facteurs
aléatoires réduisent fortement la capacité théorique du système de production ; un facteur
important étant l’indisponibilité du système liée aux diverses actions de maintenance. Nous
avons également montré que l’anticipation de l’impact de ces facteurs est quasi absente
des méthodes classiques de gestion de la production, et que le domaine de la maintenance
n’est que rarement pris en compte dans le processus de planification de la production. Nous
proposons d’étudier les interactions entre planification de la production et maintenance
du système au travers de la question suivante : « comment intégrer la maintenance dans
le processus de planification tactique de la production ? ». Pour répondre à cette question,
nous proposons dans un premier temps de présenter les principaux modèles de planification
tactique, mais également le domaine de la maintenance, puis les critères sur lesquels nous
pourrons juger la bonne intégration de la maintenance au sein de la planification de la
production. Par la suite, nous présenterons une analyse bibliographique des recherches
existantes pour répondre à notre question.



Chapitre 2

Modèles de planification et
présentation de la maintenance

2.1 Introduction

Dans le premier chapitre, nous avons souligné une limite dans les approches classiques de
gestion de la logistique industrielle : l’absence de prise en compte de l’impact des actions
de maintenance lors du processus de planification tactique de la production engendre
une mauvaise évaluation de la capacité du système de production, et peut ainsi rendre
infaisables les plans de production établis sur la base de cette estimation.

L’objectif de ce chapitre est de présenter les principaux modèles mathématiques de la pla-
nification tactique et de la maintenance. Ils traduisent les grandes hypothèses considérées
par chacune des communautés scientifiques et servent de base pour le développement de
nos travaux. Nous présenterons également les critères sur lesquels nous pourront évaluer la
qualité et l’impact de l’intégration de la maintenance dans le processus de planification. La
première partie de ce chapitre sera dédiée à la présentation des principaux modèles de pla-
nification tactique, la deuxième consistera en une introduction aux concepts du domaine
de la maintenance. Dans la troisième partie seront décrits les modèles mathématiques clas-
siquement utilisés en maintenance. Enfin, nous présenterons dans la quatrième partie des
critères d’évaluation de la qualité de l’intégration de la maintenance dans le processus de
planification.

19
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2.2 Les principaux modèles mathématiques de planification
tactique

De nombreux modèles ont étés développés pour répondre aux problèmes de planification
tactique ; plusieurs auteurs [27, 64, 49] ont proposé une classification de ceux-ci selon les
différentes hypothèses rencontrées :

– le nombre de site de production : mono-site ou multi-site,
– le nombre de références (familles de produits) : mono-produit si tous les produits fabri-
qués sont les mêmes, multi-produit sinon,

– la capacité du système de production : dans la plupart des problèmes, celle-ci est prise
en compte et est modélisée comme étant finie (c’est-à-dire limitée par une cadence de
production, ou par la disponibilité des ressources), dans certains modèles, celle-ci n’est
pas prise en compte et est supposée infinie,

– la nature de la demande : la demande est dite constante si celle-ci ne varie pas sur toute
la durée de l’horizon temporel considéré ; sinon la demande est dite variable, dans ce cas
l’horizon temporel est scindé en plusieurs périodes de durées égales et la demande est
exprimée pour chacune d’elle.

Dans nos travaux nous ne considérons que des problèmes mono-site, les problèmes multi-
site étant une généralisation des modèles mono-site [49]. La figure 2.1 représente un extrait
de la classification des modèles de planification, y sont présentés les modèles auxquels nous
allons nous intéresser dans nos travaux, et que nous allons maintenant présenter.

Figure 2.1 – Classification des problèmes de planification tactique mono-site
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2.2.1 Demande constante

Nous nous plaçons dans le cas où la demande est constante sur l’ensemble de l’horizon
temporel. Dans ce cas, les solutions optimales sont basées sur des cycles de production.

Capacité infinie

Dans le cas où la demande est constante et la capacité de production infinie, le problème est
dénommé Economic Product Quantity (EPQ). Les hypothèses classiques sont les suivantes :

– la demande est uniforme : µ unités de produits doivent être disponibles à chaque unité
de temps,

– des opérations de configuration du système (dénommées setup) doivent être effectuées
avant le lancement de la production ; celles-ci génèrent un coût K,

– la production de Q produits coute cQ avec c le coût de production unitaire,
– la production est immédiate dans le sens où la capacité du système est illimitée,
– un coût unitaire de stockage h est engendré par chaque produit stocké par unité de
temps.

Le but du problème consiste en la planification des quantités à produire afin de satisfaire
la demande au cours du temps, tout en minimisant les coûts de production. [32] a montré
que la politique optimale pour ce problème consistait à produire cycliquement un lot Q∗

(nommé lot économique) toutes les T ∗ unités de temps selon les formules suivantes :

Q∗ =
√

2µK
h

(2.1)

T ∗ =
√

2K
µh

(2.2)

Cette formule est appelée formule de Wilson en référence aux travaux de [77] ; elle permet à
la fois de faire le minimum de lancements de production pour un article donné et d’obtenir
le coût de stockage optimal pour ce même article. Lors de son application, la quantité Q∗

est produite dès que le stock est vide, comme l’illustre la figure 2.2.

La figure 2.3 montre l’évolution des coûts de stockage et de production en fonction de la
quantité Q produite à chaque cycle.

Dans le cas où plusieurs types de produits sont à planifier le problème est inchangé, il
suffit d’appliquer cette formule à chacun des produits, ceux-ci étant indépendants les uns
des autres et la capacité de production étant infinie.
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Figure 2.2 – Evolution du niveau de stock au cours du temps

Figure 2.3 – Evolution des coûts en fonction de la quantité Q

Cependant, cette méthode de gestion se base sur des hypothèses peu réalistes (demande
constante et capacité infinie), et présente donc en pratique des risques : si la demande
vient à varier ou qu’un aléa perturbe la production, une rupture de stock peut survenir.
Pour se prémunir de cela, une solution consiste à établir un stock de sécurité [9].

Capacité finie

Dans le cas où la demande est constante et la capacité de production finie, le problème
est dénommé Economic Lot Scheduling Problem (ELSP). Ce problème est une variante de
l’Economic Product Quantity dans laquelle est prise en compte la capacité du système de
production : à chaque produit est associé un taux de production. Le but de ce problème
est de planifier la production de plusieurs types de produits sur une machine, tout en
minimisant les coûts de production. [17] ont montré qu’une solution périodique existe pour
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ce problème si l’on considère un horizon infini. Le problème revient donc à chercher des
cycles de production minimisant la somme des coûts pour chaque produit. Les notations
de ce modèle sont :

N nombre de familles de produits
Ti cycle de production pour le produit i ∀ i ∈ J1, NK
di demande constante en produit i ∀ i ∈ J1, NK
pi taux de production constant de produit i par unité de temps ∀ i ∈ J1, NK
ci coût de lancement du produit i ∀ i ∈ J1, NK
hi coût de stockage du produit i par unité de temps ∀ i ∈ J1, NK

La fonction objectif de ce problème est :

min
({Ti}i∈J1,NK)∈Γ

N∑

i=1

{
ci
Ti

+ 1
2hidiTi

(
1− di

pi

)}
(2.3)

Γ représente l’ensemble des n-uplets des cycles Ti pour i allant de 1 à n qui forment une
solution réalisable. [41] a montré que ce problème était NP -difficile ; plusieurs solutions
heuristiques ont étés développées pour résoudre ce problème [66].

2.2.2 Demande variable

Capacité infinie

Dans le cas où la capacité du système est infinie et où la demande est variable, le problème
de planification est dénommé « problème de taille de lot » (Lot-Sizing Problem). L’objectif
est de déterminer pour chaque période de l’horizon temporel considéré les quantités à
produire pour répondre à la demande, tout en minimisant les coûts de production (à
savoir généralement les coûts de setup et de stockage).

Les notations précédentes sont étendues :
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N nombre de familles de produits i
T nombre de périodes t de l’horizon de planification
di,t demande en produit i à la fin de la période t ∀ i ∈ J1, NK ∀ t ∈ J1, T K
pi capacité nécessaire pour fabriquer une unité du produit i ∀ i ∈ J1, NK
hi coût de stockage du produit i durant une période ∀ i ∈ J1, NK
si coût de lancement du produit i ∀ i ∈ J1, NK
Ii,0 niveau de stock en produit i au début de l’horizon ∀ i ∈ J1, NK

Qi,t nombre de produits i fabriqués à la période t ∀ i ∈ J1, NK ∀ t ∈ J1, T K
Ii,t niveau de stock en produit i à la fin de la période t ∀ i ∈ J1, NK ∀ t ∈ J1, T K
Xi,t vaut 0, ou 1 si le produit i est lancé à la période t ∀ i ∈ J1, NK ∀ t ∈ J1, T K

La fonction objectif du problème d’optimisation est :

z = min
T∑

t=1

{
N∑

i=1
(si Xi,t + hi Ii,t)

}
(2.4)

Sous les contraintes :

Ii,t = Ii,t−1 +Qi,t − di,t ∀ i ∈ J1, NK ∀ t ∈ J1, T K (2.5)

Qi,t ≤
(

T∑

k=t
di,k

)
Xi,t ∀ i ∈ J1, NK ∀ t ∈ J1, T K (2.6)

Xi,t ∈ {0, 1} ∀ i ∈ J1, NK ∀ t ∈ J1, T K (2.7)

Qi,t, Ii,t ∈ N ∀ i ∈ J1, NK ∀ t ∈ J1, T K (2.8)

L’objectif 2.4 est de minimiser la somme des coûts de lancement et de stockage de tous les
produits pour toutes les périodes.
La contrainte 2.5 représente l’équilibre des stocks pour chaque produit à chaque période.
La contrainte 2.6 impose qu’un setup pour le type de produit i soit effectué à la période t
si la fabrication de ce type est lancée.
La contrainte 2.7 est une contrainte d’intégrité.
La contrainte 2.8 est une contrainte de positivité.
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[74] ont proposé une résolution de ce problème en O(T 2) basée sur la programmation
dynamique. D’autres auteurs [4, 30, 73] ont proposé des algorithmes en O(T ln(T )).

Capacité finie

Dans le cas où la capacité du système est finie, le problème est nommé Capacitated Lot-
Sizing Problem (CLSP). Une nouvelle donnée, la capacité du système de production, est
alors estimée pour chacune des périodes (en fonction de la cadence, et des ressources
disponibles) :

ct capacité du système de production pour la période t ∀ t ∈ J1, T K

La fonction objectif du problème est inchangée, mais une contrainte supplémentaire appa-
rait :

N∑

i=1
piQi,t ≤ ct ∀ i ∈ J1, NK ∀ t ∈ J1, T K (2.9)

La contrainte 2.9 impose que la capacité consommée par les actions de production ne
dépasse pas la capacité du système pour chaque période.

[13] ont prouvé que ce problème est également NP -difficile. Plusieurs méthodes de ré-
solution ont étés proposées : Branch and Bound, Branch and Cut, heuristiques diverses,
etc.

De nombreuses extensions de ce problème ont étés étudiées, celles-ci prennent en compte
des hypothèses supplémentaires ; nous pouvons citer la prise en compte d’opérations de
setup [70], la possibilité d’annuler une part de la demande (on parle alors de shortage) [2],
ou de retarder celle-ci (backlogging) [79].

Nous avons présenté dans cette partie les principaux modèles de planification de la lit-
térature. Nous avons vu que ces modèles correspondent pour la plupart à des problèmes
NP -difficiles, mais que ceux-ci ne permettent pas de répondre à notre problématique en
l’état, puisqu’ils ne considèrent aucunement la maintenance du système de production.
Il sera donc nécessaire d’enrichir ces derniers en prenant en compte d’une part l’aspect
aléatoire des défaillances qui peuvent survenir au cours de la production, et d’autre part
les actions de maintenance qui pourront être mises en œuvre. Nous allons maintenant
présenter les notions du domaine de la maintenance qui seront associés à ces modèles.
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2.3 Introduction à la maintenance

Cette section a pour but de présenter les concepts du domaine de la maintenance : après
une présentation générale de la maintenance et des stratégies concernant sa mise en œuvre,
nous détaillerons les principaux modèles mathématiques afférents à la maintenance, puis
décrirons plusieurs politiques de maintenance.

2.3.1 Présentation de la maintenance

Afin de comprendre les enjeux du domaine de la maintenance nous proposons dans un
premier temps de présenter la terminologie de base en reprenant les définitions de la
norme européenne AFNOR NF EN 13306 [55].

Maintenance

« Ensemble de toutes les actions techniques, administratives et de management durant le
cycle de vie d’un bien, destinées à le maintenir ou à le rétablir dans un état dans lequel il
peut accomplir la fonction requise ». La maintenance regroupe deux types d’actions :

– des actions de surveillance de l’état du système : visite et contrôle du système de pro-
duction,

– des actions curatives : dépannage, réparation, réglage, révision.

La réalisation des activités de maintenance nécessitent un management de celles-ci ; celui-
ci est défini comme « toutes les activités des instances de direction qui déterminent les
objectifs, la stratégie et les responsabilités concernant la maintenance et qui les mettent
en application par des moyens tels que la planification, la maîtrise et le contrôle de la
maintenance, l’amélioration des méthodes dans l’entreprise, y compris dans les aspects
économiques ». La mise en œuvre de la maintenance revêt donc un aspect économique,
les objectifs du management de la maintenance seront d’en minimiser les coûts tout en
assurant le bon fonctionnement du système de production. Cela peut se traduire par des
objectifs sur des caractéristiques comme la disponibilité du système, la qualité des produits,
la protection de l’environnement, ou la sécurité du personnel. Ce bon fonctionnement peut
être perturbé par plusieurs facteurs, dont une des causes majeures est la dégradation
du système de production. Nous allons maintenant détailler ce terme, et présenter les
conséquences de cette dégradation.

Dégradation

« Evolution irréversible d’une ou plusieurs caractéristiques d’un bien liée au temps, à la du-
rée d’utilisation ou à une cause externe ». L’évolution de la dégradation d’un système aura
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plusieurs conséquences : occurrences de défaillances, pertes de productivité, dysfonction-
nements, etc. Il est possible d’évaluer l’état de dégradation d’un système de production au
moyen de certains appareils, qui contrôlent l’évolution de paramètres comme les vibrations,
la température, la pression, etc. Nous allons maintenant nous intéresser plus particuliè-
rement à deux conséquences de la dégradation, la défaillance et la panne, celles-ci étant
mises en avant comme étant les principales causes de pertes de capacité pour le système
de production [9].

Défaillance

« Cessation de l’aptitude d’un bien à accomplir une fonction requise. Après une défaillance,
le bien est en panne, totale ou partielle ». Nous ne considérons ici que les défaillances du
système de production liées au vieillissement et à la dégradation du système de production,
conséquence directe de son exploitation.

Panne

« Etat d’un bien inapte à accomplir une fonction requise, excluant l’inaptitude due à la
maintenance préventive ou à d’autres actions programmées ou à un manque de ressources
extérieures ». Le système de production passe de l’état de disponibilité à l’état de panne
lorsqu’une défaillance survient. Une maintenance du système sera alors nécessaire pour
repasser de l’état de panne à l’état opérationnel.

Nous allons maintenant présenter l’ensemble des actions de maintenance, celles-ci per-
mettent notamment de limiter l’évolution de dégradation du système de production, mais
aussi de remettre en état en état de fonctionnement un système en panne.

2.3.2 Actions de maintenance

Afin de pallier le problème de dégradation du système de production et ses conséquences,
des actions de maintenance dites « curatives » peuvent être menées. Celles-ci visent à
maintenir le système dans un état permettant la réalisation des objectifs de productivité
et de rentabilité de l’entreprise. Nous allons maintenant les détailler.

Les actions de maintenance curative

Les actions de maintenance curative peuvent être classées en deux catégories : mainte-
nance corrective et maintenance préventive. Les cas d’utilisation de ces maintenances sont
différents, les maintenances correctives interviennent lorsque que le système est en panne,
tandis que les maintenances préventives interviennent avant sa défaillance. La figure 2.4
présente les différentes stratégies de maintenances relatives à ces catégories.
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Figure 2.4 – Les différentes actions de maintenance curative

Nous allons maintenant présenter et définir les différentes stratégies de maintenances cu-
ratives, qui sont les maintenances corrective, préventive et mixte.

Maintenance corrective

« Maintenance exécutée après détection d’une panne et destinée à remettre un bien dans
un état dans lequel il peut accomplir une fonction requise ». Deux types de maintenance
corrective peuvent être mis en œuvre :

– la maintenance curative constitue une réparation définitive du système, et vise à sup-
primer tout dysfonctionnement,

– la maintenance palliative constitue une réparation à caractère provisoire, celle-ci inter-
vient lorsque la défaillance empêche de poursuivre l’exploitation du système de produc-
tion, et a pour but de le remettre en état afin d’assurer une ou plusieurs de ses fonctions.
Nous nous intéresserons à ce type de maintenance corrective dans notre manuscrit.

Maintenance préventive

« Maintenance exécutée à des intervalles prédéterminés ou selon des critères prescrits et
destinée à réduire la probabilité de défaillance ou la dégradation du fonctionnement d’un
bien ». Les maintenances préventives servent à entretenir le système, afin de le maintenir
en bon état de fonctionnement, et sont mises en œuvre avant que le système soit en état
de panne.

Trois stratégies de maintenances préventives peuvent être mise en œuvre :

– la maintenance systématique : « maintenance préventive exécutée à des intervalles de
temps préétablis ou selon un nombre défini d’unités d’usage mais sans contrôle préalable
de l’état du bien ». Bien que simple à mettre en œuvre, cette politique de maintenance
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n’est pas très intéressante car elle se base sur l’hypothèse que le temps moyen de bon
fonctionnement est constant, ce qui n’est pas forcément le cas en réalité,

– la maintenance prévisionnelle : « maintenance préventive exécutée selon un calendrier
préétabli ou selon un nombre défini d’unités d’usage ». Ce type de maintenance se base
sur l’estimation du temps de fonctionnement correct du système, qui peut être établie
par l’analyse de différentes mesures sur le système,

– la maintenance conditionnelle : « maintenance préventive basée sur une surveillance du
fonctionnement du bien et/ou des paramètres significatifs de ce fonctionnement intégrant
les actions qui en découlent ». Cette politique de maintenance se base sur l’évolution de
paramètres qui décrivent l’état du système, comme par exemple son état de dégradation.
Lorsque les valeurs de ces paramètres atteignent certains seuils, une maintenance est
mise en œuvre.

Maintenance mixte

La maintenance mixte est la combinaison des deux types de maintenance précédentes.
L’établissement d’un bon compromis entre le nombre de maintenances préventives et le
nombre de maintenances correctives permet de réduire les coûts globaux de maintenance
du système : les maintenances préventives ont pour effet de réduire la probabilité de dé-
faillance et donc de réduire le coût engendré par les maintenances correctives ; cependant
une planification de maintenance préventive trop fréquente engendrera un coût de mainte-
nance élevé. La figure 2.5 illustre l’évolution des coûts totaux de maintenance en fonction
du nombre d’actions de maintenance corrective et préventive.

Figure 2.5 – Evolution du coût total de la maintenance en fonction du nombre d’inter-
ventions préventives
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Nous avons présenté dans cette partie les principales définitions liées à la maintenance d’un
système de production, et avons souligné l’intérêt de définir une stratégie de maintenance
préventive. Cependant la mise en place de règle de décision pour la maintenance est souvent
empirique et la gestion de la maintenance n’est pas toujours optimale. Il est nécessaire
pour pallier cette carence d’utiliser une modélisation mathématique de la maintenance
[19] ; l’étude de différents modèles fait l’objet de la prochaine partie.

2.4 Modélisation mathématique de la maintenance

De nombreux modèles ont été proposés pour modéliser tant le comportement du sys-
tème de production que l’ensemble des actions de maintenance qui peuvent être mises en
œuvre sur celui-ci. Parmi ces modèles, certains font l’hypothèse que le système étudié est
mono-composant, celle-ci est vérifiée lorsqu’un des modes de défaillance du système est
prédominant sur les autres [19]. Dans notre cas, nous justifions l’intérêt d’une telle hypo-
thèse par le positionnement tactique de la décision de planification ; nous pouvons alors
considérer un indicateur agrégé de l’ensemble des modes de défaillance critiques par rap-
port au fonctionnement global de l’outil de production. Par contre, nous pouvons souligner
ici l’intérêt d’une modélisation plus fine (prise en compte des différents impacts relatifs
aux différents modes de défaillance) dans le cadre de décisions au niveau opérationnel.
Nous allons maintenant nous attacher à décrire les différents modèles mathématiques de
la littérature concernant le comportement du système : vieillissement, dégradation et dé-
faillance. Nous nous limiterons dans cette description aux modèles les plus classiques (une
présentation complète de l’ensemble des modèles est donnée par [68]). Nous présenterons
ensuite les différentes modélisations relatives aux actions de maintenance : impact des
maintenances sur le système et politiques de maintenance.

2.4.1 Modélisation du vieillissement du système

Au cours de la production, le système vieillit et se dégrade. La modélisation de ces com-
portements se heurte à certaines difficultés : il peut être difficile de mesurer (et donc de
caractériser) l’état de vieillissement et de dégradation du système, celui-ci pouvant dé-
pendre de nombreux facteurs. De plus les lois de comportement des systèmes peuvent
également être trop compliquées pour être modélisées par une expression analytique. Pour
pallier ces difficultés, différentes hypothèses de modélisation ont du être formulées afin de
caractériser l’état du système. Nous allons maintenant les décrire.
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Une des hypothèses les plus courantes consiste à indexer le vieillissement du système
par son temps de fonctionnement. Il est cependant possible dans certains cas d’associer
la dégradation du système à la mesure d’un indicateur (épaisseur d’une pièce soumise
à érosion, viscosité d’une huile pour un matériel lubrifié, etc.), afin de modéliser plus
précisément le phénomène de vieillissement.

Pour modéliser son vieillissement, le système est caractérisé par un indice de dégradation
i ∈ N ou x ∈ R+, qui correspond à un état de dégradation. Le passage d’un état de
dégradation à un autre peut être modélisé de manière discrète ou continue, et de façon
déterministe ou stochastique.

Modèle à dégradation déterministe

L’état de dégradation augmente en fonction du temps écoulé (que le système soit en fonc-
tionnement ou non), ou des quantités produites (c’est-à-dire du temps passé à produire).
Une possibilité pour ce type de modélisation consiste à associer directement l’indice de
dégradation à l’âge du système ou au nombre de produits fabriqués depuis sa mise en
service.

Modèle à dégradation stochastique

Dans cette modélisation, le niveau de dégradation évolue de manière aléatoire au cours du
temps selon une loi de probabilité donnée. L’élément qui déclenche la transition d’un état
à un autre est dénommé « choc ». Ce comportement est modélisable par un processus sto-
chastique, et notamment par des processus markoviens et semi-markoviens : la probabilité
de transition d’un état i à un état j ne dépend que de l’état i, et le temps de transition
est soit distribué exponentiellement (c’est-à-dire que celle-ci se fait indépendamment du
temps) soit indexé par une loi de probabilité fonction de l’état courant. Les processus sto-
chastiques les plus utilisées pour ces modèles sont le processus de Wiener et le processus
Gamma [68].

2.4.2 Modélisation des défaillances

Le vieillissement du système entraine plusieurs conséquences : occurrences de défaillance,
pertes de productivité, dysfonctionnements (baisse de la qualité des produits). Dans ce
manuscrit nous focalisons notre attention sur les défaillances et l’état de panne que nous
avons défini précédemment. Nous ne considérons donc que deux états pour le système : en
mesure de fonctionner correctement ou en panne. Nous modélisons l’état du système par
une variable d’état binaire X(t) :
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X(t)





0 si le système est en état de fonctionner à la date t
1 si le système est en état de panne à la date t

(2.10)

La figure 2.6 illustre le passage de l’état opérationnel à l’état de panne.

Figure 2.6 – Changement d’état d’un système à deux états

Nous avons vu que le vieillissement du système peut être modélisé de plusieurs façons ;
deux solutions sont possibles pour modéliser l’occurrence de défaillances.

Seuil de dégradation

Dans cette modélisation, lorsque l’état de dégradation atteint un seuil de dégradation S,
le système entre dans l’état de panne. La figure 2.7 illustre cette modélisation dans le cas
d’un système dont le vieillissement se fait de manière discrète et aléatoire. L’entrée dans
l’état de panne survient après plusieurs chocs pour une dégradation supérieure ou égale
au seuil S = 10.

Taux de défaillance

Une autre modélisation consiste à associer un taux de défaillance au système. Le passage
de l’état opérationnel à l’état de panne est modélisée par une loi de probabilité, que l’on
peut choisir par le biais d’analyses statistiques sur le système. La figure 2.8 illustre cette
modélisation dans le cas d’un système dont le vieillissement se fait de manière discrète et
aléatoire, l’état de panne survient également de manière aléatoire.

La loi la plus utilisée est la loi de Weibull de paramètres (β, η) [26]. Le taux de défaillance
instantané de cette loi dépend du temps de fonctionnement du système (cela suppose donc
que la modélisation du vieillissement du système soit indexée sur le temps) et est définie
de la manière suivante :



Chapitre 2 : Modèles de planification et présentation de la maintenance 33

Figure 2.7 – Vieillissement aléatoire discret d’un système et défaillance par seuil

Figure 2.8 – Vieillissement déterministe discret d’un système et défaillance aléatoire
d’un système
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λ(t) = β

η

(
t

η

)β−1
∀ t > 0 (2.11)

Le taux de défaillance cumulé entre deux dates t1 et t2 est le suivant :

Λ(t1, t2) =
∫ t2

t1

β

η

(
t

η

)β−1
dt =

(
t2
η

)β
−
(
t1
η

)β
(2.12)

Différentes possibilités d’évolution du système peuvent être modélisées via le choix du
paramètre β :

– cas où β < 1 : le taux de défaillance décroit en fonction du temps, c’est-à-dire que le
niveau de fonctionnement du système s’améliore au cours du temps (phase de rodage
par exemple),

– cas où β = 1 : le taux de défaillance est constant et ne dépend pas du temps, dans ce
cas le système ne vieillit pas et la loi de Weibull correspond à la loi exponentielle,

– cas où β > 1 : le système se dégrade au cours du temps et est de plus en plus sujet
aux défaillances, il est dans ce cas intéressant de mettre en œuvre une stratégie de
maintenance préventive.

Défaillances mixtes

Il est également possible de combiner ces deux modèles, c’est-à-dire que le système est
soumis à un taux de défaillance et qu’il tombe également en panne lorsqu’il atteint un
certain seuil de dégradation.

2.4.3 Politiques de maintenance

De nombreuses stratégies de maintenances ont étés développées en fonction des caractéris-
tiques des systèmes considérés. Dans un premier temps nous pouvons distinguer la nature
des opérations de réparation : les réparations peuvent être partielles ou complètes. Nous
allons maintenant définir plusieurs termes associés à ces réparations.

Réparation parfaite

Ce type de réparation concerne les maintenances préventives ou correctives ; l’état de
détérioration du système est restauré à sa valeur initiale. En pratique, le système est
souvent remplacé par un système neuf lors de ce type de maintenance.

Réparation imparfaite
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Ce type de réparation concerne les deux types de maintenance ; le système est restauré
dans un état de dégradation intermédiaire entre son état courant et l’état initial. Un cas
particulier de réparation imparfaite est la réparation minimale : ce type de réparation est
à caractère provisoire et est mis en œuvre lorsqu’une défaillance empêche de poursuivre
l’exploitation du système de production, le but étant de remettre celui-ci en état d’assu-
rer une ou plusieurs de ses fonctions. Le système passe alors de l’état de panne à l’état
opérationnel sans modification de son état de détérioration.

Nous allons maintenant présenter les principales politiques de maintenance préventive. Une
première classification de ces stratégies peut se faire suivant deux catégories : les politiques
d’inspections et les politiques de remplacement. Le choix d’une de ces politiques dépend
des contraintes du système d’une part, et de celles imposées par le service de maintenance
d’autre part.

Politique d’inspection

Cette politique peut être mise en œuvre dans le cas où la survenue de défaillance n’est pas
immédiatement détectable. Son principe consiste à planifier régulièrement dans le temps
des inspections du système afin de déceler rapidement la survenue des pannes au cours de
la production, et de contrôler l’état de dégradation du système. Ce type de politique se
divise en deux catégories suivant les possibilités de maintenance :

– politique corrective d’inspection : lors des inspections, si le système est trouvé dans
l’état de panne, une maintenance corrective peut être mise en œuvre. Le problème d’op-
timisation de la maintenance consiste alors à déterminer la fréquence de ces inspections
minimisant la somme des coûts liés à l’indisponibilité du système et ceux liées aux
opérations d’inspection,

– politique préventive d’inspection : une maintenance préventive peut être mise en œuvre
lorsque le système est inspecté et que les décideurs jugent que le système est trop dégradé.
Il s’agit alors de déterminer le seuil de dégradation à partir duquel le remplacement du
système est opéré.

Politique de remplacement

Cette politique consiste à effectuer régulièrement des maintenances préventives sur le sys-
tème, de façon à ce que celui-ci reste dans un état de dégradation acceptable. Il s’agit alors
de déterminer quand faire ces maintenances, de trouver un compromis entre leur coût et
le coût engendré par les défaillances. Nous avons présenté précédemment trois stratégies
de maintenance préventive : prévisionnelle, systématique et conditionnelle. Le choix d’une
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stratégie dépendra du modèle de dégradation retenu (et donc de la disponibilité de l’in-
formation relative à la dégradation de celui-ci). Nous pouvons maintenant discuter de ces
politiques en regard des modèles de dégradation que nous avons présenté :

– politique systématique : les maintenances préventives sont mises en œuvre à des inter-
valles de temps préétablis ; cette politique est employée notamment pour des modèles
où le vieillissement du système est indexé sur le temps écoulé depuis sa mise en service,
la politique de maintenance optimale est alors périodique dans le temps [10],

– politique prévisionnelle : cette politique repose sur l’estimation du temps de bon fonc-
tionnement du système, afin d’essayer d’intervenir sur celui-ci avant l’occurrence de
défaillances. Celle-ci se base donc sur le temps de fonctionnement du système, ou sur les
quantités produites. Elle peut être employée pour les modèles utilisant ces hypothèses,

– politique conditionnelle : cette politique se base sur l’état du système (traditionnellement
représenté par une estimation de la dégradation). Il s’agira de déterminer des seuils rela-
tifs à cet état à partir desquels une maintenance préventive sera mise en œuvre. Dans le
cadre de notre problématique, il est possible d’étendre cette notion « d’état ». Les actions
de maintenance et celles de production partageant une ressource commune, la capacité
de production ; la planification de maintenance préventive sera donc conditionnée par
certaines contraintes relatives à la production. Nous pouvons alors imaginer la prise en
compte de « l’état » de la production pour la planification de maintenance. La politique
de maintenance conditionnelle pourra donc se baser sur de nouveaux critères : quanti-
tés de produits finis disponibles en regard de la demande, opportunités vis-à-vis de la
capacité non utilisée dans certaines périodes (dans le cadre des problèmes de « taille de
lots »), ou par rapport aux opérations de setup (c’est-à-dire planifier une maintenance
avant une opération de setup pour éviter une éventuelle redondance de celle-ci), etc.
Cette dernière peut s’apparenter à des maintenances dites opportunistes.

2.5 Critères d’évaluation de la qualité de l’intégration de la
maintenance dans le processus de planification

Nous avons présenté les différentes politiques de maintenance pour le système et précisé
que celles-ci visaient à assurer son bon fonctionnement pour la mission de production. Il
convient dès lors d’examiner les critères de performance des opérations de maintenance au
travers d’indicateurs que nous utiliserons par la suite.

Coût des opérations de maintenance
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Comme nous l’avons vu, les opérations de maintenance engendrent des frais, qu’il faudra
intégrer au coût de production. L’objectif sera alors de satisfaire la demande client tout
en minimisant le coût total de la production. Il s’agit donc de trouver un compromis entre
les contraintes de production, la fréquence de maintenance préventive et l’occurrence de
maintenances correctives.

Disponibilité et fiabilité du système

La disponibilité est une mesure de performance des actions de maintenance, celle-ci se
calcule en divisant la durée pendant laquelle le système est opérationnel par cette durée à
laquelle sont additionnées les durées des maintenances. La disponibilité instantanée D(t)
du système à l’instant t est définie comme étant la probabilité que celui-ci soit en état de
fonctionner à cette date.

D(t) = P(X(t) = 1) (2.13)

La disponibilité asymptotique D(∞) du système est défini comme la limite deD(t) à l’infini.

D(∞) = lim
t→∞

D(t) (2.14)

La mise en œuvre d’actions de maintenance (correctives comme préventives) rendent le
système indisponible pour une certaine durée. Comme nous l’avons vu, cette indisponibilité
peut affecter la planification de la production (demande perdue) et engendrer des pertes
économiques. Il sera donc nécessaire de chercher à maximiser la disponibilité du système,
ce qui consistera à trouver la politique de maintenance préventive qui assurera le meilleur
compromis entre le temps consommé par les actions correctives et les actions préventives :
si la fréquence de maintenance préventive est trop élevée celles-ci consommeront trop de
capacité de production, et si elle est trop faible ce seront les maintenances correctives qui en
consommeront trop (l’occurrence de défaillance sera élevé si les maintenances préventives
sont peu nombreuses). La figure 2.9 illustre un exemple de variation de disponibilité en
fonction de la fréquence de maintenance préventive.

La fiabilité R(t) du système à l’instant t est la probabilité que celui-ci soit en état de
fonctionner sur tout l’intervalle de temps [0, t].

R(t) = P(X(s) = 1, ∀s ∈ [0, t]) (2.15)
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Figure 2.9 – Variation de disponibilité en fonction de la fréquence de maintenance
préventive

La notion de fiabilité du système induit celle de robustesse aux aléas, il sera donc néces-
saire de chercher à optimiser cette valeur afin de garantir la faisabilité de la production
vis-à-vis de la demande client. Nous développerons plus tard dans ce manuscrit des ex-
pressions mathématiques concernant la faisabilité des plans de production fonction des
modélisations.

Qualité des produits

La qualité peut être vue comme une composante du domaine de la maintenance : un
système détérioré pourra fabriquer des produits de mauvaise qualité, qui viendront, comme
nous l’avons vu dans le premier chapitre, diminuer la productivité et donc la rentabilité de
l’entreprise. Le taux de qualité de la production correspond au ratio du nombre produits
de bonne qualité sur le nombre total de produits fabriqués.

Sécurité du système et des opérateurs

Certains systèmes industriels sont soumis à de nombreuses règles de sécurité (état de
fonctionnement critique, interventions obligatoires, etc.), les opérations de maintenance
doivent dans ce cas tenir compte de ces contraintes.
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Nous avons vu dans cette partie que le domaine de la maintenance poursuit plusieurs
objectifs parfois contradictoires : optimisation des coûts, de la robustesse aux aléas, de
la qualité des produits, de la sécurité, et de la disponibilité du système de production.
Lors de l’intégration de la maintenance au sein du processus de planification, il conviendra
d’examiner l’ensemble de ces critères pour juger de la bonne qualité de cette intégration.

2.6 Conclusion

Afin de répondre à notre problématique, nous avons décrit dans ce chapitre les principaux
modèles mathématiques de la planification. Nous avons également présenté le domaine de
la maintenance, les modèles mathématiques correspondants ainsi que les objectifs de ce
domaine. Nous avons discuté des points d’intérêts auxquels nous devrons prêter attention
lorsque nous apporterons une réponse à notre problématique. Avant de contribuer à ré-
pondre à celle-ci, nous proposons dans le prochain chapitre de faire un état de l’art sur les
recherches déjà menées sur le sujet. Nous retrouverons dans cette analyse les modèles que
nous venons de présenter, et tenterons d’analyser ces travaux au vu des critères que nous
avons mis en avant. Cette étude nous permettra alors de proposer des axes de travail pour
une nouvelle contribution.





Chapitre 3

Etat de l’art sur l’intégration de la
maintenance au sein du processus
de planification tactique

3.1 Introduction

Nous avons vu dans les chapitres précédents la nécessité de prendre en compte les opéra-
tions de maintenance au sein du processus de planification, et de trouver un compromis
quant à l’allocation des ressources entre ces deux services ; ces derniers ont cependant sou-
vent été abordés de manière séparée voire dé-corrélée tant par les industriels que par les
communautés scientifiques. Les premiers travaux pour répondre à ce problème sont récents
et peu nombreux. Nous avons présenté précédemment le domaine de la planification de
la production et celui de la maintenance, ainsi que les modèles mathématiques qui leurs
sont associés. Nous proposons dans ce chapitre de mener une étude bibliographique des
travaux de recherche traitant des liens entre la planification tactique et l’organisation de
la maintenance des systèmes de production. Nous proposons en première partie d’établir
une classification des différents travaux ayant trait à la planification tactique, puis de pré-
senter et d’analyser ceux-ci en fonction de la pertinence des réponses qu’ils apportent à
notre problème vis-à-vis des critères que nous avons exposés dans la deuxième partie.

41
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3.2 Classification des modèles conjoints de planification tac-
tique et de planification de la maintenance

Dans cette section, nous proposons de classifier les modèles conjoints de planification tac-
tique et de planification de la maintenance. La différence la plus importante entre les
travaux qui ont été proposés concerne la nature de la demande : constante ou variable sur
l’horizon temporel. Nous proposons donc de faire une première classification suivant ce cri-
tère : les problèmes sont soit basés « lot économique » soit « taille de lots ». Les possibilités
pour continuer cette classification sont nombreuses : les hypothèses de modélisation ainsi
que les politiques de maintenance sont nombreuses et variées. Pour les problèmes basés
« lot économique », nous avons retenu la nature du taux de production, ce choix nous
paraissant être le plus discriminant : le taux de production peut être constant, binaire,
ou réglable. Nous détaillerons par la suite les spécificités du fonctionnement de chacune
de ces possibilités. Concernant les problèmes basés « taille de lots », nous avons choisi de
classer les modèles en fonction de la politique de maintenance préventive mise en œuvre :
systématique, prévisionnelle, ou conditionnelle. La figure 3.1 illustre cette classification.

Figure 3.1 – Classification des problèmes de planification conjointe

Le but de notre analyse bibliographique est de montrer quelles sont les différentes ap-
proches existantes pour intégrer la problématique de la maintenance dans le processus de
planification de la production, et de discuter de l’impact de cette intégration relativement
à plusieurs critères d’importance pour le processus de planification :

– le coût total de la production,
– la robustesse des plans de production face aux aléas liés aux défaillances du système,
– la pérennité du bon fonctionnement du système.
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Pour cela, nous attacherons particulièrement à décrire les modèles vis-à-vis des choix que
les auteurs ont effectués concernant :

– le mode de vieillissement et de défaillance du système de production,
– la politique de maintenance mise en œuvre,
– la stratégie de planification de la production.

3.3 Présentation et analyse des modèles de la littérature

Notre présentation des modèles de la littérature se fera selon la classification précédemment
présentée. La première partie de cette section concernera donc l’étude des modèles basés
« lot économique », la deuxième se focalisera sur les problèmes de « taille de lots ».

3.3.1 Analyse des modèles basés « lot économique »

Les travaux de recherche sur les modèles basés « lot économique » sont très abondants
dans la littérature. Les hypothèses de modélisation ainsi que les stratégies pour répondre
au problème de planification conjointe sont très diverses, aussi nous avons classifié ces
travaux selon la nature du taux de production :

– constant, le système à une capacité de stockage illimitée,
– binaire, la capacité de stockage est limitée, et le taux de production nominal prend la
valeur de la demande une fois le stock rempli,

– réglable, le taux est adapté dynamiquement en fonction de la quantité stockée.

Une autre hypothèse relative à la politique de maintenance pourrait également servir pour
classer ces travaux : dans certains systèmes les états de panne ou de dysfonctionnement
ne peuvent être détectés uniquement lors d’inspections, tandis que ces états sont détectés
immédiatement dans d’autres modèles. Ces différences n’impactant pas de manière directe
sur l’organisation de la production, nous proposons de classer les travaux suivant la nature
du taux de production.

Système avec taux de production constant

Plusieurs auteurs considèrent des systèmes dont le taux de production est constant et pour
lesquels la capacité du stock est infinie. La longueur des cycles de production est variable,
dépendant notamment de l’occurrence de défaillances. Le but de la résolution concerne
la détermination de la quantité économique de production ainsi que le choix de décisions
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relatives à la mise en œuvre des maintenances préventives, tout en minimisant les coûts
totaux de production (inventaire, setup, pénalités, etc.).

[12] propose un modèle où le système peut-être dans deux états : opérationnel ou défec-
tueux, état dont la conséquence est le risque que certains produits soient non-conformes.
Le passage d’un état à l’autre se fait en fonction d’un taux de défaillance modélisé par la loi
de Weibull et dépend du temps que le système a passé à produire ; cette hypothèse est clas-
sique, comme nous l’avons vu dans le chapitre précédent. La survenue de l’état défectueux
ne peut être détectée que lors d’inspections. Celles-ci sont effectuées de manière périodique,
et une maintenance préventive est mise en œuvre à chacune de celles-ci. Plusieurs niveaux
de maintenances préventives sont considérés, chaque niveau étant caractérisé par un taux
de défaillance spécifique. Après m inspections, une maintenance préventive parfaite est
appliquée. Un cycle de production se termine dès lors que l’état défectueux est détecté, ou
à la m-ième inspection ; un nouveau cycle démarre lorsque le stock est vide. L’objectif est
de déterminer le nombre maximal m d’inspections, la durée des intervalles de temps les
séparant, et enfin le niveau de maintenance appliqué au système pour chacune des inspec-
tions, qui minimiseront le coût total de production par intervalle de temps, la qualité de la
production étant un facteur pour ces coûts. Les auteurs concluent que la mise en œuvre de
maintenance préventive n’est justifiée que lorsque celle-ci ont un impact important sur la
réduction du coût engendré par la production de produit non conforme. Plusieurs autres
auteurs ont étudié des problèmes avec des hypothèses semblables [62, 63, 65].

[21] proposent un modèle avec des hypothèses similaires. Cependant dans leur modélisa-
tion, un état de panne est considéré en plus des deux autres états, celui-ci nécessite la mise
en œuvre d’une maintenance corrective pour pouvoir reprendre la production, notion ab-
sente des travaux précédents. La définition d’un cycle de production est particulière dans
ces travaux : un cycle débute lorsque le système est en état de produire et que le stock est
vide, et se termine dès lors qu’une défaillance survient, quelque soit le niveau du stock.
Deux politiques de maintenances sont étudiées : la première préconise de ne rien faire si le
système est opérationnel lors des inspections, et de faire une maintenance corrective si une
panne ou un mauvais fonctionnement est détecté. La seconde politique préconise de faire
en fonction de l’état du système soit une maintenance préventive soit une maintenance
corrective. Bien que ne pouvant trouver de politique de planification optimale, les auteurs
recommandent la deuxième stratégie.

[29] considère une politique de maintenance non périodique, où les maintenances préven-
tives imparfaites dégradent le taux de défaillance : plus le système est réparé, plus le taux
de défaillance croitra rapidement avec le temps. Cette hypothèse est originale vis-àvis des
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autres travaux de la littérature et semble intéressante pour caractériser la réparation par-
tielle d’un système de production. Tout comme dans [21], un cycle de production i se
termine soit par la mise en œuvre d’une maintenance préventive au bout d’un temps Ti,
soit lorsque une défaillance survient. Après N cycles de productions une maintenance pré-
ventive parfaite est mise en œuvre. Le but de la résolution est de déterminer les intervalles
de temps Ti et la valeur de N qui minimiseront les coûts de production. L’auteur montre
que la longueur des cycles doit être de plus en plus courte au cours de la production, et
suggère une diminution du taux de production pour le cas d’un problème où la longueur
des cycles de production doit être constante.

[39] ont développé un modèle où la longueur des cycles de production est constante, sauf
en cas de défaillance. Le modèle considère deux politiques de maintenance : la première
préconise la fin du cycle de production après panne, tandis que la deuxième examine la
possibilité de reprendre la production en fonction du niveau de stock courant en payant des
coûts de setup moindre. Le but est de déterminer la quantité économique à produire qui
minimise le coût de production moyen. Les auteurs ont montré que la quantité à produire à
chaque cycle était supérieure dans les deux cas à la quantité économique d’un modèle sans
défaillance. Ils préconisent l’utilisation de la deuxième politique de maintenance lorsque le
coût de setup après panne est faible par rapport au coût de setup classique, et explique que
le choix de reprendre ou non la production en fonction du niveau de stock est fortement
influencé par la valeur des différents coûts du modèle.

[53] considèrent un modèle proche de celui de [39] avec deux opérations de maintenance
différentes : la première opération de maintenance restaure le système dans l’état où il
se trouvait avant défaillance avec le même taux de défaillance, tandis que la deuxième
restaure le système dans un état où le taux de défaillance est plus élevé, le coût de ce type
de maintenance étant inférieur. Les deux taux de défaillance sont constants. La politique
de maintenance proposée est la suivante : deux quantités L1 et L2 sont considérées, si
la quantité déjà produite est inférieure à L1 lorsqu’une défaillance se produit au cours
d’un cycle de production, une maintenance du premier type est appliquée, si la quantité
est supérieure à L1 mais inférieure à L2, une maintenance du deuxième type est mise en
œuvre, et si la quantité L2 est dépassée, le cycle de production est arrêté. Les auteurs
cherchent les valeurs de L1 et L2 qui minimisent le coût de production par produit. Ils
concluent que la quantité économique optimale à produire est plus élevée que la quantité
économique d’un modèle sans maintenance. Les hypothèses de ce modèle ainsi que la
politique de maintenance sont cependant atypiques.

Dans les travaux présentés les choix de modélisation concernant le mode de vieillissement
et de défaillance du système de production sont très variés, tout comme les politiques de
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maintenance mises en œuvre. Les hypothèses concernant la stratégie de planification de la
production sont cependant globalement semblables : les auteurs tentent d’anticiper la perte
de production liée aux actions de maintenances en augmentant la quantité économique à
produire à chaque cycle, jouant ainsi sur la longueur de ceux-ci. Cependant le fait que les
défaillances mettent fin aux cycles de production rend cette longueur variable, mais surtout
aléatoire. Le risque de rupture de stock est donc fort en début de cycle : si une défaillance
intervient en début de cycle, le stock constitué ne suffira pas à couvrir la demande pendant
la réparation du système. Nous allons voir dans la prochaine partie que certains auteurs
tentent d’anticiper ce problème via la constitution d’un stock de sécurité.

Système avec taux de production à deux niveaux de contrôle

Certains modèles considèrent un système pour lequel la capacité de stockage est limitée,
mais où la cadence de production s’adapte à la valeur de la demande lorsque le stock est
plein. La stratégie consiste en la création d’un stock de taille assez importante pour couvrir
la demande en cas de défaillances lors des phases de production et d’établir une politique
de maintenance capable de fournir un bon compromis entre le temps consommé par les
actions préventives et celui consommé par les actions correctives.

Le système produit à une cadence supérieure à celle de la demande tant que le stock n’est
pas plein. Le but de l’utilisation d’une telle méthode est d’atténuer le risque de rupture
de stock, celui-ci étant lié à la probabilité d’avoir un trop grand nombre de défaillances au
cours de la production.

Dans ce cadre, [71] considèrent un système soumis à des défaillances qui nécessitent la mise
en œuvre de maintenance dont la durée est aléatoire. Ce système alimente un stock tampon
de capacité bornée avec un taux de production supérieur à la demande tant que celui-ci
n’est pas plein (la capacité du stock est fixée). Afin de résoudre leur problème, les auteurs
utilisent une politique de maintenance dite (n,N, k) : une maintenance préventive est mise
en œuvre si et seulement si l’âge du système est supérieur ou égale à N et que la quantité
de produits stockés est supérieure à k ; ou si l’âge du système est supérieur ou égal à n et
que le stock est plein. Les auteurs montrent que ce type de politique donne des résultats
proches de la stratégie de maintenance optimale, qui est déduite en utilisant la théorie
des processus Markoviens. L’avantage d’utiliser une telle règle (plutôt qu’une stratégie
optimale) réside dans sa simplicité d’implémentation et d’utilisation pour le décideur.

Dans la continuité des travaux précédents, [48] considèrent un système multi-états, chaque
état correspondant à un niveau de détérioration : le dernier état correspond à la panne,
pour lequel le système doit subir une maintenance corrective. Le système est soumis à des
inspections planifiées à intervalle de temps régulier durant lesquelles la décision d’effectuer
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une maintenance préventive parfaite peut être prise. Ce modèle rejoint en ce sens ceux pré-
cédemment présentés [12, 21]. Les auteurs déterminent en utilisant la théorie des processus
Markoviens s’il faut ou non mettre en œuvre une maintenance préventive pour chacun des
états en fonction du niveau du stock. L’intérêt d’une maintenance conditionnelle basée sur
plusieurs critères est souligné par les auteurs.

Les auteurs ont choisit de se prémunir d’éventuelles ruptures de stock (ou tout du moins
de réduire très fortement la probabilité de leurs survenues) via la constitution d’un stock
de sécurité : le système de production n’est pas soumis à des cycles de production mais
produit en continu ; le taux de production s’adapte dès lors que le stock de sécurité est
constitué. Cette solution est cependant onéreuse de par le coût de stockage des produits
finis. Les politiques de maintenance préventive mises en œuvre par les auteurs semblent
intéressantes pour apporter une réponse à notre problématique. Celles-ci sont de type
conditionnel et se basent sur des seuils relatifs à la maintenance (âge ou état) du système,
mais également à l’avancement de la production (niveau de stock). Les auteurs ont montré
que leurs politiques de maintenance sont proches de la stratégie optimale et ont mis en
avant leur simplicité de mise en œuvre. Il est à souligner que ces politiques sont dynamiques
dans le sens où les décisions sont adaptées en fonction de l’évolution de l’état du système
(en termes de production et de dégradation).

Système avec taux de production à multiples niveaux

Quelques auteurs ont considéré des systèmes où le taux de production est variable. Cette
approche constitue une solution robuste à certains aléas : la régulation dynamique du taux
de production par rapport au niveau de stock permet d’atténuer le risque de pénurie lié à
l’occurrence de défaillances au cours de la production.

[45] font l’étude du problème d’un système où le taux de défaillance est croissant avec
le temps et où le temps de réparation après défaillance est aléatoire. La politique de
maintenance et la cadence de production sont dynamiques, car fonctions du niveau de
stock et de l’âge du système : des seuils sont fixés pour la mise en œuvre des maintenances
et pour la régulation du taux de production. L’étude montre que ce type de stratégie
est plus efficace (en terme de la production) qu’une stratégie de maintenance périodique
classiqu, et souligne donc l’importance du développement de stratégies de maintenance
conditionnelles multi-critères.

[22] proposent un modèle où la sécurité des employés est prise en compte : la réalisation
de certaines opérations de maintenance (préventives comme correctives) requière l’arrêt
complet du système, celui-ci doit être éteint par raison de sécurité. Les auteurs proposent
une politique de contrôle des taux de production, de la fréquence de mise en œuvre de
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maintenances préventives et de la vitesse de remise en état de fonctionnement du système.
Les auteurs formulent une politique de contrôle conditionnelle de ces taux, en fonction
du niveau de stocks et de l’âge de la machine minimisant les coûts de production et de
maintenance.

[23] ont étudié un problème où les maintenances préventives sont planifiées périodiquement
à intervalle T , leur durée est également aléatoire. Après une maintenance préventive, le
taux nominal de production est augmenté tant qu’un stock de S unités n’est pas constitué.
Ce stock a pour but de couvrir la demande lorsque le système est en maintenance. Le but
des recherches est de déterminer les valeurs optimales de la longueur du cycle T et la taille
du stock S, qui minimisent les coûts de maintenance, d’inventaire et les éventuels coûts de
pénurie. La résolution du problème se fait par une procédure numérique itérative. Bien que
le choix de durées aléatoires pour les actions de maintenances soit intéressant, ce modèle
présente une hypothèse peu réaliste : le système ne peut pas tomber en panne tant que le
stock S n’est pas constitué.

[14] ont travaillé sur un système constitué de deux machines de production fonctionnant
en parallèle. Les opérations de maintenance préventive sont planifiées périodiquement, et
sont, tout comme les maintenances correctives, de durée aléatoire. Les auteurs comparent
deux stratégies de production et de maintenance pour ce système : dans la première, la
périodicité des maintenances entre les deux systèmes et les taux de production des ma-
chines sont traités indépendamment ; dans la deuxième les auteurs proposent d’augmenter
le taux de production d’une machine à son maximum et de repousser les éventuelles main-
tenances préventives d’une machine, tant que l’autre n’est pas disponible. Il est montré
empiriquement que la deuxième stratégie est la plus rentable, et donc que le fait d’adapter
le fonctionnement du système en fonction des actions de maintenance constitue une bonne
stratégie.

[67] propose de la même manière que [12] un modèle où le système peut-être dans deux
états : opérationnel ou défectueux (état dont la conséquence est le risque que certains pro-
duits soient non-conformes). Un seul type de maintenance est considéré : une maintenance
préventive parfaite est appliquée à la fin de chaque cycle de production quel que soit l’état
du système. Les pièces de mauvaise qualité sont retravaillées pour devenir conforme avec
un coût unitaire donné. Le taux de production n’est pas constant, et influe sur la qualité
des produits lorsque le système est en défectueux ; augmenter celui-ci permet cependant
de fabriquer plus de produits avant que le système ne subisse de défaillance, le taux de
défaillance étant indexé sur le temps et non sur les quantités produites. L’objectif de la
résolution est à la fois de déterminer la quantité économique de production et le taux de
production optimaux pour minimiser les coûts de production.
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Dans cette partie, nous avons vu que les auteurs ont étendu le caractère conditionnel de la
stratégie de maintenance évoquée précédemment à la régulation du taux de production :
celui-ci est fonction de seuils basés sur des critères relatifs à la maintenance et à l’avance-
ment de la production. Le but des problèmes présentés consistent en leur détermination.
Ce type d’approche dynamique est prometteur, car il permet d’assurer la pérennité du
bon fonctionnement du système de production tout en limitant l’impact des aléas sur la
production, et semble viable économiquement. Les aspects négatifs de cette stratégie re-
posent essentiellement sur l’aspect organisationnel : le caractère dynamique des décisions
impliquent une forte réactivité de la part des équipes de production et de maintenance.

3.3.2 Analyse des modèles basés « taille de lots »

Les modèles basés « taille de lots » sont peu nombreux dans la littérature. Les modélisations
et les stratégies de planification conjointe proposées sont éloignées de celles que nous avons
rencontrées pour les modèles basés « lot économique ». Nous allons maintenant analyser
ces travaux vis-à-vis des critères exposés précédemment. Pour cela nous allons reprendre
la classification proposée en étudiant les modèles selon leurs politiques de remplacement
préventives :

– politique systématique périodique
– politique systématique non-périodique
– politique conditionnelle

Politique de remplacement systématique périodique

Nous rappelons que cette politique est périodique dans le temps, et qu’elle ne tient compte
que du temps écoulé. C’est sur celui-ci que certains auteurs ont choisi d’indexer le vieillis-
sement et la défaillance du système de production dans leur modèle, choix qui justifie leur
orientation vers une politique de remplacement systématique.

[5] ont travaillé sur une extension du Capacitated Lot Sizing Problem, avec une machine
soumise à des défaillances aléatoires. A chaque défaillance, une maintenance corrective
doit être mise en œuvre, tandis que des maintenances préventives peuvent être planifiées
pour réduire l’état de dégradation du système. Cet état de dégradation croit de manière
continue au cours du temps, que le système produise ou non, et influe sur la probabilité de
défaillance au cours de la production. Les auteurs utilisent une politique de maintenance
périodique dans le temps : les maintenances sont planifiées en début de période toutes les k
périodes. Le but de l’algorithme de résolution proposé est de fournir un plan de production
capable de répondre à la demande, ainsi que de déterminer la valeur k qui minimisera les
coûts de production et de maintenance. La stratégie de maintenance proposée par les
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auteurs, ainsi que la dégradation du système et la probabilité d’occurrence de défaillances
sont basées sur le temps écoulé.

[56] ainsi que [51] ont étudié le cas d’un système multi-composants dont l’état général est
décrit par l’ensemble des états de chaque composant : ceux-ci sont indépendants les uns
des autres et peuvent être soit en état de fonctionnement normal, soit en état de panne. Le
vieillissement de chacun de ces composants, ainsi que leur mode de défaillance, sont indexés
sur le temps écoulé. Les auteurs ont fait l’hypothèse que l’état de panne d’un composant
affecte la cadence de production du système, mais ne l’empêche pas de fonctionner. La
politique de maintenance préventive est périodique ; et comme dans la plupart des autres
travaux de la littérature celles-ci ne peuvent être mise en œuvre qu’en début de période. Le
but du problème est de fournir un plan de production ainsi que les intervalles optimaux de
maintenance pour chaque composant, tout en minimisant les coûts totaux de production.
L’hypothèse d’un système multi-composants est originale par rapport à la littérature,
et serait à priori plus réaliste que celle de systèmes mono-composant, qui agrègent les
informations de vieillissement et de défaillance.

Les travaux exposés basent leur modélisation du vieillissement du système leur politique
de maintenance préventive uniquement sur le temps écoulé. Cette hypothèse est discutable
dans le cas où le système de production ne fonctionne pas au maximum de sa capacité
pendant tout l’horizon considéré, nous pouvons nous poser la questions suivante : est-il né-
cessaire de maintenir régulièrement un système qui ne se dégrade pas ? De plus, la politique
de maintenance ici mise en œuvre n’est pas flexible : elles ne peuvent être planifiées qu’en
début de période et uniquement de manière périodique. Une telle politique ne permet pas
de garantir l’optimalité de la fréquence de mises en œuvre des maintenances préventives
pour notre problème, ce qui aura comme conséquence une baisse de la disponibilité du
système de production. Nous allons maintenant étudier des travaux d’autres auteurs, où
la politique de maintenance préventive est plus flexible.

Politique de remplacement systématique non-périodique

Cette politique repose sur l’estimation du temps de bon fonctionnement du système, le
but étant d’essayer d’intervenir sur celui-ci avant que des défaillances surviennent. Celle-ci
se base donc sur le temps de fonctionnement du système, ou sur les quantités produites.

[31] ont étendu les recherches de [5] : les maintenances préventives ne sont plus obligatoire-
ment planifiées de manière périodique, bien que toujours placées en début de période. Une
comparaison avec une politique périodique est proposée dans ces travaux, celle-ci s’avère
plus couteuse, car elle contraint le placement des maintenances préventives dans le plan
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de production. L’intérêt de ne pas contraindre la place des maintenances est donc souligné
dans ces travaux.

[6] s’intéressent à un problème où le système est constitué de plusieurs lignes de production.
Les auteurs proposent deux modèles où la stratégie de maintenance préventive diffère :
dans le premier les maintenances sont effectuées de manière périodique, tandis qu’elles ne
suivent pas forcément de périodicité dans le second. Dans ces modèles, il est supposé que
le vieillissement du système entraine une diminution de la capacité de production au cours
du temps. La réduction de capacité est une hypothèse à première vue réaliste, celle-ci
semble intéressante pour la création de modèles pour de futures investigations, bien qu’il
soit cependant nécessaire de s’interroger sur la pertinence d’indexer celle-ci sur le temps
écoulé. Les auteurs ne donnent pas de recommandation quant à l’utilisation préférentielle
d’une des politiques proposées.

[54] ont également choisi d’indexer le vieillissement et le taux de défaillance du système
de production sur le temps écoulé. Ils proposent cependant une stratégie de maintenance
plus flexible : les maintenances préventives sont planifiées dans des fenêtres de temps pé-
riodiques. Bien que présentant les désavantages que nous avons déjà évoqués au sujet de
l’utilisation de stratégies de maintenance basées sur le temps, cette stratégie offre néan-
moins plus de flexibilité pour la planification des actions de maintenances, offrant ainsi
plus de liberté pour la planification de la production.

Les travaux de [75] sont en marge des auteurs précédents. Ils proposent un modèle plus
complet, composé de trois parties. Le but des recherches présentées est de fournir des
conclusions sur des hypothèses de « bonnes pratiques » formulées par les auteurs, afin de
donner des recommandations aux responsables de la production. La première des parties du
modèle a pour but la création d’un plan de production agrégé, qui vise à définir les quantités
à produire par famille de produits en fonction des ressources humaines, tout en minimisant
les coûts de production. La deuxième partie consiste en la résolution du problème de « taille
de lots », tout en minimisant les couts de production et la déviation par rapport au modèle
précédent. Enfin, la dernière partie consiste en la simulation du plan de production, dans
laquelle est prise en compte l’occurrence de défaillances au cours de la production. Dans
cette phase sont testées plusieurs politiques de maintenance préventive pour plusieurs jeux
de données. Les conclusions majeures établies par les résultats de cette étude préconisent
la planification conjointe de la production et de la maintenance ; les auteurs conseillent
également d’employer une politique de maintenance préventive périodique dans le cas
d’une demande constante, et d’utiliser une politique de maintenance basée sur les quantités
produites par le système lorsque la demande est variable.
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Nous avons vu que les politiques de remplacement systématique non-périodique sont plus
performantes que les stratégies périodiques. En effet, le problème de flexibilité est ainsi
partiellement levé (dans certains travaux les maintenances préventives ne peuvent cepen-
dant être planifié qu’en début de période), et la disponibilité du système est susceptible
d’être plus forte. Cependant, dans leurs modèles, les auteurs ne considèrent pas le pro-
blème de faisabilité des plans de production : l’estimation de la capacité consommée par
les maintenances correctives ne se fait que par rapport au nombre moyen de pannes atten-
dues (dont le calcul est basé sur le temps écoulé pour la majorité des modèles et sur les
quantités produites dans les autres cas), rien n’assure donc la faisabilité des plans établis
dans le cas où le nombre de pannes observées en pratique dépasse cette moyenne.

Politique de remplacement conditionnelle

Cette politique se base sur l’état du système, et est employée notamment dans le cas où
le vieillissement du système est modélisé par un indice de dégradation.

[20] proposent un problème où les hypothèses relatives à la dégradation du système sont
plus réalistes que dans les travaux précédemment présentés : le système de production
est caractérisé par un état de dégradation qui évolue de manière stochastique lors de la
production ; et le taux de défaillance du système est fonction de cet état de dégradation.
La résolution du problème a pour but la création d’un plan de production sous contrainte
de faisabilité et la détermination d’un seuil de dégradation maximal pour le système, au
delà duquel une maintenance préventive sera mise en œuvre. Bien que cette politique de
maintenance ait la qualité d’être dynamique de part sa prise en compte l’état du système
de production, celle-ci présente le défaut de ne pas être assez souple : des opportunités
intéressantes pour le placement de maintenances peuvent être ignorées dans le sens ou elles
ne sont mise en œuvre que si et seulement si le seuil de dégradation est atteint.

Il n’y a qu’un seul article utilisant une politique de remplacement conditionnelle à notre
connaissance. Nous pouvons lui reprocher de ne considérer qu’un seul critère (l’état de
dégradation) pour cette politique, ce qui a pour conséquence de réduire les possibilités de
planification pour la production. Nous avons en effet souligné dans le chapitre précédent
la possibilité de prendre en compte des paramètres attrayant à l’état de la planification
de la production, c’est-à-dire son avancement, ce qui permettrait a priori de placer les
maintenances préventives de manière plus judicieuse, ou tout du moins de limiter l’impact
des contraintes liées à la maintenance sur la planification de la production.

Politique de remplacement corrective

[47] présente des travaux autour d’un modèle dont les hypothèses sont très différentes
des autres modèles de la littérature, raison pour laquelle nous n’avons pu classifier ses
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recherches. L’auteur considère un système mono-produit à capacité de production illimitée,
avec un taux de défaillance constant. La notion de maintenance préventive est donc absente
de ce modèle. Deux cas sont considérés à propos du setup après défaillance du système : soit
celui-ci est totalement perdu, soit seulement une partie de celui-ci doit être refait, à moindre
coût. Le but du problème dans les deux cas concerne la création du plan de production
et la prise de décision concernant la reprise de la production après panne. La résolution
du problème est effectuée en utilisant la programmation dynamique stochastique. Pour le
premier cas, l’auteur préconise de produire jusqu’à la survenue de la première défaillance
après production de la quantité nécessaire à satisfaire la demande de la période en cours.
Pour le deuxième cas, la reprise de production après panne dépend des stocks en cours.
Ayant fait le choix d’imposer la mise en œuvre d’une opération de setup après panne dans
les hypothèses de son modèle, l’auteur souligne l’importance de l’influence des paramètres
de coûts de setup et de stockage sur les décisions de reprise de production après panne.
La prise de décisions dynamiques en fonction de l’avancement de la production est ici
recommandée pour atténuer l’impact des défaillances aléatoires.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté les travaux de recherche concernant les problèmes
liées à notre problématique : l’intégration de la maintenance dans le processus de la plani-
fication la production. Nous concluons cette étude bibliographique en proposant un réca-
pitulatif des principales hypothèses de modélisation employées dans les travaux présentés,
ainsi qu’une critique des politiques mises en œuvre.

Nous avons souligné que l’ensemble des hypothèses des différents modèles présentés est très
hétéroclite (tant pour les modèles basés « lot économique » que pour ceux basés « taille
de lot ») ; cependant la très large majorité de ces modèles traitent du même problème et
ont le même objectif : comment planifier conjointement la production et la maintenance
à moindre coût ? Dans de rares travaux sont considérés des contraintes additionnelles
relatives à des exigences des décideurs concernant la production (qualité des produits,
sécurité des employés, faisabilité du plan de production, etc.). Celles-ci sont couramment
délaissées au profit du seul critère économique ; il convient alors de s’interroger sur la
pertinence des approches proposées vis-à-vis de ces critères pour les travaux qui n’en
tiennent pas compte. Nous avons vu que les stratégies mises en œuvre pour la planification
de la production et de la maintenance sont également très diverses, et qu’elles ne peuvent
être analysée qu’en fonction du cadre dans lequel elles sont employées.
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La plupart des auteurs tentent d’anticiper les contraintes qu’imposent les actions de main-
tenance sur le fonctionnement du système de production : la cadence de production ou le
plan de production sont calculés en fonction de l’estimation de l’impact des défaillances
sur le rythme de la production en regard de la demande. En ce sens, plusieurs solutions
ont étés proposées :

– le développement d’un « stock tampon » suffisamment important pour pouvoir continuer
de répondre à une demande continue lorsque le système n’est pas en état de produire,

– la réduction de la capacité nominale du système lors de la détermination du plan de
production, qui permet ainsi de réserver de la capacité qui sera consommée par les
actions de maintenance.

Ces solutions bien qu’efficaces peuvent être améliorées par le développement de stratégies
dynamiques : la cadence de production peut être changée en fonction de l’avancement
de la production ou une replanification du plan de production est suggéré en fonction de
l’avancement de la production.

Nous avons constaté qu’une très large majorité de travaux s’intéressent aux modèles de type
« lot économique », laissant de nombreuses possibilités d’investigation pour les modèles
de type « taille de lots ». Aussi, les auteurs ayant travaillé sur ces modèles basés « taille
de lots » ont en majorité choisi d’une part de considérer des hypothèses peu réalistes
pour modéliser le vieillissement du système de production (fonction du temps écoulé), et
d’autres part de mettre en œuvre une politique de maintenance simple (systématique, ou
conditionnelle basée sur un seul critère). Certains auteurs ayant travaillé sur le problème
de « lot économique » ont proposé de considérer plusieurs critères conditionnant la mise
en œuvre des maintenances préventives et ont montré empiriquement l’intérêt de ce type
de stratégie. Paradoxalement, il n’existe pas à notre connaissance de sujet de recherches
prenant en compte ces recommandations dans le cadre des problème de « lot-sizing ».
De nombreuses pistes d’investigation sont donc ouvertes concernant l’implémentation de
politique de maintenance conditionnelle multi-critères.

Nous présenterons dans le prochain chapitre les orientations de nos travaux de recherche,
dont le but est de pallier aux manquements que nous avons mis en avant au cours de notre
analyse bibliographique.



Chapitre 4

Objectifs des travaux

4.1 Introduction

Dans les chapitres précédents nous avons présenté la problématique de la planification
conjointe de la production et de la maintenance, ainsi que les travaux existants à ce sujet.
Nous proposons dans ce chapitre :

– de résumer les principales hypothèses et les limites des modèles de maintenance présentés
au cours de l’étude bibliographique,

– de présenter les hypothèses majeures de nos travaux et de justifier leur choix,
– de préciser les grandes lignes des objectifs de nos travaux et l’étendue de notre champ
d’investigation.

4.2 Analyse de la problématique générale vis-à-vis de la bi-
bliographie

L’objectif principal de ce manuscrit est de proposer et d’analyser un ensemble d’approches
organisationnelles pour la planification de la production et l’intégration de la maintenance
au sein de ce processus ; nous analyserons notamment l’impact de la maintenance sur la
production tant en termes de coûts économiques que de robustesse ou encore de faisa-
bilité des plans de production alors construits. Ainsi, nous nous attachons clairement à
répondre à la question « comment faire pour intégrer la maintenance au sein du processus
de planification tactique de production ? ». Nous avons discuté de ces impacts en termes :

– de critères économiques : l’un des critères les plus usités dans l’optimisation de la pla-
nification tactique de la production reste le coût économique, essentiellement formé par

55
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l’ensemble des coûts de production (coûts de setup, coûts de stockage des produits finis,
etc.). Il est clair qu’une intervention de maintenance engendre elle aussi un ensemble de
coûts intégrant coûts directs (pièces de rechange, personnels de maintenance, etc.) et
indirects (liés notamment à l’éventuelle perte de production),

– d’utilisation des ressources de production : pour assurer la rentabilité économique du
système de production, il est nécessaire de chercher à en maximiser son utilisation en
fonction bien entendu d’un niveau de demande et de sa capacité théorique. La main-
tenance est perçue d’un point de vue de la production comme une capacité perdue.
Il pourrait alors être intéressant de positionner les interventions de maintenance sur
des périodes à faible niveau de production, c’est-à-dire d’utiliser les opportunités que
présente le plan de production,

– de robustesse ou de faisabilité des plans de production : la raison même de la main-
tenance est l’assurance du bon fonctionnement des systèmes, notamment vis-à-vis de
défaillances pouvant intervenir aléatoirement. On note ici que la fréquence de ces dé-
faillances peut être fonction de l’organisation des interventions de maintenance dites
préventives. Cependant, la part restante d’aléas rend le problème de planification sto-
chastique. La faisabilité d’un plan prend alors tout son sens. Or nous avons vu que ce
critère n’est quasiment jamais pris en compte pour la planification tactique.

Le problème décisionnel est complexe d’une part à cause de la complexité même du pro-
blème de planification tactique et d’autre part au vu des objectifs souvent conflictuels
et des domaines de la planification de la production et de la maintenance (consomma-
tion d’une ressource commune : la capacité). Nous pouvons d’abord nous interroger sur la
question de la modélisation du problème de planification avant d’aborder la question du
développement de méthodes de résolution. Sur ce dernier point, nous pouvons distinguer
deux approches : la première consiste à déterminer une structure décisionnelle a priori qui
repose sur un ensemble de paramètres, la seconde consiste à trouver la solution optimale
du problème d’optimisation. Au vu du très grand nombre de paramètres du modèle et
de la complexité du modèle, il est peu envisageable de s’orienter dans cette dernière voie.
Nous chercherons alors à mettre en évidence des structures générales et des règles de déci-
sion à partir d’analyses numériques de nos modèles par le biais de plans d’expérience. Les
questions posées ci-dessus forment le socle même de notre recherche que nous reprendrons
dans la définition des objectifs de nos travaux.
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4.3 Cadre de l’étude et positionnement par rapport à la
littérature

Nous avons choisi d’orienter nos recherches sur les modèles de planification de la production
de type « taille de lots ». Ce choix est principalement motivé par l’intérêt industriel à
disposer d’outils ou de règles pour le cas de problématiques où la demande est variable,
ce cas n’ayant que peu été traité dans la littérature. Nous allons restreindre le cadre de
l’étude sur le champ de la modélisation de la maintenance ; cette restriction affecte deux
champs. Tout d’abord, un système complexe tel qu’un système de production présente
plusieurs modes de défaillance, et une action de maintenance, quelle soit préventive ou
corrective, est généralement spécifique à une défaillance ; nous ne considérerons ici qu’un
seul type de défaillance, qui entraînera l’arrêt immédiat de l’ensemble de la production.
La seule façon d’influer sur la fréquence de panne sera la mise en place d’une action
préventive assimilable, en termes de performance du moins, à un remplacement du système
à l’identique. Le second champ est lié à l’hypothèse de performance de l’organisation du
processus maintenance. Nous supposons celle-ci comme parfaitement maîtrisée dans le sens
où les ressources humaines et matérielles de maintenance sont supposées infinies. Cette
hypothèse se traduit par des durées opératoires de maintenance constantes et connues.
En termes d’organisation de maintenance, nous considèrerons deux types d’opérations :
des réparations correctives minimales (qui permettent une simple remise en fonction du
système) et des réparations parfaites (qui consiste en une remise à neuf).

Nous souhaitons développer plusieurs méthodes de résolution, dont le but est la construc-
tion conjointe de plans de production et l’établissement de politique de maintenance condi-
tionnelle multi-critères. Ces politiques de maintenance conditionneront la mise en œuvre
de maintenances préventives suivant plusieurs critères (âge du système, avancement de
la production, étude des opportunités en début et fin de périodes, etc). Certains auteurs
[45, 22, 48] ont montré dans le cas de problèmes basés « lot économique », que les politiques
de planification et de maintenance conditionnelle basées sur plusieurs critères pouvaient
s’avérer bien plus performantes que des politiques de planification plus classiques (planifi-
cation périodique des maintenances, maintenance conditionnelle basée sur un unique seuil,
etc). Nous pensons également que la planification de la production et celle de la mainte-
nance ne peuvent être établie de manière dissociée, et qu’une prise de décisions dynamique
en fonction de plusieurs critères relatifs à l’état du système sera plus performante que des
stratégies de planification disjointes ou statiques. Nous avons montré dans notre analyse
de l’état de l’art qu’il existe un large champ d’investigations pour ces considérations, et
que concernant les problèmes basés « taille de lots », aucun modèle de ce type n’a été pour
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l’instant proposé ; nous souhaitons donc apporter une première contribution dans cette
voie.

4.4 Objectifs des travaux

L’objectif principal de nos travaux est de proposer des méthodes pour l’intégration des
préoccupations maintenance au niveau de la planification tactique de la production : l’éva-
luation de plusieurs politiques de maintenance nous permettra d’établir des méthodes et
des règles de « bonne pratique » pour les décideurs dans le cadre de l’intégration de la
maintenance au sein du processus de planification de la production. Ces politiques de-
vront être élaborées de façon à rester à la fois suffisamment simples pour être utilisables,
et suffisamment complexes pour justifier d’une réelle optimisation des critères que nous
considérerons (coût de production, faisabilité du plan de production, etc.). Nous propo-
sons de commencer cette étude par le cas le plus simple : le système de production est
mono-produit. De cette étude nous essaierons de tirer des conclusions relatives :

– au développement de stratégies efficaces pour la planification de la production et des
actions de maintenance,

– aux performances des méthodes de résolution développées,
– à l’impact des paramètres sur les coûts de production.

Dans un second temps, nous élargirons ces résultats préliminaires à des cas plus complexes.
Notre étude portera sur la version multi-produits du problème, auxquels sera adjoint suc-
cessivement plusieurs contraintes relatives aux exigences que peut avoir un décideur : nous
prendrons en compte une contrainte de disponibilité du système, puis une contrainte de
faisabilité. Tout au long de cette étude, nous nous efforcerons d’une part d’analyser la per-
formance des stratégies de construction conjointe de plans de production et de politiques
de maintenance associées, d’autre part de caractériser et d’analyser les comportements des
paramètres de décision afin de déterminer quelles sont les stratégies les plus adéquates
pour les différents cas rencontrés. En s’appuyant sur ces expérimentations, nous essaierons
de présenter des résultats concernant les « bonnes pratiques » évoquées précédemment.
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Introduction

L’objectif de cette deuxième partie est l’apport d’un élément de réponse à notre problé-
matique, via la formulation et la résolution d’un premier problème. Nous avons choisi
d’élaborer un modèle basé sur le « Capacitated Lot Sizing Problem with Setup Times and
Shortage Costs » [2], et d’adjoindre à celui-ci des hypothèses relatives à la maintenance
du système de production. Le vieillissement et la défaillance du système seront basés sur
le temps écoulé, et nous considérerons deux types de maintenance : préventive parfaite,
et corrective minimale. Nous proposons de créer un modèle de type Markovien. Grâce
à une telle modélisation, nous serons en mesure d’utiliser la programmation dynamique
sur notre problème. Cette méthode nous permettra de le résoudre de manière optimale.
Nous pourrons alors déduire via l’analyse des solutions obtenues des propriétés relatives
à la planification des maintenances au sein du plan de production. Ainsi, nous pourrons
formuler des règles générales pour la mise en œuvre d’une politique de maintenance. Nous
essaierons alors d’utiliser les résultats obtenus afin de développer des méthodes de réso-
lution plus performantes que la programmation dynamique. Nous nous efforcerons alors
de prendre en compte les recommandations que nous avons pu extraire de l’analyse de la
bibliographie dans la partie précédente : nos politiques de planification de la production et
de la maintenances seront basées sur plusieurs critères tels que l’âge du système, le stock
de produits finis et la capacité disponible pour le système.

Les deux premiers chapitres de cette partie sont voués à l’étude du cas mono-produit,
et le troisième étend nos travaux au cas multi-produits. Dans le premier chapitre nous
proposons la formulation d’un problème de planification conjointe et proposons un modèle
mathématique de type processus de Markov. Dans le deuxième chapitre nous cherche-
rons à résoudre ce problème, au moyen d’une méthode exacte basée sur la programmation
dynamique, et deux méthodes heuristiques : ces méthodes seront comparées. Nous ana-
lyserons les solutions obtenues avec la méthode optimale, afin de dégager des propriétés
sur la structure des solutions. Dans le troisième chapitre, nous proposerons d’étendre ces
recherches au cas multi-produits, et tenterons d’y appliquer les méthodes développées.
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Chapitre 5

Modélisation d’un problème
mono-produit

5.1 Introduction

Nous avons montré dans les chapitres précédents que la majorité des problèmes basés
« taille de lots » de la littérature ne propose que des modèles de dégradation et de dé-
faillance basés sur le temps. Nous proposons de considérer des hypothèses différentes pour
modéliser un système de production : nous indexons le vieillissement et l’occurrence de
défaillances sur le temps de production effective. [45] recommandent, dans le cadre des pro-
blèmes basés « lot économique », d’adopter une stratégie dynamique multi-critères tant
pour la planification de la production, que pour celle de la maintenance. Aucun des travaux
que nous avons recensés dans la littérature n’applique ce type de stratégie aux modèles
« taille de lots ». Celle-ci semble cependant prometteuse : une planification conjointe et
interdépendante de la production et de la maintenance permettrait la construction de
plans adaptés, présentant des opportunités pour la maintenance et assurant ainsi le bon
entretien du système. Pour cela, nous proposons une modélisation mathématique basée
sur les processus Markovien. Ce choix nous permettra d’appliquer une méthode de pro-
grammation dynamique, qui semble une approche intéressante pour notre problématique
[47]. Nous proposons dans un premier temps de travailler sur un problème mono-produit
et d’en déduire des stratégies efficaces pour la planification de la production et des actions
de maintenance via l’utilisation de la programmation dynamique. Après développement
et évaluation de plusieurs méthodes de résolution, les politiques les plus performantes
pourront par la suite être étendues au cas multi-produits.
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La première partie de ce chapitre est vouée à la présentation de nos hypothèses de modé-
lisation et à la formulation de notre problème, la deuxième partie concerne la description
du modèle mathématique associé à cette formulation.

5.2 Formulation du problème

5.2.1 Problème de planification

Nous avons choisi de travailler sur la version mono-produit d’un problème de planification
classique, le « Capacitated Lot Sizing Problem with Setup Times and Shortage Costs »
[2], qui est une des extensions du « Capacitated Lot Sizing Problem » que nous avons
présenté dans la première partie de ce manuscrit. Dans ce problème les opérations de
setup génèrent un coût et consomment également une part de la capacité. Aussi, lorsque
la demande n’est pas satisfaite à la fin d’une période, une partie de la demande peut être
annulée moyennant une pénalité financière pour chaque unité manquante. Nous parlons
dans ce cas de demande perdue. Ce problème est NP -Difficile [15, 78].

Les notations de notre problème sont les suivantes :

T nombre de périodes t de l’horizon de planification
dt demande en produit à la fin de la période t ∀ t ∈ J1, T K
ct capacité du système de production pour la période t ∀ t ∈ J1, T K
cs capacité consommée par l’opération de setup
s coût de l’opération de setup
h coût de stockage d’un produit durant une période
sh coût de shortage pour chaque unité manquante
I0 niveau de stock au début de l’horizon

Qt nombre de produits fabriqués à la période t ∀ t ∈ J1, T K
It niveau de stock en produit à la fin de la période t ∀ t ∈ J1, T K
SHt nombre de produits manquants à la fin de la période t ∀ t ∈ J1, T K
Xt vaut 0, ou 1 si la production est lancée à la période t ∀ t ∈ J1, T K

La fonction objectif du problème d’optimisation est :

z = min
T∑

t=1
(s Xt + h It + sh SHt) (5.1)



Chapitre 5 : Modélisation d’un problème mono-produit 65

Sous les contraintes :

It = It−1 +Qt + SHt − dt ∀ t ∈ J1, T K (5.2)

Qt + cs Xt ≤ ct Xt ∀ t ∈ J1, T K (5.3)

Xt ∈ {0, 1} ∀ t ∈ J1, T K (5.4)

Qt, It, SHt ∈ N ∀ t ∈ J1, T K (5.5)

L’objectif 5.1 est de minimiser la somme des coûts de lancement, de stockage et de shortage
sur l’horizon.
La contrainte 5.2 représente l’équilibre des stocks pour chaque période.
La contrainte 5.3 impose qu’une opération de setup soit effectuée à la période t si une
production est lancée, et que la capacité consommée soit inférieur ou égale à la capacité
disponible.
La contrainte 5.4 est une contrainte d’intégrité.
La contrainte 5.5 est une contrainte de positivité.

5.2.2 Hypothèses relatives à la maintenance

Nous allons maintenant présenter les hypothèses relatives au vieillissement du système, à
son mode de défaillance et aux actions de maintenance qui pourront être mise en œuvre.

Nous considérons que le système de production est soumis à un vieillissement fonction
de son niveau de production. Ainsi, nous indexerons l’âge du système par le volume de
capacité consommée pour produire les items depuis sa remise à neuf. Par ailleurs, nous
supposons que les opérations de setup n’ont pas d’influence sur l’âge du système.

Comme mentionné précédemment, nous nous intéressons uniquement aux défaillances qui
ont un impact significatif sur la production. Nous considérons alors que ces défaillances
aléatoires peuvent être résumées dans une unique distribution de durée de vie définissant
alors l’intervalle de fonctionnement depuis sa mise en route jusqu’à la première défaillance.
On supposera et ceci tout au long du manuscrit que cette durée de vie peut être caractérisée
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par une distribution de probabilité de type loi de Weibull à deux paramètres (β, η) où β
est le paramètre de forme et η le paramètre d’échelle.

Très brièvement, nous rappelons que le paramètre de forme caractérise le mode de dé-
faillance (défaillance de jeunesse, aléatoire ou de vieillissement) alors que le paramètre
d’échelle caractérise la durée moyenne avant la première défaillance. Nous notons a l’âge
du système. La fonction de répartition de la loi de Weibull est :

F (a) = e
−
(
a
η

)β
(5.6)

Le support de a est donc le temps de fonctionnement. Le taux de défaillance instantané
d’une loi de Weibull est donné par :

λ(a) = β

η

(
a

η

)β−1
(5.7)

Le taux de défaillance cumulé Λ(a1, a2) représente le nombre moyen de défaillances entre
deux âges a1 et a2 :

Λ(a1, a2) =
∫ a2

a1

β

η

(
u

η

)β−1
du =

(
a2
η

)β
−
(
a1
η

)β
(5.8)

La caractérisation des paramètres β et η peut être facilement obtenue par le biais de mé-
thodes d’estimation de type moment ou encore maximum de vraisemblance. Elles reposent
sur les dates de durée de fonctionnement des différents systèmes. Dans le cadre de notre
étude, nous utiliserons des données génériques que nous présenterons lors de la description
des différents tests.

Actions de maintenance

Nous considérons deux types d’actions de maintenance, la mise en œuvre de chacune d’elles
consomme une part de la capacité de production et génère un coût :

– maintenances préventives parfaites : ces maintenances restaurent le système en remettant
son âge à zéro, comme si celui-ci était neuf ; ce type de maintenance servira donc à
réduire l’occurrence de défaillances au cours de la production. La mise en œuvre d’une
telle maintenance consomme de la capacité et génère un coût.

– maintenances correctives minimales : ces maintenances doivent être mises en œuvre
après chaque défaillance, leur but est de remettre le système en état de fonctionnement ;
ces maintenances n’affectent pas l’âge de celui-ci.
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Les notations additionnelles relatives à la maintenance sont les suivantes :

ccm la capacité consommée par une maintenance corrective
cpm la capacité consommée par une maintenance préventive
cm le coût d’une maintenance corrective
pm le coût d’une maintenance préventive

La figure 5.1 illustre l’évolution du taux de défaillance au cours de la production en fonction
de l’âge du système.

Figure 5.1 – Evolution du taux de défaillance en fonction de l’âge du système

Avant de passer à la formulation générale du problème, nous voulons souligner l’impact de
l’indexation de l’âge du système en fonction des quantités produites. Cette hypothèse per-
met de renforcer les dépendances entre planification de la production et maintenance, une
périodicité de maintenance sera alors fonction des quantités produites et non simplement
du temps, et donc de légitimer une approche d’optimisation intégrée.

5.2.3 Formulation générale du problème

Nous considérons un horizon temporel constitué de T périodes. A la fin de chaque période
t, une quantité dt de produits doit être disponible pour satisfaire la demande client. Le
système de production, qui n’est composé que d’une machine, dispose d’une capacité de
production ct spécifique à chaque période t et ne fabrique qu’un seul type de produit. Nous
faisons l’hypothèse que la production d’un produit consomme une unité de cette capacité.
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Nous proposons de modéliser l’occurrence des défaillances par un processus de Poisson non
homogène de paramètre Λ. Ce processus stochastique est indépendant du temps et sert à
compter les occurrences d’un phénomène dans un intervalle de temps. Dans notre cas, la
probabilité d’avoir k défaillances entre un âge a1 et un âge a2 est la suivante :

P [Nf (a1, a2) = k] = e−Λ(a1,a2) · Λ(a1, a2)k
k! (5.9)

Le nombre moyen de ces défaillances pour la production entre a1 et a2 est :

E[Nf (a1, a2)] =
∞∑

k=0
k·P (Nf (a1, a2) = k) =

∞∑

k=0
k·e−Λ(a1,a2) ·Λ(a1, a2)k

k! = Λ(a1, a2) (5.10)

A la fin de chaque période, les produits excédentaires peuvent être stockés ; dans ce cas un
coût unitaire h doit être payé pour chacun d’entre eux stockés. Le nombre de ces produits
est noté It pour chaque période. A chaque période, un coût de setup s est payé lorsque
la production est lancée, nous considérons sans perdre de généralité que cette opération
consomme cs unités de capacité. Pour chaque période t, si la demande client dt ne peut
être satisfaite, un coût de shortage sh est payé pour chaque produit manquant. Le nombre
de ces produits est noté SHt pour chaque période.

Nous considérons également des hypothèses supplémentaires concernant la gestion de la
production :

– si la capacité consommée par la production d’une unité et celle consommée par les main-
tenances correctives dépassent la capacité disponible, nous considérons que le produit
n’est pas fabriqué mais que le système est remis en état de fonctionnement pour la
période suivante,

– la production est arrêtée et la période change lorsque la capacité disponible pour la
période en cours est nulle,

– une opération de setup est effectuée si la production commence ou reprend après une
maintenance préventive.

Le problème décisionnel consiste en la détermination conjointe du plan de production, qui
donne la quantité Qt à produire pour chaque période et de la politique de maintenance
préventive. Le plan de production et la politique de maintenance doivent minimiser le coût
total de la production, qui est constitué des coûts de stockage, de shortage, de setup, des
maintenances préventives et correctives sur tout l’horizon considéré.
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Nous avons présenté dans cette section le problème que nous considérons, ainsi que nos
hypothèses de travail. Nous allons maintenant proposer une modélisation mathématique
de celui-ci.

5.3 Construction du critère de décision

Nous avons vu au cours de notre étude bibliographique que les auteurs préconisent l’emploi
de stratégies conditionnelles multi-critères pour la résolution de problèmes de planification
conjointe de la production et de la maintenance ; nous souhaitons nous orienter vers ce type
de stratégie pour la résolution de notre problème. Nous proposons dans un premier temps
de modéliser notre problème comme un processus de décisions Markovien. Ainsi, nous
pourrons employer la programmation dynamique et résoudre notre problème de manière
optimale. Il sera donc nécessaire d’une part de définir les instants auxquels des décisions
pourront être prises et d’autre part de déterminer la nature de ces décisions.

Dans une volonté de définir des structures générales pour la prise de décisions concernant
la planification de la production et celle de la maintenance, nous avons fait le choix de
considérer une granularité dans la prise de décision pour notre problème. Nous avons
formulés les hypothèses suivantes :

– une décision doit être prise dès que le système est disponible (c’est-à-dire ni en train de
produire, ni en maintenance) en fonction de l’état dans lequel il se trouve,

– une décision correspond à une action parmi : produire une unité, effectuer une mainte-
nance préventive, ne rien faire jusqu’à la fin de la période,

– la décision d’entreprendre une action consommatrice de capacité (produire une unité,
effectuer une maintenance préventive) ne peut être prise si la capacité restante pour la
période en cours est supérieure ou égale à la capacité consommée par cette action,

– la décision de ne rien faire jusqu’à la prochaine période « consommera » la capacité
restante de la période en cours.

Les conséquences réelles de ces choix se traduisent par la nécessité d’avoir un système et
une équipe très réactive. Aussi, ces hypothèses nous conduisent à utiliser une formulation
mathématique correspondant à un processus de décision Markovien. Les processus Marko-
viens sont des modèles issus de la théorie de la décision et de la théorie des probabilités ;
ils peuvent être vus comme une chaîne de Markov à laquelle on ajoute une composante
décisionnelle. Ils permettent de prendre des décisions dans un environnement lorsque l’on
a une certitude sur l’état dans lequel se trouve le système considéré et en présence d’in-
certitudes sur l’effet des actions (dans notre cas les incertitudes sont liées à l’occurrence
aléatoire de défaillances au cours de la production). Nous allons donc devoir modéliser les
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différents états dans lequel peut se trouver le système, ainsi que les décisions qui serviront
de transition entre ces états.

5.3.1 Construction du processus de décision Markovien

La résolution du problème se fera donc en plusieurs étapes, à chacune d’elle devra être
prise une décision, en fonction de l’état dans lequel se trouve le système ; cette décision se
traduira par une action à effectuer. Nous allons maintenant définir ces états, puis modé-
liser l’impact des décisions que nous avons évoquées sur ces états, c’est-à-dire définir une
fonction de transition probabilisée.

Décomposition du problème en sous-problèmes

Le problème de planification que nous considérons est décomposable en sous-problèmes. La
résolution de chacun de ces sous-problèmes consiste à déterminer une action à effectuer. Le
nombre de décisions à prendre sur l’ensemble de l’horizon temporel est fini : chaque action
consomme une part de capacité (au moins une unité) et le système que nous considérons
est à capacité finie. Nous notons K le nombre de sous-problèmes k, c’est-à-dire le nombre
de décisions à prendre sur l’ensemble de l’horizon. Ce nombre dépend de la nature même
des décisions (la capacité consommée par chaque action n’étant pas la même) et admet un
maximum que nous notons Kmax. Ce maximum de décisions correspond au cas ou chaque
décision prise consommerait une unité :

Kmax =
T∑

t=1
(ct + 1) = T +

T∑

t=1
ct (5.11)

Modélisation de l’état du système

Nous notons xk l’état global du système lorsque la k-ième décision doit être prise (par
état global nous entendons la connaissance de l’avancement de la production et de l’état
du système en terme d’âge). Cet état peut être entièrement décrit par un vecteur xk =
(xk,t, xk,n, xk,c, xk,a) avec :

– xk,t : le numéro de la période courante t,
– xk,n : le nombre de produits finis disponibles,
– xk,c : la capacité de production restante pour la période courante t,
– xk,a : l’age du système de production.

L’ensemble des états possibles à l’étape k est noté Sk. Nous noterons xK+1 l’état final
dans lequel se trouvera le système après application de la K-ième décision (c’est-à-dire la
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dernière). Ainsi notre processus de décision est Markovien, la décision à prendre à l’état k
est donc indépendante des décisions et des événements passés.

Modélisation des décisions

A chaque étape k, une action uk sera décidée en fonction de l’état xk parmi l’ensemble
d’actions possibles, que nous notons U :

– Prod : cette action consiste en la production d’une unité. Après production, le système
devient plus âgé d’une unité, la capacité consommée est la somme de la capacité consom-
mée par la production, par une éventuelle opération de setup (en début de période si
la production démarre, ou après une maintenance préventive) et de celles d’éventuelles
maintenances correctives dans le cas où des défaillances surviendraient au cours de la
production,

– PM : cette action consiste à effectuer une maintenance préventive si la capacité du
système le permet. Après cette action, l’âge du système est remis à zéro, le nombre
de produits finis est inchangé. La capacité consommée par cette action est celle d’une
maintenance préventive,

– Fin : cette action consiste à arrêter la production et d’attendre le début de la prochaine
période. Après cette action, l’âge du système est inchangé.

Toutes les actions ne sont pas toujours disponibles, selon l’état courant (par exemple quand
il n’y a plus assez de capacité disponible dans une période). Nous notons U(xk) l’ensemble
des actions possibles à l’étape k pour l’état xk. Nous avons :

U(xk) ⊂ U ∀ k ∈ [0,K] ∀ xk ∈ Sk (5.12)

Nous notons µk la fonction décisionnelle qui associe à l’état xk la décision uk :

µk(xk) = uk ∀ xk ∈ Sk (5.13)

La politique π est le vecteur de toutes les décisions uk à prendre sur l’horizon de production.
Ce vecteur dépend de l’évolution du système au cours de la production et notamment des
défaillances aléatoires qui surviennent.

π = (u1, u2, ..., uK) (5.14)
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L’action liée à chacune des décisions entraine d’une part un changement d’état, qui est
donné par une fonction de transition probabilisée et engendre d’autre part un coût. Nous
allons maintenant détailler cette fonction de transition, puis présenter la fonction de coût.

Construction de la fonction de transition probabilisée

Chaque action entraine un changement d’état, nous notons f(xk, uk) la fonction de tran-
sition de l’état xk à l’état xk+1. La construction de la fonction de transition est basée sur
la description des différents scénario de production en fonction de la décision prise. Nous
allons maintenant détailler cette fonction pour chacune des décisions.

Si la décision est uk = Prod, plusieurs scénarios sont à considérer ; ceux-ci dépendent
d’une part de la nécessité où non d’effectuer une opération de setup (avant de démarrer
la production en début de période ou après une maintenance préventive) et d’autres part
du nombre de défaillances survenant au cours de la production. Dans le cas où il n’y a pas
besoin d’effectuer une opération de setup :

– la capacité restante pour la période en cours suffisante pour couvrir la consommation de
capacité engendrée par la production et par les éventuelles maintenances correctives (en
cas de défaillance). Dans ce cas, un produit sera manufacturé (xk,n augmentera d’une
unité), la capacité de production sera diminuée d’une unité (xk,c diminuera d’une unité)
ainsi que de la capacité consommée par les éventuelles maintenances correctives (xk,c
diminuera du nombre de défaillance multiplié par la capacité consommée par une main-
tenance corrective). L’âge du système augmentera également (xk,a augmentera d’une
unité),

– la capacité restante n’est pas suffisante pour finir la fabrication du produit en cours (le
nombre de défaillances est trop important). Seule la capacité restante du système et
l’âge du système changent (xk,c prend la valeur 0 car toute la capacité est consommée
et xk,a augmente d’une unité).

Nous notons fmax le nombre maximum de panne pouvant survenir au cours de la produc-
tion du produit en regard de la capacité restante xk,c :

fmax(xk) = b(xk,c − 1)/ccmc (5.15)

La fonction de transition pour la décision uk = Prod dépend du nombre de défaillances
survenant au cours de la production. Nous notons Nf (a1, a2) le nombre de défaillances
affectant le système entre l’âge a1 et a2 (indépendamment de la capacité). La fonction
indicatrice I{Nf (a1,a2)=i} vaut 1 si le nombre de défaillances est égal à i, 0 sinon. La fonction
de transition s’écrit donc comme suit :
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f(xk, P rod) =
fmax(xk)∑

i=1
(xk,t, xk,n + 1, xk,c − i · ccm − 1, xk,a + 1) · I{Nf (xk,a,xk,a+1)=i}

+
∞∑

i=fmax(xk)+1
(xk,t, xk,n, 0, xk,a + 1) · I{Nf (xk,a,xk,a+1)=i} (5.16)

Dans le cas où une opération de setup doit être effectuée avant la production, les deux
possibilités sont les suivantes :

– la capacité restante pour la période en cours est suffisante pour couvrir la consommation
de capacité engendrée par la production et par les éventuelles maintenances correctives
(en cas de défaillance). Dans ce cas, un produit sera manufacturé (xk,n augmentera d’une
unité), la capacité de production sera diminuée de la capacité consommée par l’opération
de setup, d’une unité (xk,c diminuera d’une unité et de cs) ainsi que de la capacité
consommée par les éventuelles maintenances correctives (xk,c diminuera du nombre de
défaillance multiplié par la capacité consommée par une maintenance corrective). L’âge
du système augmentera également (xk,a augmentera d’une unité),

– la capacité restante n’est pas suffisante pour finir la fabrication du produit en cours (le
nombre de défaillances est trop important). Seule la capacité restante du système et
l’âge du système changent (xk,c prend la valeur 0 car toute la capacité est consommée
et xk,a augmente d’une unité).

La fonction fmax prend maintenant en compte la capacité consommée par l’opération de
setup :

fmax(xk) = b(xk,c − cs − 1)/ccmc (5.17)

La fonction de transition s’écrira alors comme suit :

f(xk, P rod) =
fmax(xk)∑

i=1
(xk,t, xk,n + 1, xk,c − cs − i · ccm − 1, xk,a + 1) · I{Nf (xk,a,xk,a+1)=i}

+
∞∑

i=fmax(xk)+1
(xk,t, xk,n, 0, xk,a + 1) · I{Nf (xk,a,xk,a+1)=i} (5.18)

La décision uk = PM peut être choisie si la capacité restante est suffisante pour effectuer
une maintenance préventive. Dans ce cas, le changement d’état est déterministe ; la capacité
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restante xk,c diminue de la valeur cpm et l’âge du système xk,a prend la valeur 0. Nous
avons :

f(xk, PM) = (xk,t, xk,n, xk,c − cpm, 0) ∀ xk ∈ Sk (5.19)

Pour la décision uk = Fin l’état futur dépend de la valeurs du membre xt, qui désigne la
période en cours :

– si xk,t = T la décision Fin est prise à la période T , le prochain état sera alors l’état final
xK+1,

– si xk,t 6= T la valeur xk,t sera incrémentée d’une unité et xk,n sera décrémenté de la
valeur de la demande.

f(xk, F in) = xK+1I{xk,t=T} + (xk,t + 1,max(xk,n − dt, 0), cxk,t+1, xk,a)I{xk,t 6=T} (5.20)

La figure 5.2 illustre les trois décisions possibles, et les états dans lesquels le système peut
passer. Dans le cas où la décision uk = Prod est choisie, l’état d’arrivé dépend du nombre
aléatoire de défaillances survenant au cours de la production.

Figure 5.2 – Illustration des décisions possibles pour un état

La figure 5.3 présente un exemple simple de successions d’états-décisions pour une période.
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Dans cet exemple, nous avons volontairement limité le nombre d’états du système et le
nombre de défaillances, celui-ci n’est donc pas complet mais à pour vocation d’illustrer le
principe général de notre modélisation.

Description des coûts de chaque action

Pour chaque décision, l’action mise en œuvre implique un coût direct g(xk, uk) ; celui-ci
dépend de l’état courant xk et de la décision uk. Nous allons maintenant détailler ces coûts
pour chacune des décisions.

Pour la décision Prod, si xk,c = ct ou xk,a = 0 (c’est-à-dire que soit nous sommes en
début de période soit après une maintenance préventive) une opération de setup doit être
effectuée. Le coût direct attendu est aléatoire dans ce cas, car dépendant du nombre de
défaillances subies au cours de la production du produit. Le coût direct moyen est donc la
somme du coût de setup et du coût attendu des éventuelles maintenances correctives :

E[g(xk, P rod)] = s+ cm

b(xk,c−1)/ccmc∑

i=1
P (Nf (xk,a + 1)−Nf (xk,a) = i) · i (5.21)

+ cm
∞∑

i=b(xk,c−1)/ccmc+1

P (Nf (xk,a + 1)− Nf (xk,a) = i) · b(xk,c − 1)/ccmc

S’il n’y a pas d’opération de setup à effectuer, le coût direct est simplement le coût moyen
attendu pour les maintenances correctives :

E[g(xk, P rod)] = cm

b(xk,c−1)/ccmc∑

i=1
P (Nf (xk,a + 1)−Nf (xk,a) = i) · i (5.22)

+ cm
∞∑

i=b(xk,c−1)/ccmc+1

P (Nf (xk,a + 1)− Nf (xk,a) = i) · b(xk,c − 1)/ccmc

Pour la décision PM, le coût direct est le coût d’une maintenance préventive :

g(xk, PM) = pm ∀ xk ∈ Sk (5.23)

Pour la décision Fin trois possibilités sont à considérer en fonction du niveau de stock xk,n
et de la demande dt :
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– si le niveau de stock est égal à la demande, le coût direct est nul,
– si le niveau de stock est inférieur à la demande, le coût direct est constitué des coûts de
shortage relatifs aux produits manquants,

– si le niveau de stock est supérieur à la demande, le coût direct est constitué des coûts
de stockage des unités stockées,

Nous avons donc :

g(xk, F in) = h ·max(xk,n − dt, 0) + sh ·max(dt − xk,n, 0) ∀ xk ∈ Sk (5.24)

5.3.2 Description du coût total

Le coût espéré de la production à partir l’état xk à l’étape k jusqu’à la fin de la production
(état xK+1) est noté E[Jπk ], pour la politique π. Ce coût est la somme du coût direct
E[g(xk, uk)] et du coût moyen attendu pour le restant de la production :

E[Jπk (xk)] = E[g(xk, uk)] + Ef(xk,uk)
[
Jπk+1(xk+1)

]
∀ k ∈ [0,K]

JπK+1(xK+1) = 0 (5.25)

(5.26)

Le coût total espéré de la production pour la politique π est donc :

E[Jπ1 (x1)] = E[Jπ0 (1, 0, 1, 0)] (5.27)

Sachant la demande dt pour chaque période t de l’horizon, l’objectif de l’optimisation
est la détermination de la politique de décision π∗ minimisant le coût total espéré de la
production alors noté E[Jπ∗1 (x1)].

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un problème de planification conjointe de la produc-
tion et de la maintenance dans le cas mono-produit. Nous avons en premier lieu décrit et
justifié nos hypothèses de travail, puis proposé un modèle mathématique pour ce problème.
Ce modèle est formulé comme un processus de décision Markovien (états-décisions). Nous
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nous sommes fortement rapproché du niveau opérationnel dans notre modélisation, afin de
pouvoir déduire des propriétés structurelles via l’analyse de solutions optimales que nous
obtiendrons en appliquant la programmation dynamique. Nous proposerons également
d’autre méthodes de résolution pour ce modèle dans le prochain chapitre.



Chapitre 6

Résolution du problème
mono-produit

6.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons formulé un problème de planification conjointe de la
production et de la maintenance sous forme de problème d’optimisation séquentielle ; nous
avons associé à celui-ci une modélisation mathématique de type processus de décision
Markovien. Ce choix de modélisation se justifie par la volonté de trouver des solutions
dynamiques à notre problème. Le choix de ce type de modèle permet également d’employer
une méthode de résolution développée par Bellman : la programmation dynamique [11].
La programmation dynamique est une technique algorithmique qui permet de résoudre de
manière optimale des problèmes d’optimisation séquentielle. En effet, cette méthode fournit
une séquence de décisions où chacune des décisions est optimale. Elle repose sur le principe
d’optimalité énoncé par [11] : « toute politique optimale est composée de sous-politiques
optimales ». Comme nous l’avons vu, notre problème est décomposé en sous-problèmes,
chacun d’eux pouvant être résolu de manière optimale.

Pour notre problème, nous allons employer la programmation dynamique stochastique,
qui est une extension de la programmation dynamique pour les problèmes d’optimisations
séquentielle où l’évolution du système se fait de manière aléatoire. Dans ce cas, la méthode
ne fournit plus de décisions optimales, mais une séquence optimale de décisions. Cette mé-
thode fournira donc des solutions optimales, que nous pourrons analyser pour développer
des algorithmes performants pour notre problème.

79
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Nous présenterons tout d’abord dans ce chapitre la manière dont nous avons mis en œuvre
la programmation dynamique stochastique, puis nous discuterons des avantages et incon-
vénients liés à son utilisation pour notre problématique. Nous présenterons ensuite une
analyse des solutions optimales pour la mise en évidence de propriétés structurelles de
la règle de décision. Par la suite, une méthode dérivée de celle-ci sera présentée. Nous
nous appliquerons alors à comparer les deux méthodes. Nous exposerons enfin une troi-
sième méthode de résolution, et la comparerons également à la programmation dynamique
stochastique. Les travaux présentés dans ce chapitre ont été publiés [34].

6.2 Mise en œuvre de la programmation dynamique sto-
chastique

Dans cette section nous justifions la possibilité d’employer la programmation dynamique
stochastique pour notre problème, puis exposons son principe de fonctionnement.

6.2.1 Hypothèses pour l’utilisation de la programmation dynamique sto-
chastique

Comme nous l’avons vu, la programmation dynamique stochastique s’applique aux pro-
blèmes d’optimisation séquentielle. Les hypothèses suivantes sont requises :

– possibilité de décomposer le problème en N étapes notées k, avec k ∈ [1, N ],
– à chaque étape k sont associés des états xk,
– une décision uk doit être prise à chaque étape k,
– la prise de décision uk engendre un coût.

De par sa construction, notre modèle mathématique vérifie ces hypothèses ; nous pouvons
donc appliquer la programmation dynamique stochastique.

6.2.2 Fonctionnement de la méthode

L’objectif de la programmation dynamique est de déterminer la politique de décisions
π∗ = {µ∗1, ..., µ∗n} optimale minimisant l’espérance totale de la fonction objectif Jπ1 (x1). La
politique π∗ vérifie la relation de récurrence suivante :
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E[Jπ∗k (xk)] = minuk∈U(xk)
{
E[g(xk, uk)] + Ef(xk,uk)

[
Jπ
∗

k+1(xk+1)
]}

∀ k ∈ [0,K]

Jπ
∗

K+1(xK+1) = 0 (6.1)

Comme l’évolution de l’état du système est stochastique et donc non prévisible, il est
nécessaire de déterminer pour chaque état xk la décision u∗k = µ∗(xk) associée à la politique
π∗. Pour cela, la relation de récurrence 6.1 est employée, les états sont examinés de la fin
de la production au début de celles-ci : pour chacun des états possibles, nous comparons
les décisions possibles (l’ensemble des décisions possibles est fonction de l’état) et retenons
celle qui minimise le coût total espéré du reste de la production sur l’horizon.

Nous allons maintenant voir comment nous appliquons cette relation de récurrence à notre
modèle. Pour cela il est tout d’abord nécessaire de définir l’ensemble des états dans lequel
le système peut se trouver. Nous rappelons que chaque état que le système peut prendre est
représenté par un vecteur xk = (xk,t, xk,n, xk,c, xk,a) ; chacun des membres de ce vecteur
ne peut prendre qu’un nombre limité de valeurs, qui dépendent des valeurs des autres
membres. Voyons maintenant quelles sont ces valeurs :

– pour xk,t, qui désigne le numéro de la période courante :

xk,t ∈ [0, T ] (6.2)

– le nombre de produits finis disponibles xk,n, sera au plus égal au minimum entre la de-
mande cumulée restante et la capacité de production consommée jusque là (cela suppose
que le système n’ait jamais fait l’objet de maintenance préventive ou corrective) :

xk,a ∈

0,min





T∑

i=xk,t
di,

(xk,t∑

i=1
ci

)
− xk,c






 (6.3)

– pour xk,c qui est la capacité restante pour la période en cours :

xk,t ∈ [0, cxk,t ] (6.4)

– l’âge maximum du système xk,a, sera au plus égal au minimum entre la demande cumulée
sur tout l’horizon et la capacité de production consommée jusque là (cela suppose encore
une fois que le système n’ait jamais fait l’objet de maintenance préventive ou corrective) :

xk,a ∈
[
0,min

(
T∑

i=1
di,

(xk,t∑

i=1
ci

)
− xk,c

)]
(6.5)
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L’algorithme 1 présente la manière dont nous mettons en œuvre la programmation dyna-
mique stochastique, et expose l’ordre dans lequel sont visités chacun des états du système.

Algorithme 1 : Algorithme de la programmation dynamique stochastique
Entrée : le problème de planification
Sortie : la politique décisionnelle π∗
Pour i variant de T à 1 faire

// Calcul de la demande cumulée restante pour chaque période :
CumDemande(i) = ∑T

n=i di ;
Fin pour
Pour i variant de 1 à t faire

// Calcul du nombre maximum de produits finis pour chaque période :
produitsMax(i) = min(∑i

t=0 ct, CumDemande(i)) ;
// Calcul de l’age maximal du système pour chaque période :
ageMax(i) = ∑i

n=0 produitsMax(i) ;
Fin pour
// Pour chaque période de la fin au début de la production :
Pour i variant de T à 1 faire

// Pour chaque nombre de produits finis possibles :
Pour j variant de productMax(i) à 0

// Pour chaque capacité restante possible de 0 à la capacité totale initiale de la
période :
Pour k variant de 0 à ci

// Pour chaque âge possible du système :
Pour l variant de ageMax(i) à 1

// Calcul de u | Jπ∗((i, j, k, l)) =
minu∈U((i,j,k,l))E[g((i, j, k, l), u)] + E

[
Jπ
∗(f((i, j, k, l), u))

]

Fin pour
Fin pour

Fin pour
Fin pour

La méthode de programmation dynamique stochastique fournit ainsi l’action à effectuer en
fonction de l’état dans lequel se trouve le système. Il suffit donc d’appliquer ces décisions au
cours de la production en fonction de l’évolution du système pour avoir une planification
conjointe optimale.

6.2.3 Tests et limites de la méthode

Nous nous attachons dans cette partie à établir une critique de la méthode employée.
Une des principales faiblesses de cette méthode réside dans la consommation de mémoire
qu’elle entraine. En effet, nous avons vu qu’une décision doit être associée à chacun des
états dans lequel le système peut se trouver, chaque couple état-décision devant être gardé
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en mémoire. Nous proposons dans un premier temps d’étudier les limites de cette méthode
en termes de mémoire, et d’examiner les temps de calcul de celle-ci sous notre configuration.

Consommation mémoire

La formulation du nombre d’états du système Nétats pour lesquelles la méthode doit asso-
cier une décision est la suivante :

Nétats =
N∑

t=1

ct∑

i=1


min





T∑

i=xk,t
di,

(xk,t∑

i=1
ci

)
− xk,c



 ·min





T∑

i=xk,t
di,

(xk,t∑

i=1
ci

)
− xk,c








(6.6)

Nous pouvons majorer ce nombre pour estimer l’évolution du nombre d’états en fonction
des paramètres du problème. Pour cela nous notons cmax le maximum des capacités des
périodes de l’horizon temporel :

cmax = max
t∈[1,N ]

ct (6.7)

Nous allons maintenant majorer chacune des composantes du vecteur xk :

– xk,t ≤ T
– xk,n ≤ Tcmax
– xk,c ≤ cmax
– xk,a ≤ Tcmax

Nous pouvons donc écrire :

Nétats ≤ T 3c3
max (6.8)

Nous avons implémenté l’algorithme 1 présenté précédemment sous le langage C#. Nous
avons également développé un générateur d’instance paramétrable pour effectuer nos tests,
comme il n’existe pas à notre connaissance d’instances de référence pour notre problème.
Nous avons utilisé un processeur de 2.27GHz pour la résolution. Comme la programma-
tion dynamique est une méthode qui consomme beaucoup de ressources, et notamment
de mémoire, nous proposons d’étudier les limites de celle-ci. Afin de déterminer la taille
maximale des instances que nous pouvions résoudre sous notre configuration, nous avons
résolu des instances en augmentant progressivement la taille de celles-ci en terme de ca-
pacité par période cmax (dans nos instances nous avons ct = cmax ∀ t ∈ [1, T ]). Les valeurs
des paramètres utilisés dans ces tests sont renseignées dans le tableau 6.1.
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Désignation T cpm ccm cs s h sh pm cm β η

Valeur 10 ct/5 ct/25 ct/25 300 10 100 1000 100 5 100

Table 6.1 – Valeurs des paramètres utilisés pour les tests

La demande de chaque période a été générée aléatoirement selon une loi uniforme entre 0
et 2dm où dm est la demande moyenne. Cette demande moyenne est fonction de la charge
souhaitée pour le plan de production, c’est-à-dire du rapport moyen demande sur capacité.
Pour chaque valeur de capacité nous avons généré trois groupes d’instances de charges
différentes : 70%, 80% et 90%. Chaque groupe comprend cinq instances. Nous n’avons pas
augmenté plus la charge des instances car il est nécessaire de réserver de la capacité pour
les actions de maintenance. Le tableau 6.2 présente l’évolution du nombre d’états moyen
(en million) et de la vitesse moyenne de résolution par instance pour plusieurs valeurs de
capacité. La capacité maximale pour lesquels nous avons réussi à résoudre les instances
est ct = 125.

Capacité des périodes 50 75 100 125
Nombre d’états moyen (M) 6, 18 14, 73 22, 84 39, 25

Temps de résolution moyen (s) 15, 58 40, 47 65, 24 114, 16

Table 6.2 – Evolution du nombre moyen d’états et du temps de résolution moyen par
instance en fonction de la capacité des périodes des instances

Les graphiques 6.1 et 6.2 illustrent les résultats précédents, nous pouvons remarque que le
nombre moyen d’états et le temps de résolution augmentent de la même manière.

Figure 6.1 – Evolution du nombre moyen d’états en fonction de la capacité
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Figure 6.2 – Evolution du temps de résolution moyen en fonction de la capacité

Outre un temps de résolution raisonnable, l’avantage de cette méthode est qu’elle permet
d’obtenir une séquence de décision optimale, qui minimise le coût espéré de la production.
Cependant, vis-à-vis de notre problématique, nous pouvons formuler certaines limites :

– il n’est pas possible de résoudre des instances de grande taille (nous pouvons résoudre
notre problème jusqu’à ce que T · cmax ' 1500),

– les décisions se font au niveau opérationnel, chaque décision étant fonction de l’état
courant ; nous sortons ainsi du cadre de la planification tactique,

– la méthode ne fournit pas de plan de production, c’est-à-dire qu’elle ne donne pas les
quantités à produire et à stocker pour chacune des périodes de l’horizon temporel. Donc
elle ne répond pas au cadre de planification tactique.

Nous allons maintenant analyser la structure des solutions de la programmation dynamique
stochastique. Outre le fait de chercher à répondre à notre problématique, l’intérêt de cette
analyse est souligné par le fait qu’elle portera sur les solutions optimales de notre problème.

6.2.4 Analyse des solutions

Nous avons développé un outil de simulation afin d’étudier les solutions fournies par la
programmation dynamique. Cet outil applique les décisions fournies par la programmation
dynamique et génère aléatoirement des défaillances au cours de la production selon une
distribution de Poisson. Grâce à cet outil nous pouvons établir des statistiques sur les
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solutions optimales, et analyser leur structure (c’est-à-dire la manière dont est planifiée la
production et dont sont placées les maintenances). Bien que ces structures différent selon les
paramètres des instances (il est impossible de caractériser une structure type) nous avons
pu observer que les maintenances sont planifiées de façon régulière mais non périodique
dans une fenêtre d’âge. Le tableau 6.4 présente les âges moyens du système lorsqu’une
maintenance préventive est mise en œuvre selon nos différents groupes d’instances, ainsi
que les écarts types associés. Nous avons effectué 10000 simulations de l’application de
la méthode de programmation dynamique sur chacune de nos instances pour obtenir nos
résultats. Nous proposons également dans ce tableau de comparer ces âges moyens avec
l’âge idéal du système pour lequel une maintenance préventive devrait être mise en œuvre.
Le terme « idéal », se rapporte aux coûts de maintenance, aussi nous faisons abstraction des
contraintes de la production. Nous allons maintenant voir comment cet âge est déterminé.

Soit g1 la fonction représentant le coût moyen lié à la fabrication d’un produit (nous
prenons en compte l’espérance du coût généré par les éventuelles maintenances correctives)
et par la mise en œuvre d’une maintenance préventive, en fonction du nombre de produits
fabriqués entre chaque maintenance préventive (qui est égal à l’âge auquel le système fait
l’objet d’une maintenance préventive) :

g1(a) = a+ pm+ Λ(a) · cm
a

∀ a ∈ N∗ (6.9)

Le minimum de la fonction g1 est l’âge a∗1 optimal séparant chaque maintenance préventive :

a∗1 = min
{

argmin
a∈N∗

g1(a)
}

(6.10)

Avec nos valeurs nous obtenons a∗1 = 120.

Les écarts types observés étant faibles, nous pouvons donc conclure que la méthode place
les maintenances dans une fenêtre d’âge, autour d’un âge moyen qui varie en fonction des
paramètres employés. Aussi, nous pouvons constater que cet âge est légèrement inférieur à
l’âge idéal a∗1. Nous avons également remarqué au cours de nos tests que les maintenances
préventives ont tendances à être mise en œuvre soit en début ou soit en fin de période (c’est-
à-dire lorsque la production de la période courante est finie) ; l’intérêt de ce placement
réside dans la non redondance du coût de setup : si la maintenance préventive est placée
au cours de la fabrication d’un lot de produit, le coût de setup est payé une fois au début de
ce lot, et une fois lors de la reprise de la production après la maintenance préventive, tandis
que si la maintenance préventive est planifiée avant ou après ce lot, une seule opération de
setup est nécessaire. Le tableau 6.4 expose les moyennes des proportions de maintenances
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Capacité Charge Age moyen Ecart type Ecart avec l’âge idéal
50 70% 114,31 5,4 4,74%
50 80% 107,7 13,65 10,25%
50 90% 117,51 12,36 2,08%
75 70% 115,33 8,42 3,89%
75 80% 112,83 16,63 5,98%
75 90% 120,54 9,27 -0,45%
100 70% 103,48 16,67 13,77%
100 80% 103,64 12,62 13,63%
100 90% 108,83 12,79 9,31%
125 70% 109,75 14,84 8,54%
125 80% 98,98 13,33 17,52%
125 90% 101,13 11,02 15,73%

Table 6.3 – Age moyen du système lors de la mise en œuvre de maintenances préventives,
écart type et âge idéal

préventives placées en début de période, en fin de période ou à la fois en début et en fin
(possibilité existante pour les rares cas ou rien n’est produit pendant une période). Ces
résultats on étés obtenus par simulation, de la même manière que précédemment.

Capacité Charge Début de période Fin de période Début et fin Total
50 70% 46,94% 53,06% 0% 100%
50 80% 40,08% 59,79% 0,13% 100%
50 90% 41,79% 58,21% 0% 100%
75 70% 27,42% 72,58% 0% 100%
75 80% 51,87% 48% 0,13% 100%
75 90% 56,5% 43,5% 0% 100%
100 70% 31,08% 61,15% 0% 92,23%
100 80% 39,68% 32,14% 4,95% 76,77%
100 90% 37,79% 32,96% 0% 70,75%
125 70% 45,03% 54,97% 0% 100%
125 80% 56,12% 43,88% 0% 100%
125 90% 53,75% 41,23% 0% 94,98%

Table 6.4 – Proportions de maintenances placées en début, en fin et à la fois en début
et fin de période

Nous avons vu que la programmation dynamique ne répond pas exactement à notre pro-
blématique dans le cadre de problèmes mono-produit dans le sens où elle ne fournit pas
de plan de production. Nous proposons maintenant d’utiliser les résultats que nous avons
établis pour le développement de nouveaux algorithmes performants pour la résolution de
notre problème. Nous allons présenter deux nouvelles méthodes : la première consiste en
une adaptation de la programmation dynamique stochastique ; la deuxième est une heu-
ristique basée sur l’analyse des structures des solutions que nous avons obtenues avec la
programmation dynamique stochastique.
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6.3 Méthode de décisions dynamique

L’objectif de cette section est la proposition d’un algorithme pour la construction d’un plan
de production reposant sur une adaptation de l’algorithme de programmation dynamique.
Celui-ci fonctionne en deux temps : tout d’abord un plan de production est calculé, puis
les règles de la programmation dynamique sont adaptées et appliquées au cours de la
production.

6.3.1 Obtention d’un plan de production

Nous allons détailler ici la première phase de l’algorithme, celle-ci concerne la création
d’un plan de production. Notre objectif est de maximiser l’anticipation de l’impact (en
terme de consommation de capacité) des maintenances préventives et correctives : il sera
nécessaire de maintenir régulièrement le système, et des défaillances nécessiteront la mise
en œuvre de maintenances correctives.

Si nous considérons uniquement le problème de planification de la production, celui-ci peut
être résolu en utilisant la programmation linéaire au moyen d’un solveur. Nous avons vu
cependant que les contraintes liées à la maintenance ne permettent pas toujours la fabri-
cation des quantités calculées de cette manière : les capacités des périodes peuvent être
insuffisantes du fait des actions de maintenances correctives, qui ne sont pas anticipées
lors du calcul du plan de production. Nous proposons la création d’un plan de production
prenant en compte l’impact attendu des actions de maintenance, pour cela nous proposons
de scinder la capacité disponible en deux parties : la première sera allouée à la production,
et la deuxième aux opérations de maintenance correctives. Nous allons maintenant recher-
cher de quelle manière effectuer ce partitionnement. Pour cela, nous allons déterminer un
majorant de la quantité qu’il est possible de produire pour chaque période de l’horizon.

Soit g2 la fonction représentant la capacité moyenne consommée par la fabrication d’un
produit (nous prenons en compte l’espérance de la capacité consommée par les éventuelles
maintenances correctives) et par la mise en œuvre d’une maintenance préventive, en fonc-
tion du nombre de produits fabriqués entre chaque maintenance préventive (qui est égal à
l’âge auquel le système fait l’objet d’une maintenance préventive) :

g2(a) = n+ cpm + cs + Λ(a) · ccm
a

∀ a ∈ N∗ (6.11)

Le minimum de la fonction g2 est l’intervalle i∗ optimal (en nombre de produits fabriqués)
séparant chaque maintenance préventive :
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a∗2 = min
{

argmin
a∈N∗

g2(a)
}

(6.12)

Supposons que le système fasse l’objet de maintenances préventives dès que a∗2 produits
ont été fabriqués. Pour une période t de capacité ct, la quantité maximale Qmax,t que l’on
peut espérer produire si aucune maintenance préventive n’est planifiée sera alors :

Qmax,t(a∗2) = ct a
∗
2

a∗2 + Λ(a∗2) · ccm
∀ t ∈ T (6.13)

Si le système n’est pas entretenu tous les a∗2 produits, l’espérance de la quantité maximale
qu’il sera possible de produire sera donc inférieure ou égale à Qmax,t(a∗2). Nous partition-
nons alors la capacité ct de chaque période en deux :

– la capacité Qmax,t(a∗2) sera dédiée à la production (il est inutile de chercher à produire
plus car la capacité ct ne sera alors en moyenne pas suffisante pour supporter la pro-
duction et les actions de maintenances attendues),

– la capacité ct −Qmax,t(a∗2) sera allouée aux actions de maintenances.

Cette partition va nous permettre de créer des plans de production minimisant l’effet
moyen des maintenances sur le système. Nous posons ct = Qmax,t pour chaque période, et
calculons le plan de production optimal pour ces capacités à l’aide de la programmation
linéaire via le solveur IBM ILOG CPLEX 12.5 (nous résolvons uniquement le problème
de production, et ne planifions donc aucune maintenance préventive). Le plan obtenu
conserve ainsi une marge adaptée pour les actions de maintenances, ce qui permet de
diminuer l’espérance du nombre de produits annulés pour chaque période lors de sa mise
en œuvre (la production est lissée).

6.3.2 Politique décisionnelle

La seconde phase de notre méthode reprend la méthode de programmation dynamique :
les décisions fournies par la programmation dynamique (produire une unité, effectuer une
maintenance préventive ou ne rien faire jusqu’à la fin de la période) sont appliquées au cours
de la production avec comme contrainte le fait que les quantités fournies par le plan de
production ne doivent pas être dépassées au cours de la production. Ainsi, la décision Prod
ne sera prise que si la quantité de produits finis disponible xk,n est strictement inférieure à
la quantité de produits à fabriquer dxk,t −SHxk,t + Ixk,t pour la période courante (donnée
par le plan de production précédemment calculé), même si elle minimise le coût espéré de
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la suite de la production. Certains ensemble d’actions possibles U(xk) se voit donc retirer
la décision Prod :

xk,n = dxk,t −SHxk,t + Ixk,t ⇒ U(xk)← U(xk)−{Prod} ∀ k ∈ [0,K] ∀ xk ∈ Sk (6.14)

L’optimalité de la politique de décision π ainsi générée n’est donc plus garantie. Nous
allons donc maintenant étudier l’efficacité de cette méthode en la comparant aux solutions
optimales de la programmation dynamique stochastique.

6.3.3 Comparaison avec la programmation dynamique stochastique

Nous avons vu que la méthode de programmation dynamique stochastique permet d’ob-
tenir la séquence de décisions optimale pour le problème. Nous avons donc pris les coûts
moyens espérés donnés par cette méthode comme références pour comparer les coûts obte-
nus avec la méthode adaptée de la programmation dynamique. Pour obtenir le coût total
moyen de la production pour cette méthode, nous avons utilisé notre outil de simulation
précédemment présenté pour simuler l’application de la méthode sur les groupes instances
que nous avons générés. Les résultats présentés sont des moyennes faites sur 10000 simu-
lations.

Nous présentons dans la figure 6.5 les coûts obtenus par la méthode de décisions dyna-
miques et l’écart avec le coût de la programmation dynamique. Comme cette méthode
repose sue la programmation dynamique, les temps de calculs nécessaires à la détermina-
tion des décisions sont les mêmes.

Capacité Charge Optimum Méthode décisions dynamiques Ecart
50 70% 7031,47 7490,74 6,53%
50 80% 7490,35 8058,78 7,59%
50 90% 15248,81 15518,68 1,77%
75 70% 9972,54 11011,42 10,42%
75 80% 14583,22 15028,68 3,05%
75 90% 24324,67 24463,14 0,57%
100 70% 13757,35 14982,76 8,91%
100 80% 21806,36 22192,08 1,77%
100 90% 33479,37 33747,04 0,8%
125 70% 18300,58 18781,82 2,63%
125 80% 29902,46 30697,3 2,66%
125 90% 28150,15 29110,76 3,41%

Table 6.5 – Comparaison du coût total de la production pour la méthode de décisions
dynamiques avec l’optimal
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Le coût moyen de la production est donc proche de l’optimal pour cette méthode ; à
4, 33% en moyenne. Cependant celle-ci présente tout comme la méthode de programma-
tion dynamique une limite concernant la taille des instances qui peuvent être résolues.
Nous proposons pour pallier ce problème le développement d’une troisième méthode de
résolution.

6.4 Heuristique de décisions tactiques

La précédente méthode est capable de fournir un plan de production mais ne permet
pas de s’affranchir des fortes limites concernant les tailles d’instances relatives à l’emploi
de la programmation dynamique, ni du caractère opérationnel de certaines décisions. Le
développement d’une heuristique peut constituer une voie intéressante pour répondre à
ces problèmes. L’analyse structurelle des solutions optimales que nous avons menée va
maintenant être exploitée pour la construction de cette heuristique.

La méthode heuristique est composée comme précédemment de deux phases, la première
consiste à calculer un plan de production où les capacités ont étés réduites de la même
manière que précédemment afin de garder de la capacité pour les maintenances correctives
attendues. La deuxième consiste en l’application d’un algorithme décisionnel au cours de
la production.

6.4.1 Algorithme de décisions dynamiques

Pour cette méthode, les décisions sont prises de manière dynamique au cours de la pro-
duction en fonction de l’état du système. Nous avons montré précédemment que dans
les solutions optimales, les maintenances préventives étaient placées de préférence en dé-
but ou en fin de période pour s’affranchir de coûts de setup redondants ; nous proposons
dans notre heuristique de planifier les maintenances préventives uniquement en début ou
en fin de période. Notre algorithme 3 essaie de planifier les maintenances préventives en
répondant aux deux questions suivantes :

– lorsque le système est en début de période, est-il opportun d’effectuer une maintenance
préventive avant de débuter la production ?

– lorsque le système est en fin de période et que le nombre de produits finis correspond
aux quantités prévus, est-il judicieux d’effectuer une maintenance préventive ?

Pour répondre à ces questions, nous utilisons dans notre algorithme l’âge idéal a∗1 que nous
avons défini précédemment via la minimisation de la fonction g1.
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Algorithme 2 : Algorithme de l’heuristique
Entrée : le problème de planification
Sortie : la politique décisionnelle π
// Si la capacité est entièrement consommée ou que les quantités prévues pour la période
courante ont été produites conformément au plan de production, nous passons à la
période suivante :
Si (xk,c = 0 ou xk,n = dxk,t + Ixk,t − SHxk,t) alors µ(xk) = Fin;
// Sinon si la quantité prévue pour la période est produite, et que la production de la
période suivante fera vieillir la machine au delà de a∗1, une maintenance préventive est
mise en œuvre si le système n’est pas neuf, et que la capacité restante de la période en
cours est suffisante :
Sinon si (xk,n = dxk,t + Ixk,t − SHxk,t et xk,c 6= T et xk,c ≥ cpm et xk,a +Qxk,t+1 ≥ a∗1
et xk,a 6= 0) alors

µ(xk) = PM
// Sinon si on est en début de période, que l’age va dépasser a∗1 au cours de la
production, on effectue une maintenance préventive :
Sinon si (xk,c = cxk,t et xk,a +Qxk,t ≥ a∗1 et xk,a 6= 0) alors

µ(xk) = PM
// Sinon si la quantité à produire dans la période n’est pas encore satisfaite :
Sinon si (xk,n = dxk,t + Ixk,t − SHxk,t) alors

µ(xk) = Prod
Sinon µ(xk) = Fin;

Nous avons vu que la programmation dynamique s’inscrit dans le cadre de décisions opéra-
tionnelles et non tactiques, dans le sens où une décision doit être prise à chaque changement
d’état. Un des avantages de l’heuristique est de pallier cet inconvénient via l’agrégation
des décisions Prod : comme les maintenances préventives ne peuvent être planifiées qu’en
début de période ou en fin lorsque la quantité prévue par le plan de production a été
fabriquée, et que la décision Stop n’est prise que lorsqu’il n’y a plus de capacité ou que la
quantité prévue par le plan de production a été produite, les décisions Prod s’enchainent
jusqu’à production des quantités prévues ou épuisement de la capacité. Cela revient à dire
que prendre la décision Prod est équivalent à prendre la décision de produire le lot entier
prévu par le plan de production pour la période courante.

6.4.2 Comparaison avec la programmation dynamique stochastique

Nous avons comparé les écarts entre les coûts moyens de la méthode heuristique et les
coûts optimum. Les résultats présentés sont comme précédemment les moyennes faites sur
100 simulations. La figure 6.6 présente les coûts obtenus par la méthode heuristique ainsi
que l’écart avec le coût de la programmation dynamique.

L’écart moyen avec l’optimal est de 10, 08% pour cette méthode. La figure 6.7 présente les
coûts obtenus par la méthode heuristique ainsi que l’écart avec le coût de la programmation
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Capacité Charge Optimum Heuristique Ecart
50 70% 7031,47 7797,98 10,9%
50 80% 7490,35 8739,74 16,68%
50 90% 15248,81 16514,04 8,3%
75 70% 9972,54 11638,42 16,7%
75 80% 14583,22 16191,12 11,03%
75 90% 24324,67 25271,22 3,89%
100 70% 13757,35 16321,54 18,64%
100 80% 21806,36 23865,72 9,44%
100 90% 33479,37 35316,16 5,49%
125 70% 18300,58 19537 6,76%
125 80% 29902,46 31581,64 5,62%
125 90% 28150,15 30024,9 6,66%

Table 6.6 – Comparaison du coût total de la production pour la méthode heuristique
avec l’optimal

dynamique. La détermination des décisions à prendre étant instantanée, les temps de calcul
pour l’ensemble de cette méthode sont inférieure à la seconde (le seul calcul effectué est le
calcul préliminaire du plan de production par notre solveur).

Capacité Charge Méthode de décisions dynamiques Heuristique Ecart
50 70% 7490,74 7797,98 4,10%
50 80% 8058,78 8739,74 8,45%
50 90% 15518,68 16514,04 6,41%
75 70% 11011,42 11638,42 5,69%
75 80% 15028,68 16191,12 7,73%
75 90% 24463,14 25271,22 3,30%
100 70% 14982,76 16321,54 8,94%
100 80% 22192,08 23865,72 7,54%
100 90% 33747,04 35316,16 4,65%
125 70% 18781,82 19537 4,02%
125 80% 30697,3 31581,64 2,88%
125 90% 29110,76 30024,9 3,14%

Table 6.7 – Comparaison du coût total de la production pour la méthode heuristique
avec la méthode de décisions dynamiques

L’écart moyen avec la méthode de décisions dynamiques est de 5, 57%.

Notre heuristique permet de résoudre le problème posé via l’obtention d’un plan de pro-
duction adaptée, et la détermination des décisions à prendre tout au long de la production.
Les résultats obtenus avec cette heuristique sont très encourageants au vu des hypothèses
contraignantes que nous avons pris concernant le placement des maintenances préventives.
De plus, cette méthode ne présente pas de limites en terme de mémoire (aucune association
états-décision n’est stockée en mémoire). Celle-ci est donc viable pour répondre à notre
problème. Il sera alors intéressant d’étendre cette méthode au cas multi-produits.
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6.4.3 Conclusion

La méthode de programmation dynamique stochastique que nous avons développée permet
l’obtention de séquences de décisions optimale pour notre problème. Cette méthode ne
permet cependant pas de le résoudre, ne fournissant pas de plan de production. Nous avons
analysé la structure des séquences de décisions optimales obtenues pour en déterminer des
propriétés structurelles. A partir de cette analyse, nous avons développé une méthode de
décisions dynamiques adaptée de la programmation dynamique. Cette méthode fournit un
plan de production et des décisions à prendre au cours de la production, et permet donc
la résolution du problème posé.

Cependant, il apparait une limite commune à ces méthodes : la mémoire qu’elles consomment
ne permet pas de travailler sur des instances de tailles très importantes. Nous avons décidé
de développer une nouvelle méthode, de type heuristique, basée sur l’analyse des propriétés
structurelles des séquences de décisions optimales précédemment obtenues. Cette méthode
fournit un plan de production, et propose de manière dynamique la mise en œuvre de
maintenances préventives au cours de la production en fonction de l’évolution de l’état
du système. Ces maintenances ne peuvent être planifiée qu’en début et en fin de période.
Les résultats liés à cette méthode sont très satisfaisants : les instances de grandes tailles
peuvent être résolus et les coûts liés à la mise en œuvre de la séquence de décisions ne sont
pas trop importants par rapport à ceux de la programmation dynamique. Nous proposons
maintenant d’étendre cette étude au cas multi-produits.



Chapitre 7

Extension au cas multi-produits

7.1 Introduction

Nous avons proposé dans les chapitres précédents la formulation d’un problème mono-
produit. Nous avons associé à ce problème un modèle basé sur les processus de Markov,
et avons résolu celui-ci en employant trois méthodes de résolution : une exacte et deux
heuristiques. L’analyse des solutions obtenus par la méthode de programmation dynamique
stochastique nous a permis de faire deux constats, premièrement que les maintenances sont
mises en œuvre de manière régulière (en terme d’âge du système), et deuxièmement que
celles-ci sont souvent placées en début ou en fin de période.

Nous proposons dans ce chapitre d’étendre notre étude au cas multi-produits. Pour cela
nous proposons de reprendre et d’adapter la modélisation que nous avons faite, puis d’es-
sayer de mettre en œuvre les méthodes précédemment proposées.

7.2 Formulation du problème

Nous reprenons le problème du cas mono-produit et l’étendons au cas multi-produit. Les
nouvelles notations sont les suivantes :

95
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di,t demande en produit i à la fin de la période t ∀ i ∈ J1, NK ∀ t ∈ J1, T K
hi coût de stockage du produit i durant une période ∀ i ∈ J1, NK
pi capacité nécessaire pour fabriquer une unité du produit i ∀ i ∈ J1, NK
τi capacité consommée par l’opération de setup de type i ∀ i ∈ J1, NK
si coût de l’opération de setup du produit i ∀ i ∈ J1, NK
Qi,t quantité de produit i fabriqué à la période t ∀ i ∈ J1, NK ∀ t ∈ J1, T K
Ii,t niveau de stock en produit i à la fin de la période t ∀ i ∈ J1, NK ∀ t ∈ J1, T K
Xi,t vaut 0, ou 1 si le produit i est lancé à la période t ∀ i ∈ J1, NK ∀ t ∈ J1, T K

Une autre modification concerne le vieillissement du système, nous considérons que son
âge A, augmentera de pi à chaque fois qu’une unité d’un produit i sera fabriquée.

Le problème décisionnel consiste en la détermination conjointe du plan de production, qui
donne la quantité Qi,t à produire et la quantité Ii,t pour chaque produit et chaque période,
et de la politique de maintenance préventive. Le plan de production et la politique de
maintenance doivent minimiser le coût total de la production, qui est constitué des coûts
de stockage, de shortage, de setup, des maintenances préventives et correctives sur tout
l’horizon considéré.

7.2.1 Construction du processus de décision

Modélisation de l’état du système

Nous notons xk l’état global du système lorsque la k-ième décision doit être prise (par
état global nous entendons la connaissance de l’avancement de la production et de l’état
du système en terme d’âge). Pour décrire cet état, nous devons maintenant prendre en
compte les quantités de produits finis pour chaque produit. Nous considérons donc le
vecteur xk = (xk,t, xk,n1 , ..., xk,nN , xk,c, xk,a) avec :

– xk,t : le numéro de la période courante t,
– xk,ni : le nombre de produits i finis disponibles ∀ i ∈ J1, NK,
– xk,c : la capacité de production restante pour la période courante t,
– xk,a : l’age du système de production.

L’ensemble des états possibles à l’étape k est noté Sk. Nous noterons xK+1 l’état final
dans lequel se trouvera le système après application de la K-ième décision (c’est-à-dire la
dernière).

Modélisation des décisions
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A chaque étape k, une action uk doit être prise en fonction de l’état xk parmi l’ensemble
d’actions possibles, que nous notons U . Les décisions restent inchangées par rapport au
modèle précédent, à la différence que la décision Prod est étendue à tous les produits :

– Prod(i) : cette action consiste en la production d’une unité du produit i. Après pro-
duction, le système devient plus âgé d’une unité, la capacité consommée est la somme
de la capacité consommée par la production, celle d’une éventuelle opération de setup
(en début de période si la production démarre, ou après une maintenance préventive,
ou lors du lancement de la production d’un type de produit) et de celles d’éventuelles
maintenances correctives dans le cas où des défaillances surviendraient au cours de la
production du produit.

– PM : cette action consiste à effectuer une maintenance préventive si la capacité du
système le permet. Après cette action, l’âge du système est remis à zéro, le nombre
de produits finis est inchangé. La capacité consommée par cette action est celle d’une
maintenance préventive,

– Fin : cette action consiste à arrêter la production et d’attendre le début de la prochaine
période. Après cette action, l’âge du système est inchangé.

La décision Prod(i) n’est désormais plus compatible avec la propriété Markovienne : la dis-
tribution conditionnelle de probabilité des états futurs dépend maintenant des décisions
passées. En effet l’opération de setup est maintenant nécéssaire pour passer de la fabrica-
tion d’un produit à un autre, or l’information relative au dernier type de produit fabriqué
(donc la nécessité d’effectuer une opération de setup) n’est pas déductible de l’état courant
tel que nous l’avons modélisé. Deux alternatives sont envisageables :

– rajouter dans l’état xk l’information relative au dernier produit fabriqué,
– opter pour une modélisation non Markovienne, ce qui rendra impossible l’utilisation de
la programmation dynamique.

Nous avons vu dans le chapitre précédent que l’utilisation de la méthode de programmation
dynamique stochastique est très vite limitée par la taille des instances considérées. Dans
la modélisation de notre problème multi-produits, le nombre d’états possibles pour le
système ainsi que le nombre d’informations stockés dans ces états augmente en fonction
N , le nombre de produits différents. L’utilisation de la programmation dynamique semble
donc vouer à l’échec pour notre problème. Nous opterons donc pour une modélisation de
notre problème comme un processus aléatoire non Markovien.

Toutes les actions ne sont pas toujours disponibles, selon l’état courant (par exemple quand
il n’y a plus de capacité disponible dans une période). Nous notons Uk(xk) l’ensemble des
actions possibles à l’étape k pour l’état xk. Nous avons :
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Uk(xk) ⊂ U ∀ k ∈ [0,K] ∀ xk ∈ Sk (7.1)

Nous notons µk la fonction décisionnelle qui associe à l’état xk la décision uk :

µk(xk) = uk ∀ xk ∈ Sk (7.2)

La politique π est le vecteur de toutes les décisions uk à prendre sur l’horizon de production.
Ce vecteur dépend de l’évolution du système au cours de la production, et notamment des
défaillances aléatoires qui surviennent.

π = (u1, u2, ..., uK) (7.3)

L’action liée à chacune des décisions entraine d’une part un changement d’état, qui est
donné par une fonction de transition probabilisée, et engendre d’autre part un coût. Nous
allons maintenant détailler cette fonction de transition, puis présenter la fonction de coût.

Construction de la fonction de transition probabilisée

Chaque action entraine un changement d’état, nous notons fk(xk, uk) la fonction de tran-
sition de l’état xk à l’état xk+1. La construction de la fonction de transition est basée sur
la description des différents scénarios de production en fonction de la décision prise. Nous
allons maintenant détailler cette fonction pour chacune des décisions.

Si la décision est uk = Prod(i), plusieurs scénarios sont à considérer ; ceux-ci dépendent
d’une part de la nécessité où non d’effectuer une opération de setup (avant de démarrer la
production d’un type de produit, ou après une maintenance préventive) et d’autres part
du nombre de défaillances survenant au cours de la production. Dans le cas où il n’y a pas
besoin d’effectuer une opération de setup :

– la capacité restante pour la période en cours suffisante pour couvrir la consommation
de capacité engendrée par la production et par les éventuelles maintenances correctives
(en cas de défaillance). Dans ce cas, un produit sera manufacturé (xk,ni augmentera
d’une unité), la capacité de production sera diminuée de la capacité consommée par la
production d’un produit i (xk,c diminuera de pi) ainsi que de la capacité consommée
par les éventuelles maintenances correctives (xk,c diminuera du nombre de défaillance
multiplié par la capacité consommée par une maintenance corrective). L’âge du système
augmentera également (xk,a augmentera de pi),
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– la capacité restante n’est pas suffisante pour finir la fabrication du produit en cours (le
nombre de défaillances est trop important). Seule la capacité restante du système et
l’age du système changent (xk,c prend la valeur 0 car toute la capacité est consommée,
et xk,a augmente de pi).

Nous notons fmax le nombre maximum de panne pouvant survenir au cours de la produc-
tion du produit en regard de la capacité restante xk,c :

fmax(xk, i) = b(xk,c − pi)/ccmc (7.4)

La fonction de transition pour la décision uk = Prod(i) dépend du nombre de défaillances
survenant au cour de la production. Nous notons Nf (a1, a2) le nombre de défaillances
affectant le système entre l’âge a1 et a2 (indépendamment de la capacité). La fonction
indicatrice I{Nf (a1,a2)=i} vaut 1 si le nombre de défaillances est égale à i, 0 sinon. La
fonction de transition s’écrit donc comme suit :

fk(xk, P rod(i)) =
fmax(xk,i)∑

j=1
(xk,t, xk,ni + 1, xk,c − j · ccm − pi, xk,a + pi) · I{Nf (xk,a,xk,a+pi)=j}

+
∞∑

j=fmax(xk,i)+1
(xk,t, xk,ni , 0, xk,a + pi) · I{Nf (xk,a,xk,a+pi)=j} (7.5)

Dans le cas où une opération de setup doit être effectuée avant la production :

– la capacité restante pour la période en cours suffisante pour couvrir la consommation de
capacité engendrée par la production et par les éventuelles maintenances correctives (en
cas de défaillance). Dans ce cas, un produit sera manufacturé (xk,n augmentera d’une
unité), la capacité de production sera diminuée de la capacité consommée par l’opération
de setup, d’une unité (xk,c diminuera d’une unité et de τi) ainsi que de la capacité
consommée par les éventuelles maintenances correctives (xk,c diminuera du nombre de
défaillance multiplié par la capacité consommée par une maintenance corrective). L’âge
du système augmentera également (xk,a augmentera d’une unité),

– la capacité restante n’est pas suffisante pour finir la fabrication du produit en cours (le
nombre de défaillances est trop important). Seule la capacité restante du système et
l’age du système changent (xk,c prend la valeur 0 car toute la capacité est consommée,
et xk,a augmente d’une unité).

La fonction fmax prend maintenant en compte la capacité consommée par l’opération de
setup :
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fmax(xk, i) = b(xk,c − τi − pi)/ccmc (7.6)

La fonction de transition s’écrira alors comme suit :

fk(xk, P rod(i)) =
fmax(xk,i)∑

j=1
(xk,t, xk,ni + 1, xk,c − τi − j · ccm − pi, xk,a + pi) · I{Nf (xk,a,xk,a+pi)=j}

+
∞∑

j=fmax(xk,i)+1
(xk,t, xk,ni , 0, xk,a + pi) · I{Nf (xk,a,xk,a+pi)=j} (7.7)

La décision uk = PM peut être choisie si la capacité restante est suffisante pour effectuer
une maintenance préventive. Dans ce cas la le changement d’état est déterministe ; la
capacité restante xk,c diminue de la valeur cpm et l’âge du système xk,a prend la valeur 0.
Nous avons :

fk(xk, PM) = (xk,t, xk,n, xk,c − cpm, 0) ∀ xk ∈ Sk (7.8)

Pour la décision uk = Fin l’état futur dépend de la valeurs du membre xt, qui désigne la
période en cours :

– si xk,t = T la décision Fin est prise à la période T , le prochain état sera alors l’état final
xK+1,

– si xk,t 6= T la valeur xk,t sera incrémentée d’une unité, et xk,n sera décrémenté de la
valeur de la demande.

fk(xk, F in) = xK+1I{xk,t=T} + (xk,t + 1,max(xk,n − dt, 0), cxk,t+1, xk,a)I{xk,t 6=T} (7.9)

Description des coûts de chaque action

Pour chaque décision, l’action mise en œuvre implique un coût direct gk(xk, uk) ; celui-ci
dépend de l’état courant xk et de la décision uk. Nous allons maintenant détailler ces coûts
pour chacune des décisions.

Pour la décision Prod(i), si une opération de setup doit être effectuée, le coût direct at-
tendu est aléatoire dans ce cas, car dépendant du nombre de défaillances subies au cours
de la production du produit ; aussi nous considérons le coût moyen engendrées par ces
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défaillances. Le coût direct moyen est donc la somme du coût de setup et du coût attendu
des éventuelles maintenances correctives :

E[gk(xk, P rod(i))] = si + cm

b(xk,c−1)/ccmc∑

i=1
P (Nf (xk,a + 1)−Nf (xk,a) = i) · i (7.10)

+ cm
∞∑

i=b(xk,c−1)/ccmc+1

P (Nf (xk,a + 1)− Nf (xk,a) = i) · b(xk,c − 1)/ccmc

Sinon, s’il n’y a pas d’opération de setup à effectuer, le coût direct est simplement le coût
moyen attendu pour les maintenances correctives :

E[gk(xk, P rod(i))] = cm

b(xk,c−1)/ccmc∑

i=1
P (Nf (xk,a + 1)−Nf (xk,a) = i) · i (7.11)

+ cm
∞∑

i=b(xk,c−1)/ccmc+1

P (Nf (xk,a + 1)− Nf (xk,a) = i) · b(xk,c − 1)/ccmc

Pour la décision PM, le coût direct est le coût d’une maintenance préventive :

gk(xk, PM) = pm ∀ xk ∈ Sk (7.12)

Pour la décision Fin trois possibilités sont à considérer en fonction du niveau de stock xk,n
et de la demande dt :

– si le niveau de stock est égal à la demande, le coût direct est nul,
– si le niveau de stock est inférieure à la demande, le coût direct est constitué des coûts
de shortage relatifs aux produits manquants,

– si le niveau de stock est supérieure à la demande, le coût direct est constitué des coûts
de stockage des unités stockées,

Nous avons donc :

gk(xk, F in) = h ·max(xk,n − dt, 0) + sh ·max(dt − xk,n, 0) ∀ xk ∈ Sk (7.13)



102 Partie II : Couplage des processus de planification et de maintenance

7.2.2 Description du coût total

Nous notons Jπk le coût espéré de la production à partir l’état xk à l’étape k jusqu’à la
fin de la production (état xK+1) pour la politique π. Ce coût est la somme du coût direct
E[g(xk, uk)] et du coût moyen attendu pour le restant de la production :

Jπk (xk) = E[gk(xk, uk)] + Efk(xk,uk)
[
Jπk+1(xk+1)

]
∀ k ∈ [0,K]

JπK+1(xK+1) = 0 (7.14)

(7.15)

Le coût total espéré de la production pour la politique π est donc :

Jπ1 (x1) = Jπ0 (1, 0, 1, 0) (7.16)

Sachant la demande dt pour chaque période t de l’horizon, l’objectif de l’optimisation
est la détermination de la politique de décision π∗ minimisant le coût total espéré de la
production alors noté Jπ∗1 (x1).

7.3 Méthodes de résolution

Nous avons vu que l’emploi de la programmation dynamique n’est pas possible pour le
modèle que nous avons développé. Afin de résoudre le problème, nous proposons d’adapter
la méthode heuristique que nous avons présentée dans le chapitre précédent. Celle-ci se
compose de deux phases : la détermination d’un plan de production et l’application d’un
algorithme de décisions dynamiques.

7.3.1 Obtention d’un plan de production

Nous procédons de la même manière que dans le chapitre précédent pour créer un plan de
production. Celui-ci réserve une part de la capacité nominale de production aux opérations
de maintenance corrective attendues.

Soit g la fonction représentant la capacité moyenne consommée lors de l’utilisation d’une
unité de capacité pour la production (nous prenons en compte l’espérance de la capacité
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consommée par les éventuelles maintenances correctives) et par la mise en œuvre d’une
maintenance préventive, en fonction de l’âge du système à chaque maintenance préventive :

g(a) = n+ cpm + cs + Λ(a) · ccm
a

∀ a ∈ N∗ (7.17)

Vis-à-vis de la capacité consommée, le minimum de la fonction g est l’âge optimal a∗ pour
lequel mettre en œvure une maintenance préventive :

a∗ =
{
a | g(a) = min

n∈N∗
g(n)

}
(7.18)

Supposons que le système fasse l’objet de maintenances préventives dès qu’il atteint l’age
a∗ ; pour une période t de capacité ct, la capacité maximale Qmax,t que l’on peut espérer
utiliser pour la production, si aucune maintenance préventive n’est planifiée, sera alors :

Qmax,t(a∗) = ct a
∗

a∗ + Λ(a∗) · ccm
∀ t ∈ T (7.19)

Si le système n’est pas entretenu tous les a∗ unités d’âge, l’espérance de la capacité maxi-
male que l’on pourra allouer à la production sera donc inférieure ou égale à Qmax,t(a∗).
Nous partitionnons alors la capacité ct de chaque période en deux :

– la capacité Qmax,t(a∗) sera dédiée à la production (il est inutile d’allouer plus de capacité
pour la production car la capacité ct ne sera alors en moyenne pas suffisante pour
supporter la production et les actions de maintenances attendues),

– la capacité ct −Qmax,t(a∗) sera allouée aux actions de maintenances.

Cette partition va nous permettre de créer des plans de production anticipant l’impact des
maintenances sur le système. Nous posons ct = Qmax,t pour chaque période, et calculons
le plan de production optimal pour ces capacités à l’aide de la programmation linéaire et
d’un solveur.

7.3.2 Algorithme de décision dynamique

Avant de développer notre heuristique, nous allons dans un premier temps chercher l’âge
idéal (en terme de coût) pour entretenir le système, indépendamment des contraintes
liées à la planification. Soit g la fonction représentant la capacité moyenne consommée
lors de l’utilisation d’une unité de capacité pour la production (nous prenons en compte
l’espérance ddu coût généré par les éventuelles maintenances correctives) et par la mise en
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œuvre d’une maintenance préventive, en fonction de l’âge du système auquel est mis en
œuvre maintenance préventive :

g(n) = n+ pm+ s+ Λ(n) · cm
n

∀ n ∈ N∗ (7.20)

Le minimum de la fonction g est l’âge a∗ optimal (en terme de coût) séparant chaque
maintenance préventive :

a∗ =
{
a | g(a) = min

a∈N∗
g(n)

}
(7.21)

Si ne nous considérons donc pas les contraintes liées à la production, l’âge idéal (en terme
de coût) pour mettre en œuvre une maintenance préventive est a∗. Cette valeur sera utilisée
au cours de notre algorithme afin de décider ou non de la mise en œuvre de maintenance
préventive. Comme pour le cas mono-produit, le but de l’algorithme 3 est de fournir les
décisions à prendre au cours de la production. Les décisions relatives à la mise en œuvre
de maintenances préventives ne peuvent se prendre qu’en début et fin de périodes.

Comme nous l’avons vu, dans cet algorithme nous plaçons les maintenances uniquement en
début ou en fin de période. Nous pouvons supposer que la suppression de cette contrainte
permettrait d’optimiser le coût total de la production (en vue de planifier judicieusement
une maintenance préventive entre deux lots par exemple). Cependant cette hypothèse
pose la discussion de l’ordonnancement des lots : en effet il s’agira dès lors de calculer
conjointement l’ordre de production des lots, et la place des maintenances préventives.
Ce constat souligne le lien entre planification tactique, ordonnancement et maintenance,
il pourrait être dès lors intéressant d’essayer d’intégrer ces trois domaines au sein d’un
même modèle.

7.4 Conclusion

Nous avons proposé dans ce chapitre d’étendre notre problème mono-produits au cas multi-
produit. Pour cela nous avons reformulé l’expression du modèle mathématique que nous
avions proposé. Cependant, le fait d’avoir plusieurs familles de produit nous empêche de
pouvoir modéliser notre problème comme un processus de Markov. L’application de la
programmation dynamique n’est donc plus possible. Nous avons adaptée la méthode heu-
ristique que nous avions proposée dans le chapitre précédent afin de résoudre notre modèle.
Cependant, nous n’avons pas d’autres méthode de résolution avec lesquels comparer sa
pertinence.
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Algorithme 3 : Algorithme de l’heuristique
Entrée : le problème de planification
Sortie : la politique décisionnelle π
Si la capacité est entièrement consommée ou que les quantités prévues pour la période
courante ont été produites conformément au plan de production, nous passons à la
période suivante :
Si xk,c = 0 ou ∀ i ∈ J1, NKxk,ni = di,xk,t + Ii,xk,t − SHi,xk,t alors µk(xk) = Fin;
Sinon si la quantité prévue pour la période est produite, et que la production de la période
suivante fera vieillir la machine au delà de a∗, une maintenance préventive est mise en
œuvre si le système n’est pas neuf, et que la capacité restante de la période en cours est
suffisante :
Sinon si ∀ i ∈ J1, NKxk,ni = di,xk,t + Ii,xk,t − SHi,xk,t et xk,c 6= T et xk,c ≥ cpm et

xk,a +
N∑

i=1
Qi,xk,t+1 ≥ a∗ et xk,a 6= 0 alors

µk(xk) = PM
Sinon si on est en début de période, que l’age va dépasser a∗ au cours de la production,
on effectue une maintenance préventive :

Sinon si xk,c = cxk,t et xk,a +
N∑

i=1
Qi,xk,t ≥ a∗ et xk,a 6= 0 alors

µk(xk) = PM
Sinon si la quantité à produire dans la période n’est pas encore satisfaite :
Sinon si ∃ i | xk,ni 6= di,xk,t + Ii,xk,t − SHi,xk,t alors

Tant que la production du i n’est pas complète
Tant que xk,ni 6= di,xk,t + Ii,xk,t − SHi,xk,t

Produire le lot de produit i
µk(xk) = Prod(i)

Sinon µk(xk) = Fin;

Nous avons vu que l’hypothèse multi-produits pose la question de l’ordonnancement des
lots par rapport à la place des maintenances au sein du plan de production, nous rappro-
chant une nouvelle fois d’un niveau de décision opérationnel. A cet effet, nous proposerons
dans la prochaine partie de travailler sur des modèles ou les maintenances ne sont pos-
sibles qu’en début de période, afin de concentrer nos recherches dans le cadre de prise de
décisions au niveau tactique.
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Introduction

L’objectif de cette dernière partie concerne l’intégration de critères de performance dans
des modèles de planification conjointe. Ces critères sont relatifs à la maintenance et ont
étés présentés dans la première partie de ce manuscrit. Nous considérerons la disponibilité
et la fiabilité du système. Via la prise en compte de ces critères, il s’agit de s’assurer
de la pertinence de la politique de maintenance mise en œuvre lors du calcul du plan
conjoint de production et de maintenance. Nous proposons de les intégrer sous forme de
contraintes, nous parlerons alors de seuils de disponibilité et nous traduirons la notion de
fiabilité du système en seuils de faisabilité du plan de production. La prise en compte de ces
notions nous emmènera à repenser les modèles de planification conjointe que nous avons
formulés dans la partie précédente, ainsi que les politiques de maintenance que nous leurs
avons associées. Dans cette dernière partie, nous considérerons des modèles où la demande
perdue n’est plus autorisée afin que nos critères soient pertinents : il serait aisé d’assurer
une bonne disponibilité du système ou de créer des plans robustes aux aléas en limitant
la production, via le sacrifice d’une part de la demande. Cette hypothèse apportera une
difficulté supplémentaire à la résolution : il est possible qu’aucune solution n’existe pour
le problème de planification dès lors que les ruptures de stock ne sont plus tolérées [49].

Dans le premier chapitre de cette partie, nous proposerons le couplage d’un problème de
planification conjointe avec une contrainte relative à la disponibilité du système. Nous
proposerons une modélisation mathématique du problème sous forme de programme li-
néaire, et proposerons de le résoudre via un solveur. Nous étudierons les limites de cette
méthode de résolution et nous mènerons une étude de sensibilité concernant le seuil relatif
à la contrainte de disponibilité. Dans le deuxième chapitre, nous conduirons des recherches
analogues en intégrant cette fois une contrainte relative à la faisabilité du plan de produc-
tion. La complexité du problème dans ce cas-là nous conduira à développer une heuristique
pour sa résolution.
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Chapitre 8

Cas multi-produits avec contrainte
de disponibilité

8.1 Introduction

Nous proposons dans ce chapitre d’élargir notre problème de planification conjointe via la
prise en compte d’un critère classique de performance [26] : la disponibilité du système de
production qui représente le ratio entre le temps alloué à la production et le temps total
où le système est utilisé (pour la production et les actions de maintenance, préventives
et correctives). Pour cela, nous intégrons une contrainte de disponibilité dans un nouveau
modèle de planification de la production et de la maintenance. Notre objectif sera comme
précédemment de déterminer un plan de production et une politique de maintenance,
cependant un seuil de disponibilité du système devra être respecté. Ce seuil peut être
interprété comme un gage de bon fonctionnement du système, traduisant donc la bonne
gestion des opérations de maintenance. Il peut être lié à une négociation contractuelle
entre les services internes ou externes de maintenance et de production.

Dans une première partie nous fournirons une description du problème, et nous lui associe-
rons un modèle mathématique, sous la forme d’un programme linéaire. Dans la deuxième
partie nous proposerons de résoudre celui-ci en utilisant la programmation linéaire. Dans
la troisième partie, nous étudierons les limites de la résolution par solveur, et mènerons une
étude de sensibilité autour du seuil de notre contrainte de disponibilité sur des paramètres
tels que le coût de la production ou l’obtention de solutions au problème. Ces travaux ont
fait l’objet d’une conférence [35].
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Partie III : Intégration de critères de performance de la planification conjointe de la

production et de la maintenance

8.2 Description du problème et formulation mathématique

Dans cette section nous décrivons tout d’abord les différentes hypothèses du problème, puis
nous exposons la modélisation mathématique que nous avons établie. Nous prenons comme
base le « Capacitated Lot Sizing Problem with Setup Times » [70], auquel nous ajoutons
certaines hypothèses relatives à la maintenance, et une contrainte de disponibilité.

8.2.1 Formulation du problème

Nous considérons un horizon temporel constitué de T périodes. Le système de production
peut produire N types de produits, notés i. A la fin de chaque période t, une quantité
di,t de produits de type i doit être disponible pour satisfaire la demande client. Ces de-
mandes doivent obligatoirement être satisfaites, c’est-à-dire qu’aucune demande perdue
n’est autorisée dans le plan de production. Le système de production, qui n’est composé
que d’une machine, dispose d’une capacité de production ct spécifique à chaque période t.
La production d’un produit du type i consomme pi unités de cette capacité. L’opération
de setup nécessaire au lancement de la production de produits du type i consomme τi
unités de capacité.

Le système de production vieillit lorsqu’il est en fonctionnement, la conséquence de ce
vieillissement est l’augmentation de la probabilité d’occurrence de défaillances au cours de
la production. L’âge du système augmente de pi unités d’âge lors de la fabrication d’un
produit i, nous notons At l’âge du système à la fin de la période t. Les défaillances sont
distribuées selon une loi de Weibull de paramètres (β, η). Le taux de défaillance est noté
Λ. Nous travaillons sur le cas où le taux de défaillance augmente avec l’âge du système,
nous avons donc β > 1. Le nombre de défaillances survenant au cours de la production
est donné par un processus de Poisson non homogène. L’expression du taux de défaillance
pour la production d’un âge a1 à un âge a2 est la suivante :

Λ(a1, a2) =
∫ a2

a1

β

η

(
u

η

)β−1
du =

(
a2
η

)β
−
(
a1
η

)β
(8.1)

Une défaillance du système entraine l’arrêt de la production et une maintenance correc-
tive doit être effectuée pour le remettre en état de fonctionnement. Ces maintenances
sont minimales : elles n’affectent pas le taux de défaillance du système, celui-ci conserve
la valeur qu’il avait avant la défaillance du système. La capacité de production consom-
mée pour la mise en œuvre de ce type de maintenance est égale à ccm. Des maintenance
préventives peuvent également être mise en œuvre pour réparer intégralement le système
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de production, mais uniquement en début de période. Nous considérons donc dans notre
problème qu’il n’est possible de planifier qu’une seule maintenance préventive par période.
Ces maintenances sont parfaites : elles réduisent l’âge du système et le taux de défaillance
à leurs valeurs initiales. La capacité consommée par ces maintenances est égale à cpm. Soit
Mt la variable binaire qui vaut 1 si une maintenance préventive est effectuée au début de
la période t, et 0 sinon.

A la fin de chaque période les produits finis peuvent être stockés, dans ce cas un coût
unitaire hi doit être payé pour chaque produit de type i qui est stocké. Le nombre de
ces produits est noté Ii,t pour chaque période et chaque type. Le coût de l’opération de
setup pour lancer la production de produits de type i est si. Pour chaque période t. Une
maintenance corrective coûte cm et une maintenance préventive coûte pm. Le but est de
minimiser la somme totale des coûts de maintenance et de production.

Nous considérons également une contrainte relative à la disponibilité du système de pro-
duction. Nous rappelons que la disponibilité asymptotique est une mesure de performance
des actions de maintenance [26], celle-ci se calcule en divisant la durée pendant laquelle le
système est opérationnel par cette même durée à laquelle sont additionnées les durées des
maintenances. Dans notre cas, son expression dépend de l’âge a auquel sont effectuées les
maintenances préventives sur le système dans notre cas est la suivante :

D(a) = a

a+ cpm + ccm ·Nf (0, a) ∀ a ∈ [0,∞[ (8.2)

Le nombre moyen de défaillances est lié à la loi de Weibull que nous employons. Comme
les défaillances sont distribuées selon une loi de Poisson dont le paramètre est le taux de
défaillance cumulé :

P [Nf (0, a) = k] = e−Λ(0,a) · Λ(0, a)k
k! (8.3)

Le nombre moyen de pannes entre 0 et a est donc :

E[Nf (0, a)] =
∞∑

k=0
k · e−Λ(0,a) · Λ(0, a)k

k! = Λ(0, a) (8.4)

D’où la reformulation suivante de la disponibilité :

D(a) = a

a+ cpm + ccm · Λ(0, a) ∀ a ∈ [0,∞[ (8.5)
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Nous dirons d’un plan de production qu’il est δ-disponible si et seulement si sa disponibilité
est supérieure ou égale à δ.

Le problème décisionnel consiste en la détermination conjointe d’un plan de production δ-
disponible qui fournit pour chaque produit et pour chaque période les quantités à produire
et à stocker, et d’une politique de maintenance préventive. Le plan de production et la
politique de maintenance doivent minimiser le coût total de production, qui est constitué
des coûts de stockage, des coûts de setup, du coût des maintenances préventives et du
coût moyen des maintenances correctives sur tout l’horizon considéré. Nous proposons de
modéliser notre problème sous forme de programme linéaire.

8.2.2 Formulation mathématique de la contrainte de δ-disponibilité

Dans cette section nous proposons de formuler mathématiquement la contrainte de dispo-
nibilité, en vue d’en faire une contrainte linéaire pour notre modèle.

Afin d’exprimer linéairement la contrainte de disponibilité de notre problème, nous allons
tout d’abord reformuler sa définition : la disponibilité correspondante à l’âge auquel est
effectué chaque maintenance préventive doit être supérieure ou égale au seuil δ. Nous avons
donc :

Mt+1 D(At) ≥ δ Mt+1 ∀ t ∈ J1, T − 1K (8.6)

Nous pouvons facilement vérifier que pour β > 1 la fonction D(x) admet un unique
maximum x∗ avec :

x∗ = η

(
cpm

ccm · (β − 1)

) 1
β (8.7)

Ceci nous assure l’existence, pour des valeurs suffisamment faibles de la contraintes de
disponibilité asymptotique des points xmin et xmax vérifiant D(xmin) = D(xmax) = δ. La
figure 8.1 illustre l’intersection entre la courbe de disponibilité asymptotique et le seuil δ.
Nous notons amin = bxmin + 1c et amax = bxmaxc.

Sous cette condition, il sera donc nécessaire d’effectuer les maintenances préventives dans
la fenêtre d’âge Jamin, amaxK pour respecter le seuil de disponibilité. Numériquement la
contrainte de δ-disponibilité s’écrit donc :
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Figure 8.1 – Intersection entre la courbe de disponibilité et le seuil δ

Mt+1 At ∈ Jamin, amaxK ∀ t ∈ J1, T − 1K (8.8)

8.2.3 Modélisation en programme linéaire

Maintenant que nous avons exprimé la contrainte de δ-disponibilité, nous proposons d’éta-
blir dans cette section une modélisation mathématique du problème sous forme de pro-
gramme linéaire en nombre entier. Nous allons pour cela présenter la fonction objectif ainsi
que l’ensemble des contraintes, regroupées en différentes catégories :

– fonction objectif
– contraintes classiques du « Capacitated Lot Sizing Problem with Setup Times »
– contraintes relatives à l’âge du système
– contraintes relatives à la δ-disponibilité
– contraintes de positivité et d’intégrité

Nous précisons avant de présenter notre modèle, queM est un entier très grand par rapport
aux autres valeurs du problème. Cet entier servira à désactiver certaines contraintes sous
certaines conditions, en les rendant toujours valides.

Fonction objectif

L’objectif 8.9 est de minimiser la somme des coûts de lancement et de stockage de tous les
produits pour toutes les périodes, ainsi que le coût des maintenances préventives qui sont
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planifiées et le coût moyen attendu pour les maintenances correctives, Λ(At−
N∑

i=1
pi Qi,t, At)

représentant le nombre moyen de défaillances survenant au cours de la période t. Nous

notons Yt,a la variable qui vaut 1 lorsque a = At −
N∑

i=1
(pi Qi,t) et 0 sinon pour chaque

période t et chaque âge a possible. De même, nous notons Zt,a la variable qui vaut 1 lorsque
a = At et 0 sinon pour chaque période t et chaque âge a possible.

z = min
T∑

t=1

{
N∑

i=1
(si Xi,t + hi Ii,t) + pm Mt + cm ·

(
amax∑

a=0
(Zt,a − Yt,a) · Λ(0, a)

)}
(8.9)

Contraintes classiques du « Capacitated Lot Sizing Problem with Setup Times »

La contrainte 8.10 représente l’équilibre des stocks pour chaque produit à chaque période.

Ii,t = Ii,t−1 +Qi,t − di,t ∀ i ∈ J1, NK ∀ t ∈ J1, T K (8.10)

La contrainte 8.11 impose qu’un setup pour le type de produit i soit effectué à la période
t si la fabrication de ce type est lancé.

pi Qi,t ≤ Xi,t · ct ∀ i ∈ J1, NK ∀ t ∈ J1, T K (8.11)

Nous allons maintenant détailler la formulation de la contrainte de capacité de notre
problème. Pour chaque période, la somme des capacités consommées doit être inférieure à
la capacité disponible. Cette somme est composée des capacités consommées par :

– par la production :
N∑

i=1
(pi Qi,t)

– par les opérations de setup :
N∑

i=1
(τi Xi,t)

– par l’éventuelle maintenance préventive : cpm Mt

– par le nombre moyen de maintenances correctives attendues : ccm ·Λ(At−
N∑

i=1
pi Qi,t, At)

Nous avons donc :

N∑

i=1
(pi Qi,t + τi Xi,t) + cpm Mt + ccm · Λ(At −

N∑

i=1
pi Qi,t, At) ≤ ct ∀ t ∈ J1, T K (8.12)
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Nous allons maintenant linéariser cette expression à l’aide des variables binaires yt,a et
Zt,a et de la connaissance des valeurs de la fonction Λ. Nous pouvons écrire :

∀ t ∈ J1, T K ∀ a ∈ N∗

Λ(At −
N∑

i=1
pi Qi,t, At) = Λ(0, At)− Λ(0, At −

N∑

i=1
pi Qi,t)

=
∞∑

a=1
[(Zt,a − Yt,a) · Λ(0, a)]

(8.13)

Comme l’âge maximum du système est borné par la valeur amax du fait de la contrainte
de disponibilité nous avons :

Yt,a = Zt,a = 0 ∀ t ∈ J1, T K ∀ a > amax (8.14)

D’où :

Λ(At −
N∑

i=1
pi Qi,t, At) =

amax∑

a=0
[(Zt,a − Yt,a) · Λ(0, a)] (8.15)

Nous avons ainsi linéarisé la contrainte de capacité, les différentes valeurs de Λ(0, a) étant
calculables :

N∑

i=1
(pi Qi,t + τi Xi,t) + cpm Mt + ccm ·

(
amax∑

a=0
(Zt,a − Yt,a) · Λ(0, a)

)
≤ ct ∀ t ∈ J1, T K

(8.16)

Nous devons maintenant formuler une contrainte pour que la variable Yt,a vaille 1 lorsque

a = At−
N∑

i=1
(pi Qi,t) et 0 sinon. Pour cela, nous allons créer deux contraintes. La contrainte

8.17 spécifie que la somme de ces variables binaires est égale à 1, cela implique qu’une seule
d’entre elle vaille 1, et les autres 0.

amax∑

a=0
Yt,a = 1 ∀ t ∈ J1, T K (8.17)
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La contrainte 8.18 force la variable Yt,aqui vérifie a = At −
N∑

i=1
(pi Qi,t) à valoir 1.

At −
N∑

i=1
pi Qi,t =

amax∑

a=0
a · Yt,a ∀ t ∈ J1, T K (8.18)

De même que pour la variable Yt,a, la variable Zt,a doit valoir 1 lorsque a = At et 0
sinon. La contrainte 8.19 spécifie que la somme de ces variables binaires est égale à 1, cela
implique qu’une seule d’entre elle vaille 1, et les autres 0.

amax∑

a=0
Zt,a = 1 ∀ t ∈ J1, T K (8.19)

La contrainte 8.20 force la variable Zt,a qui vérifie a = At à valoir 1.

At =
amax∑

a=0
a · Zt,a ∀ t ∈ J1, T K (8.20)

Contraintes relatives à l’âge du système

Dans notre programme linéaire nous devons contraindre l’âge At du système à la fin de
la période t à correspondre à la capacité consommée par la production de puis la dernière
maintenance préventive. Nous avons pour cela quatre contraintes, pour deux cas de figures,
relatif à la mise en œuvre ou non d’une maintenance préventive au début de la période t.

Premièrement, nous considérons le cas où il y a une maintenance préventive au début de
la période t. Dans ce cas, l’âge du système à la fin de cette période doit être égal à la
capacité utilisée par la production au cours de la période t :

At =
N∑

i=1
pi Qi,t ∀ t ∈ J1, T K (8.21)

Nous allons utiliser deux contraintes pour modéliser linéairement l’équation 8.21, qui n’est
valide que si une maintenance préventive est planifiée au début de la période t.

La contrainte 8.22 impose que l’âge du système à la fin de la période t soit supérieur ou
égal à la somme de la capacité utilisée par la production au cours de la période t.

N∑

i=1
pi Qi,t ≤ At ∀ t ∈ J1, T K (8.22)
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S’il y a une maintenance préventive au début de la période t, la contrainte 8.23 impose
que l’âge du système à la fin de la période t soit inférieur ou égal à la somme de la capacité
utilisée par la production au cours de la période t. Sinon, cette contrainte se désactive.

At ≤
N∑

i=1
pi Qi,t + (1−Mt) ·M ∀ t ∈ J1, T K (8.23)

Nous allons maintenant considérer le cas où il n’y a pas de maintenance préventive au
début de la période t et procéder de même que précédemment. Dans ce cas, l’âge du
système à la fin de cette période doit être égal à l’addition de l’âge du système à la fin
de la période précédente additionné à la capacité utilisée par la production au cours de la
période t :

At = At−1 +
N∑

i=1
pi Qi,t ∀ t ∈ J1, T K (8.24)

Nous allons utiliser deux contraintes pour modéliser linéairement l’équation 8.24, qui n’est
valide que s’il n’y a pas de maintenance préventive au début de la période t.

La contrainte 8.25 impose que l’âge du système à la fin de la période t soit inférieur ou
égal à l’âge du système à la fin de la période précédente, auquel est sommée la capacité
utilisée par la production au cours de la période t.

At ≤ At−1 +
N∑

i=1
pi Qi,t ∀ t ∈ J1, T K (8.25)

S’il n’y a pas de maintenance préventive au début de la période t, la contrainte 8.26 impose
que l’âge du système à la fin de la période t soit supérieur ou égal à l’âge du système à la
fin de la période précédente sommé la capacité utilisée par la production au cours de la
période t. Sinon, cette contrainte se désactive.

At−1 +
N∑

i=1
pi Qi,t −M ·Mt ≤ At ∀ t ∈ J1, T K (8.26)

Contraintes relatives à la δ-disponibilité

La contrainte de δ-disponibilité s’exprime dans notre modèle sous la forme de deux contraintes.
La première 8.27 spécifie que si une maintenance préventive est effectué à la période t,
alors l’âge du système doit être supérieur ou égale à baminc.
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Mt+1 · bamin + 1c ≤ At ∀ t ∈ J1, T − 1K (8.27)

La contrainte 8.28 spécifie que cet âge doit également être inférieur à flooramaxc.

At ≤ amax ∀ t ∈ J1, T K (8.28)

Contraintes de positivité et d’intégrité

La contrainte 8.29 définit les variables de lancement comme étant binaires.

Xi,t,Mt, Yt,a, Zt,a ∈ {0, 1} ∀ i ∈ J1, NK ∀ t ∈ J1, T K ∀ a ∈ J0, amaxK ∀ k ∈ J0, ctK
(8.29)

La contrainte 8.30 est une contrainte qui définit les variables comme étant entières et
positives.

Qi,t, Ii,t, At ∈ N ∀ i ∈ J1, NK ∀ t ∈ J1, T K (8.30)

8.3 Développement et évaluation de méthodes de résolution

Comme nous avons modélisé notre problème en un programme linéaire en nombres entiers,
nous proposons dans un premier temps de résoudre celui-ci grâce à la programmation
linéaire, en employant un solveur.

8.3.1 Simplification du problème d’optimisation

L’utilisation de la programmation linéaire nécessite quelques calculs préliminaires. Ceux-
ci concernent la détermination des valeurs de amin et de amax, si elles existent. Pour
cela nous résolvons l’équation D(a) = δ. Par la suite est calculé l’ensemble des valeurs
Λ(0, a) ∀ a ∈ J0, amaxK.

Nous utilisons ensuite le solveur IBM ILOG CPLEX 12.5 pour la construction et la réso-
lution de notre modèle. Celui-ci ne parvient cependant pas à déterminer de solution pour
de petites instances (T = 10, N = 5, ct = 50 ∀ t ∈ J1, T K), même après plusieurs heures
de calcul. Nous avons mené plusieurs tests afin de chercher si certaines contraintes de
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notre modèle étaient liées à ce problème. Finalement nous avons constaté que le problème
résidait dans l’évaluation de la fonction objectif, et que la résolution du problème était
possible en des temps moindres (de l’ordre de la dizaine de minutes) si le coût moyen des
maintenances correctives était retiré de la fonction objectif. Le problème semble lié au
calcul de sa valeur, et provenir du grand nombre de variables Yt,a et Zt,a (T amax).

Pour pallier cette difficulté, nous proposons de résoudre notre modèle en lui retirant ce
coût, puis de le calculer et de le rajouter à l’éventuelle solution (le problème peut ne
pas avoir de solution, ou le solveur peut ne pas en trouver). Même si les maintenances
correctives sont enlevées de la fonction objectif, celles-ci sont toujours intégrées au modèle
par le biais des contraintes de capacité. Aussi, les maintenances préventives sont conservés
dans la fonction objectif afin d’en limiter leur nombre.

La fonction objectif utilisée lors de la résolution devient donc :

z = min
T∑

t=1

{
N∑

i=1
(si Xi,t + hi Ii,t) + pm Mt

}
(8.31)

Nous proposons maintenant d’étudier les performances de la méthode de résolution.

8.3.2 Etude des performances de la résolution par solveur

Comme précédemment nous avons développé un générateur d’instances pour ce problème
et nous avons généré plusieurs groupes d’instances. Ces groupes sont caractérisés par leur
rapport moyen demande sur capacité (50%, 60%, 70%), et sont formés de sous-groupes
caractérisés par la capacité par période de leurs instances (50, 100, 500, 1000). Chacun de
ces sous-groupes comporte cinq instances. Le tableau 8.1 présente les paramètres utilisés
pour ces instances. Les différentes données du problème ont été générées aléatoirement
en utilisant des lois uniformes (la demande di,t, la capacité utilisée par les opérations de
setup τi, le coût de ces opérations si, les coûts de stockage hi et la capacité de production
nécessaire à chacun des produits pi). Les paramètres de ces lois dépendent de plusieurs
autres paramètres, tels que la capacité de chaque période, et le rapport moyen voulu
entre demande et capacité. Le paramètre η de la loi de Weibull est choisi en fonction de
la capacité des périodes ; il correspond à l’âge du système pour lequel en moyenne une
défaillance sera observé pour l’utilisation d’une unité de capacité pour la production.

Désignation T cpm ccm pm cm β η

Valeur 10 ct/5 ct/25 1000 100 5 ct

Table 8.1 – Valeurs des paramètres utilisés pour les tests
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Pour déterminer la capacité de résolution, et les limites de la programmation linéaire pour
notre problème, nous avons comparé les pourcentages d’instances résolues (nous entendons
par « résolue » le fait que soit une solution ait été trouvée, soit qu’il ait été prouvé que
le problème est infaisable) en fonction du temps L alloué au solveur pour la résolution de
chacune des instances. Nous avons effectué ces tests pour δ = 0 (cas le moins contraint),
et δ = 0, 8. Les tableau 8.2 et 8.3 présentent les résultats de cette étude.

Charge Capacité L = 1 min L = 10 min L = 60 min
50% 50 80% 80% 80%
50% 100 40% 100% 100%
50% 500 0% 0% 20%
50% 1000 0% 20% 20%
60% 50 80% 100% 100%
60% 100 20% 80% 100%
60% 500 0% 0% 0%
60% 1000 0% 20% 20%
70% 50 40% 40% 60%
70% 100 40% 60% 60%
70% 500 0% 0% 20%
70% 1000 0% 0% 0%

Table 8.2 – Pourcentage d’instances résolues pour chaque groupe avec δ = 0

Charge Capacité L = 1 min L = 10 min
50% 50 100% 100%
50% 100 100% 100%
50% 500 100% 100%
50% 1000 100% 100%
60% 50 100% 100%
60% 100 100% 100%
60% 500 100% 100%
60% 1000 80% 100%
70% 50 100% 100%
70% 100 100% 100%
70% 500 100% 100%
70% 1000 100% 100%

Table 8.3 – Pourcentage d’instances résolues pour chaque groupe avec δ = 0, 8

Le premier constat que nous pouvons faire est que la résolution du problème est beaucoup
plus rapide pour le cas où δ = 0, 8. Cela s’explique en partie par le fait que la contrainte
de disponibilité rend certains problèmes infaisables. Il sera donc intéressant d’examiner
par la suite l’impact de cette contrainte sur la faisabilité du problème. Nous pouvons
remarquer que naturellement le pourcentage d’instances résolues augmente avec le temps,
mais qu’au delà de L = 10 min le nombre d’instances résolues n’augmente que très peu.
La programmation linéaire semble donc être une méthode adaptée pour la résolution du
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modèle adapté et L = 10 min constitue une limite de temps convenable pour obtenir des
solutions pour des problèmes de petite taille (où la capacité par période est de l’ordre de
100 pour une dizaine de périodes) lorsque la contrainte de disponibilité n’est pas prise en
compte. Si la contrainte de disponibilité est forte, cette limite de temps est adapté pour
des instances de plus grande taille.

Afin d’établir des résultats pertinents sur les performances de la méthode en terme de
coûts par rapport au temps de calcul, et sur l’impact de la contrainte de disponibilité
sur la faisabilité du problème et sur les coûts obtenus, nous nous limiterons à l’étude
d’instances de petites tailles (la capacité des périodes sera de 100).

8.3.3 Etude de sensibilité autour de la contrainte de disponibilité

Nous proposons maintenant d’étudier l’influence du paramètre δ sur la faisabilité et le
coût des solutions obtenues. Afin de résoudre un nombre pertinent d’instances, nous avons
généré des sous-groupes d’instances où la capacité par période est de 75, et prenons L =
10 min. Le tableau 8.4 présente l’évolution de la faisabilité des instances, par faisabilité,
nous entendons le fait qu’un instance soit résolue, et qu’une solution ait été trouvée.

Charge Capacité δ = 0 δ = 0, 6 δ = 0, 7 δ = 0, 8 δ = 0, 9
50% 50 80% 100% 100% 60% 0%
50% 75 100% 100% 100% 80% 0%
50% 100 80% 80% 80% 80% 0%
60% 50 40% 40% 40% 20% 0%
60% 75 60% 60% 60% 40% 0%
60% 100 80% 100% 100% 20% 0%
70% 50 60% 60% 20% 0% 0%
70% 75 20% 40% 40% 0% 0%
70% 100 20% 100% 60% 20% 0%

Table 8.4 – Pourcentage d’instances résolues pour chaque groupe

Le nombre d’instances résolues diminue avec l’augmentation du seuil de disponibilité δ,
et lorsque le seuil est trop haut, la résolution n’est pas possible (dans ce cas là, soit
le problème est trop contraint pour avoir des solutions, soit le seuil est trop haut et il
n’existe pas de fenêtre d’âge [amin, amax] permettant de respecter le seuil de disponibilité
δ). Nous pouvons également voir qu’en dessous d’un certain seuil, le nombre d’instances
résolues se stabilise. Il est donc maintenant intéressant d’étudier quelle est l’influence du
paramètre δ sur le coût des solutions obtenues. Pour cela nous avons regroupé les instances
résolues pour toutes les valeurs de δ inférieures ou égales à 0, 8 et avons étudié les coûts
obtenus avec L = 10 min. Le tableau 8.5 présente l’évolution de ces coûts.
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Charge Capacité δ = 0 δ = 0, 6 δ = 0, 7 δ = 0, 8
50% 50 12415,73 12115,23 11548,31 10918,08
50% 75 12985,28 12756,45 11564,42 10845,63
50% 100 13889,32 13684,82 12644,87 12243,34
60% 50 13689,71 14502,2 13425,46 13411
60% 75 13811,03 15206,7 13677,87 14171,8
60% 100 15632,18 14383,68 13723,19 12846,56
70% 100 16284,34 15577,41 15409,84 14866,26

Table 8.5 – Valeurs du coût moyen de la production en fonction des paramètres δ avec
L = 10 min

Le coût moyen de la production diminue quelque peu avec le paramètre δ. Nous pouvons
déduire de ces résultats que la détermination de solution est plus rapide avec une contrainte
de disponibilité élevée, et que la limite L = 10 min n’est pas suffisante pour obtenir
des résultats significatifs quant à l’influence de la disponibilité sur le coût total de la
production. Nous proposons de mener cette étude avec L = 60 min. Le tableau 8.6 présente
les résultats obtenus.

Charge Capacité δ = 0 δ = 0, 6 δ = 0, 7 δ = 0, 8
50% 50 9901,22 9992,37 10578,31 10918,08
50% 75 9894,78 10284,73 10564,29 10845,63
50% 100 11236,06 11786,12 12014,64 12243,34
60% 50 12673,52 12935,84 13251,01 13411
60% 75 13278,05 13367,63 13614,47 14171,8
60% 100 11987,59 12173,90 12208,66 12846,56
70% 100 14278,33 14360,12 14561,22 14866,26

Table 8.6 – Valeurs du coût moyen de la production en fonction des paramètres δ avec
L = 60min

Le premier constat que nous pouvons faire est que les coûts totaux de production ne varient
pas lorsque δ = 0, 8. Leur variation est de plus en plus importante avec la diminution du
paramètre δ. Il apparait donc que moins le problème est contraint, plus il devient difficile
à résoudre. Nous remarquons également que les coûts de production varient de manière
significative en fonction du seuil de disponibilité. Les objectifs de minimisation du coût de
la production et de respect d’une contrainte de disponibilité sont antagonistes, il sera donc
nécessaire au décideur d’effectuer un compromis entre disponibilité du système et coûts
de production.

8.3.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons formulé un problème de planification de la production et
de la maintenance pour lequel nous avons adjoint une contrainte de faisabilité, que nous
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avons nommée contrainte de δ-disponibilité. Le but de la résolution de ce problème était
de proposer des plans de production capables d’assurer un seuil de disponibilité minimum
pour le système : la disponibilité de chaque période doit être supérieure ou égale à δ.

Après avoir proposé un modèle linéaire à partir de la formulation de notre problème, nous
avons essayé de résoudre celui-ci à l’aide d’un solveur. Cette résolution n’est cependant
pas possible du fait de la complexité du problème. La résolution semble cependant possible
via suppression d’une partie de la fonction objectif, nous avons donc proposé de résoudre
le problème sans cette dernière, que nous ajoutons par la suite à la solution obtenue.

Nous avons étudié les limites de notre méthode de résolution et fait le constat que la ré-
solution de grandes instances demandait beaucoup de temps de calcul. Il pourrait dès lors
être intéressant de développer des méthodes de résolution heuristique afin d’améliorer le
temps de calcul pour ce problème. Nous avons également mené une étude de sensibilité
concernant la contrainte de disponibilité, autour de paramètres tels que le coût de produc-
tion et la faisabilité du problème. Nous avons vu que ces paramètres influent fortement en
fonction du seuil, il sera donc nécessaire de ne pas être trop exigeant pour ce critère de
performance pour espérer obtenir des solutions de coût raisonnable.





Chapitre 9

Cas multi-produits avec contrainte
de faisabilité

9.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons associé une contrainte de disponibilité au problème
de planification conjointe dans le but d’assurer une bonne performance de l’activité de
maintenance au sein du processus de planification. L’objectif de ce chapitre concerne la
prise en compte d’un autre critère d’évaluation : la robustesse aux aléas des plans de
production. Pour cela nous proposons d’intégrer une contrainte de faisabilité dans un
modèle de planification conjointe de la production et de la maintenance, et chercherons au
travers de cette contrainte à garantir un seuil de faisabilité pour les plans de production
établis.

Dans une première partie nous formulerons notre problème, et nous lui associerons un
modèle mathématique, modèle établi sous la forme d’un programme linéaire. Dans la
deuxième partie nous proposerons des méthodes de résolution : programmation linéaire
et méthode heuristique. Dans la troisième partie, nous étudierons les performances de
notre heuristique, et mèneront une étude de sensibilité autour du seuil de la contrainte
de faisabilité sur des paramètres tels que le coût de la production, ou la faisabilité du
problème. Ces travaux et leurs résultats ont été présentés dans [37, 36].
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9.2 Description du problème et formulation mathématique

Dans cette section nous décrivons tout d’abord les différentes hypothèses du problème,
puis nous exposons la modélisation mathématique que nous avons établie. Nous prenons
comme base le « Capacitated Lot Sizing Problem with Setup Times » [70], auquel nous
ajoutons certaines hypothèses relatives à la maintenance, et une contrainte concernant la
faisabilité du plan de production.

9.2.1 Formulation du problème

Nous considérons dans ce chapitre le même problème que celui du chapitre précédent, sauf
qu’à la place de la contrainte de disponibilité, nous considérons une contrainte relative
à la faisabilité du plan de production. L’ensemble des notations que nous utilisons est le
suivant :

T longueur (en périodes de l’horizon de la planification)
N nombre de produits
di,t demande en produit i à la fin de la période t ∀ i ∈ J1, NK ∀ t ∈ J1, T K
hi coût de stockage du produit i durant une période ∀ i ∈ J1, NK
pi capacité nécessaire pour fabriquer une unité du produit i ∀ i ∈ J1, NK
τi capacité consommée par le lancement de la production

de produit du type i ∀ i ∈ J1, NK
cpm capacité consommée lors de la mise en œuvre d’une

maintenance préventive
ccm capacité consommée lors de la mise en œuvre d’une

maintenance préventive
si coût de l’opération de setup du produit i ∀ i ∈ J1, NK
pm coût d’une maintenance préventive
asup age maximum que peut avoir le système
M un coefficient positif très grand par rapport aux

autres valeurs
Qi,t quantité de produit i fabriqué à la période t ∀ i ∈ J1, NK ∀ t ∈ J1, T K
Ii,t niveau de stock en produit i à la fin de la période t ∀ i ∈ J1, NK ∀ t ∈ J1, T K
Xi,t vaut 0, ou 1 si le produit i est lancé à la période t ∀ i ∈ J1, NK ∀ t ∈ J1, T K
Mt vaut 0, ou 1 si une maintenance préventive est planifié

en début de période t ∀ t ∈ J1, T K
At âge du système à la fin de la période t ∀ t ∈ J1, T K
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Nous allons maintenant présenter la contrainte de faisabilité que nous considérons. Nous
notons Nf (a1, a2) le nombre de défaillances observées entre l’âge a1 et a2. Avec cette
notation, Nf (At−

∑N
i=1 pi Qi,t, At) représente donc le nombre de défaillances survenant au

cours d’une période t. La capacité consommée par l’ensemble de la production et par les
actions de maintenances (préventives et correctives) sera alors ∑N

i=1 (pi Qi,t + τi Xi,t) +
cpm Mt + ccm Nf (At−

∑N
i=1 pi Qi,t, At). Cette quantité doit être inférieure à la capacité ct

de la période. Cependant, comme le nombre de défaillances est aléatoire, nous proposons
de travailler sur la probabilité que cette capacité ne soit pas dépassée. Cette probabilité
devra être plus grande qu’un seuil que nous notons ε, et une période sera dite ε-faisable si
elle respecte cette condition. La formulation mathématique de la contrainte d’ε-faisabilité,
est la suivante :

P

[
N∑

i=1
(pi Qi,t + τi Xi,t) + cpm Mt + ccm Nf (At −

N∑

i=1
pi Qi,t, At) ≤ ct

]
≥ ε (9.1)

Nous définissons un plan de production comme étant ε-faisable si et seulement si chacune
de ses périodes est ε-faisable.

Le problème décisionnel consiste en la détermination conjointe d’un plan de production
ε-faisable qui fournit pour chaque produit et pour chaque période les quantités à produire
et à stocker, et d’une politique de maintenance préventive. Le plan de production et la
politique de maintenance doivent minimiser le coût total de la production, qui est constitué
des coûts de stockage, des coûts de setup, du coût des maintenances préventives et du coût
moyen des maintenances correctives sur tout l’horizon considéré.

9.2.2 Construction d’un modèle linéaire

Dans cette section, nous proposons d’établir une modélisation mathématique du problème
sous forme de programme linéaire en nombre entier. Nous allons maintenant présenter la
fonction objectif ainsi que l’ensemble des contraintes, regroupées en différentes catégories :

– fonction objectif
– contraintes classiques du « Capacitated Lot Sizing Problem with Setup Times »
– contraintes relatives à l’âge du système
– contraintes relatives à l’ε-faisabilité
– contraintes de positivité et d’intégrité

M est toujours un entier très grand par rapport aux autres valeurs du problème qui sert à
désactiver certaines contraintes, sous certaines conditions, en les rendant toujours valides.
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Fonction objectif

L’objectif 9.2 est de minimiser la somme des coûts de lancement et de stockage de tous les
produits pour toutes les périodes, ainsi que le coût des maintenances préventives qui sont
planifiées.

z = min
T∑

t=1

{
N∑

i=1
(si Xi,t + hi Ii,t) + pm Mt

}
(9.2)

Contraintes classiques du « Capacitated Lot Sizing Problem with Setup Times »

La contrainte 9.3 représente l’équilibre des stocks pour chaque produit à chaque période.

Ii,t = Ii,t−1 +Qi,t − di,t ∀ i ∈ J1, NK ∀ t ∈ J1, T K (9.3)

La contrainte 9.4 impose qu’un setup pour le type de produit i soit effectué à la période t
si la fabrication de ce type est lancé.

pi Qi,t ≤ Xi,t · ct ∀ i ∈ J1, NK ∀ t ∈ J1, T K (9.4)

La contrainte classique de capacité est comprise dans la contrainte d’ε-faisabilité, nous
détaillerons celle-ci par la suite.

Contraintes relatives à l’âge du système

Ces contraintes sont les mêmes que celles du chapitre précédents, elles imposent que la
variable At corresponde bien à l’âge du système à la fin de la période t :

N∑

i=1
pi Qi,t ≤ At ∀ t ∈ J1, T K (9.5)

At ≤
N∑

i=1
pi Qi,t + (1−Mt) ·M ∀ t ∈ J1, T K (9.6)

At ≤ At−1 +
N∑

i=1
pi Qi,t ∀ t ∈ J1, T K (9.7)

At−1 +
N∑

i=1
pi Qi,t −M ·Mt ≤ At ∀ t ∈ J1, T K (9.8)
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Contraintes relatives à l’ε-faisabilité

Nous proposons de formuler différemment la contrainte 9.1 : la probabilité que le nombre

de défaillances Nf (At −
N∑

i=1
pi Qi,t, At) survenant au cours de la production soit inférieur

ou égal au nombre maximum de défaillances admissibles, doit être supérieure au seuil ε.
Nous notons Nfmax(t) ce nombre maximum de défaillances pouvant survenir au cours la
production au cours de la période t. Celui-ci est égal à la partie entière de la capacité ct de
la période courante à laquelle est retranchée la capacité consommée par la production, par
les opérations de setup, et par l’éventuelle maintenance préventive en début de période :

Nfmax(t) =
⌊
ct −

∑N
i=1 (pi Qi,t + τi Xi,t)− cpm Mt

ccm

⌋
(9.9)

La reformulation de la probabilité de la contrainte 9.1 donne donc la probabilité suivante :

P

[
Nf (At −

N∑

i=1
pi Qi,t, At) ≤ Nfmax(t)

]
≥ ε (9.10)

Pour une période t, comme les défaillances suivent une distribution de Poisson de para-

mètre Λ
(
At −

N∑

i=1
pi Qi,t, At

)
, la probabilité d’avoir k défaillances est :

P

[
Nf

(
At −

N∑

i=1
pi Qi,t, At

)
= k

]
= e−Λ(a,At) · Λ(a,At)k

k! (9.11)

Notre contrainte s’écrit donc :

Nfmax (t)∑

k=0
e−Λ(At−

∑N

i=1 pi Qi,t,At) · Λ(At −
∑N
i=1 pi Qi,t, At)k
k! ≥ ε (9.12)

Il s’agit maintenant de linéariser cette expression mathématique. Pour cela nous proposons
d’utiliser une fonction G qui donne la probabilité d’avoir k défaillances au cours de la
production entre l’âge a1 et a2 :

G(a1, a2, k) = e−Λ(a1,a2) · Λ(a1, a2)k
k! ∀ a1 ∈ N∗ ∀ a2 ∈ N∗ ∀ k ∈ J1, ctK (9.13)

Avec cette fonction, l’inéquation 9.12 devient :
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Nfmax (t)∑

k=0
G(At −

N∑

i=1
pi Qi,t, At) ≥ ε (9.14)

Si nous introduisons également la variable binaire Zt,a1,a2,k qui vaut 1 lorsque a1 = At −
N∑

i=1
(pi Qi,t), que a2 = At et que k ≤ Nfmax(t). Sinon cette variable vaut 0. Nous pouvons

donc reformuler l’inéquation 9.14 :

Nfmax (t)∑

k=0



∞∑

a1=0



∞∑

a2=0
Zt,a1,a2,k ·G(a1, a2, k)




 ≥ ε (9.15)

Il ne reste maintenant plus qu’à modifier les indices de sommations pour obtenir une
expression linéaire. Tout d’abord nous pouvons remarquer que l’âge du système est borné
par un âge maximal asup, qui correspond à la demande totale de l’horizon temporel :

asup =
T∑

t=1

(
N∑

i=1
di,t

)
(9.16)

L’équation 9.15 devient :

Nfmax (t)∑

k=0



asup∑

a1=0



asup∑

a2=0
Zt,a1,a2,k ·G(a1, a2, k)




 ≥ ε (9.17)

Etant donnée que Zt,a1,a2,k vaut 0 si k > Nfmax(t) l’équation 9.17 se formule de façon
linéaire :

⌊
ct
ccm

⌋

∑

k=0



asup∑

a1=0



asup∑

a2=0
Zt,a1,a2,k ·G(a1, a2, k)




 ≥ ε (9.18)

La contrainte d’ε-faisabilité de notre modèle est donc :

⌊
ct
ccm

⌋

∑

k=0



asup∑

a1=0



asup∑

a2=0
Zt,a1,a2,k ·G(a1, a2, k)




 ≥ ε ∀ t ∈ J1, T K (9.19)

Cette contrainte remplace la contrainte de capacité classique. L’ensemble des valeurs de
la fonction G sera calculé en amont du programme linéaire.
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Nous devons maintenant formuler des contraintes pour que la variable Zt,a1,a2,k vaille 1

lorsque a1 = At −
N∑

i=1
(pi Qi,t), que a2 = At et que k ≤ Nfmax(t) et 0 sinon. Pour cela,

nous introduisons dans un premier temps une nouvelle variable, Bt,k, qui vaut 1 lorsque
k ≤ Nfmax(t) et 0 sinon.

Tout d’abord, nous allons créer des contraintes pour faire en sorte que la somme sur a1 et
a2 des variables Zt,a1,a2,k valent 1 si k ≤ Nfmax(t) et 0 sinon. Les contraintes 9.20 et 9.21
spécifient que cette somme soit égale à 1, si Bt,k = 1. Ces contraintes impliquent donc que
pour chaque valeur de t et de k, une seule des variables Zt,a1,a2,k vaille 1, et les autres, 0.

asup∑

a1=0

asup∑

a2=0
Zt,a1,a2,k +M · (1−Bt,k) ≥ 1 ∀ t ∈ J1, T K ∀ k ∈ J0,

⌊
ct
ccm

⌋
K (9.20)

asup∑

a1=0

asup∑

a2=0
Zt,a1,a2,k −M · (1−Bt,k) ≤ 1 ∀ t ∈ J1, T K ∀ k ∈ J0,

⌊
ct
ccm

⌋
K (9.21)

La contrainte 9.22 impose que la somme précédente vaille 0 si Bt,k = 0. Ainsi, si k ≤
Nfmax(t), toutes les variables Zt,a1,a2,k vaudront bien 0.

asup∑

a1=0

asup∑

a2=0
Zt,a1,a2,k −M ·Bt,k ≤ 0 ∀ t ∈ J1, T K ∀ k ∈ J0,

⌊
ct
ccm

⌋
K (9.22)

Maintenant, nous devons contraindre les variables Zt,a1,a2,k à valoir 1 si a1 = At −
N∑

i=1
(pi Qi,t) et a2 = At. Pour cela, les contraintes 9.23 et 9.24 imposent que la variable

Zt,a1,a2,k qui vaut 1 vérifie bien a1 = At −
N∑

i=1
(pi Qi,t).

At−
N∑

i=1
pi Qi,t ≤

asup∑

a1=0
a1·Zt,a1,a2,k+M ·(1−Bt,k) ∀ t ∈ J1, T K ∀ a2 ∈ J0, asupK ∀ k ∈ J0,

⌊
ct
ccm

⌋
K

(9.23)

At−
N∑

i=1
pi Qi,t ≥

asup∑

a1=0
a1·Zt,a1,a2,k−M ·(1−Bt,k) ∀ t ∈ J1, T K ∀ a2 ∈ J0, asupK ∀ k ∈ J0,

⌊
ct
ccm

⌋
K

(9.24)

De même, les contraintes 9.25 et 9.26 imposent que la variable Zt,a1,a2,k qui vaut 1 vérifie
bien a2 = At.
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At ≤
asup∑

a2=0
a2 · Zt,a1,a2,k +M · (1−Bt,k) ∀ t ∈ J1, T K ∀ a1 ∈ J0, asupK ∀ k ∈ J0,

⌊
ct
ccm

⌋
K

(9.25)

At ≥
asup∑

a2=0
a2 · Zt,a1,a2,k −M · (1−Bt,k) ∀ t ∈ J1, T K ∀ a1 ∈ J0, asupK ∀ k ∈ J0,

⌊
ct
ccm

⌋
K

(9.26)

Avec les contraintes précédentes, les variables binaires Zt,a1,a2,k ont bien la valeur souhai-
tée. Il reste maintenant à créer des contraintes pour que la variable Bt,k que nous avons
introduit vaille bien 1 lorsque k ≤ Nfmax(t) et 0 sinon. Pour cela nous introduisons une
nouvelle variable St,k, qui vaut 1 lorsque k = Nfmax(t) et 0 sinon. La contrainte 9.27 im-
pose que si une variable Bt,k est égale à 0, toutes les variables Bt,k suivantes (par rapport
à l’indice k) vaudront également 0 et que si une variable Bt,k vaut 1, toutes les précédentes
vaudront également 1.

Bt,k ≤ Bt,k−1 ∀ t ∈ J1, T K ∀ k ∈ J1, ctK (9.27)

La contrainte 9.28 impose que les variables Bt,k soient supérieures ou égales aux variables
St,k, ainsi les variables Bt,k vaudront 1 si St,k vaut 1 également.

Bt,k ≥ St,k ∀ t ∈ J1, T K ∀ k ∈ J0,
⌊
ct
ccm

⌋
K (9.28)

La contrainte 9.29 impose que les variables Bt,k vaillent 0 si k ≤ Nfmax(t).

ct−
N∑

i=1
(pi Qi,t + τi Xi,t)− cpm Mt ≥ k ·Bt,k · ccm ∀ t ∈ J1, T K ∀ k ∈ J0,

⌊
ct
ccm

⌋
K (9.29)

Avec les contraintes précédentes, les variables binaires Bt,k ont bien la valeur souhaitée.
Il ne reste plus qu’a contraindre les variables St,k à valoir 1 lorsque k = Nfmax(t) et 0
sinon. La contrainte 9.30 spécifie que la somme de ces variables binaires est égale à 1, cela
implique qu’une seule d’entre elle vaille 1, et les autres 0.

ct∑

k=0
St,k = 1 ∀ t ∈ J1, T K (9.30)
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Les contraintes 9.31 et 9.31 forcent la variable St,k qui vérifie k = Nfmax(t) à valoir 1, et
donc les autres à valoir 0 avec la contrainte précédente.

ct −
N∑

i=1
(pi Qi,t + τi Xi,t)− cpm Mt ≥

(
ct∑

k=0
k · St,k

)
ccm ∀ t ∈ J1, T K (9.31)

ct −
N∑

i=1
(pi Qi,t + τi Xi,t)− cpm Mt + 1 ≤

(
ct∑

k=0
(k + 1) · St,k

)
ccm ∀ t ∈ J1, T K (9.32)

Contraintes de positivité et d’intégrité

La contrainte 9.34 définit les variables de lancement comme étant binaires.

Xi,t,Mt, Zt,a1,a2,k, Sk,t, Bk,t ∈ {0, 1} (9.33)

∀ i ∈ J1, NK ∀ t ∈ J1, T K ∀ a1 ∈ J0, asupK ∀ a2 ∈ J0, asupK ∀ k ∈ J0,
⌊
ct
ccm

⌋
K

La contrainte 9.34 est une contrainte qui définit les variables comme étant entières et
positives.

Qi,t, Ii,t, At ∈ N ∀ i ∈ J1, NK ∀ t ∈ J1, T K (9.34)

9.3 Développement de méthodes de résolution

Nous proposons dans un premier temps d’appliquer la programmation linéaire à notre
modèle, puis au vue des limites de celle-ci, de développer une méthode alternative, de type
heuristique.

9.3.1 Analyse de performance de résolution par la programmation li-
néaire

Nous avons tout d’abord essayé de résoudre notre problème par la programmation linéaire
au moyen du solveur IBM ILOG CPLEX 12.5. Nous avons constaté que cette méthode
était inefficace, aucune instance n’ayant pu être traitée : la consommation de ressource
mémoire pour la création du problème était trop importante. Après plusieurs tests, nous
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avons déterminé que le problème venait du très grand nombre de variables Zt,a1,a2,k. Les
indices de cette variable appartiennent aux ensembles suivants :

t ∈ J1, T K , a1 ∈ J0, asupK , a2 ∈ J0, asupK , k ∈ J0,
⌊
ct
ccm

⌋
K (9.35)

Le nombre de ces variables est donc :

Card(Z1,0,0,0, ..., ZT,asup,asup,bct/ccmc) = T · (asup + 1)2 ·
(⌊

ct
ccm

⌋
+ 1

)
(9.36)

Pour une instance de 10 périodes de capacité 100, ce nombre est de l’ordre du milliard. La
mémoire consommée est alors trop importante, et empêche la construction des modèles.
Cette considération nous pousse à nous orienter vers une résolution heuristique.

9.3.2 Création d’une heuristique pour la résolution

Une des difficultés qui se pose pour la résolution de notre problème réside dans le fait qu’il
n’admet pas forcément de solution, la demande perdue n’étant pas tolérée. Pour pallier
cette difficulté et donc essayer de construire des solutions à notre problème, nous proposons
une heuristique se basant sur plusieurs itérations des modules suivants :

– le premier module concerne la détermination conjointe d’un plan de production relatif
au « Capacitated Lot Sizing Problem with Setup Times » et d’un plan de maintenance
respectant une politique de maintenance simple : le système ne doit pas dépasser un âge
maximum noté amax, une maintenance préventive doit donc être mise en œuvre avant
ou lorsque cet âge est atteint,

– le deuxième processus consiste à évaluer l’ε-faisabilité d’un plan crée dans la première
phase. Les capacités initiales du problème sont ensuite modifiées si le plan n’est pas
ε-faisable, ces deux phases s’enchainent jusqu’à que le problème soit infaisable, ou qu’un
plan ε-faisable soit trouvé,

– le dernier module de l’algorithme a pour but de lancer la boucle constituée par les deux
autres opérations pour un nombre défini de valeurs de amax. Le choix des valeurs amax
étudiées est fait par l’algorithme en fonction des résultats obtenus.

Le fonctionnement de ces modules est illustré par la figure 9.1.

Nous allons maintenant présenter en détail le fonctionnement de chacun de ces modules.

Obtention d’un plan de production
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Figure 9.1 – Algorithme de l’heuristique

Nous considérons donc une version simplifiée de notre problème, dans laquelle le but est de
déterminer un plan de production comprenant les maintenances préventives à effectuer sur
le système. Dans notre modèle la contrainte d’ε-faisabilité est remplacée par une contrainte
de capacité plus classique :

N∑

i=1
(pi Qi,t + τi Xi,t) + cpm Mt ≤ ct ∀ t ∈ J1, T K (9.37)
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Cette contrainte n’intègre plus la capacité consommée par les maintenances correctives
attendues, celle-ci sera prise en compte au cours de la phase suivante. Ainsi nous faisons
disparaitre l’ensemble des variables Zt,a1,a2,k, qui empêchaient la résolution de notre mo-
dèle par un solveur. Comme nous modifions cette contrainte, il est nécessaire d’imposer
une politique de maintenance préventive ; en effet, les maintenances préventives ne sont
maintenant modélisées que comme source de consommation de capacité et génératrice de
coût (dans la contrainte d’ε-faisabilité les maintenances préventives limitaient la capacité
consommée par les maintenances correctives via la remise à zéro régulière de l’âge du sys-
tème). Afin d’obtenir des solutions à notre problème tout en assurant un maintien régulier
du système (en terme d’âge du système, c’est-à-dire en fonction des quantités produites),
nous proposons une politique simple : nous imposons un âge maximum pour le système,
une maintenance préventive doit être mise en œuvre lorsque cet âge est atteint ou avant ;
cet âge est noté amax. Nous verrons par la suite comment nous déterminons cette valeur.
Notre modèle reprend cependant la fonction objectif ainsi que de nombreuses contraintes
que nous avons présentées précédemment.

La fonction objectif est la même que précédemment :

z = min
T∑

t=1

{
N∑

i=1
(si Xi,t + hi Ii,t) + pm Mt

}
(9.38)

Sous les contraintes :

Ii,t = Ii,t−1 +Qi,t − di,t ∀ i ∈ J1, NK ∀ t ∈ J1, T K (9.39)

N∑

i=1
(pi Qi,t + τi Xi,t) + cpm Mt ≤ ct ∀ t ∈ J1, T K (9.40)

pi Qi,t ≤ Xi,t · ct ∀ i ∈ J1, NK ∀ t ∈ J1, T K (9.41)

At−1 +
N∑

i=1
pi Qi,t −M ·Mt ≤ At ∀ t ∈ J1, T K (9.42)

N∑

i=1
pi Qi,t ≤ At ∀ t ∈ J1, T K (9.43)
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At ≤ At−1 +
N∑

i=1
pi Qi,t ∀ t ∈ J1, T K (9.44)

At ≤
N∑

i=1
pi Qi,t + (1−Mt) ·M ∀ t ∈ J1, T K (9.45)

At ≤ amax ∀ t ∈ J1, T K (9.46)

La contrainte de capacité 9.40 prend en compte la capacité consommée par la produc-
tion, par les opérations de setup, et celle consommée par les maintenances préventives. La
capacité consommée par les maintenances correctives n’est pas prise en compte directe-
ment dans la contrainte. Celle-ci sera prise en compte lors de la modification d’éventuelles
solutions.

La contrainte 9.46 impose que l’âge du système ne peut excéder amax, les maintenance
préventives doivent donc être effectuées lorsque le système atteint cet âge, ou avant.

Ce modèle vise donc à associer à une valeur de amax un plan de production. Nous allons
maintenant voir comment rendre un plan issue de ce modèle ε-faisable.

Modification du plan de production pour le rendre ε-faisable

Nous supposons que la phase précédente à permis l’obtention d’un plan de production.
Il est alors possible de déterminer si celui-ci est ε-faisable, en vérifiant si chaque période
respecte la contrainte 8.12 est ε-faisable. Nous proposons de chercher de manière itérative
à rendre ε-faisable le plan de production en diminuant d’une unité la capacité nominale de
la première période non-ε-faisable, en résolvant à nouveau le modèle précédent avec cette
modification. La figure 9.2 présente ce processus de modification.

Nous avons constaté empiriquement que le choix d’opérer la modification de capacité sur la
première période non-ε-faisable permettait d’obtenir plus de plans ε-faisables que si nous
modifions la capacité d’autres périodes. Le choix de décrémenter la capacité nominale d’une
unité à la fois permet également de favoriser l’obtention de plan ε-faisable ; en contrepartie
le temps de résolution est plus long.

Nous avons présenté une procédure qui tente d’associer à une valeur de amax un plan
de production ε-faisable. Nous allons maintenant voir pour quelles valeurs de amax nous
pouvons utiliser cette procédure, puis présenter le fonctionnement global de l’heuristique.

Détermination des valeurs amax
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Figure 9.2 – Processus itératif de modification de la capacité de production en vue de
l’obtention d’un plan ε-faisable

La valeur de amax conditionne la recherche de solutions au problème. Il est donc nécessaire
de tester plusieurs valeurs pour trouver des plans de productions ε-faisables de bonne qua-
lité. Comme nous n’avons aucune indication concernant les valeurs de amax pour lesquelles
notre procédure aboutisse à la création d’un plan ε-faisable, nous proposons de tester plu-
sieurs valeurs parmi l’ensemble R = J0, asupK. Pour cela nous partitionnons cet ensemble
en nbessais sections de longueur p :

p =
⌊

asup
nbessais

⌋
(9.47)

Nous tentons ensuite d’associer via la procédure présentée précédemment un plan aux âges
(a1, ..., anbessais) correspondant aux bornes des sections que nous avons définies avec :

an = n · p ∀ n ∈ J1, nbessaisK (9.48)

Afin de ne pas faire des recherches pour des valeurs amax dont on peut supposer qu’elles
ne permettront pas de trouver de plan ε-faisable via notre procédure, nous stoppons notre
parcours des valeurs (a1, ..., anbessais) et redéfinissons l’espace de recherche en fonction de
la valeur nbessais et du nombre d’âges testés dès que les deux conditions sont réunies : au
moins une solution a été trouvée au cours de la recherche, et l’association d’une valeur amax
à un plan ε-faisable échoue. Nous notons a∗ l’âge pour lequel notre procédure renvoie le plan
de production de meilleur coût, et m l’indice pour laquelle l’association échoue. L’espace
de recherche est redéfini autour de l’âge a∗ en fonction de p : R = Jmax(0, a∗− p), a∗+ pK.
Les valeurs des âges visités sont également redéfinis :
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an ← a∗ − p+ (n−m+ 1)
⌊ 2p
nbessais −m+ 1

⌋
∀ n ∈ Jm+ 1, nbessaisK (9.49)

p←
⌊ 2p
nbessais −m+ 1

⌋
(9.50)

De cette manière nous arrivons à appliquer notre procédure à plusieurs valeurs pour amax,
et à converger vers des valeurs susceptibles de correspondre à des plans de production
ε-faisables dont le coût total diminue.

La figure 9.3 illustre les partitionnements successifs de l’espace de recherche sur un exemple
simple, où nbessais = 10.

Figure 9.3 – Illustration de l’évolution des valeurs amax étudiées

Nous allons maintenant évaluer les limites de l’algorithme, et étudier l’impact du para-
mètre ε sur la résolution de plusieurs instances. Nous comparerons également l’impact du
paramètre nbessais sur la résolution du problème.

9.4 Evaluation de la méthode et analyse de sensibilité

Dans cette partie, nous nous attacherons dans un premier temps à cerner les limites de
notre méthode en termes de taille d’instance et de temps de résolution. Par la suite nous
mènerons une étude de sensibilité par rapport au paramètre ε, celle-ci portera sur la
faisabilité du problème, sur les coûts obtenus, et sur le nombre moyen de maintenances
préventives planifiées.
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9.4.1 Limites de la méthode

Nous avons développé un générateur d’instances paramétrable pour effectuer nos tests, et
générer plusieurs groupes d’instances, caractérisés par la capacité des périodes : 100, 500,
1000. Le ratio moyen demande sur capacité est de 70%. Chaque groupe comprend cinq
instances. Notre programme est développé en C# et fait appel à IBM ILOG CPLEX 12.5
pour la résolution des programmes linéaires, avec un temps limite de résolution maximum
d’une minute. Nous avons utilisé un processeur de 2, 20GHz. Le tableau 9.1 présente les
paramètres utilisés pour ces instances. La demande, la capacité utilisé par les opérations
de setup, leurs coûts, ceux relatifs au stockage, ainsi que la capacité de production néces-
saire à chacun des produits sont générés aléatoirement en utilisant des loi uniformes. Les
paramètres de ces lois dépendent de plusieurs autres paramètres, telles que la capacité de
chaque période, et le rapport moyen voulu entre demande et capacité. Le paramètre η de
la loi de Weibull est choisi en fonction de la capacité des périodes ; il correspond à l’âge
du système pour lequel en moyenne une défaillance sera observé pour l’utilisation d’une
unité de capacité pour la production.

Désignation T cpm ccm pm cm β η Nbessais
Valeur 10 ct/5 ct/25 1000 100 5 ct 10

Table 9.1 – Valeurs des paramètres utilisés pour les tests

L’ensemble des instances a pu être traité. Cependant il s’avère que la résolution des ins-
tances de grandes tailles est très longue (plusieurs heures pour les instances de capacité
1000). Pour la suite de notre étude nous considérerons donc uniquement des instances de
capacité 100.

9.4.2 Analyse de sensibilité pour le paramètre ε

Pour cette étude, nous avons généré un seul groupe, celui-ci comprend 50 instances, avec
un ratio demande capacité de 70%. Les paramètres de génération des instances sont ceux
du tableau 9.1, comme précédemment.

Faisabilité

Le tableau 9.2 présente le nombre d’instances pour lesquelles nous avons pu déterminer
une solution en fonction du paramètre ε, le graphique 9.4 illustre ces résultats.

Valeur de ε 50 60 70 80 90
Pourcentage résolu 58% 54% 54% 54% 46%

Table 9.2 – Pourcentage d’instances résolues en fonction de la valeur ε
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Figure 9.4 – Pourcentage d’instances résolues en fonction de la valeur ε

Le nombre d’instances résolues diminue avec l’augmentation du seuil ε, cependant cette
diminution est faible. Nous pouvons en conclure que le seuil de faisabilité ne conditionne
que peu la résolution de notre problème.

Coût moyen de la production

Le tableau 9.3 présente le coût moyen obtenu pour les instances ε-faisable en fonction du
paramètre ε, le graphique 9.5 illustre ces résultats.

Valeur de ε 50 60 70 80 90
Coût moyen 13224, 83 13507, 57 13783, 09 14207, 48 15265

Table 9.3 – Valeurs du coût moyen de la production en fonction du paramètre ε

Le coût moyen de la production augmente régulièrement avec le paramètre ε jusqu’à la
valeur 0, 8 ou l’augmentation est plus rapide. Nous avons vu qu’augmenter le seuil de
faisabilité du plan de production ne modifie que peu la probabilité d’obtenir celui-ci,
cependant cette augmentation influe nettement sur les coûts de production ; il s’agira
alors pour le décideur de trouver un compromis entre faisabilité et coût de la production.

Nombre moyen de maintenances

Le tableau 9.4 présente le nombre moyen de maintenances mises en œuvre au cours de la
production en fonction du paramètre ε, le graphique 9.6 illustre ces résultats.
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Figure 9.5 – Valeurs du coût moyen de la production en fonction du paramètre ε

Valeur de ε 50 60 70 80 90
Nombre moyen de maintenances 3, 09 3, 22 3, 35 3, 52 4

Table 9.4 – Nombre moyen de maintenances préventives en fonction du paramètre ε

Figure 9.6 – Evolution du nombre moyen de maintenances préventives en fonction du
paramètre ε
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Le nombre de maintenances préventives mises en œuvre augmente avec le paramètre ε, cela
s’explique par le fait que la mise en œuvre régulière de maintenances préventives permet
de diminuer la probabilité d’occurrence de défaillances, et par conséquent, la probabilité
d’infaisabilité. Aussi, nous pouvons supposer que l’augmentation du coût avec le paramètre
ε est dû en partie à ce constat.

9.4.3 Analyse de sensibilité pour le paramètre nbessais

Nous avons repris l’étude précédente en modifiant cette fois-ci le paramètre nbessais, afin
de déterminer l’influence de celui-ci sur la qualité de la résolution. Le tableau 9.5 et 9.6
comparent respectivement le taux d’instances ε-faisables, et le coût moyen obtenu sur
notre groupe d’instances pour deux valeurs de nbessais.

Valeur de ε 50 60 70 80 90
nbessais = 10 58% 54% 54% 54% 46%
nbessais = 20 58% 54% 56% 58% 48%

Table 9.5 – Pourcentage d’instances résolues en fonction de la valeur ε et nbessais

Valeur de ε 50 60 70 80 90
nbessais = 10 13224, 83 13507, 57 13783, 09 14207, 48 15265
nbessais = 20 13123, 52 13372, 39 13632, 77 13960, 04 14925, 36
Ecart relatif 0,77% 1% 1,09% 1,74% 2,22%

Table 9.6 – Valeurs du coût moyen de la production en fonction des paramètres ε et
nbessais

Nous constatons que l’influence du paramètre nbessais est moindre sur la résolution : les
temps de calcul augmentent fortement pour un gain peu significatif en terme de coût et
de nombre de solutions trouvées. Ce constat nous laisse supposer que la méthode converge
rapidement vers les éventuelles solutions du problème.

9.4.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons formulé un problème de planification de la production et
de la maintenance pour lequel nous avons adjoint une contrainte de faisabilité, que nous
avons nommée contrainte d’ε-faisabilité. Le but de la résolution de ce problème était de
proposer des plans de production robustes aux défaillances aléatoires survenant au cours
de la production : la probabilité qu’ils soient faisables doit être supérieure ou égale à ε.

Après avoir proposé un modèle linéaire, nous avons essayé de résoudre celui-ci à l’aide
d’un solveur. Cette résolution n’est cependant pas possible du fait du trop grand nombre
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de variables pour les modèles crées ; pour pallier ce problème nous avons proposé une
résolution heuristique composé de plusieurs modules utilisés successivement au cours de
plusieurs itérations :

– un module est chargé de calculer un plan de production ou la contrainte d’ε-faisabilité
n’est pas pris en compte,

– un module a pour fonction l’évaluation de l’ε-faisabilité d’un plan de production et le
calcul de la violation (en terme de capacité) en cas de non ε-faisabilité d’une des périodes
du plan,

– un module est en charge de modifier la capacité des périodes d’un plan pour tendre à le
rendre ε-faisable.

Nous avons étudié les limites de notre heuristique et fait le constat que la résolution
d’instances de grandes tailles était possible, bien que long. A travers une étude de sensibilité
concernant le paramètre ε, nous avons montré que ce seuil avait une influence importante
sur le coût global de la production, et qu’un compromis était nécessaire concernant le coût
et la robustesse du plan de production. Nous avons également montré que notre heuristique
convergeait rapidement vers des solutions. Cependant, il serait maintenant intéressant de
trouver un moyen de comparer cette méthode à une méthode optimale, ou d’arriver à
formuler une borne inférieure pour juger de la qualité de celle-ci.
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Dans ce manuscrit nous nous sommes intéressés à la planification conjointe de la produc-
tion et de la maintenance au niveau tactique pour un système industriel. Notre objectif est
d’apporter une contribution quant au développement et à la résolution de problèmes in-
hérents à cette problématique, et de formuler, via l’évaluation des méthodes de résolution
employées, des règles de « bonne pratique » pour les décideurs concernant les politiques
de maintenance à mettre en œuvre. Ces travaux pourraient constituer un support d’aide
à la décision lors de la création de plans de production.

Nous avons fait le constat de l’existence d’un problème afférent à la fonction de gestion de la
capacité de production, dans le cadre du management de la chaîne logistique : la capacité
est une donnée estimée, il apparait cependant que cette estimation ne tient quasiment
jamais compte de l’impact de facteurs aléatoires telles que les défaillances du système
de production ou l’entretien du système. L’intégration du processus de planification de
la production avec celui de la maintenance du système semble constituer une solution
prometteuse à ce problème. Il s’agit alors de répondre à la question « comment faire pour
intégrer la maintenance au sein du processus de planification tactique ? ». Nous avons
proposé une analyse bibliographique des différentes recherches concernant la planification
conjointe de la production et de la maintenance dont nous avons retenu les points suivants :

– la majorité des auteurs considèrent des problèmes basés « lot économique ». Les princi-
pales recommandations que nous pouvons extraire dans cette littérature quant à notre
problématique concernent l’utilisation de stratégies dynamiques multi-critères, et tant
bien pour la planification de la production que celle de la maintenance,

– une minorité de contributions se rapporte aux problèmes de type « taille de lots ». Il
apparait que la plupart des modèles basent leur modélisation du vieillissement et de
la dégradation du système sur le temps écoulé, hypothèses que l’on peut remettre en
compte en considérant les phases où le système ne produit pas. Aucun n’indexe ces
modélisations sur les quantités produites,

– la plupart des recherches ne s’intéressent qu’à un seul critère dans leur méthode d’op-
timisation : le coût total de la production. Il existe cependant d’autres critères garants
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du bon fonctionnement du système, et de la robustesse aux aléas des solutions établies,
qu’il serait intéressant de considérer. En effet, ceux-ci constituent le cœur même de notre
problématique.

L’objectif de nos recherches a alors été de développer de nouveaux modèles de type « taille
de lots » pour créer de nouvelles règles pour les cas industriels où la demande est variable,
et d’y associer des méthodes de résolution. Dans nos hypothèses nous avons choisi des mo-
dèles de vieillissement et de dégradation basés sur les charges effectives, et considéré deux
types de maintenances : préventives parfaites et correctives minimales. Dans un premier
temps, nous avons considéré les préconisations proposées dans la littérature en construi-
sant des modèles dynamiques multi-critères : mono-produit, puis multi-produits. Nous
avons développé des méthodes de résolution dynamiques pour ces problèmes, notamment
basées sur la programmation dynamique. Cependant, il s’avère que bien qu’efficaces, ces
méthodes, de par leur aspect dynamique, inscrivaient leurs décisions dans le cadre opéra-
tionnel, et sont donc inadaptées au contexte tactique. Nous avons analysés les résultats
obtenus avec ces méthodes ainsi que les politiques de maintenance que nous avons mises
en œuvre et constaté que les maintenances préventives étaient principalement placées en
début de périodes, lorsque le système atteint un certain niveau de vieillissement. A partir
de ces analyses, nous avons élaboré un algorithme performant et simple à mettre en œuvre
pour la résolution de notre problème.

Nous avons par la suite utilisé nos résultats pour construire de nouveaux modèles, auxquels
nous avons intégré des critères de performances formulés sous forme de contraintes, ceux-
ci concernent la disponibilité du système de production, et la faisabilité des plans de
production établis. Nous avons ensuite associé à ces modèles de nouvelles méthodes de
résolution de type heuristique. Ces méthodes permettent l’obtention de plans de production
performants, ceux-ci garantissent le respect d’un certain seuil de disponibilité du système,
ou un seuil de faisabilité, garant de la robustesse aux aléas. Nous avons mené plusieurs
analyses de sensibilité afin d’évaluer l’impact des seuils de performances que nous imposons.
Nous avons montré que l’augmentation des paramètres de performances influent de manière
modérée sur la faisabilité des problèmes, et de manière conséquente sur le coût de la
production. Les décideurs doivent donc chercher un compromis entre l’optimisation du
coût de production, la faisabilité de leur problème, et les critères de performances relatifs
l’intégration de la planification de la production et de la maintenance. Dans ce cadre, nos
travaux pourraient servir de base pour le développement d’un outil d’aide à la décision.

Les perspectives d’extensions possibles à nos travaux sont les suivantes :

– nous avons vu que dans le cas multi-produits que si nous considérons que les main-
tenances préventives peuvent être planifiées ailleurs qu’en début de période, il devient
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nécessaire d’ordonnancer les lots pour planifier ces maintenances. Nous avons ainsi sou-
ligné l’interaction entre maintenance, planification de la production et ordonnancement,
et l’intérêt de lier ces trois domaines. Nous nous sommes limité dans notre manuscrit au
cadre tactique, une extension de nos travaux au cadre opérationnel pourrait cependant
être prometteur,

– dans notre dernière partie, les problèmes peuvent ne pas admettre de solutions (au-
cune demande perdue n’est tolérée dans le plan de production). Il est donc d’une part
non-trivial de trouver des solutions au problème dans un temps raisonnable pour des
instances de grandes tailles, et d’autres part difficile de trouver un élément de comparai-
son pour les résultats que nous obtenons, tels qu’une borne inférieure ou la valeur de la
solution optimale. Il pourrait donc être intéressant de rechercher de nouvelles méthodes
de résolution pour les modèles que nous avons proposés,

– l’adaptation de nos travaux et notamment des règles de « bonne pratique » que nous
avons formulées au contexte industriel pourrait potentiellement améliorer le management
de la chaîne logistique, en atténuant notamment l’impact des aléas sur l’évaluation de
la capacité de production.
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Martin GÉHAN

Contribution à l’intégration des processus de planification de la production et
de la maintenance en contexte incertain

Contribution to the integration of the process of production planning and
maintenance in uncertain environment

Résumé
La planification tactique de la production a pour but la
détermination des quantités à produire et à stocker
pour satisfaire la demande client en minimisant les
coûts de production. Ces prévisions reposent sur
l’estimation de la capacité du système de production.
Or, cette donnée est sujette à de nombreux aléas,
dont notamment l’indisponibilité du système de
production pour cause de panne. Les plans de
production obtenus à partir de celle-ci peuvent donc
devenir infaisables. L’objectif de cette thèse est de
chercher à répondre à cette préoccupation en
intégrant au problème de planification des
considérations relatives à la disponibilité de l’outil de
production et ainsi à sa stratégie de maintenance, ces
champs étant généralement abordés de manière
indépendante. Cette intégration induit des
dépendances mutuelles entre les deux domaines,
dont les objectifs sont conflictuels. Dans un premier
temps, nous avons cherché à analyser un problème
simplifié de planification de la production pour
comprendre l’organisation des décisions optimales.
Ensuite nous avons étendu ces résultats pour la
construction d’algorithmes performants pour répondre
au problème de planification tactique. Les problèmes
ciblés sont des problèmes de taille de lots avec temps
de setup et coûts de demande perdue, dans lesquels
nous considérons de la maintenance préventive et
corrective du système de production. Dans un second
temps nous intégrons dans des modèles sans
demande perdue des critères de performances sous
forme de contraintes de disponibilité ou de faisabilité
de plans, traduisant ainsi la bonne intégration de la
maintenance au sein du processus de planification.

Abstract
The aim of tactical planning of the production is to
determinate the quantities to produce and to store to
meet customer demand while minimizing production
costs. These forecasts are based on an estimate of
the capacity of the production system. However, this
data is subject to many uncertainties, including the
unavailability of the production system due to
breakdown. The production plans based on it may be
infeasible. This integration induces mutual
dependencies between the two domains, whose
objectives are conflicting. First, we tried to analyze a
simplified problem of production planning in order to
understand the organization of optimal decisions.
Then we used these results to the develop efficient
algorithms to solve the problem of tactical planning.
We consider Lot-Sizing problems with setup times and
shortage costs and with preventive and corrective
maintenance concerns. In a second step we integrate
in models without shortage some performance criteria,
as a constraints of availability or feasibility of the
planning plans, reflecting the correct integration of
maintenance in the planning process.

Mots clés
planification tactique, production, maintenance,
recherche opérationnelle.

Key Words
tactical planning, production, maintenance,
operational research.
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