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Introduction

La théorie des invariants classique s’intéresse au calcul des générateurs des algébres
d’invariants. Dans cette thése, nous travaillons sur une version contemporaine de cette
théorie : nous calculons des classes de cohomologie. Nos calculs s’effectuent dans un cadre
« générique » : nous calculons la cohomologie des groupes linéaires G'L,, & coefficients
dans des représentations fonctorielles, pour des valeurs élevées de n.

De la théorie des invariants a la cohomologie des bifoncteurs

Théorie des invariants sur le corps des nombres complexes

Un groupe algébrique de matrices sur C est un groupe de matrices G C M,(C)
dont les éléments sont les solutions d’un systéme d’équations polynomiales (avec pour
inconnues les coefficients m;; des matrices). Les groupes de matrices usuels sont des
exemples de groupes algébriques. Par exemple, SL,, ¢ est défini par ’équation polyno-
miale det[m; ;] = 1. A premiére vue, le groupe linéaire ne semble pas rentrer dans cette
définition car detM # 0 est une inéquation polynomiale. Cependant, GL,,_1 ¢ s’identifie

au groupe des matrices carrées de taille n de la forme | ]\6[ 1 dgtM |. 11 est donc défini

par le systeme d’équations polynomiales :

Mip =0pour 1 <1 <n—-1,
Mmp; =0pour1 <j<n-1,

Z E(O')Hmio.(i) =1.
=1

O'GGn

Une action linéaire d’un groupe G sur un C-espace vectoriel V' de dimension n est un
morphisme de groupes p : G — GL(V). Une action rationnelle du groupe algébrique de
matrices G est une action linéaire de G telle que les coordonnées matricielles de p(g) sont
des polynoémes en les coordonnées matricielles de g. Par exemple, si GG est un sous-groupe
algébrique de GL(V'), action usuelle : (g,v) — g(v) est une action rationnelle.

Soit V une représentation de G. On peut lui associer le sous-espace vectoriel V& des
points fixes :

Ve={veV,VgeqG gv=nu}.

La théorie des invariants étudie les propriétés de ces points fixes.



Les groupes algébriques usuels tels que GL, ¢, SLy.c, SO, ¢ ou Spy,c, et plus gé-
néralement tous les groupes algébriques dont le radical est un tore sont linéairement
réductifs, i.e. toute représentation de ces groupes est isomorphe & une somme directe de
représentations irréductibles [33), p. 191]. Par conséquent, sur C le foncteur des points
fixes —C est exact : toute suite exacte courte 0 — U — V — W — 0 de représentations
de GG induit une suite exacte courte de points fixes :

0-U%=>VE -wé 0.

Cohomologie rationnelle des groupes algébriques

Les définitions des groupes algébriques de matrices peuvent se formuler en rem-
placant le corps des nombres complexes par un anneau commutatif quelconqueﬂ. Dans
ce contexte, la théorie des invariants est nettement plus difficile. En effet, les groupes
de matrices usuels ne sont plus linéairement réductifs, méme lorsque ’anneau de base
est un corps algébriquement clos. Par exemple, prenons pour anneau A = K un corps
algébriquement clos de caractéristique 2, et gl, I'espace vectoriel gl, = End(K?) sur
lequel GLgk agit (rationnellement) par conjugaison. On a une suite exacte courte de
représentations :

0 — A*(gly) — gl5? — S%(gly) — 0,

mais 'application induite au niveau des points fixes :
(gI57) P2 — 52(gly) TF2x

n’est pas une surjection. Son conoyau est un espace vectoriel de dimension un, noté
H ot (GLax, A*(gly)).

Cet exemple illustre le cas général. Le foncteur —¢ des points fixes est seulement
exact a gauche. Ses foncteurs dérivés définissent la cohomologie rationnelle H} (G, —)
de G. La cohomologie rationnelle de G vérifie donc les deux propriétés suivantes.

(1) Pour toute représentation V de G, on a H (G, V) = VY.

(2) Toute suite exacte 0 — V' — V — V" — 0 de représentations de G induit une
suite exacte longue :

0— HPat(Gﬂ V/) - H?at(G7 V) - HPat(Gﬂ V//) - Hrlat(G7 V/) ..
Par construction, la cohomologie rationnelle est donc a la fois une généralisation et un
outil pour la théorie des invariants.
Bifoncteurs polynomiaux et cohomologie rationnelle de GL,,

Dans ce travail, nous abordons les calculs de cohomologie rationnelle des groupes
linéaires par le biais des catégories de foncteurs. L’utilisation de foncteurs pour construire

!Si Panneau de base n’est pas un corps algébriquement clos, on considére les schémas en groupes
affines plutét que les groupes de matrices proprement dits, cf. annexe



des représentations est classique dans le cas des groupes (non algébriques). Si V' est une
représentation du groupe G et F' un foncteur de la catégorie des A-modules vers la
catégorie des A-modules, alors le A-module F (V') est muni de I'action de G définie par :

GxF(V) — F(V)
(g,v) = F(g)(v).

La notion de foncteur polynomial est une modification de la notion usuelle de foncteur,
de fagon a garantir que si V' est une représentation rationnelle du groupe linéaire GL,,
alors la représentation définie par la formule ci-dessus est encore une représentation
rationnelle.

Les catégories de foncteurs polynomiaux possédent une structure assez riche pour
développer I'algébre homologique usuelle. On définit la cohomologie HEIS 4(B) d'un bi-
foncteur B défini sur un anneau A (contravariants en la premiére variable et covariants
en la seconde) en termes d’extensions dans la catégorie des bifoncteurs. La cohomologie
des bifoncteurs calcule la cohomologie du groupe linéaire.

Théoréme ([LZIT). Soit A un anneau commutatif, B un bifoncteur homogéne de
bidegré (d,d) sur A et n > d. Il existe un isomorphisme naturel en B :

Hp A(B) = H

rat

(GLn/A, B(A™, A™)) .

Ce théoréme est di a Franjou et Friedlander dans le cas d’un corps [I3, Th 1.5], et est
démontré au chapitre @l dans le cas d’'un anneau A quelconque. Il permet de transposer
le probléeme du calcul de la cohomologie rationnelle du groupe linéaire dans la catégorie
des bifoncteurs polynomiaux. Cette démarche est avantageuse car un certain nombre de
phénomeénes propres aux représentations fonctorielles rendent les calculs plus aisés dans
la catégorie des bifoncteurs polynomiaux.

Un probléme ouvert en cohomologie rationnelle

Nous détaillons maintenant le probléme « d’engendrement cohomologique fini ». Ce
probléme est une généralisation dans le cadre de la cohomologie rationnelle du quator-
ziéme probléme de Hilbert qui concerne la théorie des invariants. C’est la motivation
principale des calculs menés dans ce travail.

Le quatorziéme probléme de Hilbert

Soit Clzy,...,x,] la C-algebre des polynéomes a n indéterminées et p : SLyc —
GL,c une action rationnelle de SLj ¢ sur C". La composée d’un polynome et de
lapplication linéaire p(g) est encore un polynome. Le groupe linéaire SLjc agit

donc sur Clzq,...,x,]. Cette action respecte le produit de polynomes. L’ensemble
Clzy,. .. ,xn]SLka des invariants de cette représentation de SLj ¢ constitue donc une
sous-algebre de Clzy, ..., zy].

Des calculs explicites avaient conduit les mathématiciens du XIX®™ siécle & conjec-
turer que ces algébres d’invariants étaient de type fini. Des progrés spectaculaires sur



cette question furent effectués a la fin du siécle grace a Hilbert. En 1890, il démontra
[22] que les algebres d’invariants Clz1, . .., z,]°*¢ sont toutes de type fini, introduisant
pour cela des idées et des méthodes nouvelles (par exemple le « Nullstellensatz ») qui
sont la base de I'algébre moderne. Connaissant le résultat pour les groupes SLj ¢, on
peut s’intéresser & d’autres groupes, et poser la question plus générale suivante.

Question 1. Soit K un corps algébriquement clos et soit G un groupe algébrique agissant
rationnellement par automorphismes d’algébres sur une K-algébre commutative de type
fini A. L’algébre des invariants A% est-elle de type fini ?

Cette question est un cas particulier du quatorziéme des vingt-deux problémes que
Hilbert proposa a la communauté mathématique lors du congrés international de 1900.
La réponse a cette question est négative en général [34]. Cependant, Nagata démontra
[35] en 1964 que la réponse est positive si le groupe G est géométriquement réductif.
Haboush démontra ensuite que les groupes dont le radical est un tore sont géométrique-
ment réductifs [21]. Les groupes usuels de matrices GLy, x, SLy k, SOnk €t Spnk sont
donc des exemples de groupes géométriquement réductifs.

Engendrement cohomologique fini : la conjecture de van der Kallen

Soit K un corps algébriquement clos et soit G un groupe algébrique sur K. Si G
agit rationnellement sur une K-algebre A par automorphismes d’algebres, alors la co-
homologie rationnelle H ,(G, A) est une K-algébre qui contient ’algébre des invariants
A€ . Suivant [@#], on dit que G posséde la propriété d’engendrement cohomologique fini
(ECF) si non seulement 1’algébre des invariants A% mais plus généralement la cohomo-
logie rationnelle H,, (G, A) tout entiére est de type fini dés que A est de type fini.

Question 2. Quels sont les groupes algébriques qui possédent la propriété (ECF)?

Si un groupe algébrique G vérifie la propriété (ECF), alors pour toute algébre A
de type fini, la sous-algébre A% est de type fini. Le groupe G est donc nécessairement
géomeétriquement réductif [37]. Van der Kallen a conjecturé que cette condition est suf-
fisante.

Conjecture 1. [A3] Si G est un groupe géométriquement réductif, alors G posséde la
propriété (ECF).

En caractéristique nulle les groupes géométriquement réductifs sont linéairement ré-
ductifs et leur algebre de cohomologie H;,(G, A) est donc égale a I’algébre des invariants
AC. Le probléme se réduit donc au probléme déja résolu de théorie des invariants. En
caractéristique non nulle, van der Kallen a réduit [A3, BY| la preuve de sa conjecture a
une question qui porte sur la cohomologie rationnelle des groupes linéaires.

Soit gl,, 'algébre de Lie de G'L,, k, c’est-a-dire I’algébre des matrices carrées de taille
n, munie de Paction (rationnelle) de GL, k par conjugaison. Par changement de base
le long du morphisme de Frobenius K — K, z + 2P, on produit [24] une nouvelle

représentation de G L,, k, notée g[,(ll). Enfin, l’algébre des puissances divisées F*(g[%l)) de



cette représentation est encore une représentation (rationnelle) de GL,, k. La conjecture
de van der Kallen se réduit au probléme suivant, qui porte sur I'existence de « classes
universelles » dans la cohomologie de GL,, x & coefficients dans cette représentation.

Probléme 1. [E3] Peut-on trouver des classes c[m] € H2"(G Ly, k, Fm(glg))) satisfaisant
les conditions suivantes :

(1) ¢[1] est la classe du vecteur de Witt.

(2) Si A;j: " — T @IV est la comultiplication, alors :

(Aig)a(cli+ ) = cli] Uelj]  pour i,j > 1.

Van der Kallen a résolu ce probléme par 'affirmative pour n = 2 [A3] et pour n = 3 en
caractéristique p = 2 [E4].

Reformulation du probléme en cohomologie des bifoncteurs

Les foncteurs utilisés habituellement pour construire des représentations, tels que
le twist de Frobenius V + V(1 les puissances divisées V — I'"™(V) ou le bifoncteur
gl(V,W) = Hom 4 (V, W) sont des foncteurs polynomiaux. Lorsque A = K est un corps,
évaluation du bifoncteur ™M gl = T™ o I o gl sur la représentation rationnelle K de
GL, k donne la représentation I'" (g[&l)). On peut donc formuler la conjecture suivante,
qui résout le probléme de van der Kallen pour tous les entiers n :

Conjecture 2. Il existe des classes c¢[m| € H%%(Fm(l)gl) satisfaisant les conditions
suivantes :

(1) c[1] est un géné'ra'teur H%’M('I(l)gl).

(2) Notons A;; : "™ — T ® IV la comultiplication. Alors :

(Ai)a(cli+ ) = cli] Uelj]  pour ij > 1.

Résultats principaux

Soit A un anneau de caractéristique p premiére. Dans cette thése, nous sommes
parvenus a calculer la cohomologie du bifoncteur ?(" gl en caractéristique p.

Théoréme ([G.2Z.29). La série de Poincaré de H7’57A(Fp(’”)gl) s’obtient en ajoutant la
série -
1— 2

I ) [
(o t2 4 7)o
a la série de Poincaré de Hj’;’A(Sp(T)gl).

En degré 2p, les cohomologies des bifoncteurs T?M gl et SP(M) gl ont donc méme rang.
Il est possible de calculer la cohomologie du bifoncteur SPMgl et de déduire de cette
information que la comultiplication A : I'? — ®P induit un isomorphisme

HE (TP gl) = HEY, (g7

9



Cet isomorphisme permet de construire la classe universelle ¢[p] en caractéristique p.

Les bifoncteurs S™(Mgl des puissances symétriques twistées de gl ont d’étroites re-
lations avec les puissances divisées twistées de gl. Si p = (p1,...,tn) est un n-uplet
d’entiers positifs, on note S gl le bifoncteur polynomial S gl® - -- @ S () gl. Nous
parvenons a calculer la série de Poincaré de tous les bifoncteurs de ce type :

Théoréme (EIT). Soient p = (w1, ..., i) un n-uplet de poids d et r un entier positif.
Le A-module H;A(S“(’")gl) est libre de type fini et sa série de Poincaré est égale a la

série de Poincaré des coinvariants du Sg-module gradué H;;’A(gl(’")(@d) sous l’action du
sous-groupe G, = G, X -+ X G, C Ggy.

Les puissances symétriques sont des foncteurs duaux des puissances divisées. D’aprés
la proposition B27], 1a caractéristique d’Euler de la cohomologie du bifoncteur M g
est donc égale a celle de la cohomologie de S™1 gl.

Ces calculs reposent sur une méthode plus générale pour étudier la cohomologie des
bifoncteurs B(") obtenus par précomposition d’un bifoncteur B par le twist de Frobenius.
Les bifoncteurs précédents sont de cette forme car le bifoncteur gl commute avec le
twist : (Mgl ~ g, Nous construisons une suite spectrale qui permet de comparer
la cohomologie d’un bifoncteur B(") avec celle du bifoncteur B (—?p r, —9) obtenu par
précomposition de B par le foncteur V — V" sur sa premiére variable.

Théoréme (BIRl). Soient r un entier positif et A un anneau de caractéristique p
premiére. Il existe un foncteur E(—,r) qui a un bifoncteur B associe une suite spectrale
E(B,r) telle que :
(i) Si on gradue Ey™(B,r) par le degré total : deg E;’j(B,r) =1+ j, alors on a un
isomorphisme Z /2-gradué :

‘e

Ey"(B,r) = Hp p(B(=1", —2)) -
(ii) E(B,r) converge vers Hff;’A(B(’”)).

On dit (définition BETI) que le twist de Frobenius est transparent pour le bifonc-
teur B si pour tout r, la suite spectrale E(B,r) dégénére a la seconde page. Dans ce
cas, la cohomologie du bifoncteur twisté B(") se lit sur celle du bifoncteur B (—?p T, —9)
qui est beaucoup plus simple & étudier. Comme application de ce principe, nous don-
nons au théoréme une description (partielle) de la cohomologie d’un bifoncteur
twisté lorsque le twist est transparent. Nous étudions au paragraphe des conditions
nécessaires ou suffisantes pour la transparence du twist.

Le calcul de la série de Poincaré de I'P(") gl montre que le twist de Frobenius est
transparent pour I'Pgl, tout comme il ’était déja pour les puissances symétriques de gl.
Nous conjecturons que c’est le cas général.

Conjecture (BT.2Z0). Le twist de Frobenius est transparent pour tous les bifoncteurs.
La transparence du twist pour les bifoncteurs de la forme I'" gl permettrait de pro-

duire les classes de la conjecture 2, et donc de démontrer la conjecture de van der Kallen.
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Contenu détaillé de la thése

Nous présentons maintenant plus en détails le contenu de la thése. Chaque chapitre
possede par ailleurs une introduction.

Avertissement

Les foncteurs que nous étudions dans cette thése sont appelés « foncteurs strictement
polynomiaux » dans la littérature [I8] 5, O 07, [4]. En effet, appellation « foncteurs
polynomiaux » est déja utilisée pour désigner les foncteurs de la catégorie F des fonc-
teurs des k-espaces vectoriels de dimension finie dans la catégorie des k-espaces vectoriels
qui vérifient une certaine équation aux différences finies [I1]]. Pour alléger le texte et les
énoncés, et comme il n’y a pas de confusion possible, nous ne mentionnerons jamais
le « strictement » . Nous parlerons donc (abusivement) de foncteurs polynomiaux pour
désigner les foncteurs introduits par Friedlander et Suslin [I§].

Chapitre 1 : Rappels sur les catégories de foncteurs polynomiaux

Ce chapitre est un présentation détaillée des catégories de foncteurs polynomiaux.
Nous étudions ces catégories dans la plus grande généralité : foncteurs & n variables,
définis sur un anneau commutatif quelconque. La catégorie des foncteurs polynomiaux
a n variables, homogenes de degré (di,...,dy,) est notée Pg, 4, a(n). La plupart des
résultats de ce chapitre ne sont pas originaux. Ce sont des généralisations évidentes des
résultats connus dans le cadre des foncteurs polynomiaux & n variables sur un corps, ou
dans le cadre des foncteurs polynomiaux & une variable sur un anneau.

Signalons tout de méme quelques contributions (minimes) de ce chapitre. La pre-
miére est 'existence de résolutions injectives et projectives naturelles dans les catégories
de foncteurs (propositions et [CZT). Ces résolutions sont connues depuis I'avéne-
ment des foncteurs polynomiaux [I8], mais leur naturalité ne semble jamais avoir été
utilisée. Cette naturalité sera utilisée dans le chapitre 3 (construction du foncteur de
symétrisation) et dans le chapitre 5 (construction de suites spectrales naturelles). La
seconde est une présentation succincte dans la section des catégories de foncteurs
polynomiaux & valeurs quelconques et de leur relation avec les catégories de foncteurs
polynomiaux usuelles. Enfin, la remarque rectifie une petite erreur contenue dans

[0).

Chapitre 2 : Extensions entre foncteurs a une variable

Dans ce court chapitre, nous calculons des groupes d’extensions entre foncteurs a
une variable (corollaire EZ33] théoreme EZ3A) en caractéristique positive. Les résultats
obtenus sont connus depuis plusieurs années [I5, O], mais les méthodes que nous utili-
sons sont en revanche nouvelles, simples et efficaces. Nous généraliserons ces méthodes
(notamment le théoreme EZZT)) dans le cadre des bifoncteurs au chapitre 5. Ce chapitre
a donc deux objectifs. Premiérement, redémontrer des calculs classiques dont nous au-
rons besoin par la suite. Deuxiémement, mettre en action dans le cadre plus simple des
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foncteurs & une variable les techniques que nous utiliserons plus tard pour calculer la
cohomologie des bifoncteurs.

Chapitre 3 : Symétrisations de foncteurs polynomiaux

Ce chapitre traite des symétrisations injectives de foncteurs & n variables sur un
anneau quelconque. La notion de symétrisation d’un foncteur polynomial a été introduite
dans [9] dans le cadre des foncteurs & une variable sur un corps. Elle joue dans cet article
un role essentiel.

Définition. Soient (di,...,d,) des entiers et f un foncteur A-linéaire de la catégorie
des G4, X -+ X By, -modules vers la catégorie des A-modules. On dit que f est une
symétrisation d'un foncteur polynomial a n-variables F' € Py, 4, a(n) si

fVPN @ @V = F(,..., V).

Nous utiliserons la notion de symétrisation aux chapitres 4 et 5. L’évaluation des
symétrisations sur certains &4 x S4-modules particuliers servira a décrire la cohomologie
des bifoncteurs (proposition et théoreme BTZH). Pour que cette utilisation des
symétrisations soit intéressante, il faut résoudre les deux problémes suivants :

1. Associer a chaque foncteur polynomial F' une symétrisation de F', et ceci naturel-
lement en F.

2. Déterminer le plus explicitement possible les symétrisations obtenues.

Le premier probléme n’a pas été abordé dans [9], mais une solution a été proposée dans
[I7], dans le cadre particulier des foncteurs a une variable sur un corps. Nous construisons
au théoreme B2ZTl un choix naturel sym de symétrisation des foncteurs polynomiaux.

Sur un corps et pour les foncteurs & une variable, notre foncteur sym coincide (cf.
remarque B23)) avec avec le foncteur de symétrisation j,. construit dans [I7]. Dans la
section Bl nous expliquons en quoi notre principe de construction est différent de celui
utilisé dans [I7], et pourquoi le principe de construction utilisé dans [I7] ne se généralise
pas de maniére satisfaisante sur une anneau quelconque.

Dans ce chapitre, nous étudions également le deuxiéme probléeme. Nous détermi-
nons explicitement les symétrisations d’un certain nombre de foncteurs polynomiaux

(propositions B34 B3R, B3 T et BZTT).

Chapitre 4 : Cohomologie des bifoncteurs

Dans ce chapitre nous introduisons la catégorie P4(1, 1) des bifoncteurs polynomiaux
(contravariants en une variable et covariants en la seconde) sur un anneau commutatif
A. La cohomologie d’un bifoncteur B homogeéne de bidegré (d,d) est définie comme le
groupe d’extensions :

Hp 4(B) = Exty,  1y(Tgl, B)

ott 'l est la précomposition du foncteur I'* des puissances divisées par le bifoncteur
gl(—1,—2) = Homa(—1,—2). Lorsque B est un bifoncteur séparable, ie. de la forme
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Hom 4 (F(—1),G(—2)) on a un isomorphisme :
Hp 4(Homu(F,G)) ~ Extp, (F,G) ,

La cohomologie des bifoncteurs généralise donc les calculs d’extensions de foncteurs
polynomiaux & une variable. Le résultat principal du chapitre est :

Théoréme (EZIT). Soit A un anneau commutatif, B un bifoncteur homogéne de
bidegré (d,d) sur A et n > d. Il existe un isomorphisme naturel en B :

Hp 4(B) = Hj,

rat

(GL,/A,B(A", A")) .

Ce résultat n’était connu auparavant que dans le cas o A est un corps [I3, Th 1.5].
Notre démonstration repose sur des calculs explicites de théorie classique des invariants
et fournit lorsque A est un corps, une nouvelle démonstration de [I3, Th 1.5] et [I8, Cor
3.13].

Chapitre 5 : Calculs de cohomologie en caractéristique p premiére

Dans ce chapitre nous développons des techniques de calcul de la cohomologie des
bifoncteurs en caractéristique p premiére.

La premiére technique est la plus importante. Elle permet de mieux comprendre
I'influence des twists de Frobenius sur la cohomologie. Le point de départ est le théoréme
suivant, qui généralise le théoréme du deuxiéme chapitre :

Théoréme (BLR]). Soient r un entier positif et A un anneau de caractéristique p
premiére. Il existe un foncteur E(—,r) qui a un bifoncteur B associe une suite spectrale
E(B,r) telle que :
(i) Si on gradue Ey™(B,r) par le degré total : deg E;’j(B,r) =1+ j, alors on a un
isomorphisme Z /2-gradué :

Ey"(B,r) = Hp p(B(=1", —2)) -
(ii) E(B,r) converge vers Hff;’A(B(’”)).

Lorsque la suite spectrale dégénére & la deuxiéme page, la cohomologie de B se lit,
a une regraduation pres, sur celle du bifoncteur non twisté B (—?p ,—2). Le twist n’a
donc qu’un effet minime et prévisible sur la cohomologie de B. Ceci justifie la définition
suivante :

Définition (EIT0). Soit B un bifoncteur homogeéne de bidegré (d,d) défini sur un
anneau A de caractéristique p premiére. On dit que le twist de Frobenius est transparent
pour B si toutes les suites spectrales F(B,r), r > 0, dégénérent a la deuxiéme page.
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L’intérét de ce phénomeéne de transparence est que la cohomologie du bifoncteur
B(-%P ", —3) est plus simple & calculer que celle de BT, Si B € P4(1,1) est un bifoncteur
contravariant en la premiére variable et covariant en la seconde, on note DB € P4(2) le
bifoncteur covariant en ses deux variables défini par DB(—1, —2) = B(—}, —2). Comme
application de la notion de transparence du twist, on démontre :

Théoréme (BILZ6). Soient A un anneauw commutatif de caractéristique p premiére et
r un entier positif. Il existe un morphisme naturel en B :

05,0+ Hp p(BD) = sym(DB)(Hp »(g1"%))

Si le tunst de Frobenius est transparent pour B, ce morphisme est surjectif. Si
H;)’A(B(—iep ,—2)) = 0 pour x > 0 alors ¢, est un isomorphisme.

Dans le cas particulier ot A est un corps et B est un bifoncteur séparable, ce théoréme
est une généralisation du théoréme principal de [d].

Motivés par ces applications, nous étudions dans la section des conditions de
transparence du twist de Frobenius et donnons des exemples. En fait, nous ne disposons
pas d’exemple de bifoncteur pour lequel le twist n’est pas transparent. Dans la section
BT nous formulons et étayons la conjecture suivante :

Conjecture (BT.2Z0). Le twist de Frobenius est transparent pour tous les bifoncteurs.

Les deux autres techniques développées dans ce chapitre concernent d’une part la
caractéristique d’Euler et d’autre part les séries de Poincaré de la cohomologie des
bifoncteurs. Elles sont donc valables lorsque 'anneau de base A est un corps.

La caractéristique d’Euler est une donnée intéressante pour la cohomologie des bi-
foncteurs définis sur un corps. En effet, de nombreux bifoncteurs usuels n’ont pas ou peu
de cohomologie en degré impair, et la caractéristique d’Euler constitue donc une mino-
ration intéressante de la taille de leur cohomologie. Dans la section nous développons
des techniques pour calculer aisément cette caractéristique d’Euler. Pour cela, nous nous
appuyons sur les outils développés préalablement : changement de base, symétrisations
et théoreme B8 L’énoncé suivant regroupe nos conclusions :

Théoréme (techniques de calcul de caractéristique d’Euler). Soit K un corps de
caractéristique p non nulle.
— Twists de Frobenius.

‘e

XH;J,M(B(T)) = X Hpy(B(—{"", —2)) .
— Dualité de Kuhn. Notons F* le dual de Kuhn d’un foncteur F, on a :

X Hp w(Fgl) = x Hp y (Fgl) .
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— Changement de caractéristique. Si B est un bifoncteur défini sur Z et By le bifonc-
teur obtenu par changement de base sur le corps K alors XH%JK(BM) ne dépend
pas de K (et donc pas de la caractéristique)

Le changement de caractéristique est intéressant pour obtenir des calculs explicites.
En effet, que lorsque la caractéristique est nulle, la cohomologie est nulle en degré stricte-
ment positif (cf. corollaire EZTH]). La caractéristique d’Euler est donc égale a la dimen-
sion de la cohomologie en degré 0. Or on connait la cohomologie de degré zéro en termes
de symétrisations (proposition EE32)) et en caractéristique nulle les symétrisations sont
trés explicites (cf. chapitre 3).

Enfin, nous souhaitons pouvoir effectuer des calculs explicites de séries de Poincaré
pour la cohomologie des bifoncteurs sur un corps de caractéristique positive (par exemple
F,). Supposons que B est un bifoncteur défini sur Z, et notons By le bifoncteur sur K
obtenu par changement de base. En vue du théoréme BT.20] nous cherchons donc a ob-
tenir la dimension de 'espace vectoriel obtenu en évaluant la symétrisation sym(DDBf,)
sur le 4 x Sg-module Hj ;- (gI"%7).

Malheureusement, la symétrisation sym(DBf,) n’est pas toujours connue explicite-
ment. La symétrisation sym(DBg) sur le corps de base C est par contre plus facile a
calculer. Pour calculer la dimension du Fy-espace vectoriel sym(DBg,)(Hp ¢ (gl(2dy)
on adopte donc la stratégie suivante :

1. On découpe le &4 x G4-module Hf,B,[Fp (gl(’")®d) en une somme directe de G4 x Gy4-
modules de permutation F,E.

2. Le théoréme suivant permet ensuite de ramener le calcul de la dimension de
sym(DBr,)(FpE) au calcul plus facile de la dimension de sym(DBc)(CE).

Théoréme (E32). Soit B € P, un bifoncteur homogéne de bidegré (d,d) et p un

nombre premier. Supposons que le Z-module H71;7Z(B(—?d, —9)) n’a pas de p-torsion.

Alors pour tout Gq x Sg-module élémentaire ZE, la dimension du Fp-espace vectoriel
sym(D By, )(ZE®F ) est égale a la dimension du C-espace vectoriel sym(DBc)(ZE®C).

Cette stratégie permettra par exemple de calculer les séries de Poincaré de la coho-
mologie des tenseurs symétriques twistés de gl au chapitre 6.

Chapitre 6 : Cohomologie des tenseurs symétriques twistés

Ce chapitre présente des calculs explicites de séries de Poincaré de bifoncteurs obte-
nus grace aux techniques développés dans le chapitre 5. Notre principal résultat concerne
la famille de tenseurs symétriques twistés de gl c’est-a-dire des bifoncteurs obtenus en
précomposant un produit tensoriel S¥") de puissances symétriques twistées par le bi-
foncteur gli(—1, —2) = Homa(—1, —2).

Théoréme (@IT). Soient p = (1, ..., fn) un n-uplet de poids d, A un anneau de
caractéristique p premiére et r un entier positif. Le A-module H;;,A(S“(’")gl) est libre de
type fini et sa série de Poincaré est égale a la série de Poincaré des coinvariants du &g4-
module gradué Hj’;’A(gl(’“)@d) sous l'action du sous-groupe &, = &, x -+ x G, C Gy.
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Une démonstration élémentaire (mais technique) de ce théoréme a été publiée dans
[AT)|. Le résultat n’était préalablement connu que pour p < d et p=d =2 |13, Th 5.1].
Nous utilisons ensuite ce résultat pour obtenir de nouvelles séries de Poincaré. Notons
LP le quotient de S? par le sous-foncteur 7M.

Théoréme (B2TI7T). Soient A un anneau de caractéristique p premiére et r un entier
positif. La série de Poincaré de la cohomologie de LP) gl s’obtient en ajoutant la série :

1 o t2pr+1

g TR

a la série de Poincaré de H7’57A(Sp(’")gl).

Lorsque p = 2 le foncteur L? est égal au foncteur A% des puissances extérieures.
Notre théoréme redonne donc un résultat connu [I3, Th 5.1|. Lorsque p # 2, ce résultat
est nouveau, tout comme le suivant :

Théoréme (B2Z29). La série de Poincaré de Hj’;’A(I’p(T)gl) s’obtient en ajoutant la
série —
11—t
24
(4 e )
a la série de Poincaré de H7’57A(Sp(’")gl).

Enfin, nos résultats sur la cohomologie des tenseurs symétriques twistés de gl nous
permettent d’étudier le comportement aprés passage a la cohomologie des complexes
construits Troesch [A2], qui généralisent en toute caractéristique p premiére les complexes

classiques connus [I6l 08| pour p =2 :
RSN Snp—l ® Sl N Snp—2 ® S2 NN Sl ® Snp—l —» S

Nous en déduisons (corollaire E2ZTT]) des renseignements sur les applications induites en
cohomologie par les morphismes entre tenseurs symétriques. En particulier la multipli-
cation gl(W®4 —, §4) gl n’induit pas un morphisme surjectif en cohomologie.

Chapitre 7 : Combinatoire du pléthysme S*(V @ W)

Ce chapitre utilise et développe la combinatoire introduite par Akin, Buchsbaum
et Weyman dans [@]. Dans cet article les auteurs construisent [ §III] une filtration
explicite du bifoncteur S™(—; ® —2) dont le gradué est une somme directe de produits
tensoriels de foncteurs de Schur Sy(—1)®S\(—2). D’autre part on dispose [ Th I1.2.16]
de présentations des foncteurs de Schur S).

En prenant les produits tensoriels et les sommes adéquates, on a donc une filtration
de S*(—1® —2) et une présentation du gradué associé a cette filtration. En reprenant les
calculs de [, nous montrons comment en déduire (théoréme [LTTT]) une présentation
explicite de S¥(—1 ® —32). Nous appelons cette présentation « présentation standard » :

X, B,
Ru(—=1,—2) — Gu(—1,—2) — (=1 ® —2) = 0.
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En dualisant la premiére variable, on obtient une présentation du bifoncteur S*gl. Nous
montrons au théoréme [L2ZA que cette présentation induit aprés passage au twist une
de la cohomologie de S gl Lintérét de cette présentation est que les bifoncteurs
obtenus en dualisant la premiére variable de R, et de G, sont faciles & comprendre
en cohomologie (ce sont des foncteurs séparables). Ce théoréeme nous donne donc une
description explicite (mais complexe) de la cohomologie, plus naturelle que la série de
Poincaré obtenue au chapitre Bl

Enfin, nous utilisons la combinatoire développée dans [H] pour donner (corollaire
[CZT2) une base explicite sur Z de H}(S™gl).
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Conventions

Dans tout le document, les anneaux et les algébres sont toujours supposées unitaires,
et les corps sont toujours supposés commutatifs. Nous utiliserons les conventions de
notation suivantes :

La lettre minuscule p désigne un nombre premier

La lettre A désigne un anneau commutatif unitaire

La lettre A désigne un anneau commutatif unitaire de caractéristique p premiere
La lettre K désigne un corps

Le symbole [, désigne un corps a ¢ éléments

La lettre N désigne ’ensemble des entiers naturels
La lettre Z désigne 'ensemble des entiers relatifs
La lettre @ désigne le corps de nombres rationnels

La lettre C le corps des nombres complexes

19



20



Chapitre 1

Rappels sur les catégories de
foncteurs polynomiaux

Dans ce chapitre, nous présentons les catégories de foncteurs polynomiaux. Nous
commencons par quelques rappels et notations d’algébre linéaire, et nous introduisons
la catégorie V4 des A-modules projectifs de type fini sur un anneau commutatif A.

Nous donnons ensuite deux points de vue sur les catégories de foncteurs polynomiaux.
Le premier point de vue, développé au paragraphe [[Z, suit la description faite dans
[I8, 15, @0]. La notion de foncteur polynomial y est présentée comme une modification
de la notion usuelle de foncteur de V4 ~» V4. Dans le paragraphe [[3, nous développons
un deuxiéme point de vue inspiré de [I4] [[7]. Un foncteur polynomial y est décrit comme
un foncteur au sens usuel du terme, mais on remplace la catégorie V4 a la source par une
catégorie TV, qui code le caractére polynomial du foncteur. C’est ce deuxiéme point
de vue que nous utiliserons dans la suite du chapitre.

Sur un anneau de base A quelconque, les catégories de foncteurs polynomiaux ne
sont pas des catégories abéliennes. Cependant, ce sont des catégories exactes au sens
de Quillen, cf. annexe [Al Au prix de quelques précautions mineures (il faut travailler
avec des suites exactes courtes et des résolutions admissibles), on peut donc y faire de
I’algebre homologique comme dans les catégories abéliennes. Dans les paragraphes [
et [C3 nous présentons des techniques bien connues [I8] [[5], T4l B0] pour faire des calculs
d’extensions dans les catégories de foncteurs polynomiaux.

Enfin, dans le paragraphe [, nous présentons en détail le twist de Frobenius I(}) sur
un anneau A de caractéristique premiére. Ce foncteur polynomial joue un role important
pour la théorie des représentations des groupes algébriques [I8, 5], [0, E3]. Son étude
sera 'un des points centraux des chapitres Pl et Bl

Terminons par une remarque. Bien que les catégories de foncteurs polynomiaux sont
fortement reliées aux représentations du groupe algébrique G L, la notion de groupe
algébrique n’intervient pas dans ce chapitre, hormis dans la proposition [L2ZT0 qui stipule
que les foncteurs polynomiaux fournissent des représentations rationnelles des groupes
linéaires. La liaison avec la cohomologie rationnelle du groupe linéaire sera effectuée plus
tard, au chapitre Hl
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1.1 Rappels d’algébre linéaire

Soit A un anneau commutatif. On rappelle qu'un A-module projectif de type fini est
un facteur direct d’'un A-module libre de type fini.

1.1.1 Dualité A-linéaire

Si V est un A-module, on note V'V son dual A-linéaire :
VY = Homa(V, A) .

Le dual d’un module projectif de type fini est encore un module projectif de type fini.
Si V, W sont des A-modules projectifs de type fini et d un entier positif, on connait des
isomorphismes A-linéaires, naturels en VW :

Ve (VY)Y

VY @4 W ~ Homa(V,W),

Hom 4 (V, W)Y ~ Hom(VY,W"),
VYo, WY~ (Vo W)Y,

Hom 4 (V, W)®4 ~ Hom 4 (V& W®9) .

1.1.2 Algébres symétriques, extérieures, a puissances divisées

Dans ce paragraphe, nous rappelons briévement la construction et les propriétés
des algebres symétriques, extérieures et & puissances divisées. Ce matériel classique est
contenu par exemple dans [28] ou [I2Z annexe 2|. Soit V' un A-module projectif de
type fini. L’algebre tensorielle sur V' est le A-module gradué @, V& muni de la
multiplication -

(V1@ Qup) @V @+ QUY) = (11 @+ QU RV @+ R V)

et avec unite 1 € A = V®0,

L’algebre symétrique S*(V) est l'algebre graduée obtenue comme quotient de 1'al-
gebre tensorielle par I'idéal engendré par les éléments de la forme v ® v/ — V' ® v, avec
v,v' € V. Notons (v, ...,vq) € S4V) 'image de I'élément v1 ® - - - @y par la projection
Ve s SUV). Si V et W sont des A-modules projectifs de type fini, on appelle formule
exponentielle formule exponentielle I'isomorphisme A-linéaire gradué, naturel en V., W :

SH(V)Y®4 5 (W) = S*(Va W)
(V1. 08) @ (wy ... wg) +—  (v1...0pwW7 ... W)

L’application V. — V @V, v — (v,v) induit un morphisme S*(V) — S*(V @ V). La
composée

S*V)=8*(VaV)~S"(V)es S*(V)
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définit une comultiplication sur S*(V). Munie de cette comultiplication et augmentée
par S°(V) = A, S*(V) est une algébre de Hopf graduée. La structure multiplicative
de lalgébre symétrique se traduit agréablement en termes de coinvariants (cf. annexe
B13). Si k, ¢ sont deux entiers positifs, le groupe symétrique &y agit sur V¢ par
permutation des facteurs. Le produit tensoriel S¥(V) ® S¢(V) est égal aux coinvariants
de V®E+E sous l'action du sous-groupe &j x &y et S¥H(V) est égal aux coinvariants
sous l'action de &y . L’inclusion &y X Gy C G,y induit une surjection

(7= (49

G xSy (G

qui est précisément égale a la multiplication.

L’algebre extérieure A*(V) sur le A-module projectif de type fini V' est 1'algébre
graduée définie comme quotient de 1’algebre tensorielle sur V' par l’idéal engendré par les
éléments v®v avec v € V. On a également une formule exponentielle, ie. un isomorphisme
A-linéaire gradué, naturel en les modules projectifs de type fini V, W :

A (V) @4 N (W) = A (VB W).

On définit sur A*(V') une structure d’algébre de Hopf graduée analogue a celle de ’al-
gébre symétrique. Pour tout A-module projectif de type fini, on a un isomorphisme
d’algébres de Hopf graduées, naturel en V :

A (V)Y = A (VY.

Enfin, I'algébre & puissances divisée I'*(V) sur le A-module projectif de type fini V'
est ’algebre de Hopf graduée définie par la formule :

(V) := 5 (VY)Y .

I puissance divisée Cette algébre graduée satisfait également a une formule exponen-
tielle :
FVew) =T (V)oaI"(W) .

La comultiplication de I’algébre & puissances divisées s’interpréte agréablement en termes
d’invariants. Si k, £ sont deux entiers positifs, le groupe symétrique &, agit sur V&F+¢
par permutation des facteurs. Le produit tensoriel I'*(V)@T'(V) est égal aux invariants
de V& sous Paction du sous-groupe &, x &, et THT4(V) est égal aux invariants sous
Paction de &y. L'inclusion &j x &, C Sy induit une injection (V) Skre o,

(V®k+‘€) OkXSt Ces applications définissent une injection

(V®k+£>6k+l(_> @ <V®k+z)

i+j=k+l

GiXGj

qui est précisément égale a la comultiplication de ’algébre a puissances divisées.
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1.1.3 La catégorie V4

Soit Mod(A) la catégorie abélienne des A-modules et des applications A-linéaires.
On note V4 V4 : catégorie des A-modules projectifs de type fini la sous-catégorie pleine
de Mod(A) ayant pour objets les A-modules projectifs de type fini. La catégorie V4
est une catégorie A-linéairecatégorie!A-linéaire, c’est-a-dire une catégorie dont les Hom
sont des A-module et ou la composition est bilinéaire. Elle posséde des sommes finies et
des produits finis qui en font une catégorie additive.

Si A est un corps, la catégorie V4 est abélienne, mais ce n’est pas le cas si 'anneau
A est un anneau commutatif quelconque : la catégorie V4 n’est pas stable par noyaux et
conoyaux. Par exemple sur A = Z, le morphisme Z 2, 7 wadmet pas de conoyau dans
V4. Si A est un anneau principal ou plus généralement un anneau de Dedekindanneau !de
Dedekind [Bl définition p. 445], tous les morphismes admettent des noyaux. Malgré ce
défaut d’existence de noyaux et de conoyaux en général, la catégorie V4 posséde une
structure suffisamment riche pour pouvoir faire de ’algébre homologique : c’est une
catégorie exacte au sens de Quillen, catégorie lexacte cf. annexe [Al

Soit d un entier positif. Les parties homogeénes de degré d des algébres tensorielles,
symétriques, extérieures et divisées définissent des endofoncteurs de V4, notés respective-
ment ®%, 5%, A%, T, Les multiplications ou comultiplications de ces algebres définissent
des transformations naturelles de foncteurs. Par exemple, la multiplication de 'algébre
symétrique induit pour tout couple k, ¢ d’entiers naturels une transformation naturelle

Sk ® S€ N Sk”.

1.2 Foncteurs polynomiaux selon Friedlander et Suslin

1.2.1 Polyndémes

polynome

Soient A un anneau commutatif et V, W € V4 des A-modules projectifs de type fini.
On pose

Hompy (V,W) := S*(VV)@ W .

Les éléments de Hompe(V, W) sont appelés polynomes de V' dans W. Un polynoéme
est dit homogene de degré d > 0 si c’est un élement de SH(VY) @ W. Les applications
linéaires s’identifient aux polynomes homogeénes de degré 1 et toute application bilinéaire
U xV — W définit un polynéme homogeéne de degré 2 de U x V dans W.

Un polynome de V' vers W détermine une application polynomiale entre les ensembles
V et W. L’application polynomiale correspondant au polynéme f = ¢1...¢4 ® w €
SYUVV)® W est encore notée f et est donnée par la formule

fw)=61(v) ... ¢a(v)w .

Pour I = (iy,...,iq) on note ¢; I'élément ¢;, ... ¢p;, € S4(V"). On définit la compo-
sition des polynoémes

HomPol(U’ V) X HomPol(V’ W) - HomPol(Uv W)
(Q,P) — PoQ@
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par la formule usuelle :

<§J: b ®wJ> o (2; 1 ®v1> => <§1: ¥j (vz)¢>1) <§1: ¢jd(v1)¢z> Dwy .

J

Cette loi est associative, et la composée d’un polyndome (homogeéne) de degré d et d’un
polynéme (homogene) de degré e est un polynome (homogeéne) de degré de.

1.2.2 Foncteurs polynomiaux

catégorie Iproduit Soient C',...,C™ des catégories. La catégorie produit C! x - - x C"
est la catégorie dont les objets sont des n-uplets (C1,...C,) ou C; est un objet de C*
pour tout %, avec

Homgi ... on ((Cl, R (O 707/1)) = HHomci (C;, Cl)
i=1
et par définition, la loi de composition dans C; X -+ X C, est le produit des lois de

composition dans les C;.
foncteur Ipolynomial

Définition 1.2.1. [E0, def 2.1, def 3.5] Un n-foncteur polynomial 7" sur un anneau
commutatif A :
T: V;;n ~ Vy

est la donnée pour tout V € V4™ d’un élément T'(V) € V4 et pour toute paire V, W €
V31" d’'un polynome

TK7W : Hom)jz"(z’ E) - HomVA (T(K)’ T(m)) 5

vérifiant les deux conditions :
(1) Ty,y(Idy) = ldpy) -
(2) Pour tous U,V, W € Vj”, le diagramme suivant de polynéomes commute :

Hom(U,V) x Hom(V, W) 2 Hom(V, W)

=
LX)

Hom(T'(U), T(V)) x Hom(T(V), T(W)) —> Hom(T(U), T(IV)) -

ng,KXTv,W lT w

Remarque 1.2.2. Comme un polynéme définit une application (polynomiale), un fonc-
teur polynomial définit un foncteur au sens usuel du terme. Cependant, deux foncteurs
polynomiaux différents peuvent définir, par oubli de structure, le méme foncteur au sens
usuel. Cest le cas par exemple du twist de Frobenius —(1 (cf. définition [E2) et du
foncteur identité sur le corps premier A = [,
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Exemple 1.2.3. T'™ : puissance divisée S : puissance symétrique A™ : puissance extérieure
®" : puissance tensorielle Les foncteurs puissances divisées I'?, puissances extérieures A?,
puissances symétriques S et puissances tensorielles ®@% ont une structure de foncteur
polynomial. Par exemple, ®“i/7W est le polynéme homogene de degré d de Hom 4 (V, W)
dans Hom 4 (V& W®4) obtenu en prenant I'image de Idjom(ved,wed) par Uapplication
induite par la multiplication :

Hom(V, W)V ®? @ Hom(V®, W®) — §%(Hom(V, W)") @ Hom (V& Ww®9) .

Ezemple 1.2.4. Soit S un n-foncteur polynomial et pour tout 1 < i < n, T; un t;-foncteur
polynomial. Alors le foncteur composé : S(71,...,T,) a une structure de > ¢;-foncteur
polynomial donnée par la formule de composition des polyndmes.

Ezemple 1.2.5. ® : produit tensoriel X : produit tensoriel extérieur Si T, 7" sont des n-
foncteurs polynomiaux, alors leur produit tensoriel (T@T")(V) = T(V)®T'(V) est muni
d’une structure de n-foncteur polynomial de la facon suivante. Le polynome (T'®T" )y w
est 'image de Ty w ® T‘//,W par ’application induite par la multiplication :

(S* (Hom(V, W)¥))** @ Hom(T(V), T(W)) @ Hom(T"(V), T'(W))
— S*(Hom(V,W)V) @ Hom((T' @ T")(V), (T @ T")(W)) .

De méme, si T (resp. T”) est un n(resp. m)-foncteur polynomial, le produit tensoriel
extérieur (TXRT")(V, V") =T(V)QT'(V') est muni d’une structure de (n +m)-foncteur
polynomial.

Définition 1.2.6. Une transformation naturelle f : S — T entre deux n-foncteurs
polynomiaux est la donnée, pour tout V. € V;" d’une application linéaire fy : S(V) —
T(V) telle que le diagramme suivant de polynémes commute :

Svm

Hom(V, W) = Hom(S(V), S(W))
lva lfwo—
Hom(T(V), T(W)) — % Hom(S(V), T(IV)

Ezemple 1.2.7. Soit X* = S*, A* ou I'*. Les transformations naturelles données par la
multiplication X*® X*¢ — X**¢ la comultiplication X*T¢ — X*® X* ou la permutation
XF @ X* ~ X*® X* sont des transformations naturelles de foncteurs polynomiaux.

On peut vérifier :
Proposition 1.2.8. Soit f : S — T une transformation naturelle entre deux n-foncteurs
polynomiauz. Supposons que pour tout V€ V3", Ker fy (resp. Coker fy, resp. Im fy)

est un module projectif de type fini, alors f admet un noyau (resp. un conoyau, resp.
une image).

Corollaire 1.2.9. Soit f : S — T une transformation naturelle entre deux n-foncteurs
telle que pour tout V.€ VX", fy est surjective. Alors f admet un noyau.
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foncteur !de Schur

Ezemple 1.2.10. Soit A\/\ un diagramme gauche. Le foncteur de Schur Sy/y sur A (cf.
définition [B3T2 et corollaire B3T0) est un foncteur polynomial.

Sy/n + foncteur de Schur

1.2.3 Foncteurs de degré fini

degré (d'un foncteur) Soient V. = (V1,...,V,,) et W = (Wq,...,W,,) deux objets de
V3" On a un isomorphisme :

S (Homvjn(z,ﬁ)v) ~ @ éSdi (Homy, (V;, W;)Y) .
di4-Adp=d i=1

Un polynéme f de Homvj"(zv W) dans W est homogene de degré total d si f est un

éléement de S¢ (Homvj"(zv E)V) ® W et il est homogene de degré (dy,...,d,) si f est
un élément de @7, S% (Homy, (V;, W;)V) @ W.

Définition 1.2.11. Soit 7" un n-foncteur polynomial. On dit que T est de degré fini
si les degrés des polynomes Ty w sont majorés. On dit que 1" est homogéne de degré
(dq,...,dy) (resp. homogeéne de degré total d) si tous les polynomes Ty y sont homo-
genes de degré (dy,...,d,) (resp. homogenes de degreé total d).

Ezemple 1.2.12. Les foncteurs A%, S¢ T'Y, @ sont des foncteurs homogénes de degré d.
Si A/\ est un diagramme gauche de poids d, le foncteur de Schur Sy /y (cf. définition
[B312) est également un foncteur homogene de degré d.

Ezemple 1.2.13. Le foncteur @dZOAd est un foncteur polynomial qui n’est pas de degré
fini.

Définition 1.2.14. Soit A un anneau commutatif. On note P4(n) la catégorie des fonc-
teurs polynomiaux de degré fini et des transformations naturelles entre de tels foncteurs.
On note Py a(n) (resp. Py, ,...d,,4(n)) la sous-catégorie pleine des foncteurs polynomiaux
homogenes de degré total d (resp. de degré (dy,...,dy)). Pa(n) : catégorie des foncteurs
polynomiaux a n-variables Py 4(n) : catégorie des foncteurs polynomiaux a n-variables,
homogenes de degré total d Pg, . 4, a(n) : catégorie des foncteurs polynomiaux a n-
variables, homogénes de degré (dy,...,d,)

Abus de notation 1.2.15. Les notations introduites dans la définition précédente sont
relativement lourdes. Pour alléger les formules, on s’autorisera les abus suivants.
— Lorsqu’il n’y a pas de confusion possible sur 'anneau A, on omettra de I'indiquer.
Par exemple, on pourra écrire Pg(n) au lieu de Py a(n).
— Lorsqu’il n’y a pas de confusion possible sur le nombre de variables, on pourra ne
pas l'indiquer. Par exemple, on pourra écrire Py, 4, 4 au lieu de Py, 4. a(n).
— Enfin, lorsque n = 1, on omet d’indiquer le nombre de variables. Ainsi, P4 signifie
Pa(1) et Py 4 signifie Py a(1).
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A Tinstar des catégories de foncteurs usuelles [B6, p. 80|, les catégories de foncteurs
polynomiaux P4 (n) (resp. Pga(n), P, ....d, A(n)) héritent de la structure de la catégorie
V4 située au but. Ainsi, ce sont des catégories A-linéaires additives. Les noyaux et les
conoyaux sont calculés au but quand ils existent. Si A est un anneau de Dedekind, tout
morphisme admet un noyau. Si A est un corps, les catégories de foncteurs polynomiaux
sont abéliennes.

Soit T' un n-foncteur polynomial et V. = (Vi,...,V,,) € V4. Par fonctorialité de T,
le polynome

Tyy : [[ Enda(Vi) — End(T(V))
i=1
induit une action (polynomiale) du monoide [[;_; Enda(V;) sur T(V). En restreignant

au groupe linéaire, on obtient une structure de GL(V7) X - - - x GL(V,,)-module rationnel
sur (V). On a donc :

Proposition 1.2.16. [{0, p. 702] Soit A un anneau commutatif, et V.= (V1,...,V,)
un n-uplet de modules projectifs de type fini, et T un n-foncteur polynomial de degré fini
sur A. Alors T(V) est muni d’une structure de GL(V1) % - - - x GL(V,,)-module rationnel.

Proposition 1.2.17. [I8, prop 2.6],J40, p. 703, p.710] Les catégories additives A-
linéaires Pa(n) et Pga(n) se décomposent en somme directe de leurs sous-catégories
pleines :

Pa(n) =P Paan),  Poan)= B  Pa.dnaln).

d>0 di+-+dn=d

Démonstration. Soit T un n-foncteur polynomial de degré fini et V. = (V1,...,V,) €
V3", D’apres la proposition [CZIH on a une structure de GL(V;) x - - - x GL(V,,)-module
rationnel (et méme polynomial) sur T'(V).

Notons T,(V) le sous-module de T (V) de éléments de poids total d, c’est-a-dire le
sous-module constitués des points fixes rationnels [24, I 2.10] de T'(V) sous 'action du
sous-groupe des homothéties

Gm = {AIdy; x -+ xIdy,)} C GL(V7) x -+ x GL(V,) .

On note également Ty, 4, (V) le sous-espace de poids (dy,...,d,) de T'(V), c’est-a-dire
I’espace vectoriel des points fixes sous ’action du sous-groupe

Gt =A{Mldy, x - x Apldy, } € GL(VA) x -+ X GL(Vy) .

Comme les groupes Gy, et G, sont diagonalisables, on a des décompositions en somme
directe [24 I 2.11(3)] :

TWV)=PTV), TW)= B Tu . .al).
d>0 di+-+dn=d

On vérifie alors que Ty (resp. Tg,...4,) est un n-foncteur polynomial homogeéne de
degré total d (resp. homogeéne de degré (di,...,d,), avec pour polynémes Tyy w et
T4, ... d,v.w les composantes homogenes de Ty y de degré correspondant. O
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1.2.4 Dualité de Kuhn

dualité de Kuhn catégorie lopposée Soit C un catégorie. La catégorie opposée CP est
la catégorie qui a les mémes objets que C et dont les morphismes sont donnés par la
formule Homeer (C, D) := Home (D, C).

Soit A un anneau commutatif. Si V' € V4 est un A-module projectif de type fini
alors son dual A-linéaire V¥ —V : dualité A-linéaire est encore un A-module projectif
de type fini. La formule T%(V)) = T(V}",...,V.Y)V a donc un sens et définit un foncteur
a valeur dans la catégorie V4 des A-modules projectifs de type fini. On lui donne une
structure de foncteur polynomial en définissant pour toute paire V., W le polynéme
T‘ﬁaw € Hompey (Hom (V, W), Hom(T*(V), T#(W))) par la formule : T‘ﬁ/w =Tyv yv.

—: dualité de Kuhn
Définition-Proposition 1.2.18. Si T est un n-foncteur polynomial, son dual de Kuhn

T défini par TH(V) = T(VY,..., V')V est encore un n-foncteur polynomial. On obtient
ainst une équivalence de catégories :

(=)F = Pa(n)P ~ Pa(n)

qui préserve les degrés.

1.3 Présentation alternative des foncteurs polynomiaux

polyndéme Soient V, W des A-modules projectifs de type fini. L’isomorphisme naturel
en V,W
SUVY)Y @4 W ~ Homu(T4(V), W)
permet d’interpréter un polynoéme de V dans W comme une application A-linéaire de
I'*(V') dans W. En utilisant cette remarque, nous allons donner une définition alternative

des catégories de foncteurs polynomiaux homogenes, calquée sur celle donnée dans [I4],
p. 21|. Pour cela, nous introduisons tout d’abord des catégories auxiliaires.

1.3.1 Définition des catégories ['“V}" et ['1dn )"

[dYyn Dddn )Xt catégories auxiliaires

Soit d un entier positif et V, W deux A-modules projectifs de type fini. Le produit des
groupes symétriques G4 x Sy agit sur le produit tensoriel V¥ @ W®? par permutation
des facteurs. Le produit tensoriel T¢(V)®@T'(W) s’identifie aux invariants de V=4 @ W ®4
sous cette action. Le produit tensoriel (V®@W)®? est muni d’un action de &4 x &4 donnée
par la formule :

(0,7).(v1 @w1) @+ ® (Vg @ Wwa) = (Vo-1(1) @ Wr-1(1)) @ *+* & (Vg=1() @ Wr-1(n))
de telle sorte que l'isomorphisme A-linéaire

Ved g wed — (Vo w)®d
VR RUAW R Quwg +— (11 QwW) R ® (vg ®wy)
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soit un un isomorphisme &y x Sg-équivariant. La d-éme puissance divisée T4V @ W)
s’identifie aux invariants de (V ® W)®? sous I’action du sous-groupe diagonal AS,; C
G4 X 64. On note i4 'injection, naturelle en V, W

iq: TYV) @TYW) — ITYV @ W)

obtenue comme la composée :

(V®d ® W®d) Sax6q - <(V 2 W)®d) Gax Gy

= (v o=t

On note ¢ I’application naturelle en V'

v Voo THY)
zr — z%.

Rappelons que V4 désigne la catégorie des A-modules projectifs de type fini et des
applications A-linéaires, et V" la catégorie produit dont les objets sont des n-uplets
V =(04,...,V,) de A-modules projectifs de type fini et dont les morphismes sont donnés
par la formule Homvjn(z, W) = [[, Homa(V;, W;). Posons T4V (resp. ['1-dn)Xm)
la catégorie qui a les mémes objets que V3", c’est-a-dire les n-uplets (Vi,...,V,) de A-
modules projectifs de type fini, et dont les Hom sont les A-modules respectivement
donnés par les formules :

— 1 <ﬁ Hom 4 (V;, WZ)>

i=1

~ @ ®PdiH0va(V;,Wi) N

dy+tdn=d i=1

Hottipayn (V, W) = FdHomvjn (V, W)

Homrdl dn)jzn(z7 W) = ® PdiHova (V;, m) .

,,,,,
i=1

Les morphismes identité d’un objet V de Fde” et d’'un objet W de Fdl"“’d"Vj” sont
donnés respectivement par les formules :
Idw = @~ 17% (Idw,) € Homp.,

,,,,,

La loi de composition dans FdVZ" est induite par la composition dans V" et par
I'inclusion naturelle ¢4 :

THom (U, V) @ MHom (V, W) —%> T4(Hom (U, V) ® Hom (V, W)
I'Hom (U, W)
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De méme, la loi de composition dans Fdl"“’d"Vj” est induite par la loi de composition
dans V4 et par l'inclusion naturelle i3, ® --- ® ¢4,. Ces lois de compositions font de
FdVX” et Fdl"“’d"VX” des catégories A-linéaires.

1.3.2 Propriétés de la composition

Soient A un anneau commutatif et d un entier positif. La proposition suivante ex-
prime une propriété de factorisation dans la catégorie TV 4. Soit V est un A-module
libre de type fini de rang supérieur ou égal a d, et soit f : U — W un morphisme entre
deux objets de T%V4. Alors il existe une famille finie de morphismes g; : U — V et
une famille finie de morphismes h; : V. — W tels que f = > h; o g;. Cette propriété de
factorisation généralise la formule bien connue dans le cas d =1 :

Hom (U, A) ® Hom (A, W) ~U"Y @ W ~ Hom, (U, W) .

Proposition 1.3.1. Soient A un anneau commutatif, U, W des A-modules projectifs
de type fini et V un A module libre. Si le rang de V' est supérieur ou égal a d alors la
composition dans TV 4 induit un morphisme surjectif :

I (Hom (U, V)) ® T4(Hom4 (V, W)) — T4 (Hom4 (U, W)) .

Démonstration. Si U (resp. W) est facteur direct dans le A-module libre Ly (resp. Ly)
on a un diagramme commutatif :

I'(Hom 4 (Ly, V) @ T4 (Homy (V, Lwy)) ' (Hom (Lyr, L))

i i

I'(Hom A (U, V)) ® T4 Hom 4 (V, W)) I'(Hom (U, W)) ,

dans lequel les épimorphismes verticaux s’obtiennent a partir de 'injection U — Ly et
de la surjection Ly — W. Ainsi, le résultat pour les A-modules projectifs de type fini
découle du résultat pour les A-modules libres. A partir de maintenant, nous supposons
donc que U et W sont libres.

On utilise 'identification HomA(U,V) = UY ® V. La composition des applications
A-linéaires s’identifie avec ’application :

UVeV)e(VVeWw) — U'eW

v Ruvevew — V() @ .
Soit (v1,..., vy ) une base de V' et notons (vtli, . 7”5gv) sa base duale.

D’aprés la proposition B0, T'Y(Hom 4 (U, W)) = (Hom A (U, W)®4)®4 est constitué
de combinaisons linéaires d’éléments du type :

(a1...a1a2...a2...0Gp...Gp) = g T
—— —— —_——— o )
i1 termes o termes in, termes €6 .0, 1 ®---®a§1”
= > Uo(1) @+ D Ao(n)

UEGd/Gil XX &4,
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ou les a; sont des tenseurs : a; = u; @ w; et 11+ -+ + 1, = d.

Pour démontrer la proposition, il nous suffit donc de trouver des antécédents dans
I'Y(Hom(U,V)) @ ' (Hom 4 (V, W)) aux éléments de ce type. Comme le rang de V est
supérieur ou égal & d, on peut définir pour tout 1 < k < d des éléments by et ¢ par la
formule :

by == up @ v, € Homa(U, V), ¢ == v} @ wy, € Homa(V, W) .

Le morphisme induit par la composition dans I'?V4 envoie 1’élément :

(bl...bl...bn...bn)®(Cl...Cl...Cn...Cn) (*)

71 termes in termes 11 termes in termes

sur la somme :

Z <H 'UT(k) (va(kj))> uO’(l) R ® ua(n) X wT(l) R X® wT(n) .
UEGd/GHX"'XGin k=1
TEGG/Gi XX Gy,

Tous les termes de cette somme sont nuls sauf lorsque ¢ = 7. Le terme correspondant
vaut alors Uy(1) @ =+ @ Ug(n) @ We(1) @+ * @ Wy(y). Ainsi 'élément (%) est envoyé sur le
générateur (aj ...ay). Le morphisme induit par la composition est donc surjectif. [

Par produit tensoriel, on obtient une propriété de factorisation similaire dans les
catégories [91rdn )"

Corollaire 1.3.2. Soit A un anneau commutatif et dy, ..., d, des entiers. Notons A le n-
uplet A = (A%, ... A%). Pour toute paire d’objets U, W de I’dl"“’d”l}zn, la composition
induit une application linéaire surjective :

,,,,,,,,,,,,,,,

1.3.3 Catégories de n-foncteurs polynomiaux

Soit T" un n-foncteur polynomial homogéne de degré total d, au sens de la définition
[CZT Pour toute paire V, W d’objets de V4", le polynome

Tyw € 8 (Homy, (V. W)" ) @ Homy,, (T(V), T(W))
peut étre vu comme une application linéaire
Ty w € Hom s (T"Hom, o (V, W), Homy, (T(V), T(W)) .

Les deux conditions de la définition [L2ZT] sont équivalentes au fait que la prescription :

T'(V):=T(V)
T w(f) = Tyw(f)
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définit un foncteur A-linéaire 77 : Fde” ~> V4. Le foncteur V5™ ~» V4 obtenu en ou-
bliant la structure de foncteur polynomial de T' (cf. remarque [[Z2) n’est autre que la pré-
composition du foncteur A-linéaire 7" par le foncteur (non linéaire) v : V3™ ~ DY
qui envoie V sur V®? Enfin, les transformations naturelles (au sens de la définition
[CZT) entre deux foncteurs polynomiaux S et T correspondent aux transformations
naturelles A-linéaires entre les foncteurs A-linéaires S’ et T”. Les notions de foncteur
polynomial de degré fini et de catégories de foncteurs polynomiaux de degrés finis sont
donc équivalentes aux notions suivantes.

Définition 1.3.3. foncteur !polynomialdegré (d’un foncteur) Un foncteur polynomial
homogene de degré total d (resp. de degré (dy,...,d,)) est un foncteur A-linéaire de la
catégorie T9VX™ (resp. T'%-d)X™) dans la catégorie Vy.

Définition 1.3.4. On note Py a(n) (resp. Pg,...d,.a(n)) la catégorie des foncteurs
polynomiaux homogeénes de degré total d (resp. homogenes de degré (di,...,d,)),
et des transformations A-linéaires. On note Pa(n) la somme directe des catégories
(Pa,a(n))dzo-

1.4 Algébre homologique dans P(n)

catégorie lexacte résolution ladmissible Sur un anneau A quelconque, les catégories
de foncteurs polynomiaux ne sont pas abéliennes en général : il leur manque des noyaux
et des conoyaux. Cependant, ce sont des catégories exactes au sens de Quillen (cf. annexe
[A]). Les suites exactes courtes admissibles sont les suites courtes 0 - 77 - T — T" — 0
dont I'évaluation sur tout V € V;™ donne une suite exacte. D’apres la proposition [LZ9,
tout foncteur de Pg, 4, 4(n) posséde une résolution projective admissible (c’est-a-dire
une résolution projective qui s’obtient comme une composée de Yoneda de suites exactes
courtes admissibles). Les groupes d’extensions entre deux foncteurs polynomiaux sont
donc bien définis.

La catégorie Pay 4, A(n) Pay.. 4, 4(n) : catégorie des foncteurs polynomiaux a
valeurs quelconques des foncteurs polynomiaux ¢ valeurs quelconques définie au para-
graphe posseéde les noyaux et les conoyaux qui font défaut a Py, . 4, a(n) : cest
une catégorie abélienne. Elle posséde les mémes projectifs que sa sous-catégorie pleine
Pay....dn.A(n) et Vinclusion Py, 4, a(n) C Pa,....a,.4(n) induit (proposition [CZIM) un
isomorphisme :

Ext’;,d1 A(n) (T, T = Ext%d1 """ ana(n) (T, T") .
On peut donc penser aux groupes d’extensions dans la catégorie exacte Pg, 4, a(n)
comme étant calculés dans la catégorie abélienne ﬁdl,...,dn, A(n).
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1.4.1 Projectifs

Notation 1.4.1. Soit (dy,...,d,) un n-uplet d’entiers et V.= (V4,...,V,) € Fdl""’d"Vﬁ"
un n-uplet de A-modules projectifs de type fini. On note :

=T"Homu(Vi, =) --- KT Hom(V,, —) .

Lemme 1.4.2. Pour tout objet V de I’dl"“’d"l}jn, le n-foncteur P‘C/ll""’d" est un projectif
de la catégorie Pq, 4, 4(n).

Démonstration. L’isomorphisme de Yoneda, naturel en T :

d1,eodn,
HOInpdl ,,,,, dn, A (le ’T) = T(K)
montre que le foncteur Homp, (P‘C/l-l"”’d", —) est exact. O

1.4.2 Résolutions projectives canoniques

Soit A un anneau commutatif et 7" € Py, 4, a(n) un n-foncteur polynomial sur
A, homogene de degré (di,...,d,). Nous construisons dans ce paragraphe des ré-
solutions projectives naturelles & 'aide du lemme de Yoneda. Notons A le n-uplet
A= (A% .. A%) et Oy application linéaire :

a® f = Tav(f)(a).

Oryv : T(A)@Homrdl ..... dnvzn(éaz) - (V)

.....

wna)(T(A) @ P T)

.....

Lemme 1.4.4. Le morphisme Op est un épimorphisme admissible.

Démonstration. Tous les épimorphismes sont des épimorphismes admissibles d’aprés le
corollaire [L2Z0 Montrons que 67 est un épimorphisme, c’est-a-dire que pour tout objet
V=0,....V,) de Fdl"“’d"Vj” I’application linéaire 67y est surjective.

11 suffit de le démontrer dans le cas particulier ou les A-modules V; sont tous libres.
En effet si les V; sont des A-modules projectifs, alors chaque V; est facteur direct dans un
A-module libre L;. La projection L — V induit une projection T'(L) — T'(V). D’aprés
le diagramme commutatif :

,,,,,

|

7
T(A) © Hompay, gy (A.V) 7% 7(v)

..... 5
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la surjectivité de 07 est donc une conséquence directe de celle de 07 f..

.....

meéme libre. On en choisit une base (f;)i1<i<q. Démontrer la surjectivité de 67y revient
& démontrer la surjectivité de 'application linéaire :

P 1) L ).
i=1..q

Pour obtenir cette surjectivité, nous construisons maintenant une section de ’application
linéaire @T'(f;). D’apres le corollaire 32 il existe une famille (s;)1<i<4 d’éléments de

.....

Idy . Le morphisme

T(v) L P 14

1=1..q
est une section de @T'(f;). En effet,
q
(BT (fi)) o (T (s:)) = Y T(fi) o T(si)
i=1

q
— T (Z fZ [¢] 8’i>
i=1

=T(Idy) = Idgey -

Définition 1.4.5. On définit le foncteur

P Pay,...dn,a(n) ~ Pay,..d,,4(10)
par les formules :

T ~ P(T)

T(A) ® le,...,dn
Hom(T,T') 3 f ~ P(f) = fa®1d .

A®Id a0, € Hom(P(T), P(T")) .

Lemme 1.4.6. Le foncteur P est exact.

Démonstration. Soit 0 — T — T — T” — 0 une suite exacte admissible de foncteurs
polynomiaux. L’évaluation de cette suite sur A est exacte, de méme que son produit
tensoriel par le A-module projectif le""’d” (V). Ainsi, pour tout V de Fdl""’d"Vj” la

suite 0 — P(T")(V) — P(T)(V) — P(T")(V) — 0 est exacte. O

Lemme 1.4.7. La famille (HT)Tepdl ny définit une transformation naturelle 6 du

,,,,, dn, Al
foncteur P vers le foncteur identité de Py, .. 4, .4(1).
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Démonstration. Pour démontrer le lemme, il faut vérifier que si f : T — T’ est une
transformation naturelle, alors le diagramme suivant commute :

T(A) © Pj- or T

lfég)ld f

O

T'(A) @ Pyt

T .

Ceci revient & vérifier pour tout objet V de T'@»dn V3" la commutativité du diagramme :

6
T(A) X Homrdl ..... dn, V:" (A7 K) e T(K)

lfA@Id Lfv

O
T'(A) ® Hompu,....anyn (4, V) — 5 T/(V) .

Mais ce dernier n’est rien d’autre qu'un déguisement du diagramme commutatif vérifié
par la transformation naturelle f :

T(4) —2 )
l fa l fv
T(4) —9 ()

O

Lemme 1.4.8. Il existe un foncteur ezact Ko : Pq, . a4, a(n) ~ P, . d..A(0) et une
transformation naturelle i : K9 — P, tel que pour tout foncteur polynomial T on a une
suite exacte courte : 4

0— Ko(T) 2 P(r)y 21 0

o a(m)(P(T),T) sont des épimor-
phismes admissibles. On dispose donc pour tout f € Hom(7,7") d’'un diagramme com-
mutatif dont les lignes sont exactes :

Démonstration. Les morphismes 0p € Hompd1

Ker (07) L~ P(T) T

lP(f) lf

bt O
Ker (67 )—Z= P(T") —Z 77

On définit Ky par Ko(T') := Ker (67) et Kg(f) est la restriction de P(f) a Ky(T)
a la source et a Kp(T') au but. Par commutativité du diagramme la famille des

,,,,,

Ky est un foncteur exact, ce qui découle directement de I’exactitude des foncteurs P et
1d. O
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Proposition 1.4.9. I existe un foncteur exact
PRese : Puy,....dn,a(0) ~ CCe(Pyy,... d,,4(1))

PRes, : résolution projective naturelle de la catégorie des n-foncteurs polynomiaux ho-
mogénes de degré (dy, ..., d,) vers la catégorie des complexes de chaines n-foncteurs, qui
a un n-foncteur T associe une résolution projective admissible de T’ par des projectifs de

la forme U ® P(dg;i'l“’.c.lfbAdn) ot les U sont des A-modules projectifs de type fini.

résolution ladmissible Iprojective

Démonstration. On dispose déja avec le foncteur P (définition [CAI) du début de la
résolution, il nous suffit d’itérer la construction grace au lemme [LZ8 Pour tout n > 0,
on note Kj la composée itérée n fois de Ky (En particulier KY =1d et K} = Kp). On
définit PRes; := P oKé et on définit la transformation naturelle 9, : PRes,, — PRes,,_1
comme la composée des transformations naturelles :

GKTL _ iKn—l
Oy = PoKj —5 Ky = KgoKy™ ' —— PoKj'.
Pour vérifier 'exactitude du foncteur PRes,, il faut vérifier que chacun des foncteurs
PRes; est exact, ce qui découle de 'exactitude des foncteurs P et Ky (lemmes [CZ0l et

[I3). 0

1.4.3 Foncteurs polynomiaux a valeurs quelconques

Notons ﬁdl,...,dn, A(n) la catégorie dont les objets sont les foncteurs A-linéaires
T : THdn X o Mod(A)

de la catégorie [ dn V31" définie au paragraphe [C3T] vers la catégorie des A-modules,
et dont les morphismes sont les transformations naturelles A-linéaires entre de tels fonc-
teurs. Cette catégorie de foncteurs posséde des sommes directes, des produits, des noyaux
et des conoyaux calculés au but. Elle hérite donc de la structure de catégorie abélienne
de Mod(A).

Les définitions et les démonstrations des paragraphes [CZ1] et utilisent les pro-
priétés de la catégorie Fdl""’d"Vj” et la A-linéarité, mais pas le fait que les foncteurs
sont & valeurs dans les A-modules projectifs de type fini. Elles restent donc valables pour
la catégorie fdl,...,dn, A(n) des foncteurs polynomiaux & valeurs quelconques. On a donc :

Proposition 1.4.10. La catégorie abélienne fdl,...,dn,A(n) des foncteurs polynomiaux @
valeurs quelconques posséde assez de projectifs. Elle contient Py, . 4, 4(n) comme sous-
catégorie pleine, et linclusion

Pas,....dn,A(n) C Pa,...d,,4(n)

conserve les projectifs. L’inclusion induit donc pour toute paire T,T' de foncteurs poly-
nomiauz de Pg, . 4, a(n) un isomorphisme :

Extp, ina () (T,T') = Ext% (T, T") .

Pay,....dn,AN)

,,,,,
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Remarque 1.4.11. En général, le bidual A-linéaire MYV d’'un A-module M n’est pas
isomorphe & M. A cause de ce défaut, la dualité de Kuhn n’a pas de bonnes propriétés
dans fdl,...,dn, A(n). En particulier, les tenseurs symétriques ne sont pas des injectifs dans
ﬁdl,...,dn, A(n). Plus généralement les résultats des paragraphes suivants ne s’étendent pas
a la catégorie des foncteurs polynomiaux a valeurs quelconques.

1.4.4 Résolutions injectives canoniques

Notation 1.4.12. Soit (dy, . ..,d,) un n-uplet d’entiers et V.= (V,...,V,) € Fdl"“’d”Vj”

un n-uplet de A-modules projectifs de type fini. On note I‘d/l""’d” le dual de Kuhn du
o e pdtedn -

projectif Py, :

dlvm,dn —— dlvmydnﬁ
Iy, =Py

)

= ST Homy(V;, —) K --- K S™Hom4(V,,, —) .

En utilisant la dualité de Kuhn, on peut obtenir pour chaque énoncé des paragraphes
CZT et un énoncé dual qui concerne les injectifs de la catégorie Py, . 4, a(n). En
particulier on obtient :

Lemme 1.4.13. Pour tout objet V de I‘dl""’d"Vj”, le n-foncteur I‘d/l""’d" est un injectif
de la catégorie Py, . d,.A(n). -

résolution ladmissible linjective

Proposition 1.4.14. I existe un foncteur exact
IRes® : Pyy,...dn,a(10) ~ CC*(Pyy,....d,,a(10))

1Res® : résolution injective naturelle de la catégorie des n-foncteurs polynomiauzr homo-
génes de degré (dy,...,d,) vers la catégorie des complexes de cochaines de n-foncteurs,
qui @& un n-foncteur T associe une résolution injective admissible de T', par des injectifs

de la forme U ® I&gi"d"Adn) ot les U sont des A-modules projectifs de type fini.

1.4.5 Produits tensoriels

On rappelle (cf. exemple [CZT) que si T et T” sont des foncteurs polynomiaux a
plusieurs variables, on note T'XT” leur produit tensoriel extérieur, et T®T" leur produit
tensoriel. X : produit tensoriel extérieur produit tensoriel produit tensoriel lexterne

Proposition 1.4.15. Les produits tensoriels définissent des bifoncteurs exacts en chaque
variable :

® 1 Pey,en,a() X Py dpA(N) ~ Peyvdy,entdn,a(R)
X : Pey,en, A1) X Py, dn, A(M) ~ Peycpds,..d (N + M)

De plus, le produit tensoriel (externe) de deuz projectifs (resp. injectifs) est un projectif
(resp. injectif ).
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Démonstration. L’exactitude des suites courtes admissible 0 — 7" — T — T"” — 0 se
teste au but (dans la catégorie Vj4) et le produit tensoriel est exact dans la catégorie
V4. Les deux bifoncteurs sont donc biexacts.

Pour montrer que le produit tensoriel de deux projectifs est projectif, il suffit de le
montrer pour les foncteurs P‘C/l-l""’d". L’assertion est évidente pour le produit tensoriel

cesCr, di,....dm 3esCnyd s dm : SRR
externe : Py ) Py} = Pyl . Pour le produit tensoriel interne, la
formule exponentielle donne :

c1+di,....cntdn U150ein J1seedn
Prow = S, Pyt @ By
i14+j1=(c14+d1),....in+tin=(cn+dn)

Ainsi, P @ P‘ﬁl[}""’d" est facteur direct du projectif P‘igvcll}"“’c"”", donc projectif.
N o - O

Proposition 1.4.16. Pour 1 < i < n soient S;,T; € Pa(n;). Si pour tout i,
EX‘E}}A(M)(SZ-,E) est un A-module plat, alors on a un isomorphisme :

=1

Démonstration. Soit R une résolution projective de S;. Le complexe total associé au
n-complexe

RIK...KR!

est une résolution projective de S1X- - -KS,,. En utilisant le lemme de Yoneda on obtient
un isomorphisme de n-complexes

Hom(Ry®--- MR}, 71 K-+ W T,) ~ (X) Hom(RY, T;) .
i=1

L’homologie du complexe total associé au n-complexe de gauche est égale a
Ext;;A(Z ni)(Sl X.--XS,,Th K---KT,) et celle associée au n-complexe de droite peut
étre comparée a @, Ext;)A(ni)(Si, T;) par le théoréeme de Kiinneth pour les A-modules
30, th 10.2 p. 166]. O

1.4.6 Foncteurs produit et diagonale

foncteur !produit foncteur !diagonale

Rappelons que pour tout n > 1, Fdl)z" désigne la catégorie dont les objets sont des
n-uplets V.= (V1,...,V,) de A-modules projectifs de type fini, et les morphismes sont
donnés par la formule :

Homrdvj”(zv W) =149 (H HomA(Vk,Wk)> =T (@ HOIIlA(Vka)) .

k=1 k=1
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La diagonale d,, : Homu(V,W) — Homu(V,W)*" | f — d,(f) = (f,...,f) in-
duit un morphisme I'%d, : T9Homa(V,W) — T4 (Hom(V,W)*"). De méme, lin-
clusion 7, : @;_, Homu(V;,W;) C Homa (P, Vi, D;_, W;) induit un morphisme
I, : Fd(@?:l Homyu (Vi, Wi)) — PdHOHlA(@?:l Vi, i, Wi).

Définition 1.4.17. On définit le foncteur A-linéaire D,, : TV, ~ FdVIX" par les
formules :

Vv — (V,...,V)
f € Hompay,, (V,W) +— Td,(f) € Homypayxn (D (V), Dn(V)) -

et le foncteur A-linéaire IT, : FdVZ" s DAYy par les formules :

V1,5 Vi) = D Vi
fe Homrdvj"(zv W) — TIir,(f) € Hompay, , (IT,(V), I, (W)) .

Proposition 1.4.18. Les paires (Dy,11,,) et (IL,,, D,,) sont des paires d’adjoints, ie. on
a des isomorphismes :

HompdVA (HH(K)) W) ~ HOIHFdV;;n(K, Dn(W)) s

HompdVA (VI/, Hn (K)) >~ Homrdvjn(Dn(W), K) .

Démonstration. Le premier isomorphisme s’obtient de la maniére suivante :

Hompay, , (IL, (V)W) = FdHomA(éLB Vi, W) ~ 14 (ﬁ Hom 4 (V;, W))

i=1 i=1
= Homrdv;”(zv W,...,W)) = Homrdvjn(z7 D, (W)) .

La démonstration du deuxiéme isomorphisme est similaire. O

Les foncteurs D,, et II, forment des paires d’adjoints donc [T4] lemme 1.3 p. 10]
la précomposition par ces foncteurs induit des paires de foncteurs adjoints — o D,, :
Pa,a(n) ~ Pa,a(1) et — oIl : Pga(l) ~ Pga(n).

Lemme 1.4.19. Soit P un projectif de Py a(n) et P’ un projectif de Py a(1). Alors
P o D, est un projectif de Py (1) et P’ oIl,, est un projectif de Pq a(n).

Démonstration. Les deux assertions se démontrent de maniére similaire, nous démon-
trons la premiére. Comme tout projectif est facteur direct d’un projectif de la forme
P‘il""’d” (cf. notation [CZTI) et que le foncteur — o D,, est additif, il suffit de démontrer
lassertion pour un projectif de cette forme. Soit V. = (V1,...,V,) un n-uplet de modules
projectifs de type fini. On a

n
d1seesdn, _ d;
Py oDy = ®PV :
i=1

Comme le produit tensoriel de projectifs est projectif d’aprés la proposition [CZTH ceci
démontre ’assertion. O
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Lorsqu’une paire d’adjoints possede en plus une propriété de préservation des projec-
tifs, comme c’est la cas avec les foncteurs — o D,, et — oll,,, I'isomorphisme d’adjonction
au niveau des Hom se prolonge au niveau des Ext*. Nous énongons ce fait dans la
proposition suivante.

Proposition 1.4.20. [T3, p. 672] Soit F' € Pga et G € Pyga(n). On a des isomor-
phismes, naturels en F, G :

EXt;)d A(n)(F © Hna G) >~ EXt;;dA(F’ G (0] Dn)
EXt;)d A(n) (G, Fo Hn) ~ EXt;;d A(G ) DTL? F) i

Démonstration. La démonstration de |14} lemme 1.4 p. 10|, passe sans encombre du cas
des catégories abéliennes au cas des catégories exactes. O

Corollaire 1.4.21. Soient A un anneauw commutatif et F', G, H des foncteurs polyno-
miaux homogénes de degrés respectifs f, g, h sur A. Alors

Exth, (F,G @ H) = Ext}, o (FY", G X H)
ot FU9M) désigne la composante homogene de degré (g,h) de F olls.

1.4.7 Foncteurs exponentiels

foncteur lexponentiel

Définition 1.4.22. [I5, p. 670] On appelle foncteur exponentiel une famille (E%)scy de
foncteurs polynomiaux de P4, munie d’isomorphismes naturels :

E'V)Y~A, E"VoW)~ é E™(V)® E"™W).
m=0

Ezemple 1.4.23. Les familles (S%) e, (A9 sen, (T')gen des puissances symétriques, exté-
rieures et divisées forment des foncteurs exponentiels.

Exemple 1.4.24. Sur un anneau de caractéristique p premiére, le quotient de algébre
symétrique S* par 'idéal des puissances p-émes est noté L*. Lorsque p = 2 on a L* ~ A*.
La famille (L*)scy forme un foncteur exponentiel.

LTL

Définition 1.4.25. Soit = (y1, ..., i,) un n-uplet d’entiers et (E%)sep un foncteur
exponentiel. On note E* le foncteur :

Et¥=FE"®...@ E'" .
Si E* = S* (resp. A*, resp. I'*), on appelle tenseurs symétriques (resp. alternés, resp.

divisés) les foncteurs de la forme E*.
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SH : tenseur symétrique (u n-uplet) A : tenseur alterné (u n-uplet) T'* : tenseur
divisé (u n-uplet) tenseur symétrique

En utilisant I’adjonction entre les foncteurs somme et diagonale (proposition [CZ20)
et le théoreme de Kiinneth (proposition [[ZIH), on obtient :

Proposition 1.4.26. [1J, cor. 1.8] Soit A un anneau commutatif, v = (y1,...,7k) et
v = (vi,...,v) des uplets de poids d et E*, F* des familles de foncteurs exponentiels
tels que pour tout n EX‘G’{;A (E™ F™) est un A-module plat. On a un isomorphisme :

Ext}, (E7, F¥) ~ &b ) Exty, (Bret, Fret)

(Mi,j)1<i<l 1<5<1 s=1,.., k

Y

Vi Mi1 e s = e t=1,..,1
Vi oyt e = v

Démonstration. L’isomorphisme est donné par la chaine d’isomorphismes :

@ ® ® EXt*(EMs,t7FMs,t)

(i j)1<i<i,1<j<i s=Ll.k t=1.1

SR 1)

L @ ® Ext* (X, Bt B, Fret) (cf. prop. [CZTH)

(mijhici<i,i<i< s=1..k

Y

© P ) Ext*(E™ oI1;, B, Fre)

(pijhi<i<i,1<j<t s=1.k

P W Y

(Ni) @ ® Ext*(E7, @ FHet) (cf. prop. [CZ20)

(mijhici<i,i<i< s=1.k

Y

W @ Ext*(X,E7, X, @, Fre) (cf. prop. [CZTH)

Y

© b Ext* (K, B, @, X, Fret)

YExt (e, P @R

(wi,g)1<i<i, 1<5<1

7
w0 Ext* (X, B, @ F"* o II},)

Y Ext*(®,E7, @, F") (cf. prop. [T
Ol

Proposition 1.4.27. [9, p. 779] Soient v,v des n-uplets d’entiers. Tout morphisme de
SA — SH se décompose comme une somme de morphismes obtenus en composant des
comultiplications, des permutations et des multiplications entre tenseurs symétriques.
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Démonstration. D’apres la proposition précédente, on a :

Hom(S7,5") ~ @ ® Hom(SHst, St=t) (%)

(1i,5)1<i<i, 1<j<i s=1.k

Y

Vi opia e g =Y t=1.1
Vi opag e g = v

Comme Hom(S#st, SFst) est un A-module libre de rang 1 engendré par le mor-
phisme identité, il nous suffit de vérifier que lisomorphisme (*) envoie ®,/d €
&, Hom(SH=t, SH=1) sur la composée :

k k l l k l
® 5" 2 @R = Q@5 @5
s=1 t=1 s=1 t=1

s=1 t=1

Ceci se fait en suivant explicitement les isomorphismes de la démonstration de la pro-
position [L4.26] ]

1.5 Changement de base

changement de base

Dans cette partie, on fixe dy, ..., d, des entiers positifs, A un anneau commutatif et
A" une A-algebre commutative. Pour plus de concision, on note I' (resp. I'') la catégorie
[dodny, (resp, T4»9n)) ) définie au paragraphe Ainsi, I' désigne la catégorie
A-linéaire dont les objets sont les n-uplets V.= (V4,...,V,) de A-modules projectifs de
type fini, et dont les ensembles de morphismes sont donnés par la formule :
imyin (VW) = T Homu (V, W1) ® -+ @ T Hom A (Vy,, W) .

.....

Définition du foncteur de changement de base

SiV = (Vq,...,V,) est un n-uplet de A-modules projectifs, on note V ® A’ le n-
uplet contenant le A’-module projectif V; ® 4 A" en i-éme position. Les morphismes des
catégories I' et T sont reliés par la formule :

Homp(V, W) ®4 A" ~ Homp (V. @ A/, W @ A)

Pour tout V/ € I, on introduit la catégorie (—® A’ | V') dont les objets sont les paires
(V,f) ou V est un objet de ' et f : V. ® A’ — V'’ un morphisme de I"”, et dont les
morphismes (V, f) — (V’, f’) sont les morphismes ¢ : V. — V' tels que le diagramme
commute :

[/ A,
® \
‘)’/

/
a4

e
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On note @ : (—® A" | V') ~ T le foncteur de projection qui & une paire (V, f) associe
Vet T A : T ~ Mod(A’) le foncteur qui a V associe T(V) ® A’. extension de Kan
Soit T € P, ... dn,A(n) un n-foncteur polynomial sur A. On définit le n-foncteur Ty par
la formule :

Ty (V) i=lim | (= @ A | V) £ T 225 Mod(4')] .

En d’autres termes, T4/ est Pextension de Kan a gauche [B1], chap X.3] de T'® A’ le long
du foncteur I' ~ IV qui & V associe V ® A.

Lemme 1.5.1. Si V est un n-uplet de A-modules projectifs de type fini, on a Ta(V ®
A" =T(V)® A'. De plus, le foncteur Ty est a valeurs dans les A'-modules projectifs

de type fin.

Démonstration. La premieére assertion résulte du fait que (V,Idygas) est un objet final
dans la catégorie (— @ A’ | V’). Pour la deuxiéme assertion, si V' € T” alors V' est

un facteur direct dans un n-uplet (A’**, ... A’“"). Par fonctorialite, Tas (V') est facteur
direct du A’-module projectif T(A%, ..., A%) @ A’. Ainsi, Ty (V') est un A’-module
projectif. O

L’association T' — T4» définit un foncteur de changement de base de Py, . 4, a(n)
vers Py, a, 4(n), additif et A-linéaire.

Propriétés du changement de base

Lemme 1.5.2. Le foncteur de changement de base est exact.

Démonstration. Prenons 0 — R — S — T — 0 une suite exacte courte admissible dans
Pay....dn,A(n), et considérons la suite obtenue par changement de base

0—>RA/—>SA/—>TA/—>0 (*)
Si V e T, I’évaluation de cette suite sur V ® A’ € IV est isomorphe a
0= RV)@aA = S(V)@4 A =T(V)04 A =0  (xx)

La suite exacte 0 — R(V) — S(V) — T(V) — 0 est scindée car T'(V) est projectif. La
suite (x*) est donc exacte. Si V' est un objet de I, alors V' est facteur direct dans un
V& A, ouV eT. L'évaluation de la suite (x) sur V’ est donc facteur direct dans une
suite exacte, donc exacte. O

Lemme 1.5.3. Soient V. un n-uplet de A-modules projectifs de type fini et P‘C/l-l""’d" le
projectif associé (cf. notation[I-Z1). On a : .

dirndn\ pdiyendn
(Pz )A,—PmA/ :

44



Démonstration. Par construction du changement de base et en utilisant la propriété uni-
verselle de la limite, on obtient une transformation naturelle Py gar — (PK) - D’apres
le lemme [C57], I’évaluation de cette transformation naturelle sur les objets de I'® A’ est
un isomorphisme. Si W’ € IV alors W' est facteur direct dans un certain W @ A’ € TV,
On a donc un diagramme commutatif :

Proa(W e A)— (Py) , W A)

i !

Pyoa (W) (Py) , W)

Et par conséquent, I’évaluation de la transformation naturelle Pygar — (PK) 4 Sur w’
est surjective. De méme, elle est injective. O

Théoréme 1.5.4. Soit A" une A-algébre commutative. Le foncteur de changement de
base P, ...d,,A(n) ~ Pa, .. d..4(n) est exact et préserve les projectifs. De plus, on a un
morphisme canonique A’-linéaire :

,,,,,,,,,,

qui est un isomorphisme si A’ est A-plat. Enfin, si A est de Dedekind, alors pour tout
i > 0 ce morphisme s’inscrit dans une suite exacte courte de A'-modules (qui scinde non
naturellement) :

0— Extgpd1 ina(m) (S T) ®a A i>E)<t§;dl1

.....

S T)
HTorA(Ext;;rl S, T),A") =0
dy

,,,,,

dn,A(n)(

,,,,,

Démonstration. L’exactitude provient du lemme [L52 La conservation des projectifs
provient du lemme [C531
SiS = P‘C/h""’d", on a un isomorphisme A’-linéaire (naturel en les deux variables)

d1,.,dn d1,...,dn p
,.,dn,A'(”)(leA/ ,Tar) et Hompd1 () (P! ,T) @4 A', donné par

la composée des isomorphismes A’-linéaires :

entre Homp
dy,dn, AT ATV o0 TS T dn, A’

d 7-7dn d 7'7d7’b
Hompdl,.,dn,A’(n)((le Yar, Tar) ~ Hompdl,.,dn,A’(n) (PK;, ,Tar)

di .l
~Ty(Vy) > T(V)@a A" ~Homp, (P T)@a A,

,,,,,

ou le premier isomorphisme est donné par le lemme [C33] le second par le lemme de
Yoneda Py, 4, 4(n), le troisitme par le lemme [[3] et le dernier par le lemme de
Yoneda dans Py, . 4, a(n).

Si P, est une résolution projective de S, on a donc un isomorphisme de complexes :
P., T) XA A

Homfpd1 Pyro,Tar) =~ Hompdly

() ama(m)(
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L’homologie du complexe de gauche est égale a Ext;)d o (n)(S A, Tar). Si A’ est A-
15-:dn,

""" dn,A(n)(S’ T) ®A A/. Sl A est un

anneau de Dedekind et A’ est un anneau quelconque, on peut appliquer le théoréme des

coefficients universels [, Chap X, §4, cor. 1 du Th. 3|. On a donc une suite exacte courte

(attention aux exposants qui sont différents car nous travaillons sur des complexes de
cochaines) :

plat, 'homologie du membre de droite vaut Ext’;,d
1

0 — Hi(Homp, , u(PoT) @4 A — HiHomp, , oo(PeT) @4 A)

4,dn,A(n n,

— Tor' (H"™ (Homp, . (m)(Pe,T),A") = 0.

dn,A
D’ou le résultat. O

Remarque 1.5.5. Notre théoréme de changement de base est ’analogue & plusieurs va-
riables des énoncés [0, prop 2.6, cor 2.7|. Toutefois, il faut faire attention au fait que
I’énoncé de changement de base dans [, prop 2.6] comporte une erreur (sans inci-
dence sur les autres résultats de l’article). En effet, le morphisme Hom(S,T) ®4 A" —
Hom(S 4/, T4/) n’est pas toujours un isomorphisme. Par exemple, on a :

Homp, (S%,A%) =0, Homp, (S%,A%) =T .

En effet, sur Z aussi bien qu’en caractéristique 2, Hom(S?, ®2) et Hom(S?, S?) sont de
dimension 1, avec pour bases respectives la comultiplication et I'identité. La suite exacte
longue induite par la suite de Koszul A2 — ®2 — S? est donc de la forme :

Hom(S2, A2?) — Hom(S2, ®%) 22 Hom(S2, S2) —» Ext!(S2,A2) .

En caractéristique 2, I'application — x 2 est nulle. On a donc Hompy, (S2,A%) =

Ext[lF2(S2,A2) = [q, alors qu’en caractéristique nulle — x 2 est injective donc
Homp, (52, A?) est nul.

Corollaire 1.5.6. Soit F, G des n-foncteurs polynomiauzr sur Z, tels que Ext%;z (F,.G) =
0. Le rang du A-module libre Homp, (Fa,Ga) est indépendant de l'anneau A considéré.

Démonstration. Soit P un projectif et P — F un épimorphisme admissible. Le Z-
module Homp, (P, G) est libre de type fini d’aprés le lemme de Yoneda. Le Z-module
Homp, (F, G) est un sous-module de ce module, donc lui aussi libre de rang r fini. D’aprés
le théoréme [Cod Homp, (Fa,G4) est donc un A-module libre de rang 7. O

1.6 Twist de Frobenius

Frobenius (twist de) —(!) : twist de Frobenius Dans ce paragraphe, A désigne un
anneau commutatif de caractéristique p premiére.
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1.6.1 Twist de Frobenius d’un A-module

Le morphisme de Frobenius ¢ : A — A,  +— 2P est un morphisme d’anneau. Notons
Ay le A-bimodule qui coincide avec A en tant que A-module & gauche, et dont la multi-
plication & droite par un scalaire A étant donnée par a- A := a¢(A). Si V est un A-module
(a gauche), on définit le A-module (& gauche) « twisté » V() comme le produit tensoriel
du A-module & gauche V' par le bimodule A, [30, p. 143] :

VO = a0V .

Le twist de Frobenius —(!) = Ay @ — est un foncteur additif exact a droite de la catégorie
des A-modules dans la catégorie des A-modules. Si A = K est un corps, toutes les suites
exactes de K-modules se scindent . En raison de son caractére additif, le twist de Fro-
benius devient alors un foncteur ezact de la catégorie des K-modules dans la catégorie
des K-modules.

Si v € V on note v Péléement 1 ® v € VD, Ainsi V() est le A-module engendré
par U'ensemble {v() v € V}, quotienté par les relations :

(Aw)® = xpy) o 4w = (v 4 w)D .
Nous donnons quelques propriétés élémentaires du twist de Frobenius, cf. [E{ p. 706] :
(i) Si V est un A-module libre de base (vy,...,v,) alors V(1) est un A-module libre
(1) (1)
de base (vy7,...,vn").
(ii) L’application (V @a W) — V) @, WO (v @ w)D — v @ w) est un
isomorphisme, naturel en V, W.
(iii) Soit V un A-module projectif de type fini. L’application (V)1 — (VDY qui
a A ® f associe le morphisme :
174SO NN A
pov = Aa(f)
est un isomorphisme, naturel en V.
(iv) Soient V,W des A-modules projectifs de type fini. L’application
Homy (V, W)W — Homp (VW WM) qui a A ® f associe Mda, ® f est un
isomorphisme, naturel en V', W.

Enfin, le twist de Frobenius est intimement lié & ’algébre symétrique. En effet, soit
V un A-module projectif. L’application

St v) - Ssm(V)
(vil)...w(ll)) T

définit un morphisme A-linéaire injectif, naturel en V. Dualement on obtient un épimor-
phisme A-linéaire I'"P(V) — P”(V(l))_

Lemme 1.6.1. Pour tout A-module projectif de type fini V', on a des suites exactes,
naturelles en V' :

0— S" (V) = s (V) & s (V) g v,
rtvye v S rrw) - vty o,
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dans lesquelles m (resp. A) désigne la multiplication de T (resp. la comultiplication de
S*).
Démonstration. La premiére suite correspond au début du complexe de De Rham en

caracteristique p [I4, Lemme 1.2, p. 8]. Elle est donc exacte. L’exactitude de la deuxiéme
suite s’obtient & partir de la premiére par dualité. O

1.6.2 Twist de Frobenius et foncteurs polynomiaux

Définition 1.6.2. Soit A un anneau de caractéristique p premiére. Le twist de Frobenius
est le foncteur polynomial I de degré p qui associe & un A-module projectif de type
fini V € I'PV, le A-module projectif de type fini V(D) € V,, et dont Paction sur les
morphismes de Homrpy, (V, W) est donnée par la composée :

Homryy, (V, W) = IT?Homa (V, W) — Homa (V, W)® ~ Homy (VD W)y

Définition 1.6.3. Soient di,...,d, des entiers positifs et F' € Py, . 4, un n-foncteur
polynomial sur un anneau A de caractéristique p premiére. On note F' 1) le n-foncteur
polynomial homogene de degré (pdi,...,pd,) obtenu en précomposant F' par le twist
de Frobenius sur chacune de ses variables :

FO = Fpa®, . 1Wy,
Plus généralement, si » > 1 est un entier, on note F' (") le foncteur :
FO gD 0y 2 g, o)y

Nous démontrons maintenant des propriétés cohomologiques du twist de Frobenius,
qui nous seront utiles au chapitre 21

Proposition 1.6.4. Soient A un anneau de caractéristique p premiére, r un entier
positif et F,G, H € Py des foncteurs polynomiauzr homogénes de degrés respectifs f, g, h.
Si l'un des entiers g ou h n’est pas multiple de p” alors on a :

Exty, (F",.Go H)=0.
Démonstration. D’apreés le corollaire [Z2Ton a un isomorphisme Ext, (F' M GeH) =
Ext}k)A@)(F(’")(g’h), GXH) , on F(N©:") désigne la composante homogene de degré (g, h)
de F(") o IIy. Mais comme I est un foncteur de degré p” qui commute aux sommes

directes, cette composante homogeéne est nulle lorsque g et h ne sont pas tous les deux
multiples de p". O

Corollaire 1.6.5. Soit F' un foncteur polynomial, 1 un uplet et r et k des entiers
supérieurs ou égauz o 1. L’inclusion SM") — SP"I induit un isomorphisme :

Homp, (F), S#0)(19%)) = Homp, (F), SP"H(19F)) .
Dualement, la surjection TP"'H — L) gnduit un isomorphisme :

Homp, (T*) (19%), F()) =, Homp, (TP #(19%), F1)) .
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Démonstration. Le deuxiéme isomorphisme s’obtient a partir du premier par dualité de
Kuhn. Démontrons le premier isomorphisme. Il nous suffit de démontrer que pour tout
entier > 0 et pour tout f-uplet g = (1, ..., ), Vinclusion SH) — §PHT=1) induit
un isomorphisme :

Homp, (F™, S#)(19%)) = Homp, (FM), SPH=1 (19F)) .

Pour cela, nous utilisons la suite exacte

¢
0 — SHr) _, gpeulr=1) _, @Spm(r—l) QR ® (5(p—1)#i(r—1) ® [7"—1) ® .- @ SPre(r=1)
i=0

obtenue en prenant un produit tensoriel de suites exactes données par le lemme [CGTL
D’aprés la proposition [LOA précédente I'image du terme de droite par le foncteur
Homp, (F (), —) est nulle. Le résultat découle alors de I'exactitude & gauche de ce fonc-
teur. O

Corollaire 1.6.6. Soient A un anneau de caractéristique p premiére, et d,r des entiers
positifs. Le A-module Homp ., , (Fd(’"), Sd(’")) est libre de rang un, et de base le morphisme
composeé :
A m(r)
f: pdr) 27, gd(r) M gd(r)

Démonstration. D’aprés le  corollaire  précédent, on a un isomorphisme
Homp,,, , (T §dr)y  ~ Homp,,, , (T7"¢ S Le lemme de Yoneda donne un
isomorphisme : Homp ,, , (rr"d §dr)) ~ §4r)(A). Le A-module Hompprd’A(Fd(’"),Sd(’”))
est donc libre de rang un. Soit b une base de ce module. Il existe A € A tel que A\b = f.
Nous ne nous reste plus qu’a démontrer que A est inversible. Soit V' un A module libre

de rang n et (vir), e ,v,(f)) une base de V(). On dispose alors d’une base de T4(V (")

contenant le vecteur vgr) ¥4 et d'une base de S4(V (") contenant le vecteur (vir) . vgr)).

Soit v € A la composante selon (vgr)...vir)) du vecteur b(vir) ®d). Comme f envoie

vgr) 4 gur (vgr) e vgr)) on a Ay =1. O
Proposition 1.6.7. Soient dy,...,d, des entiers positifs, A un anneau de caractéris-
tique p premiere et I',G € Py, . 4, s deux n-foncteurs polynomiauz. La précomposition
par le twist de Frobenius induit un isomorphisme, naturel en F,G :

(FW gy

pdy,..., pdn,A

.....

Démonstration. En utilisant ’exactitude a gauche en chacune des deux variables des
bifoncteurs :

F,G ~» Homp,, F,G) et F,G~ Homp,, (FO, g0y,

,,,,, pdn,,A

on se rameéne au cas ou F est un projectif et G est un injectif. Il nous suffit donc de mon-
trer que si AL, ..., A" et u!, ..., 4" sont des uplets de poids d, . .., d,, la précomposition
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par le twist de Frobenius induit un isomorphisme :

MR XMV, %K. &S
MO R...JrY® g O ... 1 g W)y

1o (
= Homp, i
D’apres le théoréeme de Kiinneth [LATH, il nous suffit donc de démontrer que pour tout

entier d et toute paire A\, u de uplets de poids d la précomposition par le twist de
Frobenius induit un isomorphisme :

Hompd,A (PA7 S#) = Homppd,A (F)\(l)a Su(l)) :

En appliquant la proposition aux foncteurs exponentiels T'*, §*, I*(1) et $*(1) on
obtient un diagramme commutatif dans lequel les morphismes verticaux sont induits par
la précomposition par le twist de Frobenius :

Hompd,A (P)\a SM) - @Vs,t ®s,t HomPus,m (st't7 Sus't)

| |

Homp , , (TAM) gr(l)y ®D,., ®,,Homp, (Tvet@) grae(D)y

Pour démontrer la proposition, il ne nous reste donc qu’a vérifier que pour tout entier
positif d, la précomposition par le twist de Frobenius induit un isomorphisme

Homp, , (I, 5%) = Homp,,, (M1, 5901y |

Ce isomorphisme résulte du corollaire [L6.0 O
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Chapitre 2

Extensions entre foncteurs a une
variable

Soit A un anneau de caractéristique p premiére. Les représentations rationnelles
twistées du groupe linéaire apparaissent naturellement dans un certain nombre de pro-
blémes cohomologiques [I8), [0} @3]. Les groupes d’extensions entre foncteurs polyno-
miaux twistés apportent des informations sur de telles représentations (cf. [I8, cor. 3.13]
ou corollaire du chapitre H). Les calculs d’extensions entre foncteurs polynomiaux
twistés & une variable ont donc logiquement déja été l'objet de beaucoup d’attention
|18, 5, 9, 7.

Dans ce chapitre, Nous présentons une nouvelle approche des calculs d’extensions
entre foncteurs polynomiaux twistés. Cette nouvelle approche repose sur les résolutions
injectives explicites des tenseurs symétriques twistés construites par Troesch [E2]. Nous
rappelons ces résolutions dans le paragraphe 211

Puis nous constatons (lemme 2Z2ZA]) que les groupes d’extensions Ex’c;)A (F (r), S“(’"))
sont formels, c’est-a-dire qu’ils se calculent comme I’homologie d’un complexe de co-
chaines dont la différentielle est nulle. En conséquence, le twist de Frobenius est
« transparent » pour les paires de foncteurs F,S*. Par « transparent » , nous si-
gnifions que le twist de Frobenius n’a quasiment aucun effet sur les groupes d’ex-
tensions : le A-module Ext;‘)A(F (’"),S“(’")) est a une graduation prés, isomorphe au
A-module Homp, (F, S#(I®P")). Cette notion de transparence sera développée dans le
cadre plus général des bifoncteurs au chapitre Bl (cf. définition BTI0). Frobenius (twist
de) ltransparence

Enfin, dans le paragraphe Z3] nous utilisons ce phénomeéne de transparence pour
redémontrer de maniére efficace un certain nombre de calculs déja connus [I8, 5, @,
[I7]. Certains de ces calculs (notamment le théoréme EZ34]) nous seront utiles dans les
chapitres H et B

02



2.1 Résolutions injectives des twists de puissances symé-
triques

Dans ce paragraphe, nous rappelons les résultats obtenus par Troesch dans [42].
Il y produit des résolutions injectives explicites des puissances symeétriques twistées.
Ces résolutions généralisent & un anneau de caractéristique p premiére les complexes
symétriques connus auparavant [I6, 18] en caractéristique p = 2.

Rappels sur les p-complexes

Soit A une catégorie abélienne, [,-linéaire, munie d’un produit monoidal ®. Par
exemple, A est la catégorie P des foncteurs polynomiaux sur un corps de caractéristique
p, munie du produit tensoriel usuel.

Définition 2.1.1. Un p-complexe (positif) de A est un objet gradué de A
c=pc
neN
muni d'une p-différentielle, c’est-ad-dire d’un morphisme d de degré 1 tel que d? = 0.

Pour tout entier s compris entre 1 et p — 1 on peut associer au p-complexe C® un

complexe C['S} avec comme différentielle une alternance des morphismes d® et dP~° :

cty: @ Lo T op Looves Lo

Définition 2.1.2. On dit qu’'un p-complexe C® est une p-résolution de F' si pour tout
s € [1,p— 1] le complexe C[’S} est une résolution de F'. Un p-complexe est dit p-acyclique
si c’est une p-résolution de 0.

Si on munit le produit tensoriel de deux p-complexes C® et D® de la différentielle
de ® 1+ 1® dp (sans signe), on obtient & nouveau un p-complexe.

Proposition 2.1.3. [/3, Th 2.3.1] Soit C* une p-résolution de F' et D* une p-résolution
de G. Alors le produit tensoriel (C ® D)* est une p-résolution de F ® G.

Reésolutions des puissances symétriques twistées

Nous énoncons maintenant le résultat da & Troesch :

Théoréme 2.1.4. Soit A un anneau commutatif de caractéristique p. On peult munir le
foncteur polynomial

SMI )~ P w8

i+ tipr_1=n

d’une p-différentielle d vérifiant les propriétés suivantes.
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(1) Le degré cohomologique d’un élément de S°© ® --- @ S™»"~1 est

O +1d1+---+ (pT — 1)ipr_1

et la p-différentielle augmente le degré cohomologique de p"~!.

(2) Sin est multiple de p™ alors (S™(I®P"),d) est une p-résolution de Sn/P(r) | Sinon,
(S™(I%P"),d) est p-acyclique.

Démonstration. Le résultat est vrai si A = [, est un corps premier d’aprés @2, Th 2|.
Le foncteur de changement de base Pr, ~» Pa est exact (théoréme [L2), et de plus il
transforme les tenseurs symétriques sur ), en tenseurs symétriques sur A. Le théoréme
précédent est donc valable sur tout anneau A de caractéristique p. O

Le p-complexe (S™(I®P"),d) est noté (Bg(r),d) dans [B2]. Sa différentielle est de
degré cohomologicque p" !, et (B2(r),d) est la somme directe des p"~! sous-p-complexes
(Bffpr_l'(r),d) définis de la fagon suivante. Pour i € [0,p" 1 — 1], Bffp“l'(r) est le
sous-p-complexe formé des éléments de degrés cohomologiques congrus a i modulo p™ ! :

r—1 r—1

0— Bi(r) % B () & BT () L
La propriété (2) du théoréme signifie précisement (cf. [d2, Th. 4.3.2]) :
. r—1
~ Sii#0, les p-complexes (By™” *(r),d) sont p-acycliques.
r—1
~Sii=0,ilya deux cas. Si p" divise n, le p-complexe (B °(r),d) est une
r 7"71. .
p-résolution de S™P" (") Sinon, (BL *(r),d) est p-acyclique.
résolution !de Troesch
Définition 2.1.5. Soit p = (u1,...,pux) un k-uplet d’entiers positifs. Le produit ten-
soriel des p-complexes (Spr’”(] GBW),al) forme une p-résolution de S*") que I'on note
B (r).
Définition 2.1.6. Soit v = (i1, ..., pug) un k-uplet d’entiers positifs. On appelle résolu-
tion de Troesch de S*(") | Ia résolution I;(T) associée a la p-résolution B (r) pour I'entier
s=1:
wn = (B -

7° ) résolution de Troesch de S#(r)

p(r
Ezemple 2.1.7. Soit K un corps de caractéristique p = 3. La p-résolution B('l)(l) de 1M

est de la forme :

§(2,0,1) g(LLY) §(1,0,2)
§(3,0,0) 4 g(2,1,0) 4, ® a, @ a, @ 4, g(0,12) 4 §(0,03)
5(1,2,0) 5(0,3,0) 5(0’2’1)

La résolution de Troesch de IV est donc :
g(111) §(1,0,2)
d2

Tt ¢ §(3.0,0) 4, (21,0 & s L g P g003)
§(0,3,0) §(0.2,1)
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2.2 Transparence du twist de Frobenius

Définition 2.2.1. Soit M = [m; ;] une matrice a coefficients entiers positifs, avec k
lignes (numérotées de 1 a k) et p” colonnes (numérotées de 0 & p” — 1). On définit le
foncteur polynomial gradué S comme le foncteur concentré en degré cohomologique

pr—1 k
D a2 mis
=0 i=1

SM . — (80 @ @ 8 )R @ (ST R @ SRR

et égal a

Lemme 2.2.2. Soit p = (p1,...,0k) un k-uplet d’entiers positifs. On a un isomor-
phisme de foncteurs gradués par le degré cohomologique :

B (r) =~ @ sM
M

la somme de droite étant étendue o toutes les matrices [m; ;] & coefficients positifs a k
lignes et p" colonnes qui vérifient pour tout 1 < i < k [’égalité Z?;Bl mij = .

Démonstration. Par définition du foncteur polynomial gradu¢ Bj(r) on a des isomor-
phismes de foncteurs gradués

k

k
BZ("I’) = ® B, (r) ~ ® @ S0 @ ... @ §MiT -1
i=1

=1\, 04 +m; pr_ 1=

(Smi,o R ® Smi,prfl) ,
1

- T

mio+ - Fmypr—1 = 1

k
1=

M+ 1 = i

ou le degré cohomologique d’un facteur S est égal a jm; ;. La derniere somme est
précisément égale, en tant que foncteur gradué, a la somme des S de I’énonceé. U

En appliquant le foncteur Homp, (F("), —) au foncteur B (r) gradué par le degreé
cohomologique on obtient le A-module gradué Homgp, (F("), B (r)).

Lemme 2.2.3. Soit p = (u1,...,px) un k-uplet d’entiers positifs. Le A-module gradué
Homyp, (F"), Bj(r)) est concentré en degrés multiples de p".

Démonstration. On utilise la description de Bj;(r) donnée dans le lemme 222 précédent.
Soit M = [m; ;] une matrice a coefficients entiers positifs telle que pour tout 1 < i <k
on a Z?;Bl m;; = p;. Sile foncteur SM est de degré cohomologique non multiple de
p", alors il existe un coefficient m;, j, de M qui n’est pas multiple de p". D’aprés la
proposition [CB4, on a alors Homyp, (F(, SM) = 0. O
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Lemme 2.2.4 (Formalité de Ext*(F(), S“")). Soient F un foncteur polynomial, r
un entier positif, i un k-uplet d’entiers positifs et I:L(T) la résolution de Troesch de SH(T).
Les objets du complexe

Homp, (F™, )

sont nuls en degré cohomologique impair. On a donc [’égalité :
Extp, (F"), $#0)) = Homp, (F"), T7 ) .
Démonstration. Par définition, on a

Homp, (F", 7% ) = Homp, (F"), BS () -

La différentielle du p-complexe HompA(F(T),B;(r)) est de degré cohomologique p" 1.

Les objets de degrés cohomologiques impairs du complexe HompA(F(T),I/:(T)) sont

donc les objets de degrés cohomologiques congrus a p"~! modulo p” du p-complexe

Homgp, (F), B} (r)). Il sont donc nuls d’apres le lemme 223 O

Nous pouvons maintenant énoncer un résultat de transparence du twist de Frobenius
pour les foncteurs polynomiaux : Frobenius (twist de) ltransparence

Théoréme 2.2.5. Soit A un anneau de caractéristique p premiére. Soient F' un foncteur
polynomial sur A, pn = (1, ..., ) un k-uplet d’entiers positifs et r un entier positif. Il
existe un isomorphisme non gradué, naturel en F' :

€1 Homp, (F, $"(1%7")) = Extp, (F"), 1))

De plus, si on décompose SH(IPP") & laide de la formule exponentielle :

SH(IPP") ~ @ és(ﬂi,mmvﬂi,p"—l)

pio+ o+ prpro1 =p1 =L
Hn,0 + -+ Mn,pr—1 = Un
alors £ envoie le facteur direct Hom(F, R, S(‘”’O"“’”i»l’r—l)) sur des classes de degré

n p'—1

QZ Z JHig -

i=1 j=0
De méme, on a un isomorphisme non gradué, naturel en F :
&9 : Homp, (DV(I%F"), F) ~ Ext}, (T*"), ()

qui envoie le facteur direct Hom(Q);, [ (a0ttipr—1) ) sur des classes de degré

n p'—1

22 Z JHij -

i=1 j=0
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Démonstration. Nous n’effectuons que la démonstration pour &%, le cas de &9 s’obtient
par dualité de Kuhn. D’aprés le lemme de formalité E22Z4] on une égalité de A-modules
gradués :

Extp(F"), $#) = Homp(F"), T% 1) = Homp(F), By (r) (2.1)

De plus, la différentielle du p-complexe Homp, (F (), B} (r)) est de degré cohomologique
p"~1. On a donc une égalité de A-modules (non gradués)

r—1

Homp (F"), By (r)p = | @ Homp(F™), B (r)) | & | @) Homp(F"), BI#" (1))

prli pTlj

D’apres le lemme EZZ3, le A-module gradué Homp (F("), Bj,(r)) est concentré en degrés
multiples de p”. En rajoutant des A-modules nuls, on obtient 1’égalité de A-modules non
gradués :

Homp(F"), B} (1) = €D Homp (F"), Bl (r)) = Homp(F), 77#(197)) .
>0

L’inclusion S#7) (I9P") < §P"1(T®P") induit un isomorphisme aprés passage au foncteur
Homp (F), —) d’apreés le corollaire CEA On a donc un isomorphisme, naturel en F :

Homp (F"), S40)(19P")) = Homp (F"), BYy(r)) (2.2)

Enfin, d’aprés la proposition [CE., la précomposition par le twist de Frobenius induit
un isomorphisme, naturel en F' :

Homp (F, S*(I¥P")) ~ Homp (F™), SHT) (19P")) (2.3)

En composant les isomorphismes (Z3)), [2) et (ZI]) on obtient donc un isomorphisme
de A-modules non gradués, naturel en F :

£d : Homp (F, S“(I@pr)) ~ Ext;;(F(T)’S#(T)) )

De plus, si on décompose SH(") (I®P") alaide de la formule exponentielle, I'inclusion
SHI(I9PT) s SPTH(TOPT) envoie le terme Homp(F(), @7 SHi0tipr—1) ()
dans le facteur direct Homp(F(’”),Bﬁ(r)) C  Homp(F™) SP'H(I®P"))  avec
¢ = piyty ?;_01 Jiij. L’isomorphisme (Z2) envoie donc le terme
Homp (F(), Q! SWiortipr—1) (1)) dans un terme de degré 231, E?;Bl Tl j
du A-module gradué Homp(F (’"),B;(r))[l]. Comme les isomorphismes 1) et (3
respectent le degré, on obtient notre assertion sur <. ]
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2.3 Application au calcul des extensions entre foncteurs
classiques

Dans ce paragraphe, nous utilisons le théoréme de transparence du twist de
Frobenius Frobenius (twist de) ltransparence pour retrouver un certain nombre de cal-
culs déja connus, contenus dans les articles [I8| 5, @ [7]. Le premier résultat est une
application directe du théoréme :

Proposition 2.3.1. Soit A un anneau de caractéristique p premiére. Le A-module d’ex-
tensions Extp, (I(’"), I(’")) est un A-module libre gradué, de rang 1 dans tous les degrés 2i
avec 0 <1 < p" — 1 et nul dans les autres degrés. Il est isomorphe, en tant que module
non gradué, au A-module Homp, (I, I%P").

Remarque 2.3.2. La transparence du twist ne permet pas de retrouver facilement la
structure d’algebre de Extp (1 ("), 1)) donnée par le produit de Yoneda et calculée
dans [I8, Th. 4.10].

Nous examinons maintenant les extensions entre paires de foncteurs T4, F(") No-
tons V3 la catégorie des A-modules projectifs de type fini gradués positivement et des
applications linéaires respectant la graduation. Si F' € Py 4 pour d > 0, on peut prolon-
ger F' en un foncteur

F:Vi~Vj.

Pour cela, si V* € V on choisit n tel que V* =0 pour k > n et on pose :

F(V*)=F(@V) =@, pnea PV, V)
deg FH(VO, ... V™) =S puy -

ou F* désigne la partie homogene de degré (u1,...,u,) de F oIl, (cf. §LA0). La
définition ne dépend pas du n choisi. Avec cette définition, nous pouvons maintenant
énoncer le résultat [9, cor 5.1, [I7, prop 4.2.1] :

Proposition 2.3.3. Soit A un anneav de caractéristique p premiére et soit ' € Pgp.
On a des isomorphismes, naturels en F :

Ext;‘JA (I‘d(’"),F(’")) ~ F(EX‘E}SA (I(r)7 I(r))) ’

Extp, (F(T), Sd(r)) ~ Fﬁ(Ext’;,A ([(’“)7 [(T))) '

Démonstration. Nous démontrons le cas de Ext*(I4") F(")) | le deuxiéme cas s’obtient
par dualité. D’apres le théoreme ZZ1, on a un isomorphisme :

¥, Bxt*(DH), pO)

~

P  Hom(rWot -1 F) = Hom(T(I%"), F)
Ho+-tppr —1=d

Si on pose deg Hom (T'(Ho:#er=1) ') = 237 ;- 4, alors &9 respecte la graduation.
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De plus si it = (o, - - -, ftpr—1) est un uplet de poids d on a des isomorphismes :
FMA,...,A) ~Homp, (I X. K- FF)  (Yoneda)
:::: p’f‘7
= Homp, () (T X - - - K THer -1 )
~ Homp, (T'(Hotpr—1) | F) (Prop [LZ200)

D’aprés la proposition EZX0], EX = Extl (I, 1)) est un espace vectoriel gradué nul
sauf dans les degrés 2¢ pour 0 < i <p" —1 ou l'on a E,?Z = A. En identifiant E,?Z avec le

i-éme facteur A de F*(A,...,A), on obtient donc un isomorphisme :
F(E*) = P FHEL, ... EP" Y ~ P Hom(T*, F) .
po+-tppr —1=d pottppr —1=d

Par définition de la graduation sur F(E), cet isomorphisme respecte le degré. En le
postcomposant par &9, on obtient notre résultat. ]

Enfin, notre théoréme 223 de transparence du twist de Frobenius permet de retrou-
ver rapidement une partie des résultats de [I5].

Théoréme 2.3.4. Soit A un anneau de caractéristique p premiére. Soient A et pu des
uplets de poids d et r > j des entiers. Les morphismes :

Exth, ([P 10), gd0) — Extyp, (I 7#0), GA0) (2.4)
Excth, ([P 710) TAM) — Bxtp, (P00, @) (2.5)
factorisent pour donner des isomorphismes :
Bxtp, (07710), @) s, =5 Exty, (TP 710), gA0) (2.6)
Fxth, (TP 1@ Ay =, Ext;;A(Fpr_j“(j), @) OA (2.7)

Démonstration. Nous étudions le premier morphisme, I’étude du deuxiéme est analogue.
Comme I'P"#(I®P") est projectif, la présentation :
@ ®d ®l—0o ®d _y S)\
ST
induit une présentation :
P Homp, (17711, @0 )) ZLHomp, (1P (1), @)
geBGy
— Homp, (TP 7#(19P), §A=0))
En utilisant le théoréme EZ2ZT, on obtient donc la présentation suivante des groupes
d’extensions Extp, (TP 1l)  §A)Y
@ Ext}k;A (I*pr_ju(j)7 ®d(r)) MEX‘G}'}A (Fpr_ju(j)7 ®d(r))
ceGy
— Extly (TP /#0) gA()y
A

Le morphisme () est donc surjectif et passe au quotient en un isomorphisme Z8). O
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De maniére analogue, on peut facilement démontrer :

Théoréme 2.3.5. Soit A un anneau de caractéristique p premiére, p # 2. Soient A et
w des uplets de poids d et r > j des entiers. Les morphismes :

EXt;;A (Ppr_j”(j), ®d(r)) — Extak)A (Ppr_ju(j)a/\)\(r)) (2.8)
Exty, (7 7#0), AX0) — Extp, (17740, 010)) (2.9)

factorisent pour donner des isomorphismes :

Exth, (17 )290), @40)) e =5 Bxtp, (TP 7#0), AA0) (2.10)
Bxt, (TP 710), AM0)) 2, B, (D777 10) | ()2t Sy (2.11)
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Chapitre 3

Symeétrisations de foncteurs
polynomiaux

Soit A un anneau commutatif. Les n-foncteurs polynomiaux homogeénes de degré
(dq,...,dy) sont les foncteurs A-linéaires de la catégorie I'%dn V3" dans la catégorie
des A-modules. La catégorie Fdl""’d"VZ" s’identifie & une sous catégorie pleine de la
catégorie des G4, X --- X &4, -modules d’aprés le lemme B8 Une question naturelle
qui se pose alors est de savoir comment prolonger un n-foncteur F' en un foncteur A-
linéaire f de la catégorie des &g, X -+ X &4, -modules dans la catégorie des A-modules.
On appelle symétrisation de F' un tel prolongement f.

La notion de symétrisation d’un foncteur polynomial a été introduite par Chatupnik
dans [0, dans le cadre des foncteurs a une variable et lorsque 'anneau A = K est un
corps. Elle joue dans cet article un role essentiel, tant dans les démonstrations que dans
les énoncés. Par exemple, Chatupnik décrit [9 Th. 4.3, Th. 4.4 et Th. 6.1] les groupes
d’extensions entre certaines paires de foncteurs twistés F(), G(") comme I'image d’un
certain Sg-bimodule gradué B, par des symétrisations f et g de F¥ et G :

Extp,,. (F",G") = g(f(B,)) .

Dans les chapitres Bl et Bl nous développerons des méthodes qui généralisent les calculs
de Chatupnik. Les symétrisations des foncteurs polynomiaux nous serviront a formuler
certains résultats, par exemple la proposition et le théoreme BT20. Pour que les
résultats de ces calculs soient les plus explicites possibles, il est donc important de
décrire le plus précisément possible les symétrisations obtenues. Nous nous attaquons a
ce probléme dans ce chapitre.

Nous expliquons tout d’abord ce que nous recherchons dans le paragraphe Bl Nous
souhaitons construire un foncteur sym, qui associe a chaque n-foncteur F' une symétri-
sation f, exact & gauche et qui envoie les injectifs de la forme SN R ) SN sur e
foncteur des coinvariants sous ’action du sous-groupe de Young Gyi1 X - -+ X Gyn.

Une méthode possible pour obtenir un foncteur de symétrisation est la suivante.
Notons f@dlx...xgdm,q la catégorie des foncteurs A-linéaires des Sg, X -+ x &g, -
modules vers les A-modules. En restreignant un élément de Fg iy XX S, , A a la sous-
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catégorie I‘dl""’d"Vj”, on obtient un foncteur polynomial & valeurs quelconques. On
dispose donc d’'un foncteur d’évaluation ev : fgdlx...xgdw,q ~ fdl,,,,7dm,4(n) ev : fonc-
teur d’évaluation. D’aprés [BIl, chap. X]|, ce foncteur ev admet un adjoint a droite
s : fd17...7dmA(n) ~+ Fe.4. On peut donc penser a associer a un foncteur polynomial
F la symétrisation s(F'). C’est d’ailleurs la méthode utilisée dans [I7] pour obtenir des
symeétrisations injectives lorsque A = K est un corps. Mais ce procédé n’est pas satisfai-
sant sur un anneau quelconque. En effet, la symétrisation S(S)‘l X..-XS"") n’a pas une
expression explicite simple en général : elle n’est pas égale aux coinvariants sous l’action
de Gy X -+ x Gyn (cf. paragraphe BAT]). Dans le paragraphe B2l nous développons
donc un autre procédé de symétrisation, basé sur ’existence de résolutions injectives
canoniques dans Pg, . 4, a(n) (cf. proposition [CZT4).

Nous calculons explicitement de nombreuses symétrisations dans le troisiéme para-
graphe. Enfin, nous étudions dans le paragraphe B4 les relations entre notre procédé et
le procédé basé sur 1'utilisation d’un adjoint de ev.

3.1 Le probléme de symétrisation

3.1.1 O-foncteurs

Dans ce paragraphe, on se fixe A un anneau commutatif et di,...,d, des entiers.
On désigne par & le groupe G4, X - X Gg,. 6 : produit de groupes symétriques On
note Mod(A) Mod(A) : catégorie des A-modules la catégorie des A-modules et des
applications linéaires, et Mod(AS) la catégorie des A-modules munis d’une action A-
linéaire de & et des applications A-linéaires équivariantes.

Définition 3.1.1. Un S-foncteur est un foncteur f: Mod(AS) ~» Mod(A) tel que :
(1) f est un foncteur A-linéaire.
(2) f commute aux sommes finies.

foncteur !&-foncteur
Soient A',..., A" des uplets de poids dy,...,d, et M un S-module. Les exemples
suivants sont des &-foncteurs.

Ezemple 3.1.2. |Foncteur des coinvariants|
On note coinvyi,  yn) le G-foncteur défini par la formule :

coinviyi, )M = Mg | x..x&n -

Ezemple 3.1.3. [Foncteur des invariants| coinvyi, ) @ foncteur de coinvariants

(A17“‘7>\n)

On note inv le G-foncteur défini par la formule :

inV(Al,...,)\”)M = MGAl XX Gyn

~ Ker | 107, P M

O’EGAl ><~~~><6An
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Ezemple 3.1.4. [Foncteur des invariants sous 'action alternée]
On définit le G-foncteur alt® ") par la formule :

alt®' AN = Ker | M — &b Mers|

<T>CG>\1 X"'XGATL

ot la somme directe est prise sur tous les sous-groupes < 7 > engendrés par une trans-

.. , . . . , l n 2
position 7. Lorsque la caractéristique p est différente de 2, alt® A M est égal aux
invariants de M sous l'action alternée de Gy1 X -+ - X Gyn :

alt(Al"“’)\n)M = Ker | M M @ M

O’GG)\l XX Gyn

Définition 3.1.5. On note Fg 4 la catégorie dont les objets sont les G-foncteurs et
dont les fleches sont les transformations naturelles A-linéaires entre &-foncteurs.

Fs,a - catégorie des G-foncteurs
La catégorie Fs 4 posséde sommes, produits, noyaux et conoyaux calculés au but,
et hérite donc de la structure de catégorie abélienne de Mod(A), cf. [36, Th 4.1].

3.1.2 Le probléme de symétrisation

Soient V, W des A-modules. Le groupe &4 agit sur Hom4(V, W)®? par permutation
des facteurs :

o.(fi® - ®fi) = forr) @ ® fo1(a) -
Si V et W sont des A-modules projectifs de type fini, on a un isomorphisme
Hom 4 (V, W)®4 ~ Hom 4 (V®?, W) (cf. chapitre [ paragraphe [C2). Notons .iy et .y
les actions de Gy sur W& et V¢ par permutation des facteurs. Si v; ® - - @ vg € V&4
on a :
(0.(fi® - ®f1) (N ®...0v) = fr10)@ @ fo1(q) (V1 @ @ va)

= for11)(v1) ® -+ ® fr-1(g)(va)

=ow ([1(Veq) ® - @ fa(vo(a)))

=ow ((i® & f)lc Ly @ - ®@vg)))
D’aprés la formule de l'annexe, lidentification entre Hom(V,W)®¢ et
Hom 4 (V®? W®4) induit donc un isomorphisme entre T%Hom 4 (V, W) et le A-module

Homag, (V®4, W®4) des applications équivariantes de V®?¢ vers W®4. En considérant
les produits tensoriels, on obtient le :

Lemme 3.1.6. Le foncteur A-linéaire I’dl""’d"VX” ~ Mod(AG) défini par :

Vi, V) — VL ... @ V@
®i FdiHOHlA(VZ', WZ) = f — f S ®z HomAGdi (Vi®di’ Wi®di)

est pleinement fidéle. II identifie TV, 4 une sous-catégorie pleine de Mod(AG).
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On peut donc restreindre un G-foncteur f a la catégorie I‘dl""’d"l}j”. On obtient
alors un foncteur polynomial & valeurs quelconques (cf. paragraphe [LZ3 du chapitre [I).
symétrisation symétrisation linjective

Définition 3.1.7. [0, def 3.2] On dit qu'un G-foncteur f est une symeétrisation d'un
foncteur F' € Py, 4, a(n) si

FVEN @ @ VP = F(W, ..., V,) .

On dit que f est une symétrisation injective s’il existe en outre une transformation
naturelle f — €@ coinvyik _ynk) dont I'évaluation sur VN @ ... @ VEd est un
monomorphisme.

Exemple 3.1.8. Si u',..., u™ sont des uplets, le foncteur coinv est une symétri-

plpm)
sation injective de S#* X - .- K S#». De méme, le foncteur iny (s (resp. alt(“l""’“n))

est une symétrisation injective de I'*1 X --- X T#n (resp. de A1 X --- K AFn).

Ezemple 3.1.9. Soit A un anneau commutatif de caractéristique ¢ impaire et d > ¢
un entier. Le foncteur f : Modg,(A) ~» Mod(A) qui envoie le G4-module M sur le
quotient de (M?!*)®¢ par image de la norme (M?%)g, — (M?!)Sd est un exemple de
symétrisation injective non nulle du foncteur nul, cf. corollaire [B20

Dans toute la suite de ce chapitre nous nous intéressons au probléme de trouver
des symétrisations pour les foncteurs polynomiaux. Plus précisément, nous étudions les
questions suivantes :

Questions 3.1.10.
(i) Comment associer a tout n-foncteur polynomial F' un &-foncteur f ?
(ii) Peut-on s’arranger pour que ce procédé soit naturel en F, respecte les noyaux et
envoie le foncteur polynomial SN K-’ sur e S&-foncteur coinvyi  yn ¢
(iii) Calculer le plus explicitement possible les symétrisations injectives obtenues par
ce procéde.

Remarque 3.1.11. Les conditions du (ii) sont nécessaires pour démontrer la proposition
du chapitre 4, et du théoréme BT20 du chapitre 5. Elles permettent également
d’effectuer des calculs explicites de symétrisations (injectives).

3.2 Foncteur de symétrisation

Soit A un anneau commutatif, dy,...,d, des entiers. On note & le groupe G4, x

- X Bg,. Dans ce paragraphe nous démontrons le théoréme suivant, qui répond aux

questions (i) et (ii). sym : foncteur de symétrisation foncteur!de symétrisation
symétrisation Ides tenseurs symétriques tenseur symétrique

Théoréme 3.2.1. Il existe un foncteur A-linéaire, additif et exact a gauche

sym: Py, d,.a~ Fea
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tel que si F € Pg,.._a,.4 on a un isomorphisme F(Vi,...,V,) ~ sym(F)(Q, V&%)
naturel en F', et tel que si les \' sont des partitions de poids d; alors

sym(@?zlS)‘i) = coinvyi  yn .
Un tel foncteur est unique & un isomorphisme naturel prés.

Remarque 3.2.2. La catégorie Py, . 4, 4 n'est en général qu'une catégorie exacte (cf.
section [[4)). L’exactitude & gauche du foncteur sym signifie (cf. annexe [Al) que 'image
d’une suite exacte courte admissible par sym est une suite exacte aux deux premiers
termes.

Remarque 3.2.3. Soit K un corps. Dans [I7, Prop 3.2.2|, Franjou et Pirashvili construisent
un foncteur j, qui & un foncteur F' € Py associe une symétrisation injective de F'. Ce
foncteur j. est K-linéaire, additif, exact & gauche et de plus si A est un n-uplet de poids
d, on a un isomorphisme naturel [I7, lemme 3.2.5] : j.(S*) =~ coinvy. D’aprés 'unicité
du théoreme B2 on a donc un isomorphisme naturel en F : j,(F) ~ sym(F).

La démonstration du théoréme BZZTl se déroule en trois étapes. On définit d’abord
un foncteur de symétrisation s sur une sous-catégorie de cogénérateurs injectifs de
Pas.....dn,A- Puis on étend le foncteur s & un foncteur sym défini sur la catégorie Py, .. 4,4
tout entiére. Nous suivons donc la démarche adoptée dans |9, Prop 3.1], mais nous utili-
sons un ingrédient supplémentaire : 'existence de résolutions injectives naturelles (pro-
position [CZT4), pour obtenir la fonctorialité qui fait défaut dans [9, Prop 3.1]. Enfin,
nous démontrons 'unicité du foncteur sym dans une troisiéme étape.

Etape 1 : Foncteur s de symétrisation des injectifs

Lemme 3.2.4. [9, lemme 5.2] Soient X', '’ des uplets de poids d; pour 1 < i < n.
L’évaluation sur le G-module Vl®d1 ® - @ V2% induit un isomorphisme :

Homgg , (coinvyi  any,coinvi, )

< Homp, sy (SV R RSN SR RS

Démonstration. Nous démontrons tout d’abord que I’évaluation est injective. Soit 6 une
transformation naturelle telle que ev(f) = 0. Si pour tout ¢ V; est un A-module libre de
rang supérieur a d;, alors V1®d1 ® -+ ® V2% contient le G-module libre de dimension
un AS comme facteur direct. La transformation naturelle 6 est donc nulle sur tous
les G-modules libres. Si V€ Mod(AS) est un G-module quelconque, et si Ly est le
AG-module libre de base V', on dispose d’une surjection &-équivariante :

Ly := A6V — V
ace, — aoc.w

On a un carré commutatif :

. 0L .
coinv(yi, _ynyLy ———=coinv(1 m)Ly

i i

. (% .
COIHV()\lw")\n)V v COIHV(M17~~~7M”)

V
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Comme Ly est libre, 07, est nulle et les morphismes verticaux étant des surjections, 6y
est nulle.

Il ne nous reste plus maintenant qu’a montrer que ev est surjective. D’aprés la
proposition [ZIA tout morphisme entre les foncteurs séparables S X - K SN et
SH'K...®SH" sécrit comme une somme de morphismes du type fiX---X f,. Comme
I’évaluation respecte la composition, et que tout morphisme entre puissances symétriques
s’obtient en composant des multiplications des permutations et des comultiplications
(proposition [LZ27]) il nous suffit donc de montrer que I’évaluation atteint les morphismes
du type :

Idga M-+ B Idgyi-1 X f K Id gt K- - K Idgan

dans les trois cas suivants :

(1) f:89®85°®5 8" - 5*® 54 @ S est une multiplication.

2) f:8®5° 2508 - 5'®S5"®S5*® S est une permutation.

3) f: 57 ®85 @8N - 2 ®5%® S°® SN est une comultiplication.
Dans le premier (resp. deuxiéme) cas, ev envoie la surjection naturelle (resp. l'isomor-
phisme naturel) entre les foncteurs coinv en jeu sur le morphisme voulu. Dans le dernier
cas, notons Shg 'ensemble des (a, b)-shuffles du sous-groupe 1 x &,y x 1 de &y:. Pour
tout module M, le morphisme :

Z oM — M

o€1X--x1xShgpx1x--x1
induit un morphisme :
coinv(xi . xi—1, (A atb Ny ai+amy (M) = colnvine | yi-1 (xapa)xitt.an) (M)
qui est un antécédent du morphisme voulu. O

Notation 3.2.5. Notons Injq, . 4, 4(n) la sous-catégorie pleine de Pg, 4, a(n) qui a
pour objets les sommes (finies) de foncteurs :

SMK...KS eV,

ou V est A-module projectif de type fini et uq,...,u, des uplets de poids respectifs
dy,...,dy.

Définition 3.2.6. Le foncteur s est le foncteur additif A-linéaire
s :Injay,..d,,a(n) ~ Fea

qui a SH' K. RSH" @V associe le G-foncteur coinv,1 my (=) ®V et & une transfor-
mation naturelle v entre tenseurs symétriques associe I'unique (cf. lemme B2Z7)) trans-
formation naturelle dont I’évaluation sur V1®d1 ® - @ VO est égale & 1.
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Etape 2 : Prolongement de s en un foncteur de symétrisation

Lemme 3.2.7. [l existe un foncteur exact
IRes® : Py,....d,,a(n) ~ CC*(Inja,,...d,,4(n))

de la catégorie des n-foncteurs polynomiauz homogénes de degré (di,...,d,) vers la
catégorie des complezes de cochaines de Injq, .. 4, a(n), qui a un n-foncteur T associe
une résolution injective admissible de T'.

Démonstration. La proposition [LZT4] nous donne un foncteur qui & F' associe une ré-

o . i,y < rdiyedn
solution injective de F' par des injectifs de la forme I(Adl,.._,Adn) ® V, ou I(Ad17”'7Adn)

est linjectif X!, S%Hom(A%, —) (cf. notation [LZIZ) et V est un A-module projec-
diyesdn

I(Adl 7"'7Adn)

Injq, ... .d, A(n). Cependant, la formule exponentielle donne un isomorphisme :

tif de type fini. Les injectifs ® V ne sont pas des objets de la catégorie

185" 0 = S HomA(AT, —) K-+ B §% Hom (A%, -)

~ P SHIR .- ) GHn
Vj pj dj-uplet de poids d;

qui nous permet de considérer IRes® comme un foncteur & valeurs dans
CC*(Injay,...dn.A(1)) O

Lemme 3.2.8. Soit F' un objet de Injq, . . 4, 4(n). La résolution IRes®(F') se scinde
dans Injq, ... d, A(n).

foncteur !de symétrisation

Définition 3.2.9. Le foncteur sym : Pg,, . 4,4 ~ Fa,a est le foncteur A-linéaire et
additif qui envoie un élément F' € Py, 4, a(n) sur le noyau du morphisme :

s(TRes’(F)) — s(IRes'(F)) .

Le lemme suivant montre que le foncteur sym est un prolongement du foncteur s a
toute la catégorie Py, . 4, .4(n).

Lemme 3.2.10. Soit F' € Injq, . 4, a(n). Il existe un isomorphisme, naturel en F :
s(F) = sym(F) .

Démonstration. Nous allons montrer que le morphisme naturel s(ip) : s(F) —
s(TRes®(F)) induit un isomorphisme entre s(F) et sym(F). Pour cela, il nous suffit
de vérifier 'exactitude aux deux premiers termes de la suite :

0 — s(F) U7, s(IRes®(F)) — s(IRes!(F)) ()

D’aprés le lemme BZZF la résolution IRes®(F') scinde dans Inj(Pq,.. d,.4(n)). Comme
s est additif, la suite (x) est scindée et a fortiori exacte aux deux premiers termes. [

68



Lemme 3.2.11. Le foncteur sym est exact a gauche.

Démonstration. Soit F' — G — H une suite exacte courte dans Pg, . 4, 4(n). En la
résolvant par le foncteur IRes® et en appliquant le foncteur s on obtient un diagramme
commutatif :

0 — sym(H) — sIRes’(H) — sIRes'(H) — - -~

0 — sym(G) — sIRes’(G) — sIRes! (G) — - -~

0 — sym(F) — sIRes"(F) — sIRes!(F) — - -+

0 0 0

Par définition de sym, les lignes sont exactes aux deux premiers termes. nous allons
montrer que les deux colonnes de droite sont exactes. Une chasse élémentaire montre
que si c’est la cas, alors la suite sym(F) — sym(G) — sym(H) est exacte aux deux
premier termes.

On note J linjectif J := S@Hom (A%, —) X ... X S%Hom (A%, —) et A le n-uplet
(A% . Ad). D’aprés la construction du foncteurs IRes®, les deux colonnes de droites
sont de la forme :

s(J@9p(A)) s(JRP(A))
_— _—

0 —s(J© R(4)) s(J @ 5(4)) s(JOT(4)) =0

ou 0 — R i} S ﬂ T — 0 est une suite exacte. Les colonnes sont donc de la forme :

P(4)

(1) ® |0 — R(4) 22 g(a) X2,

T(A) =0 (%)

Mais T'(A) est un A-module projectif, donc la suite exacte courte

0— R(A) 22 504) YA pa) — 0

scinde. Par linéarité du produit tensoriel, la suite (k) scinde. Elle est donc exacte. [

Etape 3 : unicité du foncteur sym

Si deux foncteurs remplissent les conditions du théoréme B2l ils sont égaux sur la
sous-catégorie Injq, 4, A(n) de Pg, . 4, 4 dont les objets sont les sommes directes de

n

foncteurs de la forme (X', S Ai)®V avec V un A-module projectif de type fini. Les objets
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de Py, ... d, A s'obtiennent tous comme des noyaux de morphismes de Injq, . 4, a(n)
d’aprés le lemme B2 Or, les deux foncteurs commutent aux noyaux. La propriété
universelle des noyaux 31, p. 187] induit donc un isomorphisme naturel entre ces deux
foncteurs.

3.3 Calculs explicites
Young !coprésentation de

3.3.1 Symeétrisation des invariants

Définition 3.3.1. Soit A un anneau commutatif et & le groupe G4, X -+ X G4, . On
dit que f € Fs 4 admet une coprésentation de Young si elle admet une coprésentation
par des sommes directes finies de foncteurs coinv :

f— @ COINV (N1 Ank) — @ COINV (11 ity -
k l

Notation 3.3.2. On note Cop(Fs a) la sous catégorie pleine de Fg 4 ayant pour objets
les symétrisations de n-foncteurs polynomiaux, qui admettent une coprésentation de
Young.

L’évaluation sur le G-module V1®d1 ® -+ ® V2% induit un foncteur :
ev: Cop(Fe.a) ~ Pay,..d,,AlN) .
Lemme 3.3.3. Pour tout f € Cop(Fe,4), il existe un isomorphisme :
12 symlen(f)
Démonstration. Supposons que f admet une coprésentation de Young f — y?c — y]lc

On a un diagramme commutatif dont les colonnes sont les isomorphismes obtenus a
partir du lemme B2T0 :

fe vy uj
sym(ev(f))—— sym(ev(y?)) — sym(ev(y}))

Par exactitude de ev et exactitude a gauche de sym, les lignes de ce diagramme sont
exactes aux deux premiers termes. Le morphisme y?c - sym(ev(y?)) factorise donc en
un isomorphisme ¢¢ : f ~ sym(ev(f)). O

symétrisation !des tenseurs alternés symeétrisation !des tenseurs divisés
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Proposition 3.3.4. Soient \',...  \" des uplets. On a des isomorphismes :

iny A o sym(lﬂ)‘1 X...KI),

altC' A" sym(AA1 X..-KANY.
Démonstration. Le foncteur d’oubli qui & un &-module M associe le A-module sous-
jacent est égal au foncteur des coinvariants sous l'action du sous-groupe de Young

{Id} C &. Par définition, les foncteurs invA A" et alt®A") admettent donc des
coprésentations de Young (cf. exemples et BTA) :

iny LA o 1o, P M.

alt AN s M — @ Mcrs .

<T>CG>\1 X"'XGATL

Le lemme permet donc de conclure. O

3.3.2 Symétrisation des produits tensoriels
symétrisation !des produits tensoriels produit tensoriel lexterne

Lemme 3.3.5. Soient F,G des foncteurs polynomiauzr & plusieurs variables. Alors
sym(F X G) est (naturellement en F', G) isomorphe au noyau du morphisme :

sym(IRes' (F) K IRes’(G))

sym(IRes’(F) K IRes’(G)) — @sym(IRes’(F) X IRes! (@)

Démonstration. En effet, les complexes 7® = IRes®(F)XIRes®(G) et J* = IRes®*(FXG)
sont des résolutions injectives de F' X G qui ont le méme terme d’indice 0. Le résultat
découle de 'existence d’une équivalence d’homotopie entre ces deux complexes, égale a
I'identité sur le terme d’indice O. O

©

Définition 3.3.6. ([I7, §2.7],[9 p. 781]) Soient di,...,d, des entiers, notons &' et &2
les groupes &g, x -+ x Gy, et Gy, X -+ X Gg,. Pour tout f € Fe1 4 et g € Fgz2 4 on
deéfinit f © g € Fe1 42,4 par la formule de composition :

1 2
f@g(]%):]"ogoReslGXgQ6 M .

Ce procédé définit un bifoncteur — © — @ Fgi g X Fez g4 ~ Feorxe?,a, €xact en la
premiére variable.

Remarque 3.3.7. La formule de composition a bien un sens. En effet, si M est un H x G-
module, alors en restreignant ’action de H x G au sous groupe 1 x G, on obtient
un G-module Res{{XXGGM et les éléments de H s’identifient & des automorphismes G-
équivariants de ce module. Par conséquent, si g est un G-foncteur alors g(Res{{XXGGM )
admet une structure naturelle de H-module.
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Proposition 3.3.8. Soient F,G des foncteurs polynomiauzr & plusieurs variables. Il
existe une transformation naturelle :

Yrag: sym(F) © sym(G) — sym(F X G) .

De plus, dans les deuz cas suivants Vg g est un isomorphisme :
(1) Le foncteur G est un tenseur symétrique : G = O K- XS
(2) Le foncteur F admet une coprésentation F' — IO — I}, ou les foncteurs II]? sont
des sommes directes de foncteurs du type @1 X .. K@%,

Démonstration. Soient A',... A" et p!,..., ™ des uplets. On a un isomorphisme
(d’aprés la proposition [BI.2) entre le foncteur coinv(yi  yny © coinvi, my et le fonc-

teur coinv(yi  n 1. ,m). On obtient donc un carré commutatif, naturel en F, G :

sym(IRes’(F)) ® sym(IRes’(G)) sym(IRes’(F) K IRes"(G))

o o

sym(IRes!(F)) ® sym(IRes’(G)) e~ sym(IRes!(F) X IRes" ( )
®sym(IRes’(F)) © sym(TRes(G)) ®sym(IRes’(F) M IRes' (G))

D’apres le lemme B3H, le noyau du morphisme (2) est égal a sym(F X G). Pour dé-
montrer 'existence de ¥r g, il suffit donc de vérifier la nullité de la précomposition du
morphisme (1) par le morphisme :

sym(F) ® sym(G) — sym(IRes’(F)) ® sym(IRes’(G))

Mais ceci résulte de la fonctorialité de — ©® —.

Supposons maintenant que G = SR ... ® SH™. Pour montrer que Ypqg est un
isomorphisme, il nous suffit de démontrer que sym(F) ® sym(G) est égal au noyau de
(1). Mais G est un facteur direct dans IRes(G)° et les foncteurs — ® — et sym sont
additifs. Le noyau de (1) est donc égal au noyau de

sym(IRes’(F)) ® sym(G) — sym(IRes'(F)) © sym(G) .

Comme — ® — est exact vis-a-vis de sa variable de gauche on obtient le résultat.
De méme, si F = @1 K- .- K@% alors F est un facteur direct dans sym(IRes(F))
et par additivité de — ® sym(G), le noyau de (1) est égal au noyau de

sym(F) © sym(IRes®(G)) — sym(F) ® sym(IRes! (Q@)) (3)

Comme sym(F) est égal au foncteur oubli Mods, x..xe,,, (A) ~ Mod(A), le foncteur
sym(F) ® — est exact. Le noyau du morphisme (3) est donc égal & sym(F) © sym(G)
et la transformation naturelle ¢ r g est donc un isomorphisme.

Enfin, si F' admet une coprésentation par des somme directes de produits tensoriels
@M K ... K@% on utilise les isomorphismes

sym(I}) © sym(G) —f—> sym (It X G)

et 'exactitude de — ® — vis & vis de la variable de gauche pour conclure que ¥ est
un isomorphisme. O
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La deuxiéme condition d’isomorphisme, ie : F' admet une coprésentation par des
sommes de produits tensoriels, permet également de faire fonctionner la proposition
B3T1 Pour cette raison, nous énumeérons dans la proposition suivante un certain nombre
de cas ou cette condition est vérifiée.

Proposition 3.3.9. Soit F' un m-foncteur polynomial sur un anneau A. Si l'on se trouve
dans l'une des situations ci-dessous, alors F' admet une coprésentation de la forme :

F < @ MR- K — @ QUK. . Kgim .
i=1,...k j=1,...1

(1) Le foncteur F' est de degré (di,...,dn) et A est un anneau contenant Q ou de
caractéristique p > maxd;.

(2) Le foncteur F est facteur direct dans @ X ... X @%m

(3) Il existe des uplets ', ..., ™ tels que F =TH X ... K Hm,

(4) A est de caractéristique p # 2 et il eriste des uplets p',..., u™ tels que F =

AP K AR,
Démonstration. Dans le premier cas, le foncteur ' admet une résolution injective
d 9 K 0 d 9 ) 1
Fe I(/lxdl ., Adn) @VE— I(/lxdl ., Adn) eV )
ou Ia;il’ an) désigne (cf. notation [CATA) linjectif :
di,...,dm d d dm ( Adm
I(f‘lld17...,Adn) =5 1(‘4 1V®_)®"'&S (A V®_) )

et ou les V; sont des A-modules projectifs de type fini. L’hypothése sur la caractéristique
assure que pour tout i, S% est facteur direct dans ®%. Pour s = 0, 1, il existe donc un
foncteur Sy et un entier kg tel que

i ©V' 05, = ) V8. Hat.
i=1..ks

La coprésentation voulue s’obtient alors en prenant la somme directe de la résolution de
F avec la coprésentation :

0 — So = So @ Iy "4, © VO @ St

Dans le deuxiéme cas, le résultat est immédiat car F' s’exprime comme le noyau d’un
projecteur p: @1 K- K@% — @4 K... K em,

Le troisiéme cas est similaire au dernier cas. Dans le dernier cas, la caractéristique p
est différente de 2 et le foncteur A¥' K- -- K AX™ des invariants de @™ X - - - K@% sous
l'action alternée du groupe &1 X -+ x §;m est donc égal au noyau du morphisme :

XS —Id
®d1 _— ®dm Haeeul X X6, (e(o)o—1d) @ ®d1 _— ®dm

TES 1 XX Gy
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Remarque 3.3.10. Les deux propositions ci-dessus montrent que ’on peut souvent iden-
tifier sym(F X G) au foncteur sym(F') ® sym(G), qui est plus facile & calculer. Ce n’est
cependant pas toujours le cas.

En effet, prenons A un anneau de caractéristique 2 (par exemple A = Fy est le corps
premier de caractéristique 2). On munit AGs d’un structure de &3 x Go-module par la
formule (7,0).ec = €,,—1. On a un diagramme commutatif :

sym(@?) ® sym(T'?)(AG,) —= sym(®? K T?)(AS,) — Hom(S?, ®?)

(a) (b)
l (1) l (2) l ®3)

sym(S?) © sym(T'?)(AGy) @ sym(S?XT?)(AGsy) (—;> Hom (52, 5%)
dans lequel les fleches (a) sont fournies par la proposition ci-dessus, les isomor-
phismes naturels (b) sont fournis par le corollaire du chapitre suivant. Comme le
foncteur — @ sym(I'?) est exact, la fleche (1) est surjective. Mais d’autre part, I’étude
de la suite de Koszul A2 — ®2 — S? (cf. remarque du premier chapitre) montre
que la fleche (3) est nulle. Comme Hom(S?%,5?) # 0, la fleche (3) n’est pas surjective.
Ceci interdit & la transformation naturelle :

sym(5?) © sym(T'?) — sym(S* K T'?)

d’étre un isomorphisme.

3.3.3 Symeétrisation des foncteurs composés

symétrisation !des foncteurs composés
Soit n > 1 un entier. On note A,, le foncteur A,

JAVE: MOdG;n(A) ~ Modg,(A)

qui & un &;"-module M associe le Gg-module M obtenu par restriction de I'action au
sous-groupe diagonal A&y = {(0,...,0),0 € G} C &;".

Si F' est un foncteur polynomial & une variable, homogéne de degré d, I’évaluation
de sym(F)o A, sur le &5 -module V@ - @ V24 est égale a F(V1 @ @ Vj,). Il est
donc naturel de se demander quelle est la relation entre sym(F')o A, et la symétrisation
du n-foncteur polynomial F(Id®") qui au n-uplet (V4,...,V,) associe F(V; @--- @ V,,).

Il n’existe pas de transformation naturelle non nulle « évidente » entre les fonc-
teurs sym(—) o A, et sym(—(Id®")) qui nous permettrait de comparer facilement ces
deux procédés de symétrisation. Cependant, on peut tout de méme comparer ces deux
procédés lorsque F' admet une coprésentation injective.

Proposition 3.3.11. Soit F' un foncteur polynomial admettant une coprésentation par
des sommes de produits tensoriels :

F‘—)@@d—)@(@d.

i=1..k i=1..1
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1l existe un isomorphisme :
sym(F) o Ay = sym(F1d®")) .

Démonstration. D’aprés le lemme B33 il nous suffit de montrer que le 6;”—foncteur
sym(F') o A,, admet une coprésentation de Young. Or sym(F') o A,, est égal au noyau
du morphisme

@ sym(@%) o A, — @ sym(@%) o A, (%)

i=1..k i=1..1

Comme pour tout n-uplet (dy,...,dy,) le foncteur sym(@™ X ... K ®@%) est égal au
foncteur oubli Modg, x..x&,, (4) ~» Mod(A), on a :

sym(@Y) o A, = sym(@IX .- K @?) .
S ——

n termes
La coprésentation () est donc une coprésentation de Young. O

Remarque 3.3.12. L’hypothése de la proposition ci-dessus est vérifiée dans un nombre
important de cas (cf. proposition B3). Dans certaines situations de faveur (par exemple
lorsque A est un corps, cf. proposition BEZT4l), I'isomorphisme de la proposition est méme
naturel en F'.

Cependant, on verra dans les chapitres suivants qu’en général on n’a pas d’isomor-
phisme naturel entre sym(F) o A, et sym(F (V3 K --- X V,)). En effet, les tenseurs
symeétriques de gl vérifient la troisiéme « Ext-condition » (cf. corollaire ET2). De plus
la multiplication I ® SP~! — SP induit un morphisme sym(I ® SP~1) — sym(SP) sur-
jectif. Si on avait sym(S#(Id%?)) = sym(S") o Ay, alors d’aprés le théoréme B0 la
multiplication SP~! ® I — SP induirait une surjection Hp*(SP~! ® Igl) — Hp*(SPgl).
Or ceci est en contradiction avec le corollaire

3.4 Le foncteur sym comme adjoint

Soient A un anneau commutatif, dy, . .., d,, des entiers et & le groupe &g, x--- xSy, .

3.4.1 Comparaison avec les extensions de Kan

extension de Kan Revenons sur la construction évoquée dans I'introduction du cha-
pitre. Notons j le foncteur d’inclusion de Fdl""’d"Vj” dans Mod(AS) fourni par le
lemme la précomposition par j induit un foncteur ev : Fg 4 ~ fdl,m,dm,q(n) ev :
foncteur d’évaluation qui & un S-foncteur f associe sa restriction sur ['@1-dn V3" (cette
restriction est un foncteur polynomial & valeurs quelconques).

Le foncteur ev admet un adjoint a droite d’apres [31), X.3 p. 233], noté Ran;, et qui a
tout foncteur polynomial 7" associe ’extension de Kan & droite selon j. Plus précisément,
soit M un &-module. La catégorie (M | j) est la catégorie dont les objets sont les paires
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(f,N) ou N est un &-module de la forme ), Vi®di avec V; A-modules projectifs et f
est une application A linéaire équivariante, et dont les morphismes sont les diagrammes

commutatifs dans Mod(AG) :
/ X
¢

N'.

Notons @ : (M | j) ~ Fdl""’d”l)j" le foncteur de projection, qui a l'objet (f, V) associe
N. L'image d’un foncteur polynomial T par Ran; est le &-foncteur Ran;(T") défini sur
les objets de Mod(AS) par la formule [31), X.3 Th. 1] :

Ran;(T)(M) =1lim [(M | j) & Ddmdnyn I aqod(A)

Par construction, le foncteur Ran; est additif, A-linéaire et exact a gauche. C’est donc
un bon candidat pour un foncteur de symétrisation répondant aux questions BT TO(ii).
Cependant on a :

Lemme 3.4.1. Soit ', ... , A" des partitions de poids dy, ..., d, et M un S-module sur
Z. Le Z-module Ran (X} S )(M) n'a pas de torsion.

n

Démonstration. Par définition, Ranj(ﬁzzlSAi)(M) est un sous Z-module du produit
HNE(ML]’) N6A1x---x6w- Les NGMX...X@)\” n’ayant pas de torsion (car les N sont des
modules de permutation), le produit n’en a pas non plus, et on obtient notre résultat. [

Ainsi, sur Z (et plus généralement sur un anneau principal qui n’est pas un corps), on
n’a pas d’isomorphisme entre les G-foncteurs coinvyi o et Ranj(XKj_S*'). En effet,
contrairement a ce qui se passe avec Ranj(@?zlSAl), I'image d’'un &-module M par
coinvyi  yn n'est pas forcément un module libre (par exemple si M = Z/nZ avec action
triviale ou M = Z avec action donnée par la signature). Notre foncteur sym est donc
différent du foncteur Ran;.

3.4.2 Le foncteur sym comme adjoint

Dans ce paragraphe, nous étudions comment modifier la définition du foncteur sym
pour le faire apparaitre comme un adjoint a droite du foncteur ev. Plus précisément,
nous étudions sous quelles conditions on peut remplacer la catégorie d’arrivée Fg 4 du

foncteur sym par une nouvelle catégorie Fg 4. Fe

Choix possibles pour la catégorie .7?6,14

Dans tout ce paragraphe, on fixe Cg(A) et C(A) deux catégories vérifiant les axiomes
suivants :

(A1) C(A) est une sous-catégorie pleine de la catégorie Mod(A) des A-modules, stable
par somme finie, par produit tensoriel fini, et admettant des noyaux.
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(A2) Cg(A) est une sous-catégorie pleine de la catégorie Mod(AG) des G-modules sur
A, contenant la catégorie Fdl""’d”VX".

(A3) Les catégories Cs(A) et C(A) sont reliées par la propriété suivante : pour tout
V € Cs(A) et tout sous-groupe H de & le A-module des coinvariants Vi est un
objet de C(A).

Lemme 3.4.2. Soit A un anneauw commutatif. Les paires suivantes vérifient les axiomes

(A1-A3) :

(1) Cs(A) = Modg(A) et C(A) = Mod(A).
(2) Si A noethérien, Cg(A) est la catégorie des S-modules qui sont des A-modules de
type fini sur A et C(A) est la catégorie des A-modules de type fini.

(8) Si A est de Dedekind, Cg(A) est la catégorie des facteurs directs des modules de
permutation de dimension finie et C(A) la catégorie des A-modules projectifs de

type fini.
(4) Si A est principal, Cs(A) est la catégorie des modules de permutation de dimension
finie (cf. anneze [BA) et C(A) la catégorie des A-modules libres de type fini.

Définition 3.4.3. Soient Cg(A), C(A) deux catégories vérifiant les axiomes (A1-A3).
On appelle G-foncteur sur A un foncteur A-linéaire

F:Ce(A) ~ C(A) .

On note .7?67 A la catégorie des G-foncteurs sur A et des transformations naturelles entre
G-foncteurs.

La catégorie j-:& 4 est une sous-catégorie pleine de la catégorie abélienne des foncteurs
de Cs(A) dans Mod(A). Elle posséde des sommes finies, des produits tensoriels et des
noyaux calculés au but.

Exemple 3.4.4. Soient ' des partitions de poids d;. D’aprés 'axiome (A3), les foncteurs
de coinvariants coinvy:  y» sont des objets de Fg 4. Comme Fg 4 est stable par noyaux,

. 1 n 1 n . . , .
les foncteurs inv? A" et alt® " sont aussi des objets de cette catégorie.

Notons j I'inclusion de Cs(A) dans Mod(AS). La précomposition du foncteur sym
par j induit un foncteur (encore noté sym) de Cg(A) dans Mod(A).

Proposition 3.4.5. Soient Cs(A), C(A) deur catégories vérifiant les ariomes (A1-AS3).
Le foncteur sym est a valeurs dans Fs 4.
Propriété d’adjonction

Définition 3.4.6. Soient Cg(A), C(A) deux catégories vérifiant les axiomes (A1-A3). On
dit que f € Fg 4 admet une coprésentation de Young si elle admet une coprésentation
par des sommes directes finies de foncteurs coinv :

f= @ COINV (\1k  \nk) = @ COINV (10 ity -
k !
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Notation 3.4.7. On note C’op(]?G,A) la sous catégorie pleine de .7?67,4 ayant pour objets
les symétrisations de n-foncteurs polynomiaux, qui admettent une coprésentation de
Young.

Young !coprésentation de

Remarque 3.4.8. 11 existe des G-foncteurs f qui admettent des coprésentations par des
coinvariants :

f——-¢——H
pour G et H des sous-groupes &, mais qui n’admettent pas de coprésentation de Young
(c’est-a-dire de coprésentation dans laquelle G et H sont des sous-groupes de Young de
S).

En effet prenons A = k un corps, et .7?6 .k la catégorie des foncteurs des G4-espaces
vectoriels sur k vers les k-espaces vectoriels de dimension finie. Soit f un foncteur co-
hérent [T, def 2.2.1] qui est une symeétrisation non nulle du foncteur nul. Son dual
fH(=) == f(=")Y admet une coprésentation par des coinvariants car (—%)f = —5. Ce-
pendant, f* est également un foncteur cohérent et une symeétrisation injective du foncteur
nul. On a donc pour toute partition A de poids d [I7, prop 3.2.2 et lemme 3.2.5] :

Hom(f#, coinvy) ~ Homp(0,5*) = 0.

Ainsi, il n’y a pas de transformation naturelle non nulle entre f et un foncteur de
coinvariants sous un sous-module de Young &, de &,4. Le corollaire [B.2.9 de ’annexe
fournit un tel exemple de symétrisation cohérente non nulle du foncteur nul.

L’évaluation sur le G-module V1®d1 ® - ® V.4 induit un foncteur :
ev: Cop(Fea) ~ Pa...dy.A(0) -

Par construction, le foncteur sym est a valeurs dans Cop(Fg, 4). Nous allons maintenant
voir dans quelles conditions ces foncteurs sont adjoints. Pour cela, nous introduisons deux
axiomes supplémentaires.

(A4) Pour tout M € Cg(A) il existe un objet Ly de Cg(A) tel que Ly soit une somme
directe d’éléments de ['@1»-dn V3" et un morphisme surjectif Ly — M.

(A5) Les catégories Cg(A),C(A) sont stables par dualité et le bidual d'un objet M est
isomorphe a M.

Lemme 3.4.9. Les paires Cs(A),C(A) suivantes satisfont les axiomes (A1-A5).

(1) A estun corps, Cg(A) est la catégorie des A-espaces vectoriels de dimension finie
munis d’une action linéaire de &, et C(A) est la catégorie des A-espaces vectoriels
de dimension finie.

(2) A est un anneau principal, Cs(A) est la catégorie des A-modules de permutation
de dimension finie, et C(A) est la catégorie des A-modules libres de type fini.

(8) A est un anneau de Dedekind, Cs(A) est la catégorie des facteurs directs de A-
modules de permutation de dimension finie, et C(A) est la catégorie des A-modules
projectifs de type fini.
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Proposition 3.4.10. Supposons que les catégories Cg(A), C(A) vérifient les aziomes
(A1-A5). L’évaluation induit un isomorphisme (naturel en f, g) :

HomC’op(f-'eyA)(f’ g) = Hom’Pdl dn,A(n)(ev(f)7 ev(g)) .

,,,,,

Démonstration. Supposons que les axiomes (A1l-A4) sont vérifiés. Dans ce cas la dé-
monstration du lemme B2l s’adapte dans notre nouveau cadre et pour tout uplets
MY pt de poids d; le foncteur d’évaluation induit un isomorphisme :

Hom]j.g A(COinV()\lw.’)\n), coinvm17...,un))

< Homp, oa (SN R RSN SR RS
Si Vaxiome (A5) est également vérifié, alors la catégorie fe, A est stable par dualité

de Kuhn, et le dual de Kuhn de inv(# 1" est le foncteur coinv(,1 . mny. D’apres la
proposition [B11] et le lemme de Yoneda on a donc un isomorphisme naturel :

Hom(f, coinv(,1  ,mny) =~ Hom(inv(“l""’“n),fﬁ) o~ fﬁ(G/Gul X X Gpyn)  (*)

Démontrons la proposition dans le cas g = coinv(,1  ny. Soit f — y?c — yjlc une
coprésentation de Young de f. On un diagramme commutatif :

Homgg , (y}, 9) —==Homp, . m)(ev(yy), ev(g))

| |

Hom]-'s,A (y?’ g9) %) Hodel 7777 dn,A(n) (ev(y?‘)7 ev(g))

i i

Hom]'—es,A (f? g) - Hompdl dn,A(n) (C’U(f), ev(g))

D’aprés la relation () la colonne de gauche est exacte aux deux dernier termes. Comme
ev(g) est injectif la colonne de droite est exacte aux deux derniers termes. L’évaluation
de la derniere ligne est donc un isomorphisme.

Si maintenant g est quelconque, soit g — yg — y; une coprésentation de Young de
g. On a un diagramme commutatif :

,,,,,

Homgg ,(f,9) —— Homp,

.....

, ~ R Pay dn,A(n)(ev(f)7 ev(yg))
dn,A(n)(ev(f)7 ev(y;))
Les colonnes sont exactes aux deux premiers termes par exactitude & gauche de

Hom(f, —) et Hom(ev(f),—). L’évaluation de la premiére ligne est donc un isomor-
phisme. O

.....
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Corollaire 3.4.11. Si les catégories Cs(A), C(A) vérifient les axiomes (A1-A5), alors
les foncteurs (ev, sym) forment une paire d’adjoints : on a un isomorphisme (naturel en

f.9):
HomCop(]f‘@—,A)(f’ sym(Q)) ~ Homp, dn,A(n)(ev(f)7 G) .

Corollaire 3.4.12. Si les catégories Cs(A), C(A) vérifient les aziomes (A1-A5), alors
le foncteur sym : Pq, a4, 4(n) ~ Fe a est pleinement fidéle.

3.4.3 Applications

Fixons Cg(A) et C(A) deux catégories vérifiant les axiomes (A1-A5). Des exemples
de choix possibles sont donnés par le lemme L4 Dans cette situation, le foncteur sym :
Pay.....dn,A(n) ~ Fg, 4 est un adjoint du foncteur d’évaluation. Dans ce paragraphe, nous
appliquons cette propriété pour obtenir de nouveaux résultats.

Symétrisation des foncteurs composés

Lemme 3.4.13. Si les catégories Cs(A), C(A) vérifient les aziomes (A1-A5), alors pour
tout f € Cop(Fg,a), il existe un isomorphisme naturel en f :

12 symen(£)

Démonstration. Supposons que f admet une coprésentation de Young f — y?c — y}
On a un diagramme commutatif dont les colonnes sont les isomorphismes obtenus a

partir du lemme B2T0 :

0 1
fe Yy Yy

sym(ev(f))—— sym(ev(y})) — sym(ev(y}))

Par exactitude de ev et exactitude & gauche de sym, les lignes de ce diagramme sont
exactes aux deux premiers termes. Le morphisme y?c = sym(ev(y?)) factorise donc en
un isomorphisme ¢¢ : f ~ sym(ev(f)).

Fixons deux foncteurs f,g et choisissons deux coprésentations de Young de f et
g. D’aprés le raisonnement précédent, on obtient deux isomorphismes ¢; et ¢4, qui
dépendent & priori du choix des coprésentations. Soit 6 : f — g. Alors le carré commute :

symlev(f)) 22O symen(f))

X i

f ’ g-

En effet, les évaluations des deux morphismes sym(ev(d)) et ¢4 06 o qﬁ]?l sur le 6-

module V1®dl Q- ® Vn®d" sont égales, donc ces deux morphismes sont égaux d’apres la

proposition BT

80



Si on prend f = g et 6 = Id, on obtient que I'isomorphisme ¢ ne dépend pas du
choix de la résolution. Avec f, g,0 quelconques, on obtient la fonctorialité de ¢y. O

En remplacant 'utilisation du lemme B33 par celle du lemme précédent dans la
démonstration de la proposition BZ3T1l on obtlent un nouveau résultat, plus précis (on
a gagné la naturalité en F').

Proposition 3.4.14. Supposons que les catégories Cg(A), C(A) vérifient les aziomes
(A1-A5). Soit F' un foncteur polynomial sur un anneaw commutatif A admettant une
coprésentation par des sommes de produits tensoriels :

F — @@dﬁ@é?d

i=1..k i=1..1

Il existe un isomorphisme (dans -7?6,14); naturel en F :
sym(F) o A, = sym(F(Id%¥")) .

symétrisation !des foncteurs composés

Symétrisation des foncteurs de Schur

Nous nous intéressons maintenant aux exemples de symétrisations injectives des
foncteurs de Schur utilisés dans [9, p.778]. Le foncteur de Schur Sy, sur A est égal a
I'image du morphisme (cf. définition B3T3 :

o, —,
d)\/)\/ : A)\/)\’ <—>®d /A ®d—>->S)‘/)‘ ‘

Définition 3.4.15. Soit A/\ un diagramme gauche de poids d et )\r/v)\’ son diagramme
conjugué. On note sy, la symétrisation injective de Sy,y obtenue comme image du
morphisme :

O\ altM N < Id 22 1d comv)\/)\, .

Remarque 3.4.16. Sil’anneau A contient Q ou est de caractéristique p > d, on dispose de
la définition équivalente suivante de s),y donnée par la proposition E327 On fait un
tableau en numérotant les coefficients non nuls du diagramme gauche p/p’ dans 'ordre
lexicographique, on note ay,y € AG, la somme des éléments de &4 qui préservent les
lignes et by,y € AGy la somme alternée des éléments qui préservent les colonnes. On a
alors

Sxax (M) = by/n 0 ayn(M) .

sy/n : symétrisation du foncteur de Schur Sy
symétrisation !des foncteurs de Schur foncteur !de Schur
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Proposition 3.4.17. Supposons que les catégories Cg(A), C(A) vérifient les aziomes
(A1-A5). Soit \/N un diagramme gauche de poids d. Il eziste un monomorphisme (dans
Fe.a) :

sx/x = sym(Sx/n)

dont Uévaluation sur M = V& est un isomorphisme. Si Uanneauw A contient Q ou est
de caractéristique p > d, cette transformation naturelle est un isomorphisme.

Démonstration. Tout d’abord, la composée

— NN —
AN AN DA . AN
Or/n + sym(A Ny e altMN 2 coiny 7, = sym(SMN)
est égale au morphisme sym(dy ). En effet, leurs évaluations sur V@ sont égales et le
foncteur sym est pleinement fidéle.
Le conoyau de dy,/y prend ses valeurs dans les modules libres de type fini d’apres
le théoreme B3T4l C’est donc un foncteur polynomial d’aprés la proposition [CZS

Notons p : S’\/NX —» Cokerd,y/y la projection. Par exactitude a gauche de sym, on a
sym(Sy/n) = Ker sym(p).
De plus, sym(p) o sym(dy/y) = sym(p o dy/y) = 0. L’isomorphisme coinv)\/NX ~

sym(S)‘/N)‘/) induit donc une transformation naturelle injective :
sy/x = Im 0y — Kersym(p) = sym(Sx/n) (%)

Si A contient Q ou est de caractéristique p > d, alors d’apreés la proposition [B.3.25]
le morphisme structurel AMA — ,» admet une section. Sa symétrisation induit donc

une surjection sym(AM) — sym(Sx/x), et on a donc Im sym(dy/n) = sym(Sy/n) =
Ker sym(p). La transformation naturelle (x) est donc un isomorphisme. O
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Chapitre 4

Cohomologie des bifoncteurs
polynomiaux

Dans ce chapitre, nous généralisons tout d’abord & un anneau A commutatif quel-
conque la définition de la catégorie P4(1,1) des bifoncteurs polynomiaux (contravariants
en la premiére variable, covariants en la seconde) introduite par Franjou et Friedlander
dans [I3]. Par dualité sur la variable contravariante (cf. lemme EIT), cette catégorie
est équivalente a la catégorie P4(2) introduite dans le chapitre [l Nous en déduisons la
structure de la catégorie P4(1,1).

Suivant [I3], nous définissons ensuite dans le paragraphe B2 1a cohomologie Hy, 4(B)
d’un bifoncteur B € P4(1,1) homogene de bidegré (d,d) comme un A-module d’exten-
sions dans la catégorie des bifoncteurs polynomiaux :

Hp 4(B) = Extp,  1y(T%l, B) .

Puis nous démontrons que si n est un entier supérieur ou égal a d, la cohomologie
p.4(B) calcule la cohomologie rationnelle de GLy,/A a coefficients dans la représen-
tation B(A", A™) (théoreme EZZTT)). Ce théoréme est le résultat principal du chapitre
et fournit une forte motivation pour I’étude de la cohomologie des bifoncteurs polyno-
miaux. Il n’était auparavant connu que dans le cas ou A = K est un corps |13, Th. 1.5].
Nous parvenons & démontrer ce résultat sur un anneau commutatif quelconque en adop-
tant une nouvelle approche, qui repose sur un calcul explicite de théorie classique des
invariants (théoréeme [D.2.6]). Puis nous utilisons le théoréme pour obtenir des in-
formations (corollaires et EE2ZT4)) sur la cohomologie des bifoncteurs que 1’algébre
homologique dans la catégorie P4(1,1) ne semble pas apporter facilement.
Enfin dans le paragraphe EE3l nous établissons quelques calculs sur la cohomologie
des bifoncteurs.

4.1 Catégorie des bifoncteurs polynomiaux

Soit A un anneau commutatif. On rappelle (cf. chapitre[l) que V4 désigne la catégorie
des A-modules projectifs de type fini sur A et que si V est un A-module, V'V désigne le
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dual A-linéaire de V.

4.1.1 Bifoncteurs polynomiaux selon Franjou et Friedlander
bifoncteur polynomial

Définition 4.1.1. Un bifoncteur polynomial B (contravariant en la premiére variable,
covariant en la seconde variable) sur A :

B : VAP x V4~ Vs

est la donnée pour tout (V1,Va) € V4P x V4 d’un élément B(Vy, V) € V4 et pour tous
Vi, Vo, Wi, Wy d’un polynoéme By, v, w,,w, :

Hom 4 (W1, V1) x Hom g (Va, Wa) — Hom 4 (B(V4, V), B(Wy,W))) ,

vérifiant les deux conditions :
(1) By, va,vi,vs (IdVl’IdVé) = IdB(VhVQ) :
(2) Pour tous modules projectifs de type fini Uy, Us, V1, Vo, W1, Wy, la précomposée
du polynoéme By, v, w,,w, par le polynome induit par la composition :
Hom(Vy,Uy) x Hom(Us, V2) x Hom(Wy, Vy) x Hom(Va, Wh)
— HOHl(Wl, Ul) X HOIH(UQ, WQ)

est égale a la postcomposée de By, v,.w,.w, X By, u,,vi, v, par Iapplication bili-
néaire
Hom(B(Uy,Us), B(Vh,Va))xHom(B(Vy, Vo), B(W1, Ws))
— HOII](B(Ul, Ug), B(Wl, Wg)) .
degré (d’un foncteur)

Définition 4.1.2. Une transformation naturelle f : B — B’ entre deux bifoncteurs po-
lynomiaux est la donnée, pour tout Vi, Vo d’une application linéaire fy, v, : B(Vi, V) —
B'(V1,V3) telle que le diagramme suivant de polynémes commute :

Buy,uy, vy, vy

Hom(V3,U;) x Hom(Us, V3) Hom(B(Uy,Us), B(V1,V2))
lfvl,VQO_

Hom(B(Uy,Us), B'(V1,V2)) .

B/
l Uy,Ug,V71,Vo

Hom(B'(Uy,Us), B'(V1, V3))

—ofuy,Uy

Définition 4.1.3. Soit B un bifoncteur polynomial. On dit que B est de degré fini
si les degrés des polynomes By, v, w, w, sont majorés. On dit que B est homogene de
bidegré (d, e) (resp. homogeéne de degré total d) si tous les polynoémes By, v, w, w, sont
homogenes de bidegré (d,e) (resp. homogenes de degré total d).
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Définition 4.1.4. On note gl le bifoncteur polynomial homogene de bidegré (1,1) qui
a une paire (V, W) associe gl(V,W) = V¥V @ W. Si F est un foncteur polynomial, on
note Fgl le bifoncteur polynomial obtenu en précomposant F' par le bifoncteur gi.

gl
Remarque 4.1.5. Soit A un anneau de caractéristique p premiére. Le bifoncteur gl com-

mute au twist de Frobenius : I gl ~ ¢1(").

Définition 4.1.6. On note P4(1,1) (resp. PgA) la catégorie A-linéaire des bifoncteurs
(contravariants en la premiére variable, covariants en la seconde variable), de degré fini
(resp. homogenes de bidegreé (d, e) et des applications naturelles entre de tels bifoncteurs.

Pa(1,1) : catégorie des bifoncteurs polynomiaux Pg 4 © catégorie des bifoncteurs
polynomiaux homogeénes de bidegreé (d,e)

4.1.2 Propriétés de la catégorie des bifoncteurs polynomiaux

Les définitions ci-dessus sont identiques (& une dualité prés) aux définitions en rap-
port avec la catégorie P4(2). Par exemple, si B est un bifoncteur polynomial contrava-
riant en la premiére variable et covariant en la seconde, alors le bifoncteur B(—Y, —2)
est bifoncteur polynomial covariant au sens de la définition [LZT] du chapitre [l

Lemme 4.1.7. Soit B(—1,—2) un objet de Pa(1,1). Alors B(—Y, —2) est un objet de
Pa(2), de méme degré. La dualité sur la premiére variable induit donc une équivalence
de catégorie qui préserve le degré :

D :Py(1,1) ~ Pa(2) .

D
Remarque 4.1.8. Le foncteur D envoie gl € 73117A sur Dgl =1TX1T € Pi1a.

Tous les résultats du premier chapitre se transposent donc a la catégorie P(1,1).
En particulier on obtient les énoncés suivants :

Proposition 4.1.9. Soit B € P4(1,1). Son dual de Kuhn B* défini par BV, W) =
B(VY,WVY)Y est encore un élément de Pa(1,1). La dualité de Kuhn définit une équiva-
lence de catégories qui préserve le bidegré :

(=)F - Pa(1,1)%P ~ Pa(1,1) .
—# . dualité de Kuhn dualité de Kuhn

Proposition 4.1.10. La catégorie A-linéaire additive Ps(1,1) se décompose en la
somme directe de ses sous-catégories pleines

Pal,1) =P P,

(de)
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Proposition 4.1.11. Les catégories Pa(1,1) et PZA ont une structure de calégorie
exacte si [’on prend pour suites exactes courtes admissibles les suites 0 — B’ — B —
B" — 0 qui sont evactes aprés évaluation sur les paires (V, W) € V2.

Notation 4.1.12. Soient d, e des entiers positifs et V, W des A-modules projectifs de type
fini. On note :

PR = THom(—1, V) @ T°Hom(W, —),
14V = SHom(—1, V) ® S“Hom(W, —) .

Proposition 4.1.13. Soient d, e des entiers positifs, V,W des A-modules projectifs de
type fini, et B € Pg,A un bifoncteur polynomial sur A. On a des isomorphismes naturels
en B,V,W :

Hompa (PRY.B) ~ B(V, W),
Homp. (B, INY) ~ BHW, V).
Les foncteurs P et I V sont respectivement des projectifs et des injectifs de PdA 1l

existe un foncteur exact PReS. (resp. IRes®) qui & un bifoncteur B associe une résolution
projective (resp. injective) admissible de B par des projectifs de la forme U ® PdAd ot

U est un A-module projectif de type fini (resp. des ingectifs de la forme U ® IdA ).

Remarque 4.1.14. Le bifoncteur gi®? est un injectif de PgA En effet, la formule expo-

nentielle montre que c’est un facteur direct du projectif p? il ’Ad

changement de base

Théoréme 4.1.15. Soit A’ une A-algeébre commutative. On dispose d’un foncteur de
changement de base Pa(1,1) ~ P (1,1) exact qui préserve les projectifs. De plus, on a
un morphisme canonique A’-linéaire :

¢ : EXt;)A(Ll) (S, T) ®A A/ — EXt%A/(Ll) (SA/,TA/)

qui est un isomorphisme si A’ est A-plat. Enfin, si A est un anneau de Dedekind, alors
pour tout i ce morphisme s’inscrit dans une suite exacte courte de groupes abéliens :

0 — Exth ; 1)(S,T) @4 A’ 2, Exth 1.1y (Sar, Tar)

— Tor (Ext;jl(l 1)(5, T),A") =0

4.2 Cohomologie des bifoncteurs

4.2.1 Définition

Définition 4.2.1. Soit A un anneau commutatif et soit B un bifoncteur homogene de
bidegré (d,d) sur A. On appelle cohomologie du bifoncteur B le groupe d’extensions :

Hp 4(B) := Exty, o y(Mgl, B) .
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P, 4(=) : cohomologie des bifoncteurs cohomologie !des bifoncteurs

Abus de notation 4.2.2. Lorsqu’il n’y a pas de confusion possible concernant ’anneau
de base A, on pourra omettre le A pour alléger la notation. On écrira donc Hp au lieu
de H7’57A.

Proposition 4.2.3. Soit A un anneau principal et soit B € PgA un bifoncteur polyno-

mial. Les A-modules H%,A(B) sont des A-modules type fini.

Démonstration. Soit P, une résolution projective de I'%gl. La cohomologie du bifoncteur
B est donnée par I’homologie du complexe de A-modules HomfpgA(P., B). Si Pj “;V est

un projectif standard, le A-module HompgA(Pj"‘;V, B) ~ B(V, W) est projectif de type
fini, donc libre de type fini car A est priﬁcipal. Les cycles et les bords du complexe
HomPgA(P., B) sont donc des A-modules libres de type fini et leurs quotients sont des

A-modules de type fini. O

4.2.2 Cohomologie des bifoncteurs séparables

bifoncteur polynomial !séparable
Définition 4.2.4. Un bifoncteur séparable est un bifoncteur de la forme :
Hom(F,G)(—1, ) i= F¥(~1) ® G(~2) = FH(~Y) ® G(2)
o F, G sont deux foncteurs polynomiaux.
Hom(F, Q) : bifoncteur séparable

Les injectifs Ied"‘;v et les projectifs Pj y de la catégorie Pg 4 sont des bifoncteurs
séparables. En effet on a :

PR = Hom(If, Py) I8 = Hom(P{, Ify) |

€ €

oll I‘d/ et P‘C/l désignent les injectifs et les projectifs dans la catégorie des foncteurs a une
variable (cf. notation [CZ]). On a un isomorphisme naturel :

Hompg’A(ngl,Hom(Pf}, I&)) ~ S™Hom 4 (W, V) ~ Homp, (PE, IE)

obtenu en mettant bout a bout I'isomorphisme de la proposition EET.T3] et I'inverse de
I'isomorphisme donné par le lemme de Yoneda dans Py 4. Si Hom(F, G) est un bifoncteur
séparable, on a donc un isomorphisme de bicomplexes :

Hompg’A (%1, Hom(PRes, (F),IRes®(G))) ~ Homp, , (PRese(F), IRes®(G)) .

Le complexe total associé au bicomplexe Hom(PRese(F),IRes®(G)) est une résolution
injective de Hom(F,G). En prenant ’homologie des complexes totaux on obtient donc

I3 prop 2.2] :
Proposition 4.2.5. Soit A un anneau commutatif et F,G des foncteurs polynomiaux
homogeénes de degré d sur A. On a un isomorphisme naturel en F,G :

Hp, 4(Hom(F,G)) = Extj, , (F,G) .
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4.2.3 Lien avec la cohomologie rationnelle

Dans ce paragraphe, nous établissons un lien entre la cohomologie des bifoncteurs et
la cohomologie rationnelle du groupe linéaire. Nous renvoyons a 1’annexe [D| pour plus
de détails sur les groupes algébriques et la cohomologie rationnelle.

Soit B un bifoncteur polynomial sur un anneau A. Pour toute paire de A-modules
projectifs de type fini V, W, le polynéme By : End(V") x End(W) — End(B(V,W))
induit un morphisme de groupes algébriques GL(VY) x GL(W) — GL(B(V,W)).
Lorsque V = W, on le précompose par I'inclusion diagonale g — (¢!, g) pour obtenir
une action rationnelle :

GL(V)x B(V,V) = B(V,V), (g.x)— Byyv(g ', g)().

Lemme 4.2.6. Soit A un anneau commutatif, et B un bifoncteur sur A. Le morphisme
d’évaluation, naturel en B :

eBn : HomPgA(ngl,B) —  B(A™ A™)
est & valeurs dans B(A™, A")GLn/A,

Lemme 4.2.7. Soit A un anneau commutatif, et B un bifoncteur homogéne de bidegré
(d,d) sur A. Sin > d, le morphisme :

€Bn ° HompgA(ngl,B) —  B(A", A")
f —  fan(y'Idan)
est injectif

Démonstration. Soit n un entier. Notons comp le morphisme de bifoncteurs défini par
la composée

I'(Homy(—1, A™)) @ I''(Hom (A
\[\ %
I'(Hom(—1, A") ® Hom (A", —2)) —Tl(—1, —)

Pévaluation de la transformation naturelle comp sur la paire (A", A™) envoie
(v 1d 4 )®? € T4 (Hom (A", A™))®? sur vIdgn € T4 Hom (A", A™)). On a donc un
diagramme commutatif :

d,A™
Homple,A (Pd,A" (_17 _2)7 B(_17 _2))

Hom,Pd (comp,B(—l,—g))T
d,A

B(A", A™)

€B,n

HomPgA(FdHOIHA(_l, —2), B(—1,—2))

dans lequel l'isomorphisme horizontal est donné par le lemme de Yoneda. D’aprés
la proposition [C3T]L si n > d alors comp est un épimorphisme. Le morphisme
HomPgA(comp, B(—1,—2)) est alors injectif, et ep , également. O
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Pour 1 <i <petl<j<gqonnote (i|j) € S?(V® @ VV®)V) le polynome
homogene de degré 2 défini par la formule (cf. annexe [D théoreme [D2.6) :

(Z|j)(.’£1, .. ,(L‘p,fl,. .. 7fq) = f](.’Bl) .

Lemme 4.2.8. Soit A un anneau commutatif, d un entier et V un A-module libre de
rang n. Le A-module

GLn/A
Sd(V\/ &d g V@d)GLn/A ~ (Sd(v\/ @d) ® Sd(v@d))

est engendré par la famille des produits (i1|j1) ... (ia|lja), ot les indices iy et ji sont des
entiers compris entre 1 et d.

Démonstration. C’est une conséquence directe du corollaire D27 O
Lemme 4.2.9. Soit A un anneau commutatif. Le morphisme :

Hompy ([l 54(~Y) ® S*(—2) — SH(A"™Y)@ SM(A")
f — fan (7 Idan)

induit une surjection sur (S“(A”V) ® SA(An))GLn/A.

Démonstration. D’aprés l'isomorphisme de foncteurs

SU=Y %) © §U(=59) ~ b SH(—1) @ SN(—2)
A,p uplets de poids d

il suffit de montrer que le morphisme

GLn/A
HOIn,PiA (ngl’ Sd(_\l/ EBd) ® Sd(_gad)) N (Sd(AnVEBd) ® Sd(An EBd)) /
/ - far (v d gn)

est surjectif. Le lemme nous donne une famille génératrice du A-module libre de
droite. Nous allons montrer que le morphisme ci-dessus atteint tous ces générateurs.

Soit (a;)1<i<n une base de A", (a§)1gi§n sa base duale et (agﬁ)lgign sa base biduale.
L’isomorphisme canonique A™ ~ A™VV envoie donc (a;)1<;<p sur (a?ﬁ)lgign. Si k est un
entier compris entre 1 et d et v € A", on note v¥ le vecteur (0,...,0,v,0,...,0) € A"®d
ou v est en k-éme position.

Soient k et [ deux entiers. Calculons une expression maniable du polynéme (k|l) €
SHA™W &) @ S1(A"®D) Soit (z!,...,2% ¢, ..., ¢F) = (z,¢) un vecteur de A% @
A"Ved Op a

n n

(B (2, 0) = 6" (") =D o(ab)al | Y dt'(2)a; | =" d(ah)al (x) .
3 =1
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Ainsi, on a légalite (k|l) = >0, ag-l ® a?ﬁk .St (k... kg) et (L, ..., 1lg) sont deux d-
uplets d’entiers, le polynome (ki|l1)(k2|lo) ... (kgllq) € SHA™ &) @ S A™S?) est donc
donné par la formule :

(kall)(Ralla) . (kalla) = Y alltall? . aflt @ affF1afthe gt
(915eey8qg) ENT

Il ne nous reste plus qu’a produire un morphisme f : I'(—} ® —3) — Sd(—\l/@d) ®
S4(—$4) dont I’évaluation sur

. ®d
7 1dan = (Z df ® ai) eT9(A™ © A™)
i1

est égale a (k1|l1)(kz2|l2) ... (kq|lg). Mais le morphisme

iy gdrody - (VY @ W) (v @d)®d ® (W@d)®d
ki I

-
L, (v ®w;) —  (®L07) @ (L wi)

fki

envoie yIdg» sur (®§l:1ai )® (®§i:1aéi). Si on définit fi, . g,1,..1, comme la composée

LK e kigsl] s ®d @d
P @ —2) € (< @ =) Srtitintt, (yd) B ()
= 8= © 537,
alors l'évaluation du morphisme [y, k1,1, Sur 'ydIdAn est égale au polynome
(k1)l) (kall2) . . . (kqlla). O
Proposition 4.2.10. Soit A un anneau commutatif. Le morphisme, naturel en B :
HompiA(ngl,B) —  B(A™, AM)GLn/A
f = fan(7%1dan)
est un 1somorphisme si n > d.

Démonstration. Le morphisme est & valeurs dans B(A",A”)GL"/A d’aprés le lemme
D’aprés les lemmes B2 et EE2Z0, La proposition est vraie dans le cas ou B est
un bifoncteur injectif de la forme S#(—Y) ® S*(—2). D’aprés la proposition EELT3] tout
bifoncteur B homogéne de bidegré (d,d) admet une résolution par des sommes directes
de tel bifoncteurs injectifs. Comme les foncteurs

B~ Hompy (I'gl,B) et B~ B(A™, A™)GIn/A

sont exacts & gauche et additifs, le résultat est valable pour un bifoncteur B quelconque.
O

cohomologie Irationnelle
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Théoréme 4.2.11. Soit A un anneau commutatif, B un bifoncteur homogéne de bidegré
(d,d) sur A et n > d. Il existe un isomorphisme naturel :

Hp 4(B) = Hj,

rat

(GL, /A, B(A", A™)) .
Démonstration. Les foncteurs B ~ Hp 4(B), B ~ H,(GL, /A, B(A", A™)) sont des
d-foncteurs : ils transforment toute suite exacte courte admissible en suite exacte longue,
et tout morphisme de suites exactes courtes en morphisme de suites exactes longues. De
plus, ils sont tous les deux nuls en degré strictement positif sur les injectifs de P4(1,1).
Pour la cohomologie des bifoncteurs, cela résulte de la définition 2] en termes d’ex-
tensions, et pour la cohomologie rationnelle, ¢’est une conséquence du corollaire [D225
L’isomorphisme naturel H%’A(B) ~ H%,(GL,/A, B(A", A")) donné par la proposition
se prolonge donc de maniére unique en un isomorphisme entre les d-foncteurs

B ~~ Hp o(B) et B~ Hi(GL, /A, B(A", A")) d’apres [8, prop I11.5.2]. Cette proposi-
tion est énoncée dans le cadre des catégories abéliennes, mais on obtient sa démonstration
dans le cas d’une catégorie exacte en remplacant les suites exactes courtes par des suites
exactes courtes admissibles. O

Nous dressons maintenant une liste de corollaires du théoreme ELZTTl En appliquant
le théoréme a des bifoncteurs séparables, on obtient tout d’abord une généralisation de
I8, cor. 3.13] & un anneau A quelconque.

Corollaire 4.2.12. Soient A un anneau commutatif, F',G € Py o deuz foncteur poly-
nomiaur homogéne de degré d et n > d un entier. On a un isomorphisme, naturel en
F.G :

Extp, , (F,G) ~ Extgp, 4 (F(A"), G(A")) .

Corollaire 4.2.13. Si B € Pc(1,1) est un bifoncteur défini sur C alors H;D’C(B) =0
pour i > 0.

Démonstration. Le groupe algébrique GL,/C est linéairement réductif [23, p. 125|453,
p. 97|, |29} §6.2|. Par conséquent, le foncteur des points fixes sous l’action de GL,,/C est
exact. La cohomologie rationnelle de GL,,/C est donc nulle en degré strictement positif.
D’aprés le théoréeme EEZTT], il en va de méme pour la cohomologie des bifoncteurs sur
C. O

Corollaire 4.2.14. Soit K un corps. Pour tout bifoncteur B sur K, il existe un entier
np tel que Hp (B) =0 pour n > np.

Remarque 4.2.15. Comme la cohomologie d’un bifoncteur B sur un corps K s’annule &
partir d’un certain degré et que les espaces vectoriels H7";7[K(B) sont de dimension finie,
la caractéristique d’Euler-Poincaré y de cette cohomologie a un sens :

\Hp y(B) = S (~1)idim Hp y(B) .
i>0

X : caractéristique d’Euler d'un espace vectoriel gradué caractéristique d’Euler
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Corollaire 4.2.16. Soient A un anneau commutatif, B un bifoncteur homogéne de
bidegré (d,d) et n > d un entier. Notons p : A"t — A" et i: A" — A" g surjection
et Uinjection du facteur direct A™ dans A" et j : GL,/A — GLypy1 /A, M — [ M 0],
l'tnclusion correspondante. On a un isomorphisme :

H:at(GLn—i-l/Ay B(An+1, An—l—l)) Hr*at(ij(ivp))

~

H . (GL,/A,B(A", A")) .

Démonstration. Notons p : AT — A" et i : A" — A" la surjection et I'injection du
facteur direct A™ dans A"*!. On a un triangle commutatif

HompgA(ngl,B) EB’L) B(A"+1,A”+1)

€B,n

lB(im)
B(A™ A™)

Le morphisme A-linéaire B(i,p) est compatible aux actions de GL,11/A et GL,/A :
pour toute A-algébre A’ tout g € GL,(A’) et tout x € B(A"™, A1) @ A’ on a :

(B(i,p) ® A') (j(g9).x) = g. (B(i,p) ® A') (2) .

Le morphisme B(i,p) induit donc un morphisme B(A"H!, AH)GLan/A
B(A™, AM)GEn/A Dapres la commutativité du triangle et la proposition le mor-
phisme B(i,p) induit donc un isomorphisme naturel en B :

H?at(GLTL—H/A’ B(An+17 An+1)) = HO

rat

(GL, /A, B(A", A™)) .
Les foncteurs

B~ H*

rat

(GLn+1/A7B(An+l7An+l)) et B~ H;,

rat

(GL,/A,B(A™, A")

sont des d-foncteurs, nuls en degré strictement positif sur les injectifs de Pg. D’apres
[8 prop IIL.5.2], cet isomorphisme en degré 0 se prolonge de maniére unique en un
isomorphisme de d-foncteurs. O

4.3 Premiers calculs

4.3.1 Cohomologie des produits tensoriels twistés

Le groupe &4 x G4 agit sur le bifoncteur gI®?, les éléments de &4 x {Id} agissant
par permutation des variables covariantes et ceux de {Id} x &, par permutation des
variables contravariantes. L'effet (0,7) € &4 x &4 est donc donné par la formule :

(0,7) © gl —1,—2) = (- ® —)® — gl®4(—1, =)
(i @ i) = ®(Te-13) O Yr-1(5)) -
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Soient F,G des foncteurs polynomiaux & une variable. En précomposant la premiére
variable de gl par F et la seconde par G, I'action de G4 x &4 sur gI®? induit une action
de &4 x &4 sur le bifoncteur gl(F,G)®?. Par fonctorialitée de Hp 4(—), cette action
induit une structure de &g x &4-module gradué sur Hp 4(gl(F, G)®9).

Les bifoncteurs gl(F, G)®? et Hom(F®?, G®?) sont isomorphes. D’aprés la proposi-
tion LZ7 on a donc un isomorphisme, naturel en F, G :

Hp A(gl(F, G)*") = Extp, (F®,G%) (%)

En outre, on peut définir une action de &4 x &4 sur Extp, (F ®d G®d) en faisant agir
(0,7) € &4 x &4 comme le morphisme Ext} (c(=1), 7). Dans ce cas, I'isomorphisme ()
est 64 X Gy4-équivariant.

Deux cas nous seront particulierement utiles par la suite. Premiérement lorsque
F=V®—-—etG=W®®-—, avec V et W deux A-modules projectifs de type fini, et
deuxiémement lorsque F = G = I("). Le théoréme suivant détermine explicitement les
G4 x &g-modules Hp 4(gl(F, G)®%) dans ces deux cas. Ce théoréme est implicitement
utilisé dans [9] et explicitement utilisé dans [I3, [[7]. Le deuxiéme cas du théoréme est
démontré dans [I3, Th 1.8] sur un corps, mais la démonstration s’adapte sans probléme
a un anneau A quelconque de caractéristique premiére. La démonstration du premier
cas est analogue (en plus simple) a celle du deuxiéme cas. Remarquons enfin que dans
le premier cas, le bifoncteur gi(V @ —, W ® —)®? est injectif et sa cohomologie est donc
concentrée en degré zéro.

Théoréme 4.3.1. Soient A un anneau commutatif et V.W deur A-modules projectifs
de type fini. On a un isomorphisme G4 X Sy-équivariant :

Hom (V. W)*'® A6y = Homp, (V&) (We—)?") = Hp 4 (gl(V & — We—)*),
ot le premier isomorphisme est donné par la formule
he @ fi®e— (A®-)@ @ (f¢®-)) oHom(o™!, (W ® ).

De méme, si A est un anneau de caractéristique p premiére, on a un isomorphisme
Gy X G4-équivariant :

Extp, (I, 1) ® A6, = Exty, (1794, 1009 ~ {3, 4 (glM)
ot le premier isomorphisme est donné par la formule
1R - RegRey— (61®--Reg) OExt%A(a_l,I(’")(@d) .

Dans les deur cas, Uaction de G4 x Gy sur le membre de gauche est donnée par la
formule :
(0,7) 01 @+ @Vp ® e 1= Vg-1(1) @ +++ @ VUy—1(g) ® €ger-1 -
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4.3.2 Calcul de H})

foncteur !de symétrisation Rappelons que D désigne le foncteur de dualité Pa(1,1) ~
Pa(2) qui & B(—1,—2) associe B(—,—2) (cf. lemme ELIT). La proposition suivante
décrit la cohomologie de degré zéro des bifoncteurs B(V ® —, W ® —) comme le A-
module résultant de I’évaluation du &4 x &y4-foncteur sym(DB) sur le &4 x &4-module
HY 4 (gl(V © =1, W ©@ —) ®d) explicitement calculé au théoréme 311

Proposition 4.3.2. Soit A un anneau commutatif, V., W deuz A-modules projectifs de
type fini et B un bifoncteur homogéne de bidegré (d,d) sur A. On a un isomorphisme
naturel en B,V,W :

HY A(B(V ® —1,W @ —5)) = sym(DB) (H%,A <gl(v ®—1,W® —2)®d) ) .

Jusqu’a la fin du paragraphe, nous adoptons la notation suivante. Si B € 733 est un
bifoncteur homogene de bidegré (d, d), on note B, le bifoncteur polynomial homogéne
de bidegré (d,d) obtenu en précomposant la premiére variable par le foncteur V ® — et
la deuxiéme variable par le foncteur W ® —. Le foncteur B ~~ BI‘//V est exact et dépend
naturellement de V et W.

Reformulons I'énoncé de la proposition EE32 11 nous faut démontrer que l'on a un
isomorphisme naturel en B, V, W :

HY A(BY) = sym(DB) (H%, s (ngVV®d) ) .

D’apreés la proposition LTI, tout bifoncteur B homogeéne de bidegré (d,d) admet une
résolution par des sommes directes de bifoncteurs injectifs du type Hom(T'*, S#), ott A,
w sont des uplets de poids d. Comme les foncteurs

B Hp 4(Bly) et B~ sym(DB) (Hp 4 (91}) )

sont additifs et exacts a gauche, la proposition se réduit a ’énoncé suivant :

Proposition 4.3.3. Soit A un anneau commutatif, V., W deuzr A-modules projectifs de
type fini et \, i des uplets de poids d. La comultiplication T — @@ et la multiplication
@ — SA induisent un épimorphisme Hom (2%, @) — Hom(T'*, S*). Cet épimorphisme
induit un isomorphisme :

Sym(DHom(FA,S“)) (H%A (Hom(@d,®d)¥y)) = H%’A (Hom(FA,S“)K/) ,

naturel en V, W et vis-a-vis des morphismes Hom(T'*, S#) — Hom(T*, S*').

La fin de ce paragraphe est consacrée & la démonstration de la proposition E33]
Soient A un anneau commutatif, A\, X', i, ¢/ des uplets de poids d et ¢ : Hom(T'*, S#) —
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Hom(T™, S*) un morphisme. Le foncteur Hom(®%, @%) est projectif, il existe donc o
telle que le diagramme commute :

Hom (2%, ®%) Hom(®%, @%) (D1)
Hom(T'*, SH) ¢ Hom(TY, SH)

D’aprés le théoreme BZT, le foncteur sym associe au foncteur polynomial
DHom(@d, ®d) = RIX ®%1le 64 x Sy-foncteur d’oubli qui envoie un &4 x Sg-module
M sur le A-module M sous-jacent. On a donc une égalité, naturelle en V, W :

sym(DHom(@%, %)) (H%(Hom(@d,®d)“fy)) = HY(Hom(2%, @N)}y) .
Le lemme suivant montre que cette égalité est également naturelle vis a vis des mor-
phismes 6 : Hom(®4, @) — Hom(@?, @9).

Lemme 4.3.4. Soit 0 : Hom(®% %) — Hom(®%, &%) une transformation naturelle.
Alors le morphisme induit par 0 au niveau du la cohomologie de degré 0

Hp(6) : Hp(Hom(&",@%)y,) — Hp(Hom(2?,&%)y)
est égal a sym(D(0)).

Démonstration. Par définition de l'action de &4 x &4 sur HY(Hom(®4, @%)};,), c’est
vrai si f est un élément de G4 x &4 qui agit par permutation des variables de ®%gl. Or
on a :

Homfpg(Hom(@d, @1, Hom(2%, @) ~ Homp, (2%, @)% ~ A(Gy x &) .

Le premier isomorphisme résulte de la formule de Kiinneth (cf. proposition [LZTIH) et le
deuxiéme isomorphisme de la proposition [LZ20] Ainsi, toute transformation naturelle 6 :
Hom(®%, @) — Hom(®%, &%) est une combinaison linéaire d’éléments de Gy x &4. Par
linéarité des foncteurs H%(—), D et sym 1’énoncé est donc vrai pour toute transformation
naturelle 6. O

En appliquant les foncteurs H% et —% au diagramme (D1), on obtient donc le
diagramme commutatif suivant, naturel en V, W :

sym(Dd
HO (Hom (@, @)Y,) —L%

lH%(ﬂ)
H%(Hom(F)‘, S“)%,/V)

HY(Hom(e?, @)} (D2)
lH%(W’)

HO ! !
2O HY (Hom(TY, 57)Y)
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Lemme 4.3.5. Le morphisme H3(r) : HY(Hom(®%,®@%)Y,) — H%(Hom(I'*,S*)V,)
est surjectif et factorise en un isomorphisme :

HY(m) « Hp(Hom(e%, @)} )e,xs, — Hp(Hom(IT*, SM)}) .

Démonstration. Dans cette démonstration, si V' est un A-module projectif de type fini
et I’ un foncteur polynomial & une variable, nous notons Fy le foncteur polynomial
F(V®-). De cette fagon, on a une égalité Hom(F, G)Y;, = Hom(Fy, Gw ). Le morphisme
H% (7) est un morphisme entre foncteur séparables. D’aprés la proposition 221, I’énoncé
du lemme revient a démontrer que la multiplication ®¢ — S* et la comultiplication
I'* — ®% induisent un isomorphisme

HOIH’P(@?/,@%V)G)\XGM = HomP(F%/’S{lj[/) .

Comme I‘%‘/ est un projectif de Py 4, le foncteur Homp(F%‘/, —) est exact et la pré-
sentation des puissances symétriques S*

P ot “=% @? - 54 -0
oeS,

induit une présentation du A-module Homp (I'Y,, Si,) :

@ Homp(FA , ®§l/[/) Sl Hom’P(Ff\/a ®li1/[/) - Hom’P(Ff\/? Sﬁ/) —0.
ocS,

On reconnait la présentation des coinvariants du &g4-module Homp (Ff‘/, ®{l,[,) sous l’ac-
tion du sous-groupe de Young &,. La multiplication ®? — S induit donc un isomor-
phisme Homp(I‘%/, ®%V)Gu ~ Homp(Ff‘/, Siy)- De méme le foncteur ®%, est un injectif
de Py a. La coprésentation des puissances divisées I'* induit donc une suite exacte

@ Homp (2, %) =% Homp (2¢,, @) — Homp (T, @) — 0 .
geBGy

Le foncteur des coinvariants est exact a droite, on a donc une suite exacte :
®l—0o

P Homp (e, o), — Homp (2, @f)e, — Homp(TY,, @ )e, — 0.
geBGy

On reconnait la présentation des coinvariants du &z-module Homp(®§l/,®fl/v)gu sous
'action du sous-groupe de Young &y. Par conséquent, la comultiplication T — @7
induit un isomorphisme (Homp(@)ﬁl/,®€V)@5M)@5A ~ HOIHP(PA,(X)%)GM. En composant
les deux isomorphismes obtenus, on obtient que le morphisme Homp(®§l/,®ffv) —
Homp (T}, S4/) est surjectif et se factorise en un isomorphisme Homp (®¢, ®%,) e, xG,
Homp (L'}, Sty/). O
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D’aprés le théoreme BZIl le foncteur sym envoie le foncteur polynomial
DHom(TH*, S*) = SA X S* sur le &4 x Sg-foncteur coinvy , qui associe & un Gg x Gy4-
module M le A-module Mg, «e, des coinvariants de M sous I'action du groupe de
Young &) x &,. De plus la projection M — Mg, xs, naturelle en M est égale a la
symétrisation du morphisme

Dr : @R @? = DHom(2?, @) — DHom(T*,S*) = S* X S* .

On peut donc réécrire le diagramme (D2) sous la forme :

1 (Hom(@, &)})) ——Z0—— HY(Hom(s", &)};) (D3)
isyM(Dﬂ) isym(Dﬂ’)
coinvy , HY (Hom(®4, @)}, coinvy ,» HY (Hom (@, @)},)
| |7
H ()

H%(Hom(FA, S“)%,/V)

HY(Hom(TN, SH)},)

Nous pouvons maintenant compléter le diagramme commutatif (D3) en un diagramme
(D4) (que nous n’avons pas encore identifié comme un diagramme commutatif ).

HY(Hom(4, @)},) (Do) HY(Hom(4, @")}) (D4)
isym(m) isymww')
coinv, , HY(Hom(®%, @9)},) - Do) coinv v H% (Hom(@4, @)1;,)
| g = |
H ()

H%(Hom(FA, S“)%,/V)

H%(Hom(F)‘/,S“/)%)
Lemme 4.3.6. Le diagramme (D4) commute.

Démonstration. Le carré supérieur du diagramme commute car il s’obtient en appliquant
les foncteurs D, sym au diagramme commutatif (D1). Vérifions la commutativité du
carré inférieur. Soit y € coinv, , HY(Hom(®?, @9)};,). Par surjectivité de sym(Dr), il
existe un élément x € HY(Hom(®%, @7)}},) tel que y = sym(Dm)(x). On a :

Hp (') o sym(D¢)(y) = Hp(7') o sym(D¢) o sym(Dr) ()
= H%(n') o sym(Dn') o sym (D) (z)
= H%(qb) 5 H%(ﬂ')(l‘) o sym(Dm)(z) par commutativité de (D3)
= Hp(¢) o Hp(m)(y) -

Le carré inférieur est donc lui aussi commutatif. O
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Ceci achéve la démonstration de la proposition : isomorphisme de la pro-
position est donné par HY(w), il est naturel en V,W et sa naturalité vis-a-vis des
morphismes Hom (T}, S#*) — Hom(T,S*') est démontrée par la commutativité du
diagramme (D4).

4.3.3 Une propriété de symétrie de la cohomologie

Soit A un anneau commutatif et ¥V un A-module projectif de type fini. Les bifoncteurs
B(VY ® —1,—2) et B(—1,V ® —3) ne sont pas isomorphes en général. Cependant leurs
cohomologies sont isomorphes.

Proposition 4.3.7. Soient A un anneau commutatif, et V un A-module projectif de
type fini. On a un isomorphisme, naturel en B,V :

Hp A(B(VY @ —1,—2)) = Hp 4(B(—1,V @ —2))

Démonstration. On utilise le foncteur IRes® qui & un bifoncteur B associe une résolution
injective de B (cf. proposition EETT3). En utilisant la formule exponentielle, on voit
facilement que si J est un injectif de 733714 alors I(VY ® —1,—2) et I(—1,V ® —3) sont
encore des injectifs de 7337 4- L’homologie du complexe, naturel en B, V'

H%A (IRes(B)'(VV ® —1, —2)) (*)

calcule donc la cohomologie du bifoncteur B(VY ® —1, —2). D’aprés la proposition EE3.2,
ce complexe est isomorphe, naturellement en B,V , a ’évaluation du complexe de G4 x
Gg-foncteurs sym(DIRes(B)®) sur le 64 x S4-module H%A (gl (VY @ —1,—2)®7). Or,
d’apres le théoreme on a un isomorphisme &, x Gy4-équivariant, naturel en V :

HY 4 (gl(vv ® —1, —2)®d) ~ Homa(VY, )% @ A,

~ Hom4(A4,V)? @ AG, ~ H7OD7A (gl(—l, V®—2) ®d> .

Ainsi, le complexe (%) est isomorphe (naturellement en B, V) a l'évaluation de
sym(DIRes(B)®) sur le G4 x &4-module H%A (9l(—=1,V ® —2)®%). En utilisant de nou-
veau la proposition L322 on obtient un isomorphisme, naturel en B,V entre le complexe
(*) et le complexe H%A (IRes(B)*(—1,V ® —3)) qui calcule I'homologie du bifoncteur
B(—1,V®—3). Cet isomorphisme de complexes induit un isomorphisme, naturel en B, V',
entre les A-modules de cohomologie Hp, 4(B(VY®—1,—2)) et Hp 4(B(~1,V®—2)). O

4.3.4 Cohomologie des bifoncteurs sur 7

Proposition 4.3.8. Soit B un bifoncteur polynomial homogéne de bidegré (b,b) sur Z.
Alors
(1) Pour tout i > 0, H%Z(B) est un Z-module de torsion de type fini.
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(2) On a un isomorphisme naturel en B :
Hp 7(B) = sym(DB)(Z&y) ,
ot laction de &y x & sur L&y, est donnée par (0,1).q = €5apn-1-

Démonstration. La deuxiéme assertion est déja connue (proposition E32)), il nous reste
a montrer la premiére. La cohomologie du bifoncteur B¢ obtenu par changement de base
sur les nombres complexes est nulle en degré strictement positif. D’aprés le théoréme de
changement de base EEITOl le groupe H%’Z(B) ®z C est nul donc nul pour tout ¢ > 0.
Puisque les Z-modules H%’Z(B) sont de type fini (proposition EE23), H%Z(B) est un
Z-module de torsion. U

100



Chapitre 5

Calculs de cohomologie en
caractéristique p premiere

Dans ce chapitre, nous développons des techniques pour calculer la cohomologie
des bifoncteurs sur un anneau commutatif A de caractéristique p premiére. Nous nous
intéressons plus particuliérement & la cohomologie des bifoncteurs twistés. Dans chacun
des trois paragraphes de ce chapitre, nous décrivons des techniques avec des objectifs
différents. Dans le paragraphe Bl nous comparons pour un bifoncteur polynomial B la
cohomologie d’un bifoncteur B(") twisté avec la cohomologie du bifoncteur B (—?p r, —9).
Nous en déduisons des résultats sur la cohomologie des bifoncteurs twistés. Dans le
paragraphe L2 nous développons des techniques de calcul de la caractéristique d’Euler
de la cohomologie des bifoncteurs. Enfin, dans le paragraphe B3, nous détaillons une
technique de changement de base qui compléte les techniques du paragraphe BTl et
permettra d’effectuer des calculs explicites de séries de Poincaré au chapitre Bl

Revenons au contenu du paragraphe Bl Nous y développons une approche qui s’ins-
pire et généralise les techniques de Chatupnik [9] dans le cadre des foncteurs strictement
polynomiaux sur un corps. Le point de départ est la cohomologie H;;’A(gl(’“md) des
produits tensoriels twistés de gl décrite au théoreme EE3Tl En particulier, on remarque
qu’on a un isomorphisme (non gradué) de &4 x Gy-modules :

Hp o (gl ~ HY , (gl(=F7",—2)%1) ()

Nous généralisons cet isomorphisme au paragraphe Bl Plus précisément, nous démon-
trons au théoréme que si B est un bifoncteur et r un entier positif, il existe une
suite spectrale E(B,r) qui converge vers la cohomologie de B(") et dont la deuxiéme
page est isomorphe (de maniére non graduée) a H7’57A(B(—?pr, —9)). Dans le cas des
produits tensoriels twistés de gl, cette suite spectrale dégénere a la seconde page et ceci
redonne 'isomorphisme ().

Plus généralement, pour un bifoncteur B tel que la suite spectrale F(B,r) dégéneére
a la deuxiéme page, la précomposition par le twist de Frobenius n’a qu’un effet tres
simple sur la cohomologie. La cohomologie de B(") se lit (& une graduation prés) sur
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la cohomologie de B(—{P ", —5). Nous disons alors (définition BELIM) que le twist de
Frobenius est transparent pour B.

La suite spectrale E(B,r) donne des renseignements importants sur la cohomologie
des bifoncteurs pour lesquels le twist est transparent. Pour cette raison, nous étudions
des conditions suffisantes de transparence du twist. Ces conditions (propositions B2,
et BEILTH) sont appelées « Ext-conditions » en référence a la terminologie déja
employée par Chatupnik [9]. Nous conjecturons (conjecture BEIZM) que le twist de Fro-
benius est transparent pour tous les bifoncteurs.

Enfin, nous utilisons la suite spectrale F(B,r) pour démontrer le théoreme BIT26
Ce théoréme donne des informations explicites sur la cohomologie de B() lorsque le
twist est transparent pour B, et donne dans les cas favorables une description compléte
de la cohomologie de B en termes de symétrisations. Ce théoréme est une importante
généralisation du théoreme principal de [9], cf. remarque ET28

La caractéristique d’Euler de la cohomologie des bifoncteurs est une information
intéressante. Par exemple, de nombreux bifoncteurs classiques (les injectifs twistés, les
puissances symétriques twistées de gl. ..) ont peu ou pas de cohomologie en degré impair.
La caractéristique d’Euler fournit donc une minoration non triviale de la taille de leur
cohomologie. Dans le paragraphe B2 nous développons des techniques pour calculer
facilement la caractéristique d’Euler de la cohomologie des bifoncteurs. Comme exemple
d’application, nous donnons une formule pour calculer la caractéristique d’Euler des
bifoncteurs SS;)“, gl et W!E;L,gl obtenus en précomposant un foncteur de Schur ou de Weyl
twisté avec le bifoncteur gl. A titre de comparaison, la cohomologie des bifoncteurs de
ce type n’est connue que dans un petit nombre de cas : les tenseurs symétriques twistés
de gl (théoréme du chapitre H), les puissances divisées [P(" gl en caractéristique p
(théoreme du chapitre Bl et lorsque la caractéristique de A est plus grande que le
degré des foncteurs en jeu [I3, prop. 4.1].

Présentons maintenant le probléme qui motive les développements du paragraphe
Soit B un bifoncteur défini sur Z et B, le bifoncteur obtenu a partir de B par
changement de base sur [,. Nous cherchons a calculer la série de Poincaré de la coho-
mologie de B[(FT).

Les techniques développées au paragraphe Bl suggérent 1'approche suivante. Dans

les cas favorables, le théoréme décrit la cohomologie de B[(FZ) comme |’évalua-
tion du &4 x Gg-foncteur sym(DBf,) sur le &4 x Gg-module gradué H7’57[Fp(gl(’”)®d)
(explicitement décrit au théoréeme EL3Tl). L’inconvénient de cette approche est que le
&4 x G4-foncteur sym(DBr,) n’est pas toujours facile & calculer explicitement.

Dans le paragraphe .3, nous développons une technique qui permet de contourner
cette difficulté. Le G4 x S4-module Hp ¢ (9124 se décompose en une somme directe
de Fp-modules de permutation dits « élémentaires » :

Hp g (g1 @[FE
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Pour calculer la série de Poincaré de la cohomologie de B[(FZ), il faut donc calculer la

dimension des [-espaces vectoriels sym(DBr,)(F,£;). Le résultat principal du para-
graphe est le théoréme qui affirme que sous certaines conditions, la dimension
de ce [F-espace vectoriel est égale a la dimension du C-espace vectoriel sym(DBc)(CE;).
L’intérét de cette technique de changement de base est que la symétrisation du bifonc-
teur D Bc est nettement plus facile a calculer que celle du bifoncteur DBf,. Cette idée
montrera son efficacité au chapitre [, ou elle nous permettra de déterminer la série de
Poincaré de la cohomologie des tenseurs symétriques twistés de gl (théoréme BTTI).

5.1 Transparence du twist de Frobenius

5.1.1 Cohomologie des injectifs twistés

Soient A un anneau commutatif de caractéristique p premiére et A, des uplets
de poids d. D’apres le théoreme B2l le foncteur sym envoie le foncteur polynomial
& deux variables DHom(FA,S“) sur le 64 x Gg-foncteur coinvy , qui & un &g x Gy-
module M associe le A-module Mg, xg, des coinvariants de M sous 'action du sous-
groupe de Young &) x &,. La proposition suivante est donc une version renforcée
du théoreme Z34] dans laquelle on a ajouté la naturalité vis-a-vis des morphismes
Hom(T*, S*) — Hom(TN, SH).

Proposition 5.1.1. Soient A un anneau de caractéristique p et \, pu des uplets de poids
d.La comultiplication T — @% et la multiplication ®% — S induisent un épimorphisme
Hom(®%, @) = Hom(I'*, S*). Cet épimorphisme induit un isomorphisme :

sym(DHom(I, 51)) (Hp a(gl"%%)) =5 Hp o (Hom(T, $1)))
Cet isomorphisme est naturel vis-a-vis des morphismes
Hom(I*, S*) — Hom (TN, S*) .

Démonstration. La démonstration est analogue & la démonstration de la proposition
La seule différence est la nécessité d'utiliser le théoréme EZ34 pour justifier que
I’application

H(x) :+ Hp(Hom(2%, @%) ")) — Ha(Hom(T, $#)™)

factorise en un isomorphisme

Hy(m) . Hp(Hom(2%,0N) e, e, — Hp(Hom(TN,S#)1) .
Ol

D’apres la proposition 231 du chapitre B, il existe un isomorphisme A-linéaire (non
gradué) < : Homp, (I®?", ) — Ext}, (I™,I). La composée :

H’%,A(gl(I@pr[)@d) ’:Hom'pA (Iﬁapr’ I)®d ® A@d

d
SEA, i, (10, 100)%4 @ MG, ~ Hip 5(gl7®) |
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ou les deux isomorphismes des extrémités sont donnés par le théoréeme EEZI] est un
isomorphisme &, x G4-équivariant. En le combinant avec les propositions et BT
on obtient :

Corollaire 5.1.2. Soient A un anneau de caractéristique p premiére et X, i des uplets
de poids d. Il existe un isomorphisme (non gradué) :

&+ HY, (Hom(IN(I%7"), 5)) 2> Hp, (Hom(I, §)().
De plus, cet isomorphisme est naturel vis a vis des des morphismes
Hom(T, S*) — Hom/(I'', S .

Remarque 5.1.3. Ce résultat est une généralisation du théoreme EZZ0. Dans le théoréme
23 on ne disposait que de la naturalité vis-a-vis de la variable S*. La naturalité est ici
étendue aux deux variables. En examinant l'isomorphisme de &, x & -modules gradués
HY, \(gl(IP", 1)®4) ~ H;;’A(gl(’")(@d), on peut montrer que ¢ agit de la méme maniére
sur les graduations que le morphisme &9 du théoréme Nous n’aurons pas besoin
de cette information par la suite.

5.1.2 Cohomologie des bifoncteurs twistés

Soit A un anneau commutatif de caractéristique p premiére et B un bifoncteur ho-
mogene de bidegré (d,d) sur A. On définit le bicomplexe C**(B,r) naturel en B par la
formule :

C**(B,r) = IRes*(IRes*") (B)) .
Lemme 5.1.4. Le compleze Tot(C**(B,r)) est une résolution injective de B,

Démonstration. Notons 0 la différentielle verticale de ce bicomplexe et § la différen-
tielle horizontale. Pour tout 4, la colonne (C%*,d) de ce bicomplexe est une résolution
de IResi(’")(B). Comme le twist —) est exact, si on calcule ’homologie selon les co-
lonnes puis selon les lignes on obtient B(") en bidegré (0,0) et 0 ailleurs. Le complexe
Tot(C**(B)) est donc une résolution de B, O

On munit le bicomplexe HompéljzA (TP"dgl,C**(B,r)) de la filtration (Fi);>0 transverse

aux lignes : Fi, = P, D JEN C%J. En prenant la suite spectrale associée a ce bicomplexe
et & cette filtration on obtient (théoreme [C2T]) : suite spectrale !d’un double complexe

Lemme 5.1.5. Pour tout entier r positif, il existe un foncteur E(—,r) qui a un bi-
foncteur polynomial B associe une suite spectrale cohomologique de premier quadrant
(Ex(B,r),dy) telle que :

(1) La différentielle d; est de bidegré (i,1 —1).

(2) Les complexes (Ef’j(B,r),dl) et H%A(IRes'(T) (B)) sont isomorphes.

(8) La suite spectrale Ey(B,r) converge vers le gradué de la cohomologie de bifonc-

teur de B : N o o
BL(B,r) = B BO)/F L (BO)
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Hom (rf’”’gz, CM(B))

F1G. 5.1 — La filtration (Fi)izo

Lemme 5.1.6. Soit B un bifoncteur polynomial et r un entier positif. Pour tout ¢ > 0,
on a un isomorphisme, naturel en B :

H, (B(_?PT, _2)) = PEYB,r).
7j=>0
Démonstration. D’apres le lemme[T0 on a pour tout j un isomorphisme de complexes :
(Ef’j (B,r), dl) ~ HJ(IRes*™)(B)) .
D’autre part, d’apres le corollaire T2 on a un isomorphisme de complexes :

Hp(IRes® (B) (-7, =) ) = €D Hj (IRes*")(B)) .

¢ J=0

Le complexe IRes'(B)(—?pr, —2) est une résolution injective de B(—?W7 —9). L’isomor-
phisme de I’énoncé s’obtient donc en prenant I’homologie des complexes isomorphes
Hp(IRes*(B)(—1" , —2) ) et @50 1 (B, 7). O

Lemme 5.1.7. Soit B un bifoncteur polynomial et v un entier positif. On gradue la
deuzieme page Ey"(B,r) par le degré total : deg E3?(B,r) = i+ j. Alors on a un
isomorphisme Z /2-gradué, naturel en B :

Ey"(B,r) = Hp p(B(=1" , —2)) -

Démonstration. Le lemme précédent donne un isomorphisme naturel en B :

D HpB ) = DD EI(B.r) (%)

i>0 i>0 j>0

qui envoie les degrés pair Hp', (B (=P, —3)) sur

b PE (B, .

i pair 720
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Mais la cohomologie des injectifs twistés de Pp(1,1) est nulle en degré impair (d’aprés
la proposition BITl), donc d’aprés le lemme BT les lignes d’indice j impair de la suite
spectrale sont nulles. Ainsi les degrés pairs du module gradué (par la graduation totale)
E3™(B,r) sont donneés par la somme

D E'B= D EB)=ODE B
i+j pair i pair, j pair i pair j>0
L’isomorphisme (x) respecte donc la parité des degrés. O
foncteur !E(—,r) E(B,r) : suite spectrale

Théoréme 5.1.8. Soient r un entier positif et A un anneau de caractéristique p pre-
miére. Il existe un foncteur E(—,r) qui a un bifoncteur B associe une suite spectrale
E(B,r) telle que :
(i) Si on gradue Ey™(B,r) par le degré total : deg E;’j(B,T) =1+ j, alors on a un
isomorphisme Z /2-gradué :

‘e

Ey"(B,r) = Hp y(B(=1", —2)) .

(ii) E(B,r) converge vers Hff;’A(B(’”)).

Remarque 5.1.9. Comme la suite spectrale F(B,r) est naturelle en B, la filtration de la
cohomologie H;;(B(’")) associée A cette suite spectrale est elle aussi naturelle en B. Ainsi
tout morphisme f : B — B’ induit en cohomologie un morphisme Hj( f (’")) qui respecte
la filtration, et le morphisme GrHj5(f(") est bien défini (et est égal & Exo(f,7)).

5.1.3 Transparence du twist de Frobenius

On dit qu'une suite spectrale (Ej, di,) dégénére a la deuxieme page si les différentielles
(dk)k>2 sont nulles.

Définition 5.1.10. Soit B un bifoncteur homogéne de bidegré (d,d) défini sur un an-
neau A de caractéristique p premiére. On dit que le twist de Frobenius est transparent
pour B si toutes les suites spectrales F(B,r), r > 0, dégénérent a la deuxiéme page.

Frobenius (twist de) ltransparence

Théoréme 5.1.11. Soient A un anneau de caractéristique p premiére et B un bifoncteur
sur A. Il existe une filtration naturelle sur la foncteur H7’57A(—(’”)) :

Hp p(~0) = By (=) 5 FLHp o (~) 5 - 5 By Hp u () S ...

Si le twist de Frobenius est transparent pour B, alors il existe un isomorphisme Z/2-
gradué, naturel en B :



Conditions de transparence du twist de Frobenius

Nous détaillons maintenant trois conditions qui assurent chacune la transparence du
twist. Nous appelons ces conditions des « Ext-conditions » car elles portent sur la forme
des groupes d’extensions Ext*(I%gl, B(—}" ", —3)), et en référence a la terminologie déja
adoptée par M. Chatupnik [ Th 4.4] pour les calculs dans Py. Les trois conditions
sont reliées entre elles par le schéma suivant (o A = K est un corps pour la premiére
implication) :

Ext—condition1 : ¥r € N, dim Hj , (B™) = dim H}  (B(—{"", —2)) .
1)

Ext—condition2 : Vr € N, H};’A(B(—?pr, —3)) =0 si * impair.
1)

Ext—condition3 : ¥r € N, Hp ,(B(—{",—2)) =0 si*>0.

De plus, les implications de ce schéma ne sont pas des équivalences, comme le montreront
les exemples.

Proposition 5.1.12 (Premiére « Ext-condition »). Soient K un corps de caracté-
ristique p premiére et B un bifoncteur polynomial sur K. Le twist est transparent pour B
si et seulement si pour tout r les K-espaces vectoriels Hf,BJK(B(’”)) et HEIBM(B(—?”T, —9))
ont méme dimension totale.

Démonstration. D’apres le théoreme BT, la dimension de la deuxiéme page de E(B, )
est égale a la dimension de H;;’[K(B(—?p ,—2)). D’autre part, cette dimension est finie

d’aprés la proposition et le corollaire EZT4. Comme on a 'inégalité
dim H3 y (B™) = dim E,(B,r) < min dim Ker d; < dim E5(B, r) ,
K i_

la suite spectrale dégénere donc & la deuxiéme page si et seulement si H;;’[K(B(’“)) et

Hf,S"K(B(—?pT, —9)) ont méme dimension totale. O

Proposition 5.1.13 (Deuxiéme « Ext-condition »). Soit B un bifoncteur polyno-
meal sur un anneau A de caractéristique p premiére. Si pour tout r la cohomologie de

B(—?pr, —9) est nulle en degré impair, alors le twist de Frobenius est transparent pour
B.

Démonstration. D’apres le lemme B0, si la cohomologie de B(=P" —5) est nulle en
degré impair alors les colonnes Ey” (B, ) d’indice ¢ impair sont nulles. Mais de plus, les
lignes de la premiére page Ef’j (B,r) sont égales & Hp’(IRes*(B)(")), et la cohomologie
des r-twists des injectifs est nulle en degré impair (cf. proposition B TTl). En conséquence,
les lignes E5” (B, r) d’indice j impair sont nulles. Si I'espace vectoriel E5” (B, ) est non
nul on a donc i et j pairs. Pour tout couple (7,j) et tout entier k£ > 2, la différentielle

di’j : E;] (B,r) — Eé+k’j+1_k(B, r) est donc nulle car sa source ou son but est nul. O

Un des avantages la deuxiéme « Ext-condition » de la proposition B.I.T3 est sa
stabilité par twist de Frobenius. En effet, on a :
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Proposition 5.1.14. Si un bifoncteur B vérifie la deuxiéme <« Ext-condition » alors
pour tout i > 0, le bifoncteur BY vérifie également la deuzieme « Ext-condition » .

Démonstration. Si B vérifie la deuxiéme « Ext-condition » alors pour tout r et tout
41
1 positifs Hj‘;(B(—in ,—2) est nul en degré impair. Ainsi pour tout r, le fonc-

teur B(—?pr, —y) vérifie la deuxiéme « Ext-condition » . Par le théoréme BITI on
a donc un isomorphisme Z/2-gradué entre les A-modules gradués Hy (B (=P T+Z, —9))

et H;;(B(i)(—?p ", —2)). Comme le premier de ces deux modules gradués est nul en de-
gré impair, le deuxiéme lest également : les bifoncteurs B vérifient donc la deuxiéme
« Ext-condition » . O

Proposition 5.1.15 (Troisiéme « Ext-condition »). Soit B un bifoncteur polynomial
sur un anneaw A de caractéristique p premiere. Si H7”;7A(B(—?pT, —2)) = 0 pour tout r
et pour * > 0, alors le twist de Frobenius est transparent pour B, et de plus on a une
égalité :

GrHp o(BW) = Byl o(B")) = Hip ,(B") .

Démonstration. D’apreés le lemme BT si la cohomologie de B(—?pr, —2) est nulle en
degré strictement positif, alors les colonnes de la deuxiéme page de la suite spectrale
sont toutes nulles sauf la colonne Eg *(B,r) d’indice 0. La suite spectrale dégénére donc
a la deuxiéme page, et de plus on a, pour tout ¢ > 0 et tout k, FZ-Hé(B(’")) = 0. O

Remarque 5.1.16. La troisiéme « Ext-condition » appliquée aux bifoncteurs séparables
redonne exactement la « Ext-condition » de [@, Th 4.4]. A la différence de la deuxiéme
condition, elle n’est pas stable par twist de Frobenius. Par exemple, si B est un bifoncteur
injectif de la forme B = Hom(I'*, S#), alors les bifoncteurs B(—1%7", —3) sont encore
injectifs et leur cohomologie est donc nulle en degré strictement positif. Par contre, la
proposition I montre que pour tout i > 1 le foncteur B possede de la cohomologie
en degré strictement positif.

Ce phénomeéne est général. En effet, soit B un bifoncteur homogeéne de bidegreé (d, d)
qui vérifie la troisiéme Ext-condition, et tel que la cohomologie de degré 0 de B(—?p l, —9)
soit non nulle. D’aprés la proposition BETT3 la cohomologie de B (@) est isomorphe a la
cohomologie de degré 0 de B(—?p 17—2). La cohomologie de B® est donc non nulle.
De plus, d’aprés le théoréeme la cohomologie de B(® est isomorphe a I’évalua-
tion du &y x G -foncteur sym(DB) sur le G4 x G4-module gradue H(glM®?). Or le
théoréeme EE3 T montre qu’on a un isomorphisme de &4 x &4-modules entre H% (gl(i)®d)
et H?)d(p ul)(gl(i)@)d). Ainsi la cohomologie de B ne peut pas étre concentrée en de-
gré 0. En conclusion B® doit posséder un A-module de cohomologie non nul en degré
strictement positif, et B® ne vérifie donc pas la troisieme Ext-condition.

La proposition suivante permet de mieux cerner la différence entre la deuxiéme et la
troisiéme condition.

Proposition 5.1.17. Soit B un bifoncteur défini sur Z, A un anneau de caractéristique
p premiére et Bp le bifoncteur obtenu a partir de B par changement de base. Si la
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cohomologie de By est nulle en degré impair, alors elle est nulle en degré strictement
positif.

Démonstration. Par changement de base plat, il suffit de démontrer la proposition dans
le cas ot A = [,. Pour tout entier strictement positif ¢, le Z-module de type fini H%Z(B)
ne contient pas de p-torsion. En effet, dans le cas contraire le théoréme de changement
de base impliquerait que cette p-torsion se retrouve en degrés cohomologiques ¢ et
i—1, ce qui est impossible car 'un de ces deux degrés est impair. D’apres la proposition
E3d les Z-modules H%’Z(B) sont de torsion pour ¢ > 0. En appliquant de nouveau le
théoréme de changement de base, on obtient donc la nullité de la cohomologie de B,
en degré strictement positif. O

Exemples de bifoncteurs pour lesquels le twist est transparent

Nous donnons maintenant une liste d’exemples de bifoncteurs vérifiant les différentes
« Ext-conditions » .

Lemme 5.1.18. Soit A un anneau commutatif, vv,v des uplets de poids d. Pour tout
i >0 on a Hjp 4,(Hom(A7,A”)) = 0.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que par théoréme de changement de base
ETTH il suffit de démontrer la proposition pour A = Z. D’aprés la proposition 20
I’énonceé équivaut & démontrer que pour tous uplets 7, v de poids d on a Extp 7 (A7, A”) =
0 pour * > 0.

Mais si on sait que pour tout n le groupe abélien gradué Extp 7(A™, A™) est libre
alors pour tous les uplets v, v, EXt;(pZ(A’Y, AY) s’exprime comme une somme directe de
produits tensoriels de groupes abéliens gradués du type Extp 7 (A", A™) (cf. proposition
[CZZ6). Pour démontrer le lemme, il nous suffit donc de montrer que pour tout n le
groupe Ext}p 7(A", A") est nul en degré * > 0 et vaut Z en degré 0.

On procéde par récurrence sur n. Pour n = 1 le résultat est trivial, supposons le vrai
pour tout ¢ < n. Examinons la premiére suite spectrale hypercohomologique associée au
complexe de Koszul :

An‘—>An_1®Sl—>---—»Sn.

Pour tout i > 0 on a : Ext} 5 (A, %) ~ Extp 5 (I, A), par dualité de Kuhn. Comme I
est projectif cette extension est nulle en degré * > 0, et égale & A(Z) en degré 0 par le
lemme de Yoneda. On peut donc utiliser la proposition :

Exth 7 (A", A" ® S) =~ Ext} (A", A" ") @ Ext} 5 (A", S7) .
Et on obtient donc :

0 sit>1,

Extp 7 (A", A" @ 57) :{ Extp 5 (A", A7) sii=1.

La premiére page de la suite spectrale est donc complétement nulle, sauf la ligne
d’indice 0 ot I'on a EMY = Exth, , (A", A") et la ligne d’indice 1 ou l'on a EP' =
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Exth, , (A", A"1). Comme la suite spectrale converge vers 0 (le complexe de Koszul
est acyclique) la différentielle d; induit un isomorphisme entre les deux lignes non nulles.
On obtient donc :

Extp ; (A", A") = Extp , (A", A""!) =Zsix=0, =0sinon.
O

foncteur !de Weyl foncteur !de Schur On rappelle (définition B3IR) que le foncteur
de Weyl Wy /5, associé a un diagramme gauche \/ M\ désigne le dual de Kuhn du foncteur

de Schur Sy : Wy » = SE\ v En appliquant la proposition suivante au cas particulier
ou A = A est un anneau commutatif de caractéristique p premiére, on démontre que les
foncteurs de la forme Hom(Wy xS, /,) vérifient la troisieme « Ext-condition » .

Proposition 5.1.19. Soit A un anneau commutatif quelconque, \/X' et p/p’ des dia-
grammes gauches de poids d et n un entier. Pour tout j > 0, on a

H,  (Hom(Wyx (I9"), S,1/0) = 0.

Démonstration. Par changement de base [ZIIH), on peut supposer A = Z. D’apreés
I3, §6 p. 186], pour tout diagramme gauche u/pu’ le foncteur de Schur S

B/
résolution A finie sur Z par des sommes directes de tenseurs alternés :

+ admet une
w/u e
0= Nujpn = = Njpro = Sy -

avec pour tout k, A,/ 1 de la forme A,/ = ©A7.
En prenant le produit tensoriel des résolutions de S,/ et Sy/y, on obtient une
résolution finie A, du bifoncteur

SA/A’(_?nv) & Su/,u’(_2) = Hom(WA/A’(_?n)’ Su/,u’(_2)> )

ol Ap(—1,—2) = D1k AA/A/J(—?”V) ® Ay j(—2). A Taide de la formule exponen-
tielle, on peut mettre les bifoncteurs A sous forme de sommes directes de foncteurs du
type Hom (A7, A”), ou v et v sont des uplets de poids d.

Les Hom(AY,A”) n’ont pas de cohomologie en degré positif d’aprés le
lemme précédent. D’apres le corollaire c’est également le cas du bifoncteur
Hom(W)\/A/(I@”),SM/MI). ]

Le tableau suivant récapitule des exemples de bifoncteurs vérifiant chacune des « Ext-
conditions » :
Ext—condition 1 I'Pgl, LPgl
Ext—condition 2 Hom/(T', F))
HO’I’I’L(WM/M/, S)\/)\/)(T) (Cf. prop.m
Sn(r)gl
Ext—condition 3 Hom(T9, F) (cf. cor.ZZ33)
HO’I’I’L(WM/“/, S)\/)\/) (Cf pI’Op.m
S™gl (cf. th.BETT)

Précisons que les exemples de bifoncteurs vérifiant la deuxiéme Ext-condition ne vérifient
pas la troisiéme Ext-condition si 7 > 1 en vertu de la remarque B.I.T0
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5.1.4 Conjecture de transparence du twist

Nous ne disposons pas pour l'instant d’exemple de bifoncteur B pour lequel nous
savons montrer que le twist n’est pas transparent.

Conjecture 5.1.20. Le twist de Frobenius est transparent pour tous les bifoncteurs.

Frobenius (twist de) ltransparence

Outre I'absence de contre-exemples, un certain nombre d’indices plaident en faveur
de cette conjecture. Par exemple, la transparence du twist est une généralisation de
I'injectivité du twist [I3, prop. 3.2]. De plus, la transparence du twist est presque stable
par noyau :

Lemme 5.1.21. Soit K un corps de caractéristique p premiére, et f : B — B’ un
épimorphisme entre les bifoncteurs B et B'. Si le twist de Frobenius est transparent
pour B et si B' vérifie la troisieme « Ext-condition » alors le twist de Frobenius est
transparent pour le bifoncteur Ker f.

Démonstration. La suite exacte longue induite en cohomologie par la suite exacte courte
Ker f — B — B’ donne 'égalité :
dim Hjp(Ker (=", —2)) = dim Hp(B(={"", =) + dim Hp(B'(=}"", —2))
= 2rg Hp(f(=1", —2)) -

Comme le twist est transparent pour B et B’, d’aprés le théoréme BETTT la dimension
de Hp(Ker f(—?p ,—2)) est donc égale a

dim Hp(B™) + dim H3(B'") — 2rg GrHp(f7) .

Le bifoncteur B’ vérifie la troisieme condition. D’aprés la proposition BELTH, le gradué
de I'homologie de B’ est trivial et on a donc rg GrH;)(f(’")) = rg H;S(f(r)). Ainsi la
dimension de H} (Ker f(—?pT, —9)) est égale a

dim Hp(B™) + dim Hx(B'") — 2rg H (™) .

c’est-a-dire a la dimension de Hj(Ker f (")), D’apres la proposition BELTA, le twist de
Frobenius est transparent pour le bifoncteur Ker f. ]

Si on pouvait généraliser ce lemme au cas ot le twist de Frobenius est transparent
pour B’, alors on obtiendrait la conjecture pour tout bifoncteur admettant une résolution
finie par des bifoncteurs pour lesquels le twist est transparent. Dans cette direction nous
avons les énoncés suivants :

Proposition 5.1.22. Soit K un corps de caractéristique p premiére. Les énoncés sui-
vants sont équivalents :
(i) Le twist de Frobenius est transparent pour tous les bifoncteurs de la forme Fgl.
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(i) Pour tout épimorphisme de foncteurs polynomiauz f : S* — F, si le twist de
Frobenius est transparent pour le bifoncteur Fgl, alors le twist de Frobenius est
transparent pour le bifoncteur (Ker f)gl.

(iii) Pour tout épimorphisme f : S* — F de foncteurs polynomiauz, si le twist
est transparent pour le bifoncteur Fgl alors le rang de application induite en
cohomologie par fgl : SFgl — Fgl est égal au rang de son gradué (pour la filtration
évoquée au théoreme [T I) :

rg GrHA(fgl™)) =rg Hp(fgl™) .

Proposition 5.1.23. Soit K un corps de caractéristique p premiére. Les énoncés sui-
vants sont équivalents :

(i) Le twist de Frobenius est transparent pour les bifoncteurs séparables, i.e. de la
forme Hom(F,G).

(i) Pour tout épimorphisme de foncteurs polynomiaux f : S* — G, si le twist de
Frobenius est transparent pour le bifoncteur Hom(F,G), alors le twist de Frobe-
nius est transparent pour le noyau du morphisme Hom(F, f) : Hom(F,S*) —
Hom(F,G).

(iii) Pour tout épimorphisme f : S* — F de foncteurs polynomiaux, le rang de
Uapplication induite en cohomologie par Hom(F, f) est égal au rang de son gradué
(pour la filtration évoquée au théoreme [T 1) :

rg GrHp(Hom(F, f))) = rg Hp(Hom(F, f)™)) .

5.1.5 Application aux calculs de cohomologie

Rappelons que si B € P4(1,1), alors DB € P4(2) est le bifoncteur (covariant en ses
deux variables) défini par DB(—1, —2) = B(—Y, —2), ou —" désigne la dualité A-linéaire
(cf. lemme EETT). Le théoréme donne une description partielle de la cohomologie
des bifoncteurs pour lesquels le twist est transparent. Pour les bifoncteurs qui vérifient
la troisiéme « Ext-condition » , ce théoréme donne méme une description compléte. La
démonstration du théoréeme BT 28 repose sur la description suivante de la deuxiéme page
de la suite spectrale E(B,r).

Lemme 5.1.24. Soient A un anneau commutatif de caractéristique p premiére, r un
entier positif et B un bifoncteur homogéne de bidegré (d,d) sur A. Le colonne Eg’*(B,r)
d’indice 0 de la deuxieme page de la suite spectrale E(B,r) est isomorphe, naturellement
en B au A-module gradué :

Ey*(B,r) = sym(DB) (Hp 5(gl"*%)) .

De plus, si H7’57A(B(—§Bpr, —9)) = 0 pour x > 0, les colonnes E;’*(B,r) d’indice 1 > 1 de
la deuziéme page sont nulles.
Remarque 5.1.25. Le lemme précédent interpréte la colonne d’indice 0 de la deuxiéme

page de la suite spectrale E(B,r) comme 'évaluation du &4 x S4-foncteur sym sur le
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G4 X G4-module Hf,B A(gl(’")@’d). Plus généralement, on pourrait interpréter les colonnes
de la seconde page de notre suite spectrale en termes d’évaluation sur le S5 x &4-module
Hf,B’A(gl(’")@d) des foncteurs dérivés & droite du foncteur sym. Si 'on procede ainsi, on
peut faire apparaitre la suite spectrale construite dans [I7, prop. 4.2.2] comme une
version de notre suite spectrale E(B,r), dans le cas particulier ou A = K est un corps
et B est un bifoncteur séparable. Nous ne développerons pas plus loin ce point de vue
car nous n’en tirerons pas de renseignement concret sur la cohomologie des bifoncteurs.

Démonstration du lemme [5.1.24) D’aprés le lemme B0l on a un isomorphisme de com-
plexes bigradués, naturel en B :

(B3 (8,1, ) = (Hp(Res(B)"0), H(0)) (4

La colonne Eg *(B,r) d’indice 0 de la deuxiéme page de E(B,r) est donc isomorphe
au noyau de
H5(3°) : H*(IRes(B)°™)) — H*(IRes(B)'(")) .
D’apreés la proposition B2, la colonne Eg (B, r) est donc isomorphe (naturellement en

B) au noyau du morphisme

sym(D3°)

sym(DIRes(B)") (H%S(gl(’"’w)) sym(DIRes(B)") (H;(gl<’“>®d)) .

Par exactitude a gauche du foncteur sym, on a donc un isomorphisme, naturel en B :
EY*(B,r) ~ sym(DB) ( Hp 5(gl™®?
y (B,r) = sym( ) P,A(Q )) -

Supposons maintenant que H;;(B(—?pr,—g)) = 0 pour * > 0. Alors le complexe
HY(IRes(B)*(—"", —2)), qui calcule la cohomologie de B(—{"", —3), est exact sauf
en degré 0. Or, d’apres le corollaire B2 ce complexe est isomorphe (par un isomor-
phisme qui ne respecte pas la graduation *) au complexe H;;(IReS(B)’(’")). Le complexe
H%(IRes(B)*(")) est donc exact sauf en degré 0. Sa cohomologie donne la deuxiéme page
de E(B,r) d’apres l'isomorphisme (%). Les colonnes de Eq(B, ) sont donc toutes nulles,
sauf celle d’indice 0. O

Frobenius (twist de) ltransparence

Théoréme 5.1.26. Soient A un anneau commutatif de caractéristique p premiére et r
un entier positif. Il existe un morphisme naturel en B :

O+ Hp A(BD) = sym(DB)(Hp 5(g1"%))

Si le tunst de Frobenius est transparent pour B, ce morphisme est surjectif. Si
H;;’A(B(—?p ,—2)) = 0 pour x > 0 alors ¢, est un isomorphisme.

foncteur !de symeétrisation
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Démonstration. On définit le morphisme ¢p, & partir du morphisme de coin de la suite
spectrale E(B,r). Plus précisément on définit ¢p, comme la composée :

Hp 5 (B")) =FyHp o(BD) — Fyl o(BD)/Fy Hp 5 (B
~ E%(B,r) C EY"(B,r) ~ sym(DB)(Hp 4(gl"®?)) ,

dans laquelle le dernier isomorphisme est donné par le lemme Si le twist est
transparent pour B alors la suite spectrale dégénére a la deuxieme page et l'inclusion
EY(B,r) C Eg’*(B ,7) est une égalité. Dans ce cas ¢p, devient un épimorphisme. Si
de plus on a alors d’aprés le lemme la deuxiéme page est nulle sauf éventuel-
lement la colonne d’indice 0. La suite spectrale dégénere donc & la deuxieme page et
de plus on a Fal;;’A(B(’")) = 0 d’aprés le lemme Ainsi ¢p, est une composée
d’isomorphismes, donc un isomorphisme. O

En appliquant le théoréme BLT20] aux bifoncteurs séparables, on obtient le corollaire
suivant.

Corollaire 5.1.27. Soient A un anneauw commutatif de caractéristique p premiére, v un
entier positif et F', G deuz foncteurs polynomiauxr homogénes de degrés d a une variable
sur A. Il existe un morphisme naturel en F,G

b Bxtpa(F,G0)) = sym(F R G) (Bxt, (1097, 10024))
Si le twist de Frobenius est transparent pour Hom(F,G) alors le morphisme ¢p.q ., est
surjectif. Si Extp, (F(I®P"),G) = 0 pour * > 0 alors ¢pc, est un isomorphisme.

Remarque 5.1.28. Dans le cas ot A = K est un corps, le corollaire est une généra-
lisation du résultat principal de Chatupnik [9 Th. 4.4].

5.2 Caractéristique d’Euler-Poincaré

caractéristique d’Euler y : caractéristique d’Euler d’un espace vectoriel gradué

Proposition 5.2.1. Soit F' un foncteur polynomial sur un corps K, et F* son dual de
Kuhn. La caractéristique d’Euler-Poincaré de H;‘JM(Fgl) est égale a la caractéristique

d’Euler-Poincaré de HEM(FﬁgZ).

Démonstration. La catégorie des foncteurs polynomiaux a une variable sur un corps K
est équivalente [I8 Th 3.2] a la catégorie Mod(S(n,d,K)) des modules sur 'algebre de
Schur S(n,d, K) sur K. Le foncteur F' admet donc une filtration finie, Fy C --- C Fy = F
dont les quotients successifs sont des sommes directes de foncteurs simples A;. On a
donc :

k
XHp y(Fgl) = xHp x (GrFgl) = xHp (P Aigl) -
i=1
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Dualement, on a une suite d’épimorphismes Fg “ oo« F ]ﬁ\, = F* dont les noyaux

successifs sont des sommes directes de duaux de Kuhn des mémes foncteurs simples AE.
On a donc :

k
XHp  (Figl) = xHp o (€D Algl) -
=1

D’apres [20, Th 3.5a], les simples sont autoduaux. On a donc 'égalité :

k k
XHp (Fgl) = xHp (D Aigl) = xHp (€D Algl) = xHp y (Figl) .
i=1 1=1

O
Remarque 5.2.2. Un raisonnement analogue appliqué aux foncteurs polynomiaux a

une variable montre que les caractéristiques d’Euler-Poincaré des groupes d’extensions
Extp, (F,G) et Extp, (F, G*) sont égales.

Remarque 5.2.3. La démonstration de la proposition B2 repose sur le fait que sur un
corps K, les foncteurs polynomiaux simples sont auto-duaux. Nous ne savons pas si les
bifoncteurs polynomiaux simples ont la méme propriété d’auto-dualité.

Proposition 5.2.4. Soit B un bifoncteur sur un corps K de caractéristique p premieére.
On a légalité :
* * @p"
XHp w(BM) = xHp y(B(-T7, —2)) -

Démonstration. Lisomorphisme Ey™(B,r) ~ H5(B(—", —5)) du théoréme est
Z/2-gradué et conserve donc la caractéristique d’Euler. On a donc

XH;?JK(B(_?;D 7_2)) = XE;’*(B,T) :

Si C® est un complexe gradué de dimension totale finie sur un corps K, alors la ca-
ractéristique d’Euler de I'espace vectoriel gradué sous-jacent C* est égale a la caracté-
ristique d’Euler de H*(C®). En appliquant cette remarque aux complexes (E?,d;), ou
EF = @,4,-1EPY(B,r), on obtient I'égalité :

XEy*(B,r) = xE3 (B,r) = XGrHjp y(BM) .
Le Gr n’ayant aucun effet sur la caractéristique d’Euler, on obtient notre résultat. O

changement de base

Proposition 5.2.5. Soit B un bifoncteur polynomial sur Z et K un corps. La caracté-
ristique d’Euler-Poincaré de la cohomologie du bifoncteur By obtenu par changement de
base sur K est égale au rang du Z-module libre H%Z(B) :

XH;?,[K(B[K) = rgH’??,Z(B) .

En particulier, la caractéristique d’Euler de la cohomologie de By ne dépend pas de la
caractéristique de K.

115



Démonstration. Si K est un corps de caractéristique nulle, K est Z-plat et par le théoréme
de changement de base LI.T3 on a donc :

Hp y(Bx) ~ Hp 7(B) @z K (=0sii>0).

Ainsi on a légalité : xHp  (Bk) = dim H%’[K(Bu() =rg H%Z(B).

Si K est un corps de caractéristique p on a XHEIBJK(B[K) = XHE,B’[FP (Br,) par platitude
du changement de base. Mais si T" est un Z-module de torsion de type fini on a [30, p.
150] : Tor%(T,F,) ~ T ® F,. D’aprés la proposition précédente, les H%’Z(B) sont des
modules de torsion de type fini pour ¢ > 0. En utilisant le théoréme de changement de
base on obtient donc :

XH;;,[K(B[K) = Z(_l)ldlm [FPH%,[FP(B[FP)

>0
— S (< 1)idimy, (H;;’Z(B) ©F,®H53(B) ® [Fp)
i>0

= dimy, HY ,(B) ® F, = 1g HY ;(B) .
O

Corollaire 5.2.6. Soient /i’ un diagramme gauche et K un corps de caractéristique p
premiére. On a l’égalité :

X(Hipy (SU) g1)) = X (Hipy (W) g1)) = dim ¢ 5,7, (C7)% @ €&4) ,

ou le foncteur s, (définition FZ13) agit sur le Sg-module (CP")®% @ CSy dont la

structure est donnée a gauche par la permutation des facteurs et a droite par conjugaison.
Sy/n : foncteur de Schur W) /5 : foncteur de Weyl

Démonstration. La premiére égalité résulte de la proposition BEZTl D’aprés la proposi-
tion précédente, on a :

XHp (811,90 = X (Sl =17, =) -

Puis on remarque que le bifoncteur S/, (gI®P") est en fait défini sur Z. D’aprés la pro-
position B2l 1a caractéristique d’Euler-Poincaré est indépendante du corps K considéré.
Si on se place sur K = C, il n’y a pas de cohomologie en degré non nul, d’ou 1’égalité :

. O @ T
XHp (S),190) = dim ¢ HP ¢ (S gl(—7,—2)) -
Mais on sait calculer ce H%,@ en termes de symétrisations injectives d’aprés le corollaire

Et de plus sur C la symétrisation du bifoncteur S/, (10*2) est connue d’apres les
propositions BT et BT, d’ou le résultat. O
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5.3 Symétrisations et changement de base

Pour obtenir des calculs explicites (par exemple des séries de Poincaré) de cohomo-
logie des bifoncteurs, le théoréme et le corollaire montrent l'intérét de savoir
calculer I'évaluation de la symétrisation sym(DB) d’un bifoncteur B de bidegré (d, d)
sur les 64 x G4-modules du type H7’57A(gl(’”)®d). Ces modules sont des &4 x &4-modules
de permutation explicitement décrits dans le théoreme EE3T1 et sont des sommes directes
de « 64 x G4-modules élémentaires » dans le sens suivant :

Définition 5.3.1. Soit A un anneau. On appelle §;x G 4-module élémentaire un module
de la forme AG;/6, ® AG,, oul p est un uplet de poids d et laction de &4 x &4 est
donnée par la formule :

()\,C).GH @ o = €] @ Erge—1 -

foncteur !de symeétrisation

Nous cherchons donc a évaluer 'image des &4 x G4-modules élémentaires par les
symétrisations de bifoncteurs homogénes de bidegré (d,d). Pour cela, nous avons déja
explicité dans le chapitre B, paragraphe B3, un certain nombre de ces symétrisations.
En particulier, si 'anneau A contient Q ou est de caractéristique p plus grande que les
degrés foncteurs en jeu alors il est facile d’identifier les symétrisations. En effet si p > d
ou si A contient Q :

— pour tous foncteurs F, G a une variable de degré d on a

sym(F X G) ~ sym(F) ® sym(G) ,
sym(F(—1 ® —2)) ~ sym(F) o Ay .

— Pour tout uplet i de poids d, on a des isomorphismes
sym(S*") ~ coinv, , sym(I'*) ~inv#, sym(AHM) ~ alth.

— Enfin, pour tout diagramme gauche p/p’ on a un isomorphisme (valable si on
considére les symétrisations et les s,,,, comme des foncteurs définis sur les Gy-
modules de permutation)

B/ 1

sym(Sﬂ/w) >~ S, -

© Ay sy/n @ symétrisation du foncteur de Schur Sy Le théoréme suivant permet de
ramener le calcul de la dimension de sym(DBf,)(F,E) au calcul de la dimension de
sym(DBc¢)(CE), plus facile & effectuer. changement de base

Théoréme 5.3.2. Soit B € Piz un bifoncteur homogéne de bidegré (d,d) et p un

nombre premier. Supposons que le Z-module H%ZZ(B(—?CZ, —2)) n’a pas de p-torsion.
Alors pour tout Gq x Gg-module élémentaire ZE, la dimension du Fp-espace vectoriel

sym(DBf,)(ZE®F ) est égale a la dimension du C-espace vectoriel sym(DBe)(ZE®C).
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Dans la suite de ce paragraphe, nous développons les outils nécessaires a la démons-
tration de ce théoréme.

Soit M un &4 x Gz-module sur Z, A\, i deux uplets de poids d et K un corps. Le
morphisme Z(&; x &,)-linéaire M — M ® K induit un morphisme K-linéaire

coinvy ,(M) ® K — coinvy ,(M ® K) .

En composant avec les isomorphismes donnés par le lemme BZ2ZT0, on obtient donc un
morphisme 0 , :

Oy (sym(S)‘ X S“)(M)) ® K — sym ((S)‘ X S“)[K) (M ® K)

ot (S* X SH)y € Pyax(2) désigne le foncteur obtenu par changement de base a partir
du foncteur S*X S € Py 47(2) (on a donc (S XK SH)y = SAKSH € Pyar(2)). Si M est
un &4 X Gg-module de permutation sur Z, alors la proposition montre que 0y ,
est un isomorphisme.

Lemme 5.3.3. Soit \, i, N, p/ des uplets de poids d, K un corps et ¢ : S* X SF —
SN X SH un morphisme dans Pqq.7(2). Pour tout G4 x Sg-module de permutation ZE,
on a un diagramme commutalif :

sym(¢)

sym(S* K SH)(ZE) ® K

:l@’u

sym((S* X SH))(ZE @ K)

sym(SY K SH)(ZE) @ K

:lGA/M/

VO sym((SY B SH)y)(ZE @ K) |

Démonstration. D’apreés le corollaire BAT2 du chapitre précédent, le foncteur de symé-
trisation est pleinement fidéle. En d’autres termes, on a un isomorphisme :
Hodeyd,ﬂ((Z) (F.G) — Homfedxed,n( (sym(F), sym(G))

ou Fg,xe, k désigne la catégorie des foncteurs K-linéaires définis sur les G4 x G -modules
de permutation de dimension finie sur K et & valeurs dans les K-espaces vectoriels de
dimension finie. Pour vérifier I’égalité :

sym(dx) = O 0 sym(¢) @ Ko 05, ,

il nous suffit donc de démontrer que ces deux morphismes coincident sur les &4 x &y4-
modules V& @ W& on V = KV, W = K.

Mais en évaluant le diagramme du lemme sur le &; X Gz-module de permutation
V& @ W on obtient le diagramme :

PRK

(82 ) S8 (V, W) @ K (SN XSV, V) @ K

(SAE S (V @ K, W ® K) —5 = (S ] S5 ) (V @ K, W @ K) .

qui commute par construction du foncteur de changement de base. On obtient donc
notre énoncé. U
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On rappelle que si B € Py(1,1) est un bifoncteur contravariant en sa premiére
variable, covariant en la seconde, alors DB € P4(2) est le bifoncteur (covariant en ses
deux variables) défini par DB(—1, —2) = B(—{, —2), ou —" désigne la dualité A-linéaire

(cf. proposition EETT).

Lemme 5.3.4. Soit B € Pg’z un bifoncteur défint sur Z, p un nombre premier et ZFE
un &g X Sg-module de permutation. On a une injection [ p-linéaire, naturelle en B :

(sym(DB)(ZE)) ® [, — sym(DBf,)(F,E) .

Remarque 5.3.5. En général, on n’a qu’une injection et pas un isomorphisme. Par
exemple, si B est le bifoncteur Hom(S?, A?) la remarque [C53 et la proposition
montrent que l'on a :

sym(DB)(Z&2) @ Fo =0, sym(DBr,)(F262) =Fy .

Démonstration du lemme =34} Soit DB — I° — I' un début de résolution injective
de DB dans Pg47(2). Soit K le noyau du morphisme

sym(I°)(ZE) @ F, — sym(I')(ZE) @ [, .

On a un diagramme commutatif, dont toutes les lignes sont exactes aux deux premiers
termes et dont les deux derniéres colonnes sont exactes :

sym(DB)(ZE)——— sym(I°)(ZE) sym(I')(ZE)

sym(DB)(ZE)——— sym(I°)(ZE) sym(I')(ZE)

: i

Ke———— sym(I°)(ZE) @ F, —= sym(I')(ZE) @ F,

Le morphisme sym(I°)(ZE) — sym(I°)(ZE) @ F, factorise donc en un morphisme
sym(DB)(ZE) — K. Par exactitude des lignes, la suite

0 — sym(DB)(ZE) =% sym(DB)(ZE) — K

est exacte, et on obtient donc une injection sym(DB)(ZE)®F, — K. D’apreés le lemme
B33 le morphisme sym(I°)(ZE) @ F, — sym(I')(ZE) ® [, s'identifie au morphisme
sym([?p)([FPE) — sym(I[}p)([FpE) et par exactitude a gauche de sym, on peut donc
identifier K et sym(DDBf,)(F,E), d’ou le résultat. O

Proposition 5.3.6. Soit B € 776‘22 un bifoncteur homogéne de bidegré (d,d) et p un
nombre premier. Les énoncés suivants sont équivalents :

(1) Le Z-module H%ZZ(B(—?CI, —9)) n’a pas de p-torsion.

(2) Pour tout entier k, le Z-module H%ZZ(B(—?IC, —2)) n’a pas de p-torsion.
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(8) Pour tout Sg x Sg-module élémentaire ZE on a un isomorphisme :
sym(DB)(ZE) @ F,, = sym(DBy,)(ZE®F,) .

Démonstration. D’aprés le corollaire on a pour tout entier & un isomorphisme (ou
A=7Zoul,):

HY, 4(Ba(=F%,=2)) = sym(DB.) ( Hp 4gl(=F*,—2)*) ) ()

On a (2) = (1). Montrons (1) = (3). D’apres le théoréeme de changement de
base BT si H71;7Z(B(—ied,—2)) n’a pas de p-torsion alors on a un isomorphisme
entre les espaces vectoriels de dimension finie sym(DB)(H%Z(gl(—?d, —2)%)) @ F et
sym(DB[Fp)(H%’[Fp(gl(—?d, —2)®)). Comme le &4 x Sg-module HY ,(gl(—7¢, —2)®%)
contient tous les &4 x Gz-modules élémentaires comme facteurs directs, les injections
du lemme B34 sont, pour une raison de dimension, des isomorphismes.

Montrons (3) = (2). Si I’énoncé (3) est vérifié, alors d’apres la formule () pour
tout entier £ on a un isomorphisme H%Z(B(—?k, —2))®F), ~ H%[FP(B[FP(—%B]“, —3)). Le
théoréme de changement de base implique alors que H71;7Z(B(—?k, —9)) n’a pas
de p-torsion. O

Proposition 5.3.7. Soit B € Piz un bifoncteur homogéne de bidegré (d,d). Pour tout
Gy x &g-module élémentaire ZE on a un isomorphisme :

sym(DB)(ZE) ® C = sym(DB¢)(ZE ® C) .

Démonstration. Soit DB < I° — I' un début de résolution injective de DB dans
Pa.a,z(2). D’aprés le lemme B33 on a un diagramme commutatif :

sym(DB)(ZE) @ C—— sym(I°)(ZE) ® C — sym(I')(ZE) ® C
sym(DB¢)(ZE ® C)—— sym(I2)(ZE ® C) — sym(1})(ZE ® C)

La premiére ligne est exacte par platitude de C sur Z, la deuxiéme ligne est exacte, on
obtient donc notre isomorphisme. O

Lemme 5.3.8. Soit B € 7’3,2 un bifoncteur homogéne de bidegré (d,d). Pour tout
Sa x Bg4-module élémentaire ZE le Z-module sym(DB)(ZE) est libre de rang fini.

Démonstration. En effet, le module élémentaire ZF est facteur direct du &4 x & 4-module
H%(gl(—?d,—g)@’d) donc d’apres la proposition 32 sym(DB)(ZE) est un facteur
direct du Z-module H) (B (=74, —2)), qui est libre d’aprés la proposition 223 O

Démonstration du théoreme [IZZA. D’apres la proposition B30, la dimension de 'espace
vectoriel sym(DBr,)(ZE ® Fp) est égale a celle de sym(DB)(ZE) ® F),. Le Z-module
sym(DB)(ZFE) est libre d’aprés le lemme précédent, cette dimension est donc égale au
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rang de sym(DB)(ZE). Ce rang est lui-méme égal a la dimension du C-espace vectoriel
sym(DB)(ZE)®C, qui est isomorphe au C-espace vectoriel sym(DB¢)(ZE®C) d’apres
la proposition B3, d’ou le résultat. O
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Chapitre 6

Cohomologie des twists de tenseurs
symétriques et applications

Dans ce chapitre, nous mettons en oeuvre les techniques de calcul développées au
chapitre Bl Nous nous intéressons tout d’abord au cas des bifoncteurs S*") gl obtenus en
précomposant le twist d’un tenseur symétrique par le bifoncteur gl. Ces bifoncteurs sont
intéressants a plusieurs titres. Tout d’abord, S*gl correspond & la représentation clas-
sique de GL,, sur l'algebre des polynomes sur End(A™). Cette représentation classique
(et ses twists) interviennent naturellement dans d’autres problémes. Par exemple, dans
le calcul de la cohomologie du groupe GL,,(Z/p?Z) a coefficients dans le corps premier
F, [3]. Enfin, le calcul de la cohomologie des twists de S* gl a également une importance
interne & la théorie. En effet, tout bifoncteur de la forme Fgl admet un résolution finie
par des (facteurs directs de) foncteurs du type S#gl. Le calcul de la cohomologie de cette
famille de bifoncteurs est donc un point de départ pour des calculs plus complexes.

Nous obtenons les séries de Poincaré des cohomologies des bifoncteurs de cette famille
au premier paragraphe (théoréme EIT]). Ce résultat n’était auparavant connu que pour
S2gl en caractéristique 2, ou lorsque la caractéristique p est plus grande que le degré
des foncteurs en jeu [I3], Prop. 4.1 et Th. 5.1|. Une démonstration un peu différente de
ce résultat a été publiée dans [A1l Th. 1.1].

Dans le paragraphe B2 nous nous basons sur le théoréme pour obtenir de
nouveaux calculs. Nous étudions tout d’abord les suites spectrales associées aux com-
plexes symétriques construits par Troesch [E2]. Nous en déduisons des informations sur
les applications induites en cohomologie par les morphismes entre tenseurs symétriques
twistés de gl. Puis nous déterminons en caractéristique p les séries de Poincaré de co-
homologie des twists des bifoncteurs I'Pgl et APgl aux théorémes et E2Z2A Ces
résultats n’étaient auparavant connus qu’en caractéristique p = 2 [I3, Th. 5.1].
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6.1 Cohomologie de S*") gl

Soit M* un A-module gradué, tel que pour tout i, M? est libre de rang fini. La série
de Poincaré de M™* est la série entiére définie par

Py« (t) = Z rg Mt

1=—00

Si A = K est un corps et si B est un bifoncteur sur K, alors pour tout i € N, le K-
espace vectoriel H%[K(B) est de dimension finie d’apreés la proposition E2Z3l La série de
Poincaré de la cohomologie d’un bifoncteur est donc bien définie si on travaille sur un
corps. série de Poincaré

Soient g un n-uplet d’entiers positifs de poids d et r un entier positif. Si A est un
anneau de caractéristique p premiére, alors pour tout ¢ € N le A-module de cohomologie
H%; A(S“(’") gl) est libre de type fini. En effet, d’apres le théoréme de changement de base
on a un isomorphisme de A-modules gradués :

Hyp 5(S"7gl) ~ Hp  (S*7gl) @F, A .

On peut donc parler de la série de Poincaré du A-module Hp A(S“(’”) gl), et de plus on
peut se contenter de la calculer pour A =T,

Dans ce paragraphe, nous cherchons a calculer la série de Poincaré de la cohomologie
du bifoncteur S*(Mgl. Le foncteur polynomial (homogene de degré d) S* admet une
présentation par des sommes directes produits tensoriels :

P et el -5t —0 ()
o6,

En précomposant cette suite par le twist de Frobenius puis par le bifoncteur gl, et en
appliquant le foncteur Hf,B A(—), nous obtenons une suite :

D Hp (g% S0 1 (g% — Hp ((S"0gl) — 0 (x)
ocS,

Les morphismes (1 — o) de cette suite correspondent a l'action de &4 sur H7";7A(gl(’“)®d)

induite par la permutation des facteurs gl(") du produit tensoriel gl(M®?. Cette action
de &4 sur H7";7A(gl(’")®d) correspond & la restriction de la structure de &4 x &4-module

de H7’57A(gl(’")®d) décrite au théoreme EE3T] au sous groupe diagonal AG,; C &4 x & .
En d’autres termes, on a un isomorphismes de G4-modules :

Hp 5 (gl"®) ~ Exty, (10, 10)%4 @ AG,
ou action de &4 sur le membre de droite est donné par la formule :

oV R QU ® e 1= Ugfl(l) R .- ®U071(d) & €oco—1 -
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Si la caractéristique p est strictement plus grande que le degré d du foncteur S*,
la suite (%) se scinde. La suite (x%) est donc exacte. Le morphisme H7";7A(gl(’“)®d) —

Hp A(SH)gl) est donc surjectif, et se factorise donc en un isomorphisme
H;)’A(gl(r)@@d)eu = HE,BA(S”(’")gl) :

Si la caractéristique p est inférieure ou égale a d, la suite (x) ne se scinde pas. Pire, le
morphisme H7’57A(gl(’”)®d) — H;A(S“(’")gl) n’est en général pas surjectif ! Malgré cela, le
résultat sur la forme de la série de Poincaré de la cohomologie de S*") gl reste valable
indépendamment de la caractéristique, comme le montre le théoréme suivant :

série de Poincaré!de S gl tenseur symétrique

Théoréme 6.1.1. Soient u = (u1,..., () un n-uplet de poids d et A un anneau de
caractéristique p premiére et r un entier positif. Le A-module H;A(S“(’")gl) est libre de
type fini et sa série de Poincaré est égale a la série de Poincaré des coinvariants du &g4-
module gradué H7’57A(gl(’”)®d) sous l'action du sous-groupe &, = &, X --- x G, C Gy.

Corollaire 6.1.2. Le bifoncteur S*gl vérifie la troisiéme « Ext-condition » (cf. propo-
sition B TA). Par conséquent, pour tout i, le twist de Frobenius est transparent pour le
bifoncteur SH4 gl

La fin de ce paragraphe est consacré & la démonstration du théoréme LTIl D’apreés
le théoreme de changement de base EETTH], on peut supposer A = F,. La démonstration
se déroule en plusieurs étapes.

Etape 1 : H;;’Z(S“gl(—?",—g)) =0 pour * > 0.

Dans cette premiére étape, A = Z. On rappelle la filtration de Cauchy, construite
par Akin, Buchsbaum et Weyman [, Th III.1.4 pp. 244-245|, que nous reformulons ici
en termes de bifoncteurs. Ce résultat sera complété au chapitre [

Théoréme 6.1.3. Soit { un entier. L’ordre lezicographique sur les partitions de poids
k induit une filtration de Sgl par des bifoncteurs polynomiauz :

0C Ny € N1y €+ € Ny, 1y = Shql

Le premier terme Ny est isomorphe a Hom(AY, AY), et si \ est une partition et \° la
sutvante pour l’ordre lexicographique on a une suite exacte courte :

Nyo — Ny — Hom (W), S)) .

Sy/n « foncteur de Schur Wy /s : foncteur de Weyl Hom(F, G) : bifoncteur séparable
Soit g = (p1, ..., pn) un uplet. Notons (N}")>o la filtration de Cauchy de SHigl.
Le produit tensoriel de ces filtrations forme une filtration (N,g)kzo de S*gl définie par :

M= Y N'@--oN".
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A,

LT
[

Fi1c. 6.1 — Le diagramme gauche (A1]|A2] ... |\s)

Si Ay,..., A\, désignent n partitions, on note (A1|Az2]...|A\,) le diagramme gauche tel que
Suelorn) = S @@ Sy,
D’aprés le corollaire [C. 1.6l le gradué de S*gl associé a la filtration (N]ff k>0 est égal a :

GrS¥gl = D Hom(Wopalans Sauialan)
[Al=p1..[An|=pn

Lemme 6.1.4. Soit A un anneau commutatif, B € Py 4 4(1,1) un bifoncteur homogéne
de bidegré (d,d) sur A. Supposons que B admet une filtration finie (By)o<k<n par des
bifoncteurs, dont le gradué GrB existe el vérifie H};A(GrB) = 0 pour = > 0. Alors
Hy 4(B) =0 pour x> 0.

Démonstration. Pour tout k le quotient By/Bj_1 est un facteur direct de GrB et n’a
donc pas de cohomologie en degré strictement positif. On peut alors démontrer par
récurrence sur k que les suites exactes courtes By_1 — By — Bj/Bj_1 se scindent en
cohomologie et que By n’a pas de cohomologie de degré strictement positif. U

Lemme 6.1.5. Soit p un uplet de poids d et n un entier positif. Pour tout i >0 on a :
Hp 7(S*gl(=T", —2)) = 0.

Démonstration. Le foncteur gl est additif en sa premieére variable. On a donc
gl(={™, —2) ~ gl(—1,—2)®". Soit u = (p1,..., ) un uplet. En utilisant la formule
exponentielle on obtient :

k
SH(glP™) = @ ®5(M,1,~.,m,n)gl ‘

Vi=1..k O e i o LR ) i=1

Le bifoncteur SFgl(—{", —2) s’exprime donc comme une somme directe de bifoncteurs
de la forme S*gl, et pour démontrer le lemme on peut donc se contenter de prendre
n = 1. Dans ce cas, d’apreés la proposition BT la filtration de S*gl donnée plus haut
vérifie les hypothéses du lemme précédent. On en déduit notre résultat. U

Etape 2 : Description de H;;’[FP(S“(’“)QZ).

Soit p un uplet de poids d. Dans I’étape précédente, nous avons montré que pour
tout n et tout ¢ > 0ona: H%)’Z(S“gl(—?", —3)) = 0. Par changement de base (théoréme
ETTH), on a donc pour tout entier premier p la méme égalité :

Hpp (SPgl(—",—2)) =0 sii>0.
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En utilisant le théoréme on obtient alors la description suivante de la cohomologie
de S gl

Lemme 6.1.6. Soit p un uplet de poids d et p un nombre premier. Pour tout r > 0, on
a un tsomorphisme :

Hp (8" gl) = sym($*(1a%2)) (5 5, (917 .

Etape 3 : Série de Poincaré de Hf,B’[FP(S“(’")gl).

Le 64 x G4-module H;;’[Fp(gl(’")(@d) se décompose comme une somme directe de & -
modules de permutation élémentaires (définis en BE3TI).

Soit Fp,E un 6;2—module élementaire. D’aprés le lemme BETD le Z-module
H}J’Z(S“gl(—?d,—g)) n’a pas de torsion et on peut donc changer de base pour cal-
culer la dimension de sym(S“(Idm))([FpE). Le théoreme nous indique en effet que
dans ce cas, la dimension du [Fp-espace vectoriel sym(S[‘F‘p (Idm))([f_pE) est égale a la
dimension du C-espace vectoriel sym(Sg (1d%2))(CE).

Mais grace a la proposition B3T1], on a un isomorphisme (valable car on se trouve
sur le corps C de caractéristique nulle, mais faux sur un corps quelconque) :

sym(Sé(Idm)) ~ sym(Sg) o Ay,

ot Ay est le foncteur qui envoie un &*2-module M sur le S;z-module obtenu en restrei-
gnant l'action de &4 x G4 au sous-groupe diagonal AG,; C G4 x &4. Comme le foncteur
sym(Sfé) n’est autre que le foncteur qui & un &z-module M associe les coinvariants de
M sous I'action du sous groupe &, C G4, on obtient :

dim p, sym(S¢ (1d%2))(F, E) = dim¢ (AsCE)s, -

Par ailleurs si AE est un 6;2—module élémentaire, alors As AE est un G4-module
de permutation. La dimension de (A, AE)GM ne dépend donc pas de I'anneau A d’apreés
le corollaire B22241 On obtient donc :

Lemme 6.1.7. Soit p un uplet de poids d, p un nombre premier et F,E un 6;2—

module élémentaire. La dimension de sym(S[’F‘p(Idm))(ﬂ_pE) est égale a la dimension
des coinvariants de FpE sous l'action du sous-groupe diagonal AG, C G4 x Gy.

Puisque le 64 x G4-module Hp ¢ (gl (1®d) est une somme directe de modules élémen-
taires on conclut la démonstration du théoreme en appliquant le lemme précédent
a la description de H7";7[FP(S“(’“)QZ) obtenue au lemme

6.2 Applications

6.2.1 Etude des complexes symétriques

complexe symétrique Dans ce paragraphe, on se place sur un anneau A de caracté-
ristique p premiére. Nous utilisons la transparence du twist pour les bifoncteurs S*gl
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(corollaire BI2) pour déterminer les suites spectrales hypercohomologiques associées
aux complexes symétriques [A2] qui généralisent en caractéristique p quelconque les
complexes symétriques classiques connus en caractéristique 2 [I6, [8]. Ces suites spec-
trales donnent des informations sur les applications induites en cohomologie par les
morphismes entre tenseurs symétriques.

Rappels sur les complexes symétriques S;Lji (5]

;ji K complexes symétriques
Nous renvoyons le lecteur au paragraphe EZT] pour les définitions et les propriétés

relatives aux p-complexes. Rappelons les p-complexes construits par Troesch :

Théoréme 6.2.1. [/2, Th 2, Th 4.3.2] Soit A un anneau de caractéristique p premiére.
Pour tout n et tout j, on peut munir le foncteur polynomial

Bn(j) = Sn(f@pj) ~ @ S0 @ ... @ St

zo+---+zpj71:n

d’une p-différentielle d vérifiant les propriétés suivantes. ‘
(1) Le degré cohomologique d’un élément de S @ --- @ S"-1 est

0.dg + Liyp + -+ (p! — 1)ipy 4

et la p-différentielle augmente le degré cohomologique de Pt
(2) Soit (Bffpjil'(j),d) le facteur direct du p-complexe (B (j),d) formé des élé-
ments de degrés cohomologiques congrus a i modulo p? L. Alors :
~ Sii =0 etp’ divise n, le p-compleze (Bfl“ij_l'(j),d) est une p-résolution de
Sn/r’(3) |

i1
— Sinon le p-complexe (Bﬁfrp]

*(5),d) est p-acyclique.
Définition 6.2.2. Soient n,j des entiers strictement positifs, i € [0,p/~1 — 1] et
s € [1,p — 1]. On appelle complexes symétriques les complexes Sr’lji [s] associés au

INERS)

o
p-complexes T'LJ’Z-:B%JFPJ *(5).

Remarque 6.2.3. Par définition, S;jl. (5]
nant pour différentielles une alternance de d® et dP~°. Comme la différentielle de By, (j)
est de degré p?~!, sii = 0 et si n est un multiple de p’ alors les éléments de plus haut

degré du complexe Sp . sont en degré 2n/p) (P —1).

n

s’obtient a partir du p-complexe By (j) en pre-

Eremple 6.2.4. Supposons p = 2, j = 1, i = 0, alors les complexes S; | [ sont les
complexes symétriques |16 §2] :

S Sl 5298?55 TSV 9.

Si p = 2, j,i quelconques, les complexes Sr’lji o sont des facteurs directs des complexes
B(j) construits par Friedlander et Suslin [I8 Th. 8.4].
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Ezemple 6.2.5. Si p est quelconque j = 1 et ¢ = 0, le début du complexe S; | o est
S™ — S 1 @ I et la premiére différentielle est la comultiplication.

Ezemple 6.2.6. Sin est un multiple de p, la fin du complexe S°® est S"7 @I — S,

n,l,O,[p—l]
la derniére différentielle est la multiplication.

Ezemple 6.2.7. Pour p = 3, le complexe S¢ | est le suivant :

1,0,[2
5060
5(1’5’0)@

(4,2,0) gL 14,D)
(6,0,0) S @ @ 2,3,1 )
S g6 T ¢330 T S;(&l;)@ T g229g
§(3.03)

SO g 0,3,3

L o§023g S;(ni)@ _, g015) _, g(0.0.6)
§(2,0,4)

Comportement en cohomologie des complexes symétriques

Les complexes symétriques S° ji[s) Sont des complexes de foncteurs polynomiaux.

En précomposant par le bifoncteur gl(—$", —2) on obtient des complexes de bifoncteurs

S;J.ﬂ.’[s] gl(=$™, —3). On peut ensuite appliquer a ces complexes le foncteur Hyp, A=) et
obtenir des complexes de A-modules :

H’;;,A(Sg,j,i,[s]gl(_?m’ —32)) — H;;,A(Srll,j,i,[s]gl(_?mv —2)) =

D’aprés le lemme BT la cohomologie des bifoncteurs St PRARIL (=™, —2) est nulle en

degré strictement positif. Le complexe précédent est donc égal au complexe :
0 0 0 1
Hp py(Sp a9l (5™, =2)) = Hp a(Sp 5199l (5™ —2)) = -+ —
Le lemme suivant donne la cohomologie des complexes de ce type.

Lemme 6.2.8. Soient A un anneau de caractéristique p premiére, n,j,t des entiers,
s € [1,p—1], et m un entier positif.
(1) Sii=0 et n est un multiple de p’ alors le compleze de A-modules

H;S,A(Sa;,j,o,[s]gl(_?m7 —2)) = H%,A(Sﬁ,j,o,[s}gl(—?m7 —2))
est exact en degré impair et sa cohomologie en degré 2k est isomorphe au A-module
libre H?*(S™/P0) gl (=™ —5)).
(2) Sinon le complexe de A-modules

Hp 5 (Sh 199U (=1",—2)) = Hp 5 (S5 199l (=7, —2))

est exact en tout degré.
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Démonstration. D’aprés le théoreme [C.2.3] on peut associer au bifoncteur e’ gl
et au complexe 81;’ il s}gl(—?m,—g) deux suites spectrales hypercohomologiques qui
convergent vers le méme aboutissant.

Pour tout entier ¢ positif, le bifoncteur Sq;’jm[s}gl(—?m, —9) n’a pas de cohomologie en
degré strictement positif. La page un de la premiere suite spectrale hypercohomologique
est donc totalement nulle, sauf la colonne I(l]" d’indice 0 qui s’identifie au complexe
H%’A(S;j’i’[s]gl(—?m, —2)). Cette premiére suite spectrale dégénére donc a la deuxiéme
page pour des raisons évidentes de lacunarité. L’aboutissant est donné par celui de la
deuxiéme suite spectrale hypercohomologique. Celui-ci est nul si i # 0 ou si n n’est pas
un multiple de p? et vaut IT%, = H7’57A(S"/p] D gl(=$™, —3)) sii = 0 et n est un multiple

de p/. O

Remarque 6.2.9. Supposons que p’ divise n. Alors la cohomologie du bifoncteur
S”/pj(j)gl(—?m, —3) est non nulle en chaque degré ¢ pair tel que 0 < ¢ < 2n(p’ —1)/p’.

En effet, le bifoncteur gl est facteur direct du bifoncteur gl(—$"™, —2). Le bifoncteur
Sn/P (gl est donc facteur direct du bifoncteur S™/P’ () gl(=$™,—2). Ainsi si la coho-
mologie de S”/pj(j)gl est non nulle en degré £, il en va de méme de la cohomologie
de S™/7 (j)gl(—?m, —5). Mais on sait calculer la cohomologie de S™/?" (U)gl : d’apres le
théoreme BIT] elle est égale aux coinvariants du &,, /,;-module gradué Hp Algl)en/ pj)

sous l'action de 6,,,,;. Le &, /,;-module gradué H7’57A(gl(j)®”/p]) est une somme directe
de modules de permutation (théoréme EZ3T), et les coinvariants d’un module de permu-
tation sont non nuls (proposition [B2Z3). Ainsi le bifoncteur S/’ gl et le bifoncteur
Sn/p?(7) gl(—=$™, —2) possédent de la cohomologie non nulle en chaque degré o gl (@)en/p’
a de la cohomologie non nulle, c’est-a-dire dans tous les degrés pairs a partir du degré 0
et jusqu’'au degré 2n(p/ —1)/p’.

Nous déduisons de cette observation sur la cohomologie du bifoncteur
Sn/P D) gl(—P™ | —5) que si p/ divise n alors le complexe H%A(S?;’j’(]’[s]gl(—?m, —9)) n'est
exact en aucun degré pair.

Considérons maintenant les complexes S;(;)Z. (5] gl obtenus en précomposant les com-
plexes symétriques par le twist de Frobenius et par le bifoncteur gl. En leur appliquant

le foncteur Hp ,(—) on obtient des complexes de A-modules :

Hip o(S7) 1490 = Hp a(S)7) 1 191) = Hp o(S2) g1) = .

YRAE YRAE YRAE

La cohomologie de ces complexes est donnée par la proposition suivante.

Proposition 6.2.10. Soit A un anneau de caractéristique p premiére, n,j,i des entiers,
s € [1,p—1], et r un entier positif.

(1) Sii =0 etn est un multiple de p?, alors le compleze H%,A(S;,(;,)o,[s}
en degré impair et sa cohomologie en degré 2k est isomorphe (de maniére non

graduée) au A-module libre H%%A(S”/pj(j)(gl@ﬂ)).
S’(f")

n,J[

) est exact
(2) Sinon, le compleze Hp, ,(

. (gl)) est exact en tout degré.
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Démonstration. Les termes des complexes symétriques sont des sommes directes de ten-
seurs symétriques. Les bifoncteurs obtenus en précomposant un tenseur symeétrique par
le bifoncteur gl vérifient la troisiéme Ext-condition d’aprés le corollaire T2 D’aprés la
proposition BIT0l on a donc un isomorphisme (non gradué) de complexes :
o(r) \ 770 op"
Hp 4(Sy i) = Hp, (S5 99 (=1" 5 —2)) -
Notre énoncé découle alors directement du lemme (2.8 O

Corollaire 6.2.11. Soient n,r deur entiers positifs. Supposons n multiple de p. Le
conoyau du morphisme induit en cohomologie par la multiplication :

Hp o (5" 0gl @ gI") — Hp (5" gl)

est un A-module libre mon nul, isomorphe (de maniére non graduée) au A-module
2n(p—1 n v
Hp? ™ VP (5l (=577, —2)).

Démonstration. On applique la proposition au complexe s dont le plus

nvlyov[p_l]J
haut degré cohomologique est 2n(p —1)/p (cf. remarque B2Z3)) et dont la fin est égale a

S 1@ T — S™ (cf. exemple B2ZH). O

Corollaire 6.2.12. Soient n,r deur entiers positifs. Supposons n multiple de p. Le
conoyau du morphisme induit en cohomologie par la comultiplication :

Hp (5" gl) — Hp 5 (5" gl @ gI)

est un A-module libre mon nul, isomorphe (de maniére non graduée) au A-module
Hp, ,(S"PWgl(=77", —2)).

Démonstration. On applique la proposition au complexe ST:(I)O (] dont le début
est égal & S™ — S"1 ® I (cf. exemple E2T). O

suite spectrale lhypercohomologique

Corollaire 6.2.13. Soient n,j,r des entiers positifs et s € [1,p — 1|. La premiére

suite spectrale hypercohomologique associée au complexe s

mj’z.’[s]gl dégéneére a la deuziéme
page.

P . N . ., o(7r
Démonstration. La page un de la premiére suite spectrale associée au complexe S (r)

n.g.is[s19
s’identifie au complexe H7’57A(57:(;)Z- [8}) :

I = Hp (S, i = Hp (0.
ou 0 désigne la différentielle du complexe symétrique S;,j,i,[s}' D’aprés la proposition
E2T0 les lignes d’indice impair de la deuxiéme page sont nulles, et comme la cohomolo-
gie des tenseurs symétriques est nulle en degré impair (cf. théoréeme 1)), les colonnes
d’indice impair de la deuxiéme page sont également nulles. Mais pour tout m > 2 la dif-
férentielle d,,, de la page m est de bidegré (1 —m,m). Pour toute paire k, [, le morphisme

dib kb gl ogt done nul car sa source ou son but est nul. O
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6.2.2 Calcul de la cohomologie de L) gl

Soit A un anneau de caractéristique p premiére et V' un A-module projectif de type
fini. On rappelle (cf. exemple du chapitre [M) que L*(V) désigne le quotient de
lalgebre graduée S*(V') par l'idéal engendré par les puissances p-émes des éléments de
S*(V) -

L*(V)=8*(V)/ (WP, ve V) .
L™ Pour tout n > 0 le foncteur V' ~» L™(V) est muni d’une structure de foncteur
polynomial homogéne de degré n. Pour n < p on a S™ = L™ et pour n = p on a une
suite exacte :
IW e §p o [P
En particulier le foncteur L™ n’est pas défini sur Z, et il importe de savoir dans quelle
caractéristique on travaille pour le définir.

L’objet de cette partie est de calculer la cohomologie du foncteur LP() gl. Pour cela,
nous examinons le morphisme induit en cohomologie par I’inclusion r+1) gl — 5P gl

Frobenius (twist de) Isymétrisation symétrisation !du twist de Frobenius

Lemme 6.2.14. Soit A un anneau de caractéristique p premiére. On considére le 652—
module AS,, avec l'action donnée sur la base (e;)yes, par la formule (o,7).e) = e5p 1.

Le A-module sym(I(l)(Id®2))(A6p) est libre de rang 1. L’application :
sym (I (1d%%)) (AS,) — sym(SP(1d°7))(AG,)
induite par Uinclusion IV) — SP est injective.

Démonstration. D’apres la proposition 23], le A-module H%A(I(l)gl) est libre de rang
un. La proposition donne un diagramme commutatif :

)
Hp (1M gl) Hp, ,(SPgl)

)

sym(IM (1d%2)) (AS,) — 2 sym (SP(142)) (AG,)) .

Le morphisme (1) est injectif par exactitude a gauche du foncteur H% A(=). Le mor-
phisme (2) est donc injectif. O

Le 652—module AS, du lemme précédent est un cas particulier de 6;2—m0dule de
permutation élémentaire. On rappelle (cf. définition BE3T]) qu’un 6;2—module élémen-
taire est un module de la forme AG, /G, ® AG,, out 1 est un uplet de poids p et I'action
de 6, x &, est donnée par la formule :

(A,q).em @ €5 = €[\ @ Erge-1 -

L’intérét de cette définition est que les 6;2—modules élémentaires sont les facteurs directs
du &,%-module H;‘,’A(gl(’")@p).

Le lemme suivant étudie le comportement du foncteur sym (10D (Id%?)) sur les
modules élémentaires non égaux a AG,,.
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Lemme 6.2.15. Soit A un anneau de caractéristique p premiére. Si E est un 6;2—
module élémentaire différent de AS,, alors sym(IMW (1d%))(E) est nul.

Démonstration. D’apres la proposition 23] le A-module H%A(gl(l) (=PP —5)) est libre
de rang p’. La proposition donne un isomorphisme entre ce module et le A-module
sym(I(l)(Id®2))(H%7A(gl(—iepj, —2))®P). Or le théoréme donne isomorphisme de
G;Q—modules :

HY (g1~ —2)®P) =~ Homp, (177" | 1)*P @ AS, ,

ou Homyp, (I @pj, I) est un A-module libre de rang p?. Si j est un entier supérieur ou égal
al,le 652—m0dule H%A(gl(—?p], —2)®P) contient donc tous les 652—modules élémen-
taires comme facteurs directs et contient AS, avec multiplicité p’. D’apres le lemme
EZTA, le rang de H%A(I(l)(gl@pj) est donc égal & p’ plus la somme des rangs des

A-modules libres sym (I (1d¥?))(E) pour E différent de AS,. On en déduit le résul-
tat. O

Proposition 6.2.16. Soit A un anneau de caractéristique p premiére, et r un entier.
L’application :
H;J,A(I(rﬂ)gl) - H%,A(Sp(r)gl)

induite en cohomologie par Uinjection IV — SP est injective en degré multiple de 2p et
nulle dans les autres degrés. Son rang est p".

Démonstration. D’apres la proposition E23], H%A(I(’"“)gl) est un A-module libre de
rang 1 si k est un entier pair tel que 0 < k < 2p"+t! — 2 et est un A-module nul sinon.
Pour démontrer la proposition, il nous suffit donc de montrer que le rang de "application
H;;’A(I(’"“)gl) — H7";7A(Sp(’")gl) est 1 en degré multiple de 2p et 0 ailleurs.

Mais d’aprés le théoréeme BT20] on a un diagramme commutatif :

Hi (100 gl) o sym(10) (152)) (H , (917)%7))

l(l) l(g)
* r @ « .
Hi (570 g1) — sym(S7(1d™)) (H , (917)%7)) .

et le rang du morphisme (1) est donc égal au rang du morphisme (2).

Décomposons le 6;2—module H7";7A(gl(’“)®p) en 6;2—modules élémentaires. Le module
A&, apparait seulement dans les degrés multiples de 2p, avec multiplicité 1. On applique
alors les lemmes et pour obtenir le résultat. O

série de Poincaré !de LP(") gl

132



Théoréme 6.2.17. Soient A un anneau de caractéristique p premiére et v un entier
positif. La série de Poincaré de la cohomologie de LP) gl s’obtient en ajoutant la série :

1 o t2pr+1

1— 2

a la série de Poincaré de Hj’;’A(Sp(’")gl).

(t+ 13+ 12270 P73 )

Démonstration. Notons Kj le rang du noyau de l’application H%A(I(’"H)gl) —
H%A(Sp(’")gl) et I, le rang de son image. D’aprés la proposition :

r+1

1—t% 11— 1—t%
k_ -~ v k: _
Zlkt T 1—¢2p ZKkt 1 —¢2 1—¢2p
k>0 k>0

r+1 r+1

D’apreés la suite exacte longue induite en cohomologie par la suite exacte courte I1) «—
SP — [P la différence entre le rang de H%A(Lp(’”)gl) et de H%A(Sp(’")gl) est donnée par
la formule :

rg Hp o (LPTgl) — g Hb 5 (SP7)gl) = Kypr — I, -

La série de H;;’A(Lp(’“)gl) s’obtient donc en ajoutant la série >, o(Kk+1 — Itk ala
série de Poincaré de HEA(SP(’")QZ). Or, on a :

1 o t2pr+1 1 i t2pr+l
k+1 _ k _ —
Z Kk'Ht - Z Kkt - 1 —¢2 1—¢2p
k>0 k>0
I E
o1 —t \(1-—¢2
11— 2 2p—2
En divisant ces égalités par ¢t et en retranchant Zkzo I;;t* on obtient le résultat. O

6.2.3 Calcul de la cohomologie de I'?(")g]

Dans toute cette partie, A est un anneau de caractéristique p premiére. Le calcul de
la cohomologie de T?(") gl seffectue en deux étapes.

Nous calculons tout d’abord ’application H7";7A(I(’“)gl) — H;Ti(f(’")gl) induite par le
produit de Yoneda avec la classe de Pextension I gl — SPr—D gl — Trr—Dg — 1M g].

Ensuite, nous étudions les suites spectrales hypercohomologiques associées au com-
plexe SP—Dgl — TP=Dgl d’homologie I en degré 0 et 1. La différentielle de la
deuxieéme suite spectrale hypercohomologique est donnée par la premiére étape. On en
déduit I’aboutissant. Connaissant ’aboutissant et 'information donnée par la deuxiéme
étape, la premiére suite spectrale nous donne la différence entre la cohomologie de Sr(r) gl
(que l'on connait) et la cohomologie de IP(")gl.

Avant de commencer le calcul de la cohomologie de P gl proprement dit, nous
effectuons un calcul préliminaire, qui nous sera utile dans la premiére étape.
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Calcul préliminaire : Ext}, 1)(I(T+1+i)gl,Spr(1+i)gl)

Proposition 6.2.18. Soit A un anneau de caractéristique p premiére. Pour toutr > 0 et
tout i > 0, Ext (1140 g1 §P" A+ g1) est nul en degré impair. De plus, Uinclusion
'PA(l,l)

P s SP™ induit une surjection :
* r A T A * r i 1
Extpr(l,n(I( ) g1 5P (D gy EXtPA(l,l)(I( 1) g1, g0 g

La démonstration de cette proposition occupe la fin du paragraphe. On procéde par
récurrence sur 'entier . Le cas ¢ = —1 est déja connu :

Lemme 6.2.19. Pour tout r > 0, Ext;;A(Ll)(I(’")gl, SP"gl) =0 si * impair.
Démonstration. En effet on a un isomorphisme (par dualité de Kuhn) :

Exty, 1) (I"gl, S gl) ~ Exty, (4 (7 gl, 17 gl) ,

et Ext;;A(Ll)(FpTgl, IMgl) ~ Extp, (I, 1) est nul en degré impair. O

Pour conclure la démonstration de la proposition BEZTIS il nous reste a
montrer I’hérédité. On suppose que pour tout entier r positif, les extensions
Extyp, q.1)( (ritD g1 5" (D gl) sont nulles en degré impair. On veut démontrer que
sous cette condition on a pour tout » > 0 :

(HR1) Exty, o ) (10T gl SP" 0D gl) = 0 i % est impair.

(HR2) l'inclusion S7" (1) — §7""" induit une surjection
* r i (144 * r41+i LG
Exth, g 1y (1701, 870 gl) — Bxcty, () ) (T g1, 577 Cgly
A cette fin on introduit les complexes suivants :

Lemme 6.2.20. Pour tout r > 0, il existe un complexe acyclique srr) L poO
F" vérifiant :

1. les foncteurs F* sont des sommes directes de tenseurs symétriques.
r+1

2. FO=gr "

3. Si P est un facteur direct de F*, alors i est pair.

Démonstration. On peut prendre pour F'® le complexe symétrique S;:r+1,1,0,[1] (cf. défi-
nition BZZ7). O

suite spectrale lhypercohomologique Nous allons analyser la premiére suite spectrale
hypercohomologique associée au complexe de bifoncteurs :

SPTEHY) Ly pO0) L ) ()

a l’aide du lemme d’annulation suivant (dont la démonstration est similaire & la démons-
tration de la proposition [CEZ) :
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Lemme 6.2.21. Soient B et B’ des foncteurs polynomiauz homogénes de bidegré au
moins (1,1). Alors :
Exth, 11y(I"gl, Bgl @ B'gl) = 0.

Les lignes d’indice pair de la page un de la premiére suite spectrale associée au
complexe (*) sont nulles d’apres le lemme d’annulation et le lemme (3).
Les colonnes d’indice impair de cette premiére page sont nulles sauf éventuellement sur
la ligne IT’O d’indice 0 d’apres ’hypothése de récurrence. La situation est récapitulée par
le schéma suivant :

A7

da

N
*4_>

FiG. 6.2 — La page 17"

ou la ligne d’indice 0 vaut I’{’O = Ext* (10140 gl 5P+ g1 1a ligne d’indice k > 1 vaut
I”{’k = Ext*(I+14)gl FF=10gl) et la premiére différentielle d’{’o de source la ligne
d’indice 0 est induite par Dinclusion S7"(1+) — gp" (),

Pour des raisons de lacunarité, pour tout 7 > 1, les différentielles d?kﬂ’o sont nulles.
Comme la suite spectrale a un aboutissant nul (le complexe (x) est acyclique), ceci
impose la nullité des I%kﬂ’o. La condition (HR1) est donc vérifiée.

D’autre part, toujours pour des raisons de lacunarité, les différentielles d?k’l dont
la source est & la premiére ligne sont également toutes nulles. comme les éléments
de la premiére ligne ne survivent pas dans l'aboutissant, la premiére différentielle
d%k’o : I?k’o — I%k’l est nécessairement surjective. Ceci démontre (HR2) et conclut la
démonstration de la proposition E2T8

Premiére étape : calcul d’un produit de Yoneda
Yoneda !produit de

Proposition 6.2.22. Soit r un entier strictement positif. Pour tout n, Uapplication :

EXt%A(l,l) (Fprgl, I(T)gl) — EXt%:(zl,l) (I‘p’“gl’ I(r)gl)

c — eoc

qut & une classe ¢ associe le produit de Yoneda de c et de la classe e représentée par
Veatension 10 gl — SPr—Dgl — TP0—Dgl — [ gl est égale a Uapplication nulle.
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La démonstration de la proposition B22Z22 occupe la fin de ce paragraphe.

Lemme 6.2.23. L’algébre Extp, 1)([(T)gl,I(7")gl) (munie du produit de Yoneda) est
commutative.

Démonstration. On a des isomorphismes d’algebres (toutes sont munies du produit de
Yoneda) :

Exth, 1 1y (1"7gl, 17 gl) % Exth, o) (152, 10%2) = Bxty, () (1), 100)92

Le premier isomorphisme est 'isomorphisme de dualité du lemme EET qui remplace la
premiére variable par son dual A-linéaire. Le deuxiéme morphisme est le morphisme de
Kiinneth, qui a une paire d’extensions associe leur produit tensoriel externe. C’est un iso-
morphisme d’apreés la proposition [LZT6 On utilise ensuite le fait que Ext;)A(l) (1), 1)
est une algebre commutative [I8, Th 4.10| pour conclure. O

Lemme 6.2.24. Soit r un entier positif. Alors la surjection TP" — I") induit une
surjection :

Extf,‘)A(l’l)(I(’")gl,I(r)gl) — Ext;k)A(Ll)(Fprgl,I(r)gl) .
Démonstration. Ce lemme s’obtient par dualité de Kuhn & partir du calcul préliminaire
effectué précédemment (proposition EZTH]). O

Soit ¢ € Extp, 4 1)(FpTgl, I gl). D’aprés le lemme EZ24) la classe ¢ peut étre obte-
nue en tirant en arriére une certaine classe ¢’ € Extp, 11 (" gl, 1) gl) par application

@ : T gl - I gl. En notant o la composition de Yoneda, on a donc :
coc=co(d®)=(eod)®=(coe)®=co(ed).

La troisiéme égalité provient de la commutativité du produit de Yoneda dans 1’algébre
Ext;;A(Ll)(I M gl, 1M gl) (lemme BZZT). Pour conclure la démonstration de la proposi-
tion 2222 il nous suffit donc de montrer la nullité de la classe (e®), ce qui est précisé-
ment le résultat du :

r—l)gl N

Lemme 6.2.25. L’exstension obtenue en tirant en arriére I gl — 8P
=gl — 1M gl par Vapplication ® : TP gl — I gl représente la classe de Ueztension

nulle 0 € EX‘E%A(M)(FPTQZ,I(r)gl)-

Démonstration. Le foncteur polynomial TP est un projectif de P4(1). On a donc
Ext%A(l)(Fpr,I (")) = 0. Ainsi, la classe de I’extension obtenue en tirant en arriére
1) — ge(r=1) _, prr=1) — 1) par la surjection ¢ : T?" — I est nulle. Or on a
un diagramme commutatif :

2 '
Ext2, ;1) (I gl 10gl) 2 Ext? | ) (L7 gL, 1) gl)

ong Ong

r r ¢2 " r
Extg, ) (11, 1) Extg, ) (7", 1)) = 0

Le résultat en découle. O
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Deuxiéme étape : suites spectrales hypercohomologiques

Soient A un anneau de caractéristique p premiére et r un entier positif. Nous in-
troduisons les suites spectrales hypercohomologiques I;”* et I[5* associées au complexe
5P gl — TP gl dont la différentielle est induite par la norme S? — T'?. L’homologie
de ce complexe est égale a 10+ en degré 0 et 1.

norme

Lemme 6.2.26. La deuziéme page de la suite spectrale 11" est donnée par :
0 =100 = Hp ,(I0gl) ,  10F =0 pour k > 0.

La suite dégénére a la deuxiéme page : les différentielles 11d; sont nulles pour tout i > 2.
La série de Poincaré de [’aboutissant est donc égale a :

1 o t2pr+1 r+1

1— 2
P(t)= (140 ——p = —7—3

Démonstration. La forme de la deuxiéme page est donnée par le théoreme [C23 la
différentielle 11do est donnée par le produit de Yoneda avec la classe de l’extension
IMgl — §pr—Yg — TPyl — Mgl Elle est donc nulle d’aprés la proposition
BE2Z22 Les différentielles supérieures sont nulles pour des raisons de degré. Enfin, la série
de Poincaré de H7";7A(I(’“+1)gl) = Extp, (10D, 101 est égale a (1 — 2P /(1 = t).
On en déduit la série de Poincaré de ’aboutissant. O

De méme on a :

Lemme 6.2.27. La premiére page de la suite spectrale I"" est donnée par :
00 = Hy o (SP gy, T0t = Hp o (TPTgl), T0F =0 pour k > 0.

La premiére différentielle Id’{’o est application induite en cohomologie par la norme. La
suite dégéneére a la deuziéme page : les différentielles 1d; sont nulles pour tout ¢ > 2.

Notons K}, le rang du noyau de ’application H7’57A(Sp(’")gl) — H;)’A(Fp(’")gl) induite
en cohomologie de degré k par la norme et Cj son conoyau, avec la convention Cj =
K, = 0si k < 0. Dapres le lemme BE227, 'aboutissant de la premiére suite spectrale
hypercohomologique I a pour série de Poincaré

P(t) = Z(Ck—l + Kp)t*
k>0

Cette série est égale & celle de 'aboutissant de la deuxiéme suite spectrale, donnée par
le lemme 228l On a donc :

1— 2"
2 (ot + Kt = —

k>0

(6.1)
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Lemme 6.2.28. Le noyau de 'application H7’57A(Sp(’”)gl) — H;A(Fp(’”)gl) a pour série

de Poincaré
r+1

1— %
§ Kpth=—"-_ .
1—¢2r
k>0

Démonstration. Le noyau de H7’57A(Sp(’”)gl) — H7’57A(I‘p(’”)gl) contient l'image du mor-
phisme H7";7A(I(’"+1)gl) — H7";7A(Sp(’“)gl). D’aprés la proposition BE2T6] il est donc au
moins de rang 1 en chaque degré cohomologique * = k2p avec k € [0,p" — 1], donc de
rang au moins p"

De plus, la comultiplication SP — ®P factorise de deux maniéres : SP — I'? — ®P et
SP — SP=l @ [ — ®@P. Comme SP~! ® I est un facteur direct de ®P, la comultiplication
SP~1 ® I — ®P induit une injection en cohomologie :

H7’57A(Sp_1(’”)gl ® gl — H7’57A(®p(r)gl) )

Ainsi, le noyau de H7";7A(Sp(’“)gl) — H;;’A(Fp(’")gl), est contenu dans le noyau du mor-
phisme HEIBA(SP(’”)QZ) — H7’57A(Sp_1(’")gl ® gl(). Ce dernier est de rang p” d’aprés le
corollaire BEZT2] et le noyau de l'application induite en cohomologie par la norme est
donc de rang au plus p”.

Ainsi, le noyau du morphisme H7’57A(Sp(’”)gl) — H7’57A(Fp(’”)gl) est exactement égal a
I'image du morphisme H7";7A(I(’“+1)gl) — H;;’A(Sp(’")gl), ce qui donne le résultat. O

La différence entre le rang de H%A(Fp(’")gl) et de H%A(Sp(’”)gl) est donnée par la
formule :

rg H%,A(Fp(r)gl) —Irg H%A(Sp(r)gl) = Ck — Kk (62)
Nous obtenons donc :

Théoréme 6.2.29. série de Poincaré !de TP") gl La série de Poincaré de Hf,B’A(Fp(’")gl)
s’obtient en ajoutant la série

1— 2"

2 . 2p—2
(t + 7+ +1 ) )
G la série de Poincaré de H;)’A(Sp(r)gl)

Démonstration. D’apreés la formule ([E2), la différence entre les séries de Poincaré de
H;;’A(Fp(’")gl) et de H7";7A(Sp(’“)gl) est égale & 3 o(Ck — Kp)t*. Or on a :

D (Cror = Kot =) (Cry = Kp)tF =) Kpth — ¢ Ky 4!

k>0 k>0 k>0 k>0
R R
= —1—t
e ()
1 B t2pr+l

_ 2 3 2p—1
_W(t +2 4P
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ou la deuxiéme égalité s’obtient a l'aide de la formule Il et du lemme BE2Z28 On
obtient notre résultat en divisant les deux séries par ¢. O
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Chapitre 7

Combinatoire du pléthysme

SHV @ W)

Soient A un anneau de caractéristique p premiére et u un k-uplet d’entiers positifs de
poids d. Si la caractéristique p est plus grande que d, alors la présentation du foncteur
SH par des produits tensoriels induit (cf. paragraphe du chapitre ) une présentation
de la cohomologie de bifoncteur S*(" gl :

* r 1-o * r * r
@ HP,A(QZ( )®d) e, HP,A(QZ( )®d) - H’P,A(S”( )Ql) —0.
ocS,

Le bifoncteurs qui apparaissent a gauche dans cette présentation sont des bifoncteurs
séparables, dont la cohomologie est simple & calculer. On peut en déduire la série de
Poincaré de la cohomologie de S*")gl, mais aussi de nombreux autres renseignements.
Si la caractéristique p de A est plus petite que d, on peut encore déterminer la série de
Poincaré de Hp A(S“(’“) gl), cf. théoreme Mais on perd la présentation de la coho-
mologie, et les renseignements supplémentaires qu'une telle présentation peut apporter.

La question qui se pose naturellement est la suivante. Existe-t-il dans le cas général
une présentation des bifoncteurs de la forme S#(")gl par des bifoncteurs séparables fa-
ciles & étudier, et qui induit une présentation en cohomologie ? Nous répondons a cette
question par l'affirmative dans ce chapitre.

Dans le paragraphe [Tl nous nous plagons sur un anneau commutatif A quelconque
et nous reprenons la filtration du bifoncteur S(I X I) € P4(2) construite par Akin,
Buchsbaum et Weyman dans [A], qui nous a déja été utile au chapitre Bl (théoréeme BT3)).
Le gradué de cette filtration est un somme directe de foncteurs séparables Sy X Sy,
ou Sy est le foncteur de Schur associé & cette partition A. La présentation standard
des foncteurs de Schur Sy par des tenseurs alternés induit donc une présentation du
gradué de S?(I X I) par des foncteurs séparables. Le premier résultat du chapitre est le
théoréme [Tl qui montre que cette présentation du gradué de S¢(I X I) se reléve en
une présentation du bifoncteur S¢(1 X I) lui-méme. Puis nous démontrons le théoréme
[CZA : quitte & précomposer la premiére variable par le foncteur de dualité — pour se
ramener dans P4(1,1), cette présentation S#") gl par des bifoncteurs séparables induit
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une présentation en cohomologie. Enfin, nous nous servons de cette construction pour
décrire de maniére explicite une base de la cohomologie de degré 0 du bifoncteur S%gl.

Une question de combinatoire reste ouverte. Les présentations standard des foncteurs
de Schur S) se prolongent [3] en des résolutions finies des foncteurs de Schur Sy par
des tenseurs alternés. On peut en déduire une résolution finie du gradué du bifoncteur
S4(IXK1T). Peut-on relever cette résolution finie du gradué de S?(IX 1) en une résolution
finie de S%(I X I) qui prolonge la présentation donnée au théoréme [CTIT?

7.1 Présentation standard de S*(V @ W)

7.1.1 Filtration de Cauchy de S*(V @ W)

Dans ce paragraphe nous rappelons la construction de la filtration de Cauchy de
SV @W) décrite dans @, §III] et déja utilisée dans la démonstration du théoréme BT
Nous présentons la construction dans le cadre des bifoncteurs polynomiaux sur ’anneau
de base A = 7, le théoréme de changement de base permet ensuite d’étendre les
résultats & un anneau A quelconque. On fixe V et W deux Z-modules libres de type
fini. Rappelons (cf. paragraphe du chapitre[ll) que Z étant un anneau principal, les
morphismes entre bifoncteurs polynomiaux définis sur Z admettent des noyaux et des
images.

Définition des applications ¢, [, p. 243]
¢ Pour tout k € N, on définit une application (naturelle en V., W) ¢ : A¥(V) ®
AF(W) — S¥(V @ W) par la formule :
Pe(VI A Avp @wy A -+ Awy) = (—1)FE=D/2 Z €(0) (Vo) @ w1) - . (Vo (i) @ W) -
ceSy,

Lemme 7.1.1. Les transformations naturelles ¢ définissent des morphismes de fonc-
teurs polynomiauz ¢y, : A¥ AP — SF(TKT).

Démonstration. Il faut vérifier que les transformations naturelles de bifoncteurs ¢y in-
duisent des transformations naturelles de bifoncteurs polynomiauz. Notons K* le fonc-
teur polynomial obtenu comme noyau de la multiplication ®* — AF. On a une suite
exacte courte admissible AF X K* < A* X @F — AF K A* . On a un diagramme com-
mutatif :

(AP KRV, W)

R

(AFRQF)(V, W) — (F R @F)(V, W) —= SFI R I)(V, W)

|

(AR ARV, V)
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Tous les objets de ce diagramme sont des bifoncteurs polynomiaux et tous les mor-
phismes sauf ¢, sont des morphismes de bifoncteurs polynomiaux. Le morphisme ¢, s’ob-
tient donc par factorisation dans Pz(2) de la composée A*R@* — @FReF — SH(IKT),
et est donc un morphisme de bifoncteurs polynomiaux. O

Si A= (A1,...,\,) est une partition de poids d, 'application ¢y : AN V)@ ANW) —
SUV ® W) est définie comme faisant commuter le diagramme :

A(V) @ AN (W) @+ @ A (V) @ AN (W) —————= ANV) @ ANW)
l%l@'“@@n lfbx
SNV @ W) SUV @ W)

Comme les ¢, sont des morphismes de bifoncteurs polynomiaux, les ¢y : A* K AN —
SU(I'XI) sont également des morphismes de bifoncteurs polynomiaux.

Remarque 7.1.2. Les applications ¢, sont notées ( , ) dans [A.

Définition de la filtration de Cauchy [4, p. 244]

On ordonne les partitions de poids d par l'ordre lexicographique :
(1,....,)<---<(d—-1,1) < (d) .
Pour toute partition A de poids d, on pose :

My(V, W)= > Img,.
A< |pl=d

Le bifoncteur My(—1, —2) étant défini comme 'image d’un morphisme de Pz(2), c’est
un bifoncteur polynomial. On appelle filtration de Cauchy la filtration ainsi obtenue :

0CAYRAY= Mg C Myg_11)C -+ CMy, 1) =SRI).

Définition des morphismes 02, G*1:42)

On définit [ Lemme I1.2.7, Def. 1.1.7] pour toute paire d’entiers A1, Ag et tout ¢ < \;
un morphisme DE)‘I’)‘Q) s AMTE @ ANt AM @ AN de foncteurs polynomiaux comme

la composée :
A)\l—i-t ®A)\2—t _ A)\l ®At ®A)\2—t _ A)\l ®A)\2

le premier morphisme étant obtenu & partir d’une comultiplication et le second a partir
d’une multiplication. De méme, on définit [E, Def. [.1.7] un morphisme Dg’\l’h) comme
la composée :

A)\l ®A)\2 N A)\l ®At ®A)\2—t N A)\l—l—t ®A)\2—t )

Le lemme suivant est contenu dans la premiére étape de la démonstration de la démons-
tration de [@, Cor III.1.2|, et peut également se démontrer par un calcul direct.
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Lemme 7.1.3. Soit (A1, \2) une partition et 0 < t < Xy. Le diagramme suivant com-
mute :

D(AlvA2)®1
A1+t 2—t) 5 A (A1,)2) i

ARLA2) [ A(A1A2)
llgﬁgh»kg) l¢(x1,xz)

ACHA—) g A Cuttda—t) —CTH2T0_ ina (pg gy

Présentation standard des foncteurs de Schur

D’apres [, Def 11.2.10, 11.2.12 et Th I1.2.16], pour toute partition A = (A1,..., \,)
de poids d, le morphisme :

n—1 Aig1
Oh=>Id @0l [ Y 0N ) eldme - ©ld,
1=1 t=1

[y induit une présentation du foncteur de Schur S :
Ox A
Ry—A"—S5,—0

ou le foncteur Ry est un somme directe de produits tensoriels de puissances exté-
rieures :R)

n—1Xit1
Ry = @ @ A()\17---,)\i—1) ® Aitt ® A1t ® A()\i+27~~~7)\n)
=1 t=1

Définition 7.1.4. Soit A\ une partition, on appelle présentation standard la présentation

O ..
Ry = A = S, — 0 ainsi obtenue.

foncteur !de Schur

Gradué de la filtration de Cauchy

Le lemme suivant est une reformulation plus précise du résultat contenu dans la
démonstration du [, Cor II1.1.2].

Lemme 7.1.5. Soit A une partition de poids d. Il existe un morphisme fx qui fait
commuter le diagramme suivant :

O, ®Id

Ry X AA AR AN

I -

D) A B A DL SUIRI) .

144



Démonstration. Sur chaque terme
/\g‘t @A)\ — (A(Al,...)\i—l) ®A>\i+t ®A>\i+1—t ®A(>‘i+2"“’>‘n)) @A)‘

de Ry X A on définit : fi‘t : /\f:t XA — Af:t X Af:t par la formule :

D’aprés le lemme [LT3 le diagramme suivant commute :

M RAN 2
l/fl):t l‘z’)\
?\t
Mith\,t - SUINT)

ou gzbf"t est la postcomposée de ¢, . x;_1) @ O(n 1t g1 —1) @ PNiya,....\,) PAr la multipli-
cation

STk<i (IR T) @ SN (TR ) @ STkt (TR ) — SHIKI) .

Comme ¢ > 1, en réordonnant les facteurs de A;, on obtient un isomorphisme
A AN =
Oit - ”\i,t — A"

ou  est une partition de poids d plus grande (pour 'ordre lexicographique) que A. De
plus, par définition de ¢, on a ¢, o ai):t = gbf"t. On a donc pour tout (7,¢) un diagramme

commutatif :
0, ®Id
> AN AN

laatof?,t 3N
Dyon A RIAK =% sirmI)

A} AN

. 1N . . .
Si on pose f\ = @I ®;' 0, o f7, on obtient donc notre énonce. O

Remarque 7.1.6. De méme, si A est une partition de poids d, il existe un morphisme g
qui fait commuter le diagramme suivant :

Ide,

A X R, AN KA

- -

D) A B A MDY SUIRI) .
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Lemme 7.1.7. Soit \ une partition de poids d et \° la partition swivante pour [’ordre
lezicographique. Le carré de gauche du diagramme suivant commute :

Ry\(V) @ ANW) Oye1+1e0,

BANV) @ Ry(W) AV @ ANW) ——= S\(V) @ S\(W)
lfx—l—gA :
Don A(V) @ A(W) 2 365
izm :v
Mye (V,W)C My(V, W) (My/Myo) (V, W)

et ¢ factorise en un morphisme By : Sx(V) @ Sx(W) — (Mx/My-) (V,W).

Démonstration. La commutativité du carré de gauche est donnée par le lemme
et la remarque [LTBl Comme la premiére ligne du diagramme est une présentation de
S\(V)® S\(W) et la deuxiéme une présentation de (M) /Myo)(V, W), la commutativité
du carré de gauche assure le passage au quotient de ¢). O

D’apres [, Th II1.1.4], B\ est un isomorphisme. Le foncteur My /M)y est donc en
fait a valeurs dans les Z-modules libres de type fini. C’est donc (cf. proposition [CZF])
un foncteur polynomial, et le diagramme précédent peut se lire comme un diagramme
commutatif dans Pz(2). L’énoncé suivant récapitule la construction effectuée (on a tra-
vaillé sur 'anneau A = 7, mais par le théoréme de changement de base [L54] on obtient
le résultat sur un anneau A quelconque) :

Théoréme 7.1.8. [, §11I] Soient A un anneau commutatif et d un entier. On a une
filtration de SYIXI) par des bifoncteurs My indexés par les partitions de d et ordonnés
dans ordre lexicographique :

0C Mgy € Mg_11)C - C My, 1)=S"IKI).

Le premier terme Mq) est isomorphe @ AYRA? et si X\ est une partition et \° la suivante
pour [’ordre lexicographique on a une suite exacte courte admissible :

MAO‘HMA—»S)\g;S)\.

Remarque 7.1.9. On peut appliquer le foncteur de dualité D qui & un bifoncteur B €
Pz(2) associe le bifoncteur B(—Y, —3) € Pz(1,1) au théoréme Si on pose Ny :=
DMy, on obtient alors le théoréme d’Akin, Buchsbaum et Weyman tel qu’il a été énoncé
dans le chapitre [, théoréme

7.1.2 Présentation standard de S*(V @ W)

Dans ce paragraphe, on travaille sur un anneau A commutatif quelconque.
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Filtration de S*(V @ W)

Soit (f1,...,pn) un uplet. Pour tout i on dispose de la filtration de Cauchy de
SHi(IKT). En prenant le produit tensoriel de ces filtrations on obtient (corollaire C1.0))
une filtration (My)g>0 dont le gradué est égal a la somme directe :

Grs*(IRI) = P (é Sy B8y, ,

[Atl=p1. | An|=pn =1

la somme étant prise sur ’ensemble des familles (A1,...,\,) de partitions de poids
respectifs f;.
Les partitions de poids p; sont totalement ordonnées par 1'ordre lexicographique :

(1,...,1) << (i —1,1) < () (¥
N——

1 termes

Si A; est une partition de poids p;, on note [[A;]] la place de la partition \; dans la suite
(*) en partant de ’élément le plus grand, auquel on attribue la place 0. Par exemple :
[(:)]] = 0, [[(1i —1,1)]] = 1 et Pentier [[(1,...,1)]] est égal au nombre de partitions de
poids u;, moins 1.

Avec cette notation, le k-éme terme Mj, de la filtration de S#(I X I) est donné par
la formule :

Mk: Z M)\1®...®M>\n7
[Aa]l++[An]]=F
= > Im (¢r, @ - @ Py,) ,

(A4 +[An]]<k

ol les morphismes ¢y, : AN K A% — SHi(I X I) sont les morphismes qui servent &
définir la filtration de Cauchy de S (I X 1), et le quotient de deux termes successifs de
la filtration vaut :

[A]]++[[An]]=k i=1
Présentation du gradué de S*(V @ W)

Pour toute partition A on a (cf. définition [LTA]) une présentation standard du fonc-
teur de Schur S :

RA—D—LA)‘—MSY)\—M).

Le produit tensoriel de ces présentations nous donne une présentation de Q);-; Sy, XS}, .
En formant une somme directe de ces présentations on obtient donc une présentation
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du gradué de SH#(I X I). Plus précisément, posons :

G= P QA (7.2)

SInll=k i=1
n i—1 Ry, X AN n
Re= P PlRAVEAY | @ | Q ANRAY | (1.3)
Sll=k i=1 \j=1 AR R), j=it+1
Y= P Y e, eld+lded,)eld (7.4)
SIl=k i=1

alors la présentation de My /Mj_1 est donnée par :
Xk
Ri — G — My /My .

Présentation standard de SH(V @ W)

Soit p un uplet. Nous allons maintenant montrer que la présentation du gradué de
SH(I'T) se reléeve en une présentation de S#(I X I). On définit Oy : Gy — SH(I X I)
par la formule :

o= > QR on, (7.5)
CIA)=k i=1

et Uy : Ry, — @, Gi par la formule :

Ve= > > I (fi +gr)@1d (7.6)
ClAl)=k i=1

ou fy, et gy, sont données par le lemme [LT3l et la remarque [LT0l ¥y, est bien & valeurs
dans €P,_;, G; car pour toute partition \; les morphismes fy, et gy, sont & valeurs dans
une somme directe de termes A* X A* avec X\ > \; pour Pordre lexicographique.

Lemme 7.1.10. Pour tout entier k le diagramme suivant commute :

R

@Kk Gi Gk,

lza % i
M4 C M, My /My .
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Démonstration. Le A-module Ry est défini ([CA) comme une somme directe de termes
de la forme :

i—1 Ry, X AN n
R RAN & ® ® Q) AN EAN
j=1 AN & Ry, j=it1

Pour vérifier que le pentagone central commute, il suffit de vérifier que les restrictions
des morphismes ® o Ay, et (D, ®;) o Ui a n’importe lequel de ces termes sont égales.
Ceci découle du lemme [T O

Le lemme précédent énonce que l'on est en situation d’utiliser la proposition IC. 1.8l
On obtient donc :

Définition-Théoréme 7.1.11. Soient A un anneau commutatif, et p = (1, .., tn)
un uplet. La présentation standard de S*(I X I) désigne la présentation suivante :

Ry 25 G, 28 SMIRT) — 0,

ot Ry et G, sont des sommes de produits tensoriels de puissances extérieures données
par les formules :
gy:@gka R#:@Rk,
k k

ou ®, =Y, i et ou le morphisme X, : R, — G, est défini sur Ry, par la formule
Xu(re) = Xi(re) — Wi(rg).

Les bifoncteurs polynomiauz Gy, Ry, Pk, et les transformations naturelles Xy, et Wy,
sont explicitement définis dans les formules (Z2LA) ci-dessus.

7.2 Applications

7.2.1 Présentation de Hj (S gl)

foncteur !de Schur Soit A un anneau commutatif. On rappelle qu’il existe pour toute
partition A [3 Th 6.1] une résolution finie (sur A) de Sy par des sommes directes de
produits tensoriels de puissances extérieures :

0= Axy — - = Ao — Sy ()

De plus, on connait explicitement [3, p. 208] le début de la résolution. En particulier,
cette résolution prolonge la présentation standard de Sy (cf. définition [LTA) :

inA)‘HSAHO.

Notation 7.2.1. On note D : Pz(2) ~» Pz le foncteur qui a un bifoncteur B associe le
bifoncteur B(—Y, —2). Le foncteur D commute avec la précomposition par le twist de
Frobenius : si B est un bifoncteur, on a D(B(™) = (DB)("). Pour cette raison nous
omettrons les parenthéses et nous écrirons DB().
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Soit = (p1,...,1n) un uplet. Le paragraphe [LT2 nous donne une filtration
(DMy)i>0 de S*gl, obtenue en effectuant le produit tensoriel des filtrations de Cau-
chy des bifoncteurs D(S* (I X T)) = SHigl. Les quotients successifs de cette filtration
sont donnés par la formule :

DMYDMa = @ @D ES)
[M]++[[An]]=k i=1

[+ An]]=k i=1

ou lentier [[\]] associé & une partition A est défini au paragraphe [T et ou le foncteur
de Weyl Wy est le dual de Kuhn du foncteur de Schur S, cf. définition [B.3. I8 En
prenant une somme directe de produits tensoriels de résolutions finies du type (%) on

obtient :

Lemme 7.2.2. Soit A un anneau commutatif. La présentation :

DRy, 2%, DG, — DM /DM,

se prolonge en une résolution finie de DMy /DMy :

0—>/\ka—>... /\k,l — /\k,O —>>DMk/DMk_1 5
~—~ ~—~
=DRy  =DG

ol les Ny ; sont des sommes directes de bifoncteurs du type Hom (A%, AY).

Lemme 7.2.3. Soit A un anneaw commutatif et r un entier positif (avec r = 0 si A n’est
pas de caractéristique premiére). Pour tout entier k le diagramme suivant commute :

Hy(DR)
% lH;(Dm
D, Hp(DG") Hp(DG)
HY(DP;
lz < (DB o i

Hyp(DM"))—— H(DM") — H}((DMy/DMj_1)")

De plus, la ligne et la colonne de droite du diagramme son exactes.

Démonstration. La commutativité du diagramme provient du lemme [LTI0 et de la
fonctorialité de Hp 4(=). 11 nous reste donc & démontrer I'exactitude de la ligne et de
la colonne de droite.

Démontrons que la colonne de droite est exacte. D’apreés le lemme BTISl les fonc-
teurs A ; du lemme vérifient Hj‘;(/\m(—?pr, —3)) = 0 pour * > 0. Le complexe
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H}B(/\k,(—?pr, —3)) est donc (cf. corollaire [C24) exact, sauf au terme d’indice 0. De
plus, le twist de Frobenius est transparent pour les foncteurs Ay, ; (cf. proposition BTTHI).
Le complexe Hj‘;(ﬁ\l(fl) est donc exact, sauf au terme d’indice 0. D’aprés le corollaire
[C23 on a donc une suite exacte :

0 — Hp(Men (=57, —2)) — -+ — Hp((DMy/DMj_1) (7", —2)) — 0.

La colonne de droite, donnée par les trois derniers termes de cette suite, est donc exacte.

Comme la cohomologie des bifoncteurs du type Hom(A%, AY)") est nulle en de-
gré impair et que la colonne de droite est exacte, la cohomologie des quotients
(DM;,/DM;,_1)(") est nulle en degré impair.

Il nous reste & démontrer que la ligne du diagramme est exacte. Pour cela, on dé-
montre par récurrence sur k la propriété suivante : « La cohomologie de DMIE,T) est nulle
en degré impair et la ligne est exacte pour k ». Pour £ =0, il n’y a rien a démontrer car
DMETI) = 0. Supposons la propriété vraie pour I'entier k— 1, on obtient alors la propriété
pour 'entier £ en examinant la suite longue induite en cohomologie par la suite :

DM, — DM — (DMy/DMj_1)™) .

Nous pouvons maintenant appliquer la proposition [C. 1.8 pour obtenir :

Théoréme 7.2.4. Soient A un anneau commutatif, r un entier positif (avec r =0 si A
n'est de caractéristique premiére) et p un uplet. La présentation standard de S*gl :

DR, 22 pg, 22 gl — 0

induit en cohomologie une présentation de H7”;7A(S“(T)gl) :
* r D&, * r D® * r
Hy 4(DRY)) =5 Hj, 4(DG)) — Hyp 4(S"Tgl) — 0.

7.2.2 Bases explicites de la cohomologie de degré 0

primitif (élément) Si V' est un A-module libre, un élément v primitif [Il p. 148] de V
est un élément tel que si v = aw alors a est une unité de A. En particulier un élément
primitif est non nul. De plus, si V" est un A-module libre de rang 1 tout élément primitif
de V forme une base de V. A l'inverse, les éléments d’une base d’un A-module libre V'
de rang quelconque sont tous primitifs. Enfin, si V' et W sont deux A-modules libres de
type fini et si f : V — W posséde un élément primitif dans son image, alors f est un
élément primitif de Hom 4 (V, W).

Proposition 7.2.5. Soit A un anneau commutatif et X une partition de poids d. Le
A-module Homp, (A, Sy) est libre de rang 1, engendré par la surjection A* — Sy qui
définit le foncteur de Schur S).
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Démonstration. Le morphisme A* — Sy est primitif car surjectif. Il nous suffit donc de
montrer que Homp, (A*, S)) est libre de rang 1.

D’aprés la proposition et le corollaire [LH6] le rang du A-module libre
Homp, (A*, S)) ne dépend pas de A.

On peut donc se contenter de le calculer pour A = C. Dans ce cas, les foncteurs de
Schur sont des représentations irréductibles de GL,, [I9, Th 6.3(4)], et d’aprés le lemme
de Schur 19, Lemme 1.7] ce rang est égal au nombre de fois ou S intervient dans la
décomposition en représentations irréductibles de A*. En appliquant la régle de Pieri 2,
Th. (3)(b) p. 168] on trouve que cette multiplicité est égale a 1. O

Remarque 7.2.6. Dans la démonstration précédente, on pourrait aussi référer a |19, ex.
6.13 p. 80] pour dire que la multiplicité de Sy dans A est égale au nombre de Kosta
Ky qui est égal a 1 [T9, (A.10) p. 456| (attention, les foncteurs de Schur sont indexés
par les partitions conjuguées dans [I9] : notre foncteur Sy y est noté Sy.)

foncteur !de Schur foncteur !de Weyl

Corollaire 7.2.7. Si A un anneau commutatif et X une partition de poids d, il existe un
unique morphisme surjectif A* — Sx. De méme, il existe un unique morphisme injectif
Wy — A primitif dans Homp, (Wy, AM).

Ky : foncteur de coSchur

Lemme 7.2.8. Soit A = (\1,...,\,) une partition et V un A-module libre de rang ;.
Il existe une base du A-module libre S\(V') dont un élément est contenu dans l'image de

la composée Wy(V) — ANV) — S\(V).

Démonstration. Rappelons (proposition BE3TA) que W) (V) = K;(V). Il nous suffit
donc d’exhiber un élément de la base standard [d, Th I1.2.16] de Sx(V') qui est dans
I'image de la composée K5(V') — ANV = Sy(V).

Soit (e1,...,ey,) une base de V. La composée I'*(V) —» K5(V) = AMNV) est par
définition égale a le (cf. définition [E3.T3)) et envoie v = @,_; y, €SN sur

)

le(U) = ® er N Ney, .
i=1..n
D’aprés [, p.224], le morphisme dy : AMNV) — SX(V) d’'image S)(V) envoie d’x(v) €
K5 (V) sur I'élément de Sy(V') correspondant au tableau de forme A et dont la i-éme

colonne est remplie avec des ¢ pour tout ¢ = 1..A;. Ce tableau est standard (cf. [@ def
I1.2.2]). Ainsi, d)\(d’x(v)) est un élément de la base standard [ def I11.2.16] de Sy (V).

De plus, il est par construction dans I'image de K5(V') — ANV = Sy(V). O

Proposition 7.2.9. Soit A un anneau commutatif. Pour toute partition A, le A-module
Homp, (W, Sy) est libre de rang 1, engendré par le morphisme : Wy — A* — S).
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Démonstration. D’aprés la proposition et le corollaire [C56l le rang du A-
module libre Homp, (W, S)) ne dépend pas de A. Or, sur C on a un isomorphisme
Wy =~ S). Ainsi le rang de Homp, (W, S)) est égal & la dimension du C-espace vectoriel
Homp, (Sy, Sy). Comme les foncteurs de Schur sont irréductibles sur C [T9, Th 6.3(4)],
cette dimension vaut 1 d’apres le lemme de Schur [T9 Lemme 1.7].

Il nous reste & montrer que la composée Wy < A* — Sy des morphismes primitifs du
corollaire [CZ7] est un morphisme primitif. Pour cela, il nous suffit de vérifier qu'il existe
un A-module projectif de type fini V' tel que la composée Wy (V) — ANV) — Sy (V)
est un élément primitif de Hom 4 (W (V), Sx(V)).

Pour cela il nous suffit de montrer que I'image de cette composée contient un élément
primitif du A-module libre S)(V'), ce qui est le cas d’aprés le lemme précédent. O

Proposition 7.2.10. Soit A un anneau commutatif. Pour toute partition \ de poids d,
le A-module H%A(Hom(W)\,S)\)) est libre de rang 1, engendré par la composée :

D i
g1 220 Hom(AY, AY) — Hom(Wh, Sy) |

ot ¢y : AMRAN — SUIRI) est le morphisme utilisé pour définir la filtration de Cauchy
(cf. SLID) et la surjection de droite est construite a partir du morphisme surjectif
A = Sy,

Démonstration. Le A-module H%’A(Hom(W)\, Sy)) =~ Homp, (Wy, Sy) est libre de rang
1 d’apres la proposition [L2Z3 Il nous reste donc a montrer que la composée

Dt
gl 24, Hom(AY, AY) — Hom(Wy, S))
est un élément primitif de H% A(Hom(Wy, Sy)). Pour cela, il nous suffit d’exhiber deux
A-modules projectifs de type fini V, W tels que la composée
TV ew) 2 AA(V) @ AMNW) - S\(V) @ S\(W)

soit un élément primitif de Hom4(T4(V @ W), Sx\(V) ® Sx(W)). Or, on a un diagramme
commutatif :

ﬁ
VeWw) —>A)‘ V)@ AMNW) ——= S\(V) @ S\(W)

i / /

MV, W) =——=Wi(V) @ WA(W

ou les morphismes Wy (V) @ Wy (W) — Mf\(V, W) et T4V @ W) — Mf\(V, W) sont
les duaux de Kuhn des morphismes M)(V,W) — Sy\(V) @ S\(W) et M)(V, W) —
S4V ® W) qui interviennent dans la filtration de Cauchy de S4(V ® W), et ou le
morphisme (1) est obtenu par produit tensoriel du morphisme de la proposition [L29
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D’aprés le lemme [CZ8, si on choisit V = W = A | le morphisme (1) a un élément
primitif dans son image. Le diagramme nous montre que c’est alors aussi le cas pour la
composée TV @ W) — ANV) @ AMNW) = Sy(V) ® Sx(W), qui est donc un élément
primitif de Hom4(T'4(V @ W), Sy (V) @ Sx(W)). O

Proposition 7.2.11. Soit A un anneau commutatif. Pour toute partition u de poids d,
le A-module H%A(DMM) est libre de base les composées :

Dot
gl 29, Hom (AN, A*) Déa, DM, ,

ot oy : AAXAN — SUIRI) est le morphisme utilisé pour définir la filtration de Cauchy
(cf. LI et X décrit l’ensemble des partitions de d telles que A > p pour lordre
lexicographique.

Démonstration. Nous démontrons le résultat par récurrence descendante sur les parti-
tions ordonnées dans 'ordre lexicographique. Si u = (d) est la plus grande partition de
poids d, le résultat n’est autre que la proposition [LZTIl Supposons la propriété démon-
trée pour u°, et soit u la partition précédente pour lordre lexicographique. On a une
suite exacte :

HY ,(DMye)— HY ,(DM,) —2 HY (DM, /DM,s) .

D’autre part, la surjection Hom(A*,A*) — DM, /DM,- envoie le morphisme gzb,ﬁl €
H%’A(Hom(A”,A“)) sur un élément b, qui constitue une base de H%A(DM#/DM#O)

(cf. proposition [LZTTI).
Alors la famille (¢ o gbﬁ)\)AZM est une famille libre de H%’A(DM#). En effet, si

ZAzu axpy o gzbﬁ)\ = 0, on applique p a cette relation et on obtient a,b, = 0, donc
a, = 0. On a alors ZA>“ axgy o ¢§\ =0, donc ay) = 0 pour tout A car par hypothése de
récurrence (@) o qbﬁ)\) A>p est libre.

La famille (¢ o (bi))\Zu est une famille génératrice de H%A(DMAL). En effet, soit
f e H%A(DM#). Il existe a, € A tel que p(f) = a,b,. Mais alors f — a,¢, o ¢§l4 €
H% A(DM,;0) s’exprime comme une combinaison linéaire des éléments de la famille (¢ o

qﬁg) A>p par hypotheése de récurrence. Ainsi f est combinaison linéaire des éléments de
(6 0 D) rzp- O

Corollaire 7.2.12. Soit d un entier positif, le A-module H%A(Sdgl) est libre de base
les composées :

Dt
gl 24, Hom(A*, A*) Do, Sdql

ot A décrit ’ensemble des partitions de d.

O
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Annexe A

Catégories exactes

Dans cette annexe, nous fixons la terminologie utilisée sur les catégories exactes au
sens de Quillen [38]. Ces catégories sont des catégories additives équipées d’une classe
des suites exactes courtes admissibles qui vérifient des axiomes inspirés des propriétés
des suites exactes courtes dans les catégories abéliennes.

Soit A est une catégorie exacte qui posséde assez de projectifs. En utilisant les suites
exactes courtes admissibles & la place des suites exactes courtes, on peut y développer
I’algebre homologique usuelle comme dans les catégories abéliennes. Ce fait est utilisé
dans [0 pour définir et travailler avec les extensions dans les catégories de foncteurs po-
lynomiaux P4 sur un anneau commutatif quelconque. Plus généralement, les catégories
exactes permettent de développer le formalisme des catégories dérivées [25].

Définition A.1. Une catégorie exacte est une catégorie additive .4 munie d’une classe
& de suites exactes courtes admissibles, ie. de triplets
M LM 2 M
qui vérifient les axiomes ci-dessous. Le morphisme ¢ est appelé un monomorphisme ad-
misstble et p un épimorphisme admissible.
(E0) La classe & est stable par isomorphisme. En d’autres termes, si on a un dia-
gramme commutatif
M —— M —— M"
N ——N——>N"

et si M/ — M — M" est une suite exacte courte admissible, alors N — N — N”
est également une suite exacte courte admissible. La classe £ contient les suites
exactes courtes scindées, c’est-a-dire les suites de la forme :

M/HM,EBM”HM”.

(E1) Les monomorphismes admissibles i sont les noyaux de leurs épimorphismes
admissibles associés, et les épimorphismes admissibles p sont les conoyaux de leurs

155



monomorphismes associés. La composée de deux épimorphismes admissibles est
un épimorphisme admissible et la composée de deux monomorphismes admissibles
est un monomorphisme admissible.

(E2) Si M — M" est un épimorphisme admissible alors pour tout morphisme N” —
M" de A, il existe un carré cartésien

N —=N"

o

M — M"

dans lequel N — N” est un épimorphisme admissible. De méme, si M’ — M est
un monomorphisme admissible, pour tout morphisme M’ — M de A il existe un
carré cocartésien

M —M

L

N ——N

dans lequel N’ — N est un monomorphisme admissible.

(E3) Si un morphisme p admet un noyau et s’il existe un morphisme f tel que
la composée p o f est un épimorphisme admissible, alors p est un épimorphisme
admissible. De méme, si ¢ admet un conoyau et s’il existe un morphisme g tel que
goi est un monomorphisme admissible, alors ¢ est un monomorphisme admissible.

Le systéme d’axiomes de Quillen n’est pas minimal. On peut trouver un sous-
ensemble d’axiomes équivalents dans [26, app. A].

Ezemple A.2. Soit A une catégorie abélienne. Munie de I'ensemble £ de toutes les suites
exactes courtes, A devient une catégorie exacte.

Ezemple A.3. Soit A une catégorie abélienne. Soient Pr la sous-catégorie pleine de A
ayant pour objets les projectifs de A et & la classe des suites exactes courtes de A dont
les objets sont dans Pr. La paire (Pr, &) est une catégorie exacte.

Définition A.4. Un foncteur additif F' : A ~» A’ entre deux catégories exactes est
exact s’il envoie toute suite exacte courte admissible de A sur une suite exacte courte
admissible de A’.

Définition A.5. Soient A une catégorie exacte et Ab la catégorie des groupes abéliens.
Un objet I de A est injectif (resp. projectif) si le foncteur Homy(—,I) : A ~» Ab (resp.
le foncteur Hom 4 (P, —)) est un foncteur exact.

Définition A.6. Une catégorie exacte A a assez d’injectifs (resp. de projectifs) si pour
tout M € A il existe un injectif et un monomorphisme admissible M — I (resp. un
projectif P et un épimorphisme admissible P — M).

Un complexe d’injectifs I°® est une résolution injective admissible de M € A g’il
existe un monomorphisme admissible M — I9 tel que le complexe M — I® s’obtient
comme un produit de Yoneda de suites exactes courtes admissibles.
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Annexe B

Représentations linéaires des
groupes

B.1 Invariants et coinvariants

Soit A un anneau commutatif et G un groupe. On note Modg(A) la catégorie dont
les objets sont les A-modules munis d’une action G-linéaire et dont les morphismes sont
les applications linéaires G-équivariantes. Si AG désigne 'anneau de groupe de G sur
A, la catégorie Modg(A) s’identifie & la catégorie Mod(AG) des AG-modules.

B.1.1 Invariants
—G ¢ invariants sous Paction du groupe G Soit M € Modg(A) un G-module sur un
anneau commutatif A. On appelle invariants de M sous G le sous-module MS de M
défini par :
MY :={meM,gm=m YgeG}.

Si G x H est un groupe produit agissant sur un A-module M, on a :
MGXH — (MlXH)G (Bl)
Si M, N sont des G-modules, on définit une action de G sur Hom 4 (M, N) par la formule
(g.f)(m) == g.f(g"L.m). On a alors
Hom (M, N)% = Homaq(M, N) (B.2)

Proposition B.1.1. Soit A un anneau commutatif, M un G-module sur A et H un
sous-groupe de G. On a un isomorphisme :

Homag(AG/H,M) = M

f = f(H).
Démonstration. Pour tout m € M Dapplication A-linéaire f,, définie sur la base
G/H de AG/H par la formule f,,(9H) = g.m est G-équivariante par construc-

tion. L’application M — Homag(AG/H, M), m s f,, est I'inverse du morphisme
Homag(AG/H, M) — MY f s f(H). O
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B.1.2 Coinvariants

Soit M € Modg(A) un G-module sur un anneau commutatif A. On appelle coinva-
riants de M sous G le A-module Mg obtenu comme quotient de M par le sous-module
engendré par les éléments du type g.m —m, pour g € G et me€ M :

Mg :=M/{gm —m,me MgeG).

—¢ : coinvariants sous ’action du groupe G

Le A-module Mg vérifie la propriété universelle suivante. Pour tout G-module trivial
NUIV gt toute application équivariante f : M — N triv ] existe une unique application
A-linéaire f: Mg — N faisant commuter le diagramme :

M

/’/
//
-7 ay

Mg

Ntriv

Inversement, cette propriété universelle caractérise Mg a un unique isomorphisme pres.
Cette propriété universelle se traduit par un isomorphisme A-linéaire, naturel en M, N :

Hom s (M, N") ~ Hom 4 (Mg, N) (B.3)

En combinant cette formule avec la formule (B2 on obtient un isomorphisme A-linéaire,
naturel en M, N : _
Hom (Mg, N) ~ Homy (M, N"V)¢ (B.4)

Proposition B.1.2. Soit M un G x H module. On a un isomorphisme :
Mo ~ (Mle)G .

Démonstration. On une chaine d’isomorphismes naturels en N € Mod(A) :

Hom (Mo, V) = Honw M, )9 = (o (21, 5 *#)
~ Homa(Mix gz, N)© = Homu((Mixs)g . N) -

Le lemme de Yoneda donne alors I'isomorphisme voulu. ]

B.1.3 Norme

N : normenorme Soit G est un groupe fini, et M un G-module sur A. On appelle
norme le morphisme A-linéaire :

N: Mg — MC
[m] — deGg.m = \stabg(m)|Z[Q]GG/StabG(m)g.m.
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Lemme B.1.3. Soit G un groupe fini, et M un G-module sur A. La composée :
M - Mg 5 MG — M
est égale au morphisme deGQ € AG.

Notons ¢ la composée ME — M — M. En vertu du lemme précédent on a po N =
|G| Id s, et N o ¢ = |G|1dse. On obtient donc :

Proposition B.1.4. Soit G un groupe fini et M un G-module sur A. Si le cardinal de

. . N . .
G est inversible dans A, alors la norme Mg — MC est un isomorphisme.

Lemme B.1.5. Soit M un G-module sur A, H un sous-groupe de G et g € G. On a un
diagramme commutatif :

M — MgHgfl A MIH —— M

g ! 9

N

M MH MH( M .

B.2 Modules de permutation

Définition B.2.1. Un G-module M sur un anneau commutatif A est un module de per-
mutation s’il existe un ensemble E, une action de groupe de G sur F et un isomorphisme
G-équivariant M ~ AF.

Proposition B.2.2. Soit AE un G-module de permutation de rang fini. Le dual
(AE)Y := Homu(AE, A) est un module de permutation isomorphe o AE.

Démonstration. Notons {eq,...,e,} les éléments de E et {eY,..., ey} la base duale de
E. L’action sur Homy (AE, A) est donnée par (g.f)(m) = f(g~'.m). Si g.e; = e, alors
(g.€))(ex) = €Y(g7ter) = 1si k = j et 0 sinon. En d’autres termes, I’isomorphisme
A-linéaire AE — Homy(AE, A), e; — e est G-équivariant. O

Proposition B.2.3. Soit AE un G-module de permutation. La surjection AE — AE/G
induit un isomorphisme :

(AE)q = AE/G .

Démonstration. Soit (O;) la famille des orbites de E sous l'action de G. La surjection

p: AE — AE/G s'identifie au morphisme &AQ; ZIN ®AQO;/G. On peut donc supposer

Paction de G sur E transitive. Soit eg € E et S le sous-module de AE engendré par
{e —ep,e € E}. Alors Aeg @S =AE et S C (¢m —m,m € AE g € G). On a donc

Aeg+{gm —m,m e AE g€ G) = AE  (¥)

De plus, l'intersection Aeg N (g.m —m, m € AE g € G) est nulle donc la somme (x) est
directe. En passant au quotient p induit donc un isomorphisme. O
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Corollaire B.2.4. Soit G un groupe agissant sur un ensemble E. St E est fini alors le
rang du A-module libre (AE)qg ne dépend pas de l'anneau A.

Proposition B.2.5. Soit AE un G-module de permutation, et soit (O;) la famille des
orbites de E sous l'action de G. On a un isomorphisme

Do,j<0 A€0, — (AE)
eo, — Zeeoie.

Démonstration. Comme (AE)® = @(AO;)Y on peut se contenter d’étudier une seule
orbite O.

Si O est de cardinal infini, soit x € AQ. x s’écrit comme une combinaison linéaire
finie de vecteurs eq,...,e, de O. Soit e, un autre élément de O et g € G tel que
g.e1 = eny1, alors g.x # . Ainsi (A0)% = (.

siO = {ey,...,e,} est de cardinal fini, alors (AQ)% contient Y€ Soitx =" Ne; €
(AO)%, et pour tout i soit g; € G tel que g;.eq = e;. L’égalité 2 = g;.o montre alors que
Ao = Ai, donc x = Ao Y, e;. Ainsi, (AO)E est libre de base > € O

Soit M un &4-module sur un anneau A de caractéristique différente de 2. On note
M le Gg-module muni de P'action alternée : G4 x M3 — M3 (5,m) — €(o)m. Si
A% désigne le A-module A muni de l’action de &, définie par la signature : 0.a := €(0)a,
alors M2t = M ® 4 A%, —alt - représentation alternée d’un groupe

Proposition B.2.6. Soit A un anneau de caractéristique différente de 2, G un sous-
groupe fini de &g et AE un Sg-module de permutation.
Soit O lorbite de ey € E sous l'action de G, les énoncés suivants sont équivalents :
(1) AO?G £ 0.
(2) Le stabilisateur stabg(eg) de eg sous l'action non alternée de G est contenu dans
le groupe alterné : stabg(eg) C Ag.
(3) AOMC est un A-module libre de rang 1, de base I’élément :

o= 3 e— Y

e€(GNAy).eo e’'cO\(GNAy).eo

Démonstration. Notons eg, ..., e, les éléments de O.

(1) = (2). Supposons que pour tout i, stabg(e) contient un élément «; de signature
—1. Soit x = ) Aje; un élément de AOMG  Pour tout 7 on a : \e; + E#i Ajej =
—\;e; + Z#i Ajag.ej, donc A\j = —A; = 0. On a donc AOAG — .

(2) = (3). Si G C A, I'énoncé s’obtient grace a la proposition Sinon, comme
stabg(e) C Ay, les deux parties (G N Ay) .eq et O\ (G N Ay) .eg sont disjointes, de méme
cardinal et forment une partition de O. Ainsi, epar est un élément non nul de AQG,

Notons e, ..., e, resp. €, ..., e, les éléments des deux parties. Soit x = Y \je; +
S Mel € A0 alors pour tout g € GN.Agon a g.v = Y. Ng.e; + > Nigeh =2 =
Y Aiei + > Nel done pour tout i on a A\; = Ao, A, = A|. De méme, si 7 est un élément
de signature —1 qui envoie ey sur ef, I'égalité 7.z = z implique que X[ = —Ag. Ainsi =
est un multiple de egars. O
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Corollaire B.2.7. Soit A un anneau de caractéristique différente de 2, G un sous-groupe
de &4 et AE un Sg-module de permutation de dimension finie. Le rang du A-module
libre AO®C ne dépend pas de Uanneau A.

Corollaire B.2.8. Soit A un anneau de caractéristique différente de 2, G un sous-
groupe de S,4. Le module (AESd/G)alt est un Gg-module de permutation si et seulement
si G C Ay

Démonstration. Si G n’est pas un sous-groupe de Ay, alors d’aprés la proposition
on a AG;/G¥ = 0. Ceci interdit & AS;/G¥* d’étre un module de permutation car
les invariants d’un module de permutation de dimension finie sont non nuls d’aprés
la proposition B2 Si a U'inverse G C Ay alors I'isomorphisme A-linéaire qui envoie
oG € AGy/GM sur €(0)oG € AG,/G est bien défini et &4-équivariant. O

L’énoncé suivant donne un exemple de symétrisation injective non nulle (cf. définition
BT7) du foncteur polynomial nul. symétrisation !du foncteur nul

Corollaire B.2.9. Soit A un anneau commutatif de caractéristique q impaire et d > q
un entier. Le foncteur f : Modg,(A) ~ Mod(A) qui envoie le Sgq-module M sur le
quotient de (M?%)S4 par ’image de la norme (M™%)g, — (M®%)Sd vérifie les propriétés
susvantes :
(1) SiV est un A-module projectif de type fini alors f(VE?) = 0.
(2) Soit ¢ € &4 un cycle de longueur q. Le A-module f(AGy/(c)) est libre de rang
1.
(8) Il existe une transformation naturelle f — Id dont I’évaluation sur V¢ est un
monomorphisme.

Démonstration. Le deuxiéme point découle de la proposition : le A-module
(AG4/(c)t)Sd est libre de rang 1 et la norme envoie le générateur Id de (AS,/(c)™)g,
sur [(¢)]- X gee,/(c) 9-1d ¢’est-a-dire sur I'élément nul car [(c)| = g.

Démontrons le premier point. Soit V' est un A-module projectif de type fini, alors il
existe un A-module libre L, tel que Idy factorise en V' < L — V. Pour démontrer que
f(V) =0, il suffit donc de montrer que f(L) = 0. Le premier point est donc équivalent
a la surjectivité de la norme (L®dalt)6d — (L®dalt)6d, pour tout A-module libre L.
Mais si L est un A-module libre alors il existe des uplets A = (A1,...,A\g) tels que
L% =@, AG4/(Sy, x -+ x ... 6y, ). Si A # (1,1,...,1) alors le terme correspondant
ne contribue pas aux invariants d’aprés la proposition BE2Z8 Si A = (1,...,1), la norme
envoie le générateur Id de (AG2!)g, sur I'élément > oee, €(0)o qui constitue la base

de (A& 2S¢, La norme est donc surjective. O

B.3 Foncteurs de Schur, de coSchur et de Weyl

B.3.1 Uplets, partitions et diagrammes

Définition B.3.1. On appelle uplet d’entiers une suite finie (x1,x9,...,x,) d’entiers
strictement positifs. Le nombre n est la longueur du uplet, et la somme x1 + -+ - 4+, le
poids du uplet. Un uplet de longueur n est également appelé n-uplet.
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Définition B.3.2. On appelle partition (d'un entier d) un uplet décroissant (de poids
d). Si A est une partition, on définit son conjugué A comme la partition (A1,...) ol \;
est le nombre de termes de \ qui sont supérieur ou égaux a i.

Exemple B.3.3. 1l existe cinq partitions de ’entier 4 :

(4), (3,1), (2,2), (2,1,1), (1,1,1,1) .
Leurs conjuguées respectives sont :

(1,1,1,1), (2,1,1), (2,2), (3,1), (4).

Définition B.3.4. Si A\ et ) sont deux partitions on dit que X C X si X est moins
longue que A et si A\; < \; pour tout ¢ compris entre 1 et la longueur de .

Définition B.3.5. Soit A une partition. Le diagramme associé & A est une matrice
infinie & coefficients dans Fo dont les lignes et les colonnes sont indexées par des entiers
strictement positifs, et dont le coefficient d’indice (7, ) vaut 1 si 7 < A; et vaut 0 sinon.

Si A C X sont deux partitions, le diagramme gauche \/)\ désigne la somme (dans
My j03 (F2)) des diagrammes associés a A’ et a A. Le poids d’un diagramme gauche est
le nombre de ses coefficients non nuls.

Ezemple B.3.6. Considérons les partitions A = (5,3,1,1) et A’ =(3,2,1). On a X C \.
Les diagrammes associés a A et A’ sont les matrices :

111110
L1000 L11o
10 00 00 100 0
100000

Le diagramme gauche A/ est égal a :

o O O O
o O = O
o O O
o O O
o O O O

Définition B.3.7. Si A\/)\ est un diagramme gauche le diagramme conjugué )T/\X’ dé-
signe sa matrice transposée. On a donc : A/ = A/\.

Young !sous-groupe de

Définition B.3.8. Soit A = (A1,..., \x) un k-uplet d’entiers de poids n. Le sous-groupe
de Young &, est le sous-groupe

6({1,...,)\1})XG({)\1+1,...,)\1+)\2})X~~~X6({n—)\n+l,...,n})
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du groupe symétrique &, = &({1,...,n}). On a donc Gy ~ &y, X --- x G, .
Si A/X est un diagramme gauche, on note &y /» le sous-groupe de Young associé au
uplet d’entiers (A1 — N[, Aa — A, ...

Sy, : groupe symétrique &)y : sous-groupe de Young
Définition B.3.9. Soit A = (\1,..., A\x) un k-uplet d’entiers, et X = S, A, T", on note
XAM) = XM (M) @@ X™(M) .
Si A/X est un diagramme gauche, on note
XM (M) 1= XC=MAe =X ()
I'* : tenseur divisé (p n-uplet) A¥ : tenseur alterné (u m-uplet) S¥ : tenseur symeé-
trique (p n-uplet)

Définition B.3.10. Soit A/\ un diagramme gauche de poids n. On ordonne ’ensemble
Ex/n des couples (4,7) tels que le coefficient d’indice (4,j) de la matrice A/\" est non
nul par lordre lexicographique : (i,j) < (k,l) sii < k ou ¢ = k,j < [. Lordre lexico-
graphique définit une bijection croissante ¢y : {1,...,n} = Ex/n - La transposition
induit une bijection 7,y 1 &y x = 5)\/~)\, qui & un couple (i, 7) associe le couple (j,1).
On définit la permutation /) € &, par la formule :

-1 —1 o
ONN = Oy iy © Ty n © ¢A/A' :

. . -1 _
En particulier on a Oyjn = O')\/X.

Ezemple B.3.11. Considérons les partitions A = (5,3,1,1) et X' = (3,2,1). On a numé-
roté ci-dessous dans 'ordre lexicographique les couples (7, j) dont le coefficient est non
nul pour le diagramme gauche A\/\" et pour son conjugué :

1 2 o
AN )\f/\X’ Sl 2
3 .
4

La permutation o,y est donc donnée par le tableau suivant :

i |12
O')\/)\/(i)‘él: 3

3 4
1 2
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B.3.2 Définition des foncteurs de Schur, coSchur et Weyl

foncteur !de Schur Sy, : foncteur de Schur

Définition B.3.12. [, def. I1.1.3] Soit A un anneau commutatif, /p’ un diagramme

gauche de poids d et /' son diagramme conjugué. On appelle foncteur de Schur associé
a pu/p le foncteur
Sy Mod(A) ~ Mod(A)

défini comme l'image du morphisme d,, /s :
o, —
AR/ gd B od o gu/w!

ou le morphisme o agit par permutation sur les facteurs du produit tensoriel :

n/
O @1 @ BT =Tk ) @ DTt (g
w/ w/
Par exemple, le foncteur de Schur S, associé (au diagramme gauche associé) a la
partition u = (d) est le foncteur A¢, le foncteur de Schur associé a la partition (1,...,1)

de poids d est le foncteur S, et si Ay,..., A\, sont n partitions et (A{|...|\,) désigne le

diagramme gauche suivant :
>\1,_I——'

[T
[

F1G. B.1 — Le diagramme gauche (A1|Xz]...|An)

alors le foncteur de Schur S(y,|x,)..|z,,) est égal au produit tensoriel i, S, foncteur Ide
coSchur K,y : foncteur de coSchur

Définition B.3.13. [, def. I1.1.3] Soit A un anneau commutatif, p/p’ un diagramme

gauche de poids d et p/p/ son diagramme conjugué. On appelle foncteur de coSchur
associé a u/p le foncteur

K, : Mod(A) ~ Mod(A)

défini comme 'image du morphisme d; e

Pl gl DE g AT

Théoréme B.3.14. [Jl Th I1.2.16 et I1.3.16]/Soit A un anneau commutatif. L’image

d’un A-module libre de type fini par un foncteur de Schur S, (resp. coSchur K, )

est un A-module libre de type fini, et admet un supplémentaire dans S*/H (resp. A“/”/).
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Remarque B.3.15. L’énoncé des théoremes 11.2.16 et I11.3.16 de [E] est en fait nettement
plus précis. Il donne un procédé de construction dune base de S, /(M) (resp. K, /,)
a partir d’une base du A-module libre de M, indépendamment de "anneau A des coef-
ficients. Le résultat s’exprime en termes de tableaux standard (resp. costandard).

Corollaire B.3.16. L’mage d’un A-module projectif de type fini par un foncteur de
Schur (resp. coSchur) est un A-module projectif de type fini.

Démonstration. Soit u/p' un diagramme gauche. Par fonctorialité des foncteurs de
Schur, si M est un facteur direct d'un A-module libre de type fini L, alors S/, (M) est
facteur direct du A-module libre de type fini S, /,/(L). Or les A-modules projectifs de
type fini sont exactement les facteurs directs des A-modules libres de type fini. O

Soit p/p' un diagramme gauche de poids d et m’ son diagramme conjugué. Pour
tout A-module libre de type fini M, on a un diagramme commutatif :

(du/u’,M)v

/_\

Sﬂﬁ’(M)v% (M®d)v s Au/u’(M)v
T/ (M) MVEd ——m AWK (MY

\_/

/

p/u! MV
Ainsi on a un isomorphisme :
N — I ~ %
K (M) =Imd_  ~Im (@ar) -

Mais S, /s (M) admet un supplémentaire dans St/ (théoreme [B3I4). L'injection na-
turelle :

v
Im (dx/u’,M) — (Imdy ar)" = Sy (M)Y
est donc un isomorphisme. On a donc :
Proposition B.3.17. [, prop 11.4.1] Soit M un A-module libre de type fini. On a un

1somorphisme naturel :

Su/“/(M)v ~ KM’/*;,(MV) .

foncteur !de Weyl W)/ : foncteur de Weyl

Définition B.3.18. Soit A un anneau commutatif et p/u’ un diagramme gauche de
poids d. On appelle foncteur de Weyl associé a u/p’ le foncteur

Wy » Mod(A) ~ Mod(A)

dual du foncteur S I

W,/ (M) = S#/u,(MV)v )
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Proposition B.3.19. Soit M un A-module libre de type fini. Alors W, (M) est un
A-module libre de type fini et on a un isomorphisme naturel :

Wi (M) = K (M) .

B.3.3 Foncteurs de Schur en grande caractéristique

La proposition [B.3.22] donne une nouvelle définition des foncteurs de Schur S/,
valable lorsque la caractéristique de I’anneau commutatif A est nulle ou plus grande que
le poids des diagrammes /.

Définition B.3.20. Soit /' un diagramme gauche de poids d, dont on numeérote les
coefficients non nuls dans ordre lexicographique (cf. exemple BZTI)). On note a,,/,, €
AG 4 la somme des éléments qui préservent les lignes et b € AG, la somme alternée
des éléments qui préservent les colonnes.

w/w

Ainsi, a,/,s est égal a la somme alternée des ¢léments du sous-groupe de Young
S,/ et by est égal & la somme dans AS, des éléments du sous-groupe conjugué
-1
Tnfw' 6#7/:’ O
En particulier, si M est un A-module libre de type fini, alors d’aprés le lemme [B.T.3],
le morphisme a,,/,/ est égal a la composée M®? mult - g/ comult yred o d’apres le

lemme [B.1.0] le morphisme b/, s’insére dans un diagramme commutatif :

b

w/n!

M M
—1

Uz// O/

M®d mult SM/NI (M) comult

On obtient donc :

Lemme B.3.21. Soit A un anneau commutatif, M un A-module libre de type fini et
/i un diagramme gauche de poids d. Le morphisme by 0y est égal a la composée :

MOy NI (M) B gul () — pped D pped

Soit M un A-module libre de type fini. Notons ¢/, la composée :

SM/M/ (M) o SU/MI (M) comult A& Op/u! M®d )
D’aprés le lemme précédent, b,/ 0 a, /s est égale a la composée :
’ ¢ Y
M® s AW (M) = 8,0 (M) =25 &4

et ¢/, induit donc une surjection de S, /(M) sur I'image de b,/,s 0 a, /. Si de plus
A est un anneau de caractéristique nulle ou de caractéristique p supérieure au poids de

1 o0Q

/i, la comultiplication S#/# (M) — M®? est injective, donc Guy Vest également. On
obtient donc une nouvelle description des foncteurs de Schur :
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Proposition B.3.22. Soit M un A-module libre de type fini. La composée :

’

M

Sy (M) > SPIH (0g) <, pped Tul
induit une surjection
Sy (M) = by 0 au/u’(M®d) :

Si A est un anneau de caractéristique nulle ou p > d, cette surjection est un isomor-
phisme.

Lemme B.3.23. Soit M un A-module libre de type fini et u/i' un diagramme gauche
de pouds d. Il existe un morphisme g,/ faisant commuter le diagramme :

Au/u’(M)

Ou/p l/

AW (M) = p®d —— py&d Sm'(M) M®d— Med

w/u!

w/u!

Démonstration. 11 nous faut montrer que la composée horizontale factorise par
AMH(M). Soit z un élément de A®#(M). Son image par la comultiplication

A (M) — M®4 est de la forme : Y, g ) €(0)o.m, avec m € M®?. Si on note
1w/

G le groupe 7/, - & i U/:/lu,, la composée horizontale envoie donc x sur ’élément :

ZT. Z e(o)om | = Z e(o)o.o . r.om

TEG UEGM/HI TGG,UEGM/H/
= Z e(o)o. (Z O'_l.T.U.m) ,
UESH/NI TeG
. - 21 2 !
qui est bien un élément de A*/# (M). O

Lemme B.3.24. Soit M un A-module libre de type fini, p un uplet de poids d, et soit
X =8,A. La composée

XH(M) Lomlt, pped MU )

est égale a |S,|1d.
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Les composées suivantes sont égales :

Au/u Su/u - Tul ML @4 AR, g “/“ ML _,Su/u (B.5)

N2 N A @d s AR g “/“ AN LN S#/H (B.6)

Al S g o XIS, s Tu/nt od —>S"7’;/ (B.7)

Al D st g Tt ga MOl ga Tt g (B.8)

Au/u Lo guin  od ., gu/i XISy GH/ (B.9)
XISyl

/ d ’ _—a /| 7
AR g/ p w L qu/i (B.10)
L’égalité entre la premiére et la deuxiéme résulte du lemme [B.3.23 pour passer de
la deuxiéme & la troisiéme on utilise le lemme [B.3.24], pour passer de la quatrieme a la

cinquiéme on utilise =L = ¢,/ et la derniére égalité provient a nouveau du lemme

o B/ p
] On obtient alors les deux propositions suivantes (la deuxiéme proposition est la
traduction de la premiere a I’aide du lemme [B2321]) :

Proposition B.3.25. Soit A un anneau, p/p' un diagramme gauche de poids d, et M
un A-module libre de type fini. Notons ¢,/ la composée

Cujw = S“/N“I(M) comult pgod Ze/’, ppod mult, A”/HI(M) .
Alors on a légalité :

Ay © Cpppr © dypr = 16, |6 |d#/u

En particulier, si l'anneau A contient Q ou est caractéristique p > d, la restriction du
morphisme |S,,/,| 7! |6M7;,|_1 Cp/p au sous-module de Schur S, (M) est une section

du morphisme structurel AM/H (M) — /(M).

B/

Proposition B.3.26. Soit A un anneau, /i’ un diagramme gauche de poids d, et M
un A-module libre de type fini. Le morphisme b, 0 a, MO — M@ yérifie :

(bu/u’ °© au/u’) °© (bu/u’ © au/u’) 1S/ |6 ‘bu/u’ A/

En particulier, si l'anneau A contient Q ou est caractéristique p > d, le module de Schur
Sy (M) =b,, 0 a#/u/(M(@d) est un facteur direct dans M®?,

La proposition suivante est analogue & la proposition [B3.22] avec des hypothéses
légeérement différentes. Elle nous permet d’identifier plusieurs formes de la symétrisation
des foncteurs de Schur en grande caractéristique.
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Proposition B.3.27. Soit pu/p' un diagramme gauche de poids d, et A un anneau
contenant Q ou de caractéristique p > d et M un &gz-module sur A. Alors le morphisme :

N (G Tu/p!
o Mes . — M e/ — M s
P/ S
induit un isomorphisme de limage de

o —
;s MRS LM“ — Ms .
/1 Gu/u’

0

i

sur by © a0 (M).

Démonstration. On procéde comme pour la proposition [B.3.220 D’aprés les lemmes|[B.1.3
et BTH le morphisme

17} ’ e
M = My, 25 M Sunr 02 g 22 gl s g
/e 7

est égal & b,/ o a,/. Comme A est un anneau contenant Q ou de caractéristique
p > d, les normes Ny et Na sont des isomorphismes. Ainsi ¢,/ est injective et induit
un isomorphisme de I'image de 9,,/,, sur 'image de b,/ 0 a,, . O
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Annexe C

Résultats élémentaires d’algébre
homologique

C.1 Filtrations

C.1.1 Produits tensoriels de filtrations

Soit A un anneau. Une filtration croissante (positive) d’'un A-module M est une suite
croissante de sous-modules (My)r>0 de M tels que |JM) = M. Posons M_; = 0. Le
gradué du A-module filtré M est défini par la formule :

GrM = @Mk/Mk—l )
k>0

Définition C.1.1. Soit A un anneau commutatif, M, N deux A-modules munis de
filtrations croissantes (Mjy)r>0 et (Ng)r>0- Le produit tensoriel des filtrations (M), (Ng)
est la filtration (M ® N); de M ® N définie par :

(M@N)y= > My, &N, .
ki1+ko=k

Remarque C.1.2. On peut définir le produit tensoriel de n-filtrations par une formule
analogue. Le produit tensoriel de filtrations est associatif :

(My) ® (Ni) @ (Pr) ~ [(Mg) @ (Ni)] @ (Py) ~ (M) ® [(Nk) @ (Pg)] -

Lemme C.1.3. Soit A un anneau, My, Mo deuz sous-modules du A-module M et N1, No
des sous-modules de My, Ms. On a un isomorphisme :

(Ml —l—Mg)/(Ml N My + Ny +N2) ~ Ml/(Ml ﬂMg—l-Nl)@Mg/(Ml ﬂMg—i—Ng) .
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Démonstration. On a un diagramme commutatif :

Ml/(MlﬂMQ—FNl)@ (M1+M2)
MQ/(MlﬂMQ—l-NQ) (MlﬂMg—i-Nl—i-Ng)
My N My——"""— My & My * M, + My

J

—i Mi N My + N J
MinN Mg(—>“ 2 ]\jlmm ]\;.2_:_ ]\17;9 —>>+ MiN My + Ny+ Ny .

Les lignes et les colonnes sont exactes et une chasse dans le diagramme produit 'iso-
morphisme voulu. O

Lemme C.1.4. Soit A un anneau commutalif, M, N deuzr A-modules munis de filtra-
tions croissantes (My)g>o0 et (Nk)g>0. Supposons que les gradués GrM et GrN sont
projectifs, alors pour tous indices (i1,12,j1,72) on a :

My @ Njy N My @ Njy = Miin(iyiz) © Nmin(y,j2) -

Démonstration. Supposons i1 < ig et j1 > jo (les autres cas sont triviaux). Pour tout
k My /M1 est projectif, on a donc un isomorphisme My ~ My /My_1 & My_1. Ainsi
M;, admet un supplémentaire M;, ;, dans M;,. De méme, N, admet un supplémentaire
Nj, j, dans Nj, . On a donc :

Mi2 ® le = (Milﬂé ® Nj27j1) @ (Mil ® Nj27j1) D (Mil & Nj2) D (Mi17i2 ® Nj2) .

Soit @ € M;, ® Nj,, x se décompose de maniére unique en x1 + w2 + x3 + x4 ou les
x; sont dans les A-modules du membre de droite. Si x € M;, ® N; N M;, ® Nj, alors
r1 =29 =24 = 0, donc x € M;;, ® Nj,. O

Proposition C.1.5. Soit A un anneauw commutatif, M, N deuz A-modules munis de
filtrations croissantes (My) >0 et (Ni)r>o0 dont les gradués GrM et GrN sont projectifs.
Les quotients successifs du produit tensoriel des filtrations sont donnés par la formule :

(M@N)/(M@N)j—1~ P My, /My,—1 @ My, /My, .
ki1+ko=k

Démonstration. Soit k > 1 fixé. On procede par récurrence l'indice ¢ des couples M; ®
My_;. Si i = 0, My est projectif (c’est un facteur direct du gradué de M), on a donc
une suite exacte courte

Mo @ My, — Mo @ My, — Mo @ My, /Mj_1 .
Supposons maintenant que 'on a une suite exacte courte :
ZMj ® My_j_1— ZMj ® My—j —» @Mj/Mj—l @ Mg—j/My—j-1

7=0 7=0 7=0
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Nous allons montrer la suite reste exacte si on remplace ¢ par ¢ 4+ 1. Posons :

Fy = M;11 @ My_;_»2 G1=Miy1 @ M_;_q
Fy :ZMj®Mk_j_1 G :ZM]'@Mk—j
=0 =0

On a G1 NGy = M; ® Mj,_;_1 d’aprés le lemme [C T4l On a donc :
G1/(GiNGy+ F1) = M1 /M; @ My—j—1/My—i—2,

i
GQ/(Gl NGy + Fg) = GQ/FQ = @Mj/Mj—l &® Mk—j/Mk—j—l .
j=0
En appliquant le lemme [CT3l on obtient que la suite exacte est valable pour ¢ + 1. Par
récurrence (finie), on a Pexpression de (M ® N)i/(M ® N)g_1. O

Corollaire C.1.6. Soit A un anneau commutatif, M°,... , M" des A-modules munis
de filtrations croissantes (M;i)kzo dont les gradués GrM' sont projectifs. Le gradué du
produit tensoriel des filtrations est isomorphe au produit tensoriel des gradués des filtra-

tions :
Cr(M°®--- @ M") ~CrM° ® --- ® GrM™ .

C.1.2 Présentations des modules filtrés

Lemme C.1.7. Si l'on dispose d’un diagramme commutatif de A-modules :

N I
G G
(z)/
o |
0 M M' —> M'/JM —0
| |
0 0

dont les lignes et les colonnes sont exactes, alors on a une suite exacte :

Rl _+> G/
— \

SP @ M —0
R >§ ¢
Démonstration. Le morphisme G & G — M, g+ ¢ — ¢(g) + ¢'(¢’) est surjectif. En
effet, soit m € M'. 1l existe ¢’ € G’ tel que p(m) = po ¢/(¢’). Par exactitude de la ligne,
m—¢'(¢') € M, et il existe donc g € G tel que ¢(g) =m — ¢'(¢').

La suite est exacte en G & G’. En effet, soit g + ¢ tel que ¢(g) + ¢'(¢') = 0. Alors
pod'(g') = —pod(g) = 0 et par exactitude de la deuxiéme colonne il existe donc ' € R’

tel que x/(r") = ¢’. On a alors :
o(g +v(r) = d(g) + oY (1)) = ¢(9) + &' (X' (")) = ¢(9) + &'(¢') = 0.
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Par exactitude de la premiére colonne, il existe donc r € R tel que g+ (r') = x(r). On
a donc g+ ¢ = x(r) — (") + x(r'), ce qui démontre l'exactitude en G ® G’. O

Proposition C.1.8. Soit 0 =M_1 C My C --- C My, = M un A-module filtré tel que
pour chaque k on a une présentation du k-éme quotient : Ry Xk, G — My /M.

Supposons pour tout k il existe deur morphismes ¢ et Yy tels que le diagramme
sutvant commute :

Ry,

Xk
/ l
®i<k Gi G,
l@tﬁi % l
My, M, My /M1 .

Alors on a une présentation de M donnée par :

DB r>Pa2u

1<i<n 1<i<n
ot l'image de r; € R; par x est donnée par la formule : x(r;) = x:i(ri) — ¥i(rs).
Démonstration. On démontre la proposition par récurrence sur la longueur m de la
filtration. Si m = 0, il n’y a rien & démontrer. Si la proposition est vraie pour une
filtration de longueur m—1, on applique le lemme précédent en remplacant R — G — M
par la présentation de M,,_1 obtenue par hypothese de récurrence, et R' — G' — M'/M

par la présentation de M,,/M,,_1 fournie par hypothése de la proposition. On obtient
alors le résultat pour la filtration de longueur m. O

C.2 Suites spectrales hypercohomologiques

C.2.1 Conventions de notation

Soit C** un double complexe. On représente C*® sous la forme d’un diagramme

commutatif :
cp—Lgt+l —— (p.gtl —— op+lg+l

]

cr—1a CPa crtla

]

cpr—1,4-1 —— (p,g—1 —— (op+l,g-1

La p-éme colonne du double complexe est donc constituée des objets CP* et la g-éme
ligne est constituée des objets C*9.

De méme, si (E;",d,),>0 est une suite spectrale, le premier indice indique les co-
lonnes et le deuxiéme les lignes. Ainsi, les objets de la p-éme colonne de la page r sont
les E2*, les objets de la g-éme ligne sont les £,77.
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C.2.2 Suites spectrales d’un double complexe

suite spectrale !d’un double complexe Soit (C**®,d,d) un double complexe dans une
catégorie abélienne, ou d désigne la différentielle verticale et § la différentielle horizontale.
Le complexe total Tot(C)® est le complexe défini par les formules :

Tot(C)" = @ €Y,  drot(z) = d(x) + (~1)P6(z) siaz eI,
i+j=k
Le double complexe dispose d'une filtration (F);5, transverse aux lignes : Fy, =

Disi, Djen C%I | qui induit une filtration du complexe total.

A
q cPa

Fic. C.1 — La filtration (Fi)izo

Théoréme C.2.1. [, Th 2.15 P. 48] Soit C** un double complexe. La filtration trans-
verse auz lignes F, = @izio @jEN CH induit une suite spectrale (Ey", d,),>1 vérifiant :
(1) La différentielle d; est de bidegré (i,1 —1).
(2) La premiére page est donnée par les formules :

P = HICM) b = HY(0).

(8) SiCP?=0 dés que p <0 ou q <0, La suite spectrale E, converge vers le gradué
de la cohomologie du complexe total :

E% = F;H™(Tot(C)®)/Fiy1 H™ (Tot(C)®) .

Remarque C.2.2. En choisissant la filtration (F});>o transverse aux colonnes, on ob-
tient une autre suite spectrale E'2?, d,., dont la deuxiéme page est donnée par E'57 =
HJHY(C), dont la i-eme différentielle d; est de degré (1 —4,4) et qui converge vers le
gradué de ’homologie du complexe total si le complexe C*® est premier quadrant.

174



C.2.3 Suites spectrales hypercohomologiques

suite spectrale Thypercohomologique Soit A une catégorie abélienne. Un complexe C®
positif de A est un complexe de A tel que C* =0 dés que i <0 :

0-C"—=¢cl— ... 50" — ...

Si A est un objet de A qui admet une résolution projective P,, on peut former le
bicomplexe Hom 4(P,,C®). Les deux suites spectrales de premier quadrant associées a
ce bicomplexe sont appelées suites spectrales hypercohomologiques.

Définition-Théoréme C.2.3. [T, p. 18] Soit A une catégorie abélienne avec assez de
projectifs. A tout objet A de A et tout complexe positif (C*,5), on peut associer deux
suites spectrales de premier quadrant (I, 1dy)r>1 et (11, nnd,)r>2, appelées respective-
ment premiére et deuzieme suite spectrale hypercohomologique, vérifiant :

(1) La différentielle 1d, de la premiére suite spectrale hypercohomologique est de bidegré
(1—rr) [dot et et

(1°) La premiére page de la premiére suite spectrale hypercohomologique est donnée par
les formules :
! 7' = Exti(A,C"), d}" = Ext}(A,d
1_Xt.A(7 )7 1_Xt.A(7 )

(2) La différentielle 11d, de la deuziéme suite spectrale hypercohomologique est de bi-
degré (r,1 —r) : ndst 5t — an”’tﬂ_r.

(2°) La deuziéme page de la deuziéme suite spectrale hypercohomologique est donnée
par la formule :
11" = Ext% (A, HY(C?)),

et la différentielle 11dy" - Ext(A, H'(C®)) — Extf4+2(A,Ht_1(C')) est donnée par
le produit de Yoneda avec la classe de l'extension :

0— Ht_l(C’) — Ct_l/hnét_2 — Keré! — Ht(C') — 0.

(8) Les deur suites spectrales hypercohomologiques convergent vers le méme aboutis-
sant.

Corollaire C.2.4. Soit C' un objet admettant une résolution finie Co par des objets C;
vérifiant Ext’ (A, C;) = 0 pour * > 0. Alors la suite :

0 — Ext%(A,Cn) — -+ — Exty(A,Cp) — Exty(A,C) — 0
est ezacte. En particulier, Ext’(A,C) = 0 pour x > 0.

Corollaire C.2.5. Soit C un objet admettant une résolution finie Co. Supposons que le
compleze Ext™ (A, C,) est exact, sauf au terme d’indice 0. Alors le complexe suivant est

eract :
0 — Ext%(A,Cn) — - — Ext%(A4,Co) — Exty(A4,C) — 0.
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Annexe D

Cohomologie rationnelle de GGL,,

D.1 Schémas en groupes affines et cohomologie rationnelle

Dans cette partie, nous rappelons la définition et quelques propriétés des schémas en
groupes affines et de la cohomologie rationnelle. Nous prenons pour référence les livres
[24] et [@5]. cohomologie Irationnelle

D.1.1 Schémas en groupes affines

Rappelons que les anneaux sont toujours supposés unitaires. Soit A un anneau com-
mutatif. Une A-algébre A est un anneau A muni d’un morphisme d’anneaux A — A.
Une algebre est donc toujours supposée unitaire.

Définition D.1.1. Soit A un anneau commutatif. Un schéma en groupes affine algé-
brique G sur A est un foncteur représentable

G : {A-alg. comm. type fini} ~» {Gpes}

de la catégorie des A-algébres commutatives de type fini dans la catégorie des groupes.
Un morphisme de schémas est une transformation naturelle entre de tels foncteurs.

Soit G un schéma en groupes affine algébrique. On appelle algébre des coordonnées
de G la A-algebre commutative de type fini A[G] qui représente G. Le fait que G soit un
foncteur vers les groupes et non pas simplement vers les ensembles induit sur I'algébre
A[G] une structure d’algebre de Hopf commutative (non graduée) sur A [24, p. 21].
D’apres le lemme de Yoneda, on a une équivalence de catégories

{A-alg Hopf comm. de type fini}°? ~» {schémas en groupes aff. alg.} .

Remarque D.1.2. L’expression « schéma en groupes affine algébrique » est une expression
composée de la maniére suivante. Un schéma affine sur A est foncteur représentable de
la catégorie des A-algébres commutatives (non nécessairement de type fini) dans la
catégorie des ensembles. Le terme « en groupes » signifie que le foncteur est a valeurs
dans la catégorie des groupes. Enfin, le terme « algébrique » indique que le schéma est
représenté par une algebre de type fini.
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Ezemple D.1.3. Soit A un anneau commutatif. G = GL, /A est le schéma représenté
par l'algébre
A[GLn] = A[.’Il‘i7j,t]1§i7j§n/ det[:z:@j]t -1 s

avec le coproduit A donné par les formules :
n
Alzig) =Y mp®apy, Alt)=tat,
k=1

antipode x donné par les formules de Cramer :
X(wij) = (=1)7tA;; . x(t) = det[z; ;]

ot A;; désigne le mineur d’indice (i, j) de la matrice [z;;], et augmentation e donnée
par les formules :

E(t) =1 6({137;7]') =0siz? 75 j E(IEZ'J') =1sit= j

D.1.2 Exemple : les groupes algébriques de matrices

La référence pour ce paragraphe sur les groupes algébriques de matrices est [45],
chap. 4]. Soit K un corps algébriquement clos. La topologie de Zariski sur M, (K) est la
topologie dont les fermés sont les lieux de zéros de polynomes sur M, (K).

Définition D.1.4. [A5 p. 29] Un groupe algébrique de matrices sur K est un sous-groupe
Gy de SL,, i fermé pour la topologie de Zariski sur M,,(K).

En d’autres termes, un groupe algébrique de matrices est un sous-groupe de SL,, k
défini par des équations polynomiales.

Si Gk est un groupe algébrique de matrices, ’ensemble des polynomes de
Klzi jli<ij<n qui s’annule sur G forme un idéal Z(Gk) de l'algebre K(z; ;]i<i j<n. L'al-
gebre des coordonnées de Gy est 'algébre quotient :

KIGk] = Klzi jl1<ij<n/T(GK) -

Notons m et ¢ la multiplication et l'inversion de Gk. L’algébre des coordonnées K[G]
est munie d’un structure d’algébre de Hopf commutative de type fini grace a la comul-
tiplication :
K[Gk] — K[Gk] ® K[GK]

o= fom

et & I'antipode :
KIGk] — K[Gk]
f — fou

L’algebre de Hopf K[Gk| posséde encore une propriété supplémentaire : elle est réduite,
c’est-a-dire qu’elle n’a pas d’éléments nilpotents autres que 0.
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Définition D.1.5. Un schéma en groupe affine algébrique est réduit s’il est représenté
par une algebre réduite.

Proposition D.1.6. [/3, §/.4 et 4.5] Soit K un corps algébriquement clos. Soit Gk un
groupe algébrique de matrices. L’algébre des coordonnées de Gy définit un schéma en
groupes affine algébrique réduit noté G tel que G(K) = Gg.

Réciproquement, soit G un schéma en groupes affine algébrique et réduit sur K. Alors
G est représenté par l'algébre des coordonnées d’un groupe algébrique de matrices.

Remarque D.1.7. Pour les groupes de matrices classiques, tels que le groupe linéaire,
on a deux notations : GL,/A désigne le schéma en groupes sur A et GL, x désigne le
groupe algébrique de matrices.

D.1.3 Représentation des schémas en groupes affines algébriques

Soit A un anneau commutatif. Si M est un A-module, on note GL(M) le foncteur

{A-alg. comm. type fini} ~- {Gpes}
A —  Endg(M ® A)*

qui & une A-algeébre de type fini A associe le groupe des endomorphismes inversibles
du A-module M ® A. Si M = A", GL(M) est un foncteur représentable : on a un
isomorphisme GL(M) ~ GL,, |24, p. 20|.

Définition D.1.8. [24, p. 25] Soient A un anneau commutatif et G un schéma en
groupes affine algébrique sur A. Une représentation M de G est un A-module M muni
d’un transformation naturelle de foncteurs G — GL(M). Un morphisme de représenta-
tions de G est une application A-linéaire f : M — M’ telle que pour toute A-algebre
commutative de type fini A, Papplication f ® A est G(A)-équivariante.

Si G est un schéma en groupes affine algébrique, alors G(A[G]) = Enda_q4(A[G])
agit sur M ® A[G]. On note A, lapplication A-linéaire :

Ay : M — M AG]
m IdA[G}(m(@l)

L’application Ay fait de M un comodule sur l’algebre de Hopf A[G], et cette structure de
comodule détermine complétement le G-module M [24] p. 27]. On a donc une équivalence
de catégories :

{G-modules} ~» { A[G]-comodules} .

Ezemple D.1.9. Soient K un corps algébriquement clos, r un entier positif et Gk un
sous-groupe algébrique de matrices de M, (K).

Une action du groupe algébrique Gy sur un K-espace vectoriel M est une action du
groupe Gy sur M telle que pour tout m € M il existe un polyndéme Pm($i7j)1§i7j§r sur
M, (K) tel que pour tout g € G on a g.m = P,,(g).

Se donner une action du groupe algébrique G revient a se donner une structure de
K[Gk]-comodule sur M, c’est-a-dire une action sur M du schéma G associé & G.
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D.1.4 Points fixes rationnels et cohomologie rationnelle

Définition D.1.10. Soient A un anneau commutatif, G un schéma en groupes affine
algébrique sur A et M un G-module. Les points fixes rationnels de M sous 'action de
G sont les éléments du sous-module M défini par :

MY ={meMlgmol)=m1 VYgeG(A),VA}.

Les points fixes rationnels du A-module M sous 'action de G sont donc en général
différents des points fixes de M sous 'action du groupe G(A). Néanmoins, si A = K est
un corps algébriquement clos, si Gy est un groupe algébrique de matrices et si G est le
schéma en groupes associé, alors le nullstellensatz implique que :

MG — MG([K) — MG[K )

Définition D.1.11. Un schéma en groupes affine algébrique est plat si son algébre des
coordonnées est un A-module plat.

Proposition D.1.12. [Z], §4.2 p. 50] Soit G un schéma en groupes affine algébrique
plat. La catégorie des G-modules est une catégorie abélienne qui a assez d’injectifs.

Définition-Proposition D.1.13. [Z], p. 21 et p. 50] Soit A un anneau commutatif et
G un schéma en groupes affine algébrique plat sur A. Le foncteur des points fizes

—G . {G-mod} ~ {A-mod}
est exact a gauche. Ses foncteurs dérivés forment la cohomologie rationnelle de G :
HiW(G, =) = R"(=9).

On a un isomorphisme de foncteurs : —¢ ~ Homg(A4, —), ot A est muni d'une
structure de G-module trivial. Par conséquent, la cohomologie rationnelle de G peut se
réécrire sous la forme :

* (G, =) = Exty (A, —) .

rat

La proposition suivante donne donc un analogue dans le cadre de la cohomologie ra-
tionnelle de la proposition du chapitre Bl qui fait le lien entre la cohomologie des
bifoncteurs séparables et les extensions de foncteurs a une variable.

Proposition D.1.14. [Z], p. 51] Soient M, N,V des G-modules. Supposons que V est
un A-module projectif de type fini. On a un isomorphisme, naturel en M,V N :

Exts(M, VY ® N) ~ Ext5(M ® V,N) .
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D.1.5 Changement de base

Soient A un anneau commutatif, A" une A-algébre de type fini, G un schéma en
groupes affine algébrique sur A et M un G-module. Le foncteur des A’-algébres commu-
tatives de type fini vers les groupes représenté par l'algebre A[G] ® 4 A’ est noté G/A’.
Le A’-module M ® A" est muni d’une action de G/A’. Les cohomologies rationnelles de
G et de G/A’ sont reliées par un théoreme de coefficients universels :

Théoréme D.1.15. [2], 1.4.18] Soient A un anneau de Dedekind, A" une A-algebre de
type fini et G un groupe algébrique sur A. Pour tout G-module M libre de rang fini et
tout i > 0 on a une suite exacte courte de A'-modules :

0— H(G,M)® A" - H(G/A',M @ A') — Tor (HH(G,M),A") = 0.

D.2 Cohomologie rationnelle de G L,

Soit A un anneau commutatif. Dans ce paragraphe, nous nous restreignons au cas
du schéma en groupes GL, /A. Le A-module libre A" est muni d’une action de GL,, /A.
On en déduit une action de GL,/A sur 'anneau des polynomes sur A"®" @ A"V @4,
Dans la suite, nous donnons quelques énoncés sur la cohomologie rationnelle de GL,, /A
a coefficients cet anneau.

D.2.1 Une filtration de S*(A"V®" @ A"®)
Proposition D.2.1. Soit A un anneaw commutatif et \, u des partitions. On a :
H}(GLy /A, Sx(A™Y) ® S, (A™)) = 0 pour x > 0.

Démonstration. Le résultat est vrai pour A = Z d’apres [24 I1.B4]. Le théoréme des
coefficients universels donne le résultat pour tout A. O

Corollaire D.2.2. Soit A un anneau commutatif. Si un GL,/A-module M admet une
filtration dont le gradué est une somme directe de modules du type Sx(A™Y) @ S, (A™),
alors

H}(GL,/A, M) =0 pour = > 0.

Sur C on a [T9, p. 225] une décomposition du produit tensoriel de deux modules de
Schur en une somme directe de modules de Schur :

S\(V)@Su(V)= P cAm)Su(V).
vpartition

ou les coefficients entiers c(\, i1, ) sont donnés par la régle de Littlewood-Richardson
19, p. 456|. Cette situation n’est plus valable sur un anneau quelconque. Par exemple,
sur C on a

VeV ==Sg(V)aSiy(V)=AV)s S*(V),

mais en caractéristique 2, A2(V) = S(2)(V') n’est plus facteur direct de V' @ V. On peut
néanmoins généraliser ce résultat a une filtration pres :
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Théoréme D.2.3. [f] Soit A un anneaw commutatif et A\, deuz partitions. Il existe
une filtration du produit tensoriel S\®S,, des foncteurs de Schur Sy et S, dont le gradué
est isomorphe a la somme directe :

Gr (S)\ & S;/,) = @ C()\, K, V)SI/ )
v partition

ot les coefficients entiers c(\, p,v) sont donnés par la régle de Littlewood-Richardson.

Corollaire D.2.4. Le GL,,/A-module S*(A™V®" @& A"®1) admet une filtration dont le
gradué est une somme directe de modules du type Sy(A™Y) @ S, (A™).

Corollaire D.2.5. Soit A un anneau commutatif. On a :
(i) H: (GL, /A, S*(A"V) @ SMNA™) =0 six>0.
(ZZ) (S*(AnVGBT o) An@q))GLn/A — (S*(ZnVGBT o) Zn@q)GLn/Z ® A

D.2.2 Le théoréme fondamental pour GL,

Soit A un anneau commutatif et V un A-module libre de rang fini. Notons A[V®" &
V'V @] Ialgebre des polynomes sur VO @ V'V P2 4 coefficients dans A. Le groupe GL(V)
agit sur A[V®" & VV®4] par automorphismes d’algebres de la maniére usuelle : si P est
un polynoéme alors g.P est donné par :

(g'P)(:L‘l)"'axT)fl)"'afq) = P(g(xl)v"'vg(xT)vfl Og_l)"'fqog_l) :

Les contractions sont les polynomes (i|j) homogenes de degré 2, définis par la formule :

(Z|j)($17 cee 7xrvf17 cee 7fq) = f](ajz) .
Les contractions sont invariantes sous l'action du groupe GL(V).

Théoréme D.2.6. [Z7, p. 16] Soit K un corps algébriquement clos et V un K-espace
vectoriel de dimension finie. L’anneau des invariants de K[V & V'V ®4] sous ’action de
GL(V) est l'anneauw engendré par les contractions :

K[VE @ vV ONGEWV) — K[(i]j),i =1,...,p,5=1,....q] .

Corollaire D.2.7. Soit V' un A-module libre de rang n. L’anneau des invariants
AlVer g vV @q]GL"/A est 'anneaw engendré par les contractions :

A[VET @ VVONCL/A — AlGi]5),i=1,...,r,5=1,....q] .

Démonstration. D’apres le corollaire [L23(ii), il suffit de démontrer le résultat pour A =
Z. Soit Bz la sous-algebre de Az = Z[VE @ V'V 94|GLn/Z engendrée par les contractions.
Bz est un Z-module libre gradué par le degré des polynomes, et chaque B% est un Z
module libre de type fini. D’aprés le théoréme des facteurs invariants on peut trouver
une base (a;)j=1., de A% et des entiers (d;)j—1. x tels que ((dja;);j=1.k) soit une base
de Bi.
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Appliquons le théoréme fondamental D28 et le corollaire D23 : I'inclusion B% C -Aiz
induit un isomorphisme : Aiz QK = B% ® K. Pour K = C ceci implique k£ = n. Pour
K= [F_p la cloture algébrique de [, ceci implique qu’aucun d; n’est divisible par p. Les
coefficients d; sont donc tous égaux a 1 ou —1. Ainsi on a Dégalité B, = A%, O
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Résumé : Le but de cette thése est d’obtenir des résultats sur la cohomologie rationnelle
du groupe linéaire. Nous attaquons ce probléme en le transposant dans la catégorie des
bifoncteurs polynomiaux, dans laquelle les calculs sont plus aisés.

Nous rappelons dans un premier temps la structure de la catégorie des bifoncteurs
polynomiaux sur un anneau commutatif quelconque. Nous démontrons que la cohomo-
logie des bifoncteurs calcule la cohomologie rationnelle du groupe linéaire sur un anneau
quelconque (ce résultat n’était auparavant connu que sur un corps). Puis nous dévelop-
pons des techniques générales pour le calcul de la cohomologie des bifoncteurs. Nous
introduisons notamment de nouveaux outils efficaces pour étudier la torsion de Frobe-
nius en caractéristique p. Enfin, nous appliquons ces méthodes a des familles explicites
de bifoncteurs. Nous obtenons ainsi de nouveaux résultats (par exemple des séries de
Poincaré) sur la cohomologie rationnelle & valeur dans des représentations classiques,
telles que les puissances symétriques et divisées des twists de 1’algebre de Lie du groupe
linéaire.

Mots clés : foncteurs polynomiaux, cohomologie des foncteurs, cohomologie rationnelle,
groupe linéaire, foncteurs de Schur, torsion de Frobenius, suite spectrale.

Summary : This thesis aims at obtaining information about the rational cohomology
of the general linear group. To tackle this problem, we transpose it in the category of
polynomial bifunctors. Indeed, computations are easier in this framework.

We first recall the structure of the category of polynomial bifunctors over an ar-
bitrary commutative ring. We show that bifunctor cohomology computes the rational
cohomology of the general linear group (this result was previously know over a field
only). Then, we develop techniques to compute bifunctor cohomology. We introduce
new effective tools to study Frobenius twists in characteristic p. Finally, we apply these
methods to explicit families of bifunctors. In this way, we obtain new results (such as
Poincaré series) for rational cohomology with values in classical representations, such as
symmetric and divided powers of the twisted Lie algebra of the general linear group.

Key words : polynomial functors, functor cohomology, rational cohomology, general
linear group, Schur functors, Frobenius twist, spectral sequence.
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