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Introdu
tionLa théorie des invariants 
lassique s'intéresse au 
al
ul des générateurs des algèbresd'invariants. Dans 
ette thèse, nous travaillons sur une version 
ontemporaine de 
ettethéorie : nous 
al
ulons des 
lasses de 
ohomologie. Nos 
al
uls s'e�e
tuent dans un 
adre� générique � : nous 
al
ulons la 
ohomologie des groupes linéaires GLn à 
oe�
ientsdans des représentations fon
torielles, pour des valeurs élevées de n.De la théorie des invariants à la 
ohomologie des bifon
teursThéorie des invariants sur le 
orps des nombres 
omplexesUn groupe algébrique de matri
es sur C est un groupe de matri
es G ⊂ Mn(C)dont les éléments sont les solutions d'un système d'équations polynomiales (ave
 pourin
onnues les 
oe�
ients mij des matri
es). Les groupes de matri
es usuels sont desexemples de groupes algébriques. Par exemple, SLn,C est dé�ni par l'équation polyno-miale det[mi,j] = 1. A première vue, le groupe linéaire ne semble pas rentrer dans 
ettedé�nition 
ar detM 6= 0 est une inéquation polynomiale. Cependant, GLn−1,C s'identi�eau groupe des matri
es 
arrées de taille n de la forme [ M 0
0 1/detM

]. Il est don
 dé�nipar le système d'équations polynomiales :
min = 0 pour 1 ≤ i ≤ n− 1 ,
mnj = 0 pour 1 ≤ j ≤ n− 1 ,
∑

σ∈Sn

ǫ(σ)

n∏

i=1

miσ(i) = 1 .Une a
tion linéaire d'un groupe G sur un C-espa
e ve
toriel V de dimension n est unmorphisme de groupes ρ : G→ GL(V ). Une a
tion rationnelle du groupe algébrique dematri
es G est une a
tion linéaire de G telle que les 
oordonnées matri
ielles de ρ(g) sontdes polyn�mes en les 
oordonnées matri
ielles de g. Par exemple, si G est un sous-groupealgébrique de GL(V ), l'a
tion usuelle : (g, v) 7→ g(v) est une a
tion rationnelle.Soit V une représentation de G. On peut lui asso
ier le sous-espa
e ve
toriel V G despoints �xes :
V G = {v ∈ V ,∀g ∈ G g.v = v} .La théorie des invariants étudie les propriétés de 
es points �xes.5



Les groupes algébriques usuels tels que GLn,C, SLn,C, SOn,C ou Spn,C, et plus gé-néralement tous les groupes algébriques dont le radi
al est un tore sont linéairementrédu
tifs, i.e. toute représentation de 
es groupes est isomorphe à une somme dire
te dereprésentations irrédu
tibles [33, p. 191℄. Par 
onséquent, sur C le fon
teur des points�xes −G est exa
t : toute suite exa
te 
ourte 0→ U → V →W → 0 de représentationsde G induit une suite exa
te 
ourte de points �xes :
0→ UG → V G →WG → 0 .Cohomologie rationnelle des groupes algébriquesLes dé�nitions des groupes algébriques de matri
es peuvent se formuler en rem-plaçant le 
orps des nombres 
omplexes par un anneau 
ommutatif quel
onque1. Dans
e 
ontexte, la théorie des invariants est nettement plus di�
ile. En e�et, les groupesde matri
es usuels ne sont plus linéairement rédu
tifs, même lorsque l'anneau de baseest un 
orps algébriquement 
los. Par exemple, prenons pour anneau A = K un 
orpsalgébriquement 
los de 
ara
téristique 2, et gl2 l'espa
e ve
toriel gl2 = End(K2) surlequel GL2,K agit (rationnellement) par 
onjugaison. On a une suite exa
te 
ourte dereprésentations :

0→ Λ2(gl2)→ gl⊗2
2 → S2(gl2)→ 0 ,mais l'appli
ation induite au niveau des points �xes :

(gl⊗2
2 )GL2,K → S2(gl2)

GL2,Kn'est pas une surje
tion. Son 
onoyau est un espa
e ve
toriel de dimension un, noté
H1

rat(GL2,K,Λ2(gl2)).Cet exemple illustre le 
as général. Le fon
teur −G des points �xes est seulementexa
t à gau
he. Ses fon
teurs dérivés dé�nissent la 
ohomologie rationnelle H∗rat(G,−)de G. La 
ohomologie rationnelle de G véri�e don
 les deux propriétés suivantes.(1) Pour toute représentation V de G, on a H0
rat(G,V ) = V G.(2) Toute suite exa
te 0→ V ′ → V → V ′′ → 0 de représentations de G induit unesuite exa
te longue :

0→ H0
rat(G,V

′)→ H0
rat(G,V )→ H0

rat(G,V
′′)→ H1

rat(G,V
′)→ . . .Par 
onstru
tion, la 
ohomologie rationnelle est don
 à la fois une généralisation et unoutil pour la théorie des invariants.Bifon
teurs polynomiaux et 
ohomologie rationnelle de GLnDans 
e travail, nous abordons les 
al
uls de 
ohomologie rationnelle des groupeslinéaires par le biais des 
atégories de fon
teurs. L'utilisation de fon
teurs pour 
onstruire1Si l'anneau de base n'est pas un 
orps algébriquement 
los, on 
onsidère les s
hémas en groupesa�nes plut�t que les groupes de matri
es proprement dits, 
f. annexe D.6



des représentations est 
lassique dans le 
as des groupes (non algébriques). Si V est unereprésentation du groupe G et F un fon
teur de la 
atégorie des A-modules vers la
atégorie des A-modules, alors le A-module F (V ) est muni de l'a
tion de G dé�nie par :
G× F (V ) → F (V )

(g, v) 7→ F (g)(v) .La notion de fon
teur polynomial est une modi�
ation de la notion usuelle de fon
teur,de façon à garantir que si V est une représentation rationnelle du groupe linéaire GLnalors la représentation dé�nie par la formule 
i-dessus est en
ore une représentationrationnelle.Les 
atégories de fon
teurs polynomiaux possèdent une stru
ture assez ri
he pourdévelopper l'algèbre homologique usuelle. On dé�nit la 
ohomologie H∗P,A(B) d'un bi-fon
teur B dé�ni sur un anneau A (
ontravariants en la première variable et 
ovariantsen la se
onde) en termes d'extensions dans la 
atégorie des bifon
teurs. La 
ohomologiedes bifon
teurs 
al
ule la 
ohomologie du groupe linéaire.Théorème (4.2.11). Soit A un anneau 
ommutatif, B un bifon
teur homogène debidegré (d, d) sur A et n ≥ d. Il existe un isomorphisme naturel en B :
H∗P,A(B)

≃
−→ H∗rat(GLn/A,B(An, An)) .Ce théorème est dû à Franjou et Friedlander dans le 
as d'un 
orps [13, Th 1.5℄, et estdémontré au 
hapitre 4 dans le 
as d'un anneau A quel
onque. Il permet de transposerle problème du 
al
ul de la 
ohomologie rationnelle du groupe linéaire dans la 
atégoriedes bifon
teurs polynomiaux. Cette démar
he est avantageuse 
ar un 
ertain nombre dephénomènes propres aux représentations fon
torielles rendent les 
al
uls plus aisés dansla 
atégorie des bifon
teurs polynomiaux.Un problème ouvert en 
ohomologie rationnelleNous détaillons maintenant le problème � d'engendrement 
ohomologique �ni �. Ceproblème est une généralisation dans le 
adre de la 
ohomologie rationnelle du quator-zième problème de Hilbert qui 
on
erne la théorie des invariants. C'est la motivationprin
ipale des 
al
uls menés dans 
e travail.Le quatorzième problème de HilbertSoit C[x1, . . . , xn] la C-algèbre des polyn�mes à n indéterminées et ρ : SLk,C →

GLn,C une a
tion rationnelle de SLk,C sur Cn. La 
omposée d'un polyn�me et del'appli
ation linéaire ρ(g) est en
ore un polyn�me. Le groupe linéaire SLk,C agitdon
 sur C[x1, . . . , xn]. Cette a
tion respe
te le produit de polyn�mes. L'ensembleC[x1, . . . , xn]
SLk,C des invariants de 
ette représentation de SLk,C 
onstitue don
 unesous-algèbre de C[x1, . . . , xn].Des 
al
uls expli
ites avaient 
onduit les mathémati
iens du XIXème siè
le à 
onje
-turer que 
es algèbres d'invariants étaient de type �ni. Des progrès spe
ta
ulaires sur7




ette question furent e�e
tués à la �n du siè
le grâ
e à Hilbert. En 1890, il démontra[22℄ que les algèbres d'invariants C[x1, . . . , xn]
SLk,C sont toutes de type �ni, introduisantpour 
ela des idées et des méthodes nouvelles (par exemple le � Nullstellensatz �) quisont la base de l'algèbre moderne. Connaissant le résultat pour les groupes SLk,C, onpeut s'intéresser à d'autres groupes, et poser la question plus générale suivante.Question 1. Soit K un 
orps algébriquement 
los et soitG un groupe algébrique agissantrationnellement par automorphismes d'algèbres sur une K-algèbre 
ommutative de type�ni A. L'algèbre des invariants AG est-elle de type �ni ?Cette question est un 
as parti
ulier du quatorzième des vingt-deux problèmes queHilbert proposa à la 
ommunauté mathématique lors du 
ongrès international de 1900.La réponse à 
ette question est négative en général [34℄. Cependant, Nagata démontra[35℄ en 1964 que la réponse est positive si le groupe G est géométriquement rédu
tif.Haboush démontra ensuite que les groupes dont le radi
al est un tore sont géométrique-ment rédu
tifs [21℄. Les groupes usuels de matri
es GLn,K, SLn,K, SOn,K et Spn,K sontdon
 des exemples de groupes géométriquement rédu
tifs.Engendrement 
ohomologique �ni : la 
onje
ture de van der KallenSoit K un 
orps algébriquement 
los et soit G un groupe algébrique sur K. Si Gagit rationnellement sur une K-algèbre A par automorphismes d'algèbres, alors la 
o-homologie rationnelle H∗rat(G,A) est une K-algèbre qui 
ontient l'algèbre des invariants

AG. Suivant [44℄, on dit que G possède la propriété d'engendrement 
ohomologique �ni(ECF) si non seulement l'algèbre des invariants AG mais plus généralement la 
ohomo-logie rationnelle H∗rat(G,A) tout entière est de type �ni dès que A est de type �ni.Question 2. Quels sont les groupes algébriques qui possèdent la propriété (ECF) ?Si un groupe algébrique G véri�e la propriété (ECF), alors pour toute algèbre Ade type �ni, la sous-algèbre AG est de type �ni. Le groupe G est don
 né
essairementgéométriquement rédu
tif [37℄. Van der Kallen a 
onje
turé que 
ette 
ondition est suf-�sante.Conje
ture 1. [43℄ Si G est un groupe géométriquement rédu
tif, alors G possède lapropriété (ECF).En 
ara
téristique nulle les groupes géométriquement rédu
tifs sont linéairement ré-du
tifs et leur algèbre de 
ohomologie H∗rat(G,A) est don
 égale à l'algèbre des invariants
AG. Le problème se réduit don
 au problème déjà résolu de théorie des invariants. En
ara
téristique non nulle, van der Kallen a réduit [43, 39℄ la preuve de sa 
onje
ture àune question qui porte sur la 
ohomologie rationnelle des groupes linéaires.Soit gln l'algèbre de Lie de GLn,K, 
'est-à-dire l'algèbre des matri
es 
arrées de taille
n, munie de l'a
tion (rationnelle) de GLn,K par 
onjugaison. Par 
hangement de basele long du morphisme de Frobenius K → K, x 7→ xp, on produit [24℄ une nouvellereprésentation de GLn,K, notée gl

(1)
n . En�n, l'algèbre des puissan
es divisées Γ∗(gl

(1)
n ) de8




ette représentation est en
ore une représentation (rationnelle) de GLn,K. La 
onje
turede van der Kallen se réduit au problème suivant, qui porte sur l'existen
e de � 
lassesuniverselles � dans la 
ohomologie de GLn,K à 
oe�
ients dans 
ette représentation.Problème 1. [43℄ Peut-on trouver des 
lasses c[m] ∈ H2m
rat (GLn,K,Γm(gl

(1)
n )) satisfaisantles 
onditions suivantes :(1) c[1] est la 
lasse du ve
teur de Witt.(2) Si ∆i,j : Γi+j → Γi ⊗ Γj est la 
omultipli
ation, alors :

(∆i,j)∗(c[i + j]) = c[i] ∪ c[j] pour i, j ≥ 1.Van der Kallen a résolu 
e problème par l'a�rmative pour n = 2 [43℄ et pour n = 3 en
ara
téristique p = 2 [44℄.Reformulation du problème en 
ohomologie des bifon
teursLes fon
teurs utilisés habituellement pour 
onstruire des représentations, tels quele twist de Frobenius V 7→ V (1), les puissan
es divisées V 7→ Γm(V ) ou le bifon
teur
gl(V,W ) = HomA(V,W ) sont des fon
teurs polynomiaux. Lorsque A = K est un 
orps,l'évaluation du bifon
teur Γm(1)gl = Γm ◦I(1) ◦gl sur la représentation rationnelle Kn de
GLn,K donne la représentation Γm(gl

(1)
n ). On peut don
 formuler la 
onje
ture suivante,qui résout le problème de van der Kallen pour tous les entiers n :Conje
ture 2. Il existe des 
lasses c[m] ∈ H2m

P,K(Γm(1)gl) satisfaisant les 
onditionssuivantes :(1) c[1] est un générateur H2
P,K(I(1)gl).(2) Notons ∆i,j : Γi+j → Γi ⊗ Γj la 
omultipli
ation. Alors :

(∆i,j)∗(c[i + j]) = c[i] ∪ c[j] pour i, j ≥ 1.Résultats prin
ipauxSoit A un anneau de 
ara
téristique p première. Dans 
ette thèse, nous sommesparvenus à 
al
uler la 
ohomologie du bifon
teur Γp(r)gl en 
ara
téristique p.Théorème (6.2.29). La série de Poin
aré de H∗P,A(Γp(r)gl) s'obtient en ajoutant lasérie
(t+ t2 + · · · + t2p−2)

1− t2p
r+1

1− t2pà la série de Poin
aré de H∗P,A(Sp(r)gl).En degré 2p, les 
ohomologies des bifon
teurs Γp(1)gl et Sp(1)gl ont don
 même rang.Il est possible de 
al
uler la 
ohomologie du bifon
teur Sp(1)gl et de déduire de 
etteinformation que la 
omultipli
ation ∆ : Γp → ⊗p induit un isomorphisme
H2p
P,A(Γp(r)gl) ≃−→ H2p

P,A(gl(r)⊗p)Sp .9



Cet isomorphisme permet de 
onstruire la 
lasse universelle c[p] en 
ara
téristique p.Les bifon
teurs Sn(r)gl des puissan
es symétriques twistées de gl ont d'étroites re-lations ave
 les puissan
es divisées twistées de gl. Si µ = (µ1, . . . , µn) est un n-upletd'entiers positifs, on note Sµ(r)gl le bifon
teur polynomial Sµ1(r)gl⊗· · ·⊗Sµk(r)gl. Nousparvenons à 
al
uler la série de Poin
aré de tous les bifon
teurs de 
e type :Théorème (6.1.1). Soient µ = (µ1, . . . , µn) un n-uplet de poids d et r un entier positif.Le A-module H∗P,A(Sµ(r)gl) est libre de type �ni et sa série de Poin
aré est égale à lasérie de Poin
aré des 
oinvariants du Sd-module gradué H∗P,A(gl(r)⊗d) sous l'a
tion dusous-groupe Sµ = Sµ1 × · · · ×Sµn ⊂ Sd.Les puissan
es symétriques sont des fon
teurs duaux des puissan
es divisées. D'aprèsla proposition 5.2.1, la 
ara
téristique d'Euler de la 
ohomologie du bifon
teur Γm(1)glest don
 égale à 
elle de la 
ohomologie de Sm(1)gl.Ces 
al
uls reposent sur une méthode plus générale pour étudier la 
ohomologie desbifon
teurs B(r) obtenus par pré
omposition d'un bifon
teur B par le twist de Frobenius.Les bifon
teurs pré
édents sont de 
ette forme 
ar le bifon
teur gl 
ommute ave
 letwist : I(1)gl ≃ gl(1). Nous 
onstruisons une suite spe
trale qui permet de 
omparerla 
ohomologie d'un bifon
teur B(r) ave
 
elle du bifon
teur B(−⊕p
r

1 ,−2) obtenu parpré
omposition de B par le fon
teur V 7→ V ⊕p
r sur sa première variable.Théorème (5.1.8). Soient r un entier positif et A un anneau de 
ara
téristique ppremière. Il existe un fon
teur E(−, r) qui à un bifon
teur B asso
ie une suite spe
trale

E(B, r) telle que :(i) Si on gradue E∗,∗2 (B, r) par le degré total : degEi,j2 (B, r) = i+ j, alors on a unisomorphisme Z/2-gradué :
E∗,∗2 (B, r) ≃ H∗P,A(B(−⊕p

r

1 ,−2)) .(ii) E(B, r) 
onverge vers H∗P,A(B(r)).On dit (dé�nition 5.1.10) que le twist de Frobenius est transparent pour le bifon
-teur B si pour tout r, la suite spe
trale E(B, r) dégénère à la se
onde page. Dans 
e
as, la 
ohomologie du bifon
teur twisté B(r) se lit sur 
elle du bifon
teur B(−⊕p
r

1 ,−2)qui est beau
oup plus simple à étudier. Comme appli
ation de 
e prin
ipe, nous don-nons au théorème 5.1.26 une des
ription (partielle) de la 
ohomologie d'un bifon
teurtwisté lorsque le twist est transparent. Nous étudions au paragraphe 5.1.3 des 
onditionsné
essaires ou su�santes pour la transparen
e du twist.Le 
al
ul de la série de Poin
aré de Γp(r)gl montre que le twist de Frobenius esttransparent pour Γpgl, tout 
omme il l'était déjà pour les puissan
es symétriques de gl.Nous 
onje
turons que 
'est le 
as général.Conje
ture (5.1.20). Le twist de Frobenius est transparent pour tous les bifon
teurs.La transparen
e du twist pour les bifon
teurs de la forme Γmgl permettrait de pro-duire les 
lasses de la 
onje
ture 2, et don
 de démontrer la 
onje
ture de van der Kallen.10



Contenu détaillé de la thèseNous présentons maintenant plus en détails le 
ontenu de la thèse. Chaque 
hapitrepossède par ailleurs une introdu
tion.AvertissementLes fon
teurs que nous étudions dans 
ette thèse sont appelés � fon
teurs stri
tementpolynomiaux � dans la littérature [18, 15, 9, 17, 14℄. En e�et, l'appellation � fon
teurspolynomiaux � est déjà utilisée pour désigner les fon
teurs de la 
atégorie F des fon
-teurs des k-espa
es ve
toriels de dimension �nie dans la 
atégorie des k-espa
es ve
torielsqui véri�ent une 
ertaine équation aux di�éren
es �nies [11℄. Pour alléger le texte et lesénon
és, et 
omme il n'y a pas de 
onfusion possible, nous ne mentionnerons jamaisle � stri
tement � . Nous parlerons don
 (abusivement) de fon
teurs polynomiaux pourdésigner les fon
teurs introduits par Friedlander et Suslin [18℄.Chapitre 1 : Rappels sur les 
atégories de fon
teurs polynomiauxCe 
hapitre est un présentation détaillée des 
atégories de fon
teurs polynomiaux.Nous étudions 
es 
atégories dans la plus grande généralité : fon
teurs à n variables,dé�nis sur un anneau 
ommutatif quel
onque. La 
atégorie des fon
teurs polynomiauxà n variables, homogènes de degré (d1, . . . , dn) est notée Pd1,...,dn,A(n). La plupart desrésultats de 
e 
hapitre ne sont pas originaux. Ce sont des généralisations évidentes desrésultats 
onnus dans le 
adre des fon
teurs polynomiaux à n variables sur un 
orps, oudans le 
adre des fon
teurs polynomiaux à une variable sur un anneau.Signalons tout de même quelques 
ontributions (minimes) de 
e 
hapitre. La pre-mière est l'existen
e de résolutions inje
tives et proje
tives naturelles dans les 
atégoriesde fon
teurs (propositions 1.4.9 et 1.4.14). Ces résolutions sont 
onnues depuis l'avène-ment des fon
teurs polynomiaux [18℄, mais leur naturalité ne semble jamais avoir étéutilisée. Cette naturalité sera utilisée dans le 
hapitre 3 (
onstru
tion du fon
teur desymétrisation) et dans le 
hapitre 5 (
onstru
tion de suites spe
trales naturelles). Lase
onde est une présentation su

in
te dans la se
tion 1.4.3 des 
atégories de fon
teurspolynomiaux à valeurs quel
onques et de leur relation ave
 les 
atégories de fon
teurspolynomiaux usuelles. En�n, la remarque 1.5.5 re
ti�e une petite erreur 
ontenue dans[40℄.Chapitre 2 : Extensions entre fon
teurs à une variableDans 
e 
ourt 
hapitre, nous 
al
ulons des groupes d'extensions entre fon
teurs àune variable (
orollaire 2.3.3, théorème 2.3.4) en 
ara
téristique positive. Les résultatsobtenus sont 
onnus depuis plusieurs années [15, 9℄, mais les méthodes que nous utili-sons sont en revan
he nouvelles, simples et e�
a
es. Nous généraliserons 
es méthodes(notamment le théorème 2.2.5) dans le 
adre des bifon
teurs au 
hapitre 5. Ce 
hapitrea don
 deux obje
tifs. Premièrement, redémontrer des 
al
uls 
lassiques dont nous au-rons besoin par la suite. Deuxièmement, mettre en a
tion dans le 
adre plus simple des11



fon
teurs à une variable les te
hniques que nous utiliserons plus tard pour 
al
uler la
ohomologie des bifon
teurs.Chapitre 3 : Symétrisations de fon
teurs polynomiauxCe 
hapitre traite des symétrisations inje
tives de fon
teurs à n variables sur unanneau quel
onque. La notion de symétrisation d'un fon
teur polynomial a été introduitedans [9℄ dans le 
adre des fon
teurs à une variable sur un 
orps. Elle joue dans 
et arti
leun r�le essentiel.Dé�nition. Soient (d1, . . . , dn) des entiers et f un fon
teur A-linéaire de la 
atégoriedes Sd1 × · · · × Sdn-modules vers la 
atégorie des A-modules. On dit que f est unesymétrisation d'un fon
teur polynomial à n-variables F ∈ Pd1,...,dn,A(n) si
f(V ⊗d11 ⊗ · · · ⊗ V ⊗dn

n ) = F (V1, . . . , Vn) .Nous utiliserons la notion de symétrisation aux 
hapitres 4 et 5. L'évaluation dessymétrisations sur 
ertains Sd×Sd-modules parti
uliers servira à dé
rire la 
ohomologiedes bifon
teurs (proposition 4.3.2 et théorème 5.1.26). Pour que 
ette utilisation dessymétrisations soit intéressante, il faut résoudre les deux problèmes suivants :1. Asso
ier à 
haque fon
teur polynomial F une symétrisation de F , et 
e
i naturel-lement en F .2. Déterminer le plus expli
itement possible les symétrisations obtenues.Le premier problème n'a pas été abordé dans [9℄, mais une solution a été proposée dans[17℄, dans le 
adre parti
ulier des fon
teurs à une variable sur un 
orps. Nous 
onstruisonsau théorème 3.2.1 un 
hoix naturel sym de symétrisation des fon
teurs polynomiaux.Sur un 
orps et pour les fon
teurs à une variable, notre fon
teur sym 
oïn
ide (
f.remarque 3.2.3) ave
 ave
 le fon
teur de symétrisation j∗ 
onstruit dans [17℄. Dans lase
tion 3.4, nous expliquons en quoi notre prin
ipe de 
onstru
tion est di�érent de 
eluiutilisé dans [17℄, et pourquoi le prin
ipe de 
onstru
tion utilisé dans [17℄ ne se généralisepas de manière satisfaisante sur une anneau quel
onque.Dans 
e 
hapitre, nous étudions également le deuxième problème. Nous détermi-nons expli
itement les symétrisations d'un 
ertain nombre de fon
teurs polynomiaux(propositions 3.3.4, 3.3.8, 3.3.11 et 3.4.17).Chapitre 4 : Cohomologie des bifon
teursDans 
e 
hapitre nous introduisons la 
atégorie PA(1, 1) des bifon
teurs polynomiaux(
ontravariants en une variable et 
ovariants en la se
onde) sur un anneau 
ommutatif
A. La 
ohomologie d'un bifon
teur B homogène de bidegré (d, d) est dé�nie 
omme legroupe d'extensions :

H∗P,A(B) := Ext∗PA(1,1)(Γ
dgl,B) ,où Γdgl est la pré
omposition du fon
teur Γd des puissan
es divisées par le bifon
teur

gl(−1,−2) = HomA(−1,−2). Lorsque B est un bifon
teur séparable, ie. de la forme12



HomA(F (−1), G(−2)) on a un isomorphisme :
H∗P,A(HomA(F,G)) ≃ Ext∗PA

(F,G) ,La 
ohomologie des bifon
teurs généralise don
 les 
al
uls d'extensions de fon
teurspolynomiaux à une variable. Le résultat prin
ipal du 
hapitre est :Théorème (4.2.11). Soit A un anneau 
ommutatif, B un bifon
teur homogène debidegré (d, d) sur A et n ≥ d. Il existe un isomorphisme naturel en B :
H∗P,A(B)

≃
−→ H∗rat(GLn/A,B(An, An)) .Ce résultat n'était 
onnu auparavant que dans le 
as où A est un 
orps [13, Th 1.5℄.Notre démonstration repose sur des 
al
uls expli
ites de théorie 
lassique des invariantset fournit lorsque A est un 
orps, une nouvelle démonstration de [13, Th 1.5℄ et [18, Cor3.13℄.Chapitre 5 : Cal
uls de 
ohomologie en 
ara
téristique p premièreDans 
e 
hapitre nous développons des te
hniques de 
al
ul de la 
ohomologie desbifon
teurs en 
ara
téristique p première.La première te
hnique est la plus importante. Elle permet de mieux 
omprendrel'in�uen
e des twists de Frobenius sur la 
ohomologie. Le point de départ est le théorèmesuivant, qui généralise le théorème 2.2.5 du deuxième 
hapitre :Théorème (5.1.8). Soient r un entier positif et A un anneau de 
ara
téristique ppremière. Il existe un fon
teur E(−, r) qui à un bifon
teur B asso
ie une suite spe
trale

E(B, r) telle que :(i) Si on gradue E∗,∗2 (B, r) par le degré total : degEi,j2 (B, r) = i+ j, alors on a unisomorphisme Z/2-gradué :
E∗,∗2 (B, r) ≃ H∗P,A(B(−⊕p

r

1 ,−2)) .(ii) E(B, r) 
onverge vers H∗P,A(B(r)).Lorsque la suite spe
trale dégénère à la deuxième page, la 
ohomologie de B(r) se lit,à une regraduation près, sur 
elle du bifon
teur non twisté B(−⊕p
r

1 ,−2). Le twist n'adon
 qu'un e�et minime et prévisible sur la 
ohomologie de B. Ce
i justi�e la dé�nitionsuivante :Dé�nition (5.1.10). Soit B un bifon
teur homogène de bidegré (d, d) dé�ni sur unanneau A de 
ara
téristique p première. On dit que le twist de Frobenius est transparentpour B si toutes les suites spe
trales E(B, r), r ≥ 0, dégénèrent à la deuxième page.13



L'intérêt de 
e phénomène de transparen
e est que la 
ohomologie du bifon
teur
B(−⊕p

r

1 ,−2) est plus simple à 
al
uler que 
elle de B(r). Si B ∈ PA(1, 1) est un bifon
teur
ontravariant en la première variable et 
ovariant en la se
onde, on note DB ∈ PA(2) lebifon
teur 
ovariant en ses deux variables dé�ni par DB(−1,−2) = B(−∨1 ,−2). Commeappli
ation de la notion de transparen
e du twist, on démontre :Théorème (5.1.26). Soient A un anneau 
ommutatif de 
ara
téristique p première et
r un entier positif. Il existe un morphisme naturel en B :

φB,r : H∗P,A(B(r))→ sym(DB)(H∗P,A(gl(r)⊗d)) .Si le twist de Frobenius est transparent pour B, 
e morphisme est surje
tif. Si
H∗P,A(B(−⊕p

r

1 ,−2)) = 0 pour ∗ > 0 alors φB,r est un isomorphisme.Dans le 
as parti
ulier où A est un 
orps et B est un bifon
teur séparable, 
e théorèmeest une généralisation du théorème prin
ipal de [9℄.Motivés par 
es appli
ations, nous étudions dans la se
tion 5.1.3 des 
onditions detransparen
e du twist de Frobenius et donnons des exemples. En fait, nous ne disposonspas d'exemple de bifon
teur pour lequel le twist n'est pas transparent. Dans la se
tion5.1.4 nous formulons et étayons la 
onje
ture suivante :Conje
ture (5.1.20). Le twist de Frobenius est transparent pour tous les bifon
teurs.Les deux autres te
hniques développées dans 
e 
hapitre 
on
ernent d'une part la
ara
téristique d'Euler et d'autre part les séries de Poin
aré de la 
ohomologie desbifon
teurs. Elles sont don
 valables lorsque l'anneau de base A est un 
orps.La 
ara
téristique d'Euler est une donnée intéressante pour la 
ohomologie des bi-fon
teurs dé�nis sur un 
orps. En e�et, de nombreux bifon
teurs usuels n'ont pas ou peude 
ohomologie en degré impair, et la 
ara
téristique d'Euler 
onstitue don
 une mino-ration intéressante de la taille de leur 
ohomologie. Dans la se
tion 5.2 nous développonsdes te
hniques pour 
al
uler aisément 
ette 
ara
téristique d'Euler. Pour 
ela, nous nousappuyons sur les outils développés préalablement : 
hangement de base, symétrisationset théorème 5.1.8. L'énon
é suivant regroupe nos 
on
lusions :Théorème (te
hniques de 
al
ul de 
ara
téristique d'Euler). Soit K un 
orps de
ara
téristique p non nulle.� Twists de Frobenius.
χH∗P,K(B(r)) = χH∗P,K(B(−⊕p

r

1 ,−2)) .� Dualité de Kuhn. Notons F ♯ le dual de Kuhn d'un fon
teur F , on a :
χH∗P,K(Fgl) = χH∗P,K(F ♯gl) .14



� Changement de 
ara
téristique. Si B est un bifon
teur dé�ni sur Z et BK le bifon
-teur obtenu par 
hangement de base sur le 
orps K alors χH∗P,K(BK) ne dépendpas de K (et don
 pas de la 
ara
téristique)Le 
hangement de 
ara
téristique est intéressant pour obtenir des 
al
uls expli
ites.En e�et, que lorsque la 
ara
téristique est nulle, la 
ohomologie est nulle en degré stri
te-ment positif (
f. 
orollaire 4.2.13). La 
ara
téristique d'Euler est don
 égale à la dimen-sion de la 
ohomologie en degré 0. Or on 
onnaît la 
ohomologie de degré zéro en termesde symétrisations (proposition 4.3.2) et en 
ara
téristique nulle les symétrisations sonttrès expli
ites (
f. 
hapitre 3).En�n, nous souhaitons pouvoir e�e
tuer des 
al
uls expli
ites de séries de Poin
arépour la 
ohomologie des bifon
teurs sur un 
orps de 
ara
téristique positive (par exempleFp). Supposons que B est un bifon
teur dé�ni sur Z, et notons BK le bifon
teur sur Kobtenu par 
hangement de base. En vue du théorème 5.1.26, nous 
her
hons don
 à ob-tenir la dimension de l'espa
e ve
toriel obtenu en évaluant la symétrisation sym(DBFp)sur le Sd ×Sd-module H∗P,Fp
(gl(r)⊗d).Malheureusement, la symétrisation sym(DBFp) n'est pas toujours 
onnue expli
ite-ment. La symétrisation sym(DBC) sur le 
orps de base C est par 
ontre plus fa
ile à
al
uler. Pour 
al
uler la dimension du Fp-espa
e ve
toriel sym(DBFp)(H

∗
P,Fp

(gl(r)⊗d))on adopte don
 la stratégie suivante :1. On dé
oupe le Sd×Sd-module H∗P,Fp
(gl(r)⊗d) en une somme dire
te de Sd×Sd-modules de permutation FpE.2. Le théorème suivant permet ensuite de ramener le 
al
ul de la dimension de

sym(DBFp)(FpE) au 
al
ul plus fa
ile de la dimension de sym(DBC)(CE).Théorème (5.3.2). Soit B ∈ Pdd,Z un bifon
teur homogène de bidegré (d, d) et p unnombre premier. Supposons que le Z-module H1
P,Z(B(−⊕d1 ,−2)) n'a pas de p-torsion.Alors pour tout Sd × Sd-module élémentaire ZE, la dimension du Fp-espa
e ve
toriel

sym(DBFp)(ZE⊗Fp) est égale à la dimension du C-espa
e ve
toriel sym(DBC)(ZE⊗C).Cette stratégie permettra par exemple de 
al
uler les séries de Poin
aré de la 
oho-mologie des tenseurs symétriques twistés de gl au 
hapitre 6.Chapitre 6 : Cohomologie des tenseurs symétriques twistésCe 
hapitre présente des 
al
uls expli
ites de séries de Poin
aré de bifon
teurs obte-nus grâ
e aux te
hniques développés dans le 
hapitre 5. Notre prin
ipal résultat 
on
ernela famille de tenseurs symétriques twistés de gl 
'est-à-dire des bifon
teurs obtenus enpré
omposant un produit tensoriel Sµ(r) de puissan
es symétriques twistées par le bi-fon
teur gl(−1,−2) = HomA(−1,−2).Théorème (6.1.1). Soient µ = (µ1, . . . , µn) un n-uplet de poids d, A un anneau de
ara
téristique p première et r un entier positif. Le A-module H∗P,A(Sµ(r)gl) est libre detype �ni et sa série de Poin
aré est égale à la série de Poin
aré des 
oinvariants du Sd-module gradué H∗P,A(gl(r)⊗d) sous l'a
tion du sous-groupe Sµ = Sµ1 × · · · ×Sµn ⊂ Sd.15



Une démonstration élémentaire (mais te
hnique) de 
e théorème a été publiée dans[41℄. Le résultat n'était préalablement 
onnu que pour p < d et p = d = 2 [13, Th 5.1℄.Nous utilisons ensuite 
e résultat pour obtenir de nouvelles séries de Poin
aré. Notons
Lp le quotient de Sp par le sous-fon
teur I(1).Théorème (6.2.17). Soient A un anneau de 
ara
téristique p première et r un entierpositif. La série de Poin
aré de la 
ohomologie de Lp(r)gl s'obtient en ajoutant la série :

1− t2p
r+1

1− t2p
(t+ t3 + · · ·+ t2p−5 + t2p−3 − 1)à la série de Poin
aré de H∗P,A(Sp(r)gl).Lorsque p = 2 le fon
teur L2 est égal au fon
teur Λ2 des puissan
es extérieures.Notre théorème redonne don
 un résultat 
onnu [13, Th 5.1℄. Lorsque p 6= 2, 
e résultatest nouveau, tout 
omme le suivant :Théorème (6.2.29). La série de Poin
aré de H∗P,A(Γp(r)gl) s'obtient en ajoutant lasérie

(t+ t2 + · · · + t2p−2)
1− t2p

r+1

1− t2pà la série de Poin
aré de H∗P,A(Sp(r)gl).En�n, nos résultats sur la 
ohomologie des tenseurs symétriques twistés de gl nouspermettent d'étudier le 
omportement après passage à la 
ohomologie des 
omplexes
onstruits Troes
h [42℄, qui généralisent en toute 
ara
téristique p première les 
omplexes
lassiques 
onnus [16, 18℄ pour p = 2 :
Snp → Snp−1 ⊗ S1 → Snp−2 ⊗ S2 → · · · → S1 ⊗ Snp−1

։ Snp .Nous en déduisons (
orollaire 6.2.11) des renseignements sur les appli
ations induites en
ohomologie par les morphismes entre tenseurs symétriques. En parti
ulier la multipli-
ation gl(r)⊗d ։ Sd(r)gl n'induit pas un morphisme surje
tif en 
ohomologie.Chapitre 7 : Combinatoire du pléthysme Sµ(V ⊗W )Ce 
hapitre utilise et développe la 
ombinatoire introduite par Akin, Bu
hsbaumet Weyman dans [4℄. Dans 
et arti
le les auteurs 
onstruisent [4, �III℄ une �ltrationexpli
ite du bifon
teur Sn(−1 ⊗ −2) dont le gradué est une somme dire
te de produitstensoriels de fon
teurs de S
hur Sλ(−1)⊗Sλ(−2). D'autre part on dispose [4, Th II.2.16℄de présentations des fon
teurs de S
hur Sλ.En prenant les produits tensoriels et les sommes adéquates, on a don
 une �ltrationde Sµ(−1⊗−2) et une présentation du gradué asso
ié à 
ette �ltration. En reprenant les
al
uls de [4℄, nous montrons 
omment en déduire (théorème 7.1.11) une présentationexpli
ite de Sµ(−1 ⊗−2). Nous appelons 
ette présentation � présentation standard � :
Rµ(−1,−2)

Xµ
−−→ Gµ(−1,−2)

Φµ
−−→ Sµ(−1 ⊗−2)→ 0 .16



En dualisant la première variable, on obtient une présentation du bifon
teur Sµgl. Nousmontrons au théorème 7.2.4 que 
ette présentation induit après passage au twist unede la 
ohomologie de Sµ(r)gl. L'intérêt de 
ette présentation est que les bifon
teursobtenus en dualisant la première variable de Rµ et de Gµ sont fa
iles à 
omprendreen 
ohomologie (
e sont des fon
teurs séparables). Ce théorème nous donne don
 unedes
ription expli
ite (mais 
omplexe) de la 
ohomologie, plus naturelle que la série dePoin
aré obtenue au 
hapitre 6.En�n, nous utilisons la 
ombinatoire développée dans [4℄ pour donner (
orollaire7.2.12) une base expli
ite sur Z de H0
P(Sngl).
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ConventionsDans tout le do
ument, les anneaux et les algèbres sont toujours supposées unitaires,et les 
orps sont toujours supposés 
ommutatifs. Nous utiliserons les 
onventions denotation suivantes :La lettre minus
ule p désigne un nombre premierLa lettre A désigne un anneau 
ommutatif unitaireLa lettre A désigne un anneau 
ommutatif unitaire de 
ara
téristique p premièreLa lettre K désigne un 
orpsLe symbole Fq désigne un 
orps à q élémentsLa lettre N désigne l'ensemble des entiers naturelsLa lettre Z désigne l'ensemble des entiers relatifsLa lettre Q désigne le 
orps de nombres rationnelsLa lettre C le 
orps des nombres 
omplexes
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Chapitre 1Rappels sur les 
atégories defon
teurs polynomiauxDans 
e 
hapitre, nous présentons les 
atégories de fon
teurs polynomiaux. Nous
ommençons par quelques rappels et notations d'algèbre linéaire, et nous introduisonsla 
atégorie VA des A-modules proje
tifs de type �ni sur un anneau 
ommutatif A.Nous donnons ensuite deux points de vue sur les 
atégories de fon
teurs polynomiaux.Le premier point de vue, développé au paragraphe 1.2, suit la des
ription faite dans[18, 15, 40℄. La notion de fon
teur polynomial y est présentée 
omme une modi�
ationde la notion usuelle de fon
teur de VA  VA. Dans le paragraphe 1.3, nous développonsun deuxième point de vue inspiré de [14, 17℄. Un fon
teur polynomial y est dé
rit 
ommeun fon
teur au sens usuel du terme, mais on rempla
e la 
atégorie VA à la sour
e par une
atégorie ΓdVA qui 
ode le 
ara
tère polynomial du fon
teur. C'est 
e deuxième pointde vue que nous utiliserons dans la suite du 
hapitre.Sur un anneau de base A quel
onque, les 
atégories de fon
teurs polynomiaux nesont pas des 
atégories abéliennes. Cependant, 
e sont des 
atégories exa
tes au sensde Quillen, 
f. annexe A. Au prix de quelques pré
autions mineures (il faut travaillerave
 des suites exa
tes 
ourtes et des résolutions admissibles), on peut don
 y faire del'algèbre homologique 
omme dans les 
atégories abéliennes. Dans les paragraphes 1.4et 1.5, nous présentons des te
hniques bien 
onnues [18, 15, 14, 40℄ pour faire des 
al
ulsd'extensions dans les 
atégories de fon
teurs polynomiaux.En�n, dans le paragraphe 1.6, nous présentons en détail le twist de Frobenius I(1) surun anneau A de 
ara
téristique première. Ce fon
teur polynomial joue un r�le importantpour la théorie des représentations des groupes algébriques [18, 15, 10, 43℄. Son étudesera l'un des points 
entraux des 
hapitres 2 et 5.Terminons par une remarque. Bien que les 
atégories de fon
teurs polynomiaux sontfortement reliées aux représentations du groupe algébrique GLn, la notion de groupealgébrique n'intervient pas dans 
e 
hapitre, hormis dans la proposition 1.2.16 qui stipuleque les fon
teurs polynomiaux fournissent des représentations rationnelles des groupeslinéaires. La liaison ave
 la 
ohomologie rationnelle du groupe linéaire sera e�e
tuée plustard, au 
hapitre 4. 21



1.1 Rappels d'algèbre linéaireSoit A un anneau 
ommutatif. On rappelle qu'un A-module proje
tif de type �ni estun fa
teur dire
t d'un A-module libre de type �ni.1.1.1 Dualité A-linéaireSi V est un A-module, on note V ∨ son dual A-linéaire :
V ∨ := HomA(V,A) .Le dual d'un module proje
tif de type �ni est en
ore un module proje
tif de type �ni.Si V , W sont des A-modules proje
tifs de type �ni et d un entier positif, on 
onnaît desisomorphismes A-linéaires, naturels en V ,W :

V ≃ (V ∨)∨ ,

V ∨ ⊗AW ≃ HomA(V,W ) ,

HomA(V,W )∨ ≃ HomA(V ∨,W∨) ,

V ∨ ⊗AW
∨ ≃ (V ⊗AW )∨ ,

HomA(V,W )⊗d ≃ HomA(V ⊗d,W⊗d) .1.1.2 Algèbres symétriques, extérieures, à puissan
es diviséesDans 
e paragraphe, nous rappelons brièvement la 
onstru
tion et les propriétésdes algèbres symétriques, extérieures et à puissan
es divisées. Ce matériel 
lassique est
ontenu par exemple dans [28℄ ou [12, annexe 2℄. Soit V un A-module proje
tif detype �ni. L'algèbre tensorielle sur V est le A-module gradué ⊕d≥0 V
⊗d muni de lamultipli
ation

(v1 ⊗ · · · ⊗ vk)⊗ (v′1 ⊗ · · · ⊗ v
′
ℓ) 7→ (v1 ⊗ · · · ⊗ vk ⊗ v

′
1 ⊗ · · · ⊗ v

′
ℓ)et ave
 unité 1 ∈ A = V ⊗0.L'algèbre symétrique S∗(V ) est l'algèbre graduée obtenue 
omme quotient de l'al-gèbre tensorielle par l'idéal engendré par les éléments de la forme v ⊗ v′ − v′ ⊗ v, ave


v, v′ ∈ V . Notons (v1, . . . , vd) ∈ S
d(V ) l'image de l'élément v1⊗· · ·⊗vd par la proje
tion

V ⊗d ։ Sd(V ). Si V et W sont des A-modules proje
tifs de type �ni, on appelle formuleexponentielle formule exponentielle l'isomorphisme A-linéaire gradué, naturel en V,W :
S∗(V )⊗A S

∗(W )
≃
−→ S∗(V ⊕W )

(v1 . . . vk)⊗ (w1 . . . wℓ) 7→ (v1 . . . vkw1 . . . wℓ)L'appli
ation V → V ⊕ V , v 7→ (v, v) induit un morphisme S∗(V ) → S∗(V ⊕ V ). La
omposée
S∗(V )→ S∗(V ⊕ V ) ≃ S∗(V )⊗A S

∗(V )22



dé�nit une 
omultipli
ation sur S∗(V ). Munie de 
ette 
omultipli
ation et augmentéepar S0(V ) = A, S∗(V ) est une algèbre de Hopf graduée. La stru
ture multipli
ativede l'algèbre symétrique se traduit agréablement en termes de 
oinvariants (
f. annexeB.1.2). Si k, ℓ sont deux entiers positifs, le groupe symétrique Sk+ℓ agit sur V ⊗k+ℓ parpermutation des fa
teurs. Le produit tensoriel Sk(V )⊗ Sℓ(V ) est égal aux 
oinvariantsde V ⊗k+ℓ sous l'a
tion du sous-groupe Sk × Sℓ et Sk+ℓ(V ) est égal aux 
oinvariantssous l'a
tion de Sk+ℓ. L'in
lusion Sk ×Sℓ ⊂ Sk+ℓ induit une surje
tion
(
V ⊗k+ℓ

)
Sk×Sℓ

։

(
V ⊗k+ℓ

)
Sk+ℓqui est pré
isément égale à la multipli
ation.L'algèbre extérieure Λ∗(V ) sur le A-module proje
tif de type �ni V est l'algèbregraduée dé�nie 
omme quotient de l'algèbre tensorielle sur V par l'idéal engendré par leséléments v⊗v ave
 v ∈ V . On a également une formule exponentielle, ie. un isomorphisme

A-linéaire gradué, naturel en les modules proje
tifs de type �ni V,W :
Λ∗(V )⊗A Λ∗(W ) ≃ Λ∗(V ⊕W ) .On dé�nit sur Λ∗(V ) une stru
ture d'algèbre de Hopf graduée analogue à 
elle de l'al-gèbre symétrique. Pour tout A-module proje
tif de type �ni, on a un isomorphismed'algèbres de Hopf graduées, naturel en V :

Λ∗(V )∨ ≃ Λ∗(V ∨) .En�n, l'algèbre à puissan
es divisée Γ∗(V ) sur le A-module proje
tif de type �ni Vest l'algèbre de Hopf graduée dé�nie par la formule :
Γ∗(V ) := S∗(V ∨)∨ .

Γn : puissan
e divisée Cette algèbre graduée satisfait également à une formule exponen-tielle :
Γ∗(V ⊕W ) ≃ Γ∗(V )⊗A Γ∗(W ) .La 
omultipli
ation de l'algèbre à puissan
es divisées s'interprète agréablement en termesd'invariants. Si k, ℓ sont deux entiers positifs, le groupe symétrique Sk+ℓ agit sur V ⊗k+ℓpar permutation des fa
teurs. Le produit tensoriel Γk(V )⊗Γℓ(V ) est égal aux invariantsde V ⊗k+ℓ sous l'a
tion du sous-groupe Sk ×Sℓ et Γk+ℓ(V ) est égal aux invariants sousl'a
tion de Sk+ℓ. L'in
lusion Sk × Sℓ ⊂ Sk+ℓ induit une inje
tion (V ⊗k+ℓ)Sk+ℓ →֒(

V ⊗k+ℓ
)Sk×Sℓ . Ces appli
ations dé�nissent une inje
tion

(
V ⊗k+ℓ

)Sk+ℓ

→֒
⊕

i+j=k+l

(
V ⊗k+ℓ

)Si×Sjqui est pré
isément égale à la 
omultipli
ation de l'algèbre à puissan
es divisées.23



1.1.3 La 
atégorie VASoit Mod(A) la 
atégorie abélienne des A-modules et des appli
ations A-linéaires.On note VA VA : 
atégorie des A-modules proje
tifs de type �ni la sous-
atégorie pleinede Mod(A) ayant pour objets les A-modules proje
tifs de type �ni. La 
atégorie VAest une 
atégorie A-linéaire
atégorie !A-linéaire, 
'est-à-dire une 
atégorie dont les Homsont des A-module et où la 
omposition est bilinéaire. Elle possède des sommes �nies etdes produits �nis qui en font une 
atégorie additive.Si A est un 
orps, la 
atégorie VA est abélienne, mais 
e n'est pas le 
as si l'anneau
A est un anneau 
ommutatif quel
onque : la 
atégorie VA n'est pas stable par noyaux et
onoyaux. Par exemple sur A = Z, le morphisme Z ×2

−−→ Z n'admet pas de 
onoyau dans
VA. Si A est un anneau prin
ipal ou plus généralement un anneau de Dedekindanneau !deDedekind [5, dé�nition p. 445℄, tous les morphismes admettent des noyaux. Malgré 
edéfaut d'existen
e de noyaux et de 
onoyaux en général, la 
atégorie VA possède unestru
ture su�samment ri
he pour pouvoir faire de l'algèbre homologique : 
'est une
atégorie exa
te au sens de Quillen, 
atégorie !exa
te 
f. annexe A.Soit d un entier positif. Les parties homogènes de degré d des algèbres tensorielles,symétriques, extérieures et divisées dé�nissent des endofon
teurs de VA, notés respe
tive-ment ⊗d, Sd,Λd,Γd. Les multipli
ations ou 
omultipli
ations de 
es algèbres dé�nissentdes transformations naturelles de fon
teurs. Par exemple, la multipli
ation de l'algèbresymétrique induit pour tout 
ouple k, ℓ d'entiers naturels une transformation naturelle
Sk ⊗ Sℓ → Sk+ℓ.1.2 Fon
teurs polynomiaux selon Friedlander et Suslin1.2.1 Polyn�mespolyn�meSoient A un anneau 
ommutatif et V,W ∈ VA des A-modules proje
tifs de type �ni.On pose

HomPol(V,W ) := S∗(V ∨)⊗W .Les éléments de HomPol(V,W ) sont appelés polyn�mes de V dans W . Un polyn�meest dit homogène de degré d ≥ 0 si 
'est un élément de Sd(V ∨) ⊗W . Les appli
ationslinéaires s'identi�ent aux polyn�mes homogènes de degré 1 et toute appli
ation bilinéaire
U × V →W dé�nit un polyn�me homogène de degré 2 de U × V dans W .Un polyn�me de V versW détermine une appli
ation polynomiale entre les ensembles
V et W . L'appli
ation polynomiale 
orrespondant au polyn�me f = φ1 . . . φd ⊗ w ∈
Sd(V ∨)⊗W est en
ore notée f et est donnée par la formule

f(v) = φ1(v) . . . φd(v)w .Pour I = (i1, . . . , id) on note φI l'élément φi1 . . . φid ∈ Sd(V ∨). On dé�nit la 
ompo-sition des polyn�mes
HomPol(U, V )×HomPol(V,W ) → HomPol(U,W )

(Q,P ) 7→ P ◦Q24



par la formule usuelle :
(
∑

J

ψJ ⊗wJ

)
◦

(
∑

I

φI ⊗ vI

)
:=
∑

J

(
∑

I

ψj1(vI)φI

)
. . .

(
∑

I

ψjd(vI)φI

)
⊗ wJ .Cette loi est asso
iative, et la 
omposée d'un polyn�me (homogène) de degré d et d'unpolyn�me (homogène) de degré e est un polyn�me (homogène) de degré de.1.2.2 Fon
teurs polynomiaux
atégorie !produit Soient C1, . . . , Cn des 
atégories. La 
atégorie produit C1×· · ·×Cnest la 
atégorie dont les objets sont des n-uplets (C1, . . . Cn) où Ci est un objet de Cipour tout i, ave


HomC1×···×Cn

(
(C1, . . . , Cn); (C

′
1, . . . , C

′
n)
)

:=

n∏

i=1

HomCi(Ci, C
′
i)et par dé�nition, la loi de 
omposition dans C1 × · · · × Cn est le produit des lois de
omposition dans les Ci.fon
teur !polynomialDé�nition 1.2.1. [40, def 2.1, def 3.5℄ Un n-fon
teur polynomial T sur un anneau
ommutatif A :

T : V×nA  VAest la donnée pour tout V ∈ V×nA d'un élément T (V ) ∈ VA et pour toute paire V ,W ∈
V×nA d'un polyn�me

TV ,W : HomV×n
A

(V ,W )→ HomVA
(T (V ), T (W )) ,véri�ant les deux 
onditions :(1) TV ,V (IdV ) = IdT (V ) .(2) Pour tous U, V ,W ∈ V×nA , le diagramme suivant de polyn�mes 
ommute :

Hom(U, V )×Hom(V ,W )
◦ //

TU,V ×TV ,W

��

Hom(V ,W )

TU,W

��
Hom(T (U ), T (V ))×Hom(T (V ), T (W ))

◦ // Hom(T (U ), T (W )) .Remarque 1.2.2. Comme un polyn�me dé�nit une appli
ation (polynomiale), un fon
-teur polynomial dé�nit un fon
teur au sens usuel du terme. Cependant, deux fon
teurspolynomiaux di�érents peuvent dé�nir, par oubli de stru
ture, le même fon
teur au sensusuel. C'est le 
as par exemple du twist de Frobenius −(1) (
f. dé�nition 1.6.2) et dufon
teur identité sur le 
orps premier A = Fp.25



Exemple 1.2.3. Γn : puissan
e divisée Sn : puissan
e symétrique Λn : puissan
e extérieure
⊗n : puissan
e tensorielle Les fon
teurs puissan
es divisées Γd, puissan
es extérieures Λd,puissan
es symétriques Sd et puissan
es tensorielles ⊗d ont une stru
ture de fon
teurpolynomial. Par exemple, ⊗dV,W est le polyn�me homogène de degré d de HomA(V,W )dans HomA(V ⊗d,W⊗d) obtenu en prenant l'image de IdHom(V ⊗d,W⊗d) par l'appli
ationinduite par la multipli
ation :

Hom(V,W )∨⊗d ⊗Hom(V ⊗d,W⊗d)→ Sd(Hom(V,W )∨)⊗Hom(V ⊗d,W⊗d) .Exemple 1.2.4. Soit S un n-fon
teur polynomial et pour tout 1 ≤ i ≤ n, Ti un ti-fon
teurpolynomial. Alors le fon
teur 
omposé : S(T1, . . . , Tn) a une stru
ture de ∑ ti-fon
teurpolynomial donnée par la formule de 
omposition des polyn�mes.Exemple 1.2.5. ⊗ : produit tensoriel ⊠ : produit tensoriel extérieur Si T, T ′ sont des n-fon
teurs polynomiaux, alors leur produit tensoriel (T⊗T ′)(V ) = T (V )⊗T ′(V ) est munid'une stru
ture de n-fon
teur polynomial de la façon suivante. Le polyn�me (T⊗T ′)V ,West l'image de TV ,W ⊗ T ′V ,W par l'appli
ation induite par la multipli
ation :
(S∗(Hom(V ,W )∨))⊗2 ⊗Hom(T (V ), T (W ))⊗Hom(T ′(V ), T ′(W ))

→ S∗(Hom(V ,W )∨)⊗Hom((T ⊗ T ′)(V ), (T ⊗ T ′)(W )) .De même, si T (resp. T ′) est un n(resp. m)-fon
teur polynomial, le produit tensorielextérieur (T ⊠T ′)(V , V ′) = T (V )⊗T ′(V ′) est muni d'une stru
ture de (n+m)-fon
teurpolynomial.Dé�nition 1.2.6. Une transformation naturelle f : S → T entre deux n-fon
teurspolynomiaux est la donnée, pour tout V ∈ V×nA d'une appli
ation linéaire fV : S(V )→
T (V ) telle que le diagramme suivant de polyn�mes 
ommute :

Hom(V ,W )
SV ,W //

TV ,W

��

Hom(S(V ), S(W ))

fW ◦−

��
Hom(T (V ), T (W ))

−◦fV // Hom(S(V ), T (W )) .Exemple 1.2.7. Soit X∗ = S∗,Λ∗ ou Γ∗. Les transformations naturelles données par lamultipli
ation Xk⊗Xℓ → Xk+ℓ, la 
omultipli
ation Xk+ℓ → Xk⊗Xℓ ou la permutation
Xk ⊗Xℓ ≃ Xℓ ⊗Xk sont des transformations naturelles de fon
teurs polynomiaux.On peut véri�er :Proposition 1.2.8. Soit f : S → T une transformation naturelle entre deux n-fon
teurspolynomiaux. Supposons que pour tout V ∈ V×nA , Ker fV (resp. Coker fV , resp. Im fV )est un module proje
tif de type �ni, alors f admet un noyau (resp. un 
onoyau, resp.une image).Corollaire 1.2.9. Soit f : S → T une transformation naturelle entre deux n-fon
teurstelle que pour tout V ∈ V×nA , fV est surje
tive. Alors f admet un noyau.26



fon
teur !de S
hurExemple 1.2.10. Soit λ/λ′ un diagramme gau
he. Le fon
teur de S
hur Sλ/λ′ sur A (
f.dé�nition B.3.12 et 
orollaire B.3.16) est un fon
teur polynomial.
Sλ/λ′ : fon
teur de S
hur1.2.3 Fon
teurs de degré �nidegré (d'un fon
teur) Soient V = (V1, . . . , Vn) et W = (W1, . . . ,Wn) deux objets de

V×nA . On a un isomorphisme :
Sd
(
HomV×n

A
(V ,W )∨

)
≃

⊕

d1+···+dn=d

n⊗

i=1

Sdi
(
HomVA

(Vi,Wi)
∨
)
.Un polyn�me f de HomV×n

A
(V ,W ) dans W est homogène de degré total d si f est unélément de Sd (HomV×n

A
(V ,W )∨

)
⊗W et il est homogène de degré (d1, . . . , dn) si f estun élément de⊗n

i=1 S
di (HomVA

(Vi,Wi)
∨)⊗W .Dé�nition 1.2.11. Soit T un n-fon
teur polynomial. On dit que T est de degré �nisi les degrés des polyn�mes TV ,W sont majorés. On dit que T est homogène de degré

(d1, . . . , dn) (resp. homogène de degré total d) si tous les polyn�mes TV ,W sont homo-gènes de degré (d1, . . . , dn) (resp. homogènes de degré total d).Exemple 1.2.12. Les fon
teurs Λd, Sd, Γd, ⊗d sont des fon
teurs homogènes de degré d.Si λ/λ′ est un diagramme gau
he de poids d, le fon
teur de S
hur Sλ/λ′ (
f. dé�nitionB.3.12) est également un fon
teur homogène de degré d.Exemple 1.2.13. Le fon
teur ⊕d≥0Λ
d est un fon
teur polynomial qui n'est pas de degré�ni.Dé�nition 1.2.14. Soit A un anneau 
ommutatif. On note PA(n) la 
atégorie des fon
-teurs polynomiaux de degré �ni et des transformations naturelles entre de tels fon
teurs.On note Pd,A(n) (resp. Pd1,...,dn,A(n)) la sous-
atégorie pleine des fon
teurs polynomiauxhomogènes de degré total d (resp. de degré (d1, . . . , dn)). PA(n) : 
atégorie des fon
teurspolynomiaux à n-variables Pd,A(n) : 
atégorie des fon
teurs polynomiaux à n-variables,homogènes de degré total d Pd1,...,dn,A(n) : 
atégorie des fon
teurs polynomiaux à n-variables, homogènes de degré (d1, . . . , dn)Abus de notation 1.2.15. Les notations introduites dans la dé�nition pré
édente sontrelativement lourdes. Pour alléger les formules, on s'autorisera les abus suivants.� Lorsqu'il n'y a pas de 
onfusion possible sur l'anneau A, on omettra de l'indiquer.Par exemple, on pourra é
rire Pd(n) au lieu de Pd,A(n).� Lorsqu'il n'y a pas de 
onfusion possible sur le nombre de variables, on pourra nepas l'indiquer. Par exemple, on pourra é
rire Pd1,...,dn,A au lieu de Pd1,...,dn,A(n).� En�n, lorsque n = 1, on omet d'indiquer le nombre de variables. Ainsi, PA signi�e

PA(1) et Pd,A signi�e Pd,A(1). 27



A l'instar des 
atégories de fon
teurs usuelles [36, p. 80℄, les 
atégories de fon
teurspolynomiaux PA(n) (resp. Pd,A(n), Pd1,...,dn,A(n)) héritent de la stru
ture de la 
atégorie
VA située au but. Ainsi, 
e sont des 
atégories A-linéaires additives. Les noyaux et les
onoyaux sont 
al
ulés au but quand ils existent. Si A est un anneau de Dedekind, toutmorphisme admet un noyau. Si A est un 
orps, les 
atégories de fon
teurs polynomiauxsont abéliennes.Soit T un n-fon
teur polynomial et V = (V1, . . . , Vn) ∈ V

×n
A . Par fon
torialité de T ,le polyn�me

TV ,V :

n∏

i=1

EndA(Vi)→ End(T (V ))induit une a
tion (polynomiale) du monoïde ∏n
i=1EndA(Vi) sur T (V ). En restreignantau groupe linéaire, on obtient une stru
ture de GL(V1)×· · ·×GL(Vn)-module rationnelsur T (V ). On a don
 :Proposition 1.2.16. [40, p. 702℄ Soit A un anneau 
ommutatif, et V = (V1, . . . , Vn)un n-uplet de modules proje
tifs de type �ni, et T un n-fon
teur polynomial de degré �nisur A. Alors T (V ) est muni d'une stru
ture de GL(V1)×· · ·×GL(Vn)-module rationnel.Proposition 1.2.17. [18, prop 2.6℄,[40, p. 703, p.710℄ Les 
atégories additives A-linéaires PA(n) et Pd,A(n) se dé
omposent en somme dire
te de leurs sous-
atégoriespleines :

PA(n) =
⊕

d≥0

Pd,A(n) , Pd,A(n) =
⊕

d1+···+dn=d

Pd1,...,dn,A(n) .Démonstration. Soit T un n-fon
teur polynomial de degré �ni et V = (V1, . . . , Vn) ∈
V×nA . D'après la proposition 1.2.16, on a une stru
ture de GL(V1)×· · ·×GL(Vn)-modulerationnel (et même polynomial) sur T (V ).Notons Td(V ) le sous-module de T (V ) de éléments de poids total d, 
'est-à-dire lesous-module 
onstitués des points �xes rationnels [24, I 2.10℄ de T (V ) sous l'a
tion dusous-groupe des homothéties

Gm = {λ(IdV1 × · · · × IdVn)} ⊂ GL(V1)× · · · ×GL(Vn) .On note également Td1,...,dn(V ) le sous-espa
e de poids (d1, . . . , dn) de T (V ), 
'est-à-direl'espa
e ve
toriel des points �xes sous l'a
tion du sous-groupe
G×nm = {λ1IdV1 × · · · × λnIdVn} ⊂ GL(V1)× · · · ×GL(Vn) .Comme les groupes Gm et G×nm sont diagonalisables, on a des dé
ompositions en sommedire
te [24, I 2.11(3)℄ :
T (V ) =

⊕

d≥0

Td(V ) , Td(V ) =
⊕

d1+···+dn=d

Td1,...,dn(V ) .On véri�e alors que Td (resp. Td1,...,dn) est un n-fon
teur polynomial homogène dedegré total d (resp. homogène de degré (d1, . . . , dn), ave
 pour polyn�mes Td,V ,W et
Td1,...,dn,V ,W les 
omposantes homogènes de TV ,W de degré 
orrespondant.28



1.2.4 Dualité de Kuhndualité de Kuhn 
atégorie !opposée Soit C un 
atégorie. La 
atégorie opposée Cop estla 
atégorie qui a les mêmes objets que C et dont les morphismes sont donnés par laformule HomCop(C,D) := HomC (D,C).Soit A un anneau 
ommutatif. Si V ∈ VA est un A-module proje
tif de type �nialors son dual A-linéaire V ∨ −∨ : dualité A-linéaire est en
ore un A-module proje
tifde type �ni. La formule T ♯(V ) = T (V ∨1 , . . . , V
∨
n )∨ a don
 un sens et dé�nit un fon
teurà valeur dans la 
atégorie VA des A-modules proje
tifs de type �ni. On lui donne unestru
ture de fon
teur polynomial en dé�nissant pour toute paire V ,W le polyn�me

T ♯V ,W ∈ HomPol(Hom(V ,W ),HomA(T ♯(V ), T ♯(W ))) par la formule : T ♯V ,W = TW∨,V ∨ .
−♯ : dualité de KuhnDé�nition-Proposition 1.2.18. Si T est un n-fon
teur polynomial, son dual de Kuhn

T ♯ dé�ni par T ♯(V ) = T (V ∨1 , . . . , V
∨
n )∨ est en
ore un n-fon
teur polynomial. On obtientainsi une équivalen
e de 
atégories :

(−)♯ : PA(n)op  PA(n)qui préserve les degrés.1.3 Présentation alternative des fon
teurs polynomiauxpolyn�me Soient V,W des A-modules proje
tifs de type �ni. L'isomorphisme naturelen V,W
Sd(V ∨)⊗AW ≃ HomA(Γd(V ),W )permet d'interpréter un polyn�me de V dans W 
omme une appli
ation A-linéaire de

Γ∗(V ) dansW . En utilisant 
ette remarque, nous allons donner une dé�nition alternativedes 
atégories de fon
teurs polynomiaux homogènes, 
alquée sur 
elle donnée dans [14,p. 21℄. Pour 
ela, nous introduisons tout d'abord des 
atégories auxiliaires.1.3.1 Dé�nition des 
atégories ΓdV×nA et Γd1,...,dnV×nA

ΓdV×nA , Γd1,...,dnV×nA : 
atégories auxiliairesSoit d un entier positif et V,W deux A-modules proje
tifs de type �ni. Le produit desgroupes symétriques Sd ×Sd agit sur le produit tensoriel V ⊗d⊗W⊗d par permutationdes fa
teurs. Le produit tensoriel Γd(V )⊗Γd(W ) s'identi�e aux invariants de V ⊗d⊗W⊗dsous 
ette a
tion. Le produit tensoriel (V ⊗W )⊗d est muni d'un a
tion de Sd×Sd donnéepar la formule :
(σ, τ).(v1 ⊗ w1)⊗ · · · ⊗ (vd ⊗ wd) = (vσ−1(1) ⊗ wτ−1(1))⊗ · · · ⊗ (vσ−1(n) ⊗ wτ−1(n)) ,de telle sorte que l'isomorphisme A-linéaire

V ⊗d ⊗W⊗d → (V ⊗W )⊗d

v1 ⊗ · · · ⊗ vd ⊗ w1 ⊗ · · · ⊗ wd 7→ (v1 ⊗ w1)⊗ · · · ⊗ (vd ⊗ wd)29



soit un un isomorphisme Sd ×Sd-équivariant. La d-ème puissan
e divisée Γd(V ⊗W )s'identi�e aux invariants de (V ⊗W )⊗d sous l'a
tion du sous-groupe diagonal ∆Sd ⊂
Sd ×Sd. On note id l'inje
tion, naturelle en V,W

id : Γd(V )⊗ Γd(W ) →֒ Γd(V ⊗W )obtenue 
omme la 
omposée :
(
V ⊗d ⊗W⊗d

)Sd×Sd

≃
(
(V ⊗W )⊗d

)Sd×Sd

→֒
(
(V ⊗W )⊗d

)∆Sd

.On note γd l'appli
ation naturelle en V
γd : V → Γd(V )

x 7→ x⊗d .Rappelons que VA désigne la 
atégorie des A-modules proje
tifs de type �ni et desappli
ations A-linéaires, et V×nA la 
atégorie produit dont les objets sont des n-uplets
V = (V1, . . . , Vn) de A-modules proje
tifs de type �ni et dont les morphismes sont donnéspar la formule HomV×n

A
(V ,W ) =

∏n
i=1 HomA(Vi,Wi). Posons ΓdV×nA (resp. Γd1,...,dnV×nA )la 
atégorie qui a les mêmes objets que V×nA , 
'est-à-dire les n-uplets (V1, . . . , Vn) de A-modules proje
tifs de type �ni, et dont les Hom sont les A-modules respe
tivementdonnés par les formules :

HomΓdV×n
A

(V ,W ) = ΓdHomV×n
A

(V ,W )

= Γd

(
n∏

i=1

HomA(Vi,Wi)

)

≃
⊕

d1+···+dn=d

n⊗

i=1

ΓdiHomVA
(Vi,Wi) ,

HomΓd1,...,dnV×n
A

(V ,W ) =
n⊗

i=1

ΓdiHomVA
(Vi,Wi) .Les morphismes identité d'un objet V de ΓdV×nA et d'un objet W de Γd1,...,dnV×nA sontdonnés respe
tivement par les formules :

IdV = γd(IdV1×···×Vn) ∈ HomΓdV×n
A

(V , V ) ,

IdW = ⊗ni=1γ
di(IdWi) ∈ HomΓd1,...,dnV×n

A
(W,W ) .La loi de 
omposition dans ΓdV×nA est induite par la 
omposition dans V×nA et parl'in
lusion naturelle id :

ΓdHom(U, V )⊗ ΓdHom(V ,W )
id //

◦

++WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW
Γd(Hom(U, V )⊗Hom(V ,W ))

��
ΓdHom(U,W )30



De même, la loi de 
omposition dans Γd1,...,dnV×nA est induite par la loi de 
ompositiondans VA et par l'in
lusion naturelle id1 ⊗ · · · ⊗ idn . Ces lois de 
ompositions font de
ΓdV×nA et Γd1,...,dnV×nA des 
atégories A-linéaires.1.3.2 Propriétés de la 
ompositionSoient A un anneau 
ommutatif et d un entier positif. La proposition suivante ex-prime une propriété de fa
torisation dans la 
atégorie ΓdVA. Soit V est un A-modulelibre de type �ni de rang supérieur ou égal à d, et soit f : U → W un morphisme entredeux objets de ΓdVA. Alors il existe une famille �nie de morphismes gi : U → V etune famille �nie de morphismes hi : V → W tels que f =

∑
hi ◦ gi. Cette propriété defa
torisation généralise la formule bien 
onnue dans le 
as d = 1 :

HomA(U,A) ⊗HomA(A,W ) ≃ U∨ ⊗W ≃ HomA(U,W ) .Proposition 1.3.1. Soient A un anneau 
ommutatif, U , W des A-modules proje
tifsde type �ni et V un A module libre. Si le rang de V est supérieur ou égal à d alors la
omposition dans ΓdVA induit un morphisme surje
tif :
Γd(HomA(U, V ))⊗ Γd(HomA(V,W ))։ Γd(HomA(U,W )) .Démonstration. Si U (resp. W ) est fa
teur dire
t dans le A-module libre LU (resp. LV )on a un diagramme 
ommutatif :

Γd(HomA(LU , V ))⊗ Γd(HomA(V,LW )) //

����

Γd(HomA(LU , LW ))

����
Γd(HomA(U, V ))⊗ Γd(HomA(V,W )) // Γd(HomA(U,W )) ,dans lequel les épimorphismes verti
aux s'obtiennent à partir de l'inje
tion U →֒ LU etde la surje
tion LW ։ W . Ainsi, le résultat pour les A-modules proje
tifs de type �nidé
oule du résultat pour les A-modules libres. A partir de maintenant, nous supposonsdon
 que U et W sont libres.On utilise l'identi�
ation HomA(U, V ) = U∨ ⊗ V . La 
omposition des appli
ations

A-linéaires s'identi�e ave
 l'appli
ation :
(U∨ ⊗ V )⊗ (V ∨ ⊗W ) → U∨ ⊗W

u′ ⊗ v ⊗ v′ ⊗ w 7→ v′(v)u′ ⊗ w .Soit (v1, . . . , vrg V ) une base de V et notons (v♯1, . . . , v
♯
rg V ) sa base duale.D'après la proposition B.2.5, Γd(HomA(U,W )) = (HomA(U,W )⊗d)Sd est 
onstituéde 
ombinaisons linéaires d'éléments du type :

(a1 . . . a1︸ ︷︷ ︸
i1 termes

a2 . . . a2︸ ︷︷ ︸
i2 termes

. . . an . . . an︸ ︷︷ ︸
in termes

) :=
∑

x∈Sd.a
⊗i1
1 ⊗···⊗a⊗in

n

x

=
∑

σ∈Sd/Si1
×···×Sin

aσ(1) ⊗ · · · ⊗ aσ(n)31



où les ai sont des tenseurs : ai = ui ⊗ wi et i1 + · · ·+ in = d.Pour démontrer la proposition, il nous su�t don
 de trouver des anté
édents dans
Γd(HomA(U, V ))⊗ Γd(HomA(V,W )) aux éléments de 
e type. Comme le rang de V estsupérieur ou égal à d, on peut dé�nir pour tout 1 ≤ k ≤ d des éléments bk et ck par laformule :

bk := uk ⊗ vk ∈ HomA(U, V ) , ck := v♯k ⊗ wk ∈ HomA(V,W ) .Le morphisme induit par la 
omposition dans ΓdVA envoie l'élément :
(b1 . . . b1︸ ︷︷ ︸
i1 termes

. . . bn . . . bn︸ ︷︷ ︸
in termes

)⊗ (c1 . . . c1︸ ︷︷ ︸
i1 termes

. . . cn . . . cn︸ ︷︷ ︸
in termes

) (∗)sur la somme :
∑

σ ∈ Sd/Si1 × · · · × Sin

τ ∈ Sd/Si1 × · · · × Sin

(
n∏

k=1

vτ(k)(vσ(k))

)
uσ(1) ⊗ · · · ⊗ uσ(n) ⊗ wτ(1) ⊗ · · · ⊗wτ(n) .Tous les termes de 
ette somme sont nuls sauf lorsque σ = τ . Le terme 
orrespondantvaut alors uσ(1) ⊗ · · · ⊗ uσ(n) ⊗wσ(1) ⊗ · · · ⊗wσ(n). Ainsi l'élément (∗) est envoyé sur legénérateur (a1 . . . an). Le morphisme induit par la 
omposition est don
 surje
tif.Par produit tensoriel, on obtient une propriété de fa
torisation similaire dans les
atégories Γd1,...,dnV×nA .Corollaire 1.3.2. Soit A un anneau 
ommutatif et d1, . . . , dn des entiers. Notons A le n-uplet A = (Ad1 , . . . , Adn). Pour toute paire d'objets U ,W de Γd1,...,dnV×nA , la 
ompositioninduit une appli
ation linéaire surje
tive :

HomΓd1,...,dnV×n
A

(U,A)⊗HomΓd1,...,dnV×n
A

(A,W )։ HomΓd1,...,dnV×n
A

(U,W ) .1.3.3 Catégories de n-fon
teurs polynomiauxSoit T un n-fon
teur polynomial homogène de degré total d, au sens de la dé�nition1.2.1. Pour toute paire V ,W d'objets de V×nA , le polyn�me
TV ,W ∈ S

d
(
HomV×n

A
(V ,W )∨

)
⊗HomVA

(T (V ), T (W ))peut être vu 
omme une appli
ation linéaire
TV ,W ∈ HomA

(
ΓdHomV×n

A
(V ,W ),HomVA

(T (V ), T (W )
)
.Les deux 
onditions de la dé�nition 1.2.1 sont équivalentes au fait que la pres
ription :

T ′(V ) := T (V )
T ′V ,W (f) := TV ,W (f)32



dé�nit un fon
teur A-linéaire T ′ : ΓdV×nA  VA. Le fon
teur V×nA  VA obtenu en ou-bliant la stru
ture de fon
teur polynomial de T (
f. remarque 1.2.2) n'est autre que la pré-
omposition du fon
teur A-linéaire T ′ par le fon
teur (non linéaire) γd : V×nA  ΓdV×nAqui envoie V sur V ⊗d. En�n, les transformations naturelles (au sens de la dé�nition1.2.6) entre deux fon
teurs polynomiaux S et T 
orrespondent aux transformationsnaturelles A-linéaires entre les fon
teurs A-linéaires S′ et T ′. Les notions de fon
teurpolynomial de degré �ni et de 
atégories de fon
teurs polynomiaux de degrés �nis sontdon
 équivalentes aux notions suivantes.Dé�nition 1.3.3. fon
teur !polynomialdegré (d'un fon
teur) Un fon
teur polynomialhomogène de degré total d (resp. de degré (d1, . . . , dn)) est un fon
teur A-linéaire de la
atégorie ΓdV×nA (resp. Γd1,...,dnV×nA ) dans la 
atégorie VA.Dé�nition 1.3.4. On note Pd,A(n) (resp. Pd1,...,dn,A(n)) la 
atégorie des fon
teurspolynomiaux homogènes de degré total d (resp. homogènes de degré (d1, . . . , dn)),et des transformations A-linéaires. On note PA(n) la somme dire
te des 
atégories
(Pd,A(n))d≥0.1.4 Algèbre homologique dans PA(n)
atégorie !exa
te résolution !admissible Sur un anneau A quel
onque, les 
atégoriesde fon
teurs polynomiaux ne sont pas abéliennes en général : il leur manque des noyauxet des 
onoyaux. Cependant, 
e sont des 
atégories exa
tes au sens de Quillen (
f. annexeA). Les suites exa
tes 
ourtes admissibles sont les suites 
ourtes 0→ T ′ → T → T ′′ → 0dont l'évaluation sur tout V ∈ V×nA donne une suite exa
te. D'après la proposition 1.4.9,tout fon
teur de Pd1,...,dn,A(n) possède une résolution proje
tive admissible (
'est-à-direune résolution proje
tive qui s'obtient 
omme une 
omposée de Yoneda de suites exa
tes
ourtes admissibles). Les groupes d'extensions entre deux fon
teurs polynomiaux sontdon
 bien dé�nis.La 
atégorie Pd1,...,dn,A(n) Pd1,...,dn,A(n) : 
atégorie des fon
teurs polynomiaux àvaleurs quel
onques des fon
teurs polynomiaux à valeurs quel
onques dé�nie au para-graphe 1.4.3 possède les noyaux et les 
onoyaux qui font défaut à Pd1,...,dn,A(n) : 
'estune 
atégorie abélienne. Elle possède les mêmes proje
tifs que sa sous-
atégorie pleine
Pd1,...,dn,A(n) et l'in
lusion Pd1,...,dn,A(n) ⊂ Pd1,...,dn,A(n) induit (proposition 1.4.10) unisomorphisme :

Ext∗Pd1,...,dn,A(n)(T, T
′) = Ext∗

Pd1,...,dn,A(n)
(T, T ′) .On peut don
 penser aux groupes d'extensions dans la 
atégorie exa
te Pd1,...,dn,A(n)
omme étant 
al
ulés dans la 
atégorie abélienne Pd1,...,dn,A(n).
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1.4.1 Proje
tifsNotation 1.4.1. Soit (d1, . . . , dn) un n-uplet d'entiers et V = (V1, . . . , Vn) ∈ Γd1,...,dnV×nAun n-uplet de A-modules proje
tifs de type �ni. On note :
P d1,...,dn

V := HomΓd1,...,dnV×n
A

(V ,−) ,

= Γd1HomA(V1,−)⊠ · · · ⊠ ΓdnHomA(Vn,−) .Lemme 1.4.2. Pour tout objet V de Γd1,...,dnV×nA , le n-fon
teur P d1,...,dn

V est un proje
tifde la 
atégorie Pd1,...,dn,A(n).Démonstration. L'isomorphisme de Yoneda, naturel en T :
HomPd1,...,dn,A

(P d1,...,dn

V , T ) ≃ T (V )montre que le fon
teur HomPd1,...,dn,A
(P d1,...,dn

V ,−) est exa
t.1.4.2 Résolutions proje
tives 
anoniquesSoit A un anneau 
ommutatif et T ∈ Pd1,...,dn,A(n) un n-fon
teur polynomial sur
A, homogène de degré (d1, . . . , dn). Nous 
onstruisons dans 
e paragraphe des ré-solutions proje
tives naturelles à l'aide du lemme de Yoneda. Notons A le n-uplet
A := (Ad1 , . . . , Adn) et θT,V l'appli
ation linéaire :

θT,V : T (A)⊗HomΓd1,...,dnV×n
A

(A,V ) → T (V )

a⊗ f 7→ TA,V (f)(a) .Lemme 1.4.3. La famille (θT,V )V ∈Γd1,...,dnV×n
A

dé�nit un morphisme :
θT ∈ HomPd1,...,dn,A(n)(T (A)⊗ P d1,...,dn

A , T ) .Lemme 1.4.4. Le morphisme θT est un épimorphisme admissible.Démonstration. Tous les épimorphismes sont des épimorphismes admissibles d'après le
orollaire 1.2.9. Montrons que θT est un épimorphisme, 
'est-à-dire que pour tout objet
V = (V1, . . . , Vn) de Γd1,...,dnV×nA l'appli
ation linéaire θT,V est surje
tive.Il su�t de le démontrer dans le 
as parti
ulier où les A-modules Vi sont tous libres.En e�et si les Vi sont des A-modules proje
tifs, alors 
haque Vi est fa
teur dire
t dans un
A-module libre Li. La proje
tion L ։ V induit une proje
tion T (L) ։ T (V ). D'aprèsle diagramme 
ommutatif :

T (A)⊗HomΓd1,...,dnV×n
A

(A,L)

��

θT,L // T (L)

��
T (A)⊗HomΓd1,...,dnV×n

A
(A,V )

θT,V // T (V ) ,34



la surje
tivité de θT,V est don
 une 
onséquen
e dire
te de 
elle de θT,L.Si V est un n-uplet de A-modules libres, le A-module HomΓd1,...,dnV×n
A

(A,V ) est lui-même libre. On en 
hoisit une base (fi)1≤i≤q. Démontrer la surje
tivité de θT,V revientà démontrer la surje
tivité de l'appli
ation linéaire :
⊕

i=1..q

T (A)
⊕T (fi)
−−−−→ T (V ) .Pour obtenir 
ette surje
tivité, nous 
onstruisons maintenant une se
tion de l'appli
ationlinéaire ⊕T (fi). D'après le 
orollaire 1.3.2, il existe une famille (si)1≤i≤q d'éléments de

HomΓd1,...,dnV×n
A

(V ,A) tels que la 
omposition dans Γd1,...,dnV×nA envoie ∑ si ⊗ fi sur
IdV . Le morphisme

T (V )
ΠT (si)
−−−−→

⊕

i=1..q

T (A)est une se
tion de ⊕T (fi). En e�et,
(⊕T (fi)) ◦ (ΠT (si)) =

q∑

i=1

T (fi) ◦ T (si)

= T

(
q∑

i=1

fi ◦ si

)

= T (IdV ) = IdT (V ) .Dé�nition 1.4.5. On dé�nit le fon
teur
P : Pd1,...,dn,A(n) Pd1,...,dn,A(n)par les formules :

T  P (T ) := T (A)⊗ P d1,...,dn

A

Hom(T, T ′) ∋ f  P (f) := fA ⊗ Id
P

d1,...,dn
A

∈ Hom(P (T ), P (T ′)) .Lemme 1.4.6. Le fon
teur P est exa
t.Démonstration. Soit 0 → T ′ → T → T ′′ → 0 une suite exa
te admissible de fon
teurspolynomiaux. L'évaluation de 
ette suite sur A est exa
te, de même que son produittensoriel par le A-module proje
tif P d1,...,dn

A (V ). Ainsi, pour tout V de Γd1,...,dnV×nA lasuite 0→ P (T ′)(V )→ P (T )(V )→ P (T ′′)(V )→ 0 est exa
te.Lemme 1.4.7. La famille (θT )T∈Pd1,...,dn,A(n) dé�nit une transformation naturelle θ dufon
teur P vers le fon
teur identité de Pd1,...,dn,A(n).35



Démonstration. Pour démontrer le lemme, il faut véri�er que si f : T → T ′ est unetransformation naturelle, alors le diagramme suivant 
ommute :
T (A)⊗ P d1,...,dn

A

θT //

fA⊗Id

��

T

f

��
T ′(A)⊗ P d1,...,dn

A

θT ′ // T ′ .Ce
i revient à véri�er pour tout objet V de Γd1,...,dnV×nA la 
ommutativité du diagramme :
T (A)⊗HomΓd1,...,dnV×n

A
(A,V )

θT,V //

fA⊗Id

��

T (V )

fV

��
T ′(A)⊗HomΓd1,...,dnV×n

A
(A,V )

θT ′,V // T ′(V ) .Mais 
e dernier n'est rien d'autre qu'un déguisement du diagramme 
ommutatif véri�épar la transformation naturelle f :
T (A)

T (g) //

fA

��

T (V )

fV

��
T ′(A)

T ′(g) // T ′(V ) .Lemme 1.4.8. Il existe un fon
teur exa
t Kθ : Pd1,...,dn,A(n)  Pd1,...,dn,A(n) et unetransformation naturelle i : Kθ → P , tel que pour tout fon
teur polynomial T on a unesuite exa
te 
ourte :
0→ Kθ(T )

iT−→ P (T )
θT−→ T → 0 .Démonstration. Les morphismes θT ∈ HomPd1,...,dn,A(n)(P (T ), T ) sont des épimor-phismes admissibles. On dispose don
 pour tout f ∈ Hom(T, T ′) d'un diagramme 
om-mutatif dont les lignes sont exa
tes :

Ker (θT ) � � iT // P (T )

P (f)

��

θT // // T

f

��
Ker (θT ′) � � iT ′ // P (T ′)

θT ′ // // T ′On dé�nit Kθ par Kθ(T ) := Ker (θT ) et Kθ(f) est la restri
tion de P (f) à Kθ(T )à la sour
e et à Kθ(T
′) au but. Par 
ommutativité du diagramme la famille des

(iT )T∈Pd1,...,dn,A(n) dé�nit une transformation naturelle Kθ → P . Il reste à véri�er que
Kθ est un fon
teur exa
t, 
e qui dé
oule dire
tement de l'exa
titude des fon
teurs P et
Id. 36



Proposition 1.4.9. Il existe un fon
teur exa
t
PRes• : Pd1,...,dn,A(n) CC•(Pd1,...,dn,A(n))

PRes• : résolution proje
tive naturelle de la 
atégorie des n-fon
teurs polynomiaux ho-mogènes de degré (d1, . . . , dn) vers la 
atégorie des 
omplexes de 
haînes n-fon
teurs, quià un n-fon
teur T asso
ie une résolution proje
tive admissible de T par des proje
tifs dela forme U ⊗ P d1,...,dn

(Ad1 ,...,Adn)
où les U sont des A-modules proje
tifs de type �ni.résolution !admissible !proje
tiveDémonstration. On dispose déjà ave
 le fon
teur P (dé�nition 1.4.5) du début de larésolution, il nous su�t d'itérer la 
onstru
tion grâ
e au lemme 1.4.8. Pour tout n ≥ 0,on note Kn

θ la 
omposée itérée n fois de Kθ (En parti
ulier K0
θ = Id et K1

θ = Kθ). Ondé�nit PResi := P ◦Ki
θ et on dé�nit la transformation naturelle ∂n : PResn → PResn−1
omme la 
omposée des transformations naturelles :

∂n := P ◦Kn
θ

θKn
θ−−→ Kn

θ
=
−→ Kθ ◦K

n−1
θ

i
Kn−1

θ−−−−→ P ◦Kn−1
θ .Pour véri�er l'exa
titude du fon
teur PRes•, il faut véri�er que 
ha
un des fon
teurs

PResi est exa
t, 
e qui dé
oule de l'exa
titude des fon
teurs P et Kθ (lemmes 1.4.6 et1.4.8).1.4.3 Fon
teurs polynomiaux à valeurs quel
onquesNotons Pd1,...,dn,A(n) la 
atégorie dont les objets sont les fon
teurs A-linéaires
T : Γd1,...,dnV×nA  Mod(A)de la 
atégorie Γd1,...,dnV×nA dé�nie au paragraphe 1.3.1 vers la 
atégorie des A-modules,et dont les morphismes sont les transformations naturelles A-linéaires entre de tels fon
-teurs. Cette 
atégorie de fon
teurs possède des sommes dire
tes, des produits, des noyauxet des 
onoyaux 
al
ulés au but. Elle hérite don
 de la stru
ture de 
atégorie abéliennedeMod(A).Les dé�nitions et les démonstrations des paragraphes 1.4.1 et 1.4.2 utilisent les pro-priétés de la 
atégorie Γd1,...,dnV×nA et la A-linéarité, mais pas le fait que les fon
teurssont à valeurs dans les A-modules proje
tifs de type �ni. Elles restent don
 valables pourla 
atégorie Pd1,...,dn,A(n) des fon
teurs polynomiaux à valeurs quel
onques. On a don
 :Proposition 1.4.10. La 
atégorie abélienne Pd1,...,dn,A(n) des fon
teurs polynomiaux àvaleurs quel
onques possède assez de proje
tifs. Elle 
ontient Pd1,...,dn,A(n) 
omme sous-
atégorie pleine, et l'in
lusion
Pd1,...,dn,A(n) ⊂ Pd1,...,dn,A(n)
onserve les proje
tifs. L'in
lusion induit don
 pour toute paire T, T ′ de fon
teurs poly-nomiaux de Pd1,...,dn,A(n) un isomorphisme :

Ext∗Pd1,...,dn,A(n)(T, T
′) = Ext∗

Pd1,...,dn,A(n)
(T, T ′) .37



Remarque 1.4.11. En général, le bidual A-linéaire M∨∨ d'un A-module M n'est pasisomorphe à M . A 
ause de 
e défaut, la dualité de Kuhn n'a pas de bonnes propriétésdans Pd1,...,dn,A(n). En parti
ulier, les tenseurs symétriques ne sont pas des inje
tifs dans
Pd1,...,dn,A(n). Plus généralement les résultats des paragraphes suivants ne s'étendent pasà la 
atégorie des fon
teurs polynomiaux à valeurs quel
onques.1.4.4 Résolutions inje
tives 
anoniquesNotation 1.4.12. Soit (d1, . . . , dn) un n-uplet d'entiers et V = (V1, . . . , Vn) ∈ Γd1,...,dnV×nAun n-uplet de A-modules proje
tifs de type �ni. On note Id1,...,dn

V le dual de Kuhn duproje
tif P d1,...,dn

V :
Id1,...,dn

V := P d1,...,dn ♯
V ,

= Sd1HomA(V1,−)⊠ · · · ⊠ SdnHomA(Vn,−) .En utilisant la dualité de Kuhn, on peut obtenir pour 
haque énon
é des paragraphes1.4.1 et 1.4.2 un énon
é dual qui 
on
erne les inje
tifs de la 
atégorie Pd1,...,dn,A(n). Enparti
ulier on obtient :Lemme 1.4.13. Pour tout objet V de Γd1,...,dnV×nA , le n-fon
teur Id1,...,dn

V est un inje
tifde la 
atégorie Pd1,...,dn,A(n).résolution !admissible !inje
tiveProposition 1.4.14. Il existe un fon
teur exa
t
IRes• : Pd1,...,dn,A(n) CC•(Pd1,...,dn,A(n))

IRes• : résolution inje
tive naturelle de la 
atégorie des n-fon
teurs polynomiaux homo-gènes de degré (d1, . . . , dn) vers la 
atégorie des 
omplexes de 
o
haînes de n-fon
teurs,qui à un n-fon
teur T asso
ie une résolution inje
tive admissible de T , par des inje
tifsde la forme U ⊗ Id1,...,dn

(Ad1 ,...,Adn)
où les U sont des A-modules proje
tifs de type �ni.1.4.5 Produits tensorielsOn rappelle (
f. exemple 1.2.5) que si T et T ′ sont des fon
teurs polynomiaux àplusieurs variables, on note T ⊠T ′ leur produit tensoriel extérieur, et T ⊗T ′ leur produittensoriel. ⊠ : produit tensoriel extérieur produit tensoriel produit tensoriel !externeProposition 1.4.15. Les produits tensoriels dé�nissent des bifon
teurs exa
ts en 
haquevariable :

⊗ : Pc1,...,cn,A(n)× Pd1,...,dn,A(n) Pc1+d1,...,cn+dn,A(n) ,
⊠ : Pc1,...,cn,A(n)× Pd1,...,dm,A(m) Pc1,...,cn,d1,...,dm(n+m) .De plus, le produit tensoriel (externe) de deux proje
tifs (resp. inje
tifs) est un proje
tif(resp. inje
tif). 38



Démonstration. L'exa
titude des suites 
ourtes admissible 0 → T ′ → T → T ′′ → 0 seteste au but (dans la 
atégorie VA) et le produit tensoriel est exa
t dans la 
atégorie
VA. Les deux bifon
teurs sont don
 biexa
ts.Pour montrer que le produit tensoriel de deux proje
tifs est proje
tif, il su�t de lemontrer pour les fon
teurs P d1,...,dn

V . L'assertion est évidente pour le produit tensorielexterne : P c1,...,cnV ⊠ P d1,...,dm

W = P c1,...,cn,d1,...,dm

V ,W . Pour le produit tensoriel interne, laformule exponentielle donne :
P c1+d1,...,cn+dn

V⊕W =
⊕

i1+j1=(c1+d1),...,in+jn=(cn+dn)

P i1,...,inV ⊗ P j1,...,jnWAinsi, P c1,...,cnV ⊗ P d1,...,dn

W est fa
teur dire
t du proje
tif P c1+d1,...,cn+dn

V⊕W , don
 proje
tif.Proposition 1.4.16. Pour 1 ≤ i ≤ n soient Si, Ti ∈ PA(ni). Si pour tout i,
Ext∗PA(ni)

(Si, Ti) est un A-module plat, alors on a un isomorphisme :
n⊗

i=1

Ext∗PA(ni)
(Si, Ti)

≃
−→ Ext∗PA(

P
ni)

(S1 ⊠ · · ·⊠ Sn, T1 ⊠ · · ·⊠ Tn) .Démonstration. Soit Ri• une résolution proje
tive de Si. Le 
omplexe total asso
ié au
n-
omplexe

R1
• ⊠ · · ·⊠R

n
•est une résolution proje
tive de S1⊠· · ·⊠Sn. En utilisant le lemme de Yoneda on obtientun isomorphisme de n-
omplexes

Hom(R1
• ⊠ · · · ⊠R

n
• , T1 ⊠ · · ·⊠ Tn) ≃

n⊗

i=1

Hom(Ri•, Ti) .L'homologie du 
omplexe total asso
ié au n-
omplexe de gau
he est égale à
Ext∗PA(

P
ni)

(S1 ⊠ · · ·⊠ Sn, T1 ⊠ · · ·⊠ Tn) et 
elle asso
iée au n-
omplexe de droite peutêtre 
omparée à⊗n
i=1 Ext∗PA(ni)

(Si, Ti) par le théorème de Künneth pour les A-modules[30, th 10.2 p. 166℄.1.4.6 Fon
teurs produit et diagonalefon
teur !produit fon
teur !diagonaleRappelons que pour tout n ≥ 1, ΓdV×nA désigne la 
atégorie dont les objets sont des
n-uplets V = (V1, . . . , Vn) de A-modules proje
tifs de type �ni, et les morphismes sontdonnés par la formule :

HomΓdV×n
A

(V ,W ) = Γd

(
n∏

k=1

HomA(Vk,Wk)

)
= Γd

(
n⊕

k=1

HomA(Vk,Wk)

)
.39



La diagonale dn : HomA(V,W ) → HomA(V,W )×n , f 7→ dn(f) = (f, . . . , f) in-duit un morphisme Γddn : ΓdHomA(V,W ) → Γd(HomA(V,W )×n). De même, l'in-
lusion πn :
⊕n

i=1 HomA(Vi,Wi) ⊂ HomA(
⊕n

i=1 Vi,
⊕n

i=1Wi) induit un morphisme
Γdπn : Γd(

⊕n
i=1 HomA(Vi,Wi))→ ΓdHomA(

⊕n
i=1 Vi,

⊕n
i=1Wi).Dé�nition 1.4.17. On dé�nit le fon
teur A-linéaire Dn : ΓdVA  ΓdV×nA par lesformules :

V 7→ (V, . . . , V )
f ∈ HomΓdVA

(V,W ) 7→ Γddn(f) ∈ HomΓdV×n
A

(Dn(V ),Dn(V )) .et le fon
teur A-linéaire Πn : ΓdV×nA  ΓdVA par les formules :
(V1, . . . , Vn) 7→

⊕n
i=1 Vi

f ∈ HomΓdV×n
A

(V ,W ) 7→ Γdπn(f) ∈ HomΓdVA
(Πn(V ),Πn(W )) .Proposition 1.4.18. Les paires (Dn,Πn) et (Πn,Dn) sont des paires d'adjoints, ie. ona des isomorphismes :

HomΓdVA
(Πn(V ),W ) ≃ HomΓdV×n

A
(V ,Dn(W )) ,

HomΓdVA
(W,Πn(V )) ≃ HomΓdV×n

A
(Dn(W ), V ) .Démonstration. Le premier isomorphisme s'obtient de la manière suivante :

HomΓdVA
(Πn(V ),W ) = ΓdHomA(

n⊕

i=1

Vi,W ) ≃ Γd

(
n∏

i=1

HomA(Vi,W )

)

= HomΓdV×n
A

(V , (W, . . . ,W )) = HomΓdV×n
A

(V ,Dn(W )) .La démonstration du deuxième isomorphisme est similaire.Les fon
teurs Dn et Πn forment des paires d'adjoints don
 [14, lemme 1.3 p. 10℄la pré
omposition par 
es fon
teurs induit des paires de fon
teurs adjoints − ◦ Dn :
Pd,A(n) Pd,A(1) et − ◦Πn : Pd,A(1) Pd,A(n).Lemme 1.4.19. Soit P un proje
tif de Pd,A(n) et P ′ un proje
tif de Pd,A(1). Alors
P ◦Dn est un proje
tif de Pd,A(1) et P ′ ◦ Πn est un proje
tif de Pd,A(n).Démonstration. Les deux assertions se démontrent de manière similaire, nous démon-trons la première. Comme tout proje
tif est fa
teur dire
t d'un proje
tif de la forme
P d1,...,dn

V (
f. notation 1.4.1) et que le fon
teur − ◦Dn est additif, il su�t de démontrerl'assertion pour un proje
tif de 
ette forme. Soit V = (V1, . . . , Vn) un n-uplet de modulesproje
tifs de type �ni. On a
P d1,...,dn

V ◦Dn =
n⊗

i=1

P di
Vi
.Comme le produit tensoriel de proje
tifs est proje
tif d'après la proposition 1.4.15, 
e
idémontre l'assertion. 40



Lorsqu'une paire d'adjoints possède en plus une propriété de préservation des proje
-tifs, 
omme 
'est la 
as ave
 les fon
teurs −◦Dn et −◦Πn, l'isomorphisme d'adjon
tionau niveau des Hom se prolonge au niveau des Ext∗. Nous énonçons 
e fait dans laproposition suivante.Proposition 1.4.20. [15, p. 672℄ Soit F ∈ Pd,A et G ∈ Pd,A(n). On a des isomor-phismes, naturels en F , G :
Ext∗Pd,A(n)(F ◦Πn, G) ≃ Ext∗Pd,A

(F,G ◦Dn)

Ext∗Pd,A(n)(G,F ◦Πn) ≃ Ext∗Pd,A
(G ◦Dn, F ) .Démonstration. La démonstration de [14, lemme 1.4 p. 10℄, passe sans en
ombre du 
asdes 
atégories abéliennes au 
as des 
atégories exa
tes.Corollaire 1.4.21. Soient A un anneau 
ommutatif et F , G, H des fon
teurs polyno-miaux homogènes de degrés respe
tifs f , g, h sur A. Alors

Ext∗PA
(F,G ⊗H) = Ext∗PA(2)(F

(g,h), G⊠H)où F (g,h) désigne la 
omposante homogène de degré (g, h) de F ◦Π2.1.4.7 Fon
teurs exponentielsfon
teur !exponentielDé�nition 1.4.22. [15, p. 670℄ On appelle fon
teur exponentiel une famille (Eℓ)ℓ∈N defon
teurs polynomiaux de PA, munie d'isomorphismes naturels :
E0(V ) ≃ A , En(V ⊕W ) ≃

n⊕

m=0

Em(V )⊗ En−m(W ) .Exemple 1.4.23. Les familles (Sℓ)ℓ∈N, (Λℓ)ℓ∈N, (Γℓ)ℓ∈N des puissan
es symétriques, exté-rieures et divisées forment des fon
teurs exponentiels.Exemple 1.4.24. Sur un anneau de 
ara
téristique p première, le quotient de l'algèbresymétrique S∗ par l'idéal des puissan
es p-èmes est noté L∗. Lorsque p = 2 on a L∗ ≃ Λ∗.La famille (Lℓ)ℓ∈N forme un fon
teur exponentiel.
LnDé�nition 1.4.25. Soit µ = (µ1, . . . , µn) un n-uplet d'entiers et (Eℓ)ℓ∈N un fon
teurexponentiel. On note Eµ le fon
teur :

Eµ = Eµ1 ⊗ · · · ⊗ Eµn .Si E∗ = S∗ (resp. Λ∗, resp. Γ∗), on appelle tenseurs symétriques (resp. alternés, resp.divisés) les fon
teurs de la forme Eµ. 41



Sµ : tenseur symétrique (µ n-uplet) Λµ : tenseur alterné (µ n-uplet) Γµ : tenseurdivisé (µ n-uplet) tenseur symétriqueEn utilisant l'adjon
tion entre les fon
teurs somme et diagonale (proposition 1.4.20)et le théorème de Künneth (proposition 1.4.16), on obtient :Proposition 1.4.26. [15, 
or. 1.8℄ Soit A un anneau 
ommutatif, γ = (γ1, . . . , γk) et
ν = (ν1, . . . , νl) des uplets de poids d et E∗, F ∗ des familles de fon
teurs exponentielstels que pour tout n Ext∗PA

(En, Fn) est un A-module plat. On a un isomorphisme :
Ext∗PA

(Eγ , F ν) ≃
⊕

(µi,j)1≤i≤l, 1≤j≤l

∀i µi,1 + · · · + µi,l = γi

∀j µ1,j + · · · + µk,j = νj

⊗

s = 1, ..., k
t = 1, ..., l

Ext∗PA
(Eµs,t , Fµs,t) .

Démonstration. L'isomorphisme est donné par la 
haîne d'isomorphismes :
⊕

(µi,j )1≤i≤l, 1≤j≤l

⊗

s=1..k

⊗

t=1..l

Ext∗(Eµs,t , Fµs,t)

(1)
≃

⊕

(µi,j )1≤i≤l, 1≤j≤l

⊗

s=1..k

Ext∗(⊠tE
µs,t ,⊠tF

µs,t) (
f. prop. 1.4.16)
(2)
≃

⊕

(µi,j )1≤i≤l, 1≤j≤l

⊗

s=1..k

Ext∗(Eγs ◦ Πl,⊠tF
µs,t)

(3)
≃

⊕

(µi,j )1≤i≤l, 1≤j≤l

⊗

s=1..k

Ext∗(Eγs ,⊗tF
µs,t) (
f. prop. 1.4.20)

(4)
≃

⊕

(µi,j )1≤i≤l, 1≤j≤l

Ext∗(⊠sE
γs ,⊠s⊗tF

µs,t) (
f. prop. 1.4.16)
(5)
≃

⊕

(µi,j )1≤i≤l, 1≤j≤l

Ext∗(⊠sE
γs ,⊗t⊠sF

µs,t)

(6)
≃ Ext∗(⊠sE

γs ,
⊕

(µi,j )1≤i≤l, 1≤j≤l

⊗t⊠sF
µs,t)

(7)
≃ Ext∗(⊠sE

γs ,⊗tF
νt ◦ Πk)

(8)
≃ Ext∗(⊗sE

γs ,⊗tF
νt) (
f. prop. 1.4.20)Proposition 1.4.27. [9, p. 779℄ Soient γ, ν des n-uplets d'entiers. Tout morphisme de

Sλ → Sµ se dé
ompose 
omme une somme de morphismes obtenus en 
omposant des
omultipli
ations, des permutations et des multipli
ations entre tenseurs symétriques.42



Démonstration. D'après la proposition pré
édente, on a :
Hom(Sγ , Sν) ≃

⊕

(µi,j)1≤i≤l, 1≤j≤l

∀i µi,1 + · · · + µi,l = γi

∀j µ1,j + · · · + µk,j = νj

⊗

s = 1..k
t = 1..l

Hom(Sµs,t , Sµs,t) (∗)

Comme Hom(Sµs,t , Sµs,t) est un A-module libre de rang 1 engendré par le mor-phisme identité, il nous su�t de véri�er que l'isomorphisme (∗) envoie ⊗s,tId ∈⊗
s,tHom(Sµs,t , Sµs,t) sur la 
omposée :

k⊗

s=1

Sγs ⊗∆s−−−→
k⊗

s=1

l⊗

t=1

Sµs,t ≃−→
l⊗

t=1

k⊗

s=1

Sµs,t ⊗mt−−−→
l⊗

t=1

Sνt .Ce
i se fait en suivant expli
itement les isomorphismes de la démonstration de la pro-position 1.4.26.1.5 Changement de base
hangement de baseDans 
ette partie, on �xe d1, . . . , dn des entiers positifs, A un anneau 
ommutatif et
A′ une A-algèbre 
ommutative. Pour plus de 
on
ision, on note Γ (resp. Γ′) la 
atégorie
Γd1,...,dnVA (resp. Γd1,...,dnVA′) dé�nie au paragraphe 1.3. Ainsi, Γ désigne la 
atégorie
A-linéaire dont les objets sont les n-uplets V = (V1, . . . , Vn) de A-modules proje
tifs detype �ni, et dont les ensembles de morphismes sont donnés par la formule :

HomΓd1,...,dnV×n
A

(V ,W ) = Γd1HomA(V1,W1)⊗ · · · ⊗ ΓdnHomA(Vn,Wn) .Dé�nition du fon
teur de 
hangement de baseSi V = (V1, . . . , Vn) est un n-uplet de A-modules proje
tifs, on note V ⊗ A′ le n-uplet 
ontenant le A′-module proje
tif Vi ⊗A A′ en i-ème position. Les morphismes des
atégories Γ et Γ′ sont reliés par la formule :
HomΓ(V ,W )⊗A A

′ ≃ HomΓ′(V ⊗A′,W ⊗A′)Pour tout V ′ ∈ Γ′, on introduit la 
atégorie (−⊗A′ ↓ V ′) dont les objets sont les paires
(V , f) où V est un objet de Γ et f : V ⊗ A′ → V ′ un morphisme de Γ′, et dont lesmorphismes (V , f) → (V ′, f ′) sont les morphismes φ : V → V ′ tels que le diagramme
ommute :

V ⊗A′
φ⊗A′

//

##FF
FF

FF
FF

F
W ⊗A′

{{ww
www

www
w

V ′ .43



On note Q : (− ⊗A′ ↓ V ′) Γ le fon
teur de proje
tion qui à une paire (V , f) asso
ie
V , et T ⊗ A′ : Γ Mod(A′) le fon
teur qui à V asso
ie T (V ) ⊗ A′. extension de KanSoit T ∈ Pd1,...,dn,A(n) un n-fon
teur polynomial sur A. On dé�nit le n-fon
teur TA′ parla formule :

TA′(V ′) := lim
−→

[
(−⊗A′ ↓ V ′)

Q
−→ Γ

T⊗A′

−−−→Mod(A′)
]
.En d'autres termes, TA′ est l'extension de Kan à gau
he [31, 
hap X.3℄ de T ⊗A′ le longdu fon
teur Γ Γ′ qui à V asso
ie V ⊗A.Lemme 1.5.1. Si V est un n-uplet de A-modules proje
tifs de type �ni, on a TA′(V ⊗

A′) = T (V ) ⊗ A′. De plus, le fon
teur TA′ est à valeurs dans les A′-modules proje
tifsde type �ni.Démonstration. La première assertion résulte du fait que (V , IdV⊗A′) est un objet �naldans la 
atégorie (− ⊗ A′ ↓ V ′). Pour la deuxième assertion, si V ′ ∈ Γ′ alors V ′ estun fa
teur dire
t dans un n-uplet (A′a1 , . . . , A′an). Par fon
torialité, TA′(V ′) est fa
teurdire
t du A′-module proje
tif T (Aa1 , . . . , Aan) ⊗ A′. Ainsi, TA′(V ′) est un A′-moduleproje
tif.L'asso
iation T 7→ TA′ dé�nit un fon
teur de 
hangement de base de Pd1,...,dn,A(n)vers Pd1,...,dn,A′(n), additif et A-linéaire.Propriétés du 
hangement de baseLemme 1.5.2. Le fon
teur de 
hangement de base est exa
t.Démonstration. Prenons 0→ R→ S → T → 0 une suite exa
te 
ourte admissible dans
Pd1,...,dn,A(n), et 
onsidérons la suite obtenue par 
hangement de base

0→ RA′ → SA′ → TA′ → 0 (∗)Si V ∈ Γ, l'évaluation de 
ette suite sur V ⊗A′ ∈ Γ′ est isomorphe à
0→ R(V )⊗A A

′ → S(V )⊗A A
′ → T (V )⊗A A

′ → 0 (∗∗)La suite exa
te 0 → R(V ) → S(V ) → T (V )→ 0 est s
indée 
ar T (V ) est proje
tif. Lasuite (∗∗) est don
 exa
te. Si V ′ est un objet de Γ′, alors V ′ est fa
teur dire
t dans un
V ⊗ A′, où V ∈ Γ. L'évaluation de la suite (∗) sur V ′ est don
 fa
teur dire
t dans unesuite exa
te, don
 exa
te.Lemme 1.5.3. Soient V un n-uplet de A-modules proje
tifs de type �ni et P d1,...,dn

V leproje
tif asso
ié (
f. notation 1.4.1). On a :
(
P d1,...,dn

V

)
A′

= P d1,...,dn

V⊗A′ .
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Démonstration. Par 
onstru
tion du 
hangement de base et en utilisant la propriété uni-verselle de la limite, on obtient une transformation naturelle PV ⊗A′ →
(
PV
)
A′ . D'aprèsle lemme 1.5.1, l'évaluation de 
ette transformation naturelle sur les objets de Γ⊗A′ estun isomorphisme. Si W ′ ∈ Γ′ alors W ′ est fa
teur dire
t dans un 
ertain W ⊗ A′ ∈ Γ′.On a don
 un diagramme 
ommutatif :

PV⊗A′(W ⊗A′) ≃ //

����

(
PV
)
A′ (W ⊗A

′)

����
PV⊗A′(W ′) //

(
PV
)
A′ (W

′)Et par 
onséquent, l'évaluation de la transformation naturelle PV⊗A′ →
(
PV
)
A′ sur W ′est surje
tive. De même, elle est inje
tive.Théorème 1.5.4. Soit A′ une A-algèbre 
ommutative. Le fon
teur de 
hangement debase Pd1,...,dn,A(n) Pd1,...,dn,A′(n) est exa
t et préserve les proje
tifs. De plus, on a unmorphisme 
anonique A′-linéaire :

φ : Ext∗Pd1,...,dn,A(n)(S, T )⊗A A
′ → Ext∗Pd1,...,dn,A′(n)(SA′ , TA′)qui est un isomorphisme si A′ est A-plat. En�n, si A est de Dedekind, alors pour tout

i ≥ 0 
e morphisme s'ins
rit dans une suite exa
te 
ourte de A′-modules (qui s
inde nonnaturellement) :
0→ ExtiPd1,...,dn,A(n)(S, T )⊗A A

′ φ−→ExtiPd1,...,dn,A′(n)(SA′ , TA′)

→TorA(Exti+1
Pd1,...,dn,A(n)(S, T ), A′)→ 0Démonstration. L'exa
titude provient du lemme 1.5.2. La 
onservation des proje
tifsprovient du lemme 1.5.3.Si S = P d1,...,dn

V , on a un isomorphisme A′-linéaire (naturel en les deux variables)entre HomPd1,.,dn,A′(n)(P
d1,.,dn

V A′
, TA′) et HomPd1,...,dn,A′(n)(P

d1,...,dn

V , T ) ⊗A A
′, donné parla 
omposée des isomorphismes A′-linéaires :

HomPd1,.,dn,A′ (n)((P
d1,.,dn

V )A′ , TA′) ≃ HomPd1,.,dn,A′(n)(P
d1,.,dn

V A′
, TA′)

≃ TA′(V A′) ≃ T (V )⊗A A
′ ≃ HomPd1,...,dn,A′(n)(P

d1,...,dn

V , T )⊗A A
′ ,où le premier isomorphisme est donné par le lemme 1.5.3, le se
ond par le lemme deYoneda Pd1,.,dn,A′(n), le troisième par le lemme 1.5.1 et le dernier par le lemme deYoneda dans Pd1,.,dn,A(n).Si P• est une résolution proje
tive de S, on a don
 un isomorphisme de 
omplexes :

HomPd1,.,dn,A′(n)(PA′ •, TA′) ≃ HomPd1,.,dn,A(n)(P•, T )⊗A A
′ .45



L'homologie du 
omplexe de gau
he est égale à Ext∗Pd1,.,dn,A′(n)(SA′ , TA′). Si A′ est A-plat, l'homologie du membre de droite vaut Ext∗Pd1,...,dn,A(n)(S, T ) ⊗A A
′. Si A est unanneau de Dedekind et A′ est un anneau quel
onque, on peut appliquer le théorème des
oe�
ients universels [7, Chap X, �4, 
or. 1 du Th. 3℄. On a don
 une suite exa
te 
ourte(attention aux exposants qui sont di�érents 
ar nous travaillons sur des 
omplexes de
o
haînes) :

0→ H i(HomPd1,.,dn,A(n)(P•, T ))⊗A A
′ → H i(HomPd1,.,dn,A(n)(P•, T )⊗A A

′)

→ TorA(H i+1(HomPd1,.,dn,A(n)(P•, T ), A′)→ 0 .D'où le résultat.Remarque 1.5.5. Notre théorème de 
hangement de base est l'analogue à plusieurs va-riables des énon
és [40, prop 2.6, 
or 2.7℄. Toutefois, il faut faire attention au fait quel'énon
é de 
hangement de base dans [40, prop 2.6℄ 
omporte une erreur (sans in
i-den
e sur les autres résultats de l'arti
le). En e�et, le morphisme Hom(S, T ) ⊗A A
′ →

Hom(SA′ , TA′) n'est pas toujours un isomorphisme. Par exemple, on a :
HomPZ(S2,Λ2) = 0 , HomPF2

(S2,Λ2) = F2 .En e�et, sur Z aussi bien qu'en 
ara
téristique 2, Hom(S2,⊗2) et Hom(S2, S2) sont dedimension 1, ave
 pour bases respe
tives la 
omultipli
ation et l'identité. La suite exa
telongue induite par la suite de Koszul Λ2 → ⊗2 → S2 est don
 de la forme :
Hom(S2,Λ2) →֒ Hom(S2,⊗2)

×2
−−→ Hom(S2, S2)։ Ext1(S2,Λ2) .En 
ara
téristique 2, l'appli
ation − × 2 est nulle. On a don
 HomPF2

(S2,Λ2) =

Ext1F2
(S2,Λ2) = F2, alors qu'en 
ara
téristique nulle − × 2 est inje
tive don


HomPZ(S2,Λ2) est nul.Corollaire 1.5.6. Soit F,G des n-fon
teurs polynomiaux sur Z, tels que Ext1PZ(F,G) =
0. Le rang du A-module libre HomPA

(FA, GA) est indépendant de l'anneau A 
onsidéré.Démonstration. Soit P un proje
tif et P ։ F un épimorphisme admissible. Le Z-module HomPZ(P,G) est libre de type �ni d'après le lemme de Yoneda. Le Z-module
HomPZ(F,G) est un sous-module de 
e module, don
 lui aussi libre de rang r �ni. D'aprèsle théorème 1.5.4, HomPA

(FA, GA) est don
 un A-module libre de rang r.1.6 Twist de FrobeniusFrobenius (twist de) −(1) : twist de Frobenius Dans 
e paragraphe, A désigne unanneau 
ommutatif de 
ara
téristique p première.
46



1.6.1 Twist de Frobenius d'un A-moduleLe morphisme de Frobenius φ : A→ A, x 7→ xp est un morphisme d'anneau. NotonsAφ le A-bimodule qui 
oïn
ide ave
 A en tant que A-module à gau
he, et dont la multi-pli
ation à droite par un s
alaire λ étant donnée par a ·λ := aφ(λ). Si V est un A-module(à gau
he), on dé�nit le A-module (à gau
he) � twisté � V (1) 
omme le produit tensorieldu A-module à gau
he V par le bimodule Aφ [30, p. 143℄ :
V (1) := Aφ ⊗ V .Le twist de Frobenius −(1) = Aφ⊗− est un fon
teur additif exa
t à droite de la 
atégoriedes A-modules dans la 
atégorie des A-modules. Si A = K est un 
orps, toutes les suitesexa
tes de K-modules se s
indent . En raison de son 
ara
tère additif, le twist de Fro-benius devient alors un fon
teur exa
t de la 
atégorie des K-modules dans la 
atégoriedes K-modules.Si v ∈ V on note v(1) l'élément 1 ⊗ v ∈ V (1). Ainsi V (1) est le A-module engendrépar l'ensemble {v(1) , v ∈ V }, quotienté par les relations :

(λv)(1) = λpv(1) , v(1) + w(1) = (v + w)(1) .Nous donnons quelques propriétés élémentaires du twist de Frobenius, 
f. [40, p. 706℄ :(i) Si V est un A-module libre de base (v1, . . . , vn) alors V (1) est un A-module librede base (v
(1)
1 , . . . , v

(1)
n ).(ii) L'appli
ation (V ⊗A W )(1) → V (1) ⊗A W (1), (v ⊗ w)(1) 7→ v(1) ⊗ w(1) est unisomorphisme, naturel en V,W .(iii) Soit V un A-module proje
tif de type �ni. L'appli
ation (V ∨)(1) → (V (1))∨ quià λ⊗ f asso
ie le morphisme :

V (1) → A
µ⊗ v 7→ λµ(f(v))pest un isomorphisme, naturel en V .(iv) Soient V,W des A-modules proje
tifs de type �ni. L'appli
ation

HomA(V,W )(1) → HomA(V (1),W (1)) qui à λ ⊗ f asso
ie λIdAφ
⊗ f est unisomorphisme, naturel en V , W .En�n, le twist de Frobenius est intimement lié à l'algèbre symétrique. En e�et, soit

V un A-module proje
tif. L'appli
ation
Sn(V (1)) → Snp(V )

(v
(1)
1 . . . v

(1)
n ) 7→ (vp1 . . . v

p
n)dé�nit un morphisme A-linéaire inje
tif, naturel en V . Dualement on obtient un épimor-phisme A-linéaire Γnp(V )→ Γn(V (1)).Lemme 1.6.1. Pour tout A-module proje
tif de type �ni V , on a des suites exa
tes,naturelles en V :

0→ Sn(V (1))→ Snp(V )
∆
−→ Snp−1(V )⊗ V ,

Γnp−1(V )⊗ V
m
−→ Γnp(V )→ Γn(V (1))→ 0 ,47



dans lesquelles m (resp. ∆) désigne la multipli
ation de Γ∗ (resp. la 
omultipli
ation de
S∗).Démonstration. La première suite 
orrespond au début du 
omplexe de De Rham en
ara
téristique p [14, Lemme 1.2, p. 8℄. Elle est don
 exa
te. L'exa
titude de la deuxièmesuite s'obtient à partir de la première par dualité.1.6.2 Twist de Frobenius et fon
teurs polynomiauxDé�nition 1.6.2. Soit A un anneau de 
ara
téristique p première. Le twist de Frobeniusest le fon
teur polynomial I(1) de degré p qui asso
ie à un A-module proje
tif de type�ni V ∈ ΓpVA le A-module proje
tif de type �ni V (1) ∈ VA, et dont l'a
tion sur lesmorphismes de HomΓpVA(V,W ) est donnée par la 
omposée :

HomΓpVA(V,W ) = ΓpHomA(V,W )→ HomA(V,W )(1) ≃ HomA(V (1),W (1)) .Dé�nition 1.6.3. Soient d1, . . . , dn des entiers positifs et F ∈ Pd1,...,dn,A un n-fon
teurpolynomial sur un anneau A de 
ara
téristique p première. On note F (1) le n-fon
teurpolynomial homogène de degré (pd1, . . . , pdn) obtenu en pré
omposant F par le twistde Frobenius sur 
ha
une de ses variables :
F (1) := F (I(1), . . . , I(1)) .Plus généralement, si r ≥ 1 est un entier, on note F (r) le fon
teur :

F (r) := F (r−1)(I(1), . . . , I(1)) = F (I(r), . . . , I(r)) .Nous démontrons maintenant des propriétés 
ohomologiques du twist de Frobenius,qui nous seront utiles au 
hapitre 2.Proposition 1.6.4. Soient A un anneau de 
ara
téristique p première, r un entierpositif et F,G,H ∈ PA des fon
teurs polynomiaux homogènes de degrés respe
tifs f, g, h.Si l'un des entiers g ou h n'est pas multiple de pr alors on a :
Ext∗PA(F (r), G⊗H) = 0 .Démonstration. D'après le 
orollaire 1.4.21 on a un isomorphisme Ext∗PA(F (r), G⊗H) =

Ext∗PA(2)(F
(r)(g,h), G⊠H) , où F (r)(g,h) désigne la 
omposante homogène de degré (g, h)de F (r) ◦ Π2. Mais 
omme I(r) est un fon
teur de degré pr qui 
ommute aux sommesdire
tes, 
ette 
omposante homogène est nulle lorsque g et h ne sont pas tous les deuxmultiples de pr.Corollaire 1.6.5. Soit F un fon
teur polynomial, µ un uplet et r et k des entierssupérieurs ou égaux à 1. L'in
lusion Sµ(r) →֒ Sp

rµ induit un isomorphisme :
HomPA(F (r), Sµ(r)(I⊕k))

≃
−→ HomPA(F (r), Sp

rµ(I⊕k)) .Dualement, la surje
tion Γp
rµ
։ Γµ(r) induit un isomorphisme :

HomPA(Γµ(r)(I⊕k), F (r))
≃
−→ HomPA(Γprµ(I⊕k), F (r)) .48



Démonstration. Le deuxième isomorphisme s'obtient à partir du premier par dualité deKuhn. Démontrons le premier isomorphisme. Il nous su�t de démontrer que pour toutentier r ≥ 0 et pour tout ℓ-uplet µ = (µ1, . . . , µℓ), l'in
lusion Sµ(r) →֒ Spµ(r−1) induitun isomorphisme :
HomPA(F (r), Sµ(r)(I⊕k))

≃
−→ HomPA(F (r), Spµ(r−1)(I⊕k)) .Pour 
ela, nous utilisons la suite exa
te

0→ Sµ(r) → Spµ(r−1) →
ℓ⊕

i=0

Spµ1(r−1) ⊗ · · · ⊗
(
S(p−1)µi(r−1) ⊗ Ir−1

)
⊗ · · · ⊗ Spµℓ(r−1)obtenue en prenant un produit tensoriel de suites exa
tes données par le lemme 1.6.1.D'après la proposition 1.6.4 pré
édente l'image du terme de droite par le fon
teur

HomPA(F (r),−) est nulle. Le résultat dé
oule alors de l'exa
titude à gau
he de 
e fon
-teur.Corollaire 1.6.6. Soient A un anneau de 
ara
téristique p première, et d, r des entierspositifs. Le A-module HomPprd,A(Γd(r), Sd(r)) est libre de rang un, et de base le morphisme
omposé :
f : Γd(r)

∆(r)

−−−→ ⊗d(r)
m(r)

−−−→ Sd(r) .Démonstration. D'après le 
orollaire pré
édent, on a un isomorphisme
HomPprd,A(Γd(r), Sd(r)) ≃ HomPprd,A(Γprd, Sd(r)). Le lemme de Yoneda donne unisomorphisme : HomPprd,A(Γprd, Sd(r)) ≃ Sd(r)(A). Le A-module HomPprd,A(Γd(r), Sd(r))est don
 libre de rang un. Soit b une base de 
e module. Il existe λ ∈ A tel que λb = f .Nous ne nous reste plus qu'à démontrer que λ est inversible. Soit V un A module librede rang n et (v

(r)
1 , . . . , v

(r)
n ) une base de V (r). On dispose alors d'une base de Γd(V (r))
ontenant le ve
teur v(r)⊗d

1 et d'une base de Sd(V (r)) 
ontenant le ve
teur (v
(r)
1 . . . v

(r)
1 ).Soit µ ∈ A la 
omposante selon (v

(r)
1 . . . v

(r)
1 ) du ve
teur b(v(r)⊗d

1 ). Comme f envoie
v
(r)⊗d
1 sur (v

(r)
1 . . . v

(r)
1 ) on a λµ = 1.Proposition 1.6.7. Soient d1, . . . , dn des entiers positifs, A un anneau de 
ara
téris-tique p première et F,G ∈ Pd1,...,dn,A deux n-fon
teurs polynomiaux. La pré
ompositionpar le twist de Frobenius induit un isomorphisme, naturel en F,G :

HomPd1,...,dn,A(F,G)
≃
−→ HomPpd1,...,pdn,A(F (1), G(1)) .Démonstration. En utilisant l'exa
titude à gau
he en 
ha
une des deux variables desbifon
teurs :

F,G HomPd1,...,dn,A(F,G) et F,G HomPpd1,...,pdn,A(F (1), G(1)) ,on se ramène au 
as où F est un proje
tif et G est un inje
tif. Il nous su�t don
 de mon-trer que si λ1, . . . , λn et µ1, . . . , µn sont des uplets de poids d1, . . . , dn, la pré
omposition49



par le twist de Frobenius induit un isomorphisme :
HomPd1,...,dn,A(Γλ1

⊠ · · ·⊠ Γλ
n
, Sµ

1
⊠ · · ·⊠ Sµ

n
)

≃
−→ HomPpd1,...,pdn,A(Γλ1(1)

⊠ · · ·⊠ Γλ
n(1), Sµ

1(1)
⊠ · · ·⊠ Sµ

n(1)) .D'après le théorème de Künneth 1.4.16, il nous su�t don
 de démontrer que pour toutentier d et toute paire λ, µ de uplets de poids d la pré
omposition par le twist deFrobenius induit un isomorphisme :
HomPd,A(Γλ, Sµ) ≃−→ HomPpd,A(Γλ(1), Sµ(1)) .En appliquant la proposition 1.4.26 aux fon
teurs exponentiels Γ∗, S∗,Γ∗(1) et S∗(1), onobtient un diagramme 
ommutatif dans lequel les morphismes verti
aux sont induits parla pré
omposition par le twist de Frobenius :

HomPd,A(Γλ, Sµ) ≃ //

��

⊕
νs,t

⊗
s,tHomPνs,t,A(Γνs,t , Sνs,t)

��

HomPpd,A(Γλ(1), Sµ(1))
≃ //

⊕
νs,t

⊗
s,tHomPνs,t,A(Γνs,t(1), Sνs,t(1)) .Pour démontrer la proposition, il ne nous reste don
 qu'à véri�er que pour tout entierpositif d, la pré
omposition par le twist de Frobenius induit un isomorphisme

HomPd,A(Γd, Sd) ≃−→ HomPpd,A(Γd(1), Sd(1)) .Ce isomorphisme résulte du 
orollaire 1.6.6.
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Chapitre 2Extensions entre fon
teurs à unevariableSoit A un anneau de 
ara
téristique p première. Les représentations rationnellestwistées du groupe linéaire apparaissent naturellement dans un 
ertain nombre de pro-blèmes 
ohomologiques [18, 10, 43℄. Les groupes d'extensions entre fon
teurs polyno-miaux twistés apportent des informations sur de telles représentations (
f. [18, 
or. 3.13℄ou 
orollaire 4.2.12 du 
hapitre 4). Les 
al
uls d'extensions entre fon
teurs polynomiauxtwistés à une variable ont don
 logiquement déjà été l'objet de beau
oup d'attention[18, 15, 9, 17℄.Dans 
e 
hapitre, Nous présentons une nouvelle appro
he des 
al
uls d'extensionsentre fon
teurs polynomiaux twistés. Cette nouvelle appro
he repose sur les résolutionsinje
tives expli
ites des tenseurs symétriques twistés 
onstruites par Troes
h [42℄. Nousrappelons 
es résolutions dans le paragraphe 2.1.Puis nous 
onstatons (lemme 2.2.4) que les groupes d'extensions Ext∗PA(F (r), Sµ(r))sont formels, 
'est-à-dire qu'ils se 
al
ulent 
omme l'homologie d'un 
omplexe de 
o-
haînes dont la di�érentielle est nulle. En 
onséquen
e, le twist de Frobenius est� transparent � pour les paires de fon
teurs F, Sµ. Par � transparent � , nous si-gni�ons que le twist de Frobenius n'a quasiment au
un e�et sur les groupes d'ex-tensions : le A-module Ext∗PA(F (r), Sµ(r)) est à une graduation près, isomorphe auA-module HomPA(F, Sµ(I⊕pr
)). Cette notion de transparen
e sera développée dans le
adre plus général des bifon
teurs au 
hapitre 5 (
f. dé�nition 5.1.10). Frobenius (twistde) !transparen
eEn�n, dans le paragraphe 2.3, nous utilisons 
e phénomène de transparen
e pourredémontrer de manière e�
a
e un 
ertain nombre de 
al
uls déjà 
onnus [18, 15, 9,17℄. Certains de 
es 
al
uls (notamment le théorème 2.3.4) nous seront utiles dans les
hapitres 4 et 5.
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2.1 Résolutions inje
tives des twists de puissan
es symé-triquesDans 
e paragraphe, nous rappelons les résultats obtenus par Troes
h dans [42℄.Il y produit des résolutions inje
tives expli
ites des puissan
es symétriques twistées.Ces résolutions généralisent à un anneau de 
ara
téristique p première les 
omplexessymétriques 
onnus auparavant [16, 18℄ en 
ara
téristique p = 2.Rappels sur les p-
omplexesSoit A une 
atégorie abélienne, Fp-linéaire, munie d'un produit monoïdal ⊗. Parexemple, A est la 
atégorie P des fon
teurs polynomiaux sur un 
orps de 
ara
téristique
p, munie du produit tensoriel usuel.Dé�nition 2.1.1. Un p-
omplexe (positif) de A est un objet gradué de A

C• =
⊕

n∈N Cnmuni d'une p-di�érentielle, 
'est-à-dire d'un morphisme d de degré 1 tel que dp = 0.Pour tout entier s 
ompris entre 1 et p − 1 on peut asso
ier au p-
omplexe C• un
omplexe C•[s] ave
 
omme di�érentielle une alternan
e des morphismes ds et dp−s :
C•[s] : C0 ds

−→ Cs
dp−s

−−−→ Cp
ds

−→ Cp+s
ds

−→ C2p → . . .Dé�nition 2.1.2. On dit qu'un p-
omplexe C• est une p-résolution de F si pour tout
s ∈ [1, p− 1] le 
omplexe C•[s] est une résolution de F . Un p-
omplexe est dit p-a
y
liquesi 
'est une p-résolution de 0.Si on munit le produit tensoriel de deux p-
omplexes C• et D• de la di�érentielle
dC ⊗ 1 + 1⊗ dD (sans signe), on obtient à nouveau un p-
omplexe.Proposition 2.1.3. [42, Th 2.3.1℄ Soit C• une p-résolution de F et D• une p-résolutionde G. Alors le produit tensoriel (C ⊗ D)• est une p-résolution de F ⊗G.Résolutions des puissan
es symétriques twistéesNous énonçons maintenant le résultat dû à Troes
h :Théorème 2.1.4. Soit A un anneau 
ommutatif de 
ara
téristique p. On peut munir lefon
teur polynomial

Sn(I⊕p
r
) ≃

⊕

i0+···+ipr−1=n

Si0 ⊗ · · · ⊗ Sipr−1d'une p-di�érentielle d véri�ant les propriétés suivantes.53



(1) Le degré 
ohomologique d'un élément de Si0 ⊗ · · · ⊗ Sipr−1 est
0.i0 + 1.i1 + · · · + (pr − 1)ipr−1et la p-di�érentielle augmente le degré 
ohomologique de pr−1.(2) Si n est multiple de pr alors (Sn(I⊕pr

), d
) est une p-résolution de Sn/pr(r). Sinon(

Sn(I⊕p
r
), d
) est p-a
y
lique.Démonstration. Le résultat est vrai si A = Fp est un 
orps premier d'après [42, Th 2℄.Le fon
teur de 
hangement de base PFp  PA est exa
t (théorème 1.5.4), et de plus iltransforme les tenseurs symétriques sur Fp en tenseurs symétriques sur A. Le théorèmepré
édent est don
 valable sur tout anneau A de 
ara
téristique p.Le p-
omplexe (Sn(I⊕pr

), d
) est noté (B•n(r), d) dans [42℄. Sa di�érentielle est dedegré 
ohomologique pr−1, et (B•n(r), d) est la somme dire
te des pr−1 sous-p-
omplexes

(Bi+pr−1•
n (r), d) dé�nis de la façon suivante. Pour i ∈ [0, pr−1 − 1], Bi+pr−1•

n (r) est lesous-p-
omplexe formé des éléments de degrés 
ohomologiques 
ongrus à i modulo pr−1 :
0→ Bi(r)

d
−→ Bi+pr−1

(r)
d
−→ Bi+2pr−1

(r)→ . . . .La propriété (2) du théorème signi�e pré
isément (
f. [42, Th. 4.3.2℄) :� Si i 6= 0, les p-
omplexes (Bi+pr−1•
n (r), d) sont p-a
y
liques.� Si i = 0, il y a deux 
as. Si pr divise n, le p-
omplexe (Bpr−1•

n (r), d) est une
p-résolution de Sn/pr(r). Sinon, (Bpr−1•

n (r), d) est p-a
y
lique.résolution !de Troes
hDé�nition 2.1.5. Soit µ = (µ1, . . . , µk) un k-uplet d'entiers positifs. Le produit ten-soriel des p-
omplexes (Sprµi(I⊕p
r
), d
) forme une p-résolution de Sµ(r) que l'on note

B•µ(r).Dé�nition 2.1.6. Soit µ = (µ1, . . . , µk) un k-uplet d'entiers positifs. On appelle résolu-tion de Troes
h de Sµ(r), la résolution I•µ(r) asso
iée à la p-résolution B•µ(r) pour l'entier
s = 1 :

I•µ(r) :=
(
B•µ(r)

)
[1]

.

I•µ(r) : résolution de Troes
h de Sµ(r)Exemple 2.1.7. Soit K un 
orps de 
ara
téristique p = 3. La p-résolution B•(1)(1) de I(1)est de la forme :
S(3,0,0) d

−→ S(2,1,0) d
−→

S(2,0,1)

⊕

S(1,2,0)

d
−→

S(1,1,1)

⊕

S(0,3,0)

d
−→

S(1,0,2)

⊕

S(0,2,1)

d
−→ S(0,1,2) d

−→ S(0,0,3) .La résolution de Troes
h de I(1) est don
 :
I•(1)(1) : S(3,0,0) d

−→ S(2,1,0) d2
−→

S(1,1,1)

⊕
S(0,3,0)

d
−→

S(1,0,2)

⊕
S(0,2,1)

d2
−→ S(0,0,3) .54



2.2 Transparen
e du twist de FrobeniusDé�nition 2.2.1. Soit M = [mi,j] une matri
e à 
oe�
ients entiers positifs, ave
 klignes (numérotées de 1 à k) et pr 
olonnes (numérotées de 0 à pr − 1). On dé�nit lefon
teur polynomial gradué SM 
omme le fon
teur 
on
entré en degré 
ohomologique
pr−1∑

j=0

j

(
k∑

i=1

mi,j

)et égal à
SM := (Sm1,0 ⊗ · · · ⊗ Sm1,pr−1)⊗ · · · ⊗ (Smk,0 ⊗ · · · ⊗ Smk,pr−1) .Lemme 2.2.2. Soit µ = (µ1, . . . , µk) un k-uplet d'entiers positifs. On a un isomor-phisme de fon
teurs gradués par le degré 
ohomologique :

B∗µ(r) ≃
⊕

M

SM ,la somme de droite étant étendue à toutes les matri
es [mi,j ] à 
oe�
ients positifs à klignes et pr 
olonnes qui véri�ent pour tout 1 ≤ i ≤ k l'égalité ∑pr−1
j=0 mi,j = µi.Démonstration. Par dé�nition du fon
teur polynomial gradué B∗µ(r) on a des isomor-phismes de fon
teurs gradués

B∗µ(r) =

k⊗

i=1

B∗µi
(r) ≃

k⊗

i=1


 ⊕

mi,0+···+mi,pr−1=µi

Smi,0 ⊗ · · · ⊗ Smi,pr−1




≃
⊕

m1,0 + · · ·+m1,pr−1 = µ1

. . .
mk,0 + · · ·+mk,pr−1 = µk

k⊗

i=1

(Smi,0 ⊗ · · · ⊗ Smi,pr−1) ,

où le degré 
ohomologique d'un fa
teur Smi,j est égal à jmi,j. La dernière somme estpré
isément égale, en tant que fon
teur gradué, à la somme des SM de l'énon
é.En appliquant le fon
teur HomPA(F (r),−) au fon
teur B∗µ(r) gradué par le degré
ohomologique on obtient le A-module gradué HomPA(F (r), B∗µ(r)).Lemme 2.2.3. Soit µ = (µ1, . . . , µk) un k-uplet d'entiers positifs. Le A-module gradué
HomPA(F (r), B∗µ(r)) est 
on
entré en degrés multiples de pr.Démonstration. On utilise la des
ription de B∗µ(r) donnée dans le lemme 2.2.2 pré
édent.Soit M = [mi,j] une matri
e à 
oe�
ients entiers positifs telle que pour tout 1 ≤ i ≤ kon a ∑pr−1

j=0 mi,j = µi. Si le fon
teur SM est de degré 
ohomologique non multiple de
pr, alors il existe un 
oe�
ient mi0,j0 de M qui n'est pas multiple de pr. D'après laproposition 1.6.4, on a alors HomPA(F (r), SM ) = 0.55



Lemme 2.2.4 (Formalité de Ext∗(F (r), Sµ(r))). Soient F un fon
teur polynomial, run entier positif, µ un k-uplet d'entiers positifs et I•µ(r) la résolution de Troes
h de Sµ(r).Les objets du 
omplexe
HomPA(F (r),I•µ(r))sont nuls en degré 
ohomologique impair. On a don
 l'égalité :

Ext∗PA(F (r), Sµ(r)) = HomPA(F (r),I∗µ(r)) .Démonstration. Par dé�nition, on a
HomPA(F (r),I•µ(r)) = HomPA(F (r), B•µ(r))[1] .La di�érentielle du p-
omplexe HomPA(F (r), B•µ(r)) est de degré 
ohomologique pr−1.Les objets de degrés 
ohomologiques impairs du 
omplexe HomPA(F (r),I•µ(r)) sontdon
 les objets de degrés 
ohomologiques 
ongrus à pr−1 modulo pr du p-
omplexe

HomPA(F (r), B•µ(r)). Il sont don
 nuls d'après le lemme 2.2.3.Nous pouvons maintenant énon
er un résultat de transparen
e du twist de Frobeniuspour les fon
teurs polynomiaux : Frobenius (twist de) !transparen
eThéorème 2.2.5. Soit A un anneau de 
ara
téristique p première. Soient F un fon
teurpolynomial sur A, µ = (µ1, . . . , µk) un k-uplet d'entiers positifs et r un entier positif. Ilexiste un isomorphisme non gradué, naturel en F :
ξd : HomPA(F, Sµ(I⊕pr

)) ≃ Ext∗PA(F (r), Sµ(r)) .De plus, si on dé
ompose Sµ(I⊕pr
) à l'aide de la formule exponentielle :

Sµ(I⊕p
r
) ≃

⊕

µ1,0 + · · · + µ1,pr−1 = µ1

. . .
µn,0 + · · · + µn,pr−1 = µn

n⊗

i=1

S(µi,0,...,µi,pr−1)

alors ξd envoie le fa
teur dire
t Hom(F,
⊗n

i=1 S
(µi,0,...,µi,pr−1)) sur des 
lasses de degré

2

n∑

i=1

pr−1∑

j=0

jµi,j .De même, on a un isomorphisme non gradué, naturel en F :
ξg : HomPA(Γµ(I⊕pr

), F ) ≃ Ext∗PA(Γµ(r), F (r))qui envoie le fa
teur dire
t Hom(
⊗n

i=1 Γ(µi,0,...,µi,pr−1), F ) sur des 
lasses de degré
2

n∑

i=1

pr−1∑

j=0

jµi,j .56



Démonstration. Nous n'e�e
tuons que la démonstration pour ξd, le 
as de ξg s'obtientpar dualité de Kuhn. D'après le lemme de formalité 2.2.4, on une égalité de A-modulesgradués :
Ext∗P(F (r), Sµ(r)) = HomP(F (r),I∗µ(r)) = HomP(F (r), B∗µ(r))[1] (2.1)De plus, la di�érentielle du p-
omplexe HomPA(F (r), B•µ(r)) est de degré 
ohomologique

pr−1. On a don
 une égalité de A-modules (non gradués)
HomP (F (r), B∗µ(r))[1] =


⊕

pr|i

HomP(F (r), Bi
µ(r))


⊕


⊕

pr |j

HomP(F (r), Bj+pr−1

µ (r))


 .D'après le lemme 2.2.3, le A-module gradué HomP(F (r), B∗µ(r)) est 
on
entré en degrésmultiples de pr. En rajoutant des A-modules nuls, on obtient l'égalité de A-modules nongradués :

HomP(F (r), B∗µ(r))[1] =
⊕

i≥0

HomP(F (r), Bi
µ(r)) = HomP(F (r), Sp

rµ(I⊕p
r
)) .L'in
lusion Sµ(r)(I⊕p

r
) →֒ Sp

rµ(I⊕p
r
) induit un isomorphisme après passage au fon
teur

HomP (F (r),−) d'après le 
orollaire 1.6.5. On a don
 un isomorphisme, naturel en F :
HomP(F (r), Sµ(r)(I⊕p

r
)) ≃ HomP(F (r), B∗µ(r))[1] (2.2)En�n, d'après la proposition 1.6.7, la pré
omposition par le twist de Frobenius induitun isomorphisme, naturel en F :

HomP(F, Sµ(I⊕p
r
)) ≃ HomP (F (r), Sµ(r)(I⊕p

r
)) (2.3)En 
omposant les isomorphismes (2.3), (2.2) et (2.1) on obtient don
 un isomorphismede A-modules non gradués, naturel en F :

ξd : HomP(F, Sµ(I⊕p
r
)) ≃ Ext∗P(F (r), Sµ(r)) .De plus, si on dé
ompose Sµ(r)(I⊕p

r
) à l'aide de la formule exponentielle, l'in
lusion

Sµ(r)(I⊕p
r
) →֒ Sp

rµ(I⊕p
r
) envoie le terme HomP(F (r),

⊗n
i=1 S

(µi,0,...,µi,pr−1) (r))dans le fa
teur dire
t HomP(F (r), Bℓ
µ(r)) ⊂ HomP(F (r), Sp

rµ(I⊕p
r
)), ave


ℓ = pr
∑n

i=1

∑pr−1
j=0 jµi,j . L'isomorphisme (2.2) envoie don
 le terme

HomP (F (r),
⊗n

i=1 S
(µi,0,...,µi,pr−1) (r)) dans un terme de degré 2

∑n
i=1

∑pr−1
j=0 jµi,jdu A-module gradué HomP(F (r), B∗µ(r))[1]. Comme les isomorphismes (2.1) et (2.3)respe
tent le degré, on obtient notre assertion sur ξd.
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2.3 Appli
ation au 
al
ul des extensions entre fon
teurs
lassiquesDans 
e paragraphe, nous utilisons le théorème 2.2.5 de transparen
e du twist deFrobenius Frobenius (twist de) !transparen
e pour retrouver un 
ertain nombre de 
al-
uls déjà 
onnus, 
ontenus dans les arti
les [18, 15, 9, 17℄. Le premier résultat est uneappli
ation dire
te du théorème 2.2.5 :Proposition 2.3.1. Soit A un anneau de 
ara
téristique p première. Le A-module d'ex-tensions Ext∗PA(I(r), I(r)) est un A-module libre gradué, de rang 1 dans tous les degrés 2iave
 0 ≤ i ≤ pr − 1 et nul dans les autres degrés. Il est isomorphe, en tant que modulenon gradué, au A-module HomPA(I, I⊕pr
).Remarque 2.3.2. La transparen
e du twist ne permet pas de retrouver fa
ilement lastru
ture d'algèbre de Ext∗PA(I(r), I(r)) donnée par le produit de Yoneda et 
al
uléedans [18, Th. 4.10℄.Nous examinons maintenant les extensions entre paires de fon
teurs Γd(r), F (r). No-tons V∗A la 
atégorie des A-modules proje
tifs de type �ni gradués positivement et desappli
ations linéaires respe
tant la graduation. Si F ∈ Pd,A pour d > 0, on peut prolon-ger F en un fon
teur

F : V∗A  V
∗
A .Pour 
ela, si V ∗ ∈ V∗A on 
hoisit n tel que V k = 0 pour k > n et on pose :

{
F (V ∗) = F (⊕V i) =

⊕
µ0+···+µn=d F

µ(V 0, . . . , V n)

degFµ(V 0, . . . , V n) =
∑n

i=1 µi · ioù Fµ désigne la partie homogène de degré (µ1, . . . , µn) de F ◦ Πn (
f. �1.4.6). Ladé�nition ne dépend pas du n 
hoisi. Ave
 
ette dé�nition, nous pouvons maintenanténon
er le résultat [9, 
or 5.1℄, [17, prop 4.2.1℄ :Proposition 2.3.3. Soit A un anneau de 
ara
téristique p première et soit F ∈ Pd,A.On a des isomorphismes, naturels en F :
Ext∗PA(Γd(r), F (r)) ≃ F (Ext∗PA(I(r), I(r))) ,

Ext∗PA(F (r), Sd(r)) ≃ F ♯(Ext∗PA(I(r), I(r))) .Démonstration. Nous démontrons le 
as de Ext∗(Γd(r), F (r)), le deuxième 
as s'obtientpar dualité. D'après le théorème 2.2.5, on a un isomorphisme :
⊕

µ0+···+µpr−1=d

Hom(Γ(µ0,...,µpr−1), F ) = Hom(Γd(I⊕p
r
), F )

ξg

−→
≃

Ext∗(Γµ(r), F (r)) .Si on pose deg Hom(Γ(µ0,...,µpr−1), F ) = 2
∑
µi · i, alors ξg respe
te la graduation.58



De plus si µ = (µ0, . . . , µpr−1) est un uplet de poids d on a des isomorphismes :
Fµ(A, . . . , A) ≃ HomPµ0,...,µpr−1

(n)(Γ
µ0 ⊠ · · ·⊠ Γµpr−1 , Fµ) (Yoneda)

= HomPd(n)(Γ
µ0 ⊠ · · ·⊠ Γµpr−1 , F )

≃ HomPd
(Γ(µ0,...,µpr−1), F ) (Prop.1.4.20)D'après la proposition 2.3.1, E∗r = Ext∗P(I(r), I(r)) est un espa
e ve
toriel gradué nulsauf dans les degrés 2i pour 0 ≤ i ≤ pr − 1 où l'on a E2i

r = A. En identi�ant E2i
r ave
 le

i-ème fa
teur A de Fµ(A, . . . ,A), on obtient don
 un isomorphisme :
F (E∗r ) =

⊕

µ0+···+µpr−1=d

Fµ(E0
r , . . . , E

pr−1
r ) ≃

⊕

µ0+···+µpr−1=d

Hom(Γµ, F ) .Par dé�nition de la graduation sur F (E∗r ), 
et isomorphisme respe
te le degré. En lepost
omposant par ξg, on obtient notre résultat.En�n, notre théorème 2.2.5 de transparen
e du twist de Frobenius permet de retrou-ver rapidement une partie des résultats de [15℄.Théorème 2.3.4. Soit A un anneau de 
ara
téristique p première. Soient λ et µ desuplets de poids d et r > j des entiers. Les morphismes :
Ext∗PA(Γpr−jµ(j),⊗d(r))→ Ext∗PA(Γpr−jµ(j), Sλ(r)) (2.4)
Ext∗PA(Γpr−jµ(j),Γλ(r))→ Ext∗PA(Γpr−jµ(j),⊗d(r)) (2.5)fa
torisent pour donner des isomorphismes :

Ext∗PA(Γpr−jµ(j),⊗d(r))Sλ

≃
−→ Ext∗PA(Γpr−jµ(j), Sλ(r)) (2.6)

Ext∗PA(Γpr−jµ(j),Γλ(r))
≃
−→ Ext∗PA(Γpr−jµ(j),⊗d(r))Sλ (2.7)Démonstration. Nous étudions le premier morphisme, l'étude du deuxième est analogue.Comme Γp

r−jµ(I⊕p
j
) est proje
tif, la présentation :

⊕

σ∈Sλ

⊗d
⊕1−σ
−−−−→ ⊗d ։ Sλinduit une présentation :

⊕

σ∈Sλ

HomPA(Γpr−jµ(I⊕p
j
),⊗d(r−j))

⊕1−σ
−−−−→HomPA(Γpr−jµ(I⊕p

j
),⊗d(r−j))

։ HomPA(Γpr−jµ(I⊕p
j
), Sλ(r−j)) .En utilisant le théorème 2.2.5, on obtient don
 la présentation suivante des groupesd'extensions Ext∗PA(Γpr−jµ(j), Sλ(r)) :

⊕

σ∈Sλ

Ext∗PA(Γpr−jµ(j),⊗d(r))
⊕1−σ
−−−−→Ext∗PA(Γpr−jµ(j),⊗d(r))

։ Ext∗PA(Γpr−jµ(j), Sλ(r)) .Le morphisme (2.4) est don
 surje
tif et passe au quotient en un isomorphisme (2.6).59



De manière analogue, on peut fa
ilement démontrer :Théorème 2.3.5. Soit A un anneau de 
ara
téristique p première, p 6= 2. Soient λ et
µ des uplets de poids d et r > j des entiers. Les morphismes :

Ext∗PA(Γpr−jµ(j),⊗d(r))→ Ext∗PA(Γpr−jµ(j),Λλ(r)) (2.8)
Ext∗PA(Γpr−jµ(j),Λλ(r))→ Ext∗PA(Γpr−jµ(j),⊗d(r)) (2.9)fa
torisent pour donner des isomorphismes :

Ext∗PA((Γpr−j
)⊗d(j),⊗d(r))altSλ

≃
−→ Ext∗PA(Γpr−jµ(j),Λλ(r)) (2.10)

Ext∗PA(Γpr−jµ(j),Λλ(r))
≃
−→ Ext∗PA(Γpr−jµ(j),⊗d(r))altSλ (2.11)
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Chapitre 3Symétrisations de fon
teurspolynomiauxSoit A un anneau 
ommutatif. Les n-fon
teurs polynomiaux homogènes de degré
(d1, . . . , dn) sont les fon
teurs A-linéaires de la 
atégorie Γd1,...,dnV×nA dans la 
atégoriedes A-modules. La 
atégorie Γd1,...,dnV×nA s'identi�e à une sous 
atégorie pleine de la
atégorie des Sd1 × · · · ×Sdn -modules d'après le lemme 3.1.6. Une question naturellequi se pose alors est de savoir 
omment prolonger un n-fon
teur F en un fon
teur A-linéaire f de la 
atégorie des Sd1 × · · · ×Sdn-modules dans la 
atégorie des A-modules.On appelle symétrisation de F un tel prolongement f .La notion de symétrisation d'un fon
teur polynomial a été introduite par Chaªupnikdans [9℄, dans le 
adre des fon
teurs à une variable et lorsque l'anneau A = K est un
orps. Elle joue dans 
et arti
le un r�le essentiel, tant dans les démonstrations que dansles énon
és. Par exemple, Chaªupnik dé
rit [9, Th. 4.3, Th. 4.4 et Th. 6.1℄ les groupesd'extensions entre 
ertaines paires de fon
teurs twistés F (r), G(r) 
omme l'image d'un
ertain Sd-bimodule gradué Br par des symétrisations f ♯ et g de F ♯ et G :

Ext∗Pdpr,K(F (r), G(r)) ≃ g(f ♯(Br)) .Dans les 
hapitres 4 et 5, nous développerons des méthodes qui généralisent les 
al
ulsde Chaªupnik. Les symétrisations des fon
teurs polynomiaux nous serviront à formuler
ertains résultats, par exemple la proposition 4.3.2 et le théorème 5.1.26. Pour que lesrésultats de 
es 
al
uls soient les plus expli
ites possibles, il est don
 important dedé
rire le plus pré
isément possible les symétrisations obtenues. Nous nous attaquons à
e problème dans 
e 
hapitre.Nous expliquons tout d'abord 
e que nous re
her
hons dans le paragraphe 3.1. Noussouhaitons 
onstruire un fon
teur sym, qui asso
ie à 
haque n-fon
teur F une symétri-sation f , exa
t à gau
he et qui envoie les inje
tifs de la forme Sλ1
⊠ · · · ⊠ Sλ

n sur lefon
teur des 
oinvariants sous l'a
tion du sous-groupe de Young Sλ1 × · · · ×Sλn .Une méthode possible pour obtenir un fon
teur de symétrisation est la suivante.Notons FSd1
×···×Sdn ,A

la 
atégorie des fon
teurs A-linéaires des Sd1 × · · · × Sdn-modules vers les A-modules. En restreignant un élément de FSd1
×···×Sdn ,A

à la sous-62




atégorie Γd1,...,dnV×nA , on obtient un fon
teur polynomial à valeurs quel
onques. Ondispose don
 d'un fon
teur d'évaluation ev : FSd1
×···×Sdn ,A

 Pd1,...,dn,A(n) ev : fon
-teur d'évaluation. D'après [31, 
hap. X℄, 
e fon
teur ev admet un adjoint à droite
s : Pd1,...,dn,A(n)  FS,A. On peut don
 penser à asso
ier à un fon
teur polynomial
F la symétrisation s(F ). C'est d'ailleurs la méthode utilisée dans [17℄ pour obtenir dessymétrisations inje
tives lorsque A = K est un 
orps. Mais 
e pro
édé n'est pas satisfai-sant sur un anneau quel
onque. En e�et, la symétrisation s(Sλ1

⊠ · · ·⊠Sλ
n
) n'a pas uneexpression expli
ite simple en général : elle n'est pas égale aux 
oinvariants sous l'a
tionde Sλ1 × · · · × Sλn (
f. paragraphe 3.4.1). Dans le paragraphe 3.2, nous développonsdon
 un autre pro
édé de symétrisation, basé sur l'existen
e de résolutions inje
tives
anoniques dans Pd1,...,dn,A(n) (
f. proposition 1.4.14).Nous 
al
ulons expli
itement de nombreuses symétrisations dans le troisième para-graphe. En�n, nous étudions dans le paragraphe 3.4 les relations entre notre pro
édé etle pro
édé basé sur l'utilisation d'un adjoint de ev.3.1 Le problème de symétrisation3.1.1 S-fon
teursDans 
e paragraphe, on se �xe A un anneau 
ommutatif et d1, . . . , dn des entiers.On désigne par S le groupe Sd1 × · · · × Sdn . S : produit de groupes symétriques Onnote Mod(A) Mod(A) : 
atégorie des A-modules la 
atégorie des A-modules et desappli
ations linéaires, et Mod(AS) la 
atégorie des A-modules munis d'une a
tion A-linéaire de S et des appli
ations A-linéaires équivariantes.Dé�nition 3.1.1. Un S-fon
teur est un fon
teur f :Mod(AS) Mod(A) tel que :(1) f est un fon
teur A-linéaire.(2) f 
ommute aux sommes �nies.fon
teur !S-fon
teurSoient λ1, . . . , λn des uplets de poids d1, . . . , dn et M un S-module. Les exemplessuivants sont des S-fon
teurs.Exemple 3.1.2. [Fon
teur des 
oinvariants℄On note coinv(λ1,...,λn) le S-fon
teur dé�ni par la formule :

coinv(λ1,...,λn)M := MSλ1×···×Sλn .Exemple 3.1.3. [Fon
teur des invariants℄ coinv(λ1,...,λn) : fon
teur de 
oinvariantsOn note inv(λ1,...,λn) le S-fon
teur dé�ni par la formule :
inv(λ1,...,λn)M := MSλ1×···×Sλn

= Ker


M

Q
(σ−Id)
−−−−−→

⊕

σ∈Sλ1×···×Sλn

M


 .63



Exemple 3.1.4. [Fon
teur des invariants sous l'a
tion alternée℄On dé�nit le S-fon
teur alt(λ
1,...,λn) par la formule :

alt(λ
1,...,λn)M := Ker


M →

⊕

<τ>⊂Sλ1×···×Sλn

M<τ>


 ,où la somme dire
te est prise sur tous les sous-groupes < τ > engendrés par une trans-position τ . Lorsque la 
ara
téristique p est di�érente de 2, alt(λ

1,...,λn)M est égal auxinvariants de M sous l'a
tion alternée de Sλ1 × · · · ×Sλn :
alt(λ

1,...,λn)M = Ker


M

Q
ǫ(σ)σ−Id

−−−−−−−→
⊕

σ∈Sλ1×···×Sλn

M


 .Dé�nition 3.1.5. On note FS,A la 
atégorie dont les objets sont les S-fon
teurs etdont les �è
hes sont les transformations naturelles A-linéaires entre S-fon
teurs.

FS,A : 
atégorie des S-fon
teursLa 
atégorie FS,A possède sommes, produits, noyaux et 
onoyaux 
al
ulés au but,et hérite don
 de la stru
ture de 
atégorie abélienne deMod(A), 
f. [36, Th 4.1℄.3.1.2 Le problème de symétrisationSoient V,W des A-modules. Le groupe Sd agit sur HomA(V,W )⊗d par permutationdes fa
teurs :
σ.(f1 ⊗ · · · ⊗ fd) = fσ−1(1) ⊗ · · · ⊗ fσ−1(d) .Si V et W sont des A-modules proje
tifs de type �ni, on a un isomorphisme

HomA(V,W )⊗d ≃ HomA(V ⊗d,W⊗d) (
f. 
hapitre 1, paragraphe 1.2). Notons .W et .Vles a
tions de Sd sur W⊗d et V ⊗d par permutation des fa
teurs. Si v1 ⊗ · · · ⊗ vd ∈ V ⊗don a :
(σ.(f1 ⊗ · · · ⊗ fd)) (v1 ⊗ . . .⊗ vd) = fσ−1(1) ⊗ · · · ⊗ fσ−1(d)(v1 ⊗ · · · ⊗ vd)

= fσ−1(1)(v1)⊗ · · · ⊗ fσ−1(d)(vd)

= σ.W
(
f1(vσ(1))⊗ · · · ⊗ fd(vσ(d))

)

= σ.W
(
(f1 ⊗ · · · ⊗ fd)(σ

−1.V (v1 ⊗ · · · ⊗ vd))
)
.D'après la formule B.2 de l'annexe, l'identi�
ation entre HomA(V,W )⊗d et

HomA(V ⊗d,W⊗d) induit don
 un isomorphisme entre ΓdHomA(V,W ) et le A-module
HomASd

(V ⊗d,W⊗d) des appli
ations équivariantes de V ⊗d vers W⊗d. En 
onsidérantles produits tensoriels, on obtient le :Lemme 3.1.6. Le fon
teur A-linéaire Γd1,...,dnV×nA  Mod(AS) dé�ni par :
(V1, . . . , Vn) 7→ V ⊗d11 ⊗ · · · ⊗ V ⊗dn

n⊗
i Γ

diHomA(Vi,Wi) ∋ f 7→ f ∈
⊗

i HomASdi
(V ⊗di
i ,W⊗di

i )est pleinement �dèle. Il identi�e Γd1,...,dnVA à une sous-
atégorie pleine deMod(AS).64



On peut don
 restreindre un S-fon
teur f à la 
atégorie Γd1,...,dnV×nA . On obtientalors un fon
teur polynomial à valeurs quel
onques (
f. paragraphe 1.4.3 du 
hapitre 1).symétrisation symétrisation !inje
tiveDé�nition 3.1.7. [9, def 3.2℄ On dit qu'un S-fon
teur f est une symétrisation d'unfon
teur F ∈ Pd1,...,dn,A(n) si
f(V ⊗d11 ⊗ · · · ⊗ V ⊗dn

n ) = F (V1, . . . , Vn) .On dit que f est une symétrisation inje
tive s'il existe en outre une transformationnaturelle f → ⊕
k coinv(λ1,k ,...,λn,k) dont l'évaluation sur V ⊗d11 ⊗ · · · ⊗ V ⊗dn

n est unmonomorphisme.Exemple 3.1.8. Si µ1, . . . , µn sont des uplets, le fon
teur coinv(µ1 ,...,µn) est une symétri-sation inje
tive de Sµ1 ⊠ · · ·⊠Sµn . De même, le fon
teur inv(µ1,...,µn) (resp. alt(µ
1,...,µn))est une symétrisation inje
tive de Γµ1 ⊠ · · ·⊠ Γµn (resp. de Λµ1 ⊠ · · ·⊠ Λµn).Exemple 3.1.9. Soit A un anneau 
ommutatif de 
ara
téristique q impaire et d ≥ qun entier. Le fon
teur f : ModSd

(A)  Mod(A) qui envoie le Sd-module M sur lequotient de (Malt)Sd par l'image de la norme (Malt)Sd
→ (Malt)Sd est un exemple desymétrisation inje
tive non nulle du fon
teur nul, 
f. 
orollaire B.2.9.Dans toute la suite de 
e 
hapitre nous nous intéressons au problème de trouverdes symétrisations pour les fon
teurs polynomiaux. Plus pré
isément, nous étudions lesquestions suivantes :Questions 3.1.10.(i) Comment asso
ier à tout n-fon
teur polynomial F un S-fon
teur f ?(ii) Peut-on s'arranger pour que 
e pro
édé soit naturel en F , respe
te les noyaux etenvoie le fon
teur polynomial Sλ1

⊠ · · ·⊠ Sλ
n sur le S-fon
teur coinvλ1,...,λn ?(iii) Cal
uler le plus expli
itement possible les symétrisations inje
tives obtenues par
e pro
édé.Remarque 3.1.11. Les 
onditions du (ii) sont né
essaires pour démontrer la proposition4.3.2 du 
hapitre 4, et du théorème 5.1.26 du 
hapitre 5. Elles permettent égalementd'e�e
tuer des 
al
uls expli
ites de symétrisations (inje
tives).3.2 Fon
teur de symétrisationSoit A un anneau 
ommutatif, d1, . . . , dn des entiers. On note S le groupe Sd1 ×

· · · × Sdn . Dans 
e paragraphe nous démontrons le théorème suivant, qui répond auxquestions 3.1.10 (i) et (ii). sym : fon
teur de symétrisation fon
teur !de symétrisationsymétrisation !des tenseurs symétriques tenseur symétriqueThéorème 3.2.1. Il existe un fon
teur A-linéaire, additif et exa
t à gau
he
sym : Pd1,...,dn,A  FS,A65



tel que si F ∈ Pd1,...,dn,A on a un isomorphisme F (V1, . . . , Vn) ≃ sym(F )(
⊗n

i=1 V
⊗di)naturel en F , et tel que si les λi sont des partitions de poids di alors

sym(⊠ni=1S
λi

) = coinvλ1,...,λn .Un tel fon
teur est unique à un isomorphisme naturel près.Remarque 3.2.2. La 
atégorie Pd1,...,dn,A n'est en général qu'une 
atégorie exa
te (
f.se
tion 1.4). L'exa
titude à gau
he du fon
teur sym signi�e (
f. annexe A) que l'imaged'une suite exa
te 
ourte admissible par sym est une suite exa
te aux deux premierstermes.Remarque 3.2.3. Soit K un 
orps. Dans [17, Prop 3.2.2℄, Franjou et Pirashvili 
onstruisentun fon
teur j∗ qui à un fon
teur F ∈ Pd,K asso
ie une symétrisation inje
tive de F . Cefon
teur j∗ est K-linéaire, additif, exa
t à gau
he et de plus si λ est un n-uplet de poids
d, on a un isomorphisme naturel [17, lemme 3.2.5℄ : j∗(Sλ) ≃ coinvλ. D'après l'uni
itédu théorème 3.2.1 on a don
 un isomorphisme naturel en F : j∗(F ) ≃ sym(F ).La démonstration du théorème 3.2.1 se déroule en trois étapes. On dé�nit d'abordun fon
teur de symétrisation s sur une sous-
atégorie de 
ogénérateurs inje
tifs de
Pd1,...,dn,A. Puis on étend le fon
teur s à un fon
teur sym dé�ni sur la 
atégorie Pd1,...,dn,Atout entière. Nous suivons don
 la démar
he adoptée dans [9, Prop 3.1℄, mais nous utili-sons un ingrédient supplémentaire : l'existen
e de résolutions inje
tives naturelles (pro-position 1.4.14), pour obtenir la fon
torialité qui fait défaut dans [9, Prop 3.1℄. En�n,nous démontrons l'uni
ité du fon
teur sym dans une troisième étape.Étape 1 : Fon
teur s de symétrisation des inje
tifsLemme 3.2.4. [9, lemme 3.2℄ Soient λi, µi des uplets de poids di pour 1 ≤ i ≤ n.L'évaluation sur le S-module V ⊗d11 ⊗ · · · ⊗ V ⊗dn

n induit un isomorphisme :
HomFS,A

(coinv(λ1,...,λn), coinv(µ1,...,µn))
ev
−→
≃

HomPd1,...,dn,A(n)(S
λ1
⊠ · · ·⊠ Sλ

n
, Sµ

1
⊠ · · · ⊠ Sµ

n
) .Démonstration. Nous démontrons tout d'abord que l'évaluation est inje
tive. Soit θ unetransformation naturelle telle que ev(θ) = 0. Si pour tout i Vi est un A-module libre derang supérieur à di, alors V ⊗d11 ⊗ · · · ⊗ V ⊗dn

n 
ontient le S-module libre de dimensionun AS 
omme fa
teur dire
t. La transformation naturelle θ est don
 nulle sur tousles S-modules libres. Si V ∈ Mod(AS) est un S-module quel
onque, et si LV est le
AS-module libre de base V , on dispose d'une surje
tion S-équivariante :

LV := ASV ։ V
aσ ev 7→ aσ.vOn a un 
arré 
ommutatif :

coinv(λ1,...,λn)LV
θLV //

����

coinv(µ1,...,µn)LV

����
coinv(λ1,...,λn)V

θV // coinv(µ1,...,µn)V66



Comme LV est libre, θLV
est nulle et les morphismes verti
aux étant des surje
tions, θVest nulle.Il ne nous reste plus maintenant qu'à montrer que ev est surje
tive. D'après laproposition 1.4.16, tout morphisme entre les fon
teurs séparables Sλ1

⊠ · · · ⊠ Sλ
n et

Sµ
1
⊠ · · ·⊠Sµ

n s'é
rit 
omme une somme de morphismes du type f1⊠ · · ·⊠ fn. Commel'évaluation respe
te la 
omposition, et que tout morphisme entre puissan
es symétriquess'obtient en 
omposant des multipli
ations des permutations et des 
omultipli
ations(proposition 1.4.27) il nous su�t don
 de montrer que l'évaluation atteint les morphismesdu type :
Id
Sλ1 ⊠ · · ·⊠ Id

Sλi−1 ⊠ f ⊠ Id
Sλi+1 ⊠ · · ·⊠ IdSλndans les trois 
as suivants :(1) f : Sλ ⊗ Sa ⊗ Sb ⊗ Sλ

′

→ Sλ ⊗ Sa+b ⊗ Sλ
′ est une multipli
ation.(2) f : Sλ ⊗ Sa ⊗ Sb ⊗ Sλ

′

→ Sλ ⊗ Sb ⊗ Sa ⊗ Sλ
′ est une permutation.(3) f : Sλ ⊗ Sa+b ⊗ Sλ

′

→ Sλ ⊗ Sa ⊗ Sb ⊗ Sλ
′ est une 
omultipli
ation.Dans le premier (resp. deuxième) 
as, ev envoie la surje
tion naturelle (resp. l'isomor-phisme naturel) entre les fon
teurs coinv en jeu sur le morphisme voulu. Dans le dernier
as, notons Sha,b l'ensemble des (a, b)-shu�es du sous-groupe 1×Sa+b×1 de Sλi . Pourtout module M , le morphisme :

∑

σ∈1×···×1×Sha,b×1×···×1

σ : M →Minduit un morphisme :
coinv(λ1,...,λi−1,(λ,a+b,λ′),λi+1...,λn)(M)→ coinv(λ1,...,λi−1,(λ,a,b,λ′),λi+1...,λn)(M)qui est un anté
édent du morphisme voulu.Notation 3.2.5. Notons Injd1,...,dn,A(n) la sous-
atégorie pleine de Pd1,...,dn,A(n) qui apour objets les sommes (�nies) de fon
teurs :

Sµ1 ⊠ · · ·⊠ Sµn ⊗ V ,où V est A-module proje
tif de type �ni et µ1, . . . , µn des uplets de poids respe
tifs
d1, . . . , dn.Dé�nition 3.2.6. Le fon
teur s est le fon
teur additif A-linéaire

s : Injd1,...,dn,A(n) FS,Aqui à Sµ1
⊠ · · ·⊠Sµ

n
⊗ V asso
ie le S-fon
teur coinv(µ1,...,µn)(−)⊗ V et à une transfor-mation naturelle ψ entre tenseurs symétriques asso
ie l'unique (
f. lemme 3.2.4) trans-formation naturelle dont l'évaluation sur V ⊗d11 ⊗ · · · ⊗ V ⊗dn

n est égale à ψ.
67



Étape 2 : Prolongement de s en un fon
teur de symétrisationLemme 3.2.7. Il existe un fon
teur exa
t
IRes• : Pd1,...,dn,A(n) CC•(Injd1,...,dn,A(n))de la 
atégorie des n-fon
teurs polynomiaux homogènes de degré (d1, . . . , dn) vers la
atégorie des 
omplexes de 
o
haînes de Injd1,...,dn,A(n), qui à un n-fon
teur T asso
ieune résolution inje
tive admissible de T .Démonstration. La proposition 1.4.14 nous donne un fon
teur qui à F asso
ie une ré-solution inje
tive de F par des inje
tifs de la forme Id1,...,dn

(Ad1 ,...,Adn)
⊗ V , où Id1,...,dn

(Ad1 ,...,Adn)est l'inje
tif ⊠ni=1S
diHom(Adi ,−) (
f. notation 1.4.12) et V est un A-module proje
-tif de type �ni. Les inje
tifs Id1,...,dn

(Ad1 ,...,Adn )
⊗ V ne sont pas des objets de la 
atégorie

Injd1,...,dn,A(n). Cependant, la formule exponentielle donne un isomorphisme :
Id1,...,dn

(Ad1 ,...,Adn)
= Sd1HomA(Ad1 ,−)⊠ · · ·⊠ SdnHomA(Adn ,−)

≃
⊕

∀j µj dj-uplet de poids dj

Sµ1 ⊠ · · ·⊠ Sµnqui nous permet de 
onsidérer IRes• 
omme un fon
teur à valeurs dans
CC•(Injd1,...,dn,A(n))Lemme 3.2.8. Soit F un objet de Injd1,...,dn,A(n). La résolution IRes•(F ) se s
indedans Injd1,...,dn,A(n).fon
teur !de symétrisationDé�nition 3.2.9. Le fon
teur sym : Pd1,...,dn,A  FS,A est le fon
teur A-linéaire etadditif qui envoie un élément F ∈ Pd1,...,dn,A(n) sur le noyau du morphisme :

s(IRes0(F ))→ s(IRes1(F )) .Le lemme suivant montre que le fon
teur sym est un prolongement du fon
teur s àtoute la 
atégorie Pd1,...,dn,A(n).Lemme 3.2.10. Soit F ∈ Injd1,...,dn,A(n). Il existe un isomorphisme, naturel en F :
s(F )

≃
−→ sym(F ) .Démonstration. Nous allons montrer que le morphisme naturel s(iF ) : s(F ) →

s(IRes0(F )) induit un isomorphisme entre s(F ) et sym(F ). Pour 
ela, il nous su�tde véri�er l'exa
titude aux deux premiers termes de la suite :
0→ s(F )

s(iF )
−−−→ s(IRes0(F ))→ s(IRes1(F )) (∗)D'après le lemme 3.2.8, la résolution IRes•(F ) s
inde dans Inj(Pd1,...,dn,A(n)). Comme

s est additif, la suite (∗) est s
indée et à fortiori exa
te aux deux premiers termes.68



Lemme 3.2.11. Le fon
teur sym est exa
t à gau
he.Démonstration. Soit F →֒ G ։ H une suite exa
te 
ourte dans Pd1,...,dn,A(n). En larésolvant par le fon
teur IRes• et en appliquant le fon
teur s on obtient un diagramme
ommutatif :
0 0 0

0 // sym(H) //

OO

sIRes0(H)

OO

// sIRes1(H)

OO

// . . .

0 // sym(G) //

OO

sIRes0(G) //

OO

sIRes1(G) //

OO

. . .

0 // sym(F ) //

OO

sIRes0(F ) //

OO

sIRes1(F ) //

OO

. . .

0

OO

0

OO

0

OOPar dé�nition de sym, les lignes sont exa
tes aux deux premiers termes. nous allonsmontrer que les deux 
olonnes de droite sont exa
tes. Une 
hasse élémentaire montreque si 
'est la 
as, alors la suite sym(F ) → sym(G) → sym(H) est exa
te aux deuxpremier termes.On note J l'inje
tif J := Sd1Hom(Ad1 ,−) ⊠ · · · ⊠ SdnHom(Adn ,−) et A le n-uplet
(Ad1 , . . . , Adn). D'après la 
onstru
tion du fon
teurs IRes•, les deux 
olonnes de droitessont de la forme :

0→ s(J ⊗R(A))
s(J⊗φ(A))
−−−−−−→ s(J ⊗ S(A))

s(J⊗ψ(A))
−−−−−−−→ s(J ⊗ T (A))→ 0où 0→ R

φ
−→ S

ψ
−→ T → 0 est une suite exa
te. Les 
olonnes sont don
 de la forme :
s(J)⊗

[
0→ R(A)

φ(A)
−−−→ S(A)

ψ(A)
−−−→ T (A)→ 0

]
(∗)Mais T (A) est un A-module proje
tif, don
 la suite exa
te 
ourte

0→ R(A)
φ(A)
−−−→ S(A)

ψ(A)
−−−→ T (A)→ 0s
inde. Par linéarité du produit tensoriel, la suite (∗) s
inde. Elle est don
 exa
te.Étape 3 : uni
ité du fon
teur symSi deux fon
teurs remplissent les 
onditions du théorème 3.2.1, ils sont égaux sur lasous-
atégorie Injd1,...,dn,A(n) de Pd1,...,dn,A dont les objets sont les sommes dire
tes defon
teurs de la forme (⊠ni=1S

λi
)⊗V ave
 V un A-module proje
tif de type �ni. Les objets69



de Pd1,...,dn,A s'obtiennent tous 
omme des noyaux de morphismes de Injd1,...,dn,A(n)d'après le lemme 3.2.7. Or, les deux fon
teurs 
ommutent aux noyaux. La propriétéuniverselle des noyaux [31, p. 187℄ induit don
 un isomorphisme naturel entre 
es deuxfon
teurs.3.3 Cal
uls expli
itesYoung !
oprésentation de3.3.1 Symétrisation des invariantsDé�nition 3.3.1. Soit A un anneau 
ommutatif et S le groupe Sd1 × · · · ×Sdn . Ondit que f ∈ FS,A admet une 
oprésentation de Young si elle admet une 
oprésentationpar des sommes dire
tes �nies de fon
teurs coinv :
f →֒

⊕

k

coinv(λ1,k ,...,λn,k) →
⊕

l

coinv(µ1,l ,...,µn,l) .Notation 3.3.2. On note Cop(FS,A) la sous 
atégorie pleine de FS,A ayant pour objetsles symétrisations de n-fon
teurs polynomiaux, qui admettent une 
oprésentation deYoung.L'évaluation sur le S-module V ⊗d11 ⊗ · · · ⊗ V ⊗dn
n induit un fon
teur :

ev : Cop(FS,A) Pd1,...,dn,A(n) .Lemme 3.3.3. Pour tout f ∈ Cop(FS,A), il existe un isomorphisme :
f

φf
−→
≃

sym(ev(f)) .Démonstration. Supposons que f admet une 
oprésentation de Young f →֒ y0
f → y1

f .On a un diagramme 
ommutatif dont les 
olonnes sont les isomorphismes obtenus àpartir du lemme 3.2.10 :
f � � // y0

f
//

≃
��

y1
f

≃
��

sym(ev(f)) � � // sym(ev(y0
f ))

// sym(ev(y1
f ))Par exa
titude de ev et exa
titude à gau
he de sym, les lignes de 
e diagramme sontexa
tes aux deux premiers termes. Le morphisme y0

f
≃
−→ sym(ev(y0

f )) fa
torise don
 enun isomorphisme φf : f ≃ sym(ev(f)).symétrisation !des tenseurs alternés symétrisation !des tenseurs divisés70



Proposition 3.3.4. Soient λ1, . . . , λn des uplets. On a des isomorphismes :
inv(λ1,...,λn) ≃ sym(Γλ

1
⊠ · · · ⊠ Γλ

n
) ,

alt(λ
1,...,λn) ≃ sym(Λλ

1
⊠ · · ·⊠ Λλ

n
) .Démonstration. Le fon
teur d'oubli qui à un S-module M asso
ie le A-module sous-ja
ent est égal au fon
teur des 
oinvariants sous l'a
tion du sous-groupe de Young

{Id} ⊂ S. Par dé�nition, les fon
teurs inv(λ1,...,λn) et alt(λ1,...,λn) admettent don
 des
oprésentations de Young (
f. exemples 3.1.3 et 3.1.4) :
inv(λ1,...,λn)M →֒M

Q
(σ−Id)
−−−−−→

⊕

σ∈Sλ1×···×Sλn

M ,

alt(λ
1,...,λn)M →֒M →

⊕

<τ>⊂Sλ1×···×Sλn

M<τ> .Le lemme 3.3.3 permet don
 de 
on
lure.3.3.2 Symétrisation des produits tensorielssymétrisation !des produits tensoriels produit tensoriel !externeLemme 3.3.5. Soient F,G des fon
teurs polynomiaux à plusieurs variables. Alors
sym(F ⊠G) est (naturellement en F , G) isomorphe au noyau du morphisme :

sym(IRes0(F )⊠ IRes0(G))→
sym(IRes1(F )⊠ IRes0(G))
⊕sym(IRes0(F )⊠ IRes1(G))

.Démonstration. En e�et, les 
omplexes I• = IRes•(F )⊠IRes•(G) et J • = IRes•(F⊠G)sont des résolutions inje
tives de F ⊠ G qui ont le même terme d'indi
e 0. Le résultatdé
oule de l'existen
e d'une équivalen
e d'homotopie entre 
es deux 
omplexes, égale àl'identité sur le terme d'indi
e 0.
⊙Dé�nition 3.3.6. ([17, �2.7℄,[9, p. 781℄) Soient d1, . . . , dn des entiers, notons S1 et S2les groupes Sd1 × · · · ×Sdi

et Sdi+1
× · · · ×Sdn . Pour tout f ∈ FS1,A et g ∈ FS2,A ondé�nit f ⊙ g ∈ FS1×S2,A par la formule de 
omposition :

f ⊙ g(M) = f ◦ g ◦ ResS
1×S

2

1×S2 M .Ce pro
édé dé�nit un bifon
teur − ⊙ − : FS1,A × FS2,A  FS1×S2,A, exa
t en lapremière variable.Remarque 3.3.7. La formule de 
omposition a bien un sens. En e�et, siM est un H×G-module, alors en restreignant l'a
tion de H × G au sous groupe 1 × G, on obtientun G-module ResH×G1×G M et les éléments de H s'identi�ent à des automorphismes G-équivariants de 
e module. Par 
onséquent, si g est un G-fon
teur alors g(ResH×G1×G M)admet une stru
ture naturelle de H-module.71



Proposition 3.3.8. Soient F,G des fon
teurs polynomiaux à plusieurs variables. Ilexiste une transformation naturelle :
ψF,G : sym(F )⊙ sym(G)→ sym(F ⊠G) .De plus, dans les deux 
as suivants ψF,G est un isomorphisme :(1) Le fon
teur G est un tenseur symétrique : G = ⊕Sµ

1
⊠ · · · ⊠ Sµ

m .(2) Le fon
teur F admet une 
oprésentation F →֒ I0
F → I1

F , où les fon
teurs IkF sontdes sommes dire
tes de fon
teurs du type ⊗d1 ⊠ · · · ⊠⊗dm.Démonstration. Soient λ1, . . . , λn et µ1, . . . , µm des uplets. On a un isomorphisme(d'après la proposition B.1.2) entre le fon
teur coinv(λ1,...,λn) ⊙ coinv(µ1 ,...,µm) et le fon
-teur coinv(λ1,...,λn,µ1,...,µm). On obtient don
 un 
arré 
ommutatif, naturel en F , G :
sym(IRes0(F ))⊙ sym(IRes0(G))

≃ //

(1)
��

sym(IRes0(F )⊠ IRes0(G))

(2)
��

sym(IRes1(F ))⊙ sym(IRes0(G))
⊕sym(IRes0(F ))⊙ sym(IRes1(G))

≃ // sym(IRes1(F )⊠ IRes0(G))
⊕sym(IRes0(F )⊠ IRes1(G))D'après le lemme 3.3.5, le noyau du morphisme (2) est égal à sym(F ⊠ G). Pour dé-montrer l'existen
e de ψF,G, il su�t don
 de véri�er la nullité de la pré
omposition dumorphisme (1) par le morphisme :

sym(F )⊙ sym(G)→ sym(IRes0(F ))⊙ sym(IRes0(G))Mais 
e
i résulte de la fon
torialité de −⊙−.Supposons maintenant que G = Sµ
1
⊠ · · · ⊠ Sµ

m . Pour montrer que ψF,G est unisomorphisme, il nous su�t de démontrer que sym(F )⊙ sym(G) est égal au noyau de
(1). Mais G est un fa
teur dire
t dans IRes(G)0 et les fon
teurs − ⊙ − et sym sontadditifs. Le noyau de (1) est don
 égal au noyau de

sym(IRes0(F ))⊙ sym(G)→ sym(IRes1(F ))⊙ sym(G) .Comme −⊙− est exa
t vis-à-vis de sa variable de gau
he on obtient le résultat.De même, si F = ⊗d1 ⊠ · · ·⊠⊗dm , alors F est un fa
teur dire
t dans sym(IRes0(F ))et par additivité de −⊙ sym(G), le noyau de (1) est égal au noyau de
sym(F )⊙ sym(IRes0(G))→ sym(F )⊙ sym(IRes1(G)) (3)Comme sym(F ) est égal au fon
teur oubliModSd1

×···×Sdm
(A) Mod(A), le fon
teur

sym(F ) ⊙ − est exa
t. Le noyau du morphisme (3) est don
 égal à sym(F ) ⊙ sym(G)et la transformation naturelle ψF,G est don
 un isomorphisme.En�n, si F admet une 
oprésentation par des somme dire
tes de produits tensoriels
⊗d1 ⊠ · · ·⊠⊗dm , on utilise les isomorphismes

sym(IkF )⊙ sym(G)
ψ
−→
≃
sym(IkF ⊠G)et l'exa
titude de − ⊙ − vis à vis de la variable de gau
he pour 
on
lure que ψF,G estun isomorphisme. 72



La deuxième 
ondition d'isomorphisme, ie : F admet une 
oprésentation par dessommes de produits tensoriels, permet également de faire fon
tionner la proposition3.3.11. Pour 
ette raison, nous énumérons dans la proposition suivante un 
ertain nombrede 
as où 
ette 
ondition est véri�ée.Proposition 3.3.9. Soit F un m-fon
teur polynomial sur un anneau A. Si l'on se trouvedans l'une des situations 
i-dessous, alors F admet une 
oprésentation de la forme :
F →֒

⊕

i=1,...,k

⊗d1 ⊠ · · ·⊠⊗dm →
⊕

j=1,...,l

⊗d1 ⊠ · · ·⊠⊗dm .(1) Le fon
teur F est de degré (d1, . . . , dm) et A est un anneau 
ontenant Q ou de
ara
téristique p > max di.(2) Le fon
teur F est fa
teur dire
t dans ⊗d1 ⊠ · · ·⊠⊗dm .(3) Il existe des uplets µ1, . . . , µm tels que F = Γµ1 ⊠ · · · ⊠ Γµm .(4) A est de 
ara
téristique p 6= 2 et il existe des uplets µ1, . . . , µm tels que F =
Λµ1 ⊠ · · ·⊠ Λµm .Démonstration. Dans le premier 
as, le fon
teur F admet une résolution inje
tive

F →֒ Id1,...,dm

(Ad1 ,...,Adn)
⊗ V 0 → Id1,...,dm

(Ad1 ,...,Adn)
⊗ V 1 → . . . ,où Id1,...,dm

(Ad1 ,...,Adn)
désigne (
f. notation 1.4.12) l'inje
tif :
Id1,...,dm

(Ad1 ,...,Adn)
= Sd1(Ad1∨ ⊗−)⊠ · · ·⊠ Sdm(Adm∨ ⊗−) ,et où les Vi sont des A-modules proje
tifs de type �ni. L'hypothèse sur la 
ara
téristiqueassure que pour tout i, Sdi est fa
teur dire
t dans ⊗di . Pour s = 0, 1, il existe don
 unfon
teur Ss et un entier ks tel que

Id1,...,dm

(Ad1 ,...,Adn)
⊗ V s ⊕ Ss ≃

⊕

i=1..ks

⊗d1 ⊠ · · · ⊠⊗dm .La 
oprésentation voulue s'obtient alors en prenant la somme dire
te de la résolution de
F ave
 la 
oprésentation :

0→ S0 →֒ S0 ⊕ I
d1,...,dm

(Ad1 ,...,Adn)
⊗ V 0 ⊕ S1 .Dans le deuxième 
as, le résultat est immédiat 
ar F s'exprime 
omme le noyau d'unproje
teur p : ⊗d1 ⊠ · · ·⊠⊗dm → ⊗d1 ⊠ · · ·⊠⊗dm .Le troisième 
as est similaire au dernier 
as. Dans le dernier 
as, la 
ara
téristique pest di�érente de 2 et le fon
teur Λµ

1
⊠ · · ·⊠Λµ

m des invariants de ⊗d1 ⊠ · · ·⊠⊗dm sousl'a
tion alternée du groupe Sµ1 × · · · ×Sµm est don
 égal au noyau du morphisme :
⊗d1 ⊠ · · ·⊠⊗dm

Q
σ∈S

µ1×···×Sµm
(ǫ(σ)σ−Id)

−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
⊕

σ∈Sµ1×···×Sµm

⊗d1 ⊠ · · ·⊠⊗dm .
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Remarque 3.3.10. Les deux propositions 
i-dessus montrent que l'on peut souvent iden-ti�er sym(F ⊠G) au fon
teur sym(F )⊙ sym(G), qui est plus fa
ile à 
al
uler. Ce n'est
ependant pas toujours le 
as.En e�et, prenons A un anneau de 
ara
téristique 2 (par exemple A = F2 est le 
orpspremier de 
ara
téristique 2). On munit AS2 d'un stru
ture de S2 ×S2-module par laformule (τ, σ).eς = eτςσ−1 . On a un diagramme 
ommutatif :
sym(⊗2)⊙ sym(Γ2)(AS2)

(a)

≃ //

(1)
��

sym(⊗2
⊠ Γ2)(AS2)

(b)

≃ //

(2)
��

Hom(S2,⊗2)

(3)
��

sym(S2)⊙ sym(Γ2)(AS2)
(a)

// sym(S2
⊠ Γ2)(AS2)

≃

(b)
// Hom(S2, S2)dans lequel les �è
hes (a) sont fournies par la proposition 3.3.8 
i-dessus, les isomor-phismes naturels (b) sont fournis par le 
orollaire 4.3.2 du 
hapitre suivant. Comme lefon
teur − ⊙ sym(Γ2) est exa
t, la �è
he (1) est surje
tive. Mais d'autre part, l'étudede la suite de Koszul Λ2 → ⊗2 → S2 (
f. remarque 1.5.5 du premier 
hapitre) montreque la �è
he (3) est nulle. Comme Hom(S2, S2) 6= 0, la �è
he (3) n'est pas surje
tive.Ce
i interdit à la transformation naturelle :

sym(S2)⊙ sym(Γ2)→ sym(S2
⊠ Γ2)d'être un isomorphisme.3.3.3 Symétrisation des fon
teurs 
omposéssymétrisation !des fon
teurs 
omposésSoit n ≥ 1 un entier. On note ∆n le fon
teur ∆n

∆n :Mod
S

×n
d

(A) ModSd
(A)qui à un S×nd -module M asso
ie le Sd-module M obtenu par restri
tion de l'a
tion ausous-groupe diagonal ∆Sd := {(σ, . . . , σ) , σ ∈ Sd} ⊂ S×nd .Si F est un fon
teur polynomial à une variable, homogène de degré d, l'évaluationde sym(F ) ◦∆n sur le S×nd -module V ⊗d1 ⊗ · · · ⊗ V ⊗dn est égale à F (V1⊗ · · · ⊗ Vn). Il estdon
 naturel de se demander quelle est la relation entre sym(F )◦∆n et la symétrisationdu n-fon
teur polynomial F (Id⊠n) qui au n-uplet (V1, . . . , Vn) asso
ie F (V1 ⊗ · · · ⊗ Vn).Il n'existe pas de transformation naturelle non nulle � évidente � entre les fon
-teurs sym(−) ◦ ∆n et sym(−(Id⊠n)) qui nous permettrait de 
omparer fa
ilement 
esdeux pro
édés de symétrisation. Cependant, on peut tout de même 
omparer 
es deuxpro
édés lorsque F admet une 
oprésentation inje
tive.Proposition 3.3.11. Soit F un fon
teur polynomial admettant une 
oprésentation pardes sommes de produits tensoriels :

F →֒
⊕

i=1..k

⊗d →
⊕

i=1..l

⊗d .74



Il existe un isomorphisme :
sym(F ) ◦∆n

≃
−→ sym(F (Id⊠n)) .Démonstration. D'après le lemme 3.3.3, il nous su�t de montrer que le S×nd -fon
teur

sym(F ) ◦∆n admet une 
oprésentation de Young. Or sym(F ) ◦∆n est égal au noyaudu morphisme
⊕

i=1..k

sym(⊗d) ◦∆n →
⊕

i=1..l

sym(⊗d) ◦∆n (∗)Comme pour tout n-uplet (d1, . . . , dn) le fon
teur sym(⊗d1 ⊠ · · · ⊠ ⊗dn) est égal aufon
teur oubliModSd1
×···×Sdn

(A) Mod(A), on a :
sym(⊗d) ◦∆n = sym(⊗d ⊠ · · ·⊠⊗d)︸ ︷︷ ︸

n termes

.La 
oprésentation (∗) est don
 une 
oprésentation de Young.Remarque 3.3.12. L'hypothèse de la proposition 
i-dessus est véri�ée dans un nombreimportant de 
as (
f. proposition 3.3.9). Dans 
ertaines situations de faveur (par exemplelorsque A est un 
orps, 
f. proposition 3.4.14), l'isomorphisme de la proposition est mêmenaturel en F .Cependant, on verra dans les 
hapitres suivants qu'en général on n'a pas d'isomor-phisme naturel entre sym(F ) ◦ ∆n et sym(F (V1 ⊠ · · · ⊠ Vn)). En e�et, les tenseurssymétriques de gl véri�ent la troisième � Ext-
ondition � (
f. 
orollaire 6.1.2). De plusla multipli
ation I ⊗ Sp−1
։ Sp induit un morphisme sym(I ⊗ Sp−1) ։ sym(Sp) sur-je
tif. Si on avait sym(Sµ(Id⊠2)) = sym(Sµ) ◦∆2, alors d'après le théorème 5.1.26, lamultipli
ation Sp−1 ⊗ I ։ Sp induirait une surje
tion HP∗(Sp−1 ⊗ Igl) ։ HP

∗(Spgl).Or 
e
i est en 
ontradi
tion ave
 le 
orollaire 6.2.11.3.4 Le fon
teur sym 
omme adjointSoient A un anneau 
ommutatif, d1, . . . , dn des entiers et S le groupe Sd1×· · ·×Sdn .3.4.1 Comparaison ave
 les extensions de Kanextension de Kan Revenons sur la 
onstru
tion évoquée dans l'introdu
tion du 
ha-pitre. Notons j le fon
teur d'in
lusion de Γd1,...,dnV×nA dans Mod(AS) fourni par lelemme 3.1.6. la pré
omposition par j induit un fon
teur ev : FS,A  Pd1,...,dn,A(n) ev :fon
teur d'évaluation qui à un S-fon
teur f asso
ie sa restri
tion sur Γd1,...,dnV×nA (
etterestri
tion est un fon
teur polynomial à valeurs quel
onques).Le fon
teur ev admet un adjoint à droite d'après [31, X.3 p. 233℄, noté Ranj, et qui àtout fon
teur polynomial T asso
ie l'extension de Kan à droite selon j. Plus pré
isément,soitM un S-module. La 
atégorie (M ↓ j) est la 
atégorie dont les objets sont les paires75



(f,N) où N est un S-module de la forme ⊗i V
⊗di
i ave
 Vi A-modules proje
tifs et fest une appli
ation A linéaire équivariante, et dont les morphismes sont les diagrammes
ommutatifs dansMod(AS) :

M
f ′

""D
DD

DD
DD

D
f

~~}}
}}

}}
}}

N
φ // N ′ .Notons Q : (M ↓ j) Γd1,...,dnV×nA le fon
teur de proje
tion, qui à l'objet (f,N) asso
ie

N . L'image d'un fon
teur polynomial T par Ranj est le S-fon
teur Ranj(T ) dé�ni surles objets deMod(AS) par la formule [31, X.3 Th. 1℄ :
Ranj(T )(M) := lim

←−

[
(M ↓ j)

Q
−→ Γd1,...,dnV×nA

T
−→Mod(A)

]
.Par 
onstru
tion, le fon
teur Ranj est additif, A-linéaire et exa
t à gau
he. C'est don
un bon 
andidat pour un fon
teur de symétrisation répondant aux questions 3.1.10(ii).Cependant on a :Lemme 3.4.1. Soit λ1, . . . , λn des partitions de poids d1, . . . , dn et M un S-module surZ. Le Z-module Ranj(⊠ni=1S

λi
)(M) n'a pas de torsion.Démonstration. Par dé�nition, Ranj(⊠ni=1S

λi
)(M) est un sous Z-module du produit∏

N∈(M↓j)NSλ1×···×Sλn . Les NSλ1×···×Sλn n'ayant pas de torsion (
ar les N sont desmodules de permutation), le produit n'en a pas non plus, et on obtient notre résultat.Ainsi, sur Z (et plus généralement sur un anneau prin
ipal qui n'est pas un 
orps), onn'a pas d'isomorphisme entre les S-fon
teurs coinvλ1,...,λn et Ranj(⊠ni=1S
λi

). En e�et,
ontrairement à 
e qui se passe ave
 Ranj(⊠ni=1S
λi

), l'image d'un S-module M par
coinvλ1,...,λn n'est pas for
ément un module libre (par exemple siM = Z/nZ ave
 a
tiontriviale ou M = Z ave
 a
tion donnée par la signature). Notre fon
teur sym est don
di�érent du fon
teur Ranj.3.4.2 Le fon
teur sym 
omme adjointDans 
e paragraphe, nous étudions 
omment modi�er la dé�nition du fon
teur sympour le faire apparaître 
omme un adjoint à droite du fon
teur ev. Plus pré
isément,nous étudions sous quelles 
onditions on peut rempla
er la 
atégorie d'arrivée FS,A dufon
teur sym par une nouvelle 
atégorie F̃S,A. F̃S,AChoix possibles pour la 
atégorie F̃S,ADans tout 
e paragraphe, on �xe CS(A) et C(A) deux 
atégories véri�ant les axiomessuivants :(A1) C(A) est une sous-
atégorie pleine de la 
atégorieMod(A) des A-modules, stablepar somme �nie, par produit tensoriel �ni, et admettant des noyaux.76



(A2) CS(A) est une sous-
atégorie pleine de la 
atégorieMod(AS) des S-modules sur
A, 
ontenant la 
atégorie Γd1,...,dnV×nA .(A3) Les 
atégories CS(A) et C(A) sont reliées par la propriété suivante : pour tout
V ∈ CS(A) et tout sous-groupe H de S le A-module des 
oinvariants VH est unobjet de C(A).Lemme 3.4.2. Soit A un anneau 
ommutatif. Les paires suivantes véri�ent les axiomes(A1-A3) :(1) CS(A) =ModS(A) et C(A) =Mod(A).(2) Si A noethérien, CS(A) est la 
atégorie des S-modules qui sont des A-modules detype �ni sur A et C(A) est la 
atégorie des A-modules de type �ni.(3) Si A est de Dedekind, CS(A) est la 
atégorie des fa
teurs dire
ts des modules depermutation de dimension �nie et C(A) la 
atégorie des A-modules proje
tifs detype �ni.(4) Si A est prin
ipal, CS(A) est la 
atégorie des modules de permutation de dimension�nie (
f. annexe B.2) et C(A) la 
atégorie des A-modules libres de type �ni.Dé�nition 3.4.3. Soient CS(A), C(A) deux 
atégories véri�ant les axiomes (A1-A3).On appelle S-fon
teur sur A un fon
teur A-linéaire

F : CS(A) C(A) .On note F̃S,A la 
atégorie des S-fon
teurs sur A et des transformations naturelles entre
S-fon
teurs.La 
atégorie F̃S,A est une sous-
atégorie pleine de la 
atégorie abélienne des fon
teursde CS(A) dans Mod(A). Elle possède des sommes �nies, des produits tensoriels et desnoyaux 
al
ulés au but.Exemple 3.4.4. Soient λi des partitions de poids di. D'après l'axiome (A3), les fon
teursde 
oinvariants coinvλ1,...,λn sont des objets de F̃S,A. Comme F̃S,A est stable par noyaux,les fon
teurs invλ

1,...,λn et altλ
1,...,λn sont aussi des objets de 
ette 
atégorie.Notons j l'in
lusion de CS(A) dansMod(AS). La pré
omposition du fon
teur sympar j induit un fon
teur (en
ore noté sym) de CS(A) dansMod(A).Proposition 3.4.5. Soient CS(A), C(A) deux 
atégories véri�ant les axiomes (A1-A3).Le fon
teur sym est à valeurs dans F̃S,A.Propriété d'adjon
tionDé�nition 3.4.6. Soient CS(A), C(A) deux 
atégories véri�ant les axiomes (A1-A3). Ondit que f ∈ F̃S,A admet une 
oprésentation de Young si elle admet une 
oprésentationpar des sommes dire
tes �nies de fon
teurs coinv :

f →֒
⊕

k

coinv(λ1,k ,...,λn,k) →
⊕

l

coinv(µ1,l ,...,µn,l) .77



Notation 3.4.7. On note Cop(F̃S,A) la sous 
atégorie pleine de F̃S,A ayant pour objetsles symétrisations de n-fon
teurs polynomiaux, qui admettent une 
oprésentation deYoung.Young !
oprésentation deRemarque 3.4.8. Il existe des S-fon
teurs f qui admettent des 
oprésentations par des
oinvariants :
f →֒ −G → −Hpour G et H des sous-groupes S, mais qui n'admettent pas de 
oprésentation de Young(
'est-à-dire de 
oprésentation dans laquelle G et H sont des sous-groupes de Young de

S).En e�et prenons A = k un 
orps, et F̃Sd,k la 
atégorie des fon
teurs des Sd-espa
esve
toriels sur k vers les k-espa
es ve
toriels de dimension �nie. Soit f un fon
teur 
o-hérent [17, def 2.2.1℄ qui est une symétrisation non nulle du fon
teur nul. Son dual
f ♯(−) := f(−∨)∨ admet une 
oprésentation par des 
oinvariants 
ar (−G)♯ = −G. Ce-pendant, f ♯ est également un fon
teur 
ohérent et une symétrisation inje
tive du fon
teurnul. On a don
 pour toute partition λ de poids d [17, prop 3.2.2 et lemme 3.2.5℄ :

Hom(f ♯, coinvλ) ≃ HomP(0, Sλ) = 0 .Ainsi, il n'y a pas de transformation naturelle non nulle entre f et un fon
teur de
oinvariants sous un sous-module de Young Sλ de Sd. Le 
orollaire B.2.9 de l'annexefournit un tel exemple de symétrisation 
ohérente non nulle du fon
teur nul.L'évaluation sur le S-module V ⊗d11 ⊗ · · · ⊗ V ⊗dn
n induit un fon
teur :

ev : Cop(F̃S,A) Pd1,...,dn,A(n) .Par 
onstru
tion, le fon
teur sym est à valeurs dans Cop(F̃S,A). Nous allons maintenantvoir dans quelles 
onditions 
es fon
teurs sont adjoints. Pour 
ela, nous introduisons deuxaxiomes supplémentaires.(A4) Pour tout M ∈ CS(A) il existe un objet LM de CS(A) tel que LM soit une sommedire
te d'éléments de Γd1,...,dnV×nA et un morphisme surje
tif LM ։M .(A5) Les 
atégories CS(A), C(A) sont stables par dualité et le bidual d'un objet M estisomorphe à M .Lemme 3.4.9. Les paires CS(A), C(A) suivantes satisfont les axiomes (A1-A5).(1) A est un 
orps, CS(A) est la 
atégorie des A-espa
es ve
toriels de dimension �niemunis d'une a
tion linéaire de S, et C(A) est la 
atégorie des A-espa
es ve
torielsde dimension �nie.(2) A est un anneau prin
ipal, CS(A) est la 
atégorie des A-modules de permutationde dimension �nie, et C(A) est la 
atégorie des A-modules libres de type �ni.(3) A est un anneau de Dedekind, CS(A) est la 
atégorie des fa
teurs dire
ts de A-modules de permutation de dimension �nie, et C(A) est la 
atégorie des A-modulesproje
tifs de type �ni. 78



Proposition 3.4.10. Supposons que les 
atégories CS(A), C(A) véri�ent les axiomes(A1-A5). L'évaluation induit un isomorphisme (naturel en f , g) :
Hom

Cop( eFS,A)
(f, g) ≃ HomPd1,...,dn,A(n)(ev(f), ev(g)) .Démonstration. Supposons que les axiomes (A1-A4) sont véri�és. Dans 
e 
as la dé-monstration du lemme 3.2.4 s'adapte dans notre nouveau 
adre et pour tout uplets

λi, µi de poids di le fon
teur d'évaluation induit un isomorphisme :
Hom eFS,A

(coinv(λ1,...,λn), coinv(µ1,...,µn))

ev
−→
≃

HomPd1,...,dn,A(n)(S
λ1
⊠ · · ·⊠ Sλ

n
, Sµ

1
⊠ · · · ⊠ Sµ

n
) .Si l'axiome (A5) est également véri�é, alors la 
atégorie F̃S,A est stable par dualitéde Kuhn, et le dual de Kuhn de inv(µ1,...,µn) est le fon
teur coinv(µ1,...,µn). D'après laproposition B.1.1 et le lemme de Yoneda on a don
 un isomorphisme naturel :

Hom(f, coinv(µ1,...,µn)) ≃ Hom(inv(µ1,...,µn), f ♯) ≃ f ♯(S/Sµ1 × · · · ×Sµn) (∗)Démontrons la proposition dans le 
as g = coinv(µ1,...,µn). Soit f →֒ y0
f → y1

f une
oprésentation de Young de f . On un diagramme 
ommutatif :
HomFS,A

(y1
f , g)

ev
≃

//

��

HomPd1,...,dn,A(n)(ev(y
1
f ), ev(g))

��
HomFS,A

(y0
f , g)

ev
≃

//

����

HomPd1,...,dn,A(n)(ev(y
0
f ), ev(g))

����
HomFS,A

(f, g) ev // HomPd1,...,dn,A(n)(ev(f), ev(g))D'après la relation (∗) la 
olonne de gau
he est exa
te aux deux dernier termes. Comme
ev(g) est inje
tif la 
olonne de droite est exa
te aux deux derniers termes. L'évaluationde la dernière ligne est don
 un isomorphisme.Si maintenant g est quel
onque, soit g →֒ y0

g → y1
g une 
oprésentation de Young de

g. On a un diagramme 
ommutatif :
HomFS,A

(f, g) ev //
� _

��

HomPd1,...,dn,A(n)(ev(f), ev(g))
� _

��
HomFS,A

(f, y0
g)

ev
≃

//

��

HomPd1,...,dn,A(n)(ev(f), ev(y0
g ))

��
HomFS,A

(f, y1
g)

ev
≃

// HomPd1,...,dn,A(n)(ev(f), ev(y1
g ))Les 
olonnes sont exa
tes aux deux premiers termes par exa
titude à gau
he de

Hom(f,−) et Hom(ev(f),−). L'évaluation de la première ligne est don
 un isomor-phisme. 79



Corollaire 3.4.11. Si les 
atégories CS(A), C(A) véri�ent les axiomes (A1-A5), alorsles fon
teurs (ev, sym) forment une paire d'adjoints : on a un isomorphisme (naturel en
f , g) :

HomCop( eFS,A)(f, sym(G)) ≃ HomPd1,...,dn,A(n)(ev(f), G) .Corollaire 3.4.12. Si les 
atégories CS(A), C(A) véri�ent les axiomes (A1-A5), alorsle fon
teur sym : Pd1,...,dn,A(n) F̃S,A est pleinement �dèle.3.4.3 Appli
ationsFixons CS(A) et C(A) deux 
atégories véri�ant les axiomes (A1-A5). Des exemplesde 
hoix possibles sont donnés par le lemme 3.4.9. Dans 
ette situation, le fon
teur sym :
Pd1,...,dn,A(n) F̃S,A est un adjoint du fon
teur d'évaluation. Dans 
e paragraphe, nousappliquons 
ette propriété pour obtenir de nouveaux résultats.Symétrisation des fon
teurs 
omposésLemme 3.4.13. Si les 
atégories CS(A), C(A) véri�ent les axiomes (A1-A5), alors pourtout f ∈ Cop(F̃S,A), il existe un isomorphisme naturel en f :

f
φf
−→
≃

sym(ev(f))Démonstration. Supposons que f admet une 
oprésentation de Young f →֒ y0
f → y1

f .On a un diagramme 
ommutatif dont les 
olonnes sont les isomorphismes obtenus àpartir du lemme 3.2.10 :
f � � // y0

f
//

≃
��

y1
f

≃
��

sym(ev(f)) � � // sym(ev(y0
f )) // sym(ev(y1

f ))Par exa
titude de ev et exa
titude à gau
he de sym, les lignes de 
e diagramme sontexa
tes aux deux premiers termes. Le morphisme y0
f
≃
−→ sym(ev(y0

f )) fa
torise don
 enun isomorphisme φf : f ≃ sym(ev(f)).Fixons deux fon
teurs f, g et 
hoisissons deux 
oprésentations de Young de f et
g. D'après le raisonnement pré
édent, on obtient deux isomorphismes φf et φg, quidépendent à priori du 
hoix des 
oprésentations. Soit θ : f → g. Alors le 
arré 
ommute :

sym(ev(f))
sym(ev(θ)) // sym(ev(f))

f
θ //

φf

OO

g .

φg

OOEn e�et, les évaluations des deux morphismes sym(ev(θ)) et φg ◦ θ ◦ φ−1
f sur le S-module V ⊗d11 ⊗ · · · ⊗V ⊗dn

n sont égales, don
 
es deux morphismes sont égaux d'après laproposition 3.4.10. 80



Si on prend f = g et θ = Id, on obtient que l'isomorphisme φf ne dépend pas du
hoix de la résolution. Ave
 f, g, θ quel
onques, on obtient la fon
torialité de φf .En remplaçant l'utilisation du lemme 3.3.3 par 
elle du lemme pré
édent dans ladémonstration de la proposition 3.3.11, on obtient un nouveau résultat, plus pré
is (ona gagné la naturalité en F ).Proposition 3.4.14. Supposons que les 
atégories CS(A), C(A) véri�ent les axiomes(A1-A5). Soit F un fon
teur polynomial sur un anneau 
ommutatif A admettant une
oprésentation par des sommes de produits tensoriels :
F →֒

⊕

i=1..k

⊗d →
⊕

i=1..l

⊗d .Il existe un isomorphisme (dans F̃S,A), naturel en F :
sym(F ) ◦∆n

≃
−→ sym(F (Id⊠n)) .symétrisation !des fon
teurs 
omposésSymétrisation des fon
teurs de S
hurNous nous intéressons maintenant aux exemples de symétrisations inje
tives desfon
teurs de S
hur utilisés dans [9, p.778℄. Le fon
teur de S
hur Sλ/λ′ sur A est égal àl'image du morphisme (
f. dé�nition B.3.12) :

dλ/λ′ : Λλ/λ
′

→֒ ⊗d
σ gλ/λ′

−−−→ ⊗d ։ S
gλ/λ′ .Dé�nition 3.4.15. Soit λ/λ′ un diagramme gau
he de poids d et λ̃/λ′ son diagramme
onjugué. On note sλ/λ′ la symétrisation inje
tive de Sλ/λ′ obtenue 
omme image dumorphisme :

∂λ/λ′ : altλ/λ
′

→֒ Id
σ gλ/λ′

−−−→ Id։ coinv gλ/λ′ .Remarque 3.4.16. Si l'anneau A 
ontient Q ou est de 
ara
téristique p > d, on dispose dela dé�nition équivalente suivante de sλ/λ′ donnée par la proposition B.3.27. On fait untableau en numérotant les 
oe�
ients non nuls du diagramme gau
he µ/µ′ dans l'ordrelexi
ographique, on note aλ/λ′ ∈ ASd la somme des éléments de Sd qui préservent leslignes et bλ/λ′ ∈ ASd la somme alternée des éléments qui préservent les 
olonnes. On aalors
sλ/λ′(M) = bλ/λ′ ◦ aλ/λ′(M) .

sλ/λ′ : symétrisation du fon
teur de S
hur Sλ/λ′symétrisation !des fon
teurs de S
hur fon
teur !de S
hur
81



Proposition 3.4.17. Supposons que les 
atégories CS(A), C(A) véri�ent les axiomes(A1-A5). Soit λ/λ′ un diagramme gau
he de poids d. Il existe un monomorphisme (dans
F̃S,A) :

sλ/λ′ →֒ sym(Sλ/λ′)dont l'évaluation sur M = V ⊗d est un isomorphisme. Si l'anneau A 
ontient Q ou estde 
ara
téristique p > d, 
ette transformation naturelle est un isomorphisme.Démonstration. Tout d'abord, la 
omposée
∂̃λ/λ′ : sym(Λλ/λ

′

) ≃ altλ/λ
′ ∂λ/λ′

−−−→ coinv gλ/λ′ ≃ sym(S
gλ/λ′)est égale au morphisme sym(dλ/λ′). En e�et, leurs évaluations sur V ⊗d sont égales et lefon
teur sym est pleinement �dèle.Le 
onoyau de dλ/λ′ prend ses valeurs dans les modules libres de type �ni d'aprèsle théorème B.3.14. C'est don
 un fon
teur polynomial d'après la proposition 1.2.8.Notons p : S

gλ/λ′
։ Coker dλ/λ′ la proje
tion. Par exa
titude à gau
he de sym, on a

sym(Sλ/λ′) = Ker sym(p).De plus, sym(p) ◦ sym(dλ/λ′) = sym(p ◦ dλ/λ′) = 0. L'isomorphisme coinv gλ/λ′ ≃

sym(S
gλ/λ′) induit don
 une transformation naturelle inje
tive :

sλ/λ′ = Im ∂λ/λ′ →֒ Ker sym(p) = sym(Sλ/λ′) (∗)Si A 
ontient Q ou est de 
ara
téristique p > d, alors d'après la proposition B.3.25,le morphisme stru
turel Λλ/λ
′

։ Sλ/λ′ admet une se
tion. Sa symétrisation induit don
une surje
tion sym(Λλ/λ
′
) ։ sym(Sλ/λ′), et on a don
 Im sym(dλ/λ′) = sym(Sλ/λ′) =

Ker sym(p). La transformation naturelle (∗) est don
 un isomorphisme.
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Chapitre 4Cohomologie des bifon
teurspolynomiauxDans 
e 
hapitre, nous généralisons tout d'abord à un anneau A 
ommutatif quel-
onque la dé�nition de la 
atégorie PA(1, 1) des bifon
teurs polynomiaux (
ontravariantsen la première variable, 
ovariants en la se
onde) introduite par Franjou et Friedlanderdans [13℄. Par dualité sur la variable 
ontravariante (
f. lemme 4.1.7), 
ette 
atégorieest équivalente à la 
atégorie PA(2) introduite dans le 
hapitre 1. Nous en déduisons lastru
ture de la 
atégorie PA(1, 1).Suivant [13℄, nous dé�nissons ensuite dans le paragraphe 4.2 la 
ohomologie H∗P,A(B)d'un bifon
teur B ∈ PA(1, 1) homogène de bidegré (d, d) 
omme un A-module d'exten-sions dans la 
atégorie des bifon
teurs polynomiaux :
H∗P,A(B) = Ext∗PA(1,1)(Γ

dgl,B) .Puis nous démontrons que si n est un entier supérieur ou égal à d, la 
ohomologie
H∗P,A(B) 
al
ule la 
ohomologie rationnelle de GLn/A à 
oe�
ients dans la représen-tation B(An, An) (théorème 4.2.11). Ce théorème est le résultat prin
ipal du 
hapitreet fournit une forte motivation pour l'étude de la 
ohomologie des bifon
teurs polyno-miaux. Il n'était auparavant 
onnu que dans le 
as où A = K est un 
orps [13, Th. 1.5℄.Nous parvenons à démontrer 
e résultat sur un anneau 
ommutatif quel
onque en adop-tant une nouvelle appro
he, qui repose sur un 
al
ul expli
ite de théorie 
lassique desinvariants (théorème D.2.6). Puis nous utilisons le théorème 4.2.11 pour obtenir des in-formations (
orollaires 4.2.13 et 4.2.14) sur la 
ohomologie des bifon
teurs que l'algèbrehomologique dans la 
atégorie PA(1, 1) ne semble pas apporter fa
ilement.En�n dans le paragraphe 4.3, nous établissons quelques 
al
uls sur la 
ohomologiedes bifon
teurs.4.1 Catégorie des bifon
teurs polynomiauxSoit A un anneau 
ommutatif. On rappelle (
f. 
hapitre 1) que VA désigne la 
atégoriedes A-modules proje
tifs de type �ni sur A et que si V est un A-module, V ∨ désigne le84



dual A-linéaire de V .4.1.1 Bifon
teurs polynomiaux selon Franjou et Friedlanderbifon
teur polynomialDé�nition 4.1.1. Un bifon
teur polynomial B (
ontravariant en la première variable,
ovariant en la se
onde variable) sur A :
B : VA

op × VA  VAest la donnée pour tout (V1, V2) ∈ VA
op ×VA d'un élément B(V1, V2) ∈ VA et pour tous

V1, V2,W1,W2 d'un polyn�me BV1,V2,W1,W2 :
HomA(W1, V1)×HomA(V2,W2)→ HomA(B(V1, V2), B(W1,W2)) ,véri�ant les deux 
onditions :(1) BV1,V2,V1,V2(IdV1, IdV2) = IdB(V1,V2) .(2) Pour tous modules proje
tifs de type �ni U1, U2, V1, V2,W1,W2, la pré
omposéedu polyn�me BU1,U2,W1,W2 par le polyn�me induit par la 
omposition :

Hom(V1, U1)×Hom(U2, V2)×Hom(W1, V1)×Hom(V2,W2)

→ Hom(W1, U1)×Hom(U2,W2)est égale à la post
omposée de BV1,V2,W1,W2 × BU1,U2,V1,V2 par l'appli
ation bili-néaire
Hom(B(U1, U2), B(V1, V2))×Hom(B(V1, V2), B(W1,W2))

→ Hom(B(U1, U2), B(W1,W2)) .degré (d'un fon
teur)Dé�nition 4.1.2. Une transformation naturelle f : B → B′ entre deux bifon
teurs po-lynomiaux est la donnée, pour tout V1, V2 d'une appli
ation linéaire fV1,V2 : B(V1, V2)→
B′(V1, V2) telle que le diagramme suivant de polyn�mes 
ommute :

Hom(V1, U1)×Hom(U2, V2)
BU1,U2,V1,V2 //

B′
U1,U2,V1,V2

��

Hom(B(U1, U2), B(V1, V2))

fV1,V2
◦−

��
Hom(B′(U1, U2), B

′(V1, V2))
−◦fU1,U2 // Hom(B(U1, U2), B

′(V1, V2)) .Dé�nition 4.1.3. Soit B un bifon
teur polynomial. On dit que B est de degré �nisi les degrés des polyn�mes BV1,V2,W1,W2 sont majorés. On dit que B est homogène debidegré (d, e) (resp. homogène de degré total d) si tous les polyn�mes BV1,V2,W1,W2 sonthomogènes de bidegré (d, e) (resp. homogènes de degré total d).85



Dé�nition 4.1.4. On note gl le bifon
teur polynomial homogène de bidegré (1, 1) quià une paire (V,W ) asso
ie gl(V,W ) = V ∨ ⊗W . Si F est un fon
teur polynomial, onnote Fgl le bifon
teur polynomial obtenu en pré
omposant F par le bifon
teur gl.
glRemarque 4.1.5. Soit A un anneau de 
ara
téristique p première. Le bifon
teur gl 
om-mute au twist de Frobenius : I(r)gl ≃ gl(r).Dé�nition 4.1.6. On note PA(1, 1) (resp. Pde,A) la 
atégorie A-linéaire des bifon
teurs(
ontravariants en la première variable, 
ovariants en la se
onde variable), de degré �ni(resp. homogènes de bidegré (d, e) et des appli
ations naturelles entre de tels bifon
teurs.
PA(1, 1) : 
atégorie des bifon
teurs polynomiaux Pde,A : 
atégorie des bifon
teurspolynomiaux homogènes de bidegré (d, e)4.1.2 Propriétés de la 
atégorie des bifon
teurs polynomiauxLes dé�nitions 
i-dessus sont identiques (à une dualité près) aux dé�nitions en rap-port ave
 la 
atégorie PA(2). Par exemple, si B est un bifon
teur polynomial 
ontrava-riant en la première variable et 
ovariant en la se
onde, alors le bifon
teur B(−∨1 ,−2)est bifon
teur polynomial 
ovariant au sens de la dé�nition 1.2.1 du 
hapitre 1.Lemme 4.1.7. Soit B(−1,−2) un objet de PA(1, 1). Alors B(−∨1 ,−2) est un objet de

PA(2), de même degré. La dualité sur la première variable induit don
 une équivalen
ede 
atégorie qui préserve le degré :
D : PA(1, 1) PA(2) .

DRemarque 4.1.8. Le fon
teur D envoie gl ∈ P1
1,A sur Dgl = I ⊠ I ∈ P1,1,A.Tous les résultats du premier 
hapitre se transposent don
 à la 
atégorie PA(1, 1).En parti
ulier on obtient les énon
és suivants :Proposition 4.1.9. Soit B ∈ PA(1, 1). Son dual de Kuhn B♯ dé�ni par B♯(V,W ) =

B(V ∨,W∨)∨ est en
ore un élément de PA(1, 1). La dualité de Kuhn dé�nit une équiva-len
e de 
atégories qui préserve le bidegré :
(−)♯ : PA(1, 1)op  PA(1, 1) .

−♯ : dualité de Kuhn dualité de KuhnProposition 4.1.10. La 
atégorie A-linéaire additive PA(1, 1) se dé
ompose en lasomme dire
te de ses sous-
atégories pleines
PA(1, 1) =

⊕

(d,e)

Pde,A .86



Proposition 4.1.11. Les 
atégories PA(1, 1) et Pde,A ont une stru
ture de 
atégorieexa
te si l'on prend pour suites exa
tes 
ourtes admissibles les suites 0 → B′ → B →
B′′ → 0 qui sont exa
tes après évaluation sur les paires (V,W ) ∈ V×2

A .Notation 4.1.12. Soient d, e des entiers positifs et V,W des A-modules proje
tifs de type�ni. On note :
P d,We,V := ΓdHom(−1, V )⊗ ΓeHom(W,−2) ,

Id,We,V := SdHom(−1, V )⊗ SeHom(W,−2) .Proposition 4.1.13. Soient d, e des entiers positifs, V,W des A-modules proje
tifs detype �ni, et B ∈ Pde,A un bifon
teur polynomial sur A. On a des isomorphismes naturelsen B,V,W :
HomPd

e,A
(P d,We,V , B) ≃ B(V,W ) ,

HomPd
e,A

(B, Id,We,V ) ≃ B♯(W,V ) .Les fon
teurs P d,We,V et Id,We,V sont respe
tivement des proje
tifs et des inje
tifs de Pde,A. Ilexiste un fon
teur exa
t PRes• (resp. IRes•) qui à un bifon
teur B asso
ie une résolutionproje
tive (resp. inje
tive) admissible de B par des proje
tifs de la forme U ⊗ P d,Ae

e,Ad où
U est un A-module proje
tif de type �ni (resp. des inje
tifs de la forme U ⊗ Id,Ae

e,Ad ).Remarque 4.1.14. Le bifon
teur gl⊗d est un inje
tif de Pdd,A. En e�et, la formule expo-nentielle montre que 
'est un fa
teur dire
t du proje
tif P d,Ad

d,Ad .
hangement de baseThéorème 4.1.15. Soit A′ une A-algèbre 
ommutative. On dispose d'un fon
teur de
hangement de base PA(1, 1) PA′(1, 1) exa
t qui préserve les proje
tifs. De plus, on aun morphisme 
anonique A′-linéaire :
φ : Ext∗PA(1,1)(S, T )⊗A A

′ → Ext∗PA′ (1,1)(SA′ , TA′)qui est un isomorphisme si A′ est A-plat. En�n, si A est un anneau de Dedekind, alorspour tout i 
e morphisme s'ins
rit dans une suite exa
te 
ourte de groupes abéliens :
0→ ExtiPA(1,1)(S, T )⊗A A

′ φ−→ ExtiPA′ (1,1)(SA′ , TA′)

→ TorA(Exti+1
PA(1,1)(S, T ), A′)→ 04.2 Cohomologie des bifon
teurs4.2.1 Dé�nitionDé�nition 4.2.1. Soit A un anneau 
ommutatif et soit B un bifon
teur homogène debidegré (d, d) sur A. On appelle 
ohomologie du bifon
teur B le groupe d'extensions :

H∗P,A(B) := Ext∗PA(1,1)(Γ
dgl,B) .87



H∗P,A(−) : 
ohomologie des bifon
teurs 
ohomologie !des bifon
teursAbus de notation 4.2.2. Lorsqu'il n'y a pas de 
onfusion possible 
on
ernant l'anneaude base A, on pourra omettre le A pour alléger la notation. On é
rira don
 H∗P au lieude H∗P,A.Proposition 4.2.3. Soit A un anneau prin
ipal et soit B ∈ Pdd,A un bifon
teur polyno-mial. Les A-modules H i
P,A(B) sont des A-modules type �ni.Démonstration. Soit P• une résolution proje
tive de Γdgl. La 
ohomologie du bifon
teur

B est donnée par l'homologie du 
omplexe de A-modules HomPd
d,A

(P•, B). Si P d,Wd,V estun proje
tif standard, le A-module HomPd
d,A

(P d,Wd,V , B) ≃ B(V,W ) est proje
tif de type�ni, don
 libre de type �ni 
ar A est prin
ipal. Les 
y
les et les bords du 
omplexe
HomPd

d,A
(P•, B) sont don
 des A-modules libres de type �ni et leurs quotients sont des

A-modules de type �ni.4.2.2 Cohomologie des bifon
teurs séparablesbifon
teur polynomial !séparableDé�nition 4.2.4. Un bifon
teur séparable est un bifon
teur de la forme :
Hom(F,G)(−1,−2) := F∨(−1)⊗G(−2) = F ♯(−∨1 )⊗G(−2)où F,G sont deux fon
teurs polynomiaux.

Hom(F,G) : bifon
teur séparableLes inje
tifs Id,We,V et les proje
tifs P d,We,V de la 
atégorie Pde,A sont des bifon
teursséparables. En e�et on a :
P d,We,V = Hom(IdV , P

e
W ) , Id,We,V = Hom(P dV , I

e
W ) ,où IdV et P dV désignent les inje
tifs et les proje
tifs dans la 
atégorie des fon
teurs à unevariable (
f. notation 1.4.1). On a un isomorphisme naturel :

HomPd
d,A

(Γdgl,Hom(P dV , I
d
W )) ≃ SdHomA(W,V ) ≃ HomPA

(P dV , I
d
W )obtenu en mettant bout à bout l'isomorphisme de la proposition 4.1.13 et l'inverse del'isomorphisme donné par le lemme de Yoneda dans Pd,A. SiHom(F,G) est un bifon
teurséparable, on a don
 un isomorphisme de bi
omplexes :

HomPd
d,A

(Γdgl,Hom(PRes•(F ), IRes•(G))) ≃ HomPd,A
(PRes•(F ), IRes•(G)) .Le 
omplexe total asso
ié au bi
omplexe Hom(PRes•(F ), IRes•(G)) est une résolutioninje
tive de Hom(F,G). En prenant l'homologie des 
omplexes totaux on obtient don
[13, prop 2.2℄ :Proposition 4.2.5. Soit A un anneau 
ommutatif et F,G des fon
teurs polynomiauxhomogènes de degré d sur A. On a un isomorphisme naturel en F,G :

H∗P,A(Hom(F,G)) ≃ Ext∗Pd,A
(F,G) .88



4.2.3 Lien ave
 la 
ohomologie rationnelleDans 
e paragraphe, nous établissons un lien entre la 
ohomologie des bifon
teurs etla 
ohomologie rationnelle du groupe linéaire. Nous renvoyons à l'annexe D pour plusde détails sur les groupes algébriques et la 
ohomologie rationnelle.Soit B un bifon
teur polynomial sur un anneau A. Pour toute paire de A-modulesproje
tifs de type �ni V,W , le polyn�me BV,W : End(V ∨)× End(W )→ End(B(V,W ))induit un morphisme de groupes algébriques GL(V ∨) × GL(W ) → GL(B(V,W )).Lorsque V = W , on le pré
ompose par l'in
lusion diagonale g 7→ (g−1, g) pour obtenirune a
tion rationnelle :
GL(V )×B(V, V )→ B(V, V ), (g, x) 7→ BV,V (g−1, g)(x) .Lemme 4.2.6. Soit A un anneau 
ommutatif, et B un bifon
teur sur A. Le morphismed'évaluation, naturel en B :

eB,n : HomPd
d,A

(Γdgl,B) → B(An, An)

f 7→ fAn(γdIdAn)est à valeurs dans B(An, An)GLn/A.Lemme 4.2.7. Soit A un anneau 
ommutatif, et B un bifon
teur homogène de bidegré
(d, d) sur A. Si n ≥ d, le morphisme :

eB,n : HomPd
d,A

(Γdgl,B) → B(An, An)

f 7→ fAn(γdIdAn)est inje
tifDémonstration. Soit n un entier. Notons comp le morphisme de bifon
teurs dé�ni parla 
omposée
Γd(HomA(−1, A

n))⊗ Γd(HomA(An,−2))� _

��

comp

++VVVVVVVVVVVVVVVVVVV

Γd(HomA(−1, A
n)⊗HomA(An,−2)) // Γdgl(−1,−2)l'évaluation de la transformation naturelle comp sur la paire (An, An) envoie

(γdIdAn)⊗2 ∈ Γd(HomA(An, An))⊗2 sur γdIdAn ∈ Γd(HomA(An, An)). On a don
 undiagramme 
ommutatif :
HomPd

d,A
(P d,A

n

d,An (−1,−2), B(−1,−2))
≃ // B(An, An)

HomPd
d,A

(ΓdHomA(−1,−2), B(−1,−2))

Hom
Pd

d,A
(comp,B(−1,−2))

OO

eB,n

33hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhdans lequel l'isomorphisme horizontal est donné par le lemme de Yoneda. D'aprèsla proposition 1.3.1, si n ≥ d alors comp est un épimorphisme. Le morphisme
HomPd

d,A
(comp,B(−1,−2)) est alors inje
tif, et eB,n également.89



Pour 1 ≤ i ≤ p et 1 ≤ j ≤ q on note (i|j) ∈ S2((V ⊕p ⊕ V ∨⊕q)∨) le polyn�mehomogène de degré 2 dé�ni par la formule (
f. annexe D, théorème D.2.6) :
(i|j)(x1, . . . , xp, f1, . . . , fq) := fj(xi) .Lemme 4.2.8. Soit A un anneau 
ommutatif, d un entier et V un A-module libre derang n. Le A-module

Sd(V ∨⊕d ⊕ V ⊕d)GLn/A ≃
(
Sd(V ∨⊕d)⊗ Sd(V ⊕d)

)GLn/Aest engendré par la famille des produits (i1|j1) . . . (id|jd), où les indi
es ik et jk sont desentiers 
ompris entre 1 et d.Démonstration. C'est une 
onséquen
e dire
te du 
orollaire D.2.7.Lemme 4.2.9. Soit A un anneau 
ommutatif. Le morphisme :
HomPd

d,A
(Γdgl, Sµ(−∨1 )⊗ Sλ(−2)) → Sµ(An∨)⊗ Sλ(An)

f 7→ fAn(γdIdAn)induit une surje
tion sur (Sµ(An∨)⊗ Sλ(An))GLn/A.Démonstration. D'après l'isomorphisme de fon
teurs
Sd(−∨⊕d1 )⊗ Sd(−⊕d2 ) ≃

⊕

λ,µ uplets de poids dSµ(−∨1 )⊗ Sλ(−2) ,il su�t de montrer que le morphisme
HomPd

d,A
(Γdgl, Sd(−∨⊕d1 )⊗ Sd(−⊕d2 )) →

(
Sd(An∨⊕d)⊗ Sd(An⊕d)

)GLn/A

f 7→ fAn(γdIdAn)est surje
tif. Le lemme 4.2.8 nous donne une famille génératri
e du A-module libre dedroite. Nous allons montrer que le morphisme 
i-dessus atteint tous 
es générateurs.Soit (ai)1≤i≤n une base de An, (a♯i)1≤i≤n sa base duale et (a♯♯i )1≤i≤n sa base biduale.L'isomorphisme 
anonique An ≃ An∨∨ envoie don
 (ai)1≤i≤n sur (a♯♯i )1≤i≤n. Si k est unentier 
ompris entre 1 et d et v ∈ An, on note vk le ve
teur (0, . . . , 0, v, 0, . . . , 0) ∈ An⊕doù v est en k-ème position.Soient k et l deux entiers. Cal
ulons une expression maniable du polyn�me (k|l) ∈
S1(An∨⊕d) ⊗ S1(An⊕d). Soit (x1, . . . , xk, φ1, . . . , φk) = (x, φ) un ve
teur de An⊕d ⊕
An∨⊕d. On a :

(k|l)(x, φ) = φk(xl) =

n∑

i=1

φ(aki )a
♯
i




n∑

j=1

a♯ lj (x)aj


 =

n∑

i=1

φ(aki )a
♯ l
j (x) .90



Ainsi, on a l'égalité (k|l) =
∑n

i=1 a
♯ l
j ⊗ a

♯♯ k
i . Si (k1, . . . , kd) et (l1, . . . , ld) sont deux d-uplets d'entiers, le polyn�me (k1|l1)(k2|l2) . . . (kd|ld) ∈ S

d(An∨⊕d)⊗Sd(An⊕d) est don
donné par la formule :
(k1|l1)(k2|l2) . . . (kd|ld) =

∑

(i1,...,id)∈Nn

a♯ l1i1 a
♯ l2
i2
. . . a♯ ldid ⊗ a

♯♯ k1
i1

a♯♯ k2i2
. . . a♯♯ kd

id
.Il ne nous reste plus qu'à produire un morphisme f : Γd(−∨1 ⊗ −2) → Sd(−∨⊕d1 ) ⊗

Sd(−⊕d2 ) dont l'évaluation sur
γdIdAn =

(
n∑

i=1

a♯i ⊗ ai

)⊗d
∈ Γd(An∨ ⊗An)est égale à (k1|l1)(k2|l2) . . . (kd|ld). Mais le morphisme

ik1,...,kd,l1,...,ld : (V ∨ ⊗W )⊗d →
(
V ∨⊕d

)⊗d
⊗
(
W⊕d

)⊗d

⊗di=1(vi ⊗ wi) 7→ (⊗di=1v
ki
i )⊗ (⊗di=1w

li
i )envoie γdIdAn sur (⊗di=1a

♯ ki
i )⊗(⊗di=1a

li
i ). Si on dé�nit fk1,...,kd,l1,...,ld 
omme la 
omposée

Γd(−∨1 ⊗−2) ⊂ (−∨1 ⊗−2)
⊗d

ik1,...,kd,l1,...,ld−−−−−−−−−→
(
−∨⊕d1

)⊗d
⊗
(
−⊕d2

)⊗d

m
−→ Sd(−∨⊕d1 )⊗ Sd(−⊕d2 ) ,alors l'évaluation du morphisme fk1,...,kd,l1,...,ld sur γdIdAn est égale au polyn�me

(k1|l1)(k2|l2) . . . (kd|ld).Proposition 4.2.10. Soit A un anneau 
ommutatif. Le morphisme, naturel en B :
HomPd

d,A
(Γdgl,B) → B(An, An)GLn/A

f 7→ fAn(γdIdAn)est un isomorphisme si n ≥ d.Démonstration. Le morphisme est à valeurs dans B(An, An)GLn/A d'après le lemme4.2.6. D'après les lemmes 4.2.7 et 4.2.9, La proposition est vraie dans le 
as où B estun bifon
teur inje
tif de la forme Sµ(−∨1 )⊗ Sλ(−2). D'après la proposition 4.1.13, toutbifon
teur B homogène de bidegré (d, d) admet une résolution par des sommes dire
tesde tel bifon
teurs inje
tifs. Comme les fon
teurs
B  HomPd

d,A
(Γdgl,B) et B  B(An, An)GLn/Asont exa
ts à gau
he et additifs, le résultat est valable pour un bifon
teur B quel
onque.
ohomologie !rationnelle 91



Théorème 4.2.11. Soit A un anneau 
ommutatif, B un bifon
teur homogène de bidegré
(d, d) sur A et n ≥ d. Il existe un isomorphisme naturel :

H∗P,A(B)
≃
−→ H∗rat(GLn/A,B(An, An)) .Démonstration. Les fon
teurs B  H∗P,A(B), B  H∗rat(GLn/A,B(An, An)) sont des

δ-fon
teurs : ils transforment toute suite exa
te 
ourte admissible en suite exa
te longue,et tout morphisme de suites exa
tes 
ourtes en morphisme de suites exa
tes longues. Deplus, ils sont tous les deux nuls en degré stri
tement positif sur les inje
tifs de PA(1, 1).Pour la 
ohomologie des bifon
teurs, 
ela résulte de la dé�nition 4.2.1 en termes d'ex-tensions, et pour la 
ohomologie rationnelle, 
'est une 
onséquen
e du 
orollaire D.2.5.L'isomorphisme naturel H0
P,A(B) ≃ H0

rat(GLn/A,B(An, An)) donné par la proposition4.2.10 se prolonge don
 de manière unique en un isomorphisme entre les δ-fon
teurs
B  H∗P,A(B) et B  H∗rat(GLn/A,B(An, An)) d'après [8, prop III.5.2℄. Cette proposi-tion est énon
ée dans le 
adre des 
atégories abéliennes, mais on obtient sa démonstrationdans le 
as d'une 
atégorie exa
te en remplaçant les suites exa
tes 
ourtes par des suitesexa
tes 
ourtes admissibles.Nous dressons maintenant une liste de 
orollaires du théorème 4.2.11. En appliquantle théorème à des bifon
teurs séparables, on obtient tout d'abord une généralisation de[18, 
or. 3.13℄ à un anneau A quel
onque.Corollaire 4.2.12. Soient A un anneau 
ommutatif, F,G ∈ Pd,A deux fon
teur poly-nomiaux homogène de degré d et n ≥ d un entier. On a un isomorphisme, naturel en
F,G :

Ext∗Pd,A
(F,G) ≃ Ext∗GLn/A

(F (An), G(An)) .Corollaire 4.2.13. Si B ∈ PC(1, 1) est un bifon
teur dé�ni sur C alors H i
P,C(B) = 0pour i > 0.Démonstration. Le groupe algébrique GLn/C est linéairement rédu
tif [23, p. 125℄,[45,p. 97℄, [29, �6.2℄. Par 
onséquent, le fon
teur des points �xes sous l'a
tion de GLn/C estexa
t. La 
ohomologie rationnelle de GLn/C est don
 nulle en degré stri
tement positif.D'après le théorème 4.2.11, il en va de même pour la 
ohomologie des bifon
teurs surC.Corollaire 4.2.14. Soit K un 
orps. Pour tout bifon
teur B sur K, il existe un entier

nB tel que Hn
P,K(B) = 0 pour n > nB.Remarque 4.2.15. Comme la 
ohomologie d'un bifon
teur B sur un 
orps K s'annule àpartir d'un 
ertain degré et que les espa
es ve
toriels H i

P,K(B) sont de dimension �nie,la 
ara
téristique d'Euler-Poin
aré χ de 
ette 
ohomologie a un sens :
χH∗P,K(B) =

∑

i≥0

(−1)idimH i
P,K(B) .

χ : 
ara
téristique d'Euler d'un espa
e ve
toriel gradué 
ara
téristique d'Euler92



Corollaire 4.2.16. Soient A un anneau 
ommutatif, B un bifon
teur homogène debidegré (d, d) et n ≥ d un entier. Notons p : An+1 → An et i : An → An+1 la surje
tionet l'inje
tion du fa
teur dire
t An dans An+1 et j : GLn/A →֒ GLn+1/A,M 7→ [ M 0
0 1

],l'in
lusion 
orrespondante. On a un isomorphisme :
H∗rat(GLn+1/A,B(An+1, An+1))

H∗
rat(j,B(i,p))
−−−−−−−−→

≃
H∗rat(GLn/A,B(An, An)) .Démonstration. Notons p : An+1 → An et i : An → An+1 la surje
tion et l'inje
tion dufa
teur dire
t An dans An+1. On a un triangle 
ommutatif

HomPd
d,A

(Γdgl,B)
eB,n+1 //

eB,n

**UUUUUUUUUUUUUUUU
B(An+1, An+1)

B(i,p)

��
B(An, An)Le morphisme A-linéaire B(i, p) est 
ompatible aux a
tions de GLn+1/A et GLn/A :pour toute A-algèbre A′ tout g ∈ GLn(A′) et tout x ∈ B(An+1, An+1)⊗A′ on a :

(
B(i, p)⊗A′

)
(j(g).x) = g.

(
B(i, p)⊗A′

)
(x) .Le morphisme B(i, p) induit don
 un morphisme B(An+1, An+1)GLn+1/A →

B(An, An)GLn/A. D'après la 
ommutativité du triangle et la proposition 4.2.10 le mor-phisme B(i, p) induit don
 un isomorphisme naturel en B :
H0

rat(GLn+1/A,B(An+1, An+1))
≃
−→ H0

rat(GLn/A,B(An, An)) .Les fon
teurs
B  H∗rat(GLn+1/A,B(An+1, An+1)) et B  H∗rat(GLn/A,B(An, An)sont des δ-fon
teurs, nuls en degré stri
tement positif sur les inje
tifs de Pdd . D'après[8, prop III.5.2℄, 
et isomorphisme en degré 0 se prolonge de manière unique en unisomorphisme de δ-fon
teurs.4.3 Premiers 
al
uls4.3.1 Cohomologie des produits tensoriels twistésLe groupe Sd ×Sd agit sur le bifon
teur gl⊗d, les éléments de Sd × {Id} agissantpar permutation des variables 
ovariantes et 
eux de {Id} × Sd par permutation desvariables 
ontravariantes. L'e�et (σ, τ) ∈ Sd ×Sd est don
 donné par la formule :

(σ, τ) : gl⊗d(−1,−2) = (−∨1 ⊗−2)
⊗d → gl⊗d(−1,−2)

⊗(xi ⊗ yi) 7→ ⊗(xσ−1(i) ⊗ yτ−1(i)) .93



Soient F,G des fon
teurs polynomiaux à une variable. En pré
omposant la premièrevariable de gl par F et la se
onde par G, l'a
tion de Sd×Sd sur gl⊗d induit une a
tionde Sd × Sd sur le bifon
teur gl(F,G)⊗d. Par fon
torialité de H∗P,A(−), 
ette a
tioninduit une stru
ture de Sd ×Sd-module gradué sur H∗P,A(gl(F,G)⊗d).Les bifon
teurs gl(F,G)⊗d et Hom(F⊗d, G⊗d) sont isomorphes. D'après la proposi-tion 4.2.5, on a don
 un isomorphisme, naturel en F,G :
H∗P,A(gl(F,G)⊗d) ≃ Ext∗PA

(F⊗d, G⊗d) (∗)En outre, on peut dé�nir une a
tion de Sd ×Sd sur Ext∗PA
(F⊗d, G⊗d) en faisant agir

(σ, τ) ∈ Sd×Sd 
omme le morphisme Ext∗PA
(σ(−1), τ). Dans 
e 
as, l'isomorphisme (∗)est Sd ×Sd-équivariant.Deux 
as nous seront parti
ulièrement utiles par la suite. Premièrement lorsque

F = V ⊗ − et G = W ⊗ −, ave
 V et W deux A-modules proje
tifs de type �ni, etdeuxièmement lorsque F = G = I(r). Le théorème suivant détermine expli
itement les
Sd ×Sd-modules H∗P,A(gl(F,G)⊗d) dans 
es deux 
as. Ce théorème est impli
itementutilisé dans [9℄ et expli
itement utilisé dans [13, 17℄. Le deuxième 
as du théorème estdémontré dans [13, Th 1.8℄ sur un 
orps, mais la démonstration s'adapte sans problèmeà un anneau A quel
onque de 
ara
téristique première. La démonstration du premier
as est analogue (en plus simple) à 
elle du deuxième 
as. Remarquons en�n que dansle premier 
as, le bifon
teur gl(V ⊗−,W ⊗−)⊗d est inje
tif et sa 
ohomologie est don

on
entrée en degré zéro.Théorème 4.3.1. Soient A un anneau 
ommutatif et V,W deux A-modules proje
tifsde type �ni. On a un isomorphisme Sd ×Sd-équivariant :
HomA(V,W )⊗d⊗ASd

≃
−→ HomPA

((V ⊗−)⊗d, (W⊗−)⊗d) ≃ H0
P,A(gl(V ⊗−,W⊗−)⊗d) ,où le premier isomorphisme est donné par la formule

f1 ⊗ · · · ⊗ fd ⊗ eσ 7→ ((f1 ⊗−)⊗ · · · ⊗ (fd ⊗−)) ◦ Hom(σ−1, (W ⊗−)⊗d) .De même, si A est un anneau de 
ara
téristique p première, on a un isomorphisme
Sd ×Sd-équivariant :

Ext∗PA
(I(r), I(r))⊗d ⊗ASd

≃
−→ Ext∗PA

(I(r)⊗d, I(r)⊗d) ≃ H∗P,A(gl(r)⊗d) ,où le premier isomorphisme est donné par la formule
e1 ⊗ · · · ⊗ ed ⊗ eσ 7→ (e1 ⊗ · · · ⊗ ed) ◦ Ext∗PA

(σ−1, I(r)⊗d) .Dans les deux 
as, l'a
tion de Sd × Sd sur le membre de gau
he est donnée par laformule :
(σ, τ).v1 ⊗ · · · ⊗ vn ⊗ eς := vσ−1(1) ⊗ · · · ⊗ vσ−1(d) ⊗ eσςτ−1 .94



4.3.2 Cal
ul de H0
Pfon
teur !de symétrisation Rappelons queD désigne le fon
teur de dualité PA(1, 1)  

PA(2) qui à B(−1,−2) asso
ie B(−∨1 ,−2) (
f. lemme 4.1.7). La proposition suivantedé
rit la 
ohomologie de degré zéro des bifon
teurs B(V ⊗ −,W ⊗ −) 
omme le A-module résultant de l'évaluation du Sd×Sd-fon
teur sym(DB) sur le Sd×Sd-module
H0
P,A

(
gl(V ⊗−1,W ⊗−2)

⊗d
) expli
itement 
al
ulé au théorème 4.3.1.Proposition 4.3.2. Soit A un anneau 
ommutatif, V , W deux A-modules proje
tifs detype �ni et B un bifon
teur homogène de bidegré (d, d) sur A. On a un isomorphismenaturel en B,V,W :

H0
P,A(B(V ⊗−1,W ⊗−2))

≃
−→ sym(DB)

(
H0
P,A

(
gl(V ⊗−1,W ⊗−2)

⊗d
))

.Jusqu'à la �n du paragraphe, nous adoptons la notation suivante. Si B ∈ Pdd est unbifon
teur homogène de bidegré (d, d), on note BV
W le bifon
teur polynomial homogènede bidegré (d, d) obtenu en pré
omposant la première variable par le fon
teur V ⊗− etla deuxième variable par le fon
teur W ⊗−. Le fon
teur B  BV

W est exa
t et dépendnaturellement de V et W .Reformulons l'énon
é de la proposition 4.3.2. Il nous faut démontrer que l'on a unisomorphisme naturel en B,V,W :
H0
P,A(BV

W )
≃
−→ sym(DB)

(
H0
P,A

(
glV ⊗dW

))
.D'après la proposition 4.1.13, tout bifon
teur B homogène de bidegré (d, d) admet unerésolution par des sommes dire
tes de bifon
teurs inje
tifs du type Hom(Γλ, Sµ), où λ,

µ sont des uplets de poids d. Comme les fon
teurs
B  H0

P,A(BV
W ) et B  sym(DB)

(
H0
P,A

(
glV ⊗dW

))sont additifs et exa
ts à gau
he, la proposition 4.3.2 se réduit à l'énon
é suivant :Proposition 4.3.3. Soit A un anneau 
ommutatif, V , W deux A-modules proje
tifs detype �ni et λ, µ des uplets de poids d. La 
omultipli
ation Γλ →֒ ⊗d et la multipli
ation
⊗d ։ Sλ induisent un épimorphisme Hom(⊗d,⊗d)։ Hom(Γλ, Sµ). Cet épimorphismeinduit un isomorphisme :

sym(DHom(Γλ, Sµ))
(
H0
P,A

(
Hom(⊗d,⊗d)VW

))
≃
−→ H0

P,A

(
Hom(Γλ, Sµ)VW

)
,naturel en V , W et vis-à-vis des morphismes Hom(Γλ, Sµ)→Hom(Γλ

′

, Sµ
′

).La �n de 
e paragraphe est 
onsa
rée à la démonstration de la proposition 4.3.3.Soient A un anneau 
ommutatif, λ, λ′, µ, µ′ des uplets de poids d et φ : Hom(Γλ, Sµ)→
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Hom(Γλ
′
, Sµ

′
) un morphisme. Le fon
teur Hom(⊗d,⊗d) est proje
tif, il existe don
 φ̃telle que le diagramme 
ommute :
Hom(⊗d,⊗d)

π
����

eφ // Hom(⊗d,⊗d)

π′

����

(D1)

Hom(Γλ, Sµ)
φ // Hom(Γλ

′
, Sµ

′
)D'après le théorème 3.2.1, le fon
teur sym asso
ie au fon
teur polynomial

DHom(⊗d,⊗d) = ⊗d ⊠⊗d le Sd ×Sd-fon
teur d'oubli qui envoie un Sd ×Sd-module
M sur le A-module M sous-ja
ent. On a don
 une égalité, naturelle en V,W :

sym(DHom(⊗d,⊗d))
(
H0
P(Hom(⊗d,⊗d)VW )

)
= H0

P(Hom(⊗d,⊗d)VW ) .Le lemme suivant montre que 
ette égalité est également naturelle vis à vis des mor-phismes θ : Hom(⊗d,⊗d)→Hom(⊗d,⊗d).Lemme 4.3.4. Soit θ : Hom(⊗d,⊗d) → Hom(⊗d,⊗d) une transformation naturelle.Alors le morphisme induit par θ au niveau du la 
ohomologie de degré 0

H0
P(θ) : H0

P(Hom(⊗d,⊗d)VW )→ H0
P(Hom(⊗d,⊗d)VW )est égal à sym(D(θ)).Démonstration. Par dé�nition de l'a
tion de Sd × Sd sur H0

P(Hom(⊗d,⊗d)VW ), 
'estvrai si θ est un élément de Sd ×Sd qui agit par permutation des variables de ⊗dgl. Oron a :
HomPd

d
(Hom(⊗d,⊗d),Hom(⊗d,⊗d)) ≃ HomPd

(⊗d,⊗d)⊗2 ≃ A(Sd ×Sd) .Le premier isomorphisme résulte de la formule de Künneth (
f. proposition 1.4.16) et ledeuxième isomorphisme de la proposition 1.4.26. Ainsi, toute transformation naturelle θ :
Hom(⊗d,⊗d)→Hom(⊗d,⊗d) est une 
ombinaison linéaire d'éléments de Sd×Sd. Parlinéarité des fon
teursH0

P(−),D et sym l'énon
é est don
 vrai pour toute transformationnaturelle θ.En appliquant les fon
teurs H0
P et −VW au diagramme (D1), on obtient don
 lediagramme 
ommutatif suivant, naturel en V,W :

H0
P(Hom(⊗d,⊗d)VW )

H0
P

(π)

��

sym(Deφ) // H0
P(Hom(⊗d,⊗d)VW )

H0
P

(π′)
��

(D2)

H0
P(Hom(Γλ, Sµ)VW )

H0
P

(φ)
// H0
P(Hom(Γλ

′
, Sµ

′
)VW )96



Lemme 4.3.5. Le morphisme H0
P(π) : H0

P(Hom(⊗d,⊗d)VW ) → H0
P(Hom(Γλ, Sµ)VW )est surje
tif et fa
torise en un isomorphisme :

H0
P(π) : H0

P(Hom(⊗d,⊗d)VW )Sλ×Sµ

≃
−→ H0

P(Hom(Γλ, Sµ)VW ) .Démonstration. Dans 
ette démonstration, si V est un A-module proje
tif de type �niet F un fon
teur polynomial à une variable, nous notons FV le fon
teur polynomial
F (V⊗−). De 
ette façon, on a une égalitéHom(F,G)VW = Hom(FV , GW ). Le morphisme
H0
P(π) est un morphisme entre fon
teur séparables. D'après la proposition 4.2.5, l'énon
édu lemme revient à démontrer que la multipli
ation ⊗d → Sλ et la 
omultipli
ation

Γµ → ⊗d induisent un isomorphisme
HomP(⊗dV ,⊗

d
W )Sλ×Sµ ≃ HomP(ΓλV , S

µ
W ) .Comme ΓλV est un proje
tif de Pd,A, le fon
teur HomP(ΓλV ,−) est exa
t et la pré-sentation des puissan
es symétriques Sµ

⊕

σ∈Sµ

⊗d
⊕1−σ
−−−−→ ⊗d → Sµ → 0induit une présentation du A-module HomP (ΓλV , S

µ
W ) :

⊕

σ∈Sµ

HomP(ΓλV ,⊗
d
W )

⊕1−σ
−−−−→ HomP(ΓλV ,⊗

d
W )→ HomP(ΓλV , S

µ
W )→ 0 .On re
onnaît la présentation des 
oinvariants du Sd-module HomP(ΓλV ,⊗

d
W ) sous l'a
-tion du sous-groupe de Young Sµ. La multipli
ation ⊗d → Sλ induit don
 un isomor-phisme HomP(ΓλV ,⊗

d
W )Sµ ≃ HomP(ΓλV , S

µ
W ). De même le fon
teur ⊗dW est un inje
tifde Pd,A. La 
oprésentation des puissan
es divisées Γλ induit don
 une suite exa
te

⊕

σ∈Sλ

HomP(⊗dV ,⊗
d
W )

⊕1−σ
−−−−→ HomP(⊗dV ,⊗

d
W )→ HomP(ΓλV ,⊗

d
W )→ 0 .Le fon
teur des 
oinvariants est exa
t à droite, on a don
 une suite exa
te :

⊕

σ∈Sλ

HomP(⊗dV ,⊗
d
W )Sµ

⊕1−σ
−−−−→ HomP(⊗dV ,⊗

d
W )Sµ → HomP(ΓλV ,⊗

d
W )Sµ → 0 .On re
onnaît la présentation des 
oinvariants du Sd-module HomP(⊗dV ,⊗

d
W )Sµ sousl'a
tion du sous-groupe de Young Sλ. Par 
onséquent, la 
omultipli
ation Γλ → ⊗dinduit un isomorphisme (HomP(⊗dV ,⊗

d
W )Sµ)Sλ

≃ HomP(ΓλV ,⊗
d
W )Sµ . En 
omposantles deux isomorphismes obtenus, on obtient que le morphisme HomP(⊗dV ,⊗

d
W ) →

HomP (ΓλV , S
µ
W ) est surje
tif et se fa
torise en un isomorphisme HomP(⊗dV ,⊗

d
W )Sλ×Sµ ≃

HomP (ΓλV , S
µ
W ). 97



D'après le théorème 3.2.1, le fon
teur sym envoie le fon
teur polynomial
DHom(Γµ, Sλ) = Sλ ⊠ Sµ sur le Sd ×Sd-fon
teur coinvλ,µ qui asso
ie à un Sd ×Sd-module M le A-module MSλ×Sµ des 
oinvariants de M sous l'a
tion du groupe deYoung Sλ ×Sµ. De plus la proje
tion M ։ MSλ×Sµ naturelle en M est égale à lasymétrisation du morphisme

Dπ : ⊗d ⊠⊗d = DHom(⊗d,⊗d)→ DHom(Γµ, Sλ) = Sµ ⊠ Sλ .On peut don
 réé
rire le diagramme (D2) sous la forme :
H0
P(Hom(⊗d,⊗d)VW )

sym(Dπ)
����

sym(Deφ) // H0
P(Hom(⊗d,⊗d)VW )

sym(Dπ′)
����

(D3)

coinvλ,µH
0
P(Hom(⊗d,⊗d)VW )

H0
P

(π)≃

��

coinvλ′,µ′H
0
P(Hom(⊗d,⊗d)VW )

H0
P

(π′)≃
��

H0
P(Hom(Γλ, Sµ)VW )

H0
P (φ)

// H0
P(Hom(Γλ

′

, Sµ
′

)VW )Nous pouvons maintenant 
ompléter le diagramme 
ommutatif (D3) en un diagramme
(D4) (que nous n'avons pas en
ore identi�é 
omme un diagramme 
ommutatif ).

H0
P(Hom(⊗d,⊗d)VW )

sym(Dπ)
����

sym(Deφ) // H0
P(Hom(⊗d,⊗d)VW )

sym(Dπ′)
����

(D4)

coinvλ,µH
0
P(Hom(⊗d,⊗d)VW )

H0
P

(π)≃

��

sym(Dφ) //______ coinvλ′,µ′H
0
P(Hom(⊗d,⊗d)VW )

H0
P

(π′)≃
��

H0
P(Hom(Γλ, Sµ)VW )

H0
P

(φ)
// H0
P(Hom(Γλ

′
, Sµ

′
)VW )Lemme 4.3.6. Le diagramme (D4) 
ommute.Démonstration. Le 
arré supérieur du diagramme 
ommute 
ar il s'obtient en appliquantles fon
teurs D, sym au diagramme 
ommutatif (D1). Véri�ons la 
ommutativité du
arré inférieur. Soit y ∈ coinvλ,µH

0
P(Hom(⊗d,⊗d)VW ). Par surje
tivité de sym(Dπ), ilexiste un élément x ∈ H0

P(Hom(⊗d,⊗d)VW ) tel que y = sym(Dπ)(x). On a :
H0
P(π′) ◦ sym(Dφ)(y) = H0

P(π′) ◦ sym(Dφ) ◦ sym(Dπ)(x)

= H0
P(π′) ◦ sym(Dπ′) ◦ sym(Dφ̃)(x)

= H0
P(φ) ◦H0

P(π)(x) ◦ sym(Dπ)(x) par 
ommutativité de (D3)

= H0
P(φ) ◦H0

P(π)(y) .Le 
arré inférieur est don
 lui aussi 
ommutatif.98



Ce
i a
hève la démonstration de la proposition 4.3.3 : l'isomorphisme de la pro-position est donné par H0
P(π), il est naturel en V,W et sa naturalité vis-à-vis desmorphismes Hom(Γλ, Sµ) → Hom(Γλ

′

, Sµ
′

) est démontrée par la 
ommutativité dudiagramme (D4).4.3.3 Une propriété de symétrie de la 
ohomologieSoit A un anneau 
ommutatif et V un A-module proje
tif de type �ni. Les bifon
teurs
B(V ∨ ⊗−1,−2) et B(−1, V ⊗−2) ne sont pas isomorphes en général. Cependant leurs
ohomologies sont isomorphes.Proposition 4.3.7. Soient A un anneau 
ommutatif, et V un A-module proje
tif detype �ni. On a un isomorphisme, naturel en B,V :

H∗P,A(B(V ∨ ⊗−1,−2)) ≃ H
∗
P,A(B(−1, V ⊗−2))Démonstration. On utilise le fon
teur IRes• qui à un bifon
teur B asso
ie une résolutioninje
tive de B (
f. proposition 4.1.13). En utilisant la formule exponentielle, on voitfa
ilement que si J est un inje
tif de Pdd,A alors I(V ∨ ⊗ −1,−2) et I(−1, V ⊗ −2) sonten
ore des inje
tifs de Pdd,A. L'homologie du 
omplexe, naturel en B, V

H0
P,A

(
IRes(B)•(V ∨ ⊗−1,−2)

)
(∗)
al
ule don
 la 
ohomologie du bifon
teur B(V ∨⊗−1,−2). D'après la proposition 4.3.2,
e 
omplexe est isomorphe, naturellement en B,V , à l'évaluation du 
omplexe de Sd ×

Sd-fon
teurs sym(DIRes(B)•) sur le Sd ×Sd-module H0
P,A

(
gl(V ∨ ⊗−1,−2)

⊗d
). Or,d'après le théorème 4.3.1 on a un isomorphisme Sd ×Sd-équivariant, naturel en V :

H0
P,A

(
gl(V ∨ ⊗−1,−2)

⊗d
)
≃ HomA(V ∨, A)⊗d ⊗ASd

≃ HomA(A,V )⊗d ⊗ASd ≃ H
0
P,A

(
gl(−1, V ⊗−2)

⊗d
)
.Ainsi, le 
omplexe (∗) est isomorphe (naturellement en B,V ) à l'évaluation de

sym(DIRes(B)•) sur le Sd×Sd-module H0
P,A

(
gl(−1, V ⊗−2)

⊗d
). En utilisant de nou-veau la proposition 4.3.2, on obtient un isomorphisme, naturel en B,V entre le 
omplexe

(∗) et le 
omplexe H0
P,A (IRes(B)•(−1, V ⊗−2)) qui 
al
ule l'homologie du bifon
teur

B(−1, V ⊗−2). Cet isomorphisme de 
omplexes induit un isomorphisme, naturel en B,V ,entre les A-modules de 
ohomologie H∗P,A(B(V ∨⊗−1,−2)) et H∗P,A(B(−1, V ⊗−2)).4.3.4 Cohomologie des bifon
teurs sur ZProposition 4.3.8. Soit B un bifon
teur polynomial homogène de bidegré (b, b) sur Z.Alors(1) Pour tout i > 0, H i
P,Z(B) est un Z-module de torsion de type �ni.99



(2) On a un isomorphisme naturel en B :
H0
P,Z(B)

≃
−→ sym(DB)(ZSb) ,où l'a
tion de Sb ×Sb sur ZSb est donnée par (σ, η).eα = eσαη−1 .Démonstration. La deuxième assertion est déjà 
onnue (proposition 4.3.2), il nous resteà montrer la première. La 
ohomologie du bifon
teur BC obtenu par 
hangement de basesur les nombres 
omplexes est nulle en degré stri
tement positif. D'après le théorème de
hangement de base 4.1.15, le groupe H i
P,Z(B) ⊗Z C est nul don
 nul pour tout i > 0.Puisque les Z-modules H i

P,Z(B) sont de type �ni (proposition 4.2.3), H i
P,Z(B) est unZ-module de torsion.
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Chapitre 5Cal
uls de 
ohomologie en
ara
téristique p premièreDans 
e 
hapitre, nous développons des te
hniques pour 
al
uler la 
ohomologiedes bifon
teurs sur un anneau 
ommutatif A de 
ara
téristique p première. Nous nousintéressons plus parti
ulièrement à la 
ohomologie des bifon
teurs twistés. Dans 
ha
undes trois paragraphes de 
e 
hapitre, nous dé
rivons des te
hniques ave
 des obje
tifsdi�érents. Dans le paragraphe 5.1 nous 
omparons pour un bifon
teur polynomial B la
ohomologie d'un bifon
teur B(r) twisté ave
 la 
ohomologie du bifon
teur B(−⊕p
r

1 ,−2).Nous en déduisons des résultats sur la 
ohomologie des bifon
teurs twistés. Dans leparagraphe 5.2, nous développons des te
hniques de 
al
ul de la 
ara
téristique d'Eulerde la 
ohomologie des bifon
teurs. En�n, dans le paragraphe 5.3, nous détaillons unete
hnique de 
hangement de base qui 
omplète les te
hniques du paragraphe 5.1 etpermettra d'e�e
tuer des 
al
uls expli
ites de séries de Poin
aré au 
hapitre 6.Revenons au 
ontenu du paragraphe 5.1. Nous y développons une appro
he qui s'ins-pire et généralise les te
hniques de Chaªupnik [9℄ dans le 
adre des fon
teurs stri
tementpolynomiaux sur un 
orps. Le point de départ est la 
ohomologie H∗P,A(gl(r)⊗d) desproduits tensoriels twistés de gl dé
rite au théorème 4.3.1. En parti
ulier, on remarquequ'on a un isomorphisme (non gradué) de Sd ×Sd-modules :
H∗P,A(gl(r)⊗d) ≃ H0

P,A(gl(−⊕pr

1 ,−2)
⊗d) (∗)Nous généralisons 
et isomorphisme au paragraphe 5.1. Plus pré
isément, nous démon-trons au théorème 5.1.8 que si B est un bifon
teur et r un entier positif, il existe unesuite spe
trale E(B, r) qui 
onverge vers la 
ohomologie de B(r) et dont la deuxièmepage est isomorphe (de manière non graduée) à H∗P,A(B(−⊕p

r

1 ,−2)). Dans le 
as desproduits tensoriels twistés de gl, 
ette suite spe
trale dégénère à la se
onde page et 
e
iredonne l'isomorphisme (∗).Plus généralement, pour un bifon
teur B tel que la suite spe
trale E(B, r) dégénèreà la deuxième page, la pré
omposition par le twist de Frobenius n'a qu'un e�et trèssimple sur la 
ohomologie. La 
ohomologie de B(r) se lit (à une graduation près) sur101



la 
ohomologie de B(−⊕p
r

1 ,−2). Nous disons alors (dé�nition 5.1.10) que le twist deFrobenius est transparent pour B.La suite spe
trale E(B, r) donne des renseignements importants sur la 
ohomologiedes bifon
teurs pour lesquels le twist est transparent. Pour 
ette raison, nous étudionsdes 
onditions su�santes de transparen
e du twist. Ces 
onditions (propositions 5.1.12,5.1.13 et 5.1.15) sont appelées � Ext-
onditions � en référen
e à la terminologie déjàemployée par Chaªupnik [9℄. Nous 
onje
turons (
onje
ture 5.1.20) que le twist de Fro-benius est transparent pour tous les bifon
teurs.En�n, nous utilisons la suite spe
trale E(B, r) pour démontrer le théorème 5.1.26.Ce théorème donne des informations expli
ites sur la 
ohomologie de B(r) lorsque letwist est transparent pour B, et donne dans les 
as favorables une des
ription 
omplètede la 
ohomologie de B(r) en termes de symétrisations. Ce théorème est une importantegénéralisation du théorème prin
ipal de [9℄, 
f. remarque 5.1.28.La 
ara
téristique d'Euler de la 
ohomologie des bifon
teurs est une informationintéressante. Par exemple, de nombreux bifon
teurs 
lassiques (les inje
tifs twistés, lespuissan
es symétriques twistées de gl. . .) ont peu ou pas de 
ohomologie en degré impair.La 
ara
téristique d'Euler fournit don
 une minoration non triviale de la taille de leur
ohomologie. Dans le paragraphe 5.2, nous développons des te
hniques pour 
al
ulerfa
ilement la 
ara
téristique d'Euler de la 
ohomologie des bifon
teurs. Comme exempled'appli
ation, nous donnons une formule pour 
al
uler la 
ara
téristique d'Euler desbifon
teurs S(r)
µ/µ′gl etW (r)

µ/µ′gl obtenus en pré
omposant un fon
teur de S
hur ou de Weyltwisté ave
 le bifon
teur gl. A titre de 
omparaison, la 
ohomologie des bifon
teurs de
e type n'est 
onnue que dans un petit nombre de 
as : les tenseurs symétriques twistésde gl (théorème 6.1.1 du 
hapitre 6), les puissan
es divisées Γp(r)gl en 
ara
téristique p(théorème 6.2.29 du 
hapitre 6) et lorsque la 
ara
téristique de A est plus grande que ledegré des fon
teurs en jeu [13, prop. 4.1℄.Présentons maintenant le problème qui motive les développements du paragraphe5.3. Soit B un bifon
teur dé�ni sur Z et BFp le bifon
teur obtenu à partir de B par
hangement de base sur Fp. Nous 
her
hons à 
al
uler la série de Poin
aré de la 
oho-mologie de B(r)Fp
.Les te
hniques développées au paragraphe 5.1 suggèrent l'appro
he suivante. Dansles 
as favorables, le théorème 5.1.26 dé
rit la 
ohomologie de B(r)Fp


omme l'évalua-tion du Sd × Sd-fon
teur sym(DBFp) sur le Sd × Sd-module gradué H∗P,Fp
(gl(r)⊗d)(expli
itement dé
rit au théorème 4.3.1). L'in
onvénient de 
ette appro
he est que le

Sd ×Sd-fon
teur sym(DBFp) n'est pas toujours fa
ile à 
al
uler expli
itement.Dans le paragraphe 5.3, nous développons une te
hnique qui permet de 
ontourner
ette di�
ulté. Le Sd ×Sd-module H∗P,Fp
(gl(r)⊗d) se dé
ompose en une somme dire
tede Fp-modules de permutation dits � élémentaires � :

H∗P,Fp
(gl(r)⊗d) ≃

⊕

i

FpEi .102



Pour 
al
uler la série de Poin
aré de la 
ohomologie de B(r)Fp
, il faut don
 
al
uler ladimension des Fp-espa
es ve
toriels sym(DBFp)(FpEi). Le résultat prin
ipal du para-graphe 5.3 est le théorème 5.3.2 qui a�rme que sous 
ertaines 
onditions, la dimensionde 
e Fp-espa
e ve
toriel est égale à la dimension du C-espa
e ve
toriel sym(DBC)(CEi).L'intérêt de 
ette te
hnique de 
hangement de base est que la symétrisation du bifon
-teur DBC est nettement plus fa
ile à 
al
uler que 
elle du bifon
teur DBFp . Cette idéemontrera son e�
a
ité au 
hapitre 6, où elle nous permettra de déterminer la série dePoin
aré de la 
ohomologie des tenseurs symétriques twistés de gl (théorème 6.1.1).5.1 Transparen
e du twist de Frobenius5.1.1 Cohomologie des inje
tifs twistésSoient A un anneau 
ommutatif de 
ara
téristique p première et λ, µ des upletsde poids d. D'après le théorème 3.2.1, le fon
teur sym envoie le fon
teur polynomialà deux variables DHom(Γλ, Sµ) sur le Sd × Sd-fon
teur coinvλ,µ qui à un Sd × Sd-module M asso
ie le A-module MSλ×Sµ des 
oinvariants de M sous l'a
tion du sous-groupe de Young Sλ × Sµ. La proposition suivante est don
 une version renfor
éedu théorème 2.3.4, dans laquelle on a ajouté la naturalité vis-à-vis des morphismes

Hom(Γλ, Sµ)→Hom(Γλ
′
, Sµ

′
).Proposition 5.1.1. Soient A un anneau de 
ara
téristique p et λ, µ des uplets de poids

d.La 
omultipli
ation Γλ →֒ ⊗d et la multipli
ation ⊗d ։ Sλ induisent un épimorphisme
Hom(⊗d,⊗d)։ Hom(Γλ, Sµ). Cet épimorphisme induit un isomorphisme :

sym(DHom(Γλ, Sµ))
(
H∗P,A(gl(r)⊗d)) ≃−→ H∗P,A(Hom(Γλ, Sµ)(r)) .Cet isomorphisme est naturel vis-à-vis des morphismes

Hom(Γλ, Sµ)→Hom(Γλ
′

, Sµ
′

) .Démonstration. La démonstration est analogue à la démonstration de la proposition4.3.3. La seule di�éren
e est la né
essité d'utiliser le théorème 2.3.4 pour justi�er quel'appli
ation
H∗P(π) : H∗P(Hom(⊗d,⊗d)(r))→ H∗P(Hom(Γλ

′

, Sµ
′

)(r))fa
torise en un isomorphisme
H∗P(π) : H∗P(Hom(⊗d,⊗d)(r))Sλ×Sµ

≃
−→ H∗P(Hom(Γλ

′

, Sµ
′

)(r)) .D'après la proposition 2.3.1 du 
hapitre 2, il existe un isomorphisme A-linéaire (nongradué) ς : HomPA(I⊕pr
, I)→ Ext∗PA(I(r), I(r)). La 
omposée :

H0
P,A(gl(I⊕pr

, I)⊗d) ≃HomPA(I⊕pr
, I)⊗d ⊗ ASd

ς⊗d⊗ASd−−−−−−→ Ext∗PA(I(r), I(r))⊗d ⊗ ASd ≃ H
∗
P,A(gl(r)⊗d) ,103



où les deux isomorphismes des extrémités sont donnés par le théorème 4.3.1, est unisomorphisme Sd×Sd-équivariant. En le 
ombinant ave
 les propositions 4.3.3 et 5.1.1,on obtient :Corollaire 5.1.2. Soient A un anneau de 
ara
téristique p première et λ, µ des upletsde poids d. Il existe un isomorphisme (non gradué) :
ξ : H0

PA(Hom(Γλ(I⊕p
r
), Sµ))

≃
−→ H∗PA(Hom(Γλ, Sµ)(r)) .De plus, 
et isomorphisme est naturel vis à vis des des morphismes

Hom(Γλ, Sµ)→Hom(Γλ
′

, Sµ
′

) .Remarque 5.1.3. Ce résultat est une généralisation du théorème 2.2.5. Dans le théorème2.2.5, on ne disposait que de la naturalité vis-à-vis de la variable Sµ. La naturalité est i
iétendue aux deux variables. En examinant l'isomorphisme de Sd×Sd-modules gradués
H0
P,A(gl(I⊕pr

, I)⊗d) ≃ H∗P,A(gl(r)⊗d), on peut montrer que ξ agit de la même manièresur les graduations que le morphisme ξg du théorème 2.2.5. Nous n'aurons pas besoinde 
ette information par la suite.5.1.2 Cohomologie des bifon
teurs twistésSoit A un anneau 
ommutatif de 
ara
téristique p première et B un bifon
teur ho-mogène de bidegré (d, d) sur A. On dé�nit le bi
omplexe C•,•(B, r) naturel en B par laformule :
C•,⋆(B, r) = IRes⋆(IRes•(r)(B)) .Lemme 5.1.4. Le 
omplexe Tot(C•,•(B, r)) est une résolution inje
tive de B(r).Démonstration. Notons ∂ la di�érentielle verti
ale de 
e bi
omplexe et δ la di�éren-tielle horizontale. Pour tout i, la 
olonne (Ci,•, ∂) de 
e bi
omplexe est une résolutionde IResi(r)(B). Comme le twist −(r) est exa
t, si on 
al
ule l'homologie selon les 
o-lonnes puis selon les lignes on obtient B(r) en bidegré (0, 0) et 0 ailleurs. Le 
omplexe

Tot(C•,•(B)) est don
 une résolution de B(r).On munit le bi
omplexe HomPd
d,A(Γprdgl, C•,•(B, r)) de la �ltration (Fi)i≥0 transverseaux lignes : Fi0 =

⊕
i≥i0

⊕
j∈N Ci,j. En prenant la suite spe
trale asso
iée à 
e bi
omplexeet à 
ette �ltration on obtient (théorème C.2.1) : suite spe
trale !d'un double 
omplexeLemme 5.1.5. Pour tout entier r positif, il existe un fon
teur E(−, r) qui à un bi-fon
teur polynomial B asso
ie une suite spe
trale 
ohomologique de premier quadrant

(Ek(B, r), dk) telle que :(1) La di�érentielle di est de bidegré (i, 1 − i).(2) Les 
omplexes (E•,j1 (B, r), d1

) et Hj
P,A(IRes•(r)(B)) sont isomorphes.(3) La suite spe
trale Ek(B, r) 
onverge vers le gradué de la 
ohomologie de bifon
-teur de B :

Ei,j∞ (B, r) = FiH
i+j
P,A(B(r))/Fi+1H

i+j
P,A(B(r)) .104
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Fig. 5.1 � La �ltration (Fi)i≥0Lemme 5.1.6. Soit B un bifon
teur polynomial et r un entier positif. Pour tout i ≥ 0,on a un isomorphisme, naturel en B :
H i
P

(
B(−⊕p

r

1 ,−2)
)
≃
−→
⊕

j≥0

Ei,j2 (B, r) .Démonstration. D'après le lemme 5.1.5, on a pour tout j un isomorphisme de 
omplexes :
(
E•,j1 (B, r), d1

)
≃ Hj

P(IRes•(r)(B)) .D'autre part, d'après le 
orollaire 5.1.2, on a un isomorphisme de 
omplexes :
H0
P(IRes•(B)(−⊕p

r

1 ,−2) )
≃
−→
ξ

⊕

j≥0

Hj
P(IRes•(r)(B)) .Le 
omplexe IRes•(B)(−⊕p

r

1 ,−2) est une résolution inje
tive de B(−⊕p
r

1 ,−2). L'isomor-phisme de l'énon
é s'obtient don
 en prenant l'homologie des 
omplexes isomorphes
H0
P(IRes•(B)(−⊕p

r

1 ,−2) ) et⊕j≥0E
•,j
1 (B, r).Lemme 5.1.7. Soit B un bifon
teur polynomial et r un entier positif. On gradue ladeuxième page E∗,∗2 (B, r) par le degré total : deg Ei,j2 (B, r) = i + j. Alors on a unisomorphisme Z/2-gradué, naturel en B :

E∗,∗2 (B, r) ≃ H∗P,A(B(−⊕p
r

1 ,−2)) .Démonstration. Le lemme pré
édent donne un isomorphisme naturel en B :
⊕

i≥0

H i
P(B(−⊕p

r

1 ,−2)) ≃
⊕

i≥0

⊕

j≥0

Ei,j2 (B, r) (∗)qui envoie les degrés pair Hpair
P,A (B(−⊕p

r

1 ,−2)) sur
⊕

i pair⊕j≥0

Ei,j2 (B, r) .105



Mais la 
ohomologie des inje
tifs twistés de PA(1, 1) est nulle en degré impair (d'aprèsla proposition 5.1.1), don
 d'après le lemme 5.1.5, les lignes d'indi
e j impair de la suitespe
trale sont nulles. Ainsi les degrés pairs du module gradué (par la graduation totale)
E∗,∗2 (B, r) sont donnés par la somme

⊕

i+j pairEi,j2 (B, r) =
⊕

i pair, j pairEi,j2 (B, r) =
⊕

i pair⊕j≥0

Ei,j2 (B, r) .L'isomorphisme (∗) respe
te don
 la parité des degrés.fon
teur !E(−, r) E(B, r) : suite spe
traleThéorème 5.1.8. Soient r un entier positif et A un anneau de 
ara
téristique p pre-mière. Il existe un fon
teur E(−, r) qui à un bifon
teur B asso
ie une suite spe
trale
E(B, r) telle que :(i) Si on gradue E∗,∗2 (B, r) par le degré total : degEi,j2 (B, r) = i+ j, alors on a unisomorphisme Z/2-gradué :

E∗,∗2 (B, r) ≃ H∗P,A(B(−⊕p
r

1 ,−2)) .(ii) E(B, r) 
onverge vers H∗P,A(B(r)).Remarque 5.1.9. Comme la suite spe
trale E(B, r) est naturelle en B, la �ltration de la
ohomologie H∗P(B(r)) asso
iée à 
ette suite spe
trale est elle aussi naturelle en B. Ainsitout morphisme f : B → B′ induit en 
ohomologie un morphisme H∗P(f (r)) qui respe
tela �ltration, et le morphisme GrH∗P(f (r)) est bien dé�ni (et est égal à E∞(f, r)).5.1.3 Transparen
e du twist de FrobeniusOn dit qu'une suite spe
trale (Ek, dk) dégénère à la deuxième page si les di�érentielles
(dk)k≥2 sont nulles.Dé�nition 5.1.10. Soit B un bifon
teur homogène de bidegré (d, d) dé�ni sur un an-neau A de 
ara
téristique p première. On dit que le twist de Frobenius est transparentpour B si toutes les suites spe
trales E(B, r), r ≥ 0, dégénèrent à la deuxième page.Frobenius (twist de) !transparen
eThéorème 5.1.11. Soient A un anneau de 
ara
téristique p première et B un bifon
teursur A. Il existe une �ltration naturelle sur la fon
teur H∗P,A(−(r)) :

H∗P,A(−(r)) = F0H
∗
P,A(−(r)) ⊃ F1H

∗
P,A(−(r)) ⊃ · · · ⊃ FnH

∗
P,A(−(r)) ⊃ . . .Si le twist de Frobenius est transparent pour B, alors il existe un isomorphisme Z/2-gradué, naturel en B :

GrH∗P,A(B(r))
≃
−→ H∗P,A(B(−⊕p

r

1 ,−2)) .106



Conditions de transparen
e du twist de FrobeniusNous détaillons maintenant trois 
onditions qui assurent 
ha
une la transparen
e dutwist. Nous appelons 
es 
onditions des � Ext-
onditions � 
ar elles portent sur la formedes groupes d'extensions Ext∗(Γdgl,B(−⊕p
r

1 ,−2)), et en référen
e à la terminologie déjàadoptée par M. Chaªupnik [9, Th 4.4℄ pour les 
al
uls dans PK. Les trois 
onditionssont reliées entre elles par le s
héma suivant (où A = K est un 
orps pour la premièreimpli
ation) :
Ext−condition 1 : ∀r ∈ N , dimH∗P,K(B(r)) = dimH∗P,K(B(−⊕p

r

1 ,−2)) .

⇑

Ext−condition 2 : ∀r ∈ N , H∗P,A(B(−⊕p
r

1 ,−2)) = 0 si ∗ impair.

⇑

Ext−condition 3 : ∀r ∈ N , H∗P,A(B(−⊕p
r

1 ,−2)) = 0 si ∗ > 0.De plus, les impli
ations de 
e s
héma ne sont pas des équivalen
es, 
omme le montrerontles exemples.Proposition 5.1.12 (Première � Ext-
ondition �). Soient K un 
orps de 
ara
té-ristique p première et B un bifon
teur polynomial sur K. Le twist est transparent pour Bsi et seulement si pour tout r les K-espa
es ve
toriels H∗P,K(B(r)) et H∗P,K(B(−⊕p
r

1 ,−2))ont même dimension totale.Démonstration. D'après le théorème 5.1.8, la dimension de la deuxième page de E(B, r)est égale à la dimension de H∗P,K(B(−⊕p
r

1 ,−2)). D'autre part, 
ette dimension est �nied'après la proposition 4.2.3 et le 
orollaire 4.2.14. Comme on a l'inégalité
dimH∗P,K(B(r)) = dimE∞(B, r) ≤ min

i≥2
dim Ker di ≤ dimE2(B, r) ,la suite spe
trale dégénère don
 à la deuxième page si et seulement si H∗P,K(B(r)) et

H∗P,K(B(−⊕p
r

1 ,−2)) ont même dimension totale.Proposition 5.1.13 (Deuxième � Ext-
ondition �). Soit B un bifon
teur polyno-mial sur un anneau A de 
ara
téristique p première. Si pour tout r la 
ohomologie de
B(−⊕p

r

1 ,−2) est nulle en degré impair, alors le twist de Frobenius est transparent pour
B.Démonstration. D'après le lemme 5.1.6, si la 
ohomologie de B(−⊕p

r

1 ,−2) est nulle endegré impair alors les 
olonnes Ei,⋆2 (B, r) d'indi
e i impair sont nulles. Mais de plus, leslignes de la première page E⋆,j1 (B, r) sont égales à HP j(IRes⋆(B)(r)), et la 
ohomologiedes r-twists des inje
tifs est nulle en degré impair (
f. proposition 5.1.1). En 
onséquen
e,les lignes E⋆,j2 (B, r) d'indi
e j impair sont nulles. Si l'espa
e ve
toriel Ei,j2 (B, r) est nonnul on a don
 i et j pairs. Pour tout 
ouple (i, j) et tout entier k ≥ 2, la di�érentielle
di,jk : Ei,j2 (B, r)→ Ei+k,j+1−k

2 (B, r) est don
 nulle 
ar sa sour
e ou son but est nul.Un des avantages la deuxième � Ext-
ondition � de la proposition 5.1.13 est sastabilité par twist de Frobenius. En e�et, on a :107



Proposition 5.1.14. Si un bifon
teur B véri�e la deuxième � Ext-
ondition � alorspour tout i ≥ 0, le bifon
teur B(i) véri�e également la deuxième � Ext-
ondition � .Démonstration. Si B véri�e la deuxième � Ext-
ondition � alors pour tout r et tout
i positifs H∗P(B(−⊕p

r+i

1 ,−2) est nul en degré impair. Ainsi pour tout r, le fon
-teur B(−⊕p
r

1 ,−2) véri�e la deuxième � Ext-
ondition � . Par le théorème 5.1.11 ona don
 un isomorphisme Z/2-gradué entre les A-modules gradués H∗P(B(−⊕p
r+i

1 ,−2))et H∗P(B(i)(−⊕p
r

1 ,−2)). Comme le premier de 
es deux modules gradués est nul en de-gré impair, le deuxième l'est également : les bifon
teurs B(i) véri�ent don
 la deuxième� Ext-
ondition � .Proposition 5.1.15 (Troisième � Ext-
ondition �). Soit B un bifon
teur polynomialsur un anneau A de 
ara
téristique p première. Si H∗P,A(B(−⊕p
r

1 ,−2)) = 0 pour tout ret pour ∗ > 0, alors le twist de Frobenius est transparent pour B, et de plus on a uneégalité :
GrH∗P,A(B(r)) = F0H

∗
P,A(B(r)) = H∗P,A(B(r)) .Démonstration. D'après le lemme 5.1.6, si la 
ohomologie de B(−⊕p

r

1 ,−2) est nulle endegré stri
tement positif, alors les 
olonnes de la deuxième page de la suite spe
tralesont toutes nulles sauf la 
olonne E0,⋆
2 (B, r) d'indi
e 0. La suite spe
trale dégénère don
à la deuxième page, et de plus on a, pour tout i > 0 et tout k, FiHk

P(B(r)) = 0.Remarque 5.1.16. La troisième � Ext-
ondition � appliquée aux bifon
teurs séparablesredonne exa
tement la � Ext-
ondition � de [9, Th 4.4℄. A la di�éren
e de la deuxième
ondition, elle n'est pas stable par twist de Frobenius. Par exemple, siB est un bifon
teurinje
tif de la forme B = Hom(Γλ, Sµ), alors les bifon
teurs B(−1⊕p
r
,−2) sont en
oreinje
tifs et leur 
ohomologie est don
 nulle en degré stri
tement positif. Par 
ontre, laproposition 5.1.1 montre que pour tout i ≥ 1 le fon
teur B(i) possède de la 
ohomologieen degré stri
tement positif.Ce phénomène est général. En e�et, soit B un bifon
teur homogène de bidegré (d, d)qui véri�e la troisième Ext-
ondition, et tel que la 
ohomologie de degré 0 de B(−⊕p

i

1 ,−2)soit non nulle. D'après la proposition 5.1.15, la 
ohomologie de B(i) est isomorphe à la
ohomologie de degré 0 de B(−⊕p
i

1 ,−2). La 
ohomologie de B(i) est don
 non nulle.De plus, d'après le théorème 5.1.26 la 
ohomologie de B(i) est isomorphe à l'évalua-tion du Sd ×Sd-fon
teur sym(DB) sur le Sd ×Sd-module gradué H∗P(gl(i)⊗d). Or lethéorème 4.3.1 montre qu'on a un isomorphisme de Sd×Sd-modules entre H0
P(gl(i)⊗d)et H2d(pi−1)

P (gl(i)⊗d). Ainsi la 
ohomologie de B(i) ne peut pas être 
on
entrée en de-gré 0. En 
on
lusion B(i) doit posséder un A-module de 
ohomologie non nul en degréstri
tement positif, et B(i) ne véri�e don
 pas la troisième Ext-
ondition.La proposition suivante permet de mieux 
erner la di�éren
e entre la deuxième et latroisième 
ondition.Proposition 5.1.17. Soit B un bifon
teur dé�ni sur Z, A un anneau de 
ara
téristique
p première et BA le bifon
teur obtenu à partir de B par 
hangement de base. Si la108




ohomologie de BA est nulle en degré impair, alors elle est nulle en degré stri
tementpositif.Démonstration. Par 
hangement de base plat, il su�t de démontrer la proposition dansle 
as où A = Fp. Pour tout entier stri
tement positif i, le Z-module de type �ni H i
P,Z(B)ne 
ontient pas de p-torsion. En e�et, dans le 
as 
ontraire le théorème de 
hangementde base 4.1.15 impliquerait que 
ette p-torsion se retrouve en degrés 
ohomologiques i et

i−1, 
e qui est impossible 
ar l'un de 
es deux degrés est impair. D'après la proposition4.3.8, les Z-modules H i
P,Z(B) sont de torsion pour i > 0. En appliquant de nouveau lethéorème de 
hangement de base, on obtient don
 la nullité de la 
ohomologie de BFpen degré stri
tement positif.Exemples de bifon
teurs pour lesquels le twist est transparentNous donnons maintenant une liste d'exemples de bifon
teurs véri�ant les di�érentes� Ext-
onditions � .Lemme 5.1.18. Soit A un anneau 
ommutatif, γ, ν des uplets de poids d. Pour tout

i > 0 on a H i
P,A(Hom(Λγ ,Λν)) = 0.Démonstration. Remarquons tout d'abord que par théorème de 
hangement de base4.1.15, il su�t de démontrer la proposition pour A = Z. D'après la proposition 4.2.5,l'énon
é équivaut à démontrer que pour tous uplets γ, ν de poids d on a Ext∗P,Z(Λγ ,Λν) =

0 pour ∗ > 0.Mais si on sait que pour tout n le groupe abélien gradué Ext∗P,Z(Λn,Λn) est librealors pour tous les uplets γ, ν, Ext∗P,Z(Λγ ,Λν) s'exprime 
omme une somme dire
te deproduits tensoriels de groupes abéliens gradués du type Ext∗P,Z(Λn,Λn) (
f. proposition1.4.26). Pour démontrer le lemme, il nous su�t don
 de montrer que pour tout n legroupe Ext∗P,Z(Λn,Λn) est nul en degré ∗ > 0 et vaut Z en degré 0.On pro
ède par ré
urren
e sur n. Pour n = 1 le résultat est trivial, supposons le vraipour tout i < n. Examinons la première suite spe
trale hyper
ohomologique asso
iée au
omplexe de Koszul :
Λn →֒ Λn−1 ⊗ S1 → · · ·։ Sn .Pour tout i > 0 on a : Ext∗P,Z(Λi, Si) ≃ Ext∗P,Z(Γi,Λi), par dualité de Kuhn. Comme Γiest proje
tif 
ette extension est nulle en degré ∗ > 0, et égale à Λi(Z) en degré 0 par lelemme de Yoneda. On peut don
 utiliser la proposition 1.4.26 :

Ext∗P,Z(Λn,Λn−i ⊗ Si) ≃ Ext∗P,Z(Λn−i,Λn−i)⊗ Ext∗P,Z(Λi, Si) .Et on obtient don
 :
Ext∗P,Z(Λn,Λn−i ⊗ Si) =

{
0 si i > 1 ,
Ext∗P,Z(Λn−i,Λn−i) si i = 1 .La première page de la suite spe
trale est don
 
omplètement nulle, sauf la ligned'indi
e 0 où l'on a Ep,01 = ExtpP,Z(Λn,Λn) et la ligne d'indi
e 1 où l'on a Ep,11 =109



ExtpP,Z(Λn−1,Λn−1). Comme la suite spe
trale 
onverge vers 0 (le 
omplexe de Koszulest a
y
lique) la di�érentielle d1 induit un isomorphisme entre les deux lignes non nulles.On obtient don
 :
Ext∗P,Z(Λn,Λn) = Ext∗P,Z(Λn−1,Λn−1) = Z si ∗ = 0 , = 0 sinon .fon
teur !de Weyl fon
teur !de S
hur On rappelle (dé�nition B.3.18) que le fon
teurde WeylWλ/λ′ asso
ié à un diagramme gau
he λ/λ′ désigne le dual de Kuhn du fon
teurde S
hur Sλ/λ′ : Wλ/λ′ = S♯λ/λ′ . En appliquant la proposition suivante au 
as parti
ulieroù A = A est un anneau 
ommutatif de 
ara
téristique p première, on démontre que lesfon
teurs de la forme Hom(Wλ/λ′ , Sµ/µ′) véri�ent la troisième � Ext-
ondition � .Proposition 5.1.19. Soit A un anneau 
ommutatif quel
onque, λ/λ′ et µ/µ′ des dia-grammes gau
hes de poids d et n un entier. Pour tout j > 0, on a

Hj
P,A(Hom(Wλ/λ′(I

⊕n), Sµ/µ′)) = 0 .Démonstration. Par 
hangement de base (4.1.15), on peut supposer A = Z. D'après[3, �6 p. 186℄, pour tout diagramme gau
he µ/µ′ le fon
teur de S
hur Sµ/µ′ admet unerésolution �µ/µ′,• �nie sur Z par des sommes dire
tes de tenseurs alternés :
0→ �µ/µ′,n → · · · → �µ/µ′,0 ։ Sµ/µ′ .ave
 pour tout k, �µ/µ′,k de la forme �µ/µ′,k = ⊕Λγ .En prenant le produit tensoriel des résolutions de Sµ/µ′ et Sλ/λ′ , on obtient unerésolution �nie �• du bifon
teur

Sλ/λ′(−
⊕n∨
1 )⊗ Sµ/µ′(−2) = Hom(Wλ/λ′(−

⊕n
1 ), Sµ/µ′(−2)) ,où �k(−1,−2) =

⊕
i+j=k �λ/λ′,j(−⊕n∨1 ) ⊗ �µ/µ′,j(−2). A l'aide de la formule exponen-tielle, on peut mettre les bifon
teurs �k sous forme de sommes dire
tes de fon
teurs dutype Hom(Λγ ,Λν), où γ et ν sont des uplets de poids d.Les Hom(Λγ ,Λν) n'ont pas de 
ohomologie en degré positif d'après lelemme pré
édent. D'après le 
orollaire C.2.4 
'est également le 
as du bifon
teur

Hom(Wλ/λ′(I
⊕n), Sµ/µ′).Le tableau suivant ré
apitule des exemples de bifon
teurs véri�ant 
ha
une des �Ext-
onditions � :
Ext−condition 1 Γpgl, Lpgl

Ext−condition 2 Hom(Γd, F )(r)

Hom(Wµ/µ′ , Sλ/λ′)
(r) (cf.prop. 5.1.14)

Sn(r)gl

Ext−condition 3 Hom(Γd, F ) (cf. cor. 2.3.3)
Hom(Wµ/µ′ , Sλ/λ′) (cf.prop. 5.1.19)

Sngl (cf. th. 6.1.1)Pré
isons que les exemples de bifon
teurs véri�ant la deuxième Ext-
ondition ne véri�entpas la troisième Ext-
ondition si r ≥ 1 en vertu de la remarque 5.1.16.110



5.1.4 Conje
ture de transparen
e du twistNous ne disposons pas pour l'instant d'exemple de bifon
teur B pour lequel noussavons montrer que le twist n'est pas transparent.Conje
ture 5.1.20. Le twist de Frobenius est transparent pour tous les bifon
teurs.Frobenius (twist de) !transparen
eOutre l'absen
e de 
ontre-exemples, un 
ertain nombre d'indi
es plaident en faveurde 
ette 
onje
ture. Par exemple, la transparen
e du twist est une généralisation del'inje
tivité du twist [13, prop. 3.2℄. De plus, la transparen
e du twist est presque stablepar noyau :Lemme 5.1.21. Soit K un 
orps de 
ara
téristique p première, et f : B ։ B′ unépimorphisme entre les bifon
teurs B et B′. Si le twist de Frobenius est transparentpour B et si B′ véri�e la troisième � Ext-
ondition � alors le twist de Frobenius esttransparent pour le bifon
teur Ker f .Démonstration. La suite exa
te longue induite en 
ohomologie par la suite exa
te 
ourte
Ker f →֒ B ։ B′ donne l'égalité :

dimH∗P(Ker f(−⊕p
r

1 ,−2)) = dim H∗P(B(−⊕p
r

1 ,−2)) + dim H∗P(B′(−⊕p
r

1 ,−2))

− 2 rgH∗P(f(−⊕p
r

1 ,−2)) .Comme le twist est transparent pour B et B′, d'après le théorème 5.1.11 la dimensionde H∗P(Ker f(−⊕p
r

1 ,−2)) est don
 égale à
dim H∗P(B(r)) + dim H∗P(B′

(r)
) − 2 rg GrH∗P(f (r)) .Le bifon
teur B′ véri�e la troisième 
ondition. D'après la proposition 5.1.15, le graduéde l'homologie de B′ est trivial et on a don
 rg GrH∗P(f (r)) = rgH∗P(f (r)). Ainsi ladimension de H∗P(Ker f(−⊕p

r

1 ,−2)) est égale à
dim H∗P(B(r)) + dim H∗P(B′

(r)
) − 2 rgH∗P(f (r)) .
'est-à-dire à la dimension de H∗P(Ker f (r)). D'après la proposition 5.1.12, le twist deFrobenius est transparent pour le bifon
teur Ker f .Si on pouvait généraliser 
e lemme au 
as où le twist de Frobenius est transparentpour B′, alors on obtiendrait la 
onje
ture pour tout bifon
teur admettant une résolution�nie par des bifon
teurs pour lesquels le twist est transparent. Dans 
ette dire
tion nousavons les énon
és suivants :Proposition 5.1.22. Soit K un 
orps de 
ara
téristique p première. Les énon
és sui-vants sont équivalents :(i) Le twist de Frobenius est transparent pour tous les bifon
teurs de la forme Fgl.111



(ii) Pour tout épimorphisme de fon
teurs polynomiaux f : Sµ ։ F , si le twist deFrobenius est transparent pour le bifon
teur Fgl, alors le twist de Frobenius esttransparent pour le bifon
teur (Ker f)gl.(iii) Pour tout épimorphisme f : Sµ ։ F de fon
teurs polynomiaux, si le twistest transparent pour le bifon
teur Fgl alors le rang de l'appli
ation induite en
ohomologie par fgl : Sµgl→ Fgl est égal au rang de son gradué (pour la �ltrationévoquée au théorème 5.1.11) :
rg GrH∗P(fgl(r)) = rgH∗P(fgl(r)) .Proposition 5.1.23. Soit K un 
orps de 
ara
téristique p première. Les énon
és sui-vants sont équivalents :(i) Le twist de Frobenius est transparent pour les bifon
teurs séparables, i.e. de laforme Hom(F,G).(ii) Pour tout épimorphisme de fon
teurs polynomiaux f : Sµ ։ G, si le twist deFrobenius est transparent pour le bifon
teur Hom(F,G), alors le twist de Frobe-nius est transparent pour le noyau du morphisme Hom(F, f) : Hom(F, Sµ) →

Hom(F,G).(iii) Pour tout épimorphisme f : Sµ ։ F de fon
teurs polynomiaux, le rang del'appli
ation induite en 
ohomologie par Hom(F, f) est égal au rang de son gradué(pour la �ltration évoquée au théorème 5.1.11) :
rg GrH∗P(Hom(F, f)(r)) = rgH∗P(Hom(F, f)(r)) .5.1.5 Appli
ation aux 
al
uls de 
ohomologieRappelons que si B ∈ PA(1, 1), alors DB ∈ PA(2) est le bifon
teur (
ovariant en sesdeux variables) dé�ni par DB(−1,−2) = B(−∨1 ,−2), où −∨ désigne la dualité A-linéaire(
f. lemme 4.1.7). Le théorème 5.1.26 donne une des
ription partielle de la 
ohomologiedes bifon
teurs pour lesquels le twist est transparent. Pour les bifon
teurs qui véri�entla troisième � Ext-
ondition � , 
e théorème donne même une des
ription 
omplète. Ladémonstration du théorème 5.1.26 repose sur la des
ription suivante de la deuxième pagede la suite spe
trale E(B, r).Lemme 5.1.24. Soient A un anneau 
ommutatif de 
ara
téristique p première, r unentier positif et B un bifon
teur homogène de bidegré (d, d) sur A. Le 
olonne E0,∗

2 (B, r)d'indi
e 0 de la deuxième page de la suite spe
trale E(B, r) est isomorphe, naturellementen B au A-module gradué :
E0,∗

2 (B, r) ≃ sym(DB)
(
H∗P,A(gl(r)⊗d)) .De plus, si H∗P,A(B(−⊕p

r

1 ,−2)) = 0 pour ∗ > 0, les 
olonnes Ei,∗2 (B, r) d'indi
e i ≥ 1 dela deuxième page sont nulles.Remarque 5.1.25. Le lemme pré
édent interprète la 
olonne d'indi
e 0 de la deuxièmepage de la suite spe
trale E(B, r) 
omme l'évaluation du Sd ×Sd-fon
teur sym sur le112



Sd ×Sd-module H∗P,A(gl(r)⊗d). Plus généralement, on pourrait interpréter les 
olonnesde la se
onde page de notre suite spe
trale en termes d'évaluation sur le Sd×Sd-module
H∗P,A(gl(r)⊗d) des fon
teurs dérivés à droite du fon
teur sym. Si l'on pro
ède ainsi, onpeut faire apparaître la suite spe
trale 
onstruite dans [17, prop. 4.2.2℄ 
omme uneversion de notre suite spe
trale E(B, r), dans le 
as parti
ulier où A = K est un 
orpset B est un bifon
teur séparable. Nous ne développerons pas plus loin 
e point de vue
ar nous n'en tirerons pas de renseignement 
on
ret sur la 
ohomologie des bifon
teurs.Démonstration du lemme 5.1.24. D'après le lemme 5.1.5, on a un isomorphisme de 
om-plexes bigradués, naturel en B :

(
E•,∗1 (B, r), d•,∗1

)
≃
(
H∗P(IRes(B)•(r)),H∗P (∂•)

)
(⋆)La 
olonne E0,∗

2 (B, r) d'indi
e 0 de la deuxième page de E(B, r) est don
 isomorpheau noyau de
H∗P(∂0) : H∗(IRes(B)0(r))→ H∗(IRes(B)1(r)) .D'après la proposition 5.1.1, la 
olonne E0,∗

2 (B, r) est don
 isomorphe (naturellement en
B) au noyau du morphisme
sym(DIRes(B)0)

(
H∗P(gl(r)⊗d)

)
sym(D∂0)

−−−−−−−−−−→ sym(DIRes(B)1)
(
H∗P(gl(r)⊗d)

)
.Par exa
titude à gau
he du fon
teur sym, on a don
 un isomorphisme, naturel en B :

E0,∗
2 (B, r) ≃ sym(DB)

(
H∗P,A(gl(r)⊗d)) .Supposons maintenant que H∗P(B(−⊕pr1 ,−2)) = 0 pour ∗ > 0. Alors le 
omplexe

H0
P(IRes(B)•(−⊕pr1 ,−2)), qui 
al
ule la 
ohomologie de B(−⊕pr1 ,−2), est exa
t saufen degré 0. Or, d'après le 
orollaire 5.1.2, 
e 
omplexe est isomorphe (par un isomor-phisme qui ne respe
te pas la graduation ∗) au 
omplexe H∗P(IRes(B)•(r)). Le 
omplexe

H∗P(IRes(B)•(r)) est don
 exa
t sauf en degré 0. Sa 
ohomologie donne la deuxième pagede E(B, r) d'après l'isomorphisme (⋆). Les 
olonnes de E2(B, r) sont don
 toutes nulles,sauf 
elle d'indi
e 0.Frobenius (twist de) !transparen
eThéorème 5.1.26. Soient A un anneau 
ommutatif de 
ara
téristique p première et run entier positif. Il existe un morphisme naturel en B :
φB,r : H∗P,A(B(r))→ sym(DB)(H∗P,A(gl(r)⊗d)) .Si le twist de Frobenius est transparent pour B, 
e morphisme est surje
tif. Si

H∗P,A(B(−⊕p
r

1 ,−2)) = 0 pour ∗ > 0 alors φB,r est un isomorphisme.fon
teur !de symétrisation 113



Démonstration. On dé�nit le morphisme φB,r à partir du morphisme de 
oin de la suitespe
trale E(B, r). Plus pré
isément on dé�nit φB,r 
omme la 
omposée :
H∗P,A(B(r)) =F0H

∗
P,A(B(r))։ F0H

∗
P,A(B(r))/F1H

∗
P,A(B(r))

≃ E0,∗
∞ (B, r) ⊂ E0,∗

2 (B, r) ≃ sym(DB)(H∗P,A(gl(r)⊗d)) ,dans laquelle le dernier isomorphisme est donné par le lemme 5.1.24. Si le twist esttransparent pour B alors la suite spe
trale dégénère à la deuxième page et l'in
lusion
E0,∗
∞ (B, r) ⊂ E0,∗

2 (B, r) est une égalité. Dans 
e 
as φB,r devient un épimorphisme. Side plus on a alors d'après le lemme 5.1.24 la deuxième page est nulle sauf éventuel-lement la 
olonne d'indi
e 0. La suite spe
trale dégénère don
 à la deuxième page etde plus on a F1HP
∗
P,A(B(r)) = 0 d'après le lemme 5.1.5. Ainsi φB,r est une 
omposéed'isomorphismes, don
 un isomorphisme.En appliquant le théorème 5.1.26 aux bifon
teurs séparables, on obtient le 
orollairesuivant.Corollaire 5.1.27. Soient A un anneau 
ommutatif de 
ara
téristique p première, r unentier positif et F , G deux fon
teurs polynomiaux homogènes de degrés d à une variablesur A. Il existe un morphisme naturel en F,G

φF,G,r : Ext∗P,A(F (r), G(r))→ sym(F ♯ ⊠G)
(
Ext∗PA(I(r)⊗d, I(r)⊗d)

)
.Si le twist de Frobenius est transparent pour Hom(F,G) alors le morphisme φF,G,r estsurje
tif. Si Ext∗PA(F (I⊕p

r
), G) = 0 pour ∗ > 0 alors φF,G,r est un isomorphisme.Remarque 5.1.28. Dans le 
as où A = K est un 
orps, le 
orollaire 5.1.27 est une généra-lisation du résultat prin
ipal de Chaªupnik [9, Th. 4.4℄.5.2 Cara
téristique d'Euler-Poin
aré
ara
téristique d'Euler χ : 
ara
téristique d'Euler d'un espa
e ve
toriel graduéProposition 5.2.1. Soit F un fon
teur polynomial sur un 
orps K, et F ♯ son dual deKuhn. La 
ara
téristique d'Euler-Poin
aré de H∗P,K(Fgl) est égale à la 
ara
téristiqued'Euler-Poin
aré de H∗P,K(F ♯gl).Démonstration. La 
atégorie des fon
teurs polynomiaux à une variable sur un 
orps Kest équivalente [18, Th 3.2℄ à la 
atégorieMod(S(n, d,K)) des modules sur l'algèbre deS
hur S(n, d,K) sur K. Le fon
teur F admet don
 une �ltration �nie, F0 ⊂ · · · ⊂ FN = Fdont les quotients su

essifs sont des sommes dire
tes de fon
teurs simples Ai. On adon
 :

χH∗P,K(Fgl) = χH∗P,K(GrFgl) = χH∗P,K( k⊕

i=1

Aigl) .114



Dualement, on a une suite d'épimorphismes F ♯0 և · · · և F ♯N = F ♯, dont les noyauxsu

essifs sont des sommes dire
tes de duaux de Kuhn des mêmes fon
teurs simples A♯i.On a don
 :
χH∗P,K(F ♯gl) = χH∗P,K( k⊕

i=1

A♯igl) .D'après [20, Th 3.5a℄, les simples sont autoduaux. On a don
 l'égalité :
χH∗P,K(Fgl) = χH∗P,K( k⊕

i=1

Aigl) = χH∗P,K( k⊕

i=1

A♯igl) = χH∗P,K(F ♯gl) .Remarque 5.2.2. Un raisonnement analogue appliqué aux fon
teurs polynomiaux àune variable montre que les 
ara
téristiques d'Euler-Poin
aré des groupes d'extensions
Ext∗PK(F,G) et Ext∗PK(F,G♯) sont égales.Remarque 5.2.3. La démonstration de la proposition 5.2.1 repose sur le fait que sur un
orps K, les fon
teurs polynomiaux simples sont auto-duaux. Nous ne savons pas si lesbifon
teurs polynomiaux simples ont la même propriété d'auto-dualité.Proposition 5.2.4. Soit B un bifon
teur sur un 
orps K de 
ara
téristique p première.On a l'égalité :

χH∗P,K(B(r)) = χH∗P,K(B(−⊕p
r

1 ,−2)) .Démonstration. L'isomorphisme E∗,∗2 (B, r) ≃ H∗P(B(−⊕p
r

1 ,−2)) du théorème 5.1.8 estZ/2-gradué et 
onserve don
 la 
ara
téristique d'Euler. On a don

χH∗P,K(B(−⊕p

r

1 ,−2)) = χE∗,∗2 (B, r) .Si C• est un 
omplexe gradué de dimension totale �nie sur un 
orps K, alors la 
a-ra
téristique d'Euler de l'espa
e ve
toriel gradué sous-ja
ent C∗ est égale à la 
ara
té-ristique d'Euler de H∗(C•). En appliquant 
ette remarque aux 
omplexes (E•i , di), où
Eki = ⊕p+q=kE

p,q
i (B, r), on obtient l'égalité :

χE∗,∗2 (B, r) = χE∗,∗∞ (B, r) = χGrH∗P,K(B(r)) .Le Gr n'ayant au
un e�et sur la 
ara
téristique d'Euler, on obtient notre résultat.
hangement de baseProposition 5.2.5. Soit B un bifon
teur polynomial sur Z et K un 
orps. La 
ara
té-ristique d'Euler-Poin
aré de la 
ohomologie du bifon
teur BK obtenu par 
hangement debase sur K est égale au rang du Z-module libre H0
P,Z(B) :

χH∗P,K(BK) = rgH0
P,Z(B) .En parti
ulier, la 
ara
téristique d'Euler de la 
ohomologie de BK ne dépend pas de la
ara
téristique de K. 115



Démonstration. Si K est un 
orps de 
ara
téristique nulle, K est Z-plat et par le théorèmede 
hangement de base 4.1.15 on a don
 :
H i
P,K(BK) ≃ H i

P,Z(B)⊗Z K (= 0 si i > 0) .Ainsi on a l'égalité : χH∗P,K(BK) = dimH0
P,K(BK) = rgH0

P,Z(B).Si K est un 
orps de 
ara
téristique p on a χH∗P,K(BK) = χH∗P,Fp
(BFp) par platitudedu 
hangement de base. Mais si T est un Z-module de torsion de type �ni on a [30, p.150℄ : TorZ(T,Fp) ≃ T ⊗ Fp. D'après la proposition pré
édente, les H i
P,Z(B) sont desmodules de torsion de type �ni pour i > 0. En utilisant le théorème de 
hangement debase on obtient don
 :

χH∗P,K(BK) =
∑

i≥0

(−1)idim FpH
i
P,Fp

(BFp)

=
∑

i≥0

(−1)idim Fp

(
H i
P,Z(B)⊗ Fp ⊕H i+1

P,Z(B)⊗ Fp)
= dim FpH

0
P,Z(B)⊗ Fp = rgH0

P,Z(B) .Corollaire 5.2.6. Soient µ/µ′ un diagramme gau
he et K un 
orps de 
ara
téristique ppremière. On a l'égalité :
χ(H∗P,K(S(r)

µ/µ′gl)) = χ(H∗P,K(W (r)
µ/µ′gl)) = dim C sµ/µ′((Cpr

)⊗d ⊗ CSd) ,où le fon
teur sµ/µ′ (dé�nition 3.4.15) agit sur le Sd-module (Cpr
)⊗d ⊗ CSd dont lastru
ture est donnée à gau
he par la permutation des fa
teurs et à droite par 
onjugaison.

Sλ/λ′ : fon
teur de S
hur Wλ/λ′ : fon
teur de WeylDémonstration. La première égalité résulte de la proposition 5.2.1. D'après la proposi-tion pré
édente, on a :
χH∗P,K(S(r)

µ/µ′gl) = χH∗P,K (Sµ/µ′gl(−⊕pr

1 ,−2)
)
.Puis on remarque que le bifon
teur Sµ/µ′(gl⊕pr

) est en fait dé�ni sur Z. D'après la pro-position 5.2.5 la 
ara
téristique d'Euler-Poin
aré est indépendante du 
orps K 
onsidéré.Si on se pla
e sur K = C, il n'y a pas de 
ohomologie en degré non nul, d'où l'égalité :
χH∗P,K(S(r)

µ/µ′gl) = dim CH0
P,C (Sµ/µ′gl(−⊕pr

1 ,−2)
)
.Mais on sait 
al
uler 
e H0

P,C en termes de symétrisations inje
tives d'après le 
orollaire4.3.2. Et de plus sur C la symétrisation du bifon
teur Sµ/µ′(Id⊠2) est 
onnue d'après lespropositions 3.4.17 et 3.3.11, d'où le résultat.116



5.3 Symétrisations et 
hangement de basePour obtenir des 
al
uls expli
ites (par exemple des séries de Poin
aré) de 
ohomo-logie des bifon
teurs, le théorème 5.1.26 et le 
orollaire 4.3.2 montrent l'intérêt de savoir
al
uler l'évaluation de la symétrisation sym(DB) d'un bifon
teur B de bidegré (d, d)sur les Sd×Sd-modules du type H∗P,A(gl(r)⊗d). Ces modules sont des Sd×Sd-modulesde permutation expli
itement dé
rits dans le théorème 4.3.1, et sont des sommes dire
tesde � Sd ×Sd-modules élémentaires � dans le sens suivant :Dé�nition 5.3.1. Soit A un anneau. On appelle Sd×Sd-module élémentaire un modulede la forme ASd/Sµ ⊗ ASd, où µ est un uplet de poids d et l'a
tion de Sd × Sd estdonnée par la formule :
(λ, ς).e[τ ] ⊗ eσ := e[λτ ] ⊗ eλσς−1 .fon
teur !de symétrisationNous 
her
hons don
 à évaluer l'image des Sd × Sd-modules élémentaires par lessymétrisations de bifon
teurs homogènes de bidegré (d, d). Pour 
ela, nous avons déjàexpli
ité dans le 
hapitre 3, paragraphe 3.3, un 
ertain nombre de 
es symétrisations.En parti
ulier, si l'anneau A 
ontient Q ou est de 
ara
téristique p plus grande que lesdegrés fon
teurs en jeu alors il est fa
ile d'identi�er les symétrisations. En e�et si p > dou si A 
ontient Q :� pour tous fon
teurs F,G à une variable de degré d on a
sym(F ⊠G) ≃ sym(F )⊙ sym(G) ,

sym(F (−1 ⊗−2)) ≃ sym(F ) ◦∆2 .� Pour tout uplet µ de poids d, on a des isomorphismes
sym(Sµ) ≃ coinvµ , sym(Γµ) ≃ invµ , sym(Λµ) ≃ altµ .� En�n, pour tout diagramme gau
he µ/µ′ on a un isomorphisme (valable si on
onsidère les symétrisations et les sµ/µ′ 
omme des fon
teurs dé�nis sur les Sd-modules de permutation)

sym(Sµ/µ′) ≃ sµ/µ′ .

⊙ ∆n sλ/λ′ : symétrisation du fon
teur de S
hur Sλ/λ′ Le théorème suivant permet deramener le 
al
ul de la dimension de sym(DBFp)(FpE) au 
al
ul de la dimension de
sym(DBC)(CE), plus fa
ile à e�e
tuer. 
hangement de baseThéorème 5.3.2. Soit B ∈ Pdd,Z un bifon
teur homogène de bidegré (d, d) et p unnombre premier. Supposons que le Z-module H1

P,Z(B(−⊕d1 ,−2)) n'a pas de p-torsion.Alors pour tout Sd × Sd-module élémentaire ZE, la dimension du Fp-espa
e ve
toriel
sym(DBFp)(ZE⊗Fp) est égale à la dimension du C-espa
e ve
toriel sym(DBC)(ZE⊗C).117



Dans la suite de 
e paragraphe, nous développons les outils né
essaires à la démons-tration de 
e théorème.Soit M un Sd × Sd-module sur Z, λ, µ deux uplets de poids d et K un 
orps. Lemorphisme Z(Sd ×Sd)-linéaire M →M ⊗ K induit un morphisme K-linéaire
coinvλ,µ(M)⊗ K→ coinvλ,µ(M ⊗ K) .En 
omposant ave
 les isomorphismes donnés par le lemme 3.2.10, on obtient don
 unmorphisme θλ,µ :

θλ,µ :
(
sym(Sλ ⊠ Sµ)(M)

)
⊗ K→ sym

(
(Sλ ⊠ Sµ)K) (M ⊗ K)où (Sλ ⊠ Sµ)K ∈ Pd,d,K(2) désigne le fon
teur obtenu par 
hangement de base à partirdu fon
teur Sλ⊠Sµ ∈ Pd,d,Z(2) (on a don
 (Sλ⊠Sµ)K = Sλ⊠Sµ ∈ Pd,d,K(2)). SiM estun Sd × Sd-module de permutation sur Z, alors la proposition B.2.3 montre que θλ,µest un isomorphisme.Lemme 5.3.3. Soit λ, µ, λ′, µ′ des uplets de poids d, K un 
orps et φ : Sλ ⊠ Sµ →

Sλ
′
⊠Sµ

′ un morphisme dans Pd,d,Z(2). Pour tout Sd×Sd-module de permutation ZE,on a un diagramme 
ommutatif :
sym(Sλ ⊠ Sµ)(ZE)⊗ K

θλ,µ≃

��

sym(φ) // sym(Sλ
′

⊠ Sµ
′

)(ZE) ⊗ K
θλ′,µ′≃

��
sym((Sλ ⊠ Sµ)K)(ZE ⊗ K)

sym(φK) // sym((Sλ
′

⊠ Sµ
′

)K)(ZE ⊗ K) .Démonstration. D'après le 
orollaire 3.4.12 du 
hapitre pré
édent, le fon
teur de symé-trisation est pleinement �dèle. En d'autres termes, on a un isomorphisme :
HomPd,d,K(2)(F,G)

≃
−→ HomFSd×Sd,K(sym(F ), sym(G)) ,où FSd×Sd,K désigne la 
atégorie des fon
teurs K-linéaires dé�nis sur les Sd×Sd-modulesde permutation de dimension �nie sur K et à valeurs dans les K-espa
es ve
toriels dedimension �nie. Pour véri�er l'égalité :

sym(φK) = θλ′,µ′ ◦ sym(φ)⊗ K ◦ θ−1
λ,µ ,il nous su�t don
 de démontrer que 
es deux morphismes 
oïn
ident sur les Sd ×Sd-modules V ⊗d ⊗W⊗d où V = Kv , W = Kw.Mais en évaluant le diagramme du lemme sur le Sd × Sd-module de permutation

V ⊗d ⊗W⊗d on obtient le diagramme :
(Sλ ⊠ Sµ)(V,W )⊗ K

θλ,µ≃

��

φ⊗K // (Sλ
′
⊠ Sµ

′
)(V,W )⊗ K
θλ′,µ′≃

��
(Sλ ⊠ Sµ)K(V ⊗ K,W ⊗ K)

φK // (Sλ
′
⊠ Sµ

′
)K(V ⊗ K,W ⊗ K) .qui 
ommute par 
onstru
tion du fon
teur de 
hangement de base. On obtient don
notre énon
é. 118



On rappelle que si B ∈ PA(1, 1) est un bifon
teur 
ontravariant en sa premièrevariable, 
ovariant en la se
onde, alors DB ∈ PA(2) est le bifon
teur (
ovariant en sesdeux variables) dé�ni par DB(−1,−2) = B(−∨1 ,−2), où −∨ désigne la dualité A-linéaire(
f. proposition 4.1.7).Lemme 5.3.4. Soit B ∈ Pdd,Z un bifon
teur dé�ni sur Z, p un nombre premier et ZEun Sd ×Sd-module de permutation. On a une inje
tion Fp-linéaire, naturelle en B :
(sym(DB)(ZE))⊗ Fp →֒ sym(DBFp)(FpE) .Remarque 5.3.5. En général, on n'a qu'une inje
tion et pas un isomorphisme. Parexemple, si B est le bifon
teur Hom(S2,Λ2) la remarque 1.5.5 et la proposition 4.3.2montrent que l'on a :

sym(DB)(ZS2)⊗ F2 = 0 , sym(DBF2)(F2S2) = F2 .Démonstration du lemme 5.3.4. Soit DB →֒ I0 → I1 un début de résolution inje
tivede DB dans Pd,d,Z(2). Soit K le noyau du morphisme
sym(I0)(ZE) ⊗ Fp → sym(I1)(ZE)⊗ Fp .On a un diagramme 
ommutatif, dont toutes les lignes sont exa
tes aux deux premierstermes et dont les deux dernières 
olonnes sont exa
tes :

sym(DB)(ZE) � � //
� _

×p

��

sym(I0)(ZE) //
� _

×p

��

sym(I1)(ZE)
� _

×p

��
sym(DB)(ZE) � � // sym(I0)(ZE)

����

// sym(I1)(ZE)

����
K

� � // sym(I0)(ZE)⊗ Fp // sym(I1)(ZE) ⊗ FpLe morphisme sym(I0)(ZE) ։ sym(I0)(ZE) ⊗ Fp fa
torise don
 en un morphisme
sym(DB)(ZE)→ K. Par exa
titude des lignes, la suite

0→ sym(DB)(ZE)
×p
−−→ sym(DB)(ZE)→ Kest exa
te, et on obtient don
 une inje
tion sym(DB)(ZE)⊗Fp →֒ K. D'après le lemme5.3.3, le morphisme sym(I0)(ZE) ⊗ Fp → sym(I1)(ZE) ⊗ Fp s'identi�e au morphisme

sym(I0Fp
)(FpE) → sym(I1Fp

)(FpE) et par exa
titude à gau
he de sym, on peut don
identi�er K et sym(DBFp)(FpE), d'où le résultat.Proposition 5.3.6. Soit B ∈ Pdd,Z un bifon
teur homogène de bidegré (d, d) et p unnombre premier. Les énon
és suivants sont équivalents :(1) Le Z-module H1
P,Z(B(−⊕d1 ,−2)) n'a pas de p-torsion.(2) Pour tout entier k, le Z-module H1

P,Z(B(−⊕k1 ,−2)) n'a pas de p-torsion.119



(3) Pour tout Sd ×Sd-module élémentaire ZE on a un isomorphisme :
sym(DB)(ZE)⊗ Fp ≃−→ sym(DBFp)(ZE ⊗ Fp) .Démonstration. D'après le 
orollaire 4.3.2 on a pour tout entier k un isomorphisme (où

A = Z ou Fp) :
H0
P,A(BA(−⊕k1 ,−2))

≃
−→ sym(DBA)

(
H0
P,A(gl(−⊕k1 ,−2)

⊗d)
)

(∗)On a (2) ⇒ (1). Montrons (1) ⇒ (3). D'après le théorème de 
hangement debase 4.1.15, si H1
P,Z(B(−⊕d1 ,−2)) n'a pas de p-torsion alors on a un isomorphismeentre les espa
es ve
toriels de dimension �nie sym(DB)(H0

P,Z(gl(−⊕d1 ,−2)
⊗d)) ⊗ Fp et

sym(DBFp)(H
0
P,Fp

(gl(−⊕d1 ,−2)
⊗d)). Comme le Sd × Sd-module H0

P,Z(gl(−⊕d1 ,−2)
⊗d)
ontient tous les Sd × Sd-modules élémentaires 
omme fa
teurs dire
ts, les inje
tionsdu lemme 5.3.4 sont, pour une raison de dimension, des isomorphismes.Montrons (3) ⇒ (2). Si l'énon
é (3) est véri�é, alors d'après la formule (∗) pourtout entier k on a un isomorphisme H0

P,Z(B(−⊕k1 ,−2))⊗Fp ≃ H0
P,Fp

(BFp(−
⊕k
1 ,−2)). Lethéorème de 
hangement de base 4.1.15 implique alors que H1

P,Z(B(−⊕k1 ,−2)) n'a pasde p-torsion.Proposition 5.3.7. Soit B ∈ Pdd,Z un bifon
teur homogène de bidegré (d, d). Pour tout
Sd ×Sd-module élémentaire ZE on a un isomorphisme :

sym(DB)(ZE)⊗ C ≃
−→ sym(DBC)(ZE ⊗ C) .Démonstration. Soit DB →֒ I0 → I1 un début de résolution inje
tive de DB dans

Pd,d,Z(2). D'après le lemme 5.3.3, on a un diagramme 
ommutatif :
sym(DB)(ZE)⊗ C � � // sym(I0)(ZE) ⊗ C //

≃
��

sym(I1)(ZE) ⊗ C
≃

��
sym(DBC)(ZE ⊗ C) � � // sym(I0C)(ZE ⊗ C) // sym(I1C)(ZE ⊗ C)La première ligne est exa
te par platitude de C sur Z, la deuxième ligne est exa
te, onobtient don
 notre isomorphisme.Lemme 5.3.8. Soit B ∈ Pdd,Z un bifon
teur homogène de bidegré (d, d). Pour tout

Sd ×Sd-module élémentaire ZE le Z-module sym(DB)(ZE) est libre de rang �ni.Démonstration. En e�et, le module élémentaire ZE est fa
teur dire
t du Sd×Sd-module
H0
P(gl(−⊕d1 ,−2)

⊗d) don
 d'après la proposition 4.3.2, sym(DB)(ZE) est un fa
teurdire
t du Z-module H0
P(B(−⊕d1 ,−2)), qui est libre d'après la proposition 4.2.3.Démonstration du théorème 5.3.2. D'après la proposition 5.3.6, la dimension de l'espa
eve
toriel sym(DBFp)(ZE ⊗ Fp) est égale à 
elle de sym(DB)(ZE) ⊗ Fp. Le Z-module

sym(DB)(ZE) est libre d'après le lemme pré
édent, 
ette dimension est don
 égale au120



rang de sym(DB)(ZE). Ce rang est lui-même égal à la dimension du C-espa
e ve
toriel
sym(DB)(ZE)⊗C, qui est isomorphe au C-espa
e ve
toriel sym(DBC)(ZE⊗C) d'aprèsla proposition 5.3.7, d'où le résultat.
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Chapitre 6Cohomologie des twists de tenseurssymétriques et appli
ationsDans 
e 
hapitre, nous mettons en oeuvre les te
hniques de 
al
ul développées au
hapitre 5. Nous nous intéressons tout d'abord au 
as des bifon
teurs Sµ(r)gl obtenus enpré
omposant le twist d'un tenseur symétrique par le bifon
teur gl. Ces bifon
teurs sontintéressants à plusieurs titres. Tout d'abord, S∗gl 
orrespond à la représentation 
las-sique de GLn sur l'algèbre des polyn�mes sur End(An). Cette représentation 
lassique(et ses twists) interviennent naturellement dans d'autres problèmes. Par exemple, dansle 
al
ul de la 
ohomologie du groupe GLn(Z/p2Z) à 
oe�
ients dans le 
orps premierFp [13℄. En�n, le 
al
ul de la 
ohomologie des twists de Sµgl a également une importan
einterne à la théorie. En e�et, tout bifon
teur de la forme Fgl admet un résolution �niepar des (fa
teurs dire
ts de) fon
teurs du type Sµgl. Le 
al
ul de la 
ohomologie de 
ettefamille de bifon
teurs est don
 un point de départ pour des 
al
uls plus 
omplexes.Nous obtenons les séries de Poin
aré des 
ohomologies des bifon
teurs de 
ette familleau premier paragraphe (théorème 6.1.1). Ce résultat n'était auparavant 
onnu que pour
S2gl en 
ara
téristique 2, ou lorsque la 
ara
téristique p est plus grande que le degrédes fon
teurs en jeu [13, Prop. 4.1 et Th. 5.1℄. Une démonstration un peu di�érente de
e résultat a été publiée dans [41, Th. 1.1℄.Dans le paragraphe 6.2, nous nous basons sur le théorème 6.1.1 pour obtenir denouveaux 
al
uls. Nous étudions tout d'abord les suites spe
trales asso
iées aux 
om-plexes symétriques 
onstruits par Troes
h [42℄. Nous en déduisons des informations surles appli
ations induites en 
ohomologie par les morphismes entre tenseurs symétriquestwistés de gl. Puis nous déterminons en 
ara
téristique p les séries de Poin
aré de 
o-homologie des twists des bifon
teurs Γpgl et Λpgl aux théorèmes 6.2.17 et 6.2.29. Cesrésultats n'étaient auparavant 
onnus qu'en 
ara
téristique p = 2 [13, Th. 5.1℄.
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6.1 Cohomologie de Sµ(r)glSoit M∗ un A-module gradué, tel que pour tout i, M i est libre de rang �ni. La sériede Poin
aré de M∗ est la série entière dé�nie par
PM∗(t) =

∞∑

i=−∞

rgM i ti .Si A = K est un 
orps et si B est un bifon
teur sur K, alors pour tout i ∈ N, le K-espa
e ve
toriel H i
P,K(B) est de dimension �nie d'après la proposition 4.2.3. La série dePoin
aré de la 
ohomologie d'un bifon
teur est don
 bien dé�nie si on travaille sur un
orps. série de Poin
aréSoient µ un n-uplet d'entiers positifs de poids d et r un entier positif. Si A est unanneau de 
ara
téristique p première, alors pour tout i ∈ N le A-module de 
ohomologie

H i
P,A(Sµ(r)gl) est libre de type �ni. En e�et, d'après le théorème de 
hangement de base4.1.15 on a un isomorphisme de A-modules gradués :

H∗P,A(Sµ(r)gl) ≃ H∗P,Fp
(Sµ(r)gl)⊗Fp A .On peut don
 parler de la série de Poin
aré du A-module H∗P,A(Sµ(r)gl), et de plus onpeut se 
ontenter de la 
al
uler pour A = Fp.Dans 
e paragraphe, nous 
her
hons à 
al
uler la série de Poin
aré de la 
ohomologiedu bifon
teur Sµ(r)gl. Le fon
teur polynomial (homogène de degré d) Sµ admet uneprésentation par des sommes dire
tes produits tensoriels :

⊕

σ∈Sµ

⊗d
⊕1−σ
−−−−→ ⊗d → Sµ → 0 (⋆)En pré
omposant 
ette suite par le twist de Frobenius puis par le bifon
teur gl, et enappliquant le fon
teur H∗P,A(−), nous obtenons une suite :

⊕

σ∈Sµ

H∗P,A(gl(r)⊗d) ⊕1−σ
−−−−→ H∗P,A(gl(r)⊗d)→ H∗P,A(Sµ(r)gl)→ 0 (⋆⋆)Les morphismes (1− σ) de 
ette suite 
orrespondent à l'a
tion de Sd sur H∗P,A(gl(r)⊗d)induite par la permutation des fa
teurs gl(r) du produit tensoriel gl(r)⊗d. Cette a
tionde Sd sur H∗P,A(gl(r)⊗d) 
orrespond à la restri
tion de la stru
ture de Sd ×Sd-modulede H∗P,A(gl(r)⊗d) dé
rite au théorème 4.3.1 au sous groupe diagonal ∆Sd ⊂ Sd × Sd.En d'autres termes, on a un isomorphismes de Sd-modules :

H∗P,A(gl(r)⊗d) ≃ Ext∗PA(I(r), I(r))⊗d ⊗ ASdoù l'a
tion de Sd sur le membre de droite est donné par la formule :
σ.v1 ⊗ · · · ⊗ vn ⊗ eς := vσ−1(1) ⊗ · · · ⊗ vσ−1(d) ⊗ eσςσ−1 .123



Si la 
ara
téristique p est stri
tement plus grande que le degré d du fon
teur Sµ,la suite (⋆) se s
inde. La suite (⋆⋆) est don
 exa
te. Le morphisme H∗P,A(gl(r)⊗d) →
H∗P,A(Sµ(r)gl) est don
 surje
tif, et se fa
torise don
 en un isomorphisme

H∗P,A(gl(r)⊗d)Sµ

≃
−→ H∗P,A(Sµ(r)gl) .Si la 
ara
téristique p est inférieure ou égale à d, la suite (⋆) ne se s
inde pas. Pire, lemorphisme H∗P,A(gl(r)⊗d)→ H∗P,A(Sµ(r)gl) n'est en général pas surje
tif ! Malgré 
ela, lerésultat sur la forme de la série de Poin
aré de la 
ohomologie de Sµ(r)gl reste valableindépendamment de la 
ara
téristique, 
omme le montre le théorème suivant :série de Poin
aré !de Sµ(r)gl tenseur symétriqueThéorème 6.1.1. Soient µ = (µ1, . . . , µn) un n-uplet de poids d et A un anneau de
ara
téristique p première et r un entier positif. Le A-module H∗P,A(Sµ(r)gl) est libre detype �ni et sa série de Poin
aré est égale à la série de Poin
aré des 
oinvariants du Sd-module gradué H∗P,A(gl(r)⊗d) sous l'a
tion du sous-groupe Sµ = Sµ1 × · · · ×Sµn ⊂ Sd.Corollaire 6.1.2. Le bifon
teur Sµgl véri�e la troisième � Ext-
ondition �(
f. propo-sition 5.1.15). Par 
onséquent, pour tout i, le twist de Frobenius est transparent pour lebifon
teur Sµ(i)gl.La �n de 
e paragraphe est 
onsa
ré à la démonstration du théorème 6.1.1. D'aprèsle théorème de 
hangement de base 4.1.15, on peut supposer A = Fp. La démonstrationse déroule en plusieurs étapes.Étape 1 : H∗P,Z(Sµgl(−⊕n1 ,−2)) = 0 pour ∗ > 0.Dans 
ette première étape, A = Z. On rappelle la �ltration de Cau
hy, 
onstruitepar Akin, Bu
hsbaum et Weyman [4, Th III.1.4 pp. 244-245℄, que nous reformulons i
ien termes de bifon
teurs. Ce résultat sera 
omplété au 
hapitre 7.Théorème 6.1.3. Soit ℓ un entier. L'ordre lexi
ographique sur les partitions de poids

k induit une �ltration de Sℓgl par des bifon
teurs polynomiaux :
0 ⊆ N(ℓ) ⊆ N(ℓ−1,1) ⊆ · · · ⊆ N(1,...,1) = SℓglLe premier terme N(ℓ) est isomorphe à Hom(Λℓ,Λℓ), et si λ est une partition et λ◦ lasuivante pour l'ordre lexi
ographique on a une suite exa
te 
ourte :

Nλ◦ →֒ Nλ ։ Hom(Wλ, Sλ) .

Sλ/λ′ : fon
teur de S
hur Wλ/λ′ : fon
teur de Weyl Hom(F,G) : bifon
teur séparableSoit µ = (µ1, . . . , µn) un uplet. Notons (Nµi

k )k≥0 la �ltration de Cau
hy de Sµigl.Le produit tensoriel de 
es �ltrations forme une �ltration (Nµ
k )k≥0 de Sµgl dé�nie par :

Mµ
k =

∑

k1+···+kn=k

Nµ1

k1
⊗ · · · ⊗Nµn

kn
.124



λ1

Fig. 6.1 � Le diagramme gau
he (λ1|λ2| . . . |λn)Si λ1, . . . , λn désignent n partitions, on note (λ1|λ2| . . . |λn) le diagramme gau
he tel que
S(λ1|λ2|...|λn) = Sλ1 ⊗ · · · ⊗ Sλn .D'après le 
orollaire C.1.6 le gradué de Sµgl asso
ié à la �ltration (Nµ

k )k≥0 est égal à :
GrSµgl =

⊕

|λ1|=µ1...|λn|=µn

Hom(W(λ1|λ2|...|λn), S(λ1|λ2|...|λn)) .Lemme 6.1.4. Soit A un anneau 
ommutatif, B ∈ Pd,d,A(1, 1) un bifon
teur homogènede bidegré (d, d) sur A. Supposons que B admet une �ltration �nie (Bk)0≤k≤N par desbifon
teurs, dont le gradué GrB existe et véri�e H∗P,A(GrB) = 0 pour ∗ > 0. Alors
H∗P,A(B) = 0 pour ∗ > 0.Démonstration. Pour tout k le quotient Bk/Bk−1 est un fa
teur dire
t de GrB et n'adon
 pas de 
ohomologie en degré stri
tement positif. On peut alors démontrer parré
urren
e sur k que les suites exa
tes 
ourtes Bk−1 →֒ Bk ։ Bk/Bk−1 se s
indent en
ohomologie et que Bk n'a pas de 
ohomologie de degré stri
tement positif.Lemme 6.1.5. Soit µ un uplet de poids d et n un entier positif. Pour tout i > 0 on a :
H i
P,Z(Sµgl(−⊕n1 ,−2)) = 0.Démonstration. Le fon
teur gl est additif en sa première variable. On a don


gl(−⊕n1 ,−2) ≃ gl(−1,−2)
⊕n. Soit µ = (µ1, . . . , µk) un uplet. En utilisant la formuleexponentielle on obtient :

Sµ(gl⊕n) =
⊕

∀i=1..k µi,1+···+µi,n=µi

k⊗

i=1

S(µi,1,...,µi,n)gl .Le bifon
teur Sµgl(−⊕n1 ,−2) s'exprime don
 
omme une somme dire
te de bifon
teursde la forme Sλgl, et pour démontrer le lemme on peut don
 se 
ontenter de prendre
n = 1. Dans 
e 
as, d'après la proposition 5.1.19, la �ltration de Sµgl donnée plus hautvéri�e les hypothèses du lemme pré
édent. On en déduit notre résultat.Étape 2 : Des
ription de H∗P,Fp

(Sµ(r)gl).Soit µ un uplet de poids d. Dans l'étape pré
édente, nous avons montré que pourtout n et tout i > 0 on a : H i
P,Z(Sµgl(−⊕n1 ,−2)) = 0. Par 
hangement de base (théorème4.1.15), on a don
 pour tout entier premier p la même égalité :

H i
P,Fp

(Sµgl(−⊕n1 ,−2)) = 0 si i > 0 .125



En utilisant le théorème 5.1.26 on obtient alors la des
ription suivante de la 
ohomologiede Sµ(r)gl :Lemme 6.1.6. Soit µ un uplet de poids d et p un nombre premier. Pour tout r ≥ 0, ona un isomorphisme :
H∗P,Fp

(Sµ(r)gl) ≃ sym(Sµ(Id⊠2))
(
H∗P,Fp

(gl(r)⊗d)
)
.Étape 3 : Série de Poin
aré de H∗P,Fp

(Sµ(r)gl).Le Sd×Sd-module H∗P,Fp
(gl(r)⊗d) se dé
ompose 
omme une somme dire
te de S×2

d -modules de permutation élémentaires (dé�nis en 5.3.1).Soit FpE un S×2
d -module élémentaire. D'après le lemme 6.1.5, le Z-module

H1
P,Z(Sµgl(−⊕d1 ,−2)) n'a pas de torsion et on peut don
 
hanger de base pour 
al-
uler la dimension de sym(Sµ(Id⊠2))(FpE). Le théorème 5.3.2 nous indique en e�et quedans 
e 
as, la dimension du Fp-espa
e ve
toriel sym(SµFp

(Id⊠2))(FpE) est égale à ladimension du C-espa
e ve
toriel sym(SµC(Id⊠2))(CE).Mais grâ
e à la proposition 3.3.11, on a un isomorphisme (valable 
ar on se trouvesur le 
orps C de 
ara
téristique nulle, mais faux sur un 
orps quel
onque) :
sym(SµC(Id⊠2)) ≃ sym(SµC) ◦∆2 ,où ∆2 est le fon
teur qui envoie un S×2-module M sur le Sd-module obtenu en restrei-gnant l'a
tion de Sd×Sd au sous-groupe diagonal ∆Sd ⊂ Sd×Sd. Comme le fon
teur

sym(SµC) n'est autre que le fon
teur qui à un Sd-module M asso
ie les 
oinvariants de
M sous l'a
tion du sous groupe Sµ ⊂ Sd, on obtient :

dim Fp sym(SµFp
(Id⊠2))(FpE) = dim C (∆2CE)Sµ .Par ailleurs si AE est un S×2

d -module élémentaire, alors ∆2AE est un Sd-modulede permutation. La dimension de (∆2AE)Sµ ne dépend don
 pas de l'anneau A d'aprèsle 
orollaire B.2.4. On obtient don
 :Lemme 6.1.7. Soit µ un uplet de poids d, p un nombre premier et FpE un S×2
d -module élémentaire. La dimension de sym(SµFp

(Id⊠2))(FpE) est égale à la dimensiondes 
oinvariants de FpE sous l'a
tion du sous-groupe diagonal ∆Sµ ⊂ Sd ×Sd.Puisque le Sd×Sd-module H∗P,Fp
(gl(r)⊗d) est une somme dire
te de modules élémen-taires on 
on
lut la démonstration du théorème 6.1.1 en appliquant le lemme pré
édentà la des
ription de H∗P,Fp

(Sµ(r)gl) obtenue au lemme 6.1.6.6.2 Appli
ations6.2.1 Étude des 
omplexes symétriques
omplexe symétrique Dans 
e paragraphe, on se pla
e sur un anneau A de 
ara
té-ristique p première. Nous utilisons la transparen
e du twist pour les bifon
teurs Sµgl126



(
orollaire 6.1.2) pour déterminer les suites spe
trales hyper
ohomologiques asso
iéesaux 
omplexes symétriques [42℄ qui généralisent en 
ara
téristique p quel
onque les
omplexes symétriques 
lassiques 
onnus en 
ara
téristique 2 [16, 18℄. Ces suites spe
-trales donnent des informations sur les appli
ations induites en 
ohomologie par lesmorphismes entre tenseurs symétriques.Rappels sur les 
omplexes symétriques S•n,j,i,[s]
S•n,j,i,[s] : 
omplexes symétriquesNous renvoyons le le
teur au paragraphe 2.1 pour les dé�nitions et les propriétésrelatives aux p-
omplexes. Rappelons les p-
omplexes 
onstruits par Troes
h :Théorème 6.2.1. [42, Th 2, Th 4.3.2℄ Soit A un anneau de 
ara
téristique p première.Pour tout n et tout j, on peut munir le fon
teur polynomial

Bn(j) := Sn(I⊕p
j
) ≃

⊕

i0+···+i
pj−1

=n

Si0 ⊗ · · · ⊗ Sipj−1d'une p-di�érentielle d véri�ant les propriétés suivantes.(1) Le degré 
ohomologique d'un élément de Si0 ⊗ · · · ⊗ Sipj−1 est
0.i0 + 1.i1 + · · ·+ (pj − 1)ipj−1et la p-di�érentielle augmente le degré 
ohomologique de pj−1.(2) Soit (Bi+pj−1•

n (j), d) le fa
teur dire
t du p-
omplexe (Bn(j), d) formé des élé-ments de degrés 
ohomologiques 
ongrus à i modulo pj−1. Alors :� Si i = 0 et pj divise n, le p-
omplexe (Bi+pj−1•
n (j), d) est une p-résolution de

Sn/p
j(j).� Sinon le p-
omplexe (Bi+pj−1•

n (j), d) est p-a
y
lique.Dé�nition 6.2.2. Soient n, j des entiers stri
tement positifs, i ∈ [0, pj−1 − 1] et
s ∈ [1, p − 1]. On appelle 
omplexes symétriques les 
omplexes S•n,j,i,[s] asso
iés au
p-
omplexes S•n,j,i = Bi+pj−1•

n (j).Remarque 6.2.3. Par dé�nition, S•n,j,i,[s] s'obtient à partir du p-
omplexe Bn(j) en pre-nant pour di�érentielles une alternan
e de ds et dp−s. Comme la di�érentielle de Bn(j)est de degré pj−1, si i = 0 et si n est un multiple de pj alors les éléments de plus hautdegré du 
omplexe S•n,j,0,[s] sont en degré (2n/pj)(pj − 1).Exemple 6.2.4. Supposons p = 2, j = 1, i = 0, alors les 
omplexes S•n,1,0,[1] sont les
omplexes symétriques [16, �2℄ :
Sn → Sn−1 ⊗ I → Sn−2 ⊗ S2 → · · · → I ⊗ Sn−1 → Sn .Si p = 2, j, i quel
onques, les 
omplexes S•n,j,i,[1] sont des fa
teurs dire
ts des 
omplexes

B(j) 
onstruits par Friedlander et Suslin [18, Th. 8.4℄.127



Exemple 6.2.5. Si p est quel
onque j = 1 et i = 0, le début du 
omplexe S•n,1,0,[1] est
Sn → Sn−1 ⊗ I et la première di�érentielle est la 
omultipli
ation.Exemple 6.2.6. Si n est un multiple de p, la �n du 
omplexe S•n,1,0,[p−1] est Sn−1⊗I ։ Sn,la dernière di�érentielle est la multipli
ation.Exemple 6.2.7. Pour p = 3, le 
omplexe S•6,1,0,[2] est le suivant :

S(6,0,0) →
S(4,2,0)⊕
S(5,1,0) →

S(4,1,1)⊕
S(3,3,0) →

S(1,5,0)⊕

S(2,3,1)⊕

S(3,1,2)

→

S(0,6,0)⊕

S(1,4,1)⊕
S(2,2,2)⊕

S(3,0,3)

→
S(0,4,2)⊕
S(1,2,3)⊕

S(2,0,4)

→
S(0,3,3)⊕

S(1,1,4) → S(0,1,5) → S(0,0,6) .Comportement en 
ohomologie des 
omplexes symétriquesLes 
omplexes symétriques S•n,j,i,[s] sont des 
omplexes de fon
teurs polynomiaux.En pré
omposant par le bifon
teur gl(−⊕m1 ,−2) on obtient des 
omplexes de bifon
teurs
S•n,j,i,[s]gl(−

⊕m
1 ,−2). On peut ensuite appliquer à 
es 
omplexes le fon
teur H∗P,A(−) etobtenir des 
omplexes de A-modules :
H∗P,A(S0

n,j,i,[s]gl(−
⊕m
1 ,−2))→ H∗P,A(S1

n,j,i,[s]gl(−
⊕m
1 ,−2))→ · · · →D'après le lemme 6.1.5, la 
ohomologie des bifon
teurs Sℓn,j,i,[s]gl(−⊕m1 ,−2) est nulle endegré stri
tement positif. Le 
omplexe pré
édent est don
 égal au 
omplexe :

H0
P,A(S0

n,j,i,[s]gl(−
⊕m
1 ,−2))→ H0

P,A(S1
n,j,i,[s]gl(−

⊕m
1 ,−2))→ · · · →Le lemme suivant donne la 
ohomologie des 
omplexes de 
e type.Lemme 6.2.8. Soient A un anneau de 
ara
téristique p première, n, j, i des entiers,

s ∈ [1, p − 1], et m un entier positif.(1) Si i = 0 et n est un multiple de pj alors le 
omplexe de A-modules
H∗P,A(S•n,j,0,[s]gl(−⊕m1 ,−2)) = H0

P,A(S•n,j,0,[s]gl(−⊕m1 ,−2))est exa
t en degré impair et sa 
ohomologie en degré 2k est isomorphe au A-modulelibre H2k(Sn/p
j(j)gl(−⊕m1 ,−2)).(2) Sinon le 
omplexe de A-modules
H∗P,A(S•n,j,[s]gl(−⊕m1 ,−2)) = H0

P,A(S•n,j,[s]gl(−⊕m1 ,−2))est exa
t en tout degré. 128



Démonstration. D'après le théorème C.2.3, on peut asso
ier au bifon
teur Γnp
j
glet au 
omplexe S•n,j,i,[s]gl(−⊕m1 ,−2) deux suites spe
trales hyper
ohomologiques qui
onvergent vers le même aboutissant.Pour tout entier ℓ positif, le bifon
teur S•n,j,i,[s]gl(−⊕m1 ,−2) n'a pas de 
ohomologie endegré stri
tement positif. La page un de la première suite spe
trale hyper
ohomologiqueest don
 totalement nulle, sauf la 
olonne I0,•1 d'indi
e 0 qui s'identi�e au 
omplexe

H0
P,A(S•n,j,i,[s]gl(−

⊕m
1 ,−2)). Cette première suite spe
trale dégénère don
 à la deuxièmepage pour des raisons évidentes de la
unarité. L'aboutissant est donné par 
elui de ladeuxième suite spe
trale hyper
ohomologique. Celui-
i est nul si i 6= 0 ou si n n'est pasun multiple de pj et vaut II∗∞ = H∗P,A(Sn/p

j(j)gl(−⊕m1 ,−2)) si i = 0 et n est un multiplede pj.Remarque 6.2.9. Supposons que pj divise n. Alors la 
ohomologie du bifon
teur
Sn/p

j(j)gl(−⊕m1 ,−2) est non nulle en 
haque degré ℓ pair tel que 0 ≤ ℓ ≤ 2n(pj − 1)/pj .En e�et, le bifon
teur gl est fa
teur dire
t du bifon
teur gl(−⊕m1 ,−2). Le bifon
teur
Sn/p

j(j)gl est don
 fa
teur dire
t du bifon
teur Sn/pj(j)gl(−⊕m1 ,−2). Ainsi si la 
oho-mologie de Sn/pj(j)gl est non nulle en degré ℓ, il en va de même de la 
ohomologiede Sn/pj(j)gl(−⊕m1 ,−2). Mais on sait 
al
uler la 
ohomologie de Sn/pj(j)gl : d'après lethéorème 6.1.1, elle est égale aux 
oinvariants du Sn/pj -module gradué H∗P,A(gl(j)⊗n/pj
)sous l'a
tion de Sn/pj . Le Sn/pj -module gradué H∗P,A(gl(j)⊗n/pj

) est une somme dire
tede modules de permutation (théorème 4.3.1), et les 
oinvariants d'un module de permu-tation sont non nuls (proposition B.2.3). Ainsi le bifon
teur Sn/pj(j)gl et le bifon
teur
Sn/p

j(j)gl(−⊕m1 ,−2) possèdent de la 
ohomologie non nulle en 
haque degré où gl(j)⊗n/pja de la 
ohomologie non nulle, 
'est-à-dire dans tous les degrés pairs à partir du degré 0et jusqu'au degré 2n(pj − 1)/pj .Nous déduisons de 
ette observation sur la 
ohomologie du bifon
teur
Sn/p

j(j)gl(−⊕m1 ,−2) que si pj divise n alors le 
omplexe H0
P,A(S•n,j,0,[s]gl(−⊕m1 ,−2)) n'estexa
t en au
un degré pair.Considérons maintenant les 
omplexes S•(r)n,j,i,[s]gl obtenus en pré
omposant les 
om-plexes symétriques par le twist de Frobenius et par le bifon
teur gl. En leur appliquantle fon
teur H∗P,A(−) on obtient des 
omplexes de A-modules :

H∗P,A(S0(r)
n,j,i,[s]gl)→ H∗P,A(S1(r)

n,j,i,[s]gl)→ H∗P,A(S2(r)
n,j,i,[s]gl)→ . . .La 
ohomologie de 
es 
omplexes est donnée par la proposition suivante.Proposition 6.2.10. Soit A un anneau de 
ara
téristique p première, n, j, i des entiers,

s ∈ [1, p − 1], et r un entier positif.(1) Si i = 0 et n est un multiple de pj , alors le 
omplexe H∗P,A(S•(r)n,j,0,[s]) est exa
ten degré impair et sa 
ohomologie en degré 2k est isomorphe (de manière nongraduée) au A-module libre H2k
P,A(Sn/pj(j)(gl⊕p

r
)).(2) Sinon, le 
omplexe H∗P,A(S•(r)n,j,[s](gl)) est exa
t en tout degré.129



Démonstration. Les termes des 
omplexes symétriques sont des sommes dire
tes de ten-seurs symétriques. Les bifon
teurs obtenus en pré
omposant un tenseur symétrique parle bifon
teur gl véri�ent la troisième Ext-
ondition d'après le 
orollaire 6.1.2. D'après laproposition 5.1.15, on a don
 un isomorphisme (non gradué) de 
omplexes :
H∗P,A(S

•(r)
n,j,i,[s]) ≃ H

0
P,A(S•n,j,i,[s]gl(−

⊕pr

1 ,−2)) .Notre énon
é dé
oule alors dire
tement du lemme 6.2.8Corollaire 6.2.11. Soient n, r deux entiers positifs. Supposons n multiple de p. Le
onoyau du morphisme induit en 
ohomologie par la multipli
ation :
H∗P,A(Sn−1(r)gl ⊗ gl(r))→ H∗P,A(Sn(r)gl)est un A-module libre non nul, isomorphe (de manière non graduée) au A-module

H
2n(p−1)/p
P,A (Sn/p(1)gl(−⊕p

r

1 ,−2)).Démonstration. On applique la proposition 6.2.10 au 
omplexe S•(r)n,1,0,[p−1], dont le plushaut degré 
ohomologique est 2n(p− 1)/p (
f. remarque 6.2.3) et dont la �n est égale à
Sn−1 ⊗ I → Sn (
f. exemple 6.2.6).Corollaire 6.2.12. Soient n, r deux entiers positifs. Supposons n multiple de p. Le
onoyau du morphisme induit en 
ohomologie par la 
omultipli
ation :

H∗P,A(Sn(r)gl)→ H∗P,A(Sn−1(r)gl ⊗ gl(r))est un A-module libre non nul, isomorphe (de manière non graduée) au A-module
H0
P,A(Sn/p(1)gl(−⊕pr

1 ,−2)).Démonstration. On applique la proposition 6.2.10 au 
omplexe S•(r)n,1,0,[1] dont le débutest égal à Sn → Sn−1 ⊗ I (
f. exemple 6.2.5).suite spe
trale !hyper
ohomologiqueCorollaire 6.2.13. Soient n, j, r des entiers positifs et s ∈ [1, p − 1]. La premièresuite spe
trale hyper
ohomologique asso
iée au 
omplexe S•(r)n,j,i,[s]gl dégénère à la deuxièmepage.Démonstration. La page un de la première suite spe
trale asso
iée au 
omplexe S•(r)n,j,i,[s]gls'identi�e au 
omplexe H∗P,A(S•(r)n,j,i,[s]) :
Ik,l1 = Hk

P,A(S l(r)n,j,i,[s]) , dk,l1 = Hk
P,A(∂l) ,où ∂ désigne la di�érentielle du 
omplexe symétrique S•n,j,i,[s]. D'après la proposition6.2.10, les lignes d'indi
e impair de la deuxième page sont nulles, et 
omme la 
ohomolo-gie des tenseurs symétriques est nulle en degré impair (
f. théorème 6.1.1), les 
olonnesd'indi
e impair de la deuxième page sont également nulles. Mais pour tout m ≥ 2 la dif-férentielle dm de la page m est de bidegré (1−m,m). Pour toute paire k, l, le morphisme

dk,lm : Ik,lm → Ik+1−m,l+m
m est don
 nul 
ar sa sour
e ou son but est nul.130



6.2.2 Cal
ul de la 
ohomologie de Lp(r)glSoit A un anneau de 
ara
téristique p première et V un A-module proje
tif de type�ni. On rappelle (
f. exemple 1.4.24 du 
hapitre 1) que L∗(V ) désigne le quotient del'algèbre graduée S∗(V ) par l'idéal engendré par les puissan
es p-èmes des éléments de
S∗(V ) :

L∗(V ) = S∗(V )/ 〈vp, v ∈ V 〉 .

Ln Pour tout n ≥ 0 le fon
teur V  Ln(V ) est muni d'une stru
ture de fon
teurpolynomial homogène de degré n. Pour n < p on a Sn = Ln et pour n = p on a unesuite exa
te :
I(1) →֒ Sp ։ Lp .En parti
ulier le fon
teur Ln n'est pas dé�ni sur Z, et il importe de savoir dans quelle
ara
téristique on travaille pour le dé�nir.L'objet de 
ette partie est de 
al
uler la 
ohomologie du fon
teur Lp(r)gl. Pour 
ela,nous examinons le morphisme induit en 
ohomologie par l'in
lusion I(r+1)gl→ Sp(r)gl.Frobenius (twist de) !symétrisation symétrisation !du twist de FrobeniusLemme 6.2.14. Soit A un anneau de 
ara
téristique p première. On 
onsidère le S×2

p -module ASp ave
 l'a
tion donnée sur la base (eη)η∈Sp par la formule (σ, τ).eη = eσητ−1 .Le A-module sym(I(1)(Id⊠2))(ASp) est libre de rang 1. L'appli
ation :
sym(I(1)(Id⊠2))(ASp)→ sym(Sp(Id⊠2))(ASp)induite par l'in
lusion I(1) → Sp est inje
tive.Démonstration. D'après la proposition 2.3.1, le A-module H0

P,A(I(1)gl) est libre de rangun. La proposition 4.3.2 donne un diagramme 
ommutatif :
H0
P,A(I(1)gl)

(1) //

≃

��

H0
P,A(Spgl)

≃

��

sym(I(1)(Id⊠2)) (ASp)
(2) // sym(Sp(Id⊠2)) (ASp)) .Le morphisme (1) est inje
tif par exa
titude à gau
he du fon
teur H0

P,A(−). Le mor-phisme (2) est don
 inje
tif.Le S×2
p -module ASp du lemme pré
édent est un 
as parti
ulier de S×2

p -module depermutation élémentaire. On rappelle (
f. dé�nition 5.3.1) qu'un S×2
p -module élémen-taire est un module de la forme ASp/Sµ⊗ASp, où µ est un uplet de poids p et l'a
tionde Sp ×Sp est donnée par la formule :

(λ, ς).e[τ ] ⊗ eσ := e[λτ ] ⊗ eλσς−1 .L'intérêt de 
ette dé�nition est que les S×2
p -modules élémentaires sont les fa
teurs dire
tsdu S×2

p -module H∗P,A(gl(r)⊗p).Le lemme suivant étudie le 
omportement du fon
teur sym(I(r+1)(Id⊠2)) sur lesmodules élémentaires non égaux à ASp. 131



Lemme 6.2.15. Soit A un anneau de 
ara
téristique p première. Si E est un S×2
p -module élémentaire di�érent de ASp alors sym(I(1)(Id⊠2))(E) est nul.Démonstration. D'après la proposition 2.3.1, le A-module H0

P,A(gl(1)(−⊕pj

1 ,−2)) est librede rang pj. La proposition 4.3.2 donne un isomorphisme entre 
e module et le A-module
sym(I(1)(Id⊠2))(H0

P,A(gl(−⊕pj

1 ,−2))
⊗p). Or le théorème 4.3.1 donne isomorphisme de

S×2
p -modules :

H0
P,A(gl(−⊕pj

1 ,−2)
⊗p) ≃ HomPA(I⊕pj

, I)⊗p ⊗ASp ,où HomPA(I⊕pj
, I) est un A-module libre de rang pj. Si j est un entier supérieur ou égalà 1, le S×2

p -module H0
P,A(gl(−⊕pj

1 ,−2)
⊗p) 
ontient don
 tous les S×2

p -modules élémen-taires 
omme fa
teurs dire
ts et 
ontient ASp ave
 multipli
ité pj. D'après le lemme6.2.14, le rang de H0
P,A(I(1)(gl⊕p

j
) est don
 égal à pj plus la somme des rangs des

A-modules libres sym(I(1)(Id⊠2))(E) pour E di�érent de ASp. On en déduit le résul-tat.Proposition 6.2.16. Soit A un anneau de 
ara
téristique p première, et r un entier.L'appli
ation :
H∗P,A(I(r+1)gl)→ H∗P,A(Sp(r)gl)induite en 
ohomologie par l'inje
tion I(1) → Sp est inje
tive en degré multiple de 2p etnulle dans les autres degrés. Son rang est pr.Démonstration. D'après la proposition 2.3.1, Hk

P,A(I(r+1)gl) est un A-module libre derang 1 si k est un entier pair tel que 0 ≤ k ≤ 2pr+1 − 2 et est un A-module nul sinon.Pour démontrer la proposition, il nous su�t don
 de montrer que le rang de l'appli
ation
H∗P,A(I(r+1)gl)→ H∗P,A(Sp(r)gl) est 1 en degré multiple de 2p et 0 ailleurs.Mais d'après le théorème 5.1.26, on a un diagramme 
ommutatif :

H∗P,A(I(r+1)gl)
φ // //

(1)

��

sym(I(1)(Id⊠2))(H∗P,A(gl(r)⊗p))
(2)

��

H∗P,A(Sp(r)gl) φ

≃
// sym(Sp(Id⊠2))(H∗P,A(gl(r)⊗p)) ,et le rang du morphisme (1) est don
 égal au rang du morphisme (2).Dé
omposons le S×2

p -module H∗P,A(gl(r)⊗p) en S×2
p -modules élémentaires. Le moduleASp apparaît seulement dans les degrés multiples de 2p, ave
 multipli
ité 1. On appliquealors les lemmes 6.2.14 et 6.2.15 pour obtenir le résultat.série de Poin
aré !de Lp(r)gl
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Théorème 6.2.17. Soient A un anneau de 
ara
téristique p première et r un entierpositif. La série de Poin
aré de la 
ohomologie de Lp(r)gl s'obtient en ajoutant la série :
1− t2p

r+1

1− t2p
(t+ t3 + · · ·+ t2p−5 + t2p−3 − 1)à la série de Poin
aré de H∗P,A(Sp(r)gl).Démonstration. Notons Kk le rang du noyau de l'appli
ation Hk

P,A(I(r+1)gl) →

Hk
P,A(Sp(r)gl) et Ik le rang de son image. D'après la proposition 6.2.16 :

∑

k≥0

Ikt
k =

1− t2p
r+1

1− t2p
,

∑

k≥0

Kkt
k =

1− t2p
r+1

1− t2
−

1− t2p
r+1

1− t2p
.D'après la suite exa
te longue induite en 
ohomologie par la suite exa
te 
ourte I(1) →֒

Sp ։ Lp, la di�éren
e entre le rang de Hk
P,A(Lp(r)gl) et de Hk

P,A(Sp(r)gl) est donnée parla formule :
rgHk

P,A(Lp(r)gl)− rgHk
P,A(Sp(r)gl) = Kk+1 − Ik .La série de H∗P,A(Lp(r)gl) s'obtient don
 en ajoutant la série ∑k≥0(Kk+1 − Ik)t

k à lasérie de Poin
aré de H∗P,A(Sp(r)gl). Or, on a :
∑

k≥0

Kk+1t
k+1 =

∑

k≥0

Kkt
k =

1− t2p
r+1

1− t2
−

1− t2p
r+1

1− t2p

=
1− t2p

r+1

1− t2p

(
1− t2p

1− t2
− 1

)

=
1− t2p

r+1

1− t2p
(t2 + · · · + t2p−2) .En divisant 
es égalités par t et en retran
hant ∑k≥0 Ikt

k on obtient le résultat.6.2.3 Cal
ul de la 
ohomologie de Γp(r)glDans toute 
ette partie, A est un anneau de 
ara
téristique p première. Le 
al
ul dela 
ohomologie de Γp(r)gl s'e�e
tue en deux étapes.Nous 
al
ulons tout d'abord l'appli
ation H∗P,A(I(r)gl)→ H∗+2
P,A (I(r)gl) induite par leproduit de Yoneda ave
 la 
lasse de l'extension I(r)gl → Sp(r−1)gl→ Γp(r−1)gl → I(r)gl.Ensuite, nous étudions les suites spe
trales hyper
ohomologiques asso
iées au 
om-plexe Sp(r−1)gl → Γp(r−1)gl d'homologie I(r) en degré 0 et 1. La di�érentielle de ladeuxième suite spe
trale hyper
ohomologique est donnée par la première étape. On endéduit l'aboutissant. Connaissant l'aboutissant et l'information donnée par la deuxièmeétape, la première suite spe
trale nous donne la di�éren
e entre la 
ohomologie de Sp(r)gl(que l'on 
onnaît) et la 
ohomologie de Γp(r)gl.Avant de 
ommen
er le 
al
ul de la 
ohomologie de Γp(r)gl proprement dit, nouse�e
tuons un 
al
ul préliminaire, qui nous sera utile dans la première étape.133



Cal
ul préliminaire : Ext∗PA(1,1)(I
(r+1+i)gl, Sp

r(1+i)gl)Proposition 6.2.18. Soit A un anneau de 
ara
téristique p première. Pour tout r ≥ 0 ettout i ≥ 0, Ext∗PA(1,1)(I
(r+1+i)gl, Sp

r(1+i)gl) est nul en degré impair. De plus, l'in
lusion
Sp

r(1) →֒ Sp
r+1 induit une surje
tion :

Ext∗PA(1,1)(I
(r+1+i)gl, Sp

r(1+i)gl)։ Ext∗PA(1,1)(I
(r+1+i)gl, Sp

r+1(i)gl)La démonstration de 
ette proposition o

upe la �n du paragraphe. On pro
ède parré
urren
e sur l'entier i. Le 
as i = −1 est déjà 
onnu :Lemme 6.2.19. Pour tout r ≥ 0, Ext∗PA(1,1)(I
(r)gl, Sp

r
gl) = 0 si ∗ impair.Démonstration. En e�et on a un isomorphisme (par dualité de Kuhn) :

Ext∗PA(1,1)(I
(r)gl, Sp

r
gl) ≃ Ext∗PA(1,1)(Γ

pr
gl, I(r)gl) ,et Ext∗PA(1,1)(Γ

pr
gl, I(r)gl) ≃ ExtPA(I(r), I(r)) est nul en degré impair.Pour 
on
lure la démonstration de la proposition 6.2.18, il nous reste àmontrer l'hérédité. On suppose que pour tout entier r positif, les extensions

Ext∗PA(1,1)(I
(r+i+1)gl, Sp

r+1(i)gl) sont nulles en degré impair. On veut démontrer quesous 
ette 
ondition on a pour tout r ≥ 0 :(HR1) Ext∗PA(1,1)(I
(r+i+1)gl, Sp

r(i+1)gl) = 0 si ∗ est impair.(HR2) l'in
lusion Spr(1) →֒ Sp
r+1 induit une surje
tion

Ext∗PA(1,1)(I
(r+1+i)gl, Sp

r(1+i)gl)։ Ext∗PA(1,1)(I
(r+1+i)gl, Sp

r+1(i)gl) .A 
ette �n on introduit les 
omplexes suivants :Lemme 6.2.20. Pour tout r ≥ 0, il existe un 
omplexe a
y
lique Spr(1) → F 0 → · · · →
Fn véri�ant :1. les fon
teurs F i sont des sommes dire
tes de tenseurs symétriques.2. F 0 = Sp

r+1.3. Si Spr+1 est un fa
teur dire
t de F i, alors i est pair.Démonstration. On peut prendre pour F • le 
omplexe symétrique S•pr+1,1,0,[1] (
f. dé�-nition 6.2.2).suite spe
trale !hyper
ohomologique Nous allons analyser la première suite spe
tralehyper
ohomologique asso
iée au 
omplexe de bifon
teurs :
Sp

r(i+1) → F 0(i) → · · · → Fn(i) (∗)à l'aide du lemme d'annulation suivant (dont la démonstration est similaire à la démons-tration de la proposition 1.6.4) : 134



Lemme 6.2.21. Soient B et B′ des fon
teurs polynomiaux homogènes de bidegré aumoins (1, 1). Alors :
Ext∗PA(1,1)(I

(r)gl,Bgl ⊗B′gl) = 0 .Les lignes d'indi
e pair de la page un de la première suite spe
trale asso
iée au
omplexe (∗) sont nulles d'après le lemme d'annulation 6.2.21 et le lemme 6.2.20 (3).Les 
olonnes d'indi
e impair de 
ette première page sont nulles sauf éventuellement surla ligne I∗,01 d'indi
e 0 d'après l'hypothèse de ré
urren
e. La situation est ré
apitulée parle s
héma suivant :
4013

4
p

q

∗

∗

∗

∗∗

∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗

d2

∗
d1

2 0 1 2 3 5 6Fig. 6.2 � La page Ip,q
1où la ligne d'indi
e 0 vaut I∗,01 = Ext∗(I(r+1+i)gl, Sp

r(1+i)gl), la ligne d'indi
e k ≥ 1 vaut
I∗,k1 = Ext∗(I(r+1+i)gl, F k−1(i)gl), et la première di�érentielle d∗,01 de sour
e la ligned'indi
e 0 est induite par l'in
lusion Spr(1+i) →֒ Sp

r+1(i).Pour des raisons de la
unarité, pour tout i ≥ 1, les di�érentielles d2k+1,0
i sont nulles.Comme la suite spe
trale a un aboutissant nul (le 
omplexe (∗) est a
y
lique), 
e
iimpose la nullité des I2k+1,0

1 . La 
ondition (HR1) est don
 véri�ée.D'autre part, toujours pour des raisons de la
unarité, les di�érentielles d2k,1
i dontla sour
e est à la première ligne sont également toutes nulles. 
omme les élémentsde la première ligne ne survivent pas dans l'aboutissant, la première di�érentielle

d2k,0
1 : I2k,01 → I2k,11 est né
essairement surje
tive. Ce
i démontre (HR2) et 
on
lut ladémonstration de la proposition 6.2.18.Première étape : 
al
ul d'un produit de YonedaYoneda !produit deProposition 6.2.22. Soit r un entier stri
tement positif. Pour tout n, l'appli
ation :

ExtnPA(1,1)(Γ
pr
gl, I(r)gl) → Extn+2

PA(1,1)(Γ
pr
gl, I(r)gl)

c 7→ e ◦ cqui à une 
lasse c asso
ie le produit de Yoneda de c et de la 
lasse e représentée parl'extension I(r)gl→ Sp(r−1)gl → Γp(r−1)gl → I(r)gl est égale à l'appli
ation nulle.135



La démonstration de la proposition 6.2.22 o

upe la �n de 
e paragraphe.Lemme 6.2.23. L'algèbre Ext∗PA(1,1)(I
(r)gl, I(r)gl) (munie du produit de Yoneda) est
ommutative.Démonstration. On a des isomorphismes d'algèbres (toutes sont munies du produit deYoneda) :

Ext∗PA(1,1)(I
(r)gl, I(r)gl)

≃
−→
D

Ext∗PA(2)(I
(r)⊠2, I(r)⊠2)

≃
←− Ext∗PA(1)(I

(r), I(r))⊗2 .Le premier isomorphisme est l'isomorphisme de dualité du lemme 4.1.7 qui rempla
e lapremière variable par son dual A-linéaire. Le deuxième morphisme est le morphisme deKünneth, qui à une paire d'extensions asso
ie leur produit tensoriel externe. C'est un iso-morphisme d'après la proposition 1.4.16. On utilise ensuite le fait que Ext∗PA(1)(I
(r), I(r))est une algèbre 
ommutative [18, Th 4.10℄ pour 
on
lure.Lemme 6.2.24. Soit r un entier positif. Alors la surje
tion Γp

r
։ I(r) induit unesurje
tion :

Ext∗PA(1,1)(I
(r)gl, I(r)gl)։ Ext∗PA(1,1)(Γ

pr
gl, I(r)gl) .Démonstration. Ce lemme s'obtient par dualité de Kuhn à partir du 
al
ul préliminairee�e
tué pré
édemment (proposition 6.2.18).Soit c ∈ ExtnPA(1,1)(Γ

pr
gl, I(r)gl). D'après le lemme 6.2.24, la 
lasse c peut être obte-nue en tirant en arrière une 
ertaine 
lasse c′ ∈ ExtnPA(1,1)(I

(r)gl, I(r)gl) par l'appli
ation
Φ : Γp

r
gl։ I(r)gl. En notant ◦ la 
omposition de Yoneda, on a don
 :

e ◦ c = e ◦ (c′Φ) = (e ◦ c′)Φ = (c′ ◦ e)Φ = c′ ◦ (eΦ) .La troisième égalité provient de la 
ommutativité du produit de Yoneda dans l'algèbre
Ext∗PA(1,1)(I

(r)gl, I(r)gl) (lemme 6.2.23). Pour 
on
lure la démonstration de la proposi-tion 6.2.22, il nous su�t don
 de montrer la nullité de la 
lasse (eΦ), 
e qui est pré
isé-ment le résultat du :Lemme 6.2.25. L'extension obtenue en tirant en arrière I(r)gl → Sp(r−1)gl →
Γp(r−1)gl → I(r)gl par l'appli
ation Φ : Γp

r
gl ։ I(r)gl représente la 
lasse de l'extensionnulle 0 ∈ Ext2PA(1,1)(Γ

pr
gl, I(r)gl).Démonstration. Le fon
teur polynomial Γp

r est un proje
tif de PA(1). On a don

Ext2PA(1)(Γ

pr
, I(r)) = 0. Ainsi, la 
lasse de l'extension obtenue en tirant en arrière

I(r) → Sp(r−1) → Γp(r−1) → I(r) par la surje
tion φ : Γp
r
։ I(r) est nulle. Or on aun diagramme 
ommutatif :

Ext2PA(1,1)(I
(r)gl, I(r)gl) Φ2

// Ext2PA(1,1)(Γ
pr
gl, I(r)gl)

Ext2PA(1)(I
(r), I(r))

φ2
//

◦gl

OO

Ext2PA(1)(Γ
pr
, I(r)) = 0 .

◦gl

OO

Le résultat en dé
oule. 136



Deuxième étape : suites spe
trales hyper
ohomologiquesSoient A un anneau de 
ara
téristique p première et r un entier positif. Nous in-troduisons les suites spe
trales hyper
ohomologiques I∗,∗r et II∗,∗r asso
iées au 
omplexe
Sp(r)gl → Γp(r)gl, dont la di�érentielle est induite par la norme Sp → Γp. L'homologiede 
e 
omplexe est égale à I(r+1) en degré 0 et 1.normeLemme 6.2.26. La deuxième page de la suite spe
trale II∗,∗r est donnée par :

II∗,0r = II∗,1r = H∗P,A(I(r+1)gl) , II∗,kr = 0 pour k ≥ 0.La suite dégénère à la deuxième page : les di�érentielles IIdi sont nulles pour tout i ≥ 2.La série de Poin
aré de l'aboutissant est don
 égale à :
P (t) = (1 + t)

1− t2p
r+1

1− t2
=

1− t2p
r+1

1− t
.Démonstration. La forme de la deuxième page est donnée par le théorème C.2.3. ladi�érentielle IId2 est donnée par le produit de Yoneda ave
 la 
lasse de l'extension

I(r)gl → Sp(r−1)gl → Γp(r−1)gl → I(r)gl. Elle est don
 nulle d'après la proposition6.2.22. Les di�érentielles supérieures sont nulles pour des raisons de degré. En�n, la sériede Poin
aré de H∗P,A(I(r+1)gl) = Ext∗PA(I(r+1), I(r+1)) est égale à (1 − t2p
r+1

)/(1 − t).On en déduit la série de Poin
aré de l'aboutissant.De même on a :Lemme 6.2.27. La première page de la suite spe
trale I∗,∗r est donnée par :
I∗,0r = H∗P,A(Sp(r)gl) , I∗,1r = H∗P,A(Γp(r)gl) , I∗,kr = 0 pour k ≥ 0.La première di�érentielle Id

∗,0
1 est l'appli
ation induite en 
ohomologie par la norme. Lasuite dégénère à la deuxième page : les di�érentielles Idi sont nulles pour tout i ≥ 2.Notons Kk le rang du noyau de l'appli
ation H∗P,A(Sp(r)gl)→ H∗P,A(Γp(r)gl) induiteen 
ohomologie de degré k par la norme et Ck son 
onoyau, ave
 la 
onvention Ck =

Kk = 0 si k < 0. D'après le lemme 6.2.27, l'aboutissant de la première suite spe
tralehyper
ohomologique I∗,∗r a pour série de Poin
aré
P (t) =

∑

k≥0

(Ck−1 +Kk)t
k .Cette série est égale à 
elle de l'aboutissant de la deuxième suite spe
trale, donnée parle lemme 6.2.26. On a don
 :

∑

k≥0

(Ck−1 +Kk)t
k =

1− t2p
r+1

1− t
(6.1)137



Lemme 6.2.28. Le noyau de l'appli
ation H∗P,A(Sp(r)gl) → H∗P,A(Γp(r)gl) a pour sériede Poin
aré
∑

k≥0

Kkt
k =

1− t2p
r+1

1− t2p
.Démonstration. Le noyau de H∗P,A(Sp(r)gl) → H∗P,A(Γp(r)gl) 
ontient l'image du mor-phisme H∗P,A(I(r+1)gl) → H∗P,A(Sp(r)gl). D'après la proposition 6.2.16, il est don
 aumoins de rang 1 en 
haque degré 
ohomologique ∗ = k2p ave
 k ∈ [0, pr − 1], don
 derang au moins prDe plus, la 
omultipli
ation Sp → ⊗p fa
torise de deux manières : Sp → Γp → ⊗p et

Sp → Sp−1 ⊗ I → ⊗p. Comme Sp−1 ⊗ I est un fa
teur dire
t de ⊗p, la 
omultipli
ation
Sp−1 ⊗ I → ⊗p induit une inje
tion en 
ohomologie :

H∗P,A(Sp−1(r)gl ⊗ gl(r)) →֒ H∗P,A(⊗p(r)gl) .Ainsi, le noyau de H∗P,A(Sp(r)gl) → H∗P,A(Γp(r)gl), est 
ontenu dans le noyau du mor-phisme H∗P,A(Sp(r)gl) → H∗P,A(Sp−1(r)gl ⊗ gl(r)). Ce dernier est de rang pr d'après le
orollaire 6.2.12, et le noyau de l'appli
ation induite en 
ohomologie par la norme estdon
 de rang au plus pr.Ainsi, le noyau du morphisme H∗P,A(Sp(r)gl)→ H∗P,A(Γp(r)gl) est exa
tement égal àl'image du morphisme H∗P,A(I(r+1)gl)→ H∗P,A(Sp(r)gl), 
e qui donne le résultat.La di�éren
e entre le rang de Hk
P,A(Γp(r)gl) et de Hk

P,A(Sp(r)gl) est donnée par laformule :
rgHk

P,A(Γp(r)gl)− rgHk
P,A(Sp(r)gl) = Ck −Kk (6.2)Nous obtenons don
 :Théorème 6.2.29. série de Poin
aré !de Γp(r)gl La série de Poin
aré de H∗P,A(Γp(r)gl)s'obtient en ajoutant la série

(t+ t2 + · · · + t2p−2)
1− t2p

r+1

1− t2pà la série de Poin
aré de H∗P,A(Sp(r)gl).Démonstration. D'après la formule (6.2), la di�éren
e entre les séries de Poin
aré de
H∗P,A(Γp(r)gl) et de H∗P,A(Sp(r)gl) est égale à ∑k≥0(Ck −Kk)t

k. Or on a :
∑

k≥0

(Ck−1 −Kk−1)t
k =

∑

k≥0

(Ck−1 −Kk)t
k −

∑

k≥0

Kkt
k − t

∑

k≥0

Kk−1t
k−1

=
1− t2p

r+1

1− t2p

(
1− t2p

1− t
− 1− t

)

=
1− t2p

r+1

1− t2p
(t2 + t3 + · · ·+ t2p−1) ,138



où la deuxième égalité s'obtient à l'aide de la formule (6.1) et du lemme 6.2.28. Onobtient notre résultat en divisant les deux séries par t.
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Chapitre 7Combinatoire du pléthysme
Sµ(V ⊗W )Soient A un anneau de 
ara
téristique p première et µ un k-uplet d'entiers positifs depoids d. Si la 
ara
téristique p est plus grande que d, alors la présentation du fon
teur
Sµ par des produits tensoriels induit (
f. paragraphe 6.1 du 
hapitre 6) une présentationde la 
ohomologie de bifon
teur Sµ(r)gl :

⊕

σ∈Sµ

H∗P,A(gl(r)⊗d) ⊕1−σ
−−−−→ H∗P,A(gl(r)⊗d)→ H∗P,A(Sµ(r)gl)→ 0 .Le bifon
teurs qui apparaissent à gau
he dans 
ette présentation sont des bifon
teursséparables, dont la 
ohomologie est simple à 
al
uler. On peut en déduire la série dePoin
aré de la 
ohomologie de Sµ(r)gl, mais aussi de nombreux autres renseignements.Si la 
ara
téristique p de A est plus petite que d, on peut en
ore déterminer la série dePoin
aré de H∗P,A(Sµ(r)gl), 
f. théorème 6.1.1. Mais on perd la présentation de la 
oho-mologie, et les renseignements supplémentaires qu'une telle présentation peut apporter.La question qui se pose naturellement est la suivante. Existe-t-il dans le 
as généralune présentation des bifon
teurs de la forme Sµ(r)gl par des bifon
teurs séparables fa-
iles à étudier, et qui induit une présentation en 
ohomologie ? Nous répondons à 
ettequestion par l'a�rmative dans 
e 
hapitre.Dans le paragraphe 7.1, nous nous plaçons sur un anneau 
ommutatif A quel
onqueet nous reprenons la �ltration du bifon
teur Sd(I ⊠ I) ∈ PA(2) 
onstruite par Akin,Bu
hsbaum et Weyman dans [4℄, qui nous a déjà été utile au 
hapitre 6 (théorème 6.1.3).Le gradué de 
ette �ltration est un somme dire
te de fon
teurs séparables Sλ ⊠ Sλ,où Sλ est le fon
teur de S
hur asso
ié à 
ette partition λ. La présentation standarddes fon
teurs de S
hur Sλ par des tenseurs alternés induit don
 une présentation dugradué de Sd(I ⊠ I) par des fon
teurs séparables. Le premier résultat du 
hapitre est lethéorème 7.1.11, qui montre que 
ette présentation du gradué de Sd(I ⊠ I) se relève enune présentation du bifon
teur Sd(I ⊠ I) lui-même. Puis nous démontrons le théorème7.2.4 : quitte à pré
omposer la première variable par le fon
teur de dualité −∨ pour seramener dans PA(1, 1), 
ette présentation Sµ(r)gl par des bifon
teurs séparables induit141



une présentation en 
ohomologie. En�n, nous nous servons de 
ette 
onstru
tion pourdé
rire de manière expli
ite une base de la 
ohomologie de degré 0 du bifon
teur Sdgl.Une question de 
ombinatoire reste ouverte. Les présentations standard des fon
teursde S
hur Sλ se prolongent [3℄ en des résolutions �nies des fon
teurs de S
hur Sλ pardes tenseurs alternés. On peut en déduire une résolution �nie du gradué du bifon
teur
Sd(I⊠I). Peut-on relever 
ette résolution �nie du gradué de Sd(I⊠I) en une résolution�nie de Sd(I ⊠ I) qui prolonge la présentation donnée au théorème 7.1.11 ?7.1 Présentation standard de Sµ(V ⊗W )7.1.1 Filtration de Cau
hy de Sd(V ⊗W )Dans 
e paragraphe nous rappelons la 
onstru
tion de la �ltration de Cau
hy de
Sd(V ⊗W ) dé
rite dans [4, �III℄ et déjà utilisée dans la démonstration du théorème 6.1.1.Nous présentons la 
onstru
tion dans le 
adre des bifon
teurs polynomiaux sur l'anneaude base A = Z, le théorème de 
hangement de base 1.5.4 permet ensuite d'étendre lesrésultats à un anneau A quel
onque. On �xe V et W deux Z-modules libres de type�ni. Rappelons (
f. paragraphe 1.2.3 du 
hapitre 1) que Z étant un anneau prin
ipal, lesmorphismes entre bifon
teurs polynomiaux dé�nis sur Z admettent des noyaux et desimages.Dé�nition des appli
ations φλ [4, p. 243℄

φλ Pour tout k ∈ N, on dé�nit une appli
ation (naturelle en V ,W ) φk : Λk(V ) ⊗
Λk(W )→ Sk(V ⊗W ) par la formule :
φk(v1 ∧ · · · ∧ vk ⊗ w1 ∧ · · · ∧ wk) = (−1)k(k−1)/2

∑

σ∈Sk

ǫ(σ)(vσ(1) ⊗ w1) . . . (vσ(k) ⊗ wk) .Lemme 7.1.1. Les transformations naturelles φk dé�nissent des morphismes de fon
-teurs polynomiaux φk : Λk ⊠ Λk → Sk(I ⊠ I).Démonstration. Il faut véri�er que les transformations naturelles de bifon
teurs φk in-duisent des transformations naturelles de bifon
teurs polynomiaux. Notons Kk le fon
-teur polynomial obtenu 
omme noyau de la multipli
ation ⊗k → Λk. On a une suiteexa
te 
ourte admissible Λk ⊠Kk →֒ Λk ⊠ ⊗k → Λk ⊠ Λk . On a un diagramme 
om-mutatif :
(Λk ⊠Kk)(V,W )

� _

��

0

,,YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYY

(Λk ⊠⊗k)(V,W ) //

����

(⊗k ⊠⊗k)(V,W ) // Sk(I ⊠ I)(V,W )

(Λk ⊠ Λk)(V,W )

φk
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Tous les objets de 
e diagramme sont des bifon
teurs polynomiaux et tous les mor-phismes sauf φk sont des morphismes de bifon
teurs polynomiaux. Le morphisme φk s'ob-tient don
 par fa
torisation dans PZ(2) de la 
omposée Λk⊠⊗k → ⊗k⊠⊗k → Sk(I⊠I),et est don
 un morphisme de bifon
teurs polynomiaux.Si λ = (λ1, . . . , λn) est une partition de poids d, l'appli
ation φλ : Λλ(V )⊗Λλ(W )→
Sd(V ⊗W ) est dé�nie 
omme faisant 
ommuter le diagramme :

Λλ1(V )⊗ Λλ1(W )⊗ · · · ⊗ Λλn(V )⊗ Λλn(W )
≃ //

φλ1
⊗···⊗φλn

��

Λλ(V )⊗ Λλ(W )

φλ

��
Sλ(V ⊗W )

m // Sd(V ⊗W )Comme les φk sont des morphismes de bifon
teurs polynomiaux, les φλ : Λλ ⊠ Λλ →
Sd(I ⊠ I) sont également des morphismes de bifon
teurs polynomiaux.Remarque 7.1.2. Les appli
ations φλ sont notées 〈 , 〉 dans [4℄.Dé�nition de la �ltration de Cau
hy [4, p. 244℄On ordonne les partitions de poids d par l'ordre lexi
ographique :

(1, . . . , 1) < · · · < (d− 1, 1) < (d) .Pour toute partition λ de poids d, on pose :
Mλ(V,W ) =

∑

λ≤µ |µ|=d

Imφµ .Le bifon
teur Mλ(−1,−2) étant dé�ni 
omme l'image d'un morphisme de PZ(2), 
'estun bifon
teur polynomial. On appelle �ltration de Cau
hy la �ltration ainsi obtenue :
0 ⊂ Λd ⊠ Λd = M(d) ⊂M(d−1,1) ⊂ · · · ⊂M(1,...,1) = Sd(I ⊠ I) .Dé�nition des morphismes �(λ1,λ2)

t , �̃(λ1,λ2)
tOn dé�nit [4, Lemme II.2.7, Def. I.1.7℄ pour toute paire d'entiers λ1, λ2 et tout t ≤ λiun morphisme �(λ1,λ2)

t : Λλ1+t ⊗ Λλ2−t → Λλ1 ⊗ Λλ2 de fon
teurs polynomiaux 
ommela 
omposée :
Λλ1+t ⊗ Λλ2−t −→ Λλ1 ⊗ Λt ⊗ Λλ2−t → Λλ1 ⊗ Λλ2 ,le premier morphisme étant obtenu à partir d'une 
omultipli
ation et le se
ond à partird'une multipli
ation. De même, on dé�nit [4, Def. I.1.7℄ un morphisme �̃(λ1,λ2)

t 
ommela 
omposée :
Λλ1 ⊗ Λλ2 → Λλ1 ⊗ Λt ⊗ Λλ2−t → Λλ1+t ⊗ Λλ2−t .Le lemme suivant est 
ontenu dans la première étape de la démonstration de la démons-tration de [4, Cor III.1.2℄, et peut également se démontrer par un 
al
ul dire
t.143



Lemme 7.1.3. Soit (λ1, λ2) une partition et 0 ≤ t ≤ λ2. Le diagramme suivant 
om-mute :
Λ(λ1+t,λ2−t) ⊠ Λ(λ1,λ2)

�
(λ1,λ2)
t ⊗1

//

1⊗e�(λ1,λ2)
t

��

Λ(λ1,λ2)
⊠ Λ(λ1,λ2)

φ(λ1,λ2)

��

Λ(λ1+t,λ2−t) ⊠ Λ(λ1+t,λ2−t)
φ(λ1+t,λ2−t) // Sλ1+λ2(I ⊠ I) .Présentation standard des fon
teurs de S
hurD'après [4, Def II.2.10, II.2.12 et Th II.2.16℄, pour toute partition λ = (λ1, . . . , λn)de poids d, le morphisme :

�λ =
n−1∑

i=1

Id1 ⊗ · · · ⊗ Idi−1 ⊗



λi+1∑

t=1

�
(λi,λi+1)
t


⊗ Idi+2 ⊗ · · · ⊗ Idn

�λ induit une présentation du fon
teur de S
hur Sλ :
Rλ

�λ−−→ Λλ → Sλ → 0où le fon
teur Rλ est un somme dire
te de produits tensoriels de puissan
es exté-rieures :Rλ
Rλ =

n−1⊕

i=1

λi+1⊕

t=1

Λ(λ1,...,λi−1) ⊗ Λλi+t ⊗ Λλi+1−t ⊗ Λ(λi+2,...,λn)Dé�nition 7.1.4. Soit λ une partition, on appelle présentation standard la présentation
Rλ

�λ−−→ Λλ → Sλ → 0 ainsi obtenue.fon
teur !de S
hurGradué de la �ltration de Cau
hyLe lemme suivant est une reformulation plus pré
ise du résultat 
ontenu dans ladémonstration du [4, Cor III.1.2℄.Lemme 7.1.5. Soit λ une partition de poids d. Il existe un morphisme fλ qui fait
ommuter le diagramme suivant :
Rλ ⊠ Λλ

�λ⊗Id //

fλ

��

Λλ ⊠ Λλ

φλ

��⊕
µ>λΛµ ⊠ Λµ

P
φµ // Sd(I ⊠ I) .144



Démonstration. Sur 
haque terme�λi,t ⊠ Λλ =
(
Λ(λ1,...,λi−1) ⊗ Λλi+t ⊗ Λλi+1−t ⊗ Λ(λi+2,...,λn)

)
⊠ Λλde Rλ ⊠ Λλ on dé�nit : fλi,t : �λi,t ⊠ Λλ → �λi,t ⊠ �λi,t par la formule :

fλi,t = Id�λ
i,t
⊠

(
Id

Λ(λ1,...,λi−1) ⊗ �̃
(λi,λi+1)
t ⊗ Id

Λ(λi+2,...,λn)

)
.D'après le lemme 7.1.3, le diagramme suivant 
ommute :�λi,t ⊠ Λλ

�λ⊗Id //

fλ
i,t

��

Λλ ⊠ Λλ

φλ

���λi,t ⊠ �λi,t φλ
i,t // Sd(I ⊠ I)où φλi,t est la post
omposée de φ(λ1,...,λi−1) ⊗ φ(λi+t,λi+1−t) ⊗ φ(λi+2,...,λn) par la multipli-
ation

S
P

k<i λk(I ⊠ I)⊗ Sλi+λi+1(I ⊠ I)⊗ S
P

k>i+1 λk(I ⊠ I) −→ Sd(I ⊠ I) .Comme t ≥ 1, en réordonnant les fa
teurs de �λi,t on obtient un isomorphisme
σλi,t : �λi,t ≃−→ Λµ ,où µ est une partition de poids d plus grande (pour l'ordre lexi
ographique) que λ. Deplus, par dé�nition de φµ on a φµ ◦ σλi,t = φλi,t. On a don
 pour tout (i, t) un diagramme
ommutatif : �λi,t ⊠ Λλ

�λ⊗Id //

σλ
i,t◦f

λ
i,t

��

Λλ ⊠ Λλ

φλ

��⊕
µ>λ Λµ ⊠ Λµ

P
φµ // Sd(I ⊠ I)Si on pose fλ = ⊕n−1

i=1 ⊕
λi+1

t=1 σλi,t ◦ f
λ
i,t on obtient don
 notre énon
é.Remarque 7.1.6. De même, si λ est une partition de poids d, il existe un morphisme gλqui fait 
ommuter le diagramme suivant :

Λλ ⊠Rλ
Id⊗�λ //

gλ

��

Λλ ⊠ Λλ

φλ

��⊕
µ>λΛµ ⊠ Λµ

P
φµ // Sd(I ⊠ I) .
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Lemme 7.1.7. Soit λ une partition de poids d et λ◦ la partition suivante pour l'ordrelexi
ographique. Le 
arré de gau
he du diagramme suivant 
ommute :
Rλ(V )⊗ Λλ(W )
⊕Λλ(V )⊗Rλ(W )

�λ⊗1+1⊗�λ //

fλ+gλ

��

Λλ(V )⊗ Λλ(W ) // //

φλ

��

Sλ(V )⊗ Sλ(W )

∃βλ

���
�

�

�

�

�

�

�

⊕
µ>λ Λµ(V )⊗ Λµ(W )

P
φµ

����
Mλ◦(V,W ) � � // Mλ(V,W ) // // (Mλ/Mλ◦) (V,W )et φλ fa
torise en un morphisme βλ : Sλ(V )⊗ Sλ(W )→ (Mλ/Mλ◦) (V,W ).Démonstration. La 
ommutativité du 
arré de gau
he est donnée par le lemme 7.1.5et la remarque 7.1.6. Comme la première ligne du diagramme est une présentation de

Sλ(V )⊗Sλ(W ) et la deuxième une présentation de (Mλ/Mλ◦)(V,W ), la 
ommutativitédu 
arré de gau
he assure le passage au quotient de φλ.D'après [4, Th III.1.4℄, βλ est un isomorphisme. Le fon
teur Mλ/Mλ◦ est don
 enfait à valeurs dans les Z-modules libres de type �ni. C'est don
 (
f. proposition 1.2.8)un fon
teur polynomial, et le diagramme pré
édent peut se lire 
omme un diagramme
ommutatif dans PZ(2). L'énon
é suivant ré
apitule la 
onstru
tion e�e
tuée (on a tra-vaillé sur l'anneau A = Z, mais par le théorème de 
hangement de base 1.5.4, on obtientle résultat sur un anneau A quel
onque) :Théorème 7.1.8. [4, �III℄ Soient A un anneau 
ommutatif et d un entier. On a une�ltration de Sd(I⊠I) par des bifon
teurs Mλ indexés par les partitions de d et ordonnésdans l'ordre lexi
ographique :
0 ⊆M(d) ⊆M(d−1,1) ⊆ · · · ⊆M(1,...,1) = Sd(I ⊠ I) .Le premier terme M(d) est isomorphe à Λd⊠Λd, et si λ est une partition et λ◦ la suivantepour l'ordre lexi
ographique on a une suite exa
te 
ourte admissible :

Mλ◦ →֒Mλ ։ Sλ ⊠ Sλ .Remarque 7.1.9. On peut appliquer le fon
teur de dualité D qui à un bifon
teur B ∈
PZ(2) asso
ie le bifon
teur B(−∨1 ,−2) ∈ PZ(1, 1) au théorème 7.1.8. Si on pose Nλ :=
DMλ, on obtient alors le théorème d'Akin, Bu
hsbaum et Weyman tel qu'il a été énon
édans le 
hapitre 6, théorème 6.1.3.7.1.2 Présentation standard de Sµ(V ⊗W )Dans 
e paragraphe, on travaille sur un anneau A 
ommutatif quel
onque.146



Filtration de Sµ(V ⊗W )Soit (µ1, . . . , µn) un uplet. Pour tout i on dispose de la �ltration de Cau
hy de
Sµi(I⊠ I). En prenant le produit tensoriel de 
es �ltrations on obtient (
orollaire C.1.6)une �ltration (Mk)k≥0 dont le gradué est égal à la somme dire
te :

GrSµ(I ⊠ I) =
⊕

|λ1|=µ1...|λn|=µn

n⊗

i=1

Sλi
⊠ Sλi

,la somme étant prise sur l'ensemble des familles (λ1, . . . , λn) de partitions de poidsrespe
tifs µi.Les partitions de poids µi sont totalement ordonnées par l'ordre lexi
ographique :
(1, . . . , 1)︸ ︷︷ ︸
µi termes

< · · · < (µi − 1, 1) < (µi) (∗)Si λi est une partition de poids µi, on note [[λi]] la pla
e de la partition λi dans la suite
(∗) en partant de l'élément le plus grand, auquel on attribue la pla
e 0. Par exemple :
[[(µi)]] = 0, [[(µi− 1, 1)]] = 1 et l'entier [[(1, . . . , 1)]] est égal au nombre de partitions depoids µi, moins 1.Ave
 
ette notation, le k-ème terme Mk de la �ltration de Sµ(I ⊠ I) est donné parla formule :

Mk =
∑

[[λ1]]+···+[[λn]]=k

Mλ1 ⊗ · · · ⊗Mλn ,

=
∑

[[λ1]]+···+[[λn]]≤k

Im (φλ1 ⊗ · · · ⊗ φλn) ,où les morphismes φλi
: Λλi ⊠ Λλi → Sµi(I ⊠ I) sont les morphismes qui servent àdé�nir la �ltration de Cau
hy de Sµi(I ⊠ I), et le quotient de deux termes su

essifs dela �ltration vaut :
Mk/Mk−1 =

⊕

[[λ1]]+···+[[λn]]=k

n⊗

i=1

Sλi
⊠ Sλi

(7.1)Présentation du gradué de Sµ(V ⊗W )Pour toute partition λ on a (
f. dé�nition 7.1.4) une présentation standard du fon
-teur de S
hur Sλ :
Rλ

�λ−−→ Λλ → Sλ → 0 .Le produit tensoriel de 
es présentations nous donne une présentation de⊗n
i=1 Sλi

⊠Sλi
.En formant une somme dire
te de 
es présentations on obtient don
 une présentation147



du gradué de Sµ(I ⊠ I). Plus pré
isément, posons :
Gk =

⊕
P

[[λi]]=k

n⊗

i=1

Λλi ⊠ Λλi (7.2)
Rk =

⊕
P

[[λi]]=k

n⊕

i=1



i−1⊗

j=1

Λλj ⊠ Λλj


⊗




Rλi
⊠ Λλi

⊕
Λλi ⊠Rλi


⊗




n⊗

j=i+1

Λλj ⊠ Λλj


 (7.3)

Xk =
⊕

P
[[λi]]=k

n∑

i=1

Id⊗ (�λi
⊗ Id + Id⊗�λi

)⊗ Id (7.4)alors la présentation de Mk/Mk−1 est donnée par :
Rk

Xk−−→ Gk ։Mk/Mk−1 .Présentation standard de Sµ(V ⊗W )Soit µ un uplet. Nous allons maintenant montrer que la présentation du gradué de
Sµ(I ⊠ I) se relève en une présentation de Sµ(I ⊠ I). On dé�nit Φk : Gk → Sµ(I ⊠ I)par la formule :

Φk =
∑

P
[[λi]]=k

n⊗

i=1

φλi
(7.5)et Ψk : Rk →

⊕
i<k Gi par la formule :

Ψk =
∑

P
[[λi]]=k

n∑

i=1

Id ⊗ (fλi
+ gλi

)⊗ Id (7.6)où fλi
et gλi

sont données par le lemme 7.1.5 et la remarque 7.1.6. Ψk est bien à valeursdans ⊕i<k Gi 
ar pour toute partition λi les morphismes fλi
et gλi

sont à valeurs dansune somme dire
te de termes Λλ ⊠ Λλ ave
 λ > λi pour l'ordre lexi
ographique.Lemme 7.1.10. Pour tout entier k le diagramme suivant 
ommute :
Rk

Xk

��Ψkttjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

⊕
i<k Gi

P
Φi

��

Gk

����Φkyyttttttttttt

Mk−1
� � // Mk

// // Mk/Mk−1 .148



Démonstration. Le A-module Rk est dé�ni (7.4) 
omme une somme dire
te de termesde la forme :
i−1⊗

j=1

Λλj ⊠ Λλj ⊗




Rλi
⊠ Λλi

⊕
Λλi ⊠Rλi


⊗

n⊗

j=i+1

Λλj ⊠ Λλj .Pour véri�er que le pentagone 
entral 
ommute, il su�t de véri�er que les restri
tionsdes morphismes Φk ◦ Xk et (
∑

i<k Φi) ◦Ψk à n'importe lequel de 
es termes sont égales.Ce
i dé
oule du lemme 7.1.7.Le lemme pré
édent énon
e que l'on est en situation d'utiliser la proposition C.1.8.On obtient don
 :Dé�nition-Théorème 7.1.11. Soient A un anneau 
ommutatif, et µ = (µ1, . . . , µn)un uplet. La présentation standard de Sµ(I ⊠ I) désigne la présentation suivante :
Rµ

Xµ
−−→ Gµ

Φµ
−−→ Sµ(I ⊠ I)→ 0 ,où Rµ et Gµ sont des sommes de produits tensoriels de puissan
es extérieures donnéespar les formules :

Gµ =
⊕

k

Gk , Rµ =
⊕

k

Rk ,où Φµ =
∑

k Φk et où le morphisme Xµ : Rµ → Gµ est dé�ni sur Rk par la formule
Xµ(rk) = Xk(rk)−Ψk(rk).Les bifon
teurs polynomiaux Gk, Rk, Φk, et les transformations naturelles Xk et Ψksont expli
itement dé�nis dans les formules (7.2-7.6) 
i-dessus.7.2 Appli
ations7.2.1 Présentation de H∗P(Sµ(r)gl)fon
teur !de S
hur Soit A un anneau 
ommutatif. On rappelle qu'il existe pour toutepartition λ [3, Th 6.1℄ une résolution �nie (sur A) de Sλ par des sommes dire
tes deproduits tensoriels de puissan
es extérieures :

0→ �λ,n → · · · → �λ,0 ։ Sλ (∗)De plus, on 
onnaît expli
itement [3, p. 208℄ le début de la résolution. En parti
ulier,
ette résolution prolonge la présentation standard de Sλ (
f. dé�nition 7.1.4) :
Rλ

�λ−−→ Λλ → Sλ → 0 .Notation 7.2.1. On note D : PZ(2)  PZ le fon
teur qui à un bifon
teur B asso
ie lebifon
teur B(−∨1 ,−2). Le fon
teur D 
ommute ave
 la pré
omposition par le twist deFrobenius : si B est un bifon
teur, on a D(B(r)) = (DB)(r). Pour 
ette raison nousomettrons les parenthèses et nous é
rirons DB(r).149



Soit µ = (µ1, . . . , µn) un uplet. Le paragraphe 7.1.2 nous donne une �ltration
(DMk)k≥0 de Sµgl, obtenue en e�e
tuant le produit tensoriel des �ltrations de Cau-
hy des bifon
teurs D(Sµi(I ⊠ I)) = Sµigl. Les quotients su

essifs de 
ette �ltrationsont donnés par la formule :

DMk/DMk−1 =
⊕

[[λ1]]+···+[[λn]]=k

n⊗

i=1

D(Sλi
⊠ Sλi

)

=
⊕

[[λ1]]+···+[[λn]]=k

n⊗

i=1

Hom(Wλi
, Sλi

) (7.7)où l'entier [[λ]] asso
ié à une partition λ est dé�ni au paragraphe 7.1.2, et où le fon
teurde Weyl Wλ est le dual de Kuhn du fon
teur de S
hur Sλ, 
f. dé�nition B.3.18. Enprenant une somme dire
te de produits tensoriels de résolutions �nies du type (∗) onobtient :Lemme 7.2.2. Soit A un anneau 
ommutatif. La présentation :
DRk

DXk−−−→ DGk ։ DMk/DMk−1se prolonge en une résolution �nie de DMk/DMk−1 :
0→ �k,N → . . . �k,1︸︷︷︸

=DRk

→ �k,0︸︷︷︸
=DGk

։ DMk/DMk−1 ,où les �k,j sont des sommes dire
tes de bifon
teurs du type Hom(Λδ,Λγ).Lemme 7.2.3. Soit A un anneau 
ommutatif et r un entier positif (ave
 r = 0 si A n'estpas de 
ara
téristique première). Pour tout entier k le diagramme suivant 
ommute :
H∗P(DR

(r)
k )

H∗
P (DXk)

��H∗
P (DΨk)rrfffffffffffffffffffffffffffff

⊕
i<kH

∗
P(DG

(r)
i )

P
H∗

P
(DΦi)

��

H∗P(DG
(r)
k )

����H∗
P

(DΦk)uullllllllllllll

H∗P(DM
(r)
k−1)

� � // H∗P(DM
(r)
k ) // // H∗P((DMk/DMk−1)

(r))De plus, la ligne et la 
olonne de droite du diagramme son exa
tes.Démonstration. La 
ommutativité du diagramme provient du lemme 7.1.10 et de lafon
torialité de H∗P,A(−). Il nous reste don
 à démontrer l'exa
titude de la ligne et dela 
olonne de droite.Démontrons que la 
olonne de droite est exa
te. D'après le lemme 5.1.18, les fon
-teurs �k,j du lemme 7.2.2 véri�ent H∗P(�k,j(−⊕pr

1 ,−2)) = 0 pour ∗ > 0. Le 
omplexe150



H∗P(�k,•(−⊕pr

1 ,−2)) est don
 (
f. 
orollaire C.2.4) exa
t, sauf au terme d'indi
e 0. Deplus, le twist de Frobenius est transparent pour les fon
teurs �k,j (
f. proposition 5.1.15).Le 
omplexe H∗P(�(r)
k,•) est don
 exa
t, sauf au terme d'indi
e 0. D'après le 
orollaireC.2.5, on a don
 une suite exa
te :

0→ H∗P(�k,N(−⊕p
r

1 ,−2))→ · · · → H∗P((DMk/DMk−1)(−
⊕pr

1 ,−2))→ 0 .La 
olonne de droite, donnée par les trois derniers termes de 
ette suite, est don
 exa
te.Comme la 
ohomologie des bifon
teurs du type Hom(Λδ,Λγ)(r) est nulle en de-gré impair et que la 
olonne de droite est exa
te, la 
ohomologie des quotients
(DMk/DMk−1)

(r) est nulle en degré impair.Il nous reste à démontrer que la ligne du diagramme est exa
te. Pour 
ela, on dé-montre par ré
urren
e sur k la propriété suivante : � La 
ohomologie de DM (r)
k est nulleen degré impair et la ligne est exa
te pour k �. Pour k = 0, il n'y a rien à démontrer 
ar

DM
(r)
−1 = 0. Supposons la propriété vraie pour l'entier k−1, on obtient alors la propriétépour l'entier k en examinant la suite longue induite en 
ohomologie par la suite :

DM
(r)
k−1 →֒ DM

(r)
k ։ (DMk/DMk−1)

(r) .Nous pouvons maintenant appliquer la proposition C.1.8 pour obtenir :Théorème 7.2.4. Soient A un anneau 
ommutatif, r un entier positif (ave
 r = 0 si An'est de 
ara
téristique première) et µ un uplet. La présentation standard de Sµgl :
DRµ

DXµ
−−−→ DGµ

DΦµ
−−−→ Sµgl → 0 ,induit en 
ohomologie une présentation de H∗P,A(Sµ(r)gl) :

H∗P,A(DR(r)
µ )

DXµ
−−−→ H∗P,A(DG(r)

µ )
DΦµ
−−−→ H∗P,A(Sµ(r)gl)→ 0 .7.2.2 Bases expli
ites de la 
ohomologie de degré 0primitif (élément) Si V est un A-module libre, un élément v primitif [1, p. 148℄ de Vest un élément tel que si v = aw alors a est une unité de A. En parti
ulier un élémentprimitif est non nul. De plus, si V est un A-module libre de rang 1 tout élément primitifde V forme une base de V . A l'inverse, les éléments d'une base d'un A-module libre Vde rang quel
onque sont tous primitifs. En�n, si V et W sont deux A-modules libres detype �ni et si f : V → W possède un élément primitif dans son image, alors f est unélément primitif de HomA(V,W ).Proposition 7.2.5. Soit A un anneau 
ommutatif et λ une partition de poids d. Le

A-module HomPA
(Λλ, Sλ) est libre de rang 1, engendré par la surje
tion Λλ ։ Sλ quidé�nit le fon
teur de S
hur Sλ. 151



Démonstration. Le morphisme Λλ ։ Sλ est primitif 
ar surje
tif. Il nous su�t don
 demontrer que HomPA
(Λλ, Sλ) est libre de rang 1.D'après la proposition 5.1.19 et le 
orollaire 1.5.6, le rang du A-module libre

HomPA
(Λλ, Sλ) ne dépend pas de A.On peut don
 se 
ontenter de le 
al
uler pour A = C. Dans 
e 
as, les fon
teurs deS
hur sont des représentations irrédu
tibles de GLn [19, Th 6.3(4)℄, et d'après le lemmede S
hur [19, Lemme 1.7℄ 
e rang est égal au nombre de fois où Sλ intervient dans ladé
omposition en représentations irrédu
tibles de Λλ. En appliquant la règle de Pieri [2,Th. (3)(b) p. 168℄ on trouve que 
ette multipli
ité est égale à 1.Remarque 7.2.6. Dans la démonstration pré
édente, on pourrait aussi référer à [19, ex.6.13 p. 80℄ pour dire que la multipli
ité de Sλ dans Λλ est égale au nombre de Kosta

Kλλ qui est égal à 1 [19, (A.10) p. 456℄ (attention, les fon
teurs de S
hur sont indexéspar les partitions 
onjuguées dans [19℄ : notre fon
teur Sλ y est noté Sλ′ .)fon
teur !de S
hur fon
teur !de WeylCorollaire 7.2.7. Si A un anneau 
ommutatif et λ une partition de poids d, il existe ununique morphisme surje
tif Λλ ։ Sλ. De même, il existe un unique morphisme inje
tif
Wλ →֒ Λλ primitif dans HomPA

(Wλ,Λ
λ).

Kλ/λ′ : fon
teur de 
oS
hurLemme 7.2.8. Soit λ = (λ1, . . . , λn) une partition et V un A-module libre de rang λ1.Il existe une base du A-module libre Sλ(V ) dont un élément est 
ontenu dans l'image dela 
omposée Wλ(V ) →֒ Λλ(V )։ Sλ(V ).Démonstration. Rappelons (proposition B.3.19) que Wλ(V ) = Keλ(V ). Il nous su�tdon
 d'exhiber un élément de la base standard [4, Th II.2.16℄ de Sλ(V ) qui est dansl'image de la 
omposée Keλ(V ) →֒ Λλ(V )։ Sλ(V ).Soit (e1, . . . , eλ1) une base de V . La 
omposée Γ
eλ(V ) ։ Keλ(V ) →֒ Λλ(V ) est pardé�nition égale à d′eλ (
f. dé�nition B.3.13) et envoie v =

⊗
i=1..λ1

e⊗
eλi

i sur
d′eλ(v) =

⊗

i=1..n

e1 ∧ · · · ∧ eλi
.D'après [4, p.224℄, le morphisme dλ : Λλ(V ) → S

eλ(V ) d'image Sλ(V ) envoie d′eλ(v) ∈
Keλ(V ) sur l'élément de Sλ(V ) 
orrespondant au tableau de forme λ et dont la i-ème
olonne est remplie ave
 des i pour tout i = 1..λ1. Ce tableau est standard (
f. [4, defII.2.2℄). Ainsi, dλ(d′eλ(v)) est un élément de la base standard [4, def II.2.16℄ de Sλ(V ).De plus, il est par 
onstru
tion dans l'image de Keλ(V ) →֒ Λλ(V )։ Sλ(V ).Proposition 7.2.9. Soit A un anneau 
ommutatif. Pour toute partition λ, le A-module
HomPA

(Wλ, Sλ) est libre de rang 1, engendré par le morphisme : Wλ →֒ Λλ ։ Sλ.152



Démonstration. D'après la proposition 5.1.19 et le 
orollaire 1.5.6, le rang du A-module libre HomPA
(Wλ, Sλ) ne dépend pas de A. Or, sur C on a un isomorphisme

Wλ ≃ Sλ. Ainsi le rang de HomPA
(Wλ, Sλ) est égal à la dimension du C-espa
e ve
toriel

HomPC(Sλ, Sλ). Comme les fon
teurs de S
hur sont irrédu
tibles sur C [19, Th 6.3(4)℄,
ette dimension vaut 1 d'après le lemme de S
hur [19, Lemme 1.7℄.Il nous reste à montrer que la 
omposéeWλ →֒ Λλ ։ Sλ des morphismes primitifs du
orollaire 7.2.7 est un morphisme primitif. Pour 
ela, il nous su�t de véri�er qu'il existeun A-module proje
tif de type �ni V tel que la 
omposée Wλ(V ) →֒ Λλ(V ) ։ Sλ(V )est un élément primitif de HomA(Wλ(V ), Sλ(V )).Pour 
ela il nous su�t de montrer que l'image de 
ette 
omposée 
ontient un élémentprimitif du A-module libre Sλ(V ), 
e qui est le 
as d'après le lemme pré
édent.Proposition 7.2.10. Soit A un anneau 
ommutatif. Pour toute partition λ de poids d,le A-module H0
P,A(Hom(Wλ, Sλ)) est libre de rang 1, engendré par la 
omposée :

Γdgl
Dφ♯

λ−−−→ Hom(Λλ,Λλ)։ Hom(Wλ, Sλ) ,où φλ : Λλ⊠Λλ → Sd(I⊠I) est le morphisme utilisé pour dé�nir la �ltration de Cau
hy(
f. �7.1.1) et la surje
tion de droite est 
onstruite à partir du morphisme surje
tif
Λλ ։ Sλ.Démonstration. Le A-module H0

P,A(Hom(Wλ, Sλ)) ≃ HomPA
(Wλ, Sλ) est libre de rang

1 d'après la proposition 7.2.9. Il nous reste don
 à montrer que la 
omposée
Γdgl

Dφ♯
λ−−−→ Hom(Λλ,Λλ)։ Hom(Wλ, Sλ)est un élément primitif de H0

P,A(Hom(Wλ, Sλ)). Pour 
ela, il nous su�t d'exhiber deux
A-modules proje
tifs de type �ni V,W tels que la 
omposée

Γd(V ⊗W )
φ♯

λ−→ Λλ(V )⊗ Λλ(W )։ Sλ(V )⊗ Sλ(W )soit un élément primitif de HomA(Γd(V ⊗W ), Sλ(V )⊗Sλ(W )). Or, on a un diagramme
ommutatif :
Γd(V ⊗W )

����

φ♯
λ // Λλ(V )⊗ Λλ(W ) // // Sλ(V )⊗ Sλ(W )

M ♯
λ(V,W )

66mmmmmmmmmmmm

Wλ(V )⊗Wλ(W )

(1)

55lllllllllllllll

_?
oooù les morphismes Wλ(V ) ⊗Wλ(W ) →֒ M ♯

λ(V,W ) et Γd(V ⊗W ) ։ M ♯
λ(V,W ) sontles duaux de Kuhn des morphismes Mλ(V,W ) ։ Sλ(V ) ⊗ Sλ(W ) et Mλ(V,W ) →֒

Sd(V ⊗ W ) qui interviennent dans la �ltration de Cau
hy de Sd(V ⊗ W ), et où lemorphisme (1) est obtenu par produit tensoriel du morphisme de la proposition 7.2.9.153



D'après le lemme 7.2.8, si on 
hoisit V = W = Aλ1 , le morphisme (1) a un élémentprimitif dans son image. Le diagramme nous montre que 
'est alors aussi le 
as pour la
omposée Γd(V ⊗W ) −→ Λλ(V ) ⊗ Λλ(W ) ։ Sλ(V ) ⊗ Sλ(W ), qui est don
 un élémentprimitif de HomA(Γd(V ⊗W ), Sλ(V )⊗ Sλ(W )).Proposition 7.2.11. Soit A un anneau 
ommutatif. Pour toute partition µ de poids d,le A-module H0
P,A(DMµ) est libre de base les 
omposées :

Γdgl
Dφ♯

λ−−−→ Hom(Λλ,Λλ)
Dφλ−−−→ DMµ ,où φλ : Λλ⊠Λλ → Sd(I⊠I) est le morphisme utilisé pour dé�nir la �ltration de Cau
hy(
f. �7.1.1) et λ dé
rit l'ensemble des partitions de d telles que λ ≥ µ pour l'ordrelexi
ographique.Démonstration. Nous démontrons le résultat par ré
urren
e des
endante sur les parti-tions ordonnées dans l'ordre lexi
ographique. Si µ = (d) est la plus grande partition depoids d, le résultat n'est autre que la proposition 7.2.11. Supposons la propriété démon-trée pour µ◦, et soit µ la partition pré
édente pour l'ordre lexi
ographique. On a unesuite exa
te :

H0
P,A(DMµ◦)

� � // H0
P,A(DMµ)

p // // H0
P,A(DMµ/DMµ◦) .D'autre part, la surje
tion Hom(Λµ,Λµ) ։ DMµ/DMµ◦ envoie le morphisme φ♯µ ∈

H0
P,A(Hom(Λµ,Λµ)) sur un élément bµ qui 
onstitue une base de H0

P,A(DMµ/DMµ◦)(
f. proposition 7.2.11).Alors la famille (φλ ◦ φ
♯
λ)λ≥µ est une famille libre de H0

P,A(DMµ). En e�et, si
∑

λ≥µ aλφλ ◦ φ
♯
λ = 0, on applique p à 
ette relation et on obtient aµbµ = 0, don


aµ = 0. On a alors ∑λ>µ aλφλ ◦ φ
♯
λ = 0, don
 aλ = 0 pour tout λ 
ar par hypothèse deré
urren
e (φλ ◦ φ

♯
λ)λ>µ est libre.La famille (φλ ◦ φ

♯
λ)λ≥µ est une famille génératri
e de H0

P,A(DMµ). En e�et, soit
f ∈ H0

P,A(DMµ). Il existe aµ ∈ A tel que p(f) = aµbµ. Mais alors f − aµφµ ◦ φ♯µ ∈
H0
P,A(DMµ◦) s'exprime 
omme une 
ombinaison linéaire des éléments de la famille (φλ ◦

φ♯λ)λ>µ par hypothèse de ré
urren
e. Ainsi f est 
ombinaison linéaire des éléments de
(φλ ◦ φ

♯
λ)λ≥µ.Corollaire 7.2.12. Soit d un entier positif, le A-module H0

P,A(Sdgl) est libre de baseles 
omposées :
Γdgl

Dφ♯
λ−−−→ Hom(Λλ,Λλ)

Dφλ−−−→ Sdgl ,où λ dé
rit l'ensemble des partitions de d.
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Annexe ACatégories exa
tesDans 
ette annexe, nous �xons la terminologie utilisée sur les 
atégories exa
tes ausens de Quillen [38℄. Ces 
atégories sont des 
atégories additives équipées d'une 
lassedes suites exa
tes 
ourtes admissibles qui véri�ent des axiomes inspirés des propriétésdes suites exa
tes 
ourtes dans les 
atégories abéliennes.Soit A est une 
atégorie exa
te qui possède assez de proje
tifs. En utilisant les suitesexa
tes 
ourtes admissibles à la pla
e des suites exa
tes 
ourtes, on peut y développerl'algèbre homologique usuelle 
omme dans les 
atégories abéliennes. Ce fait est utilisédans [40℄ pour dé�nir et travailler ave
 les extensions dans les 
atégories de fon
teurs po-lynomiaux PA sur un anneau 
ommutatif quel
onque. Plus généralement, les 
atégoriesexa
tes permettent de développer le formalisme des 
atégories dérivées [25℄.Dé�nition A.1. Une 
atégorie exa
te est une 
atégorie additive A munie d'une 
lasse
E de suites exa
tes 
ourtes admissibles, ie. de triplets

M ′
i
−→M

p
−→M ′′qui véri�ent les axiomes 
i-dessous. Le morphisme i est appelé un monomorphisme ad-missible et p un épimorphisme admissible.(E0) La 
lasse E est stable par isomorphisme. En d'autres termes, si on a un dia-gramme 
ommutatif

M ′ //

≃

��

M //

≃

��

M ′′

≃

��
N ′ // N // N ′′et si M ′ →M →M ′′ est une suite exa
te 
ourte admissible, alors N ′ → N → N ′′est également une suite exa
te 
ourte admissible. La 
lasse E 
ontient les suitesexa
tes 
ourtes s
indées, 
'est-à-dire les suites de la forme :
M ′ →M ′ ⊕M ′′ →M ′′ .(E1) Les monomorphismes admissibles i sont les noyaux de leurs épimorphismesadmissibles asso
iés, et les épimorphismes admissibles p sont les 
onoyaux de leurs155



monomorphismes asso
iés. La 
omposée de deux épimorphismes admissibles estun épimorphisme admissible et la 
omposée de deux monomorphismes admissiblesest un monomorphisme admissible.(E2) SiM →M ′′ est un épimorphisme admissible alors pour tout morphisme N ′′ →
M ′′ de A, il existe un 
arré 
artésien

N //

��

N ′′

��
M // M ′′dans lequel N → N ′′ est un épimorphisme admissible. De même, si M ′ → M estun monomorphisme admissible, pour tout morphisme M ′ → M de A il existe un
arré 
o
artésien
M ′ //

��

M

��
N ′ // Ndans lequel N ′ → N est un monomorphisme admissible.(E3) Si un morphisme p admet un noyau et s'il existe un morphisme f tel quela 
omposée p ◦ f est un épimorphisme admissible, alors p est un épimorphismeadmissible. De même, si i admet un 
onoyau et s'il existe un morphisme g tel que

g ◦ i est un monomorphisme admissible, alors i est un monomorphisme admissible.Le système d'axiomes de Quillen n'est pas minimal. On peut trouver un sous-ensemble d'axiomes équivalents dans [26, app. A℄.Exemple A.2. Soit A une 
atégorie abélienne. Munie de l'ensemble E de toutes les suitesexa
tes 
ourtes, A devient une 
atégorie exa
te.Exemple A.3. Soit A une 
atégorie abélienne. Soient Pr la sous-
atégorie pleine de Aayant pour objets les proje
tifs de A et E la 
lasse des suites exa
tes 
ourtes de A dontles objets sont dans Pr. La paire (Pr, E) est une 
atégorie exa
te.Dé�nition A.4. Un fon
teur additif F : A  A′ entre deux 
atégories exa
tes estexa
t s'il envoie toute suite exa
te 
ourte admissible de A sur une suite exa
te 
ourteadmissible de A′.Dé�nition A.5. Soient A une 
atégorie exa
te et Ab la 
atégorie des groupes abéliens.Un objet I de A est inje
tif (resp. proje
tif) si le fon
teur HomA(−, I) : A Ab (resp.le fon
teur HomA(P,−)) est un fon
teur exa
t.Dé�nition A.6. Une 
atégorie exa
te A a assez d'inje
tifs (resp. de proje
tifs) si pourtout M ∈ A il existe un inje
tif et un monomorphisme admissible M → I (resp. unproje
tif P et un épimorphisme admissible P →M).Un 
omplexe d'inje
tifs I• est une résolution inje
tive admissible de M ∈ A s'ilexiste un monomorphisme admissible M → I0 tel que le 
omplexe M → I• s'obtient
omme un produit de Yoneda de suites exa
tes 
ourtes admissibles.156



Annexe BReprésentations linéaires desgroupesB.1 Invariants et 
oinvariantsSoit A un anneau 
ommutatif et G un groupe. On noteModG(A) la 
atégorie dontles objets sont les A-modules munis d'une a
tion G-linéaire et dont les morphismes sontles appli
ations linéaires G-équivariantes. Si AG désigne l'anneau de groupe de G sur
A, la 
atégorieModG(A) s'identi�e à la 
atégorieMod(AG) des AG-modules.B.1.1 Invariants
−G : invariants sous l'a
tion du groupe G Soit M ∈ModG(A) un G-module sur unanneau 
ommutatif A. On appelle invariants de M sous G le sous-module MG de Mdé�ni par :

MG := {m ∈M , g.m = m ∀g ∈ G} .Si G×H est un groupe produit agissant sur un A-module M , on a :
MG×H = (M1×H)G (B.1)SiM,N sont des G-modules, on dé�nit une a
tion de G sur HomA(M,N) par la formule

(g.f)(m) := g.f(g−1.m). On a alors
HomA(M,N)G = HomAG(M,N) (B.2)Proposition B.1.1. Soit A un anneau 
ommutatif, M un G-module sur A et H unsous-groupe de G. On a un isomorphisme :
HomAG(AG/H,M)

≃
−→ MH

f 7→ f(H) .Démonstration. Pour tout m ∈ MH , l'appli
ation A-linéaire fm dé�nie sur la base
G/H de AG/H par la formule fm(gH) := g.m est G-équivariante par 
onstru
-tion. L'appli
ation MH → HomAG(AG/H,M), m 7→ fm est l'inverse du morphisme
HomAG(AG/H,M) →MH , f 7→ f(H). 157



B.1.2 CoinvariantsSoit M ∈ModG(A) un G-module sur un anneau 
ommutatif A. On appelle 
oinva-riants de M sous G le A-module MG obtenu 
omme quotient de M par le sous-moduleengendré par les éléments du type g.m−m, pour g ∈ G et m ∈M :
MG := M/〈g.m −m,m ∈M g ∈ G〉 .

−G : 
oinvariants sous l'a
tion du groupe GLe A-moduleMG véri�e la propriété universelle suivante. Pour tout G-module trivial
N triv et toute appli
ation équivariante f : M → N triv, il existe une unique appli
ation
A-linéaire f̃ : MG → N faisant 
ommuter le diagramme :

M
f //

����

N triv

MG

∃! ef

77o
o

o
o

o
o

o
.Inversement, 
ette propriété universelle 
ara
térise MG à un unique isomorphisme près.Cette propriété universelle se traduit par un isomorphisme A-linéaire, naturel enM,N :

HomAG(M,N triv) ≃ HomA(MG, N) (B.3)En 
ombinant 
ette formule ave
 la formule (B.2) on obtient un isomorphisme A-linéaire,naturel en M,N :
HomA(MG, N) ≃ HomA(M,N triv)G (B.4)Proposition B.1.2. Soit M un G×H module. On a un isomorphisme :

MG×H ≃ (M1×H)G .Démonstration. On une 
haîne d'isomorphismes naturels en N ∈Mod(A) :
HomA(MG×H , N) ≃ HomA(M,N)G×H ≃

(
HomA(M,N)1×H

)G

≃ HomA(M1×H , N)G ≃ HomA((M1×H)G , N) .Le lemme de Yoneda donne alors l'isomorphisme voulu.B.1.3 Norme
N : normenorme Soit G est un groupe �ni, et M un G-module sur A. On appellenorme le morphisme A-linéaire :

N : MG → MG

[m] 7→
∑

g∈G g.m = |stabG(m)|
∑

[g]∈G/stabG(m) g.m .158



Lemme B.1.3. Soit G un groupe �ni, et M un G-module sur A. La 
omposée :
M ։MG

N
−→MG →֒Mest égale au morphisme ∑g∈G g ∈ AG.Notons φ la 
omposée MG →֒M ։MG. En vertu du lemme pré
édent on a φ◦N =

|G| IdMG
et N ◦ φ = |G| IdMG . On obtient don
 :Proposition B.1.4. Soit G un groupe �ni et M un G-module sur A. Si le 
ardinal de

G est inversible dans A, alors la norme MG
N
−→MG est un isomorphisme.Lemme B.1.5. Soit M un G-module sur A, H un sous-groupe de G et g ∈ G. On a undiagramme 
ommutatif :

M // //

g−1

��

MgHg−1
N // MgHg−1 � � // M

M // // MH
N // MH � � // M .

g

OO

B.2 Modules de permutationDé�nition B.2.1. Un G-moduleM sur un anneau 
ommutatif A est un module de per-mutation s'il existe un ensemble E, une a
tion de groupe de G sur E et un isomorphisme
G-équivariant M ≃ AE.Proposition B.2.2. Soit AE un G-module de permutation de rang �ni. Le dual
(AE)∨ := HomA(AE,A) est un module de permutation isomorphe à AE.Démonstration. Notons {e1, . . . , en} les éléments de E et {e∨1 , . . . , e∨n} la base duale de
E. L'a
tion sur HomA(AE,A) est donnée par (g.f)(m) = f(g−1.m). Si g.ei = ej , alors
(g.e∨i )(ek) = e∨i (g−1.ek) = 1 si k = j et 0 sinon. En d'autres termes, l'isomorphisme
A-linéaire AE → HomA(AE,A), ei 7→ e∨i est G-équivariant.Proposition B.2.3. Soit AE un G-module de permutation. La surje
tion AE ։ AE/Ginduit un isomorphisme :

(AE)G
≃
−→ AE/G .Démonstration. Soit (Oi) la famille des orbites de E sous l'a
tion de G. La surje
tion

p : AE ։ AE/G s'identi�e au morphisme ⊕AOi ⊕pi
−−→ ⊕AOi/G. On peut don
 supposerl'a
tion de G sur E transitive. Soit e0 ∈ E et S le sous-module de AE engendré par

{e− e0, e ∈ E}. Alors Ae0 ⊕ S = AE et S ⊂ 〈g.m −m,m ∈ AE g ∈ G〉. On a don

Ae0 + 〈g.m−m,m ∈ AE g ∈ G〉 = AE (∗)De plus, l'interse
tion Ae0 ∩ 〈g.m−m,m ∈ AE g ∈ G〉 est nulle don
 la somme (∗) estdire
te. En passant au quotient p induit don
 un isomorphisme.159



Corollaire B.2.4. Soit G un groupe agissant sur un ensemble E. Si E est �ni alors lerang du A-module libre (AE)G ne dépend pas de l'anneau A.Proposition B.2.5. Soit AE un G-module de permutation, et soit (Oi) la famille desorbites de E sous l'a
tion de G. On a un isomorphisme
⊕
|Oi|<∞

AeOi

≃
−→ (AE)G

eOi 7→
∑

e∈Oi
e .Démonstration. Comme (AE)G = ⊕(AOi)

G on peut se 
ontenter d'étudier une seuleorbite O.Si O est de 
ardinal in�ni, soit x ∈ AO. x s'é
rit 
omme une 
ombinaison linéaire�nie de ve
teurs e1, . . . , en de O. Soit en+1 un autre élément de O et g ∈ G tel que
g.e1 = en+1, alors g.x 6= x. Ainsi (AO)G = ∅.siO = {e1, . . . , en} est de 
ardinal �ni, alors (AO)G 
ontient∑i ei. Soit x =

∑
λiei ∈

(AO)G, et pour tout i soit gi ∈ G tel que gi.e0 = ei. L'égalité x = gi.x montre alors que
λ0 = λi, don
 x = λ0

∑
i ei. Ainsi, (AO)G est libre de base ∑i ei.Soit M un Sd-module sur un anneau A de 
ara
téristique di�érente de 2. On note

Malt le Sd-module muni de l'a
tion alternée : Sd ×M
alt → Malt, (σ,m) 7→ ǫ(σ)m. Si

Asgn désigne le A-module Amuni de l'a
tion de Sd dé�nie par la signature : σ.a := ǫ(σ)a,alors Malt = M ⊗A A
sgn. −alt : représentation alternée d'un groupeProposition B.2.6. Soit A un anneau de 
ara
téristique di�érente de 2, G un sous-groupe �ni de Sd et AE un Sd-module de permutation.Soit O l'orbite de e0 ∈ E sous l'a
tion de G, les énon
és suivants sont équivalents :(1) AO altG 6= 0.(2) Le stabilisateur stabG(e0) de e0 sous l'a
tion non alternée de G est 
ontenu dansle groupe alterné : stabG(e0) ⊂ Ad.(3) AO altG est un A-module libre de rang 1, de base l'élément :

eOalt :=
∑

e∈(G∩Ad).e0

e−
∑

e′∈O\(G∩Ad).e0

e′ .Démonstration. Notons e0, . . . , en les éléments de O.
(1)⇒ (2). Supposons que pour tout i, stabG(e) 
ontient un élément αi de signature

−1. Soit x =
∑
λiei un élément de AOaltG. Pour tout i on a : λiei +

∑
j 6=i λjej =

−λiei +
∑

j 6=i λjαi.ej , don
 λi = −λi = 0. On a don
 AOaltG = 0.
(2)⇒ (3). Si G ⊂ An l'énon
é s'obtient grâ
e à la proposition B.2.5. Sinon, 
omme

stabG(e) ⊂ Ad, les deux parties (G ∩ Ad) .e0 et O\(G ∩ Ad) .e0 sont disjointes, de même
ardinal et forment une partition de O. Ainsi, eOalt est un élément non nul de AOaltG.Notons e0, . . . , ek, resp. e′0, . . . , e′l les éléments des deux parties. Soit x =
∑
λiei +∑

λ′ie
′
i ∈ AO

altG, alors pour tout g ∈ G ∩ Ad on a g.x =
∑
λig.ei +

∑
λ′ig.e

′
i = x =∑

λiei +
∑
λ′ie
′
i don
 pour tout i on a λi = λ0, λ′i = λ′0. De même, si τ est un élémentde signature −1 qui envoie e0 sur e′0 l'égalité τ.x = x implique que λ′0 = −λ0. Ainsi xest un multiple de eOalt . 160



Corollaire B.2.7. Soit A un anneau de 
ara
téristique di�érente de 2, G un sous-groupede Sd et AE un Sd-module de permutation de dimension �nie. Le rang du A-modulelibre AO altG ne dépend pas de l'anneau A.Corollaire B.2.8. Soit A un anneau de 
ara
téristique di�érente de 2, G un sous-groupe de Sd. Le module (ASd/G)alt est un Sd-module de permutation si et seulementsi G ⊂ Ad.Démonstration. Si G n'est pas un sous-groupe de Ad, alors d'après la proposition B.2.6on a ASd/G
alt = 0. Ce
i interdit à ASd/G

alt d'être un module de permutation 
arles invariants d'un module de permutation de dimension �nie sont non nuls d'aprèsla proposition B.2.5. Si à l'inverse G ⊂ Ad alors l'isomorphisme A-linéaire qui envoie
σG ∈ ASd/G

alt sur ǫ(σ)σG ∈ ASd/G est bien dé�ni et Sd-équivariant.L'énon
é suivant donne un exemple de symétrisation inje
tive non nulle (
f. dé�nition3.1.7) du fon
teur polynomial nul. symétrisation !du fon
teur nulCorollaire B.2.9. Soit A un anneau 
ommutatif de 
ara
téristique q impaire et d ≥ qun entier. Le fon
teur f : ModSd
(A)  Mod(A) qui envoie le Sd-module M sur lequotient de (Malt)Sd par l'image de la norme (Malt)Sd

→ (Malt)Sd véri�e les propriétéssuivantes :(1) Si V est un A-module proje
tif de type �ni alors f(V ⊗d) = 0.(2) Soit c ∈ Sd un 
y
le de longueur q. Le A-module f(ASd/(c)) est libre de rang
1.(3) Il existe une transformation naturelle f → Id dont l'évaluation sur V ⊗d est unmonomorphisme.Démonstration. Le deuxième point dé
oule de la proposition B.2.6 : le A-module

(ASd/(c)
alt)Sd est libre de rang 1 et la norme envoie le générateur Id de (ASd/(c)

alt)Sdsur |(c)|.∑[g]∈Sd/(c)
g.Id 
'est-à-dire sur l'élément nul 
ar |(c)| = q.Démontrons le premier point. Soit V est un A-module proje
tif de type �ni, alors ilexiste un A-module libre L, tel que IdV fa
torise en V →֒ L։ V . Pour démontrer que

f(V ) = 0, il su�t don
 de montrer que f(L) = 0. Le premier point est don
 équivalentà la surje
tivité de la norme (L⊗d alt
)
Sd
→
(
L⊗d alt

)Sd , pour tout A-module libre L.Mais si L est un A-module libre alors il existe des uplets λ = (λ1, . . . , λk) tels que
L⊗d =

⊕
λASd/(Sλ1 × · · · × . . .Sλk

). Si λ 6= (1, 1, . . . , 1) alors le terme 
orrespondantne 
ontribue pas aux invariants d'après la proposition B.2.6. Si λ = (1, . . . , 1), la normeenvoie le générateur Id de (AS alt
d )Sd

sur l'élément ∑σ∈Sd
ǫ(σ)σ qui 
onstitue la basede (AS alt

d )Sd . La norme est don
 surje
tive.B.3 Fon
teurs de S
hur, de 
oS
hur et de WeylB.3.1 Uplets, partitions et diagrammesDé�nition B.3.1. On appelle uplet d'entiers une suite �nie (x1, x2, . . . , xn) d'entiersstri
tement positifs. Le nombre n est la longueur du uplet, et la somme x1 + · · ·+ xn lepoids du uplet. Un uplet de longueur n est également appelé n-uplet.161



Dé�nition B.3.2. On appelle partition (d'un entier d) un uplet dé
roissant (de poids
d). Si λ est une partition, on dé�nit son 
onjugué λ̃ 
omme la partition (λ̃1, . . . ) où λ̃iest le nombre de termes de λ qui sont supérieur ou égaux à i.Exemple B.3.3. Il existe 
inq partitions de l'entier 4 :

(4), (3, 1), (2, 2), (2, 1, 1), (1, 1, 1, 1) .Leurs 
onjuguées respe
tives sont :
(1, 1, 1, 1), (2, 1, 1), (2, 2), (3, 1), (4) .Dé�nition B.3.4. Si λ et λ′ sont deux partitions on dit que λ′ ⊆ λ si λ′ est moinslongue que λ et si λ′i ≤ λi pour tout i 
ompris entre 1 et la longueur de λ′.Dé�nition B.3.5. Soit λ une partition. Le diagramme asso
ié à λ est une matri
ein�nie à 
oe�
ients dans F2 dont les lignes et les 
olonnes sont indexées par des entiersstri
tement positifs, et dont le 
oe�
ient d'indi
e (i, j) vaut 1 si j ≤ λi et vaut 0 sinon.Si λ′ ⊆ λ sont deux partitions, le diagramme gau
he λ/λ′ désigne la somme (dans

MN\{0}(F2)) des diagrammes asso
iés à λ′ et à λ. Le poids d'un diagramme gau
he estle nombre de ses 
oe�
ients non nuls.Exemple B.3.6. Considérons les partitions λ = (5, 3, 1, 1) et λ′ = (3, 2, 1). On a λ′ ⊆ λ.Les diagrammes asso
iés à λ et λ′ sont les matri
es :



1 1 1 1 1 0 . . .
1 1 1 0 0 0 . . .
1 0 0 0 0 0 . . .
1 0 0 0 0 0 . . .... ... ... ... ... ... . . .







1 1 1 0 . . .
1 1 0 0 . . .
1 0 0 0 . . .... ... ... ... . . . Le diagramme gau
he λ/λ′ est égal à :




0 0 0 1 1 0 . . .
0 0 1 0 0 0 . . .
0 0 0 0 0 0 . . .
1 0 0 0 0 0 . . .... ... ... ... ... ... . . .


Dé�nition B.3.7. Si λ/λ′ est un diagramme gau
he le diagramme 
onjugué λ̃/λ′ dé-signe sa matri
e transposée. On a don
 : λ̃/λ′ = λ̃/λ̃′.Young !sous-groupe deDé�nition B.3.8. Soit λ = (λ1, . . . , λk) un k-uplet d'entiers de poids n. Le sous-groupede Young Sλ est le sous-groupe

S({1, . . . , λ1})×S({λ1 + 1, . . . , λ1 + λ2})× · · · ×S({n− λn + 1, . . . , n})162



du groupe symétrique Sn = S({1, . . . , n}). On a don
 Sλ ≃ Sλ1 × · · · ×Sλn .Si λ/λ′ est un diagramme gau
he, on note Sλ/λ′ le sous-groupe de Young asso
ié auuplet d'entiers (λ1 − λ
′
1, λ2 − λ

′
2, . . . ).

Sn : groupe symétrique Sλ/λ′ : sous-groupe de YoungDé�nition B.3.9. Soit λ = (λ1, . . . , λk) un k-uplet d'entiers, et X = S,Λ,Γ, on note
Xλ(M) := Xλ1(M)⊗ · · · ⊗Xλn(M) .Si λ/λ′ est un diagramme gau
he, on note
Xλ/λ′(M) := X(λ1−λ′1,λ2−λ′2,... )(M) .

Γµ : tenseur divisé (µ n-uplet) Λµ : tenseur alterné (µ n-uplet) Sµ : tenseur symé-trique (µ n-uplet)Dé�nition B.3.10. Soit λ/λ′ un diagramme gau
he de poids n. On ordonne l'ensemble
Eλ/λ′ des 
ouples (i, j) tels que le 
oe�
ient d'indi
e (i, j) de la matri
e λ/λ′ est nonnul par l'ordre lexi
ographique : (i, j) ≤ (k, l) si i < k ou i = k, j ≤ l. L'ordre lexi
o-graphique dé�nit une bije
tion 
roissante φλ/λ′ : {1, . . . , n}

≃
−→ Eλ/λ′ . La transpositioninduit une bije
tion τλ/λ′ : Eλ/λ′

≃
−→ Egλ/λ′ qui à un 
ouple (i, j) asso
ie le 
ouple (j, i).On dé�nit la permutation σλ/λ′ ∈ Sn par la formule :

σλ/λ′ := φ−1
λ/λ′
◦ τ−1

λ/λ′
◦ φgλ/λ′ .En parti
ulier on a σ−1

λ/λ′
= σ gλ/λ′ .Exemple B.3.11. Considérons les partitions λ = (5, 3, 1, 1) et λ′ = (3, 2, 1). On a numé-roté 
i-dessous dans l'ordre lexi
ographique les 
ouples (i, j) dont le 
oe�
ient est nonnul pour le diagramme gau
he λ/λ′ et pour son 
onjugué :

λ/λ′ :




· · · 1 2
· · 3 · ·
· · · · ·
4 · · · ·


 λ̃/λ′ :




· · · 1
· · · ·
· 2 · ·
3 · · ·
4 · · ·


La permutation σλ/λ′ est don
 donnée par le tableau suivant :

i 1 2 3 4

σλ/λ′(i) 4 3 1 2
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B.3.2 Dé�nition des fon
teurs de S
hur, 
oS
hur et Weylfon
teur !de S
hur Sλ/λ′ : fon
teur de S
hurDé�nition B.3.12. [4, def. II.1.3℄ Soit A un anneau 
ommutatif, µ/µ′ un diagrammegau
he de poids d et µ̃/µ′ son diagramme 
onjugué. On appelle fon
teur de S
hur asso
iéà µ/µ′ le fon
teur
Sµ/µ′ :Mod(A) Mod(A)dé�ni 
omme l'image du morphisme dµ/µ′ :

Λµ/µ
′

→֒ ⊗d
σ gµ/µ′

−−−→ ⊗d ։ S
gµ/µ′où le morphisme σ gµ/µ′ agit par permutation sur les fa
teurs du produit tensoriel :

σ gµ/µ′(x1 ⊗ · · · ⊗ xd) = xσ−1
gµ/µ′

(1) ⊗ · · · ⊗ xσ−1
gµ/µ′

(d).Par exemple, le fon
teur de S
hur Sµ asso
ié (au diagramme gau
he asso
ié) à lapartition µ = (d) est le fon
teur Λd, le fon
teur de S
hur asso
ié à la partition (1, . . . , 1)de poids d est le fon
teur Sd, et si λ1, . . . , λn sont n partitions et (λ1| . . . |λn) désigne lediagramme gau
he suivant :
λ1

Fig. B.1 � Le diagramme gau
he (λ1|λ2| . . . |λn)alors le fon
teur de S
hur S(λ1|λ2|...|λn) est égal au produit tensoriel⊗n
i=1 Sλi

. fon
teur !de
oS
hur Kλ/λ′ : fon
teur de 
oS
hurDé�nition B.3.13. [4, def. II.1.3℄ Soit A un anneau 
ommutatif, µ/µ′ un diagrammegau
he de poids d et µ̃/µ′ son diagramme 
onjugué. On appelle fon
teur de 
oS
hurasso
ié à µ/µ′ le fon
teur
Kµ/µ′ :Mod(A) Mod(A)dé�ni 
omme l'image du morphisme d′µ/µ′ :

Γµ/µ
′

→֒ ⊗d
σ gµ/µ′

−−−→ ⊗d ։ Λ
gµ/µ′ .Théorème B.3.14. [4, Th II.2.16 et II.3.16℄Soit A un anneau 
ommutatif. L'imaged'un A-module libre de type �ni par un fon
teur de S
hur Sµ/µ′ (resp. 
oS
hur Kµ/µ′)est un A-module libre de type �ni, et admet un supplémentaire dans S gµ/µ′ (resp. Λ

gµ/µ′).164



Remarque B.3.15. L'énon
é des théorèmes II.2.16 et II.3.16 de [4℄ est en fait nettementplus pré
is. Il donne un pro
édé de 
onstru
tion d'une base de Sµ/µ′(M) (resp. Kµ/µ′)a partir d'une base du A-module libre de M , indépendamment de l'anneau A des 
oef-�
ients. Le résultat s'exprime en termes de tableaux standard (resp. 
ostandard).Corollaire B.3.16. L'image d'un A-module proje
tif de type �ni par un fon
teur deS
hur (resp. 
oS
hur) est un A-module proje
tif de type �ni.Démonstration. Soit µ/µ′ un diagramme gau
he. Par fon
torialité des fon
teurs deS
hur, si M est un fa
teur dire
t d'un A-module libre de type �ni L, alors Sµ/µ′(M) estfa
teur dire
t du A-module libre de type �ni Sµ/µ′(L). Or les A-modules proje
tifs detype �ni sont exa
tement les fa
teurs dire
ts des A-modules libres de type �ni.Soit µ/µ′ un diagramme gau
he de poids d et µ̃/µ′ son diagramme 
onjugué. Pourtout A-module libre de type �ni M , on a un diagramme 
ommutatif :
S

gµ/µ′(M)∨
� � //

(dµ/µ′,M)
∨

''

≃
��

(M⊗d)∨

≃

��

// // Λµ/µ
′

(M)∨

≃

��

Γ
gµ/µ′(M∨)

d′
gµ/µ′,M∨

77
� � // M∨⊗d // // Λµ/µ

′
(M∨) .Ainsi on a un isomorphisme :

K gµ/µ′(M) = Im d′gµ/µ′,M∨
≃ Im

(
d∨µ/µ′,M

)
.Mais Sµ/µ′(M) admet un supplémentaire dans S gµ/µ′ (théorème B.3.14). L'inje
tion na-turelle :

Im
(
d∨µ/µ′,M

)
→֒
(
Im dµ/µ′,M

)∨
= Sµ/µ′(M)∨est don
 un isomorphisme. On a don
 :Proposition B.3.17. [4, prop II.4.1℄ Soit M un A-module libre de type �ni. On a unisomorphisme naturel :

Sµ/µ′(M)∨ ≃ K gµ/µ′(M
∨) .fon
teur !de Weyl Wλ/λ′ : fon
teur de WeylDé�nition B.3.18. Soit A un anneau 
ommutatif et µ/µ′ un diagramme gau
he depoids d. On appelle fon
teur de Weyl asso
ié à µ/µ′ le fon
teur

Wµ/µ′ :Mod(A) Mod(A)dual du fon
teur Sµ/µ′ :
Wµ/µ′(M) = Sµ/µ′(M

∨)∨ .165



Proposition B.3.19. Soit M un A-module libre de type �ni. Alors Wµ/µ′(M) est un
A-module libre de type �ni et on a un isomorphisme naturel :

Wµ/µ′(M) = K gµ/µ′(M) .B.3.3 Fon
teurs de S
hur en grande 
ara
téristiqueLa proposition B.3.22 donne une nouvelle dé�nition des fon
teurs de S
hur Sµ/µ′ ,valable lorsque la 
ara
téristique de l'anneau 
ommutatif A est nulle ou plus grande quele poids des diagrammes µ/µ′.Dé�nition B.3.20. Soit µ/µ′ un diagramme gau
he de poids d, dont on numérote les
oe�
ients non nuls dans l'ordre lexi
ographique (
f. exemple B.3.11). On note aµ/µ′ ∈
ASd la somme des éléments qui préservent les lignes et bµ/µ′ ∈ ASd la somme alternéedes éléments qui préservent les 
olonnes.Ainsi, aµ/µ′ est égal à la somme alternée des éléments du sous-groupe de Young
Sµ/µ′ et bµ/µ′ est égal à la somme dans ASd des éléments du sous-groupe 
onjugué
σµ/µ′ ·S gµ/µ′ · σ

−1
µ/µ′ .En parti
ulier, siM est un A-module libre de type �ni, alors d'après le lemme B.1.3,le morphisme aµ/µ′ est égal à la 
omposée M⊗d mult

−−−→ Λµ/µ
′ comult
−−−−→ M⊗d et d'après lelemme B.1.5, le morphisme bµ/µ′ s'insère dans un diagramme 
ommutatif :

M⊗d
σ−1

µ/µ′

{{xx
xx

xx
xx

x

bµ/µ′
// M⊗d

M⊗d
mult // Sµ/µ

′
(M)

comult // M⊗d .

σµ/µ′
ccHHHHHHHHHOn obtient don
 :Lemme B.3.21. Soit A un anneau 
ommutatif, M un A-module libre de type �ni et

µ/µ′ un diagramme gau
he de poids d. Le morphisme bµ/µ′ ◦aµ/µ′ est égal à la 
omposée :
M⊗d ։ Λµ/µ

′

(M)
dµ/µ′

−−−→ S
gµ/µ′(M)→M⊗d

σµ/µ′

−−−→M⊗d .Soit M un A-module libre de type �ni. Notons φµ/µ′ la 
omposée :
Sµ/µ′(M) →֒ S

gµ/µ′(M)
comult
−−−−→M⊗d

σµ/µ′

−−−→M⊗d .D'après le lemme pré
édent, bµ/µ′ ◦ aµ/µ′ est égale à la 
omposée :
M⊗d ։ Λµ/µ

′

(M)։ Sµ/µ′(M)
φµ/µ′

−−−→M⊗d ,et φµ/µ′ induit don
 une surje
tion de Sµ/µ′(M) sur l'image de bµ/µ′ ◦ aµ/µ′ . Si de plus
A est un anneau de 
ara
téristique nulle ou de 
ara
téristique p supérieure au poids de
µ/µ′, la 
omultipli
ation S gµ/µ′(M)→M⊗d est inje
tive, don
 φµ/µ′ l'est également. Onobtient don
 une nouvelle des
ription des fon
teurs de S
hur :166



Proposition B.3.22. Soit M un A-module libre de type �ni. La 
omposée :
Sµ/µ′(M) →֒ S

gµ/µ′(M)
comult
−−−−→M⊗d

σµ/µ′

−−−→M⊗dinduit une surje
tion
Sµ/µ′(M)։ bµ/µ′ ◦ aµ/µ′(M

⊗d) .Si A est un anneau de 
ara
téristique nulle ou p > d, 
ette surje
tion est un isomor-phisme.Lemme B.3.23. Soit M un A-module libre de type �ni et µ/µ′ un diagramme gau
hede poids d. Il existe un morphisme ̺µ/µ′ faisant 
ommuter le diagramme :
Λµ/µ

′
(M)

��
Λµ/µ

′
(M) //

̺µ/µ′

00

M⊗d σ gµ/µ′

// M⊗d // S
gµ/µ′(M) // M⊗d σµ/µ′

// M⊗dDémonstration. Il nous faut montrer que la 
omposée horizontale fa
torise par
Λµ/µ

′
(M). Soit x un élément de Λµ/µ

′
(M). Son image par la 
omultipli
ation

Λµ/µ
′
(M) → M⊗d est de la forme : ∑σ∈Sµ/µ′

ǫ(σ)σ.m, ave
 m ∈ M⊗d. Si on note
G le groupe σµ/µ′ ·S gµ/µ′ · σ

−1
µ/µ′ , la 
omposée horizontale envoie don
 x sur l'élément :

∑

τ∈G

τ.


 ∑

σ∈Sµ/µ′

ǫ(σ)σ.m


 =

∑

τ∈G, σ∈Sµ/µ′

ǫ(σ)σ.σ−1.τ.σ.m

=
∑

σ∈Sµ/µ′

ǫ(σ)σ.

(
∑

τ∈G

σ−1.τ.σ.m

)
,qui est bien un élément de Λµ/µ

′
(M).Lemme B.3.24. Soit M un A-module libre de type �ni, µ un uplet de poids d, et soit

X = S,Λ. La 
omposée
Xµ(M)

comult
−−−−→M⊗d

mult
−−−→ Xµ(M)est égale à |Sµ| Id.
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Les 
omposées suivantes sont égales :
Λµ/µ

′ dµ/µ′

−−−→ S
gµ/µ′ → ⊗d

σµ/µ′

−−−→ ⊗d → Λµ/µ
′

→ ⊗d
σ gµ/µ′

−−−→ ⊗d → S
gµ/µ′ (B.5)

Λµ/µ
′ ̺µ/µ′

−−−→ Λµ/µ
′

→ ⊗d → Λµ/µ
′

→ ⊗d
σ gµ/µ′

−−−→ ⊗d → S
gµ/µ′ (B.6)

Λµ/µ
′ ̺µ/µ′

−−−→ Λµ/µ
′

→ ⊗d
×|Sµ/µ′ |
−−−−−→ ⊗d

σ gµ/µ′

−−−→ ⊗d → S
gµ/µ′ (B.7)

Λµ/µ
′ dµ/µ′

−−−→ S
gµ/µ′ → ⊗d

σµ/µ′

−−−→ ⊗d
×|Sµ/µ′ |
−−−−−→ ⊗d

σ gµ/µ′

−−−→ ⊗d → S
gµ/µ′ (B.8)

Λµ/µ
′ dµ/µ′

−−−→ S
gµ/µ′ → ⊗d → S

gµ/µ′ ×|Sµ/µ′ |
−−−−−→ S

gµ/µ′ (B.9)
Λµ/µ

′ dµ/µ′

−−−→ S
gµ/µ′

×|Sµ/µ′ |·|S gµ/µ′ |

−−−−−−−−−−→ S
gµ/µ′ (B.10)L'égalité entre la première et la deuxième résulte du lemme B.3.23, pour passer dela deuxième à la troisième on utilise le lemme B.3.24, pour passer de la quatrième à la
inquième on utilise σ−1

gµ/µ′
= σµ/µ′ et la dernière égalité provient à nouveau du lemmeB.3.24. On obtient alors les deux propositions suivantes (la deuxième proposition est latradu
tion de la première à l'aide du lemme B.3.21) :Proposition B.3.25. Soit A un anneau, µ/µ′ un diagramme gau
he de poids d, et Mun A-module libre de type �ni. Notons cµ/µ′ la 
omposée

cµ/µ′ := S
gµ/µ′(M)

comult
−−−−→M⊗d

σµ/µ′

−−−→M⊗d
mult
−−−→ Λµ/µ

′

(M) .Alors on a l'égalité :
dµ/µ′ ◦ cµ/µ′ ◦ dµ/µ′ = |Sµ/µ′ | |S gµ/µ′ | dµ/µ′ .En parti
ulier, si l'anneau A 
ontient Q ou est 
ara
téristique p > d, la restri
tion dumorphisme |Sµ/µ′ |

−1 |S gµ/µ′ |
−1 cµ/µ′ au sous-module de S
hur Sµ/µ′(M) est une se
tiondu morphisme stru
turel Λµ/µ

′
(M)։ Sµ/µ′(M).Proposition B.3.26. Soit A un anneau, µ/µ′ un diagramme gau
he de poids d, et Mun A-module libre de type �ni. Le morphisme bµ/µ′ ◦ aµ/µ′ : M⊗d →M⊗d véri�e :

(
bµ/µ′ ◦ aµ/µ′

)
◦
(
bµ/µ′ ◦ aµ/µ′

)
= |Sµ/µ′ | |S gµ/µ′ | bµ/µ′ ◦ aµ/µ′ .En parti
ulier, si l'anneau A 
ontient Q ou est 
ara
téristique p > d, le module de S
hur

Sµ/µ′(M) ≃ bµ/µ′ ◦ aµ/µ′(M
⊗d) est un fa
teur dire
t dans M⊗d.La proposition suivante est analogue à la proposition B.3.22, ave
 des hypothèseslégèrement di�érentes. Elle nous permet d'identi�er plusieurs formes de la symétrisationdes fon
teurs de S
hur en grande 
ara
téristique.168



Proposition B.3.27. Soit µ/µ′ un diagramme gau
he de poids d, et A un anneau
ontenant Q ou de 
ara
téristique p > d et M un Sd-module sur A. Alors le morphisme :
φµ/µ′ : MS gµ/µ′

N
−→M

S gµ/µ′ →֒M
σµ/µ′

−−−→Minduit un isomorphisme de l'image de
∂µ/µ′ : MaltSµ/µ′ →֒M

σ gµ/µ′

−−−→M ։MS gµ/µ′
.sur bµ/µ′ ◦ aµ/µ′(M).Démonstration. On pro
ède 
omme pour la proposition B.3.22. D'après les lemmes B.1.3et B.1.5, le morphisme

M ։MaltSµ/µ′

N1−−→MaltSµ/µ′
∂µ/µ′

−−−→M gµ/µ′
N2−−→M

gµ/µ′ →֒Mest égal à bµ/µ′ ◦ aµ/µ′ . Comme A est un anneau 
ontenant Q ou de 
ara
téristique
p > d, les normes N1 et N2 sont des isomorphismes. Ainsi φµ/µ′ est inje
tive et induitun isomorphisme de l'image de ∂µ/µ′ sur l'image de bµ/µ′ ◦ aµ/µ′ .
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Annexe CRésultats élémentaires d'algèbrehomologiqueC.1 FiltrationsC.1.1 Produits tensoriels de �ltrationsSoit A un anneau. Une �ltration 
roissante (positive) d'un A-moduleM est une suite
roissante de sous-modules (Mk)k≥0 de M tels que ⋃Mk = M . Posons M−1 = 0. Legradué du A-module �ltré M est dé�ni par la formule :
GrM =

⊕

k≥0

Mk/Mk−1 ,Dé�nition C.1.1. Soit A un anneau 
ommutatif, M,N deux A-modules munis de�ltrations 
roissantes (Mk)k≥0 et (Nk)k≥0. Le produit tensoriel des �ltrations (Mk), (Nk)est la �ltration (M ⊗N)k de M ⊗N dé�nie par :
(M ⊗N)k =

∑

k1+k2=k

Mk1 ⊗Nk2 .Remarque C.1.2. On peut dé�nir le produit tensoriel de n-�ltrations par une formuleanalogue. Le produit tensoriel de �ltrations est asso
iatif :
(Mk)⊗ (Nk)⊗ (Pk) ≃ [(Mk)⊗ (Nk)]⊗ (Pk) ≃ (Mk)⊗ [(Nk)⊗ (Pk)] .Lemme C.1.3. Soit A un anneau,M1,M2 deux sous-modules du A-moduleM et N1, N2des sous-modules de M1,M2. On a un isomorphisme :

(M1 +M2)/(M1 ∩M2 +N1 +N2) ≃M1/(M1 ∩M2 +N1)⊕M2/(M1 ∩M2 +N2) .
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Démonstration. On a un diagramme 
ommutatif :
M1/(M1 ∩M2 +N1)⊕
M2/(M1 ∩M2 +N2)

(M1 +M2)

(M1 ∩M2 +N1 +N2)

M1 ∩M2
� � j1−j2 // M1 ⊕M2

+ // //

OOOO

M1 +M2

OOOO

M1 ∩M2
� � i1−i2 // M1 ∩M2 +N1⊕

M1 ∩M2 +N2

?�

OO

+ // // M1 ∩M2 +N1 +N2 .
?�

OO

Les lignes et les 
olonnes sont exa
tes et une 
hasse dans le diagramme produit l'iso-morphisme voulu.Lemme C.1.4. Soit A un anneau 
ommutatif, M,N deux A-modules munis de �ltra-tions 
roissantes (Mk)k≥0 et (Nk)k≥0. Supposons que les gradués GrM et GrN sontproje
tifs, alors pour tous indi
es (i1, i2, j1, j2) on a :
Mi1 ⊗Nj1 ∩Mi2 ⊗Nj2 = Mmin(i1,i2) ⊗Nmin(j1,j2) .Démonstration. Supposons i1 < i2 et j1 > j2 (les autres 
as sont triviaux). Pour tout

k Mk/Mk−1 est proje
tif, on a don
 un isomorphisme Mk ≃ Mk/Mk−1 ⊕Mk−1. Ainsi
Mi1 admet un supplémentaire Mi1,i2 dansMi2 . De même, Nj2 admet un supplémentaire
Nj2,j1 dans Nj1 . On a don
 :

Mi2 ⊗Nj1 = (Mi1,i2 ⊗Nj2,j1)⊕ (Mi1 ⊗Nj2,j1)⊕ (Mi1 ⊗Nj2)⊕ (Mi1,i2 ⊗Nj2) .Soit x ∈ Mi2 ⊗ Nj1 , x se dé
ompose de manière unique en x1 + x2 + x3 + x4 où les
xi sont dans les A-modules du membre de droite. Si x ∈ Mi1 ⊗ Nj1 ∩Mi2 ⊗ Nj2 alors
x1 = x2 = x4 = 0, don
 x ∈Mi1 ⊗Nj2 .Proposition C.1.5. Soit A un anneau 
ommutatif, M,N deux A-modules munis de�ltrations 
roissantes (Mk)k≥0 et (Nk)k≥0 dont les gradués GrM et GrN sont proje
tifs.Les quotients su

essifs du produit tensoriel des �ltrations sont donnés par la formule :

(M ⊗N)k/(M ⊗N)k−1 ≃
⊕

k1+k2=k

Mk1/Mk1−1 ⊗Mk2/Mk2−1 .Démonstration. Soit k ≥ 1 �xé. On pro
ède par ré
urren
e l'indi
e i des 
ouples Mi ⊗
Mk−i. Si i = 0, M0 est proje
tif (
'est un fa
teur dire
t du gradué de M), on a don
une suite exa
te 
ourte

M0 ⊗Mk−1 →֒M0 ⊗Mk ։M0 ⊗Mk/Mk−1 .Supposons maintenant que l'on a une suite exa
te 
ourte :
i∑

j=0

Mj ⊗Mk−j−1 →֒
i∑

j=0

Mj ⊗Mk−j ։

i⊕

j=0

Mj/Mj−1 ⊗Mk−j/Mk−j−1 .171



Nous allons montrer la suite reste exa
te si on rempla
e i par i+ 1. Posons :
F1 = Mi+1 ⊗Mk−i−2 G1 = Mi+1 ⊗Mk−i−1

F2 =

i∑

j=0

Mj ⊗Mk−j−1 G2 =

i∑

j=0

Mj ⊗Mk−jOn a G1 ∩G2 = Mi ⊗Mk−i−1 d'après le lemme C.1.4. On a don
 :
G1/(G1 ∩G2 + F1) = Mi+1/Mi ⊗Mk−i−1/Mk−i−2 ,

G2/(G1 ∩G2 + F2) = G2/F2 =

i⊕

j=0

Mj/Mj−1 ⊗Mk−j/Mk−j−1 .En appliquant le lemme C.1.3, on obtient que la suite exa
te est valable pour i+ 1. Parré
urren
e (�nie), on a l'expression de (M ⊗N)k/(M ⊗N)k−1.Corollaire C.1.6. Soit A un anneau 
ommutatif, M0, . . . ,Mn des A-modules munisde �ltrations 
roissantes (M i
k)k≥0 dont les gradués GrM i sont proje
tifs. Le gradué duproduit tensoriel des �ltrations est isomorphe au produit tensoriel des gradués des �ltra-tions :

Gr(M0 ⊗ · · · ⊗Mn) ≃ GrM0 ⊗ · · · ⊗GrMn .C.1.2 Présentations des modules �ltrésLemme C.1.7. Si l'on dispose d'un diagramme 
ommutatif de A-modules :
R
χ

��

R′

χ′
��

ψ

sshhhhhhhhhhhhhhhhh

G
φ��

G′

��
φ′

wwoooooooo

0 // M //

��

M ′ p
// M ′/M //

��

0

0 0dont les lignes et les 
olonnes sont exa
tes, alors on a une suite exa
te :
R′

+ //
−

##HH
HH

HH
H G′

))TTTTTT

⊕ ⊕ M ′ // 0

R // G

55jjjjjjDémonstration. Le morphisme G ⊕ G′ → M , g + g′ 7→ φ(g) + φ′(g′) est surje
tif. Ene�et, soit m ∈M ′. Il existe g′ ∈ G′ tel que p(m) = p ◦ φ′(g′). Par exa
titude de la ligne,
m− φ′(g′) ∈M , et il existe don
 g ∈ G tel que φ(g) = m− φ′(g′).La suite est exa
te en G ⊕ G′. En e�et, soit g + g′ tel que φ(g) + φ′(g′) = 0. Alors
p◦φ′(g′) = −p◦φ(g) = 0 et par exa
titude de la deuxième 
olonne il existe don
 r′ ∈ R′tel que χ′(r′) = g′. On a alors :

φ(g + ψ(r′)) = φ(g) + φ(ψ(r′)) = φ(g) + φ′(χ′(r′)) = φ(g) + φ′(g′) = 0 .172



Par exa
titude de la première 
olonne, il existe don
 r ∈ R tel que g+ψ(r′) = χ(r). Ona don
 g + g′ = χ(r)− ψ(r′) + χ(r′), 
e qui démontre l'exa
titude en G⊕G′.Proposition C.1.8. Soit 0 = M−1 ⊂ M0 ⊂ · · · ⊂Mm = M un A-module �ltré tel quepour 
haque k on a une présentation du k-ème quotient : Rk χk−→ Gk ։Mk/Mk−1.Supposons pour tout k il existe deux morphismes φk et ψk tels que le diagrammesuivant 
ommute :
Rk

χk

��ψkttjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

⊕
i<kGi

⊕φi

��

Gk

��φkyyttttttttttt

Mk−1
// Mk

// Mk/Mk−1 .Alors on a une présentation de M donnée par :
⊕

1≤i≤n

Ri
χ
−−→

⊕

1≤i≤n

Gi
⊕φi
−−−→Moù l'image de ri ∈ Ri par χ est donnée par la formule : χ(ri) = χi(ri)− ψi(ri).Démonstration. On démontre la proposition par ré
urren
e sur la longueur m de la�ltration. Si m = 0, il n'y a rien à démontrer. Si la proposition est vraie pour une�ltration de longueur m−1, on applique le lemme pré
édent en remplaçant R→ G։Mpar la présentation deMm−1 obtenue par hypothèse de ré
urren
e, et R′ → G′ ։M ′/Mpar la présentation de Mm/Mm−1 fournie par hypothèse de la proposition. On obtientalors le résultat pour la �ltration de longueur m.C.2 Suites spe
trales hyper
ohomologiquesC.2.1 Conventions de notationSoit C•,• un double 
omplexe. On représente C•,• sous la forme d'un diagramme
ommutatif :

Cp−1,q+1 // Cp,q+1 // Cp+1,q+1

Cp−1,q //

OO

Cp,q //

OO

Cp+1,q

OO

Cp−1,q−1 //

OO

Cp,q−1 //

OO

Cp+1,q−1

OOLa p-ème 
olonne du double 
omplexe est don
 
onstituée des objets Cp,∗ et la q-èmeligne est 
onstituée des objets C∗,q.De même, si (E∗,∗r , dr)r≥0 est une suite spe
trale, le premier indi
e indique les 
o-lonnes et le deuxième les lignes. Ainsi, les objets de la p-ème 
olonne de la page r sontles Ep,∗r , les objets de la q-ème ligne sont les E∗,qr .173



C.2.2 Suites spe
trales d'un double 
omplexesuite spe
trale !d'un double 
omplexe Soit (C•,•, d, δ) un double 
omplexe dans une
atégorie abélienne, où d désigne la di�érentielle verti
ale et δ la di�érentielle horizontale.Le 
omplexe total Tot(C)• est le 
omplexe dé�ni par les formules :
Tot(C)k =

⊕

i+j=k

Ci,j , dTot(x) = d(x) + (−1)pδ(x) si x ∈ Cp,q .Le double 
omplexe dispose d'une �ltration (Fi)i≥0 transverse aux lignes : Fi0 =⊕
i≥i0

⊕
j∈N Ci,j, qui induit une �ltration du 
omplexe total.

F2

310 2 p

q

F1

Cp,q

Fig. C.1 � La �ltration (Fi)i≥0Théorème C.2.1. [32, Th 2.15 P. 48℄ Soit C•,• un double 
omplexe. La �ltration trans-verse aux lignes Fi0 =
⊕

i≥i0

⊕
j∈N Ci,j induit une suite spe
trale (E∗,∗r , dr)r≥1 véri�ant :(1) La di�érentielle di est de bidegré (i, 1 − i).(2) La première page est donnée par les formules :

Ep,q1 = Hq(Cp,∗) , dp,q1 = Hq(δ) .(3) Si Cp,q = 0 dès que p < 0 ou q < 0, La suite spe
trale Er 
onverge vers le graduéde la 
ohomologie du 
omplexe total :
Ei,j∞ = FiH

i+j(Tot(C)•)/Fi+1H
i+j(Tot(C)•) .Remarque C.2.2. En 
hoisissant la �ltration (F ′i )i≥0 transverse aux 
olonnes, on ob-tient une autre suite spe
trale E′p,qr , dr, dont la deuxième page est donnée par E′p,q2 =

Hq
dH

p
δ (C), dont la i-ème di�érentielle di est de degré (1 − i, i) et qui 
onverge vers legradué de l'homologie du 
omplexe total si le 
omplexe C•,• est premier quadrant.
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C.2.3 Suites spe
trales hyper
ohomologiquessuite spe
trale !hyper
ohomologique Soit A une 
atégorie abélienne. Un 
omplexe C•positif de A est un 
omplexe de A tel que Ci = 0 dès que i < 0 :
0→ C0 → C1 → · · · → Cn → . . .Si A est un objet de A qui admet une résolution proje
tive P•, on peut former lebi
omplexe HomA(P•, C

•). Les deux suites spe
trales de premier quadrant asso
iées à
e bi
omplexe sont appelées suites spe
trales hyper
ohomologiques.Dé�nition-Théorème C.2.3. [14, p. 18℄ Soit A une 
atégorie abélienne ave
 assez deproje
tifs. A tout objet A de A et tout 
omplexe positif (C•, δ), on peut asso
ier deuxsuites spe
trales de premier quadrant (Ir, Idr)r≥1 et (IIr, IIdr)r≥2, appelées respe
tive-ment première et deuxième suite spe
trale hyper
ohomologique, véri�ant :(1) La di�érentielle Idr de la première suite spe
trale hyper
ohomologique est de bidegré
(1− r, r) : Id

s,t
r : Is,tr → Is+1−r,t+r

r .(1') La première page de la première suite spe
trale hyper
ohomologique est donnée parles formules :
Is,t1 = ExtsA(A, Ct) , ds,t1 = ExtsA(A, δt) .(2) La di�érentielle IIdr de la deuxième suite spe
trale hyper
ohomologique est de bi-degré (r, 1 − r) : IId
s,t
r : IIs,tr → IIs+r,t+1−r

r .(2') La deuxième page de la deuxième suite spe
trale hyper
ohomologique est donnéepar la formule :
IIs,t2 = ExtsA(A,Ht(C•)) ,et la di�érentielle IId

s,t
2 : ExtsA(A,Ht(C•))→ Exts+2

A (A,Ht−1(C•)) est donnée parle produit de Yoneda ave
 la 
lasse de l'extension :
0→ Ht−1(C•)→ Ct−1/Im δt−2 → Ker δt → Ht(C•)→ 0 .(3) Les deux suites spe
trales hyper
ohomologiques 
onvergent vers le même aboutis-sant.Corollaire C.2.4. Soit C un objet admettant une résolution �nie C• par des objets Civéri�ant Ext∗A(A, Ci) = 0 pour ∗ > 0. Alors la suite :

0→ Ext∗A(A, CN )→ · · · → Ext∗A(A, C0)→ Ext∗A(A,C)→ 0est exa
te. En parti
ulier, Ext∗A(A,C) = 0 pour ∗ > 0.Corollaire C.2.5. Soit C un objet admettant une résolution �nie C•. Supposons que le
omplexe Ext∗A(A, C•) est exa
t, sauf au terme d'indi
e 0. Alors le 
omplexe suivant estexa
t :
0→ Ext∗A(A, CN )→ · · · → Ext∗A(A, C0)→ Ext∗A(A,C)→ 0 .175



Annexe DCohomologie rationnelle de GLnD.1 S
hémas en groupes a�nes et 
ohomologie rationnelleDans 
ette partie, nous rappelons la dé�nition et quelques propriétés des s
hémas engroupes a�nes et de la 
ohomologie rationnelle. Nous prenons pour référen
e les livres[24℄ et [45℄. 
ohomologie !rationnelleD.1.1 S
hémas en groupes a�nesRappelons que les anneaux sont toujours supposés unitaires. Soit A un anneau 
om-mutatif. Une A-algèbre A est un anneau A muni d'un morphisme d'anneaux A → A.Une algèbre est don
 toujours supposée unitaire.Dé�nition D.1.1. Soit A un anneau 
ommutatif. Un s
héma en groupes a�ne algé-brique G sur A est un fon
teur représentable
G : {A-alg. 
omm. type �ni} {Gpes}de la 
atégorie des A-algèbres 
ommutatives de type �ni dans la 
atégorie des groupes.Un morphisme de s
hémas est une transformation naturelle entre de tels fon
teurs.Soit G un s
héma en groupes a�ne algébrique. On appelle algèbre des 
oordonnéesde G la A-algèbre 
ommutative de type �ni A[G] qui représente G. Le fait que G soit unfon
teur vers les groupes et non pas simplement vers les ensembles induit sur l'algèbre

A[G] une stru
ture d'algèbre de Hopf 
ommutative (non graduée) sur A [24, p. 21℄.D'après le lemme de Yoneda, on a une équivalen
e de 
atégories
{A-alg Hopf 
omm. de type �ni}op  {s
hémas en groupes a�. alg.} .Remarque D.1.2. L'expression � s
héma en groupes a�ne algébrique � est une expression
omposée de la manière suivante. Un s
héma a�ne sur A est fon
teur représentable dela 
atégorie des A-algèbres 
ommutatives (non né
essairement de type �ni) dans la
atégorie des ensembles. Le terme � en groupes � signi�e que le fon
teur est à valeursdans la 
atégorie des groupes. En�n, le terme � algébrique � indique que le s
héma estreprésenté par une algèbre de type �ni. 176



Exemple D.1.3. Soit A un anneau 
ommutatif. G = GLn/A est le s
héma représentépar l'algèbre
A[GLn] := A[xi,j, t]1≤i,j≤n

/
det[xi,j]t− 1 ,ave
 le 
oproduit ∆ donné par les formules :

∆(xi,j) =
n∑

k=1

xi,k ⊗ xk,j , ∆(t) = t⊗ t ,antipode χ donné par les formules de Cramer :
χ(xi,j) = (−1)ijtAi,j , χ(t) = det[xi,j]où Ai,j désigne le mineur d'indi
e (i, j) de la matri
e [xi,j ], et augmentation ǫ donnéepar les formules :

ǫ(t) = 1 ǫ(xi,j) = 0 si i 6= j ǫ(xi,j) = 1 si i = j.D.1.2 Exemple : les groupes algébriques de matri
esLa référen
e pour 
e paragraphe sur les groupes algébriques de matri
es est [45,
hap. 4℄. Soit K un 
orps algébriquement 
los. La topologie de Zariski sur Mn(K) est latopologie dont les fermés sont les lieux de zéros de polyn�mes sur Mn(K).Dé�nition D.1.4. [45, p. 29℄ Un groupe algébrique de matri
es sur K est un sous-groupe
GK de SLn,K fermé pour la topologie de Zariski sur Mn(K).En d'autres termes, un groupe algébrique de matri
es est un sous-groupe de SLn,Kdé�ni par des équations polynomiales.Si GK est un groupe algébrique de matri
es, l'ensemble des polyn�mes deK[xi,j ]1≤i,j≤n qui s'annule sur GK forme un idéal I(GK) de l'algèbre K[xi,j ]1≤i,j≤n. L'al-gèbre des 
oordonnées de GK est l'algèbre quotient :K[GK] := K[xi,j ]1≤i,j≤n

/
I(GK) .Notons m et ι la multipli
ation et l'inversion de GK. L'algèbre des 
oordonnées K[GK]est munie d'un stru
ture d'algèbre de Hopf 
ommutative de type �ni grâ
e à la 
omul-tipli
ation : K[GK] → K[GK]⊗ K[GK]

f 7→ f ◦met à l'antipode : K[GK] → K[GK]
f 7→ f ◦ ι .L'algèbre de Hopf K[GK] possède en
ore une propriété supplémentaire : elle est réduite,
'est-à-dire qu'elle n'a pas d'éléments nilpotents autres que 0.177



Dé�nition D.1.5. Un s
héma en groupe a�ne algébrique est réduit s'il est représentépar une algèbre réduite.Proposition D.1.6. [45, �4.4 et 4.5℄ Soit K un 
orps algébriquement 
los. Soit GK ungroupe algébrique de matri
es. L'algèbre des 
oordonnées de GK dé�nit un s
héma engroupes a�ne algébrique réduit noté G tel que G(K) = GK.Ré
iproquement, soit G un s
héma en groupes a�ne algébrique et réduit sur K. Alors
G est représenté par l'algèbre des 
oordonnées d'un groupe algébrique de matri
es.Remarque D.1.7. Pour les groupes de matri
es 
lassiques, tels que le groupe linéaire,on a deux notations : GLn/A désigne le s
héma en groupes sur A et GLn,K désigne legroupe algébrique de matri
es.D.1.3 Représentation des s
hémas en groupes a�nes algébriquesSoit A un anneau 
ommutatif. Si M est un A-module, on note GL(M) le fon
teur

{A-alg. 
omm. type �ni}  {Gpes}
A 7→ EndA(M ⊗A)×qui à une A-algèbre de type �ni A asso
ie le groupe des endomorphismes inversiblesdu A-module M ⊗ A. Si M = An, GL(M) est un fon
teur représentable : on a unisomorphisme GL(M) ≃ GLn [24, p. 20℄.Dé�nition D.1.8. [24, p. 25℄ Soient A un anneau 
ommutatif et G un s
héma engroupes a�ne algébrique sur A. Une représentation M de G est un A-module M munid'un transformation naturelle de fon
teurs G→ GL(M). Un morphisme de représenta-tions de G est une appli
ation A-linéaire f : M → M ′ telle que pour toute A-algèbre
ommutative de type �ni A, l'appli
ation f ⊗A est G(A)-équivariante.Si G est un s
héma en groupes a�ne algébrique, alors G(A[G]) = EndA−alg(A[G])agit sur M ⊗A[G]. On note ∆M l'appli
ation A-linéaire :

∆M : M → M ⊗A[G]
m 7→ IdA[G](m⊗ 1)L'appli
ation ∆M fait deM un 
omodule sur l'algèbre de HopfA[G], et 
ette stru
ture de
omodule détermine 
omplètement le G-moduleM [24, p. 27℄. On a don
 une équivalen
ede 
atégories :

{G-modules} {A[G]-
omodules} .Exemple D.1.9. Soient K un 
orps algébriquement 
los, r un entier positif et GK unsous-groupe algébrique de matri
es de Mr(K).Une a
tion du groupe algébrique GK sur un K-espa
e ve
toriel M est une a
tion dugroupe GK sur M telle que pour tout m ∈M il existe un polyn�me Pm(xi,j)1≤i,j≤r sur
Mr(K) tel que pour tout g ∈ G on a g.m = Pm(g).Se donner une a
tion du groupe algébrique GK revient à se donner une stru
ture deK[GK]-
omodule sur M , 
'est-à-dire une a
tion sur M du s
héma G asso
ié à GK.178



D.1.4 Points �xes rationnels et 
ohomologie rationnelleDé�nition D.1.10. Soient A un anneau 
ommutatif, G un s
héma en groupes a�nealgébrique sur A et M un G-module. Les points �xes rationnels de M sous l'a
tion de
G sont les éléments du sous-module MG dé�ni par :

MG = {m ∈M |g(m ⊗ 1) = m⊗ 1 ∀g ∈ G(A) ,∀A} .Les points �xes rationnels du A-module M sous l'a
tion de G sont don
 en généraldi�érents des points �xes de M sous l'a
tion du groupe G(A). Néanmoins, si A = K estun 
orps algébriquement 
los, si GK est un groupe algébrique de matri
es et si G est les
héma en groupes asso
ié, alors le nullstellensatz implique que :
MG = MG(K) = MGK .Dé�nition D.1.11. Un s
héma en groupes a�ne algébrique est plat si son algèbre des
oordonnées est un A-module plat.Proposition D.1.12. [24, �4.2 p. 50℄ Soit G un s
héma en groupes a�ne algébriqueplat. La 
atégorie des G-modules est une 
atégorie abélienne qui a assez d'inje
tifs.Dé�nition-Proposition D.1.13. [24, p. 21 et p. 50℄ Soit A un anneau 
ommutatif et

G un s
héma en groupes a�ne algébrique plat sur A. Le fon
teur des points �xes
−G : {G-mod} {A-mod}est exa
t à gau
he. Ses fon
teurs dérivés forment la 
ohomologie rationnelle de G :
Hn

rat(G,−) = Rn(−G) .On a un isomorphisme de fon
teurs : −G ≃ HomG(A,−), où A est muni d'unestru
ture de G-module trivial. Par 
onséquent, la 
ohomologie rationnelle de G peut seréé
rire sous la forme :
H∗rat(G,−) = Ext∗G(A,−) .La proposition suivante donne don
 un analogue dans le 
adre de la 
ohomologie ra-tionnelle de la proposition 4.2.5 du 
hapitre 4, qui fait le lien entre la 
ohomologie desbifon
teurs séparables et les extensions de fon
teurs à une variable.Proposition D.1.14. [24, p. 51℄ Soient M,N, V des G-modules. Supposons que V estun A-module proje
tif de type �ni. On a un isomorphisme, naturel en M,V,N :

Ext∗G(M,V ∨ ⊗N) ≃ Ext∗G(M ⊗ V,N) .

179



D.1.5 Changement de baseSoient A un anneau 
ommutatif, A′ une A-algèbre de type �ni, G un s
héma engroupes a�ne algébrique sur A et M un G-module. Le fon
teur des A′-algèbres 
ommu-tatives de type �ni vers les groupes représenté par l'algèbre A[G] ⊗A A
′ est noté G/A′.Le A′-module M ⊗A′ est muni d'une a
tion de G/A′. Les 
ohomologies rationnelles de

G et de G/A′ sont reliées par un théorème de 
oe�
ients universels :Théorème D.1.15. [24, I.4.18℄ Soient A un anneau de Dedekind, A′ une A-algèbre detype �ni et G un groupe algébrique sur A. Pour tout G-module M libre de rang �ni ettout i ≥ 0 on a une suite exa
te 
ourte de A′-modules :
0→ H i(G,M) ⊗A′ → H i(G/A′,M ⊗A′)→ TorA(H i+1(G,M), A′)→ 0 .D.2 Cohomologie rationnelle de GLnSoit A un anneau 
ommutatif. Dans 
e paragraphe, nous nous restreignons au 
asdu s
héma en groupes GLn/A. Le A-module libre An est muni d'une a
tion de GLn/A.On en déduit une a
tion de GLn/A sur l'anneau des polyn�mes sur An⊕r ⊕ An∨⊕q.Dans la suite, nous donnons quelques énon
és sur la 
ohomologie rationnelle de GLn/Aà 
oe�
ients 
et anneau.D.2.1 Une �ltration de S∗(An∨⊕r ⊕ An⊕q)Proposition D.2.1. Soit A un anneau 
ommutatif et λ, µ des partitions. On a :

H∗rat(GLn/A, Sλ(A
n∨)⊗ Sµ(A

n)) = 0 pour ∗ > 0.Démonstration. Le résultat est vrai pour A = Z d'après [24, II.B4℄. Le théorème des
oe�
ients universels donne le résultat pour tout A.Corollaire D.2.2. Soit A un anneau 
ommutatif. Si un GLn/A-module M admet une�ltration dont le gradué est une somme dire
te de modules du type Sλ(An∨) ⊗ Sµ(An),alors
H∗rat(GLn/A,M) = 0 pour ∗ > 0.Sur C on a [19, p. 225℄ une dé
omposition du produit tensoriel de deux modules deS
hur en une somme dire
te de modules de S
hur :

Sλ(V )⊗ Sµ(V ) =
⊕

νpartition c(λ, µ, ν)Sν(V ) .où les 
oe�
ients entiers c(λ, µ, ν) sont donnés par la règle de Littlewood-Ri
hardson[19, p. 456℄. Cette situation n'est plus valable sur un anneau quel
onque. Par exemple,sur C on a
V ⊗ V = S(2)(V )⊕ S(1,1)(V ) = Λ2(V )⊕ S2(V ) ,mais en 
ara
téristique 2, Λ2(V ) = S(2)(V ) n'est plus fa
teur dire
t de V ⊗ V . On peutnéanmoins généraliser 
e résultat à une �ltration près :180



Théorème D.2.3. [6℄ Soit A un anneau 
ommutatif et λ, µ deux partitions. Il existeune �ltration du produit tensoriel Sλ⊗Sµ des fon
teurs de S
hur Sλ et Sµ dont le graduéest isomorphe à la somme dire
te :
Gr (Sλ ⊗ Sµ) =

⊕

ν partition c(λ, µ, ν)Sν ,où les 
oe�
ients entiers c(λ, µ, ν) sont donnés par la règle de Littlewood-Ri
hardson.Corollaire D.2.4. Le GLn/A-module S∗(An∨⊕r ⊕ An⊕q) admet une �ltration dont legradué est une somme dire
te de modules du type Sλ(An∨)⊗ Sµ(An).Corollaire D.2.5. Soit A un anneau 
ommutatif. On a :(i) H∗rat(GLn/A, Sµ(An∨)⊗ Sλ(An)) = 0 si ∗ > 0 .(ii) (S∗(An∨⊕r ⊕An⊕q))
GLn/A = (S∗(Zn∨⊕r ⊕ Zn⊕q)GLn/Z ⊗A .D.2.2 Le théorème fondamental pour GLnSoit A un anneau 
ommutatif et V un A-module libre de rang �ni. Notons A[V ⊕r⊕

V ∨⊕q] l'algèbre des polyn�mes sur V ⊕r⊕V ∨⊕q à 
oe�
ients dans A. Le groupe GL(V )agit sur A[V ⊕r ⊕ V ∨⊕q] par automorphismes d'algèbres de la manière usuelle : si P estun polyn�me alors g.P est donné par :
(g.P )(x1, . . . , xr, f1, . . . , fq) := P (g(x1), . . . , g(xr), f1 ◦ g

−1, . . . fq ◦ g
−1) .Les 
ontra
tions sont les polyn�mes (i|j) homogènes de degré 2, dé�nis par la formule :

(i|j)(x1, . . . , xr, f1, . . . , fq) := fj(xi) .Les 
ontra
tions sont invariantes sous l'a
tion du groupe GL(V ).Théorème D.2.6. [27, p. 16℄ Soit K un 
orps algébriquement 
los et V un K-espa
eve
toriel de dimension �nie. L'anneau des invariants de K[V ⊕r⊕V ∨⊕q] sous l'a
tion de
GL(V ) est l'anneau engendré par les 
ontra
tions :K[V ⊕r ⊕ V ∨⊕q]GL(V ) = K[(i|j), i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , q] .Corollaire D.2.7. Soit V un A-module libre de rang n. L'anneau des invariants
A[V ⊕r ⊕ V ∨⊕q]GLn/A est l'anneau engendré par les 
ontra
tions :

A[V ⊕r ⊕ V ∨⊕q]GLn/A = A[(i|j), i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , q] .Démonstration. D'après le 
orollaire D.2.5(ii), il su�t de démontrer le résultat pour A =Z. Soit BZ la sous-algèbre de AZ = Z[V ⊕r⊕V ∨⊕q]GLn/Z engendrée par les 
ontra
tions.
BZ est un Z-module libre gradué par le degré des polyn�mes, et 
haque BiZ est un Zmodule libre de type �ni. D'après le théorème des fa
teurs invariants on peut trouverune base (aj)j=1..n de AiZ et des entiers (dj)j=1..k tels que ((djaj)j=1..k) soit une basede BiZ. 181



Appliquons le théorème fondamental D.2.6 et le 
orollaire D.2.5 : l'in
lusion BiZ ⊂ AiZinduit un isomorphisme : AiZ ⊗ K = BiZ ⊗ K. Pour K = C 
e
i implique k = n. PourK = F̃p la 
l�ture algébrique de Fp, 
e
i implique qu'au
un dj n'est divisible par p. Les
oe�
ients dj sont don
 tous égaux à 1 ou −1. Ainsi on a l'égalité BiZ = AiZ.
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Résumé : Le but de 
ette thèse est d'obtenir des résultats sur la 
ohomologie rationnelledu groupe linéaire. Nous attaquons 
e problème en le transposant dans la 
atégorie desbifon
teurs polynomiaux, dans laquelle les 
al
uls sont plus aisés.Nous rappelons dans un premier temps la stru
ture de la 
atégorie des bifon
teurspolynomiaux sur un anneau 
ommutatif quel
onque. Nous démontrons que la 
ohomo-logie des bifon
teurs 
al
ule la 
ohomologie rationnelle du groupe linéaire sur un anneauquel
onque (
e résultat n'était auparavant 
onnu que sur un 
orps). Puis nous dévelop-pons des te
hniques générales pour le 
al
ul de la 
ohomologie des bifon
teurs. Nousintroduisons notamment de nouveaux outils e�
a
es pour étudier la torsion de Frobe-nius en 
ara
téristique p. En�n, nous appliquons 
es méthodes à des familles expli
itesde bifon
teurs. Nous obtenons ainsi de nouveaux résultats (par exemple des séries dePoin
aré) sur la 
ohomologie rationnelle à valeur dans des représentations 
lassiques,telles que les puissan
es symétriques et divisées des twists de l'algèbre de Lie du groupelinéaire.Mots 
lés : fon
teurs polynomiaux, 
ohomologie des fon
teurs, 
ohomologie rationnelle,groupe linéaire, fon
teurs de S
hur, torsion de Frobenius, suite spe
trale.Summary : This thesis aims at obtaining information about the rational 
ohomologyof the general linear group. To ta
kle this problem, we transpose it in the 
ategory ofpolynomial bifun
tors. Indeed, 
omputations are easier in this framework.We �rst re
all the stru
ture of the 
ategory of polynomial bifun
tors over an ar-bitrary 
ommutative ring. We show that bifun
tor 
ohomology 
omputes the rational
ohomology of the general linear group (this result was previously know over a �eldonly). Then, we develop te
hniques to 
ompute bifun
tor 
ohomology. We introdu
enew e�e
tive tools to study Frobenius twists in 
hara
teristi
 p. Finally, we apply thesemethods to expli
it families of bifun
tors. In this way, we obtain new results (su
h asPoin
aré series) for rational 
ohomology with values in 
lassi
al representations, su
h assymmetri
 and divided powers of the twisted Lie algebra of the general linear group.Key words : polynomial fun
tors, fun
tor 
ohomology, rational 
ohomology, generallinear group, S
hur fun
tors, Frobenius twist, spe
tral sequen
e.
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