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NOTATIONS PRINCIPALES






Dans toute cette thése, toute constante qui ne dépend que de la dimension de I’espace n et de la régularité o
de V,ug est notée A pour simplifier.
_ 2 2
< = Z axj Z axj

i<k >k
g = (_§17 1y} _§k7£k+17 7571)
VseR, J'=(1-A)?? A= Z(’“),f étant le Laplacien,

k=1
S’il y a nécessité de préciser la variable par rapport a laquelle on dérive, on notera

Jy=(1- Ay)s/ % siI’on dérive par rapport 2 la variable y.

j=n
la] = Zaj si a € N,

AF = (AF,,..,AF,) et VF = (VF,,..,.VE,) si F=(F,.. F,)
< (R™) désigne I’espace de Schwartz,
4 ou .Z(u) désigne la transformée de Fourier de u,
SiseR, H(R") = {u e ' (R"); (1 + |¢[*)**a € L*(R")} désigne ’espace de Sobolev,
[ell s ey = llulls -

— Classes de symboles de Hérmander : Sim € Ret~,d € [0, 1],

mo_ {a € C™(R*");Va, 8 € N", |a§afa(a:,§)\ < Aa7ﬁ<§>_7|m+5\a|+m}'

V7,6

— Si p est un réel positif, C?(R") désigne la classe de Holder, autrement dit, u est dans C?(R") si
u € Cl(R") et si,
Va € N |a| < [o], 0% € L= (R"),
et 3C € R, ¥(z,y) € R" x R", [0%(z) — 0%u(y)| < Clz — y|o~1¢.
— OpS désigne I’ensemble des opérateurs pseudodifférentiels dont le symbole appartient a la classe S.
—SiQ, = u+10,1", u € Z™, on pose

LA = sup [ Fll2 @) »
,LLGZ"

IHf\Hl— sup || fllz2(@)

: cube de cOtél

1
[[|ul[|7 = sup (/ [z — x,) (a:,t)|2dxdt> :
HE A Rn

1
140 2
|ull|7.09.00 = sup (/ IVoo(r — o1z,)” 20u(:c,t)|2dxdt) :
R?’L

HEL™
En particulier, on a
ulllrsa = [[|ulllr

1
T 2
lulllreo = sup ( / ) / |u<x,t>\2dxdt> — sup [[ullz_rmean = Il ry
- W

PEZ™ PEZ™



Nr(u) = jélzg (/_Z /n |{(z — :1cu>2u(:1:,t)|2d:1:d7f)é ,

1
T 2
el = 3 ( L./ |u<x,t>12dasdt) = " e -rapean) = Nullgizzunt-2imy-
- w

WELT WEL™

La norme ci-dessus est la norme duale de |||u/|||7,co-
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Considérons I’équation
Owu = iAu + F(u, V,u,u, V, ) (1)

Dépuis un demi-siécle le probleme de Cauchy local dans H*(R") pour s > n + 1 associé aux équations

de type (1) pour une donnée initiale u(z,0) = ug a été étudiée dans de nombreux travaux. Ci-dessous, nous
présentons une selection non exhautive de travaux réalisés qui sont en partie généralisés par les résultats
énoncés dans cette these et qui donnent une idée des différentes directions explorées autour des équations

de type (1).

Pour commencer, on s’intéresse a un article de M. Tsutsumi et I. Fukuda, [71] , dans lequel il est prouvé
que ce probleme de Cauchy est bien posé dans le casn = 1 et

F(u, Vu, @, Vi) = 0, (|u|*u).

S. Klainerman, dans [38], donne le résultat dans le cas n > 1 et F' indépendante de V ,u, et, S. Klainerman et
G. Ponce dans [39] ainsi que J. Shatah dans [61] obtiennent le résulat dans le cas n > 1 et F' € C>°(C*"*2)
telle que, pour tout j € [1,n], O, ;[ et O, I sont réelles.
Ces trois derniers résultats sont obtenus sans utiliser d’effet régularisant.

Dans le cas particulier ou

F(u, Vu,u, Vi) = by (z).V,u + be(2)V, 0 + F(x,t),

I’équation étudiée devenant linéaire, le caractére bien posé dans H*(R"™) pour s > 1 et by = 0 a été étudié
dans de nombreux travaux comme par exemple [16], [26], [30], [49] et [78]. Ce qui est remarquable, c’est
que dans ce cas, une condition nécessaire et une condition suffisante ont respectivement été démontrées
dans [ ?] et [ ?]. Le lien avec le cas non linéaire est qu’en utilisant par exemple la formule de J.M. Bony
(Voir [ ?]) pour linéariser F'(u, Vu,w, Vu), on remarque que le coefficient de V,u, en t = 0, vérifie cette
condition nécessaire pour les trois non linéarités citées précédemment, dans le cas n = 1 et

F(u, Vu,w, V) = 0,(|ulfu),

dans le cas n > 1 et F' indépendante de Vu ou F' € C*°(C*"*?) telle que, pour tout j € [1,n], Oya,. F et
Oz ul’ sont réelles.
En 1983, T. Kato démontre un effet régularisant dans [42] du type

T /R
/ / Oz, )| da dt < A(T, R, |Juo]o)
-7J-R
pour les solutions u de I’équation de KdV rappelée ci-dessous

oy + aiu + ud,u = 0 avec x,t € R.

En 1986, N. Hayashi, K. Nakamitsu et M. Tsutsumi, dans [22], s’intéressent au probleme Cauchy asso-
cié a une équation de Schrodinger non linéaire tres étudiée et rappelée ci-dessous :

10+ Au = MulP~ u avec u(0, 7) = o(z)

ou A € R,p > 1etx € R. Ils prouvent que, sous I’hypothese A > Oou A < Oetl < p < 5, on obtient un
effet régularisant tel que, si o € H%? et qu’il existe n € N, "¢ € L?, ou bien, si ¢ € L? et qu’il existe
n €N, (1+ |z|)"p € L?, alors pout tout ¢ # 0,

u e NMAcm(R*, Cm 2 1(R).

La preuve utilise notamment la regle de conservation due a Ginibre et Velo.
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L’idée de T.Kato est ensuite reprise et appliquée a 1’équation de Schrédinger
Owu = iAu avec u(z,0) = ug(x) etz € R

par P. Sj6lin [63] puis P. Constantin et J.C. Saut [14], et, L. Vega [74]. L’effet régularisant obtenu dans ce
cas est du type

T R
/ / (1= A etBu(e, )] dz dt < A(T, R, |[u|lo).
—rJ-R

Dans [74], L. Vega prouve plus précisément qu’une solution de I’équation ci-dessus vérifie, pour tout a > 1
et tout s; > 0,

1
$1,,]2 2
(L Lt ) < Al

Dans le cas n > 2, I'inégalité suivante
[ Pull L2 @xrny < Alluolfo

ou P désigne 1’'un des opérateurs ci-dessous

, 1
P = ()"*|Dal?55 > 5 2)
P=|z|* D |°‘-1—ﬁ<a<1 (3)
- X 9 2 27
P={z)"J2;s>1 (s>1sin=2). @)

est démontrée par M. Ben-Artzi et S. Klainerman [4] (n > 3), et H. Chihara [10] (n > 2) dans le cas (2). Le
type (3) est obtenu par T. Kato et K. Yajima [43] (n > 3,0 < v < ) ou (n = 2,0 < o < 3), et Sugimoto
[64] (n > 2). Watanabe [75] montre que ce dernier résultat est faux si o« = % Le type (4) est prouvé par T.
Kato et K. Yajima [43] (n > 3), et B. G. Walther [Wal] (n > 2) qui démontre aussi que ce n’est pas vrai
pours <1l(s>1sin=2.)

C. E. Kenig, G. Ponce et L. Vega prouvent, dans [34], que

SW/WAﬁw%mWﬁsmmw
z€R JR
De plus, ils obtiennent un résultat d’existence locale pour le probleme de Cauchy associé a (1) dans le ou
F' est un polyndme P de valuation 2. Quatre cas y sont considérés, n = 1, n > 2, et P admet ou non des
termes quadratiques. Dans le cas ou P est de valuation 3, le probleme associé a 1’équation (1) est bien posé
si ug € H*(R™) avec ||ug||s assez petite pour tout s assez grand (s > so(n)). Si P est de valuation 2, des
espaces de Sobolev a poids sont utilisés. Ce qui est raisonnable au vu de la condition nécessaire d’existence
démontrée dans [49].

N. Hayashi et T. Ozawa étudient dans [25] le caractere bien posée du probleme de Cauchy associé a
I’équation

10 + Au + 200, (|u|*u) = 0 5)

Ils démontrent que pour une donnée initiale
u(z,0) = ug(z) € H'(R) avec ||Jugllo < v/7,

une solution globale existe. Ils décrivent aussi un effet régularisant : pour ¢ > 0, u est plus réguliere que
ug et le gain de régularité dépend de la vitesse de décroissance de uy quand || — +oco. Par exemple, si ug
décroit exponentiellement, ils montrent que la solution associée est analytique en .



13

N. Hayashi, dans [18], étudie 1’équation (1) pour (x,t) € R" x R, n > 2, F' un polynéme de degré 3 tel
que
|F(u, Vu, @, Vu)| < A(lu| + [Vul)?

et, pour tout nombre complexe w de module 1,
F(wu,wVu,wu,wVwu) = wF (u, Vu,u, Vu).

Il montre que les solutions globales ont des propriétés régularisantes.

Dans [35], I’équation (1) est étudiée dans le cas ou /' = P est un polynome de valuation 2. Il y est
démontré que pour u(z,0) = ug assez petite, le probleme de Cauchy local est bien posé. L’espace dans
lequel 1 est supposée petite est un espace de Sobolev d’ordre suffisament grand si P est de valuation > 3
et dans un espace de Sobolev a poids sinon. Ce résultat est prouvé en utilisant un théoreme du point fixe
donnant, de plus, un effet régularisant du type de Kato pour le groupe {e*2}7%. Dans cette these, il est
rappelé que, dans le cas semilinéaire F' = f(|u|)u (avec f une fonction a valeurs réelles.), des réultats
locaux, globaux mais aussi d’explosion en temps fini ont été prouvés, ces derniers dépendant notamment
de la régularité et de la taille de la donnée uy mais aussi du degré et du signe de f, et de la dimension n.
Pour plus de détails, on pourra consulter [8].

Dans le cas ol F' satisfait

Z/ 9% P(u, Vu,w, Vi)0®udz| < A1 + |Ju|?)|u]?,
]Rn

|| <s

pour la preuve de I’existence locale dans H/*(R") pour s >  + 1, on pourra consulter [41]. De plus, sous
des hypotheses convenables d’analycité de la donnée wu et de la non linéarité F', des résultats locaux et
globaux d’analycité ont été obtenus, (voir par exemple [17]).

N. Hayashi et K. Kato dans [19] établissent un effet régularisant analytique pour les solutions du pro-
bleme

1
i0pu + §Au = Mul*u, (2,t) € R" x R, u(x,0) = up(x)

avec A € C et p € N. IIs montrent plus précisément le résultat suivant.
Si [|elF || ;2+1 < oo,alors , pour tout 12 > 0, il existe une unique solution u(z, t) définie sur un intervalle
[0, T'] qui est analytique en temps et en espace dans le cylindre [0, 7] x Dy ou

Dy = {z € R" || < R},
et qui admet un prolongement analytique u(z, zo) au domaine

{(2,20) € C" x C,
2o=t+i1,0 <t <T,—Apt? <1 < Agt?,
z=ux+1iy,x € Dp,—At <y; < At}

ou Ag et A sont des constantes.
Ce résultat complete le résultat obtenu par N. Hayashi et S. Saitoh donné dans [27] et [28] qui ont prouvé
un effet régularisant analytique. L’argument principal de la preuve est I’utilisation d’un opérateur

C = |z]* + Nit + 2iz.V + 2it*0,
qui satisfait [L, C] = 4itL ou L est I’opérateur de Schrédinger
, 1
L= Zat + §A

Pour compléter, on pourra consulter [19].
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Dans [20], un effet régularisant est étudié pour les solutions du probleme de Cauchy associé a (1) dans
lecasouz € Ret

1*)ud,u

F(u, Vu,u, V) = K (|u*)|[ulu + Ky(Jul?)[u?0,u + Ks(|u
?)|0pul*,u

+ Ky (Ju?)|0u)*u + Ks(Jul*)u (0,u)?* + Ke(|u
ou K; € C*([0, 00]). Si la non-linéarité est de la forme

u (Opu)?

F(U, VU,E, VU) = TW,

on retrouve un modele de pseudo spin classique utilisé par G. Makhanov et O.K. Pashaev dans [50]. Dans
cet article, il est prouvé le résultat ci-dessous.
Si la donnée initiale

ug € H 3,00

(notations définies au paragraphe précédent) et que ||upl|3 o est suffisant petit (dans le cas ot I dépend de
0,u ) alors il existe T' > 0 tel que le probléme de Cauchy étudié dans ce cas admet une unique solution

u e C([-T,T\{0} : C=(R)).

Dans [52], pour le probleme de Cauchy similaire a celui étudié dans [20], avec F' vérifiant I’hypothese
supplémentaire appelée condition de jauge :

F(e"u) = e F(u),

P.-N. Pipolo obtient le méme résultat que dans [20] mais sans la condition de petitesse de la donnée intiale.
L. T’Joen prouve dans [67] que le probleme de Cauchy associé a I’équation

Owu = iAyu+ R(x, Dy)u+ F(u,Vyu,w, V,u) avect € Retz € R”

est localement bien posé pour une classe de «petites» données sous 1’hypothese géométrique posant que

les bicharacteristics associées a 1’opérateur A, ne sont pas captives, ol A, est la laplacien associé a une

métrique g asymptotiquement plate. De plus, R est un opérateur pseudifférentiel d’ordre 1 et () un polynéme

de valuation 2. Le preuve est basée sur I’obtention d’estimations donnant un effet régularisant microlocal.
D. F. Rial dans [54] étudie le probleme de Cauchy associé a I’équation

O = i0%u + 0, (T\(u)u) avec x € Rett € R

ou Ty (u) = |ul*> = NH(|u|*), A > 0 et H est la transformée de Hilbert.
L’ auteur prouve que le probléme de Cauchy admet des solutions globales en temps faiblement dans L? qui
vérifient un effet régularisant. La méthode est basée sur celle utilisée par T. Kato dans [42] pour 1’équation
de Korteweg-de Vries.

R. P. de Moura étudie dans [46] le probleme de Cauchy dans H*(R) associé a 1’équation

O = —iad?u + Bud,(|ul?) — iButhd,(Jul?) + iy|u|*u avec t € Retz € R

ou a, (3, v et h sont des réels positifs, s > 1, et

() = %v.p. /R coth (W) u(y) dy

avec v.p. désignant la valeur principale de I'intégrale. En ce qui concerne 1’existence locale, le résultat est
le suivant.
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Il existe § > 0 tel que pour tout ug € H*® telle que ||ug||s < 6, il existe une unique solution u € C([0,7] :
H*(R) avec T = T'(J|uo||s) > 0 qui tend vers 0 si ||uo]|s tend vers oo telle que

D; e L¥(R: L((0,7])), sup [uflo < C(1+T) et Diu € LR - L(0,7]))
0,7

De plus, la solution dépend continuement de la donnée initiale.
Les résultats précédents sont encore vrais si ||ug|lo < d au lieu de ||ug||s < ¢ dans le cas v = 0.
Dans le cas s = 1, la solution est globale car elle peut étre étendue a tout intervalle de type [0, 7.
La preuve du résultat local utilise 1’effet régularisant vérifié par le groupe d’opérateurs (eitai)teR, des esti-
mations de type Strichartz et un théoréme du point fixe appliquée a 1’équation intégrale correspondante au
probleéme étudié.
Dans le cas s = 1, en utilisant des propriétés de conservation de I’énergie, 1’auteu r obtient une estima-
tion uniforme en temps de ||u(¢)||;. Cette estimation a priori, associée a des arguments standards, permet
d’obtenir I’existence globale.

R. P. de Moura et A. Pastor considerent dans [51] le probleme de Cauchy pour 1’équation de Schrédinger
ci-dessous :

Opu — i0%u = 9, (|ul?u) + A0y (H (Jul?)u),

ou A est un réel et /1 la tansformée de Hilbert.

Les auteurs montrent que le probleme de Cauchy associé est bien posé dans H*(R) pour s > % dans le
cas d’une donnée initiale petite, et au contraire, mal posé€ pour s < % La preuve de caractere bien posé est
basée sur la technique de la transformation de jauge et 1’effet régularisant issu de 1’équation linéaire.

Il existe d’autres opérateurs pour lesquels on retrouve des propriétés régularisantes. Par exemple,

e |’équation relativiste de Schrodinger qui a été étudiée dans [5] et[77],

les équations des ondes et de Klein-Gordon dans [ ?],

les équations de Korteweg-de Vries dans [35],

les équations de Benjamin-Ono dans [36]

les équations de Davey-Stewartson dans [45],

certaines équations polynomiales dispersives dans [2],
e des équation du troisieme ordre dans [40],

pour n’en citer que quelques unes.
Toutes ces équations peuvent se mettre sous la forme ci-dessous :

(i0r + a(D))u(z,t) =0
{ w(z,0) = o) ©)

ou a(&) est une fonction de & = (1, ..., &,) a valeur réelle d’ordre m.
Les équation de ce type ont beaucoup été étudiées soit en utilisant I’hypothese d’ellipticité

(a(§) # 0sig #0),

soit I’hypothese de dispersivité

(Va(€) # 0si € # 0).
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Sous de telles hypotheses, un effet régularisant global a été¢ démontré pour les solutions

ita(D)

u(z,t) =e uo(x)

dans beaucoup d’articles, dans les cas differentiels et pseudo-differentiels ([S], [2], [10], [14], [23], [24],
[43], [34], [55], [77], etc...). La condition de dispersivité a été démontrée comme nécessaire pour certains
types d’estimations (voir Hoshiro [24]).

Supposons formellement maintenant que, pour 7' > 0, I’on souhaite établir un estimation régularisante
a poids de la forme

lw(z)o(D)e™ P ug ()| 2 xpo.ry < Alluoll 2y ™)

ol o(D) est régularisant avec un poids w(x). Une idée serait d’utiliser un opérateur C pour lesquels on a
les relations
a(D)oC=Coa(D)eto(D)oC=CopD),

pour certains opérateurs a(D) et o(D). On a donc aussi
6ita(D) oC=Co eitd(D)'
De plus, on construit C pour que Cuyq vérifie (7), ce qui donne
[w(z)o(D)e** P Cug ()| L2 @n 10,7y < AllCuo]lo-
Ce qui équivaut a
Hw(x)C@(D)e’t“(D)uo(:c)HLz(RnX[QT]) < Al|Cup|lo-

Si C et C™' sont bornés dans L2(R™) et dans L?(R") a poids, on obtient que la derniére inégalité ci-dessus
est équivalante a

||w($)§(D)€ita(D)Uo($)||L2(Rnx[o,:r]) < A||Uo||L2(Rn)-
Cette idée peut €tre utilisée dans une grande variété de situations, et, est utilisée dans cette these comme par
Kenig, Ponce et Vega dans [31].

L’ objectif essentiel de cette these est de préciser les résultats obtenus par C. E. Kenig, G. Ponce et L.
Vega dans [31] rappelés ci-dessous.
Le probleme de Cauchy étudié dans [31] est le suivant :

Owu(z,t) = 1.Lu(x,t) + P(u, V,u,w, V, 1) g
u(zx,0) = ug(x) ()

ou, pour k € {1,...,n},ona

gzzaij _Zaij

i<k >k

et P est un polyndme n’ayant pas de terme linéaire, c’est a dire que, pour tout z € C?"*2,

P(Z): Z aaza7 ZOZQ

lo<lel<d
Dans [31], C. E. Kenig, G. Ponce et L. Vega prouvent les deux théorémes suivants :

Théoreme 0.1 Soir [y > 3. Il existe s(n; P) > 0 tel que, pour tout uy € H*(R™), I’équation (8) admet une
unique solution définie sur un intervalle [0, T,

T = T([luolls) > 0



vérifiant
ue C([0,T): H*(R"™)),

et

T 2
T 20| |7.00 = sup (/ |Js+éu(x,t)|2dxdt> < 0.

HEL™ T JQu

Si s’ > s alors le résultat ci-dessus est encore vraie avec s' au lieu de s sur le méme intervalle [0, T'.
De plus, il existe ¢ = (||ug||s) > 0 telle que I’application qui a ty associe U de I’ensemble

{ao € H*(R")/|to — uol[s < €}
dans I’ensemble des fonctions u telles que
ue C([0,T): H*(R™)),

et

N[

T
175 il = sup / e, 6)Pdedt | < 0o
-T7JQ,

WEL™

est continue.
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Théoreme 0.2 Soit [y = 2. 1l existe alors s = s(n,P) > 0 et m = m(n,P) > 0 tel que pour tout

ug € H¥(R") N L3(R" : |x|*™dzx). Le résultat du théoréme 0.1 est vrai avec

u € C[0,T): H*(R™) N L*(R" : |z|*™dx)).

Dans cette these, on s’intéresse au probleme de Cauchy plus général

{ Opu(z,t) = 1.Lu(x,t) + F(u, Vu,w, V1)
u(z,0) = ug(x)

€))

ou F' est une fonction C'*° par rapport a chacune de ses variables. On démontre les deux théoremes qui

suivent.

Théoreme 0.3 On suppose F nulle en 0 ainsi que ses dérivées jusqu’a ’ordre 2. Dans ce cas, pour tout

n
5 > 5 + 3 et ug € H*(R™), il existe un nombre réel T > 0 tel que I’équation (5.1) posséde une solution

unique u € Ep ou Er est 'ensemble des fonctions
we C([-T,T]: H*(R™))

telles que

=

2

T
bl = sup ([ [ o= a2 uto st ) < o0
_T ]Rn

HEL™

k=n
avec J = (1 — A)'/2 et A = Z@gk
k=1

De plus, pour un borné B de H?® de données initiales, les solutions associées ont un méme temps

d’existence I, et, I’application qui a v, € B associe uw € Er, est uniformément continue.
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De plus, dans le cas ou F' ne s’annule qu’a I’ordre 1, on a le résultat plus technique ci-dessous qui fait
intervenir des espaces de Sobolev a poids et qui précise I’effet régularisant obtenu dans le cas du théoreme
0.3. A la suite de ce résultat, on énonce un corollaire dont 1’énoncé est plus simple mais pour lequel la
réguarité utilisée est plus importante.

Théoreme 0.4 On suppose I nulle en 0 ainsi que ses dérivées jusqu’a I’ordre 1.
Soit un entier naturel p > 2.

Dans ce cas, pour tout s > g + 3+ p tel que
up € H*(R"),
(z)2Teuy € Hit3+e(R"),
et, pour tout entier k < p
(:L’>ku0 c H§+3+p—k+e(Rn)’

il existe un nombre réel T' > 0 tel que I’équation (5.1) posséde une solution unique v € Ep ou Ep est
I’ensemble des fonctions u telles que

u € C([_Tv T] : HS(RR))v
(e)u € C([=T,T] : HE++0-ke(Rr))
ou £ > 0 et, pour tout oy > 0 et tout o, € {0,1},

1
2

T
T 20| |7.09.0, = SUD ( / |0z — alx#>”fjs+%u(x,t)|2dxdt) < o0.
Rn

HEL™ -T

De plus, pour un borné B de données initiales, les solutions associées ont un méme temps d’existence
T, et, 'application qui a uy € B associe u € Er, est uniformément continue.

Remarque :

—Dans le cas p > % +eetn > 4, c’est a dire que p > 2, u et uy sont dans les mémes espaces de
Sobolev.

—Du théoréme précédent, on peut déduire le corollaire suivant que I’on obtient en fixant p = Ent(%)+2
ou Ent désigne la partie entiere.

Corollaire 0.1 On suppose I nulle en 0 ainsi que ses dérivées jusqu’a l’ordre 1. On pose p = Ent(%)+2.
Dans ce cas, pour tout s > n + 5 et tout entier k < p,

(@)fuo € HH(R™),

il existe un nombre réel T' > 0 tel que I’équation (5.1) posséde une solution unique v € Ep ou Ep est
I’ensemble des fonctions u telles que, pour tout entier k < p,

() € C([-T,T) : H"R")),



19

ou € > 0 et, pour tout g > 0 et tout oy € {0, 1},

1
2

T
T 20| |7.00.0, = SUD </ |0z — alx#>”2‘JJS+%u(x,t)|2dxdt) < o0.
Rn

HEL™ -T

De plus, pour un borné B de données initiales, les solutions associées ont un méme temps d’existence
T, et, 'application qui a uy € B associe u € Er, est uniformément continue.

Le théoréme 0.3 améliore le résultat obtenu par C. E. Kenig, G. Ponce et L. Vega dans [31] dans le
cas ou F' est un polyndme de valuation v > 3 et s > 10n. Le résultat énoncé par le théoreme 0.4 est
une amélioration des résultats connus et obtenus sur ce sujet juqu’a présent, notamment dans [31] ou la
régularité utilisée est de I’ordre de 40n et p = 8n + 12 pour une non linéarité polynomiale.

L’effet régularisant obtenu est aussi précisé car

1 1
7720 || 700 < Anll| " 20|17

Dans [32], on a le résultat dans le cas ou la condition initiale v, est petite en norme H*°(R"™) avec
1
30:3n+4+§,Z:A,F:Petn2 2.
. 7z L.z Pl 7z n
Dans le cas ou la nonlinéarité F’ est d’ordre 0 et . = A, on a le résultat pour tout s > —.

SR n
Dans cette these, on prouve le théoreme 0.3 pour s > 5 + 3.
L 1 . .
Dans [32], on a le resultat du théoreme 0.3 pour s > 3 + 3 en dimension 1 et, pour s > sy avec

1 . . N R . .
S0 =n+2+ 5 en dimension n dans le cas ou .Z = A, F' polyndme de valuation 3 et ||ug|| g0 assez petite.
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Préliminaire d’Analyse

Dans cette sont utilisées les outils habituels d’analyse fonctionnelle.

Les espaces de Sobolev

Définition 1.1 Pour tout entier naturel m et tout 1 < r < 1, on définit ’espace de Sobolev

W (RY) = § w fullwme =Y 0%ullrn) < 0o

0<|a|<m

ol « est un multi-indice dans 7.,
a= (o, qg,...,ap)

avec
a; €7, 8% = °...9%

L(®) = {f, e = ([ N5l dac)i < oo} .

On peut généraliser cette définition a ’aide de la transformée de Fourier d’une foncton u, notée .% (u) ou
encore u, définie, pour tout ¢ € R”, par

et

u(&) = (2m)"2 /n exp(—iz.&)u(zx) dx

x.£ désigne le produit scalaire canonique de R™.

Définition 1.2 Pour tout réel s et tout r, 1 < r < 400, on définit I’espace de Sobolev

H(RY) = {u, Jullzer = |2 () Full @ < o0}
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(&) = (1+ 1)z,

Proposition 1.1 Pour tout entier naturel m et tout v tel que 1 < r < 400, on a

Wmr — fmer

Théoreme 1.1 (injection de Sobolev généralisée) Pour tout nombre réel s et tout nombre réel r tel que
1<r<+4o00,0na
S Cs €5

et l’injection est continue.

Dans cette these, les espaces de Sobolev utilisés sont surtout les espaces H*? pour s > 0 que 1’on note plus
simplement /° et

[ A[rrs = [1-1]s-

On remarque que
H° =12

Proposition 1.2 Pour tout s > s', H* C H*'.

Proposition 1.3 Pour tout s > g, I’espace de Sobolev H? est une algebre.

. cli s c o n © L.
C’est cette derniere propriété qui fait que les espaces H® pour s > 5 sont un cadre naturel intéressant

pour obtenir des estimations sur les solutions d’E.D.P non linéaires. Par exemple, pour une équation de
Schrodinger non linéaire,
Owu(z,t) = iAu + u|V,ul

La non-linéarité est ici quadratique
u|V

et, pour tout s tel que s — 1 > g et tout v dans H*®, on a
[l Voullls—1 < Nulls-al|Voulls-1 < [lulf3.

Des théoremes du point fixe
Proposition 1.4 Soit X une espace de normé complet,
SCXetA:S— X.
Si A est contractant dans S, i.e,
de < 1,Vuy,up € S, [|A(ur) — A(ug)||x < ellur — usl|x
alors I’équation Au = u admet, au plus, une solution dans S. Si, de plus, S est fermé dans X et
A(S)cC S

alors I’équation
Au=u

admet une unique solution dans S.
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Proposition 1.5 On suppose que

Au =g+ F(u)
avec
ug € Sp C X.
On suppose aussi que
So + F(S) cS

et que F' est contactante dans S.
Dans ce cas, I'application qui a uy € Sy associe u € S est Lipschitz continue en norme X de Sy dans S.

Ce dernier résultat permet d’obtenir, dans le cadre d’une E.D.P du type
u(z,t) = Au(x,t) et u(x,0) = uy,

la continuité par rapport aux donées initiales.

Pour un exemple plus précis, on pourra aller voir la sous-chapter intitulée «méthode de contraction».

Les deux sous-chapters suivantes sont largement inspirées du cours de DEA 1994-1995 sur les EDP de
Jean Ginibre intitulé : Introduction aux équations de Schrodinger non linéaires.

Le probléeme de Cauchy

On considere dans cette partie le probleme général suivant :
Ou = Lu+ f(u)

ou L est un opérateur différentiel indépendant de u, x et ¢ (c’est a dire a coefficients constants : son symbole
ne dépend que de &) et f dépend de u et éventuellement des dérivées de v d’ordre inférieur a celui de L.
L’équation

Oyu = Lu (L.1)
est appelée équation libre.
On se donne une donnée initiale u( () dans un espace convenable X et on cherche les solutions du probleme

Ou = Lu+ f(u)
{ u(z,0) = ug(x) 1.2)

dans une espace convenable X (/) de fonctions u de I dans X ou [ est un intervalle, par exemple [0, 7'] avec
T>0.

On considere en particulier les questions suivantes :

Existence locale en temps : On essaie de montrer qu’il existe 7' > 0 tel que le probleme (1.2) admet
une solution sur I’intervalle de temps [0, 7’| avec T pouvant étre trés petit.

Unicité de la solution : On essaie de montrer que pour tout intervalle I contenant 0, par exemple [0, 7',
le probleme (1.2) admet au plus une solution dans X (/).

Continuité par rapports aux données initiales : On essaie de montrer que 1’application qui a une
donnée intiale u, associe I’'unique solution u dans X (I) du probleme (1.2) est continue, de préférence au
sens naturel, c’est a dire avec la topologie de X pour u et celle de X (/) pour w.
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Montrer cette continuité permet de dire que si la donnée initiale change peu, la solution change peu, et en
particulier, pour la méme donnée intiale, on a la méme solution.

Existence globale en temps : On essaie de montrer qu’il existe une solution dans X (R).

Si les trois premieres propriétés énoncées ci-dessus sont satisfaites, on dit que le probléme de Cauchy
(1.2) est localement bien posé (pour des données initiales dans X).
Si on arrive a obtenir la quatrieme, on dit que le probléme de Cauchy (1.2) est globalement bien posé.

Régularité des solutions : Soit u5 € X. On suppose qu’il existe une solution du probleme (1.2)
ue X().
On essaie de savoir ce que devient u si u est dans un espace strictement inclus dans X (c’est a dire que,
par exemple, ug est plus réguliere que ce que 1’on a utilisé pour démontrer 1’existence de w).
La régularité de u se propage-t-elle a u? C’est a dire : a-t-onu € Y(I') ?eta-t-on [’ = [ ?...
L’intérét d’une telle démarche est que 1’on peut utiliser les résultats obtenus pour uy € X, c’est 4 dire, en
particulier, que si ug € Y C X, on a I’existence de w dans X (/). Il n’y a plus qu’a préciser les résultats.

Explosion en temps fini : C’est la situation opposée a celle de I’existence globale. On essaie de montrer
qu’il existe un 7™ < oo tel que la solution de (1.2) explose que ¢ tend vers 7™, par exemple, dans le sens ou

[u(t)]lx — oo

Pour chacune des questions considérées ci-dessus, on pourra par ailleurs s’intéresser au cas pariculier

(donc a priori plus simple) de données intiales petites, ce qui peut réduire I’influence du terme non linéaire.
On visera alors des propositions du type : il existe ¢ > 0 tel que pour ||ug||x < &, I'une ou I’autre des
propriétés ci-dessus est vraie.
Lorsque le probleme de Cauchy est bien posé, on peut s’intéresser au comportement asymptotique des
solutions quand ¢ — =00, en essayant, par exemple de classer les solutions suivant leur comportement
asymptotique, la classification étant basée sur le comportement asymptotique des solutions d’ un probleme
plus simple bien résolu comme par exemple celui de 1’équation libre (1.1).

Des méthodes d’études pour les équations aux dérivées partielles non linéaires
Méthode de contraction

On considére le probleme (1.2). On s’intéresse a un probleme plus simple que I’on sait résoudre comme,
par exemple, le probleme (1.1) .
On note

W(t)ug = v(z,t)

la solution de de (1.1) telles
W (0)ug = up.
On écrit alors que u est solution du probleme (1.2) équivaut a
t
u(z,t) = W(t)ug + / Wt —t")f(u(z,t')) dt’ (1.3)
0

En effet, (1.3) équivaut a

owu(x,t) = LW (t)ug + W (t —t) f(u(z,t)) + /Ot LWt —t)f(u(z, ")) dt’
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et u(z,0) = ug or L est indépendant du temps, ce qui permet de le commuter avec ’intégrale en temps ¢’
donc on obtient que (1.3) équivaut a

owu(z,t) = Lu(z,t) + f(u(z,t)) etu(z,0) = up.

En utilisant des estimations de W (¢)u, (entre autres, un effet régularisant par exemple : gain de dérivées),
le fait que
T
[ W= Ottt | ST sup W= ) (ult)
0

t'€[0,T]

et, a partir des estimations obtenues sur f, pour 7" assez petit, on peut obtenir des estimations sur

sup |u(z, t)],
te[0,7]

ces estimations devant permettre de démontrer que I’opérateur T défini par
t
Tu=W(t)ug+ / Wt —t)f(u(z,t)) dt’
0

est contractant dans un espace de Banach (ou un espace métrique complet construit pour pouvoir appliquer
cette méthode et inclus dans X (1) pour ug € X).

Ce qui permettra d’obtenir 1’existence locale d’une solution dans X (I) au probleme (1.2) a I’aide d’un
théoreme du point fixe, et, qui donne aussi I’unicité et la continuité par rapport aux données initiales.

La difficulté n’est pas d’appliquer le théoreme du point fixe mais de trouver de bonnes estimations pour
W (t)ug et f, et de construire un espace de Banach qui permette d’appliquer le théoréme du point fixe.

Exploitation des invariants, estimations d’énergie généralisées

Quand I’équation posseéde de bonnes propriétés algébriques, on peut utiliser des lois de conservations
exactes ou approchées pour obtenir a priori des solutions a partir des quantiti€és conservées, en particulier
I’énergie.

Méthode de compacité

Appliquer une méthode de compacité, c’est remplacer I’équation considérée par une équation approchée
plus réguiere que I’on sait résoudre.
Exemple :

Ou =1L + Ty, Vau (1.4)

que I’on remplace, pour tout € > 0, par
Ou= (A +iL)u~+ Ty, u Vit (1.5)

Cette deuxieme équation permet de récupérer les propriétés de 1’équation de la chaleur. On tente alors
d’obtenir des estimations sur les solutions de cette derniere équation pour montrer que ces solutions restent
dans un ensemble compact fixe.

Si cela est possible, on élimine ensuite la régularisation par un passage a la limite puis on obtient I’éxistence
d’une solution pour I’équation initiale.






L’analyse dyadique

Dans la suite, on note

sp(u) = supp(u)

et .# la tansformée de Fourier. On pose, pour tout j > 0,

0i(€) = o(277€)

avec
N AS
wo(§) = 5]~ 90(5);
ou
¢ € D(R")
telle que
supp(p) C B(0,1),
1
¢ =1 dans B <O,§) .
Ona
supp(p;) = 27 supp(¢o)
et

supp(p;) C T; = 27T

Les couronnes I’y (hachurée en bleu) et I'; (hachurée en vert) sont représentées sur le dessin suivant :

29



30 CHAPITRE 2. L’ANALYSE DYADIQUE

On pose p_1 = ¢.

lemme :

N

.

La suite () est appelée partition dyadique de I’unité.

\

7

Définition 2.1 Soit u € ' (R"), I’espace de Schwartz. On appelle décomposition dyadique de u la série

ou
u; = @;(D)u

et p;(D) est Uopérateur F 1 p;F. Les u; sont appelés les termes dyadiques de u.

Remarques :
— Cette décomposition dépend de ¢ mais ¢ est fixée une fois pour toute.
— Les termes dyadiques sont C'™° (Théoreme de Paley-Wiener-Schwartz).

Proposition 2.1 Dans .’ (R"), ona :

Preuve :
( Z uj, x) = (p(27*1D)u, x)
{ Z uj, x) = (U, 9277167 (x))

11 suffit donc de vérifier que

V€ (027" ) — Dllre 180 0

Soit € > 0, comme ¢ € ., il existe R, > 0 tel que

3

Vgl > Re [9(§)] < W



donc
[p(27F 1) = Dy(¢)] <e.
De plus

p(271e) — 1)) = [27e(©) / Vep(2H1€) di

0
donc il existe k. > 0 tel que pour tout k > k.

VIEl < R |o(2771€) = Dp(€)] < 27 R Vep e [l <.
Il reste a prouver la convergence des dérivées, c’est a dire que
Vi € S Va VB e N €9 ((p(27F1€) = DY)~ e O
Ce qui s’obtient par le méme raisonnement.

Théoreme 2.1 Soientu € .7'(R"),

u = E U,j

Jj=—-1

la décomposition dyadique de u et s € R. On a l’équivalence suivante :

u € H*(R") & Vj €N, u; € L*(R") et (2%||u;|22); € I
De plus, les normes ||ul|; et ||||u;]|o]| ;2 sont équivalentes.
On a aussi, pour s € R} \N,

u € C*(R") & Vj €N, uj € L™ et sup 27°||uj||p~ < oo
J

De plus, les normes ||ul|cs et ||||u;|| Lo ||ic sONt équivalentes.

Définition 2.2 On désigne par B,, , ’espace des fonctions u € /' (R") telles que

{UjELp

1275w || 2o [l1a < 00

Remarques :
—L’espace B, est un espace de Banach pour la norme ||ul|gs = [|27%||w;]| v ||1a-
—Cet espace est indépendant de la décomposition dyadique choisie.
—Si s > s alors By, C B;:q.
—Pour s € RT\N, B; = C° et, dans la suite on note BS, = B°.

Corollaire 2.1 Injection de Sobolev précisée.

Pour tout s > g
Hs(Rn) G Bs—%(Rn)

Proposition 2.2 Pour tous réels s et m, ’opérateur (D)™ est continue de B* dans B*~™ et bijectif.
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Preuve : Soit

et

vj = @;j(D)v = (D)™u; = fi(D)u;
avec

fi(€) = @o(277€)()™
En posant
95 = Ji,

on a

vi(z) = Qj”/gj@jy)uj(w —y) dy
donc

vjllzee < llgjlloelfwllpee-
De plus, pour N > g, ona
lgillr < AN fill 2

On utilise alors le lemme suivant.
Lemme 2.1 La fonction 2™ f; est bornée dans D(R").

On obtient donc A
gl < A2™,

ce qui donne ‘ '
ZJ(S*m)ijHLoo < A2 ||u| oo .

Corollaire 2.2 Si s < 0 les éléments de B* sont des combinaisons linéaires de dérivées d’éléments de B*'
/
avec s’ > 0.

Théoreme 2.2 Soit (u;) une suite de fonctions telles que, pour tout j € N,

u; € C(R™).

On suppose qu’il existe m € N, m > s tel que
12 sl 2 < 00
et, pour tout o« € N" tel que || = m,

12767 |03l < 00

Zu]' € H®
J

alors

etu = E u; vérifie
J

lull? <A sup Y 25Ty,

|a|=0 ou m =0



Preuve : voir [47], [69].

Théoreme 2.3 Soit (u;) une suite de fonctions telles que, pour tout j € N,

U,j S C«oo (Rn)

On suppose qu’il existe un compact
' c R™\{0}

tel que '
sp(u;) C 2T

et, qu’il existe s € R tel que
(2 lusllo) ; € 2

ZUJ' e H?
J

alors

etu = E u; vérifie
J

oo
a2 < A~ 2%y l5.

J=0

Remarques : ces derniers résultats se généralisent a B, , en remplagant L? par L? et [? par [,

On a par exemple

Théoreme 2.4 Soit (u;) une suite de fonctions telles que, pour tout j € N,

u; € C(R™).

On suppose qu’il existe un compact

I c R™\{0}

tel que '
sp(uj) C 2°T,

et un nombre réel s tel que '
(238Huj||Lp)j el

UZZU]‘ GB;H

o0
lull, < A 29 fu 1.

J=0

alors

et
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Les opérateurs pseudo-différentiels

Dans la suite, on note

s = {a € CX(R™), Yo, B €N, 3Aa5 € R, [0200a(z,€)] < Aqglg| 7ML

(e Dy = [ e*ala i(e) de

Definition 3.1 On appelle semi-norme d’ordre N d’un opérateur a symbole dans S7's le nombre

sup sup (£) Al 900  a(x, )]
a,B€ZM |a]=N,|8|=N R xR"

Théoreme 3.1 Soient a € ST, b € ST meavec 0 <5<y <lou0<s<y<1l,meR etm' €R Ona
a(x, D)b(x, D) = ¢(z, D)

ou

c(x,&) =Y a£ a(z, §)Dib(z, ) + Y = / (1—0)N "1y g(z, &) db
|1/|<N ! lv|= N
a6 = 05 [ [ e 107ala, + 0mar(e +.6) dy d

+m/—¢ . , . — .
De plus, les Sm ™= Semi-normes de Ty, sont bornées par des produits de Sv 5 semi-normes de O¢a

et des ST 5 semi-normes OYb uniformément en 6 € |0, 1].

On a aussi

= Y 20+ Y o [0 e @

\V|<N ! lv|= e

ol §) = Os [ [ emmogorale sy 5o dy g

m . * , m—4|v|
De plus, les S7's semi-normes de r;, , sont bornées par des \S_ 5

6 € [0,1].

semi-normes de ¢ 0;a uniformément en
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Preuve : voir [69].

Remarque : dans cette these, le résultat utilisé est celui donné sans la précision de dépendance de 1’ordre
end|v|.

Lemme 3.1 Soient a et b tels que a € Sy et b € ng(; alors pour tout v € N",

rus € Sy

et les Sm +m

enf € [O, 1].

semi-normes de r, g sont bornées par des produits de semi-normes de J¢ a et 9;/b uniformément

Soient a et b tels que a € S{’fg et, b € Sy indépendant de &, alors pour tout v € N",

m "+m—|y|

et les S|
mément en 6 € [0, 1].

semi-normes de 1,4 sont bornées par des produits de semi-normes de J¢a et 9;b unifor-

Preuve :
Ona
ryo(x,€) = Os//e_iy'nﬁga(a:,ﬁ +0n)0vb(z +y, &) dy dn.

Pour tous multi-indices « et 5, on a
8?82‘7“,,’9(35, §) = Z Os / / eiiy'"agw_'y&j’”'a(x,f + 000 b(z + y, &) dy dn.

Pour tous entiers naturels /V; et [N, on a

0Ty p(,€) =

, / / dy d
S 05 [ [ I e o o e, €+ 00)r O + 9. 6) T

Soit x une fonction de . tel que x(0) = 1.
Pour tous entiers naturels pairs /V; et /Ny, par intégrations par parties en 7 et y, on obtient

05Ty (x,€) = lim

e—0
,.yl
. o9 a(w, & + ) O 0Jb(x +y, )
/ / A (X(‘”]) : (n)M Tyt (xdew) §y>N2 Ay dn

Dans le cas ol a € Si%y et b € Sfy, sachant que f et e € [0,1], ona

P9 a(x, € + 0
5 <x<en>f e ")>'s

k=No
AV,a,ﬁ,’y;y’,NQ,Nl <77> (1 + Z Ak N2 Sup |a’72 ( )|>

[y2|
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v+ a7
I (x(ey) OO y’@) ' <

()2
A O™ (1N 4 o
vorn NN v | 1 Z kNIE hSlllg [ASNEN]

ou les constantes A, o 5.5 Ny,Ny €6 Ay 47 Ny N, sONt respectivement des sommes de Sg7, semi-normes de a

et des sommes de Sg}; semi-normes de b.
Pour Ny > n + m et Ny > n + m/, on obtient la premiére proposition du lemme 3.1.

Danslecasou a € S{ﬁ; et,b e Sg}; indépendant de &, sachant que # € [0, 1], on a

% 6?*58;‘*7’@(93, £+ 6n)
! (m™

yme+o(lal—r/ )= (|+15]) k=N
AviagorsNasti TN s o= | - Z Are® sup |07 x(ey)|

Iv2|=k

P ()

k=N1

Au,'y’,Nl,N2< <> (1 + Z Ak N1 € Sup |872 ( )|>

N m :
ou les constantes A, , 5~/ NNy €6 Ay Ny N, sONL TEspectivement des sommes de ST semi-normes de a

et des sommes de Sg}; semi-normes de b.
Pour NV, et N, assez grand, on obtient la deuxieme proposition du lemme 3.1.

Théoreme 3.2 (Calderén-Vaillancourt ) Soir a un symbole tel qu’il existe 6, 0 < 6 < 1 tel que a € S35
alors a(x, D) est continue de H*(R") dans H*(R™).

Plus précisément, s’il existe N € N, N > n+1 tel que, pour tous multi-indices « et ( tels que |a|+ 5| < N,
les dérivées 8;“8? a(z, £) vérifient des estimations S35 alors a(x, D) est continue de L*(R™) dans L*(R™),

n
On a aussi ce méme résultat pour « et f3 tels que |a] < N et || < N avec N > 5

Preuve : voir [9].

Théoreme 3.3 Soits > 0etm € R.

Si
a(x, D) € OpST

alors a(x, D) est borné de H5*™(R") dans H*(R").

Corollaire 3.1 Sia € 5375,0 <6<y<lou0<§<~<1alors

lla(z, D)flllr < Alllf[llz et Nr(a(z, D)f) < ANz(f).
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Preuve.

T 2
e D)l =sup ([ [ o = a1 (o, D) o
7 0o Jre

a(x,D)f = a(z, D){x — xﬂ>2(x — :Uu>’2f

et le symbole de I’opérateur
a(z, D){z — x,)*

est

> Fa(z,Dy({x — x,)°)

v|<2

et donc
(x —xy) 2a(z, D)z —2,)* € S 5.

Le théoreme de Calderon-Vaillancourt donne alors le résultat, les 527 5 semi-normes de
—2 2
(x —z,) “a(x, D)(x — x,)
étant uniformément bornées en (.

Prouvons ensuite la seconde inégalité. On a

1
2

T

Natala, D)) =sup ([ [ fto = ,%ate. D) dec

1 0 Jre
L’ opérateur
a(z, D)z — )~
a pour symbole
o) =0s [ [ Moty =) ala +n) dydy
Par intégrations par parties en y et 7, puis en utilisant I’inégalité de Peetre
(@ +y—2) 7Y < Avfe —2,) V)",

on prouve que
(x — xu>2r(x, €) € 5375

avec ses semi-normes uniformément bornées en .
Ce qui termine la démonstration de ce corollaire. [J

Proposition 3.1 On pose

Il = sup [l fllL2(q,)
HEL™

!HlelIQ sup || fllzz2@)

: cube de cotél

1l existe un réel A, tel que

AT < 1Al < AnflLA]

Corollaire 3.2 Pour tout xq € R", Il existe un réel A, tel que

L+ 2ol < Anl[[A]]
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Lemme 3.2 Si
(x)'u € H®
alors

(2)"Vou € H L.

Preuve : T
B, ((x)*10) = s1(x) 1 = + (2)*18,,u

()=
Lemme 3.3 Soit g > 0, posons
1
Ag(@) = (2) ™ = ————.
' (1+Jz[*)?

Sia € S35 0 <6 < 1alors (x)"%(z, D){(x)? est continue sur L>(R" : \(x)dz) avec sa norme ne
dépendant que de q et de n.

Preuve : On a

1/2
i D)gllan, i) = < S <x,5)<x>q/2<gxq/2<x>><§>d£12dx)

or g € L*(R" : A\y(z)dx) si et seulement si gA;(z) € L*(R™ : dz) donc en posant

1

b(x, D) f(r) = KFSEEH

a(z, D) (1+ |z f(2))
ou

f=g)\ga(z) € L*(R" : dx),
il suffit de montrer que b(z, D) est borné sur L*(R™ : dz).

Formellement, d’apres le théoreme 3.1, on a

1 — a
b(m,o—mﬁo// v (ey. en)ala, €+ n)(1+ |+ )t dy dn d

Par intégration par parties en y et 7, pour tout entier naturel N7 et tout entier naturel Ny pairs et choisis
assez grand pour obtenir I’intégrabilité en y et 7, apres passage a la limite en €, on obtient

= T [ ooty () T

7 € N |7 <N1
72 € N, |y2| < Ny

Pour tout multi-indice « et 3, on a

87385 , + 6 041392 ,
aaaﬁb (z,€) ZAW . // —zynan( T 5&(:65 77)) x Y (z y)dydndH

()" ()™
N EN" ;[ <M
Y2 € N, |ya] < N
% € N", bl < Jaf

avec
d(x,y) = (L+[e) (1 + |2 + )7
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Sachant que pour s > 0, on a
(z+y)" < Cyl2)(y)°

donc, pour tout « et tout B € N" ona
|020)d(z,y)| < Aas(y)?*

et
CL(.’B, 5) € Sgé

donc, pour tout « et tout 5 € N”, on obtient

. 0297 a(x, &+ On)
% e

sup < Aupr <§>5(|a\f\ﬁ|)<n>5(|a|+\6|+N1)—N2

0€l0,1]

Le symbole b(z, &) a donc ses Sg 5 semi-normes bornées pour N; et N, assez grands. On conclut alors a
I’aide du théoreme de Calderén-Vaillancourt.

Lemme 3.4 Soit C' un opérateur a symbole
co(x,§) € Sy

alors pour tout réel s > (),
() Ftc(x, §)##(x) ™" € Sp

avec ses semi-normes bornées par une somme de semi-normes de c(x, §).

Lemme 3.5 Soit C' un opérateur a symbole
co(x,§) € Sy
alors pour tout réel s > (),
(x)Y#a(x,§) € SZZ(;_Q
ou
a(x, &) = (c(z,§)#(x) ™" — ()" #c(,§))

avec ses semi-normes bornées par une somme de semi-normes de c(z, §).
On a plus précisément que, pour tout multi-indice o et f3,

1020 (@) #alw, )] < A(g)ym—erdlel=eldl (z)=1,

Corollaire 3.3 Ona
a(x, D)(x) € OpSys.

Preuve du lemme 3.5.

Posons (x, €) = (2)°#(cl, €)#(x)~ — (z)~*#e(x, ).

Formellement, d’apres la formule rappelée dans le théoréme 3.1, pour tout ¢ € . telle que /(0) = 1, on a

e—0
veN? |v|=1

1
r(z, &) = (x)° Z lim/o /w(ay,en)e_iy‘nﬁg(x +y) 20y c(x,§ + 0n) dy dn db.
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Apres intégrations par parties en y et 7, pour tout entier naturel N; et tout entier naturel N, pairs et assez
grands pour obtenir I’intégrabilité en y et n), apres passage a la limite en €, on obtient

r(z,§) =
(2)* 3 Amz/ / e 020 (e + )~y <M) dy dn do.

()2
7 ENY | <M
Yo € N, |ya| < Ny
veN" |v|=1

Pour tout « et tout S multi-indices, on a
0207 (2,€) =

S A / / OO (@) e+ ) )
7 €N |n| <Ny
72 € N" ,|72| < N,
veN' |y =1
3] < o]

920 ¢(x, € + On)
1 T ~¢ ’
X, ( ? e dydn df

or, pour v tel que v; = 1, on a

(o)) = =00 () ) ).

Sachant que, pour tous multi-indices a4 et aip, on a

1
gor e <1
o ()

et que, pour tous multi-indices ag et ay, on a

0208 (@)™ (@ +9) ) | < Aly) ™)™

en effet
’8;33;14 (<I>S<J} + y>—8—1yj)‘ < A sup <I>s—|’)’4|<x + y>—5—1—\a3|—(|a4—74|)<y>

va<ay
et
(@ + )™ Hy) < Afx) " Hy)
On obtient donc que
|02 0577 ((2)* a4+ ) ™) < Aly) )™,

et
v 039l c(x, £+ 0 m—o|B|—elv|+6|a]
oy (4 éc(fﬁﬁvé n) §A|9\<£+9n> . |
()2 ()2
o3P 0 m—o|B|—olv|+8lal )\ m+o|Bl+olv|+6|al
sup a.ﬂ n-x fc(xj;;£+ 77) §A<£> <]g> .
0€[0,1] (n)N2 ()2
On a donc

542\ —1 (g\m—olBl—elv[+dal (pymtelBl+olv|+d]a|
0202 (0,6)| < o [ L i dy
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Pour Ny =n+1+s+3et No =m+n—+ 2+ |a] + |3], on obtient le résultat. (]

Preuve du lemme 3.4. Ce lemme est un corollaire du lemme 3.5 car
()" e, €)# () = () (el )4 ()~ — ()" He(w, ©)) + c(a,€). O
Preuve du corollaire 3.3. On a

a(z, €)#(z) = Os / / eV, € 1 )iz + y) dydn,

donc, pour tout multi-indice « et 3, on a

0 0%a(z, )#(x) =Y A,a0s //eiy‘"(ai‘_”@fa)(rc,é“ +n)0) ((z + y)) dydn.

7L<

Par intégration par parties en y et 1), on obtient le résultat a I’aide du lemme 3.5 qui donne des estimations
sur les dérivées de a. L.

Lemme 3.6 Siq > n alors il existe un réel A, , tel que || f|12(z,(z) dz) < Agml|[f]]

Preuve : Voir [31] Proposition 2.7. aaa

Théoreme 3.4 SiaESS75avecO§5§fy<10u0§5<'y§1alors

[lla(z, D)FIII < Au[lLA1]]

ou A, est une constante qui ne dépend que de n.

Dans la suite, on pose :

ulll' = (

HEZ"

N

/ IU(%t)I2dIBdt> = > Mlull2qoaixg, = lulln @0y

Q//a HEZ"

N

T
Hullly = > </ / IU(w,t)IQdivdt> = > lullzqoricau = llullz2@uxiom)
0 iz

MEZn ,LLEZ”

Corollaire 3.4 Sia ¢ 5275 avec0 << vy<lou0<d<~vy<1lalors

[Hla(z, D)FII" < AullFIII"

Corollaire 3.5 Sia ¢ 5275 avec0 << vy<lou0<d<~vy<1lalors

lla(z, D) flll7 < Anlll f]lI7-

la preuve du théoreme 3.4 et de ses deux corollaires est analogue a celle faite dans [31] : "Theorem 2.8".

Lemme 3.7 Pour tout réel s et tout o > % il existe une constante A > 0 telle que, pour toutv € H?,
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e ==l € et [I{z = m)~vllsllz < Allvlls.

Preuve. Posons
¢u(x, D) = (D)*{x — ).

D’apres le Théoreme 3.1, on a

cu(2.6) = O [ (e -ty =) 7 S
On remarque que 1’on peut écrire

(= m)7cu(x,§) = clz — p,§)

ou
dy dn

2r)

() = {z)7 / eE 1 )+ )

Supposons d’abord que ¢ € 57 ;. On a alors

Sl Dl = 2 [ Bl g,

<01Z J B e — p, D)v(w)*da,

ol E(x) est le vecteur formé par les parties entieres des coordonnées de x et ol on a utilisé I’inégalité de
Peetre. D’ou,

1
Dl Dyl < Co Yy s 0% Slle(z, D)r_polls < ng 2 Im=wvlls = C*llly,
I

I

puisque 20 > n, ¢ € Sy, et la norme H* est invariante par translation.
Reste a vérifier que c € S ,. L’argument est en fait classique : Par intégrations par parties, on peut écrire
(x)~%¢(z, &) comme une combinaison linéaire finie d’intégrales de la forme

/ R (€ 4 ) O8N () I (@ 4 ) dydy,

ou les entiers pairs N, N’ sont assez grands et |a| + |3| < N’, intégrales que I’on peut estimer, grice a
I’inégalité de Peetre, par

€ [© )y a7 dydn = €'(0)* (a)
si N >n+|s|et N> n+ o.Ce qui prouve que

le(z,§)] < C (&)

Les dérivées partielles de c se traitent de la méme maniere. [J

Définition 3.1 Un opérateur E est dit elliptique s’il existe ¢ > 0 telle que pour tout x et tout £ dans R",
son symbole e(x, §) vérifie

e(x,€) = cf¢].
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Lemme 3.8 Tout opérateur E a symbole dans la classe ST, elliptique d’ordre m admet une parametrixe
F a symbole dans la classe Sy " telle que

EF—-1Id=R
a symbole dans la classe Sy, é et
FE—Id=R
a symbole dans la classe Sy, o-
Preuve. On appelle F' I’opérateur de symbole
1—06(|¢])
e(z,§)

ou e est le symbole de Fetf € C°,0 <0 < 1quivautOsi £ > 2et1sil|¢| < 1,et, la formule donnée
dans le théoreme 3.1 appliquée a £'F’ et F'E’ permet d’ obtenir le résultat.

Lemme 3.9 Pour tout opérateur E a symbole dans la classe ST, elliptique d’ordre m, il existe B a symbole

dans la classe 51%,0 elliptique d’ordre 73 tel que
E—-B*=R
a symbole dans la classe Sy’ L

Preuve. On prend B de symbole
(1 —0(¢N)Ve(x, €)

puis on applique la formule donnée dans le théoreme 3.1 2 B2

Lemme 3.10 Pour tout nombre réel s et tout § tel que |£] > 1, on a

1
—— €950,
jgls —

Plus précisément, on a

< A
= Je[Har

1
Vs € R,Vﬁ S N”,EIA@S € R+,V|£| Z 1, |8§ (@)

De plus, le résultat ci-dessus est aussi vrai avec (£) au lieu de [€|.
Preuve par récurrence sur m = || dans le cas s € R**.
On a le résultat pour || = 0.

On fait alors I’hyponthese de récurrence suivante :

Pour tout /3 tel que || < m, on a

. 1 1

Posons /3’ tel que |5'| = || + 1. On a

% (1g¢) =% (i)
S\l T e
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% () =% (i =)

e e & <
/ 1

% (|£|s) Saﬁ<§ |§|8+2)

()Tt
) = 5 2 Al 6 X % |

v<B

On a donc deux cas possibles ;

(8-t () )
% <|§|) Sékaﬁ(w“ ANEEE

avec |y| = |B| — 1 et plus précisément Vi € [0, n], si i # k alors v, = (% et sinon y;, = [ — 1, ol bien

o B WPAPNC 1)
% (|§|> 85k8€<|5|s+2 |

D’apres I’hypothese de récurrence, on a

Aﬁ,s
0% <|5|s+2)'— e
1 A,
|8g (|£‘s+2)| S ’§|s+2+m71'

AﬂCS = | - SAﬁ,s—i-Q + A%8+2|v

et

En posant

on obtient donc I’hérédité.

Le cas s = 0 est évident et le cas —s € R*' se démontre de méme. [

Lemme 3.11 Soit 6, € C*°(R) une fonction plateau telle que 6,(x) = 0si |x| < let 0y (z) = 1si |z] > 2.

ona el

Preuve. On remarque tout d’abord que sur le support de ', ona R < |[¢| < 2R.

l~ R

avec, sur le support de 6,

On démontre par récurrence sur m = |[3|, la propriété suivante :

Pour tout § € C*°(R), bornée, telle que supp(d) € [1,2],

VB €N, 345 e R* YR > 1, 970 (%)y < P

Le cas m = 0 est évident.
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Prouvons alors 1’hérédité.

Soit §’ tel que |3'| = |f] + 1.Ona

o (0(2) = (7 () <)

! e 1 1
£ (0(5) - (0 (5) 2 airit (2) 4

v<B MN<B—y
En utilisant que sur le support de ¢,
€] <2R

et donc que
1 2

_S_’
R g

puis en appliquant le lemme 3.10 et I’hypothese de récurrence a #’, on obtient 1’hérédité.



Les opérateurs paradifférentiels

Dans la suite, on rappelle quelques résultats sur les opérateurs paradifférentiels.

Tout le calcul pseudo-différentiel classique (produit, adjoint, inverse, . .. ) s’étend aux opérateurs para-
différentiels, le calcul symbolique étant fini et non pas asymptotique, les restes étant po-régularisants et non
infiniment régularisants. L’exemple typique, et fondamental, de tels opérateurs est celui des opérateurs 7,
associés a une fonction a(x) de classe C®.

A la place de la multiplication par a, qui n’opére de H* dans lui-méme que pour |s| < o, nous introdui-
sons les opérateurs de «paramultiplication» 7, qu’on peut décrire approximativement comme suit : si u a
son spectre localisé au voisinage de |{| = R, T,u est a peu prés égal & agru ol ag est égal a a dans la boule
de rayon € R, et a 0 ailleurs. Le lien fondamental entre opérateurs paradifférentiels et fonctions non linéaires
est le résultat suivant.

Si u est de classe C'? p > 0 [resp. H®, s > n/2] etsi f estde classe C*°, on a
f(uw(x)) = Tz .u(z) + erreur
ot I’erreur appartient 3 C22 [resp. H**2].

Soit a(z) € L™ a support compact. L’idée essentielle est de remplacer 1’opérateur de multiplication par
a, qui n’opere que dans bien peu d’espaces, par un opérateur de «paramultiplication» 7}, qui applique H°*
(ou C°) dans lui-méme quels que soient s et a. Cet opérateur dépend du choix d’une fonction auxiliaire y,
mais si a est de classe C'?, un changement de fonction x ne modifie 7;, que par ’addition d’un opérateur
o-régularisant.

Définition 4.1 (La classe de symboles 37") On définit la classe X' oum € N et o > 0 par la classe de
symboles a, continus sur R" x R", C'° en £ et C'? en x, tels que

Va € N" 8¢a(z,€) (€)™ € B¢ (R" x R")

et

Tou(€) = (2m) ™ / X (€ = n.m) Fr(@)(€ — n,m)ia(n) di

n

ol X est une paratroncature, c’est a dire que x est C* de R™ x R" dans R telle qu’il existe h > 0, ¢ > 0 et

g’ > 0 tels que
0 si |¢] > |
, _
e<e <1etX(§a77)_{ Lsi[§] < €'nlet n| = h

47
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et
Vo € N" x N* 34, € R, V(£,7) € R" x R™ (6)|0*x (€, 1) < A,

Proposition 4.1 Si, dans la définition de T,, on change la paratroncature et si a € X7 alors I’opérateur
erreur (ou différence) est continu de H® dans H5~™7"¢,

Preuve. voir [6], [48] ou [69].

Dans la suite, ¢); désigne une fonction de . qui vaut 1 sur B(0, 1) et y désigne une fonction de C*°(R") a
support dans B(0, ) qui vaut 1 sur B(0,¢’) ou ¢ et ¢’ sont deux réels tels que 0 < ¢ < ¢’ < 1.

Proposition 4.2 On peut alors aussi écrire T, comme un opérateur pseudodifféerentiel classique de symbole
' (0,6) = 11 = 61(©) [ 36l @ - y)al.) dy
Rn

avec a' € STy sia € X7

Dans cette these, pour des raisons techniques, on choisit un x(y, ) de la forme

X <i> (1= vn(n)).
n|z

1
Ce qui n’est pas pas exactement une paratroncature. L.’opérateur obtenu, noté 7;’, n’est pas un opérateur
paradifférentiel classique mais la différence

7“0]5 - Ta

possede de bonnes propriétés.

On rappelle que pour tout 5 > 0, on pose

avec

ou
p=9_1€IR")

est telle que
supp(p) € B(0,1)
et o = 1 sur B(0,1/2). On a donc une partition dyadique de 1’unité,

1= Z on(QZ)’
j=z-1
ce qui permet d’écrire la décomposition dyadique associée a ¢,

u = E u]-

j=-1
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pour toute distribution tempérée v avec u; = ¢;(D)u les termes dyadiques de u.
Nous allons également définir un autre opérateur 7, dépendant d’un entier Ny (et du choix de ¢ pour la
décomposition en couronnes dyadiques)

+oo
/ —
Tu= g g apllg
g=No —1<p<g—No
ou u, et a, sont les termes respectivement obtenus apres décompositions dyadiques de a et v assci€es a ¢.

L’entier Ny doit étre assez grand pour qu’il existe une famille de couronnes I’ analogues aux couronnes
dyadiques I'; telles que I'y + 'y, C I,

On a alors le résultat suivant

Théoreme 4.1 Soient s et o deux nombres réels quelconques.
Soient m et ¢ deux nombres réels positifs et a € X7

(i) Les opérateurs T, et T, appliquent H*® dans H*~™ ( et C? dans C° si m = 0, conv. hab. si entier), et, il
existe une constante A telle que leur norme d’opérateur est majorée par Al|al|o.

(ii) Si de plus a est de classe C?, o > 0 non entier, alors

T, —T!

est o-régularisant : il applique H® dans H*~™"¢ (et, si m = 0, C” dans C°*®, conv. hab. si entier) et, il
existe une constante A telle que

1T = T tgreste-msey < Al

De méme, une modification du choix de x pour T,, ou de (Ny, @) pour T!, ne modifie ces opérateurs que
par addition d’un opérateur o-régularisant.

Preuve : voir [6], [48] ou [69].
Les opérateurs paradifférentiels permettent d’écrire la formule de linéarisation de J.-M. Bony.

Théoreme 4.2 (Formule de Bony) Pour toutes fonctions réelles uy,...u,, € HzT9(R"), o > 0, et toute
fonction F' de m variables réelles, C*™ et nulle en 0, on a

=m
F(ul, Us, ..., Um) = ZTauiFUi +7r avec r € H%+2Q(Rn)

i=1
Preuve : voir [6]. Cf aussi Y. Meyer : [48],[47].

Le reste de Bony r dépend évidemment de (uq, ..., u,,). Le résultat qui suit étudie cette dépendance et
montre que 7 est une fonction localement lipschitzienne de (uy, ..., u,,) dans des espaces de Sobolev a
poids.

Théoreme 4.3 Soit r le reste obtenu dans la formule de Bony ci dessus et 0 > 0.
Si pour tout i € [[1,m)]), il existe un nombre réel s, > 0, (x)*u; € H>"¢ alors

(x)%r € H%“Q(R").
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Théoreme 4.4 Soit r le reste obtenu dans la formule de Bony ci dessus.
Pour tout réel s, et pour tout u, v telles que (x)*'u et (x)*'v € H*(R",R™) avec s > 5 +pet 0> 0, 0na

1) (r(w) = r(0)[ls+e < O[{2)* ulls, [[{z)* vlls) 1 (2)* (w = )]s

avec O(||ulls, ||v||s) bornée si u et v sont dans un borné de H*(R™).

Preuve dans le cas s; = 0.

On reprend la méthode utilisée dans 1’article [47] pour démontrer la formule de Bony, méthode basée
sur I’analyse dyadique.

On suppose m = 1. Les u; désignent les termes dyadiques de u et les S;(u) les sommes partielles jusqu’a
j des termes dyadiques de u, de sorte que

On peut écrire

F(u) = Flu) + Z F(Sj(w) = F(Sj-1(w)) = F(S1(u)) + Z u 75(w) + Teryu,

rj(u) = /0 F’(Sj_l(u) + tUj) dt — Sj_3(F/(u)) et sz(u)u = ZUj Sj_g(F/(u)).

Notons ici que T, est bien un opérateur paradifférentiel, en fait de paramultiplication : il est associ€ au
symbole F'(u(x)) et a la paratroncature particuliére

XEm =" wi&—n) ein).

Jj221<5-3

Il en résulte I’expression suivante de 7(u) :
r(u) = F(Si(u)) + Y uyr(u).
j=2

Notons aussi qu’il est bien connu que I’application u +— F'(u) envoie H*(R"™) dans lui-méme (s > n/2)
et qu’elle est bornée sur les bornés, ce qui implique facilement le caractere localement lipschitzien de cette
application. D’ailleurs, ceci rend I’étude du terme F'(S}(u)) triviale, terme qui est donc ignoré dans la suite
de cette démonstration.

On peut donc écrire, pour u et v variant dans un borné B de H*(R"),

r(w) —r(v) =Y (u;—v;)ri(w) + > v; (ri(w) = r;(v)).

Jj=2

Sachant que, pour tout multi-indice «, on a

||3auj”0 < 6;2j(\al—s),
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avec (5) = (2°]|usllo) € 12, [127%[Ju;lollie < Cslulls, et, de méme, on a
10°(uj = v3)llo < [lu — w]| 27012,
11 suffit donc d’établir les estimations
10°7;(w)llo < €271 et 0% (rj(w) —r(v))llo < ;270417
pour 0 < |a| < N avec N assez grand (N > 2s) et des suites (g;) et (d;) vérifiant
Il < Callulls et [[(9))lle < Cpllu —vlls,

la constante C's ne dépendant que du borné B de H*(R™).
Puisque que dans ce cas, on obtient que

D (g — ) ry(u) et Do vy (ry(u) —r(v) € BE € By € H*E,
Jj=2 k=2
En effet, par exemple, pour tout multi-indice « tel que |oz\ > 2s,0n a

19° ((u; = v3) (@)l < 107 (g = v) [0 (u) 2 < e ;2711272

avec
/ 1
g;€5 €1

et
lgjeslln < Cpllu = vllsulls.

L’estimation sur 0“7;(u) découle du lemme suivant :

Lemme 4.1 Soit G € C*~(R) et B une partie bornée de H*(R",R), s > 7.
Pour tout entier N > s, il existe une constante C'g telle que, pour tout uw € B, on ait

10°[G (Sj(w)) = Sj—jo (G()]llo < ;270°17,

pour 0 < |a| < N, ot la suite (¢;) vérifie ||(g;)||2 < Cg|lulls, et 'entier j, est fixé.

Preuve. On renvoie a I’article [47] ol ce lemme (Proposition 1 de [47]) est démontré méme si 1’estimation
de ||(¢;)|l;2 par rapport a B et u n’y est pas. En fait, il suffit de suivre les détails de cette preuve pour voir
que cette estimation est vraie.

Revenons a la preuve du théoreme 4.4 dans le cas s; = 0.

Enfin, comme
rj(u) —r;(v) = /0 [F(Sj-1(u) + tuj) — F'(S;-1(v) + tvg)]dt — S;3(F'(u) — F'(v)),

I’estimation sur 0%(r;(u) — r;(v)) vient du lemme suivant qui est I’analogue du lemme précédent 4.1.

Lemme 4.2 Soit G € C*°(R) et B une partie bornée de H*(R",R), s > 7. Pour tout entier N > s, il
existe une constante C'g telle que, pour tous u,v € B, on ait

10°[G(S; (1)) — G(S;(v)) = S;—js (Glu) — G())][lo < §;2001=9),

pour 0 < |a| < N, ot la suite (6;) vérifie ||(6;)]|2 < Cpllu —v

s, €t I’entier jq est fixé.
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Preuve. La méthode de preuve de ce lemme est la méme que celle du lemme précédent (voir [47]). Cepen-
dant, on utilise en plus le caractere localement lipschitzien de G.

Revenons a la preuve du théoreme 4.4 dans le cas s; = 0.

Le cas m > 1 se traite par le méme type d’arguments en écrivant
F(up, ooy tty) = F(So(u, oo i) + > F(Si(utr, ooy t)) = F(Sjo1 (g, oy ),
k=0
otton anoté S;j(uy,...,uy) = (Sk(u1), ..., Sk(un)). O

Preuve du théoréme 4.4 dans le cas s; > 0.

Comme dans [48], dans le cas m = 1,on a
F(u) = Tpryu + r(u) + F(Si(u))

On remarque
r(u) = Ry(x, D)u

avec

Ry(z,§) = Z’f’j(u)%’(ﬁ) €S ¢

et, pour tout v dans un borné B de H* avec s > 5 + o, pour tous multi-indices « et 3, on a, comme cela

est indiqué dans [48] (ou ’opérateur R, (x, D) est noté o(x, D)),

020, Ru(, €)| < Aap(€)*7P12Cig Ju].

Ona
(@)* (r(u) —r(v) =
(2)*' (Ru(z, D) — Ry(z, D))(z)"" (z)" u
+(2)* Ry (z, D) ()" (@) (u — v) + (2)" F(So(u — v)).

Le lemme 3.4 donne que
() Ry(z, D){x)~** € OpSl_f

avec ses semi-normes majorées par des semi-normes de R, (z,£). On a le méme résultat pour

()" (Ry(z, D) — Ry(x, D)){z)~*

Remarque : dans cette these, nous appliquerons la formule de Bony a I’expression
F(u,Vu,u, Vi),

ol
u € H2T1HeR")

est a valeurs complexes. Cela est possible car on peut écrire
F(u,Vu,u,Vu) = G(Re(u), VRe(u), Im(u), VIim(u))

avec
G(x1, T2, Y1, Y2) = F(x1 + i1, T2 + 1Yo, ©1 — (Y1, T2 — 1Y)



53

une fonction C'* de R?>"*? dans C.

On applique alors la formule de Bony a GG et on obtient que
F(u, Vu,u, V) = Ty, aRe(u) + Tp, oV Re(u) + Ty, aIm(u) + T, cVIm(u) + 7.

En utilisant que

Re(u) = 2,
u—u
Im(u) = 5

Lo
0. = 5 (9. —i0,)

et 1

puis la linéarité de T}, par rapport a b, on obtient la formule utilisée dans cette these :
F(u, u, Vu, Vﬂ) =Ty, ru+ T%Fﬂ + TaWFVu + TaVEFVﬂ + ’f’(u)

avec 7(u) € H212¢(R").

Variante paradifférentielle : Dans cette these, pour des raisons techniques, nous utiliserons une paratron-
cature (&, n) de la forme

v (&/m1*) (1= w1 (m),

thl € Coo(Rn),

1y vaut 1 au voisinage de 0 et est a support dans B(0, h), et x; est a support dans B(0, ) et vaut 1 sur
B(0,€’), ou € et £ sont deux réels tels que 0 < ¢’ < € < 1, ce qui, bien entendu, modifie la quantification
paradifférentielle de Bony.

1
L’opérateur associé, noté T2, n’est pas un opérateur paradifférentiel classique puisque
1
T = a(z, D)
avec
a€ S,

1,5

ce qui est une meilleure classe que ST .
Cependant, avec cette définition, les restes ne seront plus o-régularisants, mais seulement 2-régularisants.

Plus généralement, étant donnée une fonction b € L>°(R™), on posera

0 (,€) = (1= ()€™ /R F7 o) (€ (@ = ) bly)dy 4.1)
ou 0 <0 < 1ety,yx; sont comme ci-dessus. On utilisera aussi la notation
17 = b (z, D)
et on notera que T} n’est autre que 1’opérateur paradifférentiel (de paramultiplication) T},

Soit ¢ un nombre réel positif, dans la suite, I’espace C'¢ désigne 1’espace de Holder si o n’est pas un entier
et ’espace des fonctions o dérivables a dérivées continues et bornées sinon.

Nous aurons besoin du lemme technique suivant :
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Lemme 4.3 Soit § € [0,1] eto; € {0,1}. Onab® € C™ et, pour tous a, 3 € N”, tout N € N, tout
e Z", ona

Sib e Cl alors (z — alx“>N|8§8§1~)5(a:, | < Agpnsup [z — a12,) Vbl (€) 7P 4.2)
m

On en déduit donc que, sib € C*°(R"), on a
(x — o12,) V0 € Sto
avec ses semi-normes majorées par

Aq gsup||(z — O’lxu>Nb||C\a|.
n

Soit p € N tel que b € C?(R"). On a

pour |a| > o, )
(x — alxu>N|3§8§b‘5(x, )| < Aagnsup || (x — o12,)Vb|| e (€)= =15 (4.3)
1%
et .
(@ — 012,) V[0, 026 (2, )| < Aa g sup || (z — 012,,) Vbl (€) 7P pour |af < o, (4.4)
w

ou A, p n désigne une constante positive indépendante de /.

Dans ce cas, on en déduit que
(x — o12,) V0 € SYs

avec ses semi-normes majorées par

Aq gsup||(z — 0127“>Nb||cg.
I

Soit 0 > 0 non nécessairement entier tel que b € C?(R™).
Si supp(b) C Q, = p+1[0,1]™ alors on a

(@ — 2,)N07 000 (2, €)] < Aapn|Ibllce (€)1 pour |af > o, (4.5)

(@ = 2,) MOV (2,€)] < Aapn[[bllce (€)™ pour |af < o, (4.0)

ou A, s n désigne une constante positive indépendante de .
Sans la condition de support de b, cette derniere proposition reste vraie seulement dans le cas N = 0.

Preuve. Pour simplifier, on écrit b au lieu de b et on omet le facteur 1 — Y1 (€) qui ne pose pas de probleme.
On rappelle que 1 — ¢, est nulle au voisinage de 0, et plus précisément, on a |¢| > 1 et donc (£) < v/2¢].
Pour tout multi-indice « et tout o < o tel que | — /| < p, on a

(v — o1z, )N ORb(e, ) = €17 [ €110 ) (1€ (@ = ) (2 — o12,) N (07 D) (y)dy.

Rn

Quand o = 0, on a, pour tout multi-indice £,

(o= 010 0fie,) = X (7)o 6™ [ el — o - ov, oy

v<B
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Or, en vertu de la formule de Faa di Bruno,

(@ —y) =) > "€ (@ = ) (1€1°)... 08 (1€1°) (= — y)",
veN'" y=vy+..4+7
vl=q<|y] %u#0

ce qui permet de majorer comme suit :
T RUEL @ =) < D Culd (€ (x — 1)) (1€ (x — )| €177,
V<]l
De plus, on a
(x — olazu)N < (x — y>N<y — leu>N < ON(1 4 max(|z —yl, |z — y]N))(y — alxﬂ)N.

Ces arguments permettent d’obtenir le résultat dans le cas || = 0. Dans le cas |a| < p et o entier, le
raisonnement est identique avec 0“b au lieu de b, cad avec o = 0. On obtient une estimation par

A gsup [{y — o12,)Vb|| crar (€)1
I

ce qui donne les deux premieres estimations donnnées dans le lemme.
Dans le cas g entier et || > p et 5 = 0, on écrit que
laf = || + |af = ||
avec
la| — || = get || > 1.

Comme Y, € ., on a donc I’expression

00z, ) = |t / @ (P (x — ))-0°bly)dy,

Rn

On applique alors le raisonnement fait dans le cas précédent pour obtenir, apres dérivation en [ une estima-

tion par

Aagsup || (y — o12,) Vbl o () 710N
m

car

¢y = o12,) Y0~ Bll = < ||y — o1,) Vb e

Cas |a| > p, o non entier, et 5 = 0 : On écrit |a] = |&/| + || — |o/] avec |a| — |/ = [o] et [o/| > 1.
Comme Y, € ., on a donc I’expression

n

b(,) = |67 [ (@R~ )0 bly) — 0 b))y,
et, si ¢ est une fonction dans 2 telle que ¢)(x — x,,) = 1 sur le support de b, on a

(@ — ) V|0 eb(y) — 2b(a) = |
(x — xu>NW(y —2,) 0°7(y) — P(x — x,) 0 b(w)]

< (o — 2 V(@ — 2,)[]0°b(y) — 0°b(a)] /
Ho =2 ) MYy — 2) — (@ — 2,)[]0°7b(y)|
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< (1+Ox) (Jo = yle @Il ce + (& — )V — y| sup,{y — )" |0 b(y)]) -
Ceci permet de majorer (z — x,)|02b(x,€)| et d’obtenir I’estimation

(& — 2,)N|02b(x, )| < Cnallbllce (€)°11=2).

Enfin, le cas 5 # 0 s’obtient en combinant les raisonnements précédents.

Proposition 4.3 Soit s € R.
Sib € L*(R") etd € [0,1] alors I'opérateur T{ est borné sur H*(R™) et sa norme d’opérateur est majorée
par une constante fois ||| .

Preuve. D’apres le lemme précédent,
Tzf = Bé(ﬂ%D) € OP(S?,5)>

classe dont les opérateurs sont bornés sur H*(R") quand 6 < 1. Pour § = 1, il s’agit de I’opérateur de
paramultiplication de J.-M. Bony qui est donc borné sur H*(R").

Lemme 4.4 Soit R > 0. Sib € C2(R") et b = 0 dans B(0, R), alors
[bllzee < Cr B¢ [[blce.

Proposition 4.4 Sib € C?(R") et d' € [0, 1] alors pour tout s € R tel que s > 2+ ¢, T, — T} est continu
de H*(R") dans H*+¢(R"™) et sa norme d’opérateur est majorée par une constante fois ||b|| ./, pourvu
qu’on utilise dans la définition de T}, et Tlf/ les mémes troncatures Y et 1.

On a aussi, plus généralement, que, pour tout réel s; > 0,
1) (T = T} Yull sy < Allbll oo [1(2) "t maxs,s+570—1)

Preuve. Soit (uj) (by.) les suites des termes dyadiques de u, b, respectivement. On peut écrire, au moins au
sens des distributions, pour u € . (R"),

#(, - 1w)© = [ o (527) < (S0 [ inte = mase - vt an

I1 découle des propriétés de support de X1, by et u; que, sur le support d’intégration, on a
2F ~ |¢ — | > Cste|n|® ~ Cste 27°.
Il existe donc un entier kg tel que I’on puisse écrire
s 5
(T =Ty = > (T, — T )uy.
k>j6—ko
On en déduit, par application de la Proposition 4.3 et du Lemme 4.4, I’estimation
1Ty = TP)ujllee < A D 27" |[bllee flugllee < A3 2772 [[bllce ||l 22,
k>j6—ko

ce qui donne le résultat sachant que les termes (73, — T} )u; sont & spectre inclus dans une couronne de la
forme ¢; 27 < €] < 227 avec 0 < ¢; < ¢, comme on peut le vérifier facilement.

La seconde estimation s’obtient en utilisant la premiere partie de ce méme lemme et le lemme 3.5 sachant
que T, — Ty € OpSY ;.
O



Lemme 4.5
_1 sl
[[|T°72 T, Vwl||7 < Ay (Z ||Libi||Lw(Rnx[o,T})> ma%(T[SOUg [l || 2] ||7)
M )
ol 2 (z) = (& — p)y~Untd,
Preuve.

Le preuve de ce lemme utilise le lemme ci-dessous.

Lemme 4.6 Pour tous multi-indices « et [3 et tout entier naturel N, on a

[(€)~1HA1020g (1, (2)8° (2, )] < Aapvllibll o en)

ouiy,(z) = (x—x,) .

Pour le preuve de ce lemme, on renvoie a la fin de la démonstration de lemme 4.5.

Revenons alors a la preuve du lemme 4.5.

Soit h,(x) = h(x — i) avec h fonction C* a support dans Q) et h = 1 sur Q.
Ona 1
s—1 ’ g 2 s—1 2 :

720 9llly =3 { [ (@) > TV ullyde

m

Ona
W20 3Ty Vu = h,[J* 2T,V hyJu + b, J* 2T,V h,u.

Commencgons par traiter le deuxieme terme
_1
h,J* 2T, Vh,u.

D’apres le développement de Taylor donné dans le théoreme 3.1, pour N assez grand, on a

1

T30, (2) 7 = (6 2iu(2) ) (@, D) + r(x, D)

avec, d’apres le lemme 3.1,

donc on a
|y (. DYi TV hyullo < Allip T,V hyull g .

D’apres le lemme 4.6, on obtient que
|y (2, D)ig Ty V hyullo < Alligbll o | hyull -y < AllEbl| ool
De plus, d’apres le développement de Taylor donné dans le théoréme 3.1, on a, pour /V; assez grand,
h((€)*~24,2) (x, D)2 T3V = t(w, D) + s(x, D) +r(z, D).

En remarquant que le symbole de
i,(2)?TY.V

est exactement

iu(2)?0 (2, €) 4,

57
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on a

= 3 O e} @) DY ) (2. 8) ),

1§‘1/1|<N1

H(,€) = hy(2)(€)" 2 (@) (@)D (@, €).,

= ) / N ~tr, 4db, et

lvil= N1

Tin0(2,€) =OS/eiy'"agl(hu(ﬂf)(ﬁ+977>S_5ZH (@) (i (x + y)b° (x + y, €).i€) dydn.

Sur le support de 7, on a
@';2 < in2

Pour p > 1 sachant que e 51 s »onadonc

s(x,§) € Si?

et donc
[1ls(2, D)ull[7 < AT " |[i2b]| oo ro 0.1 [Sou% [foafe
“w )

En ce qui concerne r(z, £), par intégrations par parties en 7 et en y, pour

(s+3)(1+0)+d(n+1)
N1:E< - >+1,

on a

TVl,G(xa f) € 5(1),6

et, d’apres le lemme 4.6,
71 (2, D)z 2@ny) < Allibl| oo @ny.-

Ce qui donne le résultat pour ce terme.
De plus
Hx,€) € S)52

et d’apres le lemme 4.6, on a

¢, DYhull3 < Allibll oo e 1

/f«uHs+%'

Ce qui donne le résultat pour ce terme aprés commutation de J 3 et hy.

Pour le terme
h [Js_’TbV h ]u- [J° §h w1V, h ]

on obtient le résultat en utilisant le théoreme 3.1 puis le lemme 4.6.

Idée de preuve du lemme 4.6. Pour prouver ce lemme, on rappelle que

B(e,€) = (1 - (©)lel™ / F0EP (@ — 4)b(y) dy.

n

07 (i ()0 (,€)) = (1 — v (€)1 . 05 (1u(2) F () (|€]° (= — 9)))b(y) dy.

Ce qui permet, en s’inspirant de la démonstration du lemme 4.3, d’obtenir le lemme 4.6 car |09, (x)| <
Ayiy(z). O
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Introduction

Dans cette these, nous nous intéressons au probleme de Cauchy ci-dessous.

{ ou = i1Lu+ F(u,Vyu,u,V,u), teR zeR, 5.1)

u(z,0) = ug(x) € H*(R™)

ou u = u(z,t) est une fonction a valeurs complexes, F'(u, v, @, v) est une fonction C* de C x C" x C x C"
dans C,
Vot = (O, Uy .oy Oy 1)

S

et

L= 02 =) 9, ouke{l,.n}

i<k >k

est un opérateur différentiel qui, bien qu’il puisse étre égal au Laplacien, n’est pas elliptique en général.
Il s’agit donc d’équations non linéaires de Schrodinger généralisées.
En suivant les travaux de C. E. Kenig, G. Ponce et L. Vega, on étudie dans ce travail le caractere bien posé
dans les espaces de Sobolev habituels H*(R™) du probleme de Cauchy associé ainsi que I’effet régularisant
vérifié par les solutions.
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Exemples d’applications

Cette équation généralise des modeles de type spin-1 en cristallographie pour

o) = 2% 2 2
F(U, aﬁﬂlu7 a$2u7u) - 1 + |u|2((aﬂﬂlu) (a$2u) )7
c’est a dire -
- 2, g2, _ _ <4 2 _ 2
i0yu + 07 u — 0, u ERE ((Opyu)* — (Opyu)?)

u(wy, 22,0) = ug(1, 22)

On retrouve aussi un opérateur du type .Z dans les sytemes de type Davey-Stewartson (Voir [15]), c’est a
dire :

iOpu + 02 u — 02 u = ulul® + Op,vu

A'U<x1a 1132) = _8502<|u’2)

qui décrivent I’évolution de paquets d’ondes marines qui sont des cas particuliers des sytemes de types
Zakharov-Schulman ( pour des références voir [53], [33], [79]).

La non-linéarité n’est pas exactement une fonction C'*° mais elle est plutdt ce qu’on pourrait appeler une
non-linéarité pseudo-différentielle. Les méthodes pour traiter le cas F' fonction C'*° devraient pouvoir s’ad-
pater pour obtenir les résultats dans ce cas. Ce qui n’est pas traité dans cette these mais ce dernier exemple
montre I’intérét de généraliser I’équation de Schrodinger.

On retrouve encore des équations proches en ferromagnetisme, par exemple.
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Principaux résultats

L’ objectif de cette these est de généraliser les résultats obtenus par C.E. Kenig, G. Ponce et L. Vega concer-
nant le probleme de Cauchy (5.1).

Soient Qy = {z = (21,...,x,) € R",Vie NN [1,n] 0 <z; <1} et Q, le cube obtenu par la transla-
tion de vecteur y appliquée a Q.

On note x,, le sommet du cube (), image de (0,0, ..., 0) par la translation de vecteur .

La famille {Q, },cz~ est une famille de cubes de coté 1 dont les sommets sont a coordonnées entieres
qui recouvre R".

Les résultats présentés dans cette thése sont les suivants :

Théoreme 7.1 On suppose F nulle en 0 ainsi que ses dérivées jusqu’a l’ordre 2.
n
Dans ce cas, pour tout s > 5 + 3 et ug € H*(R™), il existe un nombre réel T > 0 tel que I’équation (5.1)

posséde une solution unique u € Er ou Ep est I'ensemble des fonctions w € C([—T,T] : H*(R™)) telles
que

T 3
= hulll = suwp ([ [ (e =02 hue ) < oo
-T R

MEZL™
k=n

avec J = (1 — A)2 et A = Z@fk
k=1

De plus, pour un borné B de H® de données initiales, les solutions associées ont un méme temps d’existence
T, et, 'application qui a uy € B associe u € Er, est uniformément continue.

Théoreme 7.2 On suppose I nulle en 0 ainsi que ses dérivées jusqu’a I’ordre 1.
Soit un entier naturel p > 2.

Dans ce cas pour tout s > g +3+p
uy € H*(R™),
<x>%+su0 c H%+3+E(Rn)’
et, pour tout entier k < p
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<x>ku0 c H5t3+tp—Fkte (Rn)’

il existe un nombre réel T' > 0 tel que I’équation (5.1) possede une solution unique uw € Er ou Ep est
[’ensemble des fonctions u telles que

ue C([-T,T] : H*(R")),
(z)*u ec C([=T,T) : He+3+p=Fte(Rn)),

ou e > 0 et, pour tout oy > 0 et tout o1 € {0, 1},

_ 1+o0g 2

T
|||Js+%u|||T,UO,U1 = sup (/ lVoo(r — o12,) 2js+éu(x,t)|2dxdt) < 0.
—-T JR™

HEL™

De plus, pour un borné B de H?® de données initiales, les solutions associées ont un méme temps
d’existence I'g, et, I’application qui a v, € B associe uw € Er, est uniformément continue.

Remarque : dans le cas p > 5 + ¢ et p > 2, u et ug sont dans les mémes espaces de Sobolev.

Le théoreme 7.1 améliore le résultat obtenu par C. E. Kenig, G. Ponce et L. Vega dans [31] dans le cas
ou F' est un polyndme de valuation v > 3 et s > 10n.
Le résultat énoncé par le théoreme 7.2 est une amélioration des résultats connus et obtenus sur ce sujet
jusqu’a présent, notamment dans [31] ou la régularité utilisée est de I’ordre de 40n et p = 8n + 12 pour une
non-linéarité polynomiale.

La question de I’optimalité de cette régularité minimale se pose. Dans [32], on a le résultat dans le cas

ou la condition initiale uq est petite en norme H* (R") avec sg = 3n +4 + 5 L =AF=Petn>2.
Dans le cas ou la non-linéarité F' est d’ordre 0 et . = A, on a le résultat pour tout s > 5

Lo n
Dans cette these, on prouve le théoreme 7.1 pour s > 5 + 3.

1
Dans [32], on a le resultat du théoreme 7.1 pour s > §+3 en dimension 1 et, pour s > s avec sg = n+2+§

en dimension n dans le cas ou .Z = A, F' polyndme de valuation 3 et ||ug|| g0 assez petite.

Dans [67] par exemple, lorsque 1’opérateur . est elliptique comme —A, ou, plus généralement, . =
> i Or;0i5(2)0;; un opérateur auto-adjoint avec une non-linéarité de la forme F'(u,), on a le résultat
d’existence et d’unicité pour tout s assez grand. Toujours dans [67], en supposant I’existence d’une solution,
on obtient un effet régularisant microlocal mais avec une condition moins forte de non dégénérescence sur
le symbole de . notamment.

On peut remarquer que la méthode de démonstration utilisée pour démontrer le théoreme (7.1) ne donne
pas de meilleurs résultats si on a un opérateur elliptique.

On rappelle que @, est le cube p + [0, 1], i € Z". On note z,, le sommet du cube (), image de 0 par la
translation de vecteur x. La famille de cubes {Q),,} ,ez» recouvre R™. On note ()}, le cube de coté 2 obtenu
par homothétie de centre le centre de Q).

On note ¢,, = (d,,) ou d,, est la norme du vecteur (1,1,1,...,1,1,1) € R", longueur de la grande diagonale
du cube Q) ainsi que des cubes (), pour tout ;i € Z".

Dans la suite, on pose

Ni(f) = sup ( / [l = a2 (o) de dt); .

REZL™
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On note ()}, le cube de coté 2 obtenu par homothétie de centre le centre de ().

Pour prouver le théoreme 7.1, on utilise les résultats suivants qui portent sur 1’équation suivante souvent
appelée «équation paralinéaire».

Théoreme 7.3 Etant donné un nombre réel positif s et un nombre réel § € [0, 1], on consideére le probléme
de Cauchy

{ ou = i$u+TIi.qu+Tli.V$ﬁ+C’1u+C’2B+f(x,t) 7.1)

u(z,0) =ug € H*(R")

On suppose que C et Cy sont des opérateurs a symbole dans 5?751 avec() < 01 < 1,etqueby, by € C°(R"),
0 > 2, et, plus précisément, que

= puprula) ki =1,2
HEZL™
(52) 4 suppor, € Q5> lak,| < Ay,
w
[kullez < 1,

alors pour tout réel s, et tout T > 0 tels que fTT £ (8)]s dt et Np(J*~2 f) < 400, I'équation (7.1) admet
une unique solution dans C'([—T,T]; H*(R™) telle qu’il existe un réel A tel que

sup [[u()[|? < A(luol|? + Ir(J* £, J*u)), (7.2)
<t<T
1175 2ul[3 < AlJuoll? + Ir(J* f, J*u)) (7.3)

1
T 2
ulllz = sup (/ Kz = 2,) *ulls dt)
H =T

et Ir(f,u) est une conbinaison linéaire d’au plus trois termes de la forme f_TT (G f,u)|dt ot G € OpSy.

avec

En particulier, on a

sup ()l < Aol + N (I3 1)), (7.4)
—T<t<T
1175 2l ||z < A(|Juolls + Nr(J*~% f)) (7.5)
T
sup w®m$AQmm+/ wwmﬁ) 7.6)
_T<I<T _r
T
MﬁﬂwhSAQmm+/TW®mw) a7

Remarques :

— Comme dans [31], le résultat ci-dessus est vrai avec la condition
_1 1
173 11l = /’/\JLWﬁQ 400

Nr(J72f) < 4oc.

Cette derniere quantité pouvant étre un intermédiaire de calcul. Pour éviter encore de multiples notations et
détails techniques, nous ne travaillons qu’avec la norme N7.

au lieu de
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— La constante A utilisée ci-dessus est de la forme C exp(CyT") avec C} et Cs deux constantes stricte-
ment positives.

— Nous allons démontrer le théoréme sur 'intervalle [0, 7], le cas [T, 0] se traitant de fagon analogue
en travaillant avec v(z,t) = u(z, —t).

— Nous allons aussi travailler avec s = 0 puisque le cas général peut étre ramené a ce cas en appliquant
J* a (7.1). Plus précisément, on pose v = J*u et donc vy = J*uy € L? pour uy € H*. On obtient que v est
solution de - B _
{ O =i Lv+ T N0+ T .V,0 + Cro+ Cov + f(a,t) (78)

v(z,0) = vy € L*(R") '

ot f = J5fS et Cy = JSCpJ 5 + [J*, Ty.-Vz]J 7%, k = 1 ou 2, qui sont des opérateurs continus de L?*(R"™)
dans lui-méme car C; et Cy € 5851 avec 0 < d; < 1. Ce qui suffit pour obtenir le théoréme 7.3.
—si u est une solution de
O = 1.Lu + F(u, Vyu,u, V, )

alors 1’équation
o = —1.Lv + F(v, V0,70, V,0)
admet une solution qui est
v(t,z) = u(t, That, ooy Ty T1y ey Th).

—Dans la suite, A désigne une constante polyndmiale en n, A;, et et A, ol A; et Ay sont définies
dans I’hypothese (S.2).

La preuve du théoreme précédent utilise les deux lemmes qui vont suivre ou u désigne une solution de
(7.1) si elle existe avec les coefficient b; vérifiant I’hypothese supplémentaire ci-dessous :

VM €N, p;, € CM(R")

avec, pour tout entier M,

sup ||{z — IM>MOSOZ',;LHCM < A,
I

ol Axs v, est une constante, cette derniere hypothese remplacant la propriété de support.
Ce qui permet d’avoir, si besoin, b} € SY , mais avec ses semi-normes d’ordre v en x et 3 en £ bornées par
une constante du type
Aapsup [[0ipllcreris)
“w

ou bien encore

e STy
avec ses semi-normes bornées par
Anp
On rappelle que b9 est tel que .
V(x,D)=T.

Lemme 7.1

11 existe un opérateur C inversible et borné dans L*(R™) tel qu’il existe un réel A, deux entiers naturels
N et M tels que, pour tout T > 0,

T
sup [[Cu(t)2 < [|Cup2 + 2 / (Cf,Cu) dt
0<t<T 0

st

1 1
+Asup [[(z — 2,)" g plloa | RT sup |lulld + 5|72 ul||7 ) .
0<t<T R
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Lemme 7.2

1l existe un réel A et un opérateur ¥ € OpSgO tels que pour tout T' > 0 une solution u de 1’équation
(7.1) pour laquelle les coefficients b; ont une régularité limitée p > 2, on a

T
i <4 ([ e lans (10+7) sup uld)
0 0<t<T

On a aussi que, pour tout R assez grand, une solution u de I’équation (7.1), pour laquelle les coefficients
b; ont une régularité M > o fixée assez grande, vérifie

T
| JY2Cul||2 < A (/ |[(UCf, Cu)|dt + sup chug) +
0 0<t<T

A
sup (o = )i, (G130l + ART sy [u()]3)
i 0<t<T

ou N et M sont deux entiers naturels fixés assez grands ne dépendant que de n et de o.

Remarques :

—Les preuves des lemmes 7.1 et 7.2 suivent en partie les démonstrations faites dans [31] : Lemme 3.2,
3.3.

— Le lemme 7.2 nécessite au moins une régularité o > 2 car le preuve de ce lemme utilise le théoreme
8.4 (Inégalité de Garding.).

—Pour des raisons techniques, on précise la dépendance des coefficients par rapport a la norme sup,, ; ||{z—
)M 04 Hg w» Uentier M n’étant pas précisé mais choisi suffisamment grand ne dépendant que de n, tout
comme NN. Cette dépendance n’est précisée que si la régularité M utilisée est strictement supérieure a 2.
La preuve de I’effet régularisant (lemme 7.2) vérifié par u ne coflite seulement que 2 crans de régu-
larité pour les coefficeients b; et by. Ce qui colite davantage en régularité pour obtenir 1’effet régularisant
vérifié par Cu dans le cas ou C est I’opérateur construit pour prouver le lemme 7.1, c’est I'utilisation de la
continuité L? de C.

—A T’intérieur de ces preuves s’intercalent de nombreux lemmes ainsi que leur démonstration. Celle
du lemme 7.1 nécessite notamment les lemmes 11.5 et 11.6, et, celle du lemme 7.2 utilise le lemme de Doi
(voir [16]).

—Pour la preuve du lemme 7.2, on renvoie a la section V.

—Des indications de démonstrations de ces résultats sont données dans les sections qui suivents. Pour
plus de détails encore, on pourra se rendre a la section V.







Résumé des principaux outils utilisés dans cette
these.

Les démonstrations de ces deux résultats utilisent de trés nombreux outils comme les opérateurs paradiffé-
rentiels dus a J.-M. Bony (Voir [6]). Ces techniques sont développées dans les parties qui vont suivre.
Dans cette these, elles ne sont appliquées qu’a une équation mais elles ont été appliquées depuis une tren-
taine d’années a de nombreuses équations et ont fait leurs preuves en terme d’amélioration des résultats. Ces
techniques peuvent certainement étre encore utilisées pour préciser de nombreux autres résultats mais leur
complexité peut parfois €tre un frein et les gains réalisés en régularité ne seront probablement pas toujours
a la hauteur du niveau de difficulté de la démonstration.

Les détails techniques des démonstrations des résultats principaux sont en effet assez complexes mais dans
le cas de I’équation (5.1) les résultats obtenus sont plus précis que ceux obtenus jusqu’ici comme nous
I’avons expliqué dans la section précédente.

On utilise aussi la classe de symboles suivante :

S%Q ol v, 0, o et m sont quatre nombres réels telsque 1 > ~v >0 >0, 0 > 0

définie ci-apres :

Definition 8.1 On dit qu’une fonction
s € C*(R" x R")

appartient a la classe S%g si pour tout multi-indice « et 3 dans 7" tels que || < o alors
020¢ s(w, )| < Aaylé]

et, si || > o alors
020 s(,€)] < A l€|PITIII0e,

Remarque :
—On remarque que S7'}° C S7
—Pour0 <6 <y <1loulO <9 < vy <1, on peut appliquer les théoremes de continuités H* et de
composition aux opérateurs a symbole dans ces classes.
—En particulier, on peut appliquer le théoréme de Calderén-Vaillancourt si v = 4.
—Pour tout s > 0, tout v et tout 9 tels que 0 < 9 < v < 1, on a la continuité H*.

m

71
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L’énoncé suivant rappelle et résume le calcul pseudodifférentiel associé aux classes de symboles de
Hormander ST

Théoreme 8.1 (Calcul pseudodifférentiel 3.1) Soient a €
y<lou0<i<~vy<l.

(i) On a a(x,D)b(x, D) = c(z, D) avec ¢ € S;’f;m,. De plus,

Vg,bESéavecmm eR, et <4 <

= Os e~ (x x dy dn
c(x, &) =0 // (,§ +n)b(z +y,¢) (2m)"
Z 8§ a(z,&)Dib(z, &) + Z / (1—0)"""ryp(x,€) db

|V|<N ! lv|= N

. iy y dy dn
ol r,9(x,8) =0s e VO a(x, § + 0n)oyb(x + vy, §) Q)
Enfin, les semi-normes Sf;?; ™" de 11,0 sont bornées par des produits de semi-normes de 8§V a, O b uniformément
end € [0,1].

(i7) On a aussi a(x, D)* = a*(x, D) avec a* € ST'; et

= Y sk Y o [0 e o

|V|<N ! v|= e

ot 1,,(x,§) = // _“”8”8” x+y§+0)( )

De plus, les semi-normes S's de r;, , sont bornées par des produits de semi-normes de ¢ 9;a uniformément
enf € [0,1].

Preuve. Voir [69], par exemple.

Théoreme 8.2 ((Calderén-Vaillancourt) ) Soit a une une fonction dans C*>°(R"™ x R™), § un nombre réel
tel que ) <) <let N € Ntel que N > n+ 1.

Si les dérivés 8‘“8’5 (2, &) vérifient des estimations S§ s pour tous multi-indices o et (3 tels que || +|5] < N
alors a(x, D) est contmue de L*(R") dans L?(R").

n
On a aussi ce méme résultat pour « et f3 tels que |a| < N et || < N pour N > 5

Preuve. Voir [9].

Théoreme 8.3 Soits > 0etm € R.

Si
a(x,D) € OpST

alors a(x, D) est borné de H*t™(R™) dans H*(R™).

Corollaire 8.1 Sia € S);,0<0<y<1lou0<d<y<1alors

lla(z, D)flllz < Alllf[llz et Nr(a(z, D)f) < ANz (f).



Preuve. Voir corollaire 3.4.
On a aussi
Corollaire 8.2 Siac S9;,0<0<y<1lou0<d<~vy<1alors
lla(z, DYFIII < Alllf[llr et Na(z, D)f) < ANT(f).

ol

llate, D) = sup ( (@ — 2,)"%a(z, D) f]%lx)

R

et

Ntato D)) =sup ( [ 1o = 0%a(a, D)5 o)

m

Preuve. La preuve de ce corollaire est analogue a celle du corollaire 3.4 sans les intégrales en temps.

Lemme 8.1 On définit la fonction régularisante ci-dessous.

0(x)

B exp(—ﬁ) si |z <1
N Jon 0(2) dz

0(x) avec 0(x) = {

0 sinon.
On pose
vm € N*| u,, =m" i O(m(x —y))u(y) dy.
Siu e L(R")>™, ona
VM €N, VYm € N*, |lupm|lev < Apar(1+m™)|ull e,
S’il existe M' > 0 tel que u € CM' (R"), on a

YM €N, Ym € N*, |up|lcv < Aparar (1 +mM MY ||| oar,

S’il existe p > 0 tel que v € C?(R™), on a

[[ullce
vm e N', - lu —unll1= < —ory.

73

8.1)

(8.2)

(8.3)

S’il existe o > 0 tel que, pour tout entier naturel N', sup, ||(x — $u>N,UHCg(]Rn) < +o00 alors pour tout

entier naturel N pair, il existe un entier naturel N' tel que

A sup, [{z = 2,0V ulce

N
( ynmin(e,1)

Vm e N*, sup |[(x — z,)
m

U — Up)|| Lo <

avec Ay une constante indépendante de |i.

(8.4)

S’il existe un entier o > 0 tel que u € C°(R™) a support dans un cube type ), = 1+ [0, 1]" avec p € 77,

pour tout N € N et pout tout multi-indice o, on a

sup |8§((x — xﬂ>Num)| < AgNam! = sup |lul|co
I ]
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Remarque : la preuve de ce dernier point est dans le méme esprit que la preuve du lemme 4.3.

Preuve.

Pour tout multi-indice « de longueur M, on a

O tn(a) = [ (0560)(m(a — )uly) dy.

donc
luflene < AmM|juf e
A= Z Iaa )(m(z —y))|dt.
Ona
u(@) — up(z) =m" - 0(m(z —y))u(z)dy — m" . 0(m(z —y))u(y) dy
u(x) — up(z) =m" . O0(m(z —y))(u(y) — u(z)) dy

or, si 0 €]0,1[, 0n a |u(z) — u(y)| < Allul|ce|x — y|¢ donc

u(z) — um(2)] < Allullcen™ [ 10(m(z —y))| |z —y|*dy

R

u(@) = um(z)] < AIIUHcem”Q/Rn |0(m(x — )| m®lz — yl|® dy.

Dans le cas ot ¢ €]0, 1], on obtient donc

Danslecasou o > 1,ona
lu(z) —u(y)| < Allullcelz —yl,

Allullce

[ = | oo <
m

Prouvons alors (8.4). On a

(@ = 2)" (um(2) — u(@)) = m" - O(m(z —y))(z — 2,)" (uly) — u(x)) dy

(@ = )" (Um(2) — u(@)) =m" | Om(@ —y) (e = )" = (y — 2)uly) dy

[ Om(@ = y)({y - ) u(y) — (= 2,) V(@) dy

Pour le second terme de I’expression ci-dessus, on obient le résultat comme pour prouver (8.3).
Pour I’ autre terme, en supposant /V pair, on a

n N/2—-1

@@=z =y —2)" = (=) D> (@ — 2un) (e — 2k) V7

k=1 i=1
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Ce qui permet d’obtenir que

m" [ 0(m(x —y))((x — z,)" = (y — 2,)Vuly) dy

R n N/2-1
=m" [ Om(z—y))> (wr—y) Y (@ — 2u0) (e — 200> uly) dy.
R k=1 i=1

En remarquant, pour tout entier naturel p, on a

A

mp’

'mn /n O(m(z —y))(xr — yr)" dy| <

et que
|k — )| < |26 — vl + Uk — Yukl,
on obtient (8.4).

Prouvons alors la derniere proposition énoncée dans le lemme 8.1.
Pour tout multi-indice «, on a

9 (2 =)V um(2)) = Y A ady ™ (2 = 2,) V) (0 ) (2)

a1 <a

o (o — 2,)Y) = ala){x — @)V 1]

avec a € C'* uniformément bornée en y et, pour tout entier naturel /Ny,

(@ = 2,) ™ 107 1) () < Aay iyl sup [fu| ce.
I

En effet, pour tout multi-indice o, de longueur g, on a

n

08y () = |- / (02°260) (m(x — 4))(0%u)(y) dy.

donc
(& = 2,y N9y () = m el / (02 720) (m(x — y))(z — )™ (952u) (y) dy,

(= 2,) M0 U () = N
mn+|a1|fg /n(a§1a29)(m(x . y))@ . y>N1 <y — x/‘>N1<a§2u)(y) <x _;a;]; (x;>— x#>N1 dy7

donc on a

(@ = )V 0t ()] < Ay oyl sup [

1%
car
mt [ (@)l — ) - )™ dy
Ent(Ny /2)+1
< Aym™ [ (00720 (m(z —y)) Y. (z—y)*dy
R k=0
donc, schant que m > 1, on a
m"™ [ (377°20)(m(z — y))(z — y)™ dy
e Ent(N1/2)+1

< Aym® | (@920 (mx—y) Y (mz—y)*dy

R k=0
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donc

mt [ (@)l — ) e~ )™ dy
! Ent(Ny/2)+1
<A [ @ 0w Y < Avae
" k=0
De plus, en utilisant le support de u et que |az| = o, on a
sup |(y — 2,)™ (957u) (y)| < Apsup [|ullce,
2 I

et
(x — xu>N1

(x —y)M(y — z,)™M

< Ap,.

OJ

Deux autres résultats trés importants sont 1’inégalité Garding précisée pour un systeme et le lemme de Doi.
On commence par définir la classe de symbole 2 régularité limitée notée C* e

Definition 8.2 Pour tout entier naturel k, C* -5 est ’ensemble des fonctions de Ck(R?") telle que
(€ a(z,€)) € C*(R",CH(R™))
et, pour tout v et 5 des multi-indices de N" avec |a| < k,

‘a?aga(% §)| S Aa7ﬁ|£’77|5|+5\a|+m.

On énonce alors I’'inégalité de Garding utilisée dans cette these qui fait que 1’on utilise une régularité o > 2.

Théoreme 8.4 (Inégalité de Garding précisée pour un systeme ) Soir A une matrice [ X1 dont les éléments
ajrx € C?ST

avec 9 > 2.
Supposons que le symbole a(x, &) (une l x | matrice) vérifie, pour tout ) € C! et pour tout |£| > c,

((a(z, &) +a"(z,§))m,m) = 0
oit a* est la matrice adjointe de a et (., .) le produit hermitien canonique de C'. On a
R(AT, ) > —c|| T i3
ol ¢ dépend seulement de n, [, cy et des semi-normes de A.

Le théoreme suivant n’est pas utilis€ dans cette these mais est peut-€tre un outil qui pourrait permettre de
baisser la régularité utilisée.

Théoreme 8.5 Soit A une matrice | X | dont les éléments

20

aj’k € OQSEEQ
avec () < p < 2.
Supposons que le symbole a(x, &) (unel x | matrice) vérifie, pour tout ) € C! et pour tout |£]| > ¢,

((a(z, &) +a*(z,€))n,n) >0

oll a* est la matrice adjointe de a et {.,.) le produit hermitien canonique de C'. On a
R (A, ) > —c|i];

ot ¢ dépend seulement de n, [, ¢y et des semi-normes de A.
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Preuves. Voir [68].

Lemme 8.2 (Lemme de Doi.) Soit \ une fonction paire, positive, réguliere et bornée ainsi que toutes ses
dérivées, A € L'(0,00).

11 existe une fonction réguliere
O(z) = (01(z),...,0,(x))

bornée ainsi que toutes ses dérivées telle que, au sens des matrices, on ait

Dlsyram () = 5 (00,01 + 00,03(x)) = Alla]) 1.

N | —

On peut choisir

0(z) = (f(21), -, f(n))

avec .
= A ds.
70 = [ Ashas
On définit )
0(x).
p(I,f) = - (<:2)>§ S S?,O
on )
5 - (_517 3 _£k7§k+17 7§n>
Ona - )
9 pa, &) = 220 @EE ) L

(€) (€)

Preuve. Voir [16].

Ces deux résultats sont tres importants car ce sont des arguments clefs dans la démonstration du lemme 7.2
donnant I’effet régularisant qui permet de traiter les termes d’ordre 1.






Indications de démonstration du théoreme 7.1

Celle-ci suit le schéma de celle donnée dans [31] Théoreme 1.1) et utilise une linéarisation. Cependant,
pour obtenir des estimations plus précises, nous linéarisons 1’équation (5.1) en utilisant la paralinéarisation
de J.-M. Bony (Voir [6]), et un certain calcul symbolique paradifférentiel. L’utilisation de ce type de calcul
permet essentiellement de supprimer les pertes de régularité liées aux commutations.

Ainsi, au lieu de linéariser de maniére classique pour se ramener a étudier 1’équation linéaire
Ou =1Ly ~+ ayu + ast + by Vyu + boV,u + f(x,t), 9.1)

nous linéarisons selon la méthode de J.-M. Bony pour se ramener a étudier I’équation suivante, qui est aussi
linéaire,

ou=1Luv+T,u+T,u+ T, Veu+T,,Viou+ f(x,t) 9.2)
ou Ty, Ty,, Ty, et Ty, sont des opérateurs paradifférentiels et plus précisément des opérateurs de paramul-
tiplication (voir Section 2).
Cette équation est souvent dite «paralinéaire».

Pour expliquer I’hypothése d’annulation faite sur F' et ses dérivées, on rappelle que, dans le cas ou £ = A
et by = 0, pour que le probleme de Cauchy linéaire associé a (9.1) soit bien posé, une condition nécessaire
portant sur le coefficient by (x) a été démontrée :

sup
zeR™, weS"—1 R>0

R
J/ bi(x 4+ rw).wdr| < oo (9.3)
0

Voir [73], [49].

Cette condition est évidemment vérifiée si b; est réel.

Elle est aussi vérifiée si by = vw ou avw, pour v,w € H*(R"), s > % eta € L*(R"), comme on
peut le voir en appliquant le théoreme de trace. Comme le coefficient b; est une dérivée de F', ceci justifie
I’hypothese faite sur /' et explique aussi pourquoi 1’on est contraint de travailler dans des espaces a poids

si F' s’annule seulement a I’ordre 1 en 0.

La démonstration du Théoréme 7.2 consiste en grande partie a établir des estimations convenables sur
la solution du probléeme de Cauchy associé a I’équation paralinéaire (9.2).
Pour ce faire et suivant [31], on construit un opérateur pseudodifférentiel C d’ordre O et possédant de bonnes

79
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propriétés, notamment inversible et de symbole ¢(x, £) réel et pair en &.
Cela permet, par estimation de ||Cu/||2, d’obtenir des estimations d’énergie sur les solutions de (9.2) du type
(7.6), (7.7), (7.4) et (7.5) rappelées ci-dessous

sup [lu®)]l, < A (uuons [ sl dt) 7.6)
0<t<T 0,7]
117 )l < A <HU0Hs T /[ Lo, dt) a7
suppeer [u(t) s < A (ol + No (12 )) (7.4)
7+ ulllr < A (Jluolls +Nr(1°74 1)) (7.5)

avec

Ni(u) = sup ( /O ' [ o= a:”)2u(:c,t)]2d:cdt>;

HETL™

On remarque que 1’on peut aussi obtenir les estimations obtenues dans [31] avec

T 3
4l = 3 (//Q |J—éf|2dxdt> |

WEZL™

mais, dans un souci de simplification et de clarté, nous n’utilisons dans cette section que N (J 3 1)

On met alors 1’équation (5.1) sous la forme (9.2) avec
a; = 0, F (ug, vo, U, Do),
= 0z F (ug, vo, Uo, Vo),
by = V,F(ug, vo, o, Vo),
by = VF (ug, vg, U, Do)

et un terme non linéaire
flx,t) = R(u, Vou,u, V,a).

Si W(t)up désigne la solution de (9.2) telle que W (0)uy = ug, on détermine alors un espace métrique
complet dans lequel on prouve que 1’opérateur

T
Tu=W(t)ug + / W(t —t"R(u, Vyu,u, V,a) dt’
0

admet un unique point fixe pour un 7" assez petit.
Ce dernier résultat s’obtient en utilisant les estimations (7.6) et (7.7).
Pour estimer la non-linéarité, on utilise la propriét¢ d’algebre de H* pour s > 7.

Pour prouver (7.6) et (7.7), on estime la norme L? de Cu, ou u est une solution de (9.2), en écrivant de

maniere classique
Oi||Cul|32 = (0,Cu, Cu) + (Cu, 9;Cu).

Ce qui permet d’obtenir que

To
ICuli)l < Cunly + 22 [ 1C.2 ~ 2Cu+ Ty Vs i
0
TO TO
+ ’z@ / (CT,, Vi, Cu>dt’ + ‘2@ / (Cu,Cf>dt' 9.4)
0 0

1
+ATysupy gy a3 + 1172l
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ou A, est une constante qui dépend des semi-normes d’ordre M (suffisamment grand) des symboles de C
et Tb1 .

La difficulté de 1’équation (9.2) semblant venir du coefficient b, on cherche a choisir C pour que I’opérateur
Z'[C.,iﬂ — XC] + CTZy(bl).V

soit relativement petit, en un sens que I’on précisera, 1’idéal étant qu’il soit continu sur L2, ce qui nous
ramene a étudier son symbole principal

—26.V,¢(2,€) — e(2,€) I (bi (2, €)).€.
ol by (z, €) est tel que )
T v ) = 1.7 (b1(z, D))

et

5 = (_517 ety —szafk—s—b s 7571)

L= 02 -3 0.

i<k >k

On rappelle que

Pour assurer plus ou moins I’inversibilité de C, on cherche son symbole sous la forme

c(z,8) = exp(v(z,§)).

Pour construire v, on commence par décomposer b; comme

bi(z) = Y aruprulx) 9.5)
WELM™
avec
(O'/LM) - ll,
Supp(@l,u) C QQ,LL
et

lo1ullce <1

ou C? désigne la classe de Holder si o n’est pas entier et I’espace des fonctions p fois dérivables a dérivées
bornées sinon.

Le fait de supposer une régularité o > 2 est notamment utilisé pour permettre d’appliquer 1’inégalité de
Garding. (voir Théoreme 8.4).

On résout ensuite I’équation aux dérivées partielles suivante, d’inconnue 7),,,

— 26 V(2. ) — I (Bu(x,€)).£ =0, (9.6)
ou ¢, est défini par
95#(1]7 D) = T‘Pu‘

On symmétrise alors en £ la solution obtenue, puis on la tronque de maniere convenable pour obtenir un
symbole 7, d’ordre 0.

On pose enfin

7(“7575) = Z alvﬂry#(x7§>‘

PELT
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Le symbole ~y ainsi défini est d’ordre 0 et, méme si I’expression

—26Vo(2,€) = I (ba(,€)) €
n’est pas d’ordre 0, elle est petite en un sens convenable.

On remarque que, par construction, pour tout ¢ € {1, 2}, b;, ¢; , et ¢ ont la régularité de V.

Pour estimer 1’autre terme qui pose probleme,
(CTy, V1, Cuy,

on utilise des commutateurs, que
(V. u,u) =0,

et les propriétés de C = ¢(z, D), notamment que c est pair et réel en &, ce qui donne

Cu = Cu.

Les inégalités (7.7) et (7.5) donnent I’effet régularisant.

Les inégalités (7.4) et surtout (7.5) sont centrales car elles permettent d’estimer la non-linéarité d’ordre 1
dans un espace approprié pour pouvoir appliquer un théoreme de point fixe.

L’effet régularisant s’obtient en utilisant le lemme de Doi, ’inégalité de Garding et la décomposition de by,
by, a; et ay suivant les (),,, autrement dit, en suivant 12 encore la méthode utilisée dans [31] et en I’adaptant
au cadre plus général des résultats énoncés dans cette these.

On rappelle que u est solution de 1’équation (7.1) rappelée ci-dessous

{ Ou = iLu+ TP Vou+T) Vot + Cru+ Chu + f(x,t)

u(z,0) = up € H*(R™) (7-1)

On commence par démontrer les estimations (7.2), (7.3).
On suppose donc que 1’équation (7.1) admet une unique solution .

On régularise alors les coefficients b; en posant

Pipm(@) =m" [ Om(x = y))* pinly) dy etbim(v) = > Cipim (@),
I

ol ¢ est une fonction régularisante définit comme dans le lemme 8.1 et les «; ;, sont les coefficients définis
dans (9.5).

On rappelle que, par hypothese,
”901,M||c2 < 1.
On a donc
H‘Pz‘,,u,chQ <1.

De plus, pour tout M > 2, on remarque que , pour tout entier naturel M, il existe M; tel que

SuP ||<‘7; - I,u>M0§01’,u,mHJC\{M <

7%
AmM {d, )M sup [l 1 < AmMY sup s l18 < AmM,
s 1220
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Cette derniere proprié€t€ remplacant la propri€té€ de support vérifi€e par les ¢; , et pas par les ©; ;, .
On obtient alors I’équation suivante

ou =1L+ T,fl Vaou+ Tb‘i - Veu+ Cru+ Cout

(T3 =T ).Vu+ (T3 - Tp, ).V + f(x,1) ©.7)

avec by p, et by, qui sont des coefficients C*° tels que

bism = Zai,u%,u,mv 1<k<n
I

avec
[@ipmllce <1
puisque
l@iplle> < 1.

Les o, sont les coefficients obtenus dans le décomposition des b; suivant les cubes Q).
Ces hypotheses permettent d’avoir

Tﬁi,w € Op(f,a
avec
sup |75, [z < A
w,m
mais aussi que
T;fwm € Op(l),O

avec, pour M assez grand,
sup HT&,WHX(B) < Asup [|@i umll o
p u

Dans le second cas, on a une constante qui dépend de m.

On utilise alors le lemme 7.1 appliqué aux coefficients régularisés b, ,, et b, ,,, avec f remplacée par

fm =+ 0 ufin+ 22, a2ufoy

ol fra= (T2 =T )NVeuet fo, = (T, —T2, ).V,

P1,u,m ©2,u,m

Les estimations sont alors vraies pour un opérateur C dépendant de m noté dans la suite C,,.
De plus, on a le lemme suivant
Lemme 9.1

Pour tout i € {1,2}, tout 9 > 0, il existe une constante A ne dépendant que de n, de ¢ et de sup,, || ,.||ce
telle que pour tout m > 1 et tout m’ > m, on a

AmNM

1
1172 ull[7

T
_ A
/0 (Cn(T,, — T2, ).V, Cpu) dj < Euuzcmum% +—
Am/N 1 NM
+T|Hﬁu!|\% + ARm/™ " T sup [|ulfg.
[0,7]
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avec u = uouu = u. On a aussi

T 5 5 5 . A 1 2 AmNM 1 2

(CulTy,, —T5,,..)-Vu, V' Cpu) dt| < —||[J2Cpull|z + ———[[|]2ul|[7
0 m m

Am/NM

R

1 NM
172 ull[7 + ARm’ T?HEHUHS-
0,

ouV € S, avec ses semi-normes majorées par une constante ne dépendant que de n.

Preuve. Voir preuve du lemme 11.10.

Revenons a la preuve du théoréme 7.3. En utilisant le lemme 7.1 et le lemme 9.1, pour N et M deux
entiers naturels fixés assez grand ne dépendant que de n, on obtient que

2 2 T A 1 9 AmNM )
sup [ Cotul|2 < |Contto|2+2 [ {Conf, Cout) | dt + =[] TZCuuf||% + 12|
(0,7 0 m

M4WMGWwMMb-ﬂW%WO-
sup HCmqu <
(0,7
1 1
Am™M w2 + TRsup |[u|2 + =72 ul]|r 9.8)
[0,7] R
T NM
A 1 Am
ﬁAKQJEMMﬁ+EWNQM% 172 ul]2.

On applique ensuite le lemme 7.2 a C,,,u, c’est a dire que

T
HUR%W@§A</rwau@ Mwﬁ+wmmm%>
0

0,7

+2AmM/NM (}—%||]Jéu|||2T + RT sup HW)H%) :
[0,7]

On applique a alors nouveau le lemme 9.1 pour obtenir que
1
1172 Crpull7 <

T A L NM
Al [ e scomlde Sl Coulf +
0

Am

1
[ 2ul][F + sup ||CmU||(2>>
0.7]
1
12AMNM <EH\J§uIH% + RT sup Hu(t)H%) :
0.7]

la constante A obtenue étant le maximum des constantes obtenues qui ne dépendent que de n.

Pour m > 2A2, ona
A% 1
1——>-=
2’
et donc on obtient que

. , T . AmNM
|2 Crrul||7 < 24 ; |<\I/Cmfvcmu>|dt+[sou7%||Cmu||0+ m T2 ul||7

1
12AMNM <E!|\J2UI!\% + RT sup HW)H%) :
0.7]
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En appliquant I’estimation ci-dessus a (9.8), on peut alors écrire que

T
sup €} < Am™ <HUOH8 e TRl + [ 1(Cu cmu>rdt>
0,1 0

(0,7

A T AmNM .
+— (/ [(WC,f, Cruus)| dt + sup || Cpullg + IHJQUI||2T>
m 0 [0, 7]

m/
1
+24m ™M (S 175ull7 + RT sup [u()]f7 )
R 0.7]
On applique alors le lemme 7.2 avec C,,, = Id ol u est une solution de I’équation (7.1) dont les coefficients

b; n’ont qu’une régularité (¢ > 2) limitée mais qui suffit pour appliquée la premiere estimation donnée dans
le lemme 7.2. Ce qui donne

T
sup [|Cppulf§ < Am™ <I|UO||§+TR[SUP]I|U||3+/ [(Cnf, CmU>|dt>
0,T 0

(0,7]

A T ) ATTLNM T )
+— (VC,. f, Crpu)| dt + sup [|Crpully + ——— (W f,u)| dt + sup [[ullg
m 0 [0, m 0 [0,7]

1,
+2Am™ M (EIHJWHIQT + RT'sup |IU(t)H§> :
0,71

A T
m [0, 7] 0

[0,T]
A T AQmNM—l T
2 [ et e+ S [ g ) at
m Jo m
AP 2 [ A g 2 2
+ — sup [[u(t)[|§ + 2Am - [(Wf,u)| dt + sup |Jullg | + BT sup [[u(@)]g | -
m o B\ Jo 0.7] 0.7]
Pour m assez grand, par exemple m > 2A, on a
A1
1——>=
m 2

et donc

1 9 A 9
—sup [|Chull§ < (1 — —> sup ||CLullg.
200 I 15 o | I

Sachant que I’on peut fixer A > 1, on am > 2 et donc on obtient que

sup [|Cpnullg
0]

A T
< 24m/™M (nuon% + TRswp ul + ( | 1wt e+ sup ||u||8)
[0,T] 0 [0,T]

T 2, NM

A*m
(o Col e ) + 22— sup Ll

+/OT\<\Imef,Cmu>]dt+/o

On utilise enfin que, par construction de C,,, on a

Am2M

R

lullg < Am*M [ Crull§ + lulIG-
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Ce qui permet d’obtenir les estimations (7.2) et (7.3) du théoreme 7.3 pour m’ grand devant m, R > R,
assez grand et 7{) assez petit avec

To To To
Iy (f,u) = /O (CUC,, f,u)| dt + /0 (CE,Con fo )| dt + /O (W f,u)| dt. (9.9)

ou C,, = C € OpS} ,, avec ses semi-normes bornées par une puissance de m, est I’opérateur construit dans
la preuve du lemme 7.1 et ¥ € SY,, avec semi-normes bornées par une constante qui ne dépend que de n,
est I’opérateur construit dans la preuve du lemme 7.2.

On obtient donc les estimations ci-dessous sur I’intervalle [0, 75,

gﬁ%@%ﬁAm%%+MUw», (9.10)
1T2ul||Z, < A(uollo + Iny (f,w)) - ©.11)

En vérifiant que J*u est une solution d’une équation du type (7.1), on obtient les estimations ci-dessous sur
Iintervalle [0, 7],

sup [[u(®)]|Z < A (JJuoll2 + I, (J* f, J°u)) (9.12)
[07TU]
H!J”%uw%, < A([luolls + Iy (J° f, J°u)) . (9.13)

Les estimations s’obtiennent ensuite pour tout 7' > 0 en remarquant que
v(x,t) = u(x, t +Tp),
si elle existe, est solution de
O =iLv+ T Nvo+ T, Vo + T2 v+ T2 Vo + g(x, t). (9.14)
ol g(z,t) = f(x,t + Tp). On obtient donc que

sup lo()13 < A (l[voll? + In, (J°g, J*u)) ,
0,To

1
117207, < A(llvolls + I, (J°g, J*u)).

Ce qui donne
sup Ju(®)[l; < A (|u(To) |12 + Ir,(J°g, J*u))

[T0,2T0]

1 S S
1175207, < A([v(To)lls + In,(Jg, T*w)) -

On a donc
sup |lu(t)|?
[O,2To]
< A (JJuoll + I, (J* f, J°u))
+A (Ju(To) |2 + I, (J°g, J*w)) ,
17542l 3,
< A(fluoll? + In, (J° f, Ju))
+A ([[u(To) |2 + I, (J°g, J*u)) .
or

la(To) 2 < A (l[woll? + Iy (7. T*w))
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donc )
sup |lu(t)|3

[0,2T0]
< A (Nuoll? + I, (J° £, J*u))
FA (A (uoll2 + Iy (J° £, J*w)) + I1,(J°g, J°u)) ,

5% 2 ul||3,
< A (fJuoll? + I, (J° f, J°w))
+A (A (luollZ + In, (J° f, J*w)) + Ir, (J°g, J°u)) .

En remarquant que
In (J°f, JPu)) + I1,(J°g, J°u)) < Lo, (J° f, JPu)),
on obtient ) ) ) )
[sup] [u(®)[ls < (A+ A%)[luolls + (2A + A%) Loz, (J° f, J*u)
0,279
11755 2] |2, < (A + A2)[Juol? + (2A + A?) Log, (J* f, J*u).

Dans un souci de simplication, sans perte de généralité, on note alors

A =max(A + A% 2A + A?).

Pour tout 7' > 0, il existe T} < Ty et N assez grand tels que NT; = T'. De plus,

sup [Ju(t)[ < (A+ A%)Juoll{ + (24 + A*) Loy, (J° £, J*u)

[0,2T4]

175237, < (A + A%)luo|l? + (24 + A*)Ior, (J° £, J*u).

On réitere alors le processus précédent N — 1 fois pour obtenir, sur ’intervalle [0, T, les estimations (7.2)
et (7.3) rappelées ci-dessous,

sup lu@)IZ < A (lluoll? + Iz (J° f, T*u))

1175 2ul]|2 < A (Juoll? + Lr(J° f, J*u))

avec A = Ay une constante qui dépend de T et, plus précisément, qui explose exponentiellement si 7'
temps vers ’infini.
On obtient donc (7.2) et (7.3) sur tout intervalle [0, 7).

Pour obtenir les quatre autres estimations (7.6), (7.7), (7.4) et (7.5), on utilise (7.2) et (7.3) en remarquant
tout d’abord que, d’apres (9.9), on a

T
(0 < A( [ IR Toup ful? ). 9.15)
0 [0,7]
De plus, pour tout R' > 0, on a

1 ]_ 1
Ir(J*f, JPu) < A (R’NT(JS2 2+ ﬁ|||Js+2u||]2T) . 9.16)

L’estimation (9.15) permet d’obtenir (7.6) et (7.7) pour T; assez petit, puis en utilisant la méthode utilisée
pour obtenir (7.2) et (7.3) pour tout 7" > 0, on obtient (7.6) et (7.7) pour tout 7" > 0.
L’estimation (9.16) permet d’obtenir (7.4) et (7.5) pour R’ assez grand et T3 = T'(R’) assez petit, puis en
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utilisant la méthode utilisée pour obtenir (7.2) et (7.3) pour tout 7' > 0, on obtient (7.4) et (7.5) pour tout
T>0.

Unicité :
Supposons que I’équation (7.1) admette deux solutions u; et uy sur un intervalle [0, 7] alors u; — uy est

solutions d’une équation du type (7.1) avec f = 0 et ug = 0 donc u; — usy vérifie (7.6), c’est a dire que

sup |lug — uslls <0
(0,77

donc, pour tout t € [0, T] et tout x € R",

uy(z,t) = ug(x, t).

Existence :

Soit p € C*(R") une fonction plateau telle que p(§) = 1si [£] < 5 et (&) = 0si|¢] > 1. Pour tout
€ > 0, considérons I’équation suivante :

{ du=1iLu+ TP p(eD).NVyu+ TP p(eD).Vyu + Cru+ Cou + f(z,1) 9.17)

u(z,0) = ug € H*(R")
On remarque que p(¢D) et V, commutent.

Soit 7" > 0 tel que

sup || flls < +oo.
(0,77

Cette équation admet une unique solution dans C'([0, 7:]; H*(R")) avec T, €]0, T'.
On note cette solution ..

En effet, la fonctionnelle T définie par
t
Tu = e“tuy + / eif(t—t’)((Tlflgo(sD).Vx + C)u+ (Tligo(eD).Vx + Cy)u+ f(x,t'))dt
0

admet un unique point fixe pour 7 assez petit.
Pour vérifier cela, on remarque que

t

/ (T3 Vup(eD) + Cyull, dt <
0

09 (2, D)l| (s ey Sup IVap(eD)ulls + t|Crll 2 s ) Sup [[ulls-
Or, en utilisant le support , on a
A
IVap(eD)ll.e @y < -

ou A est indépendante de €. Pour 7. < ¢ assez petit, on otient donc que

1
sup [|Tulls < fluolls + 5 sup [Juls.

0,T- 0,

Pour tout u € C([0, 7%]; H*(R™)), on obtient donc que Yu € C([0, T.]; H*(R")).
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De plus, pour tout u et tout v € C'([0,7%]; H*(R™)), on a

sup [|T(u —v)ls <
[07T5}

sup |lu — v||s-
[OvTE]

N | —

L’opérateur Y est donc contractant dans C'([0, 7.]; H*(R™)).

En étudiant de la méme maniere le probleme (9.17) mais avec la donnée initiale
u(z,0) = u.(T:),

on obtient I’existence d’une solution dans C([0, 27%]; H*(R")).

En effet, en posant

t
Tyu = e“tu (T.) + / e LT p(eD).V, + Ciu + (T p(eD).V, + Co)u + f(a,t'))dt,
0

pour le méme 77, on a

1
sup [|Tyulls < Jlue(T2)lls + 5 sup [Julls.
[O’TE] [07TE]

Pour tout v € C([0,T%]; H*(R™)), on obtient donc que Tqu € C([0,T%]; H*(R™)).
De plus, pour tout u et tout v € C([0,7%]; H*(R™)), on a

1
sup ||T1(u—0)||s < 5 sup |lu — vl|s-
[OvTE] [OvTS]

L’ opérateur Y est donc contractant dans C'([0, T%.]; H*(R™)).

En réitérant ce raisonnement, pour tout 7' > 0, on obtient que le probleme (9.17) admet une unique solution
dans C([0,T]; H*(R™)).

Lemme 9.2 La solution u. de (9.17) vérifie, uniformément en ¢, les estimations d’énergie (7.4), (7.5), (7.6)
et (7.7) données dans le théoreme 7.3 rappelées ci-dessous.

wPJMQNSSAumws+A&u*%nx

—T<t<

117 2ulllr < A(lluolls + Nr(J*72 1))

ool < 4 (Juoll+ [ 1501 ar).

_T<t<T
) T
WW“MTSAOWM+/JU®mﬁ>

Preuve. Voir preuve du lemme 11.11 . [

On rappelle que

Ou. = il + Tflc,o(eD).Vmu6 + Tligo(eD).Vzda + Chu. + Couie + f(z,t)
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donc
Ouer = i.Lus + T,igp(e’D).VzUs/ + Tli(p(g’D).qu‘E/ + Chue + Cotigr + f(x,1).

On obtient donc que v = u. — u. est solution de 1’équation (9.17) avec
f =T Vu(p(eD) — p(e'D))ucs + Ty, Vo (p(eD) — (€' D) s

etvg = 0, d’apres le lemme 9.2, on obtient que v vérifie les estimations d’energie du théoreme 7.3.
En utilisant ces mémes estimations appliquées a u. dans f, pour tout ¢, tout €/, tout s > 2, tout ug, f € H®
ettout7’ > 0, ona

Jo Ifllodt < (e = )T A(uollz + suppo 7y [|f]2)-

Pour tout 7" > 0, (u.) est donc de Cauchy dans I’espace complet C'([0,7] : L?*(R")) et converge vers
1’unique solution u de (7.1) pour tout uy € H2.

De plus, par un argument classique de densité de S(R™) C H?*(R") dans L*(R™), on peut approcher u et
f dans L? par deux suites de fonctions (ug ) et (fi.) dans S(R™).

Soit uy I’'unique solution de (7.1) (avec fj, au lieu de f) dans C'([0, T]; L*(R™)) associée & ug . D apres les
estimations d’énergie données dans le théoreme 7.3, on a

sup |lur — ww||s < A(l|uor — wokllo + T sup || f — frllo)-
[0,T] [0,7]

Sachant que (uq ;) et (fx) convergent, on obtient que (uy,) est de Cauchy dans I’espace complet C([0, T']; L*(R™))

et converge donc vers ’unique solution u de (7.1) dans C([0, T']; L*(R™)) pour tout uy dans L*(R™).

Pour traiter le cas non linéaire et donc obtenir le théoreme 7.1, on met I’équation (5.1) sous la forme appelée
en générale paralinéaire obtenue par la formule de Bony.

{ Owu =iLu~+ Ty, p.Vou+ Ty p. NV, 0+ Ty, pu+ Ty pii+ R(u, Vyu,a, V,a) 9.18)

u(z,0) = ug(x)

R(u, V,u,a,V,a) € H>T2(R")

siu € H*(R") avec s > 5 + 1+ o.
Si I’on suppose o0 > 1, on a donc

R(u,Vou, @, V,a) € H2THe(R™) ¢ H¥(R™)

On pose
v = V,u,
20 = (uo, Vo, o, Vo),
z = (u,v,u,0),
bi(x) = 0,F(2),
by(x) = O5F (),
ar(x) = 0, F(z),
ax(z) = Oz F ()
et



a}(x) = 8,F (z0),
ad(r) = 0gF ().

L’équation (9.18) s’écrit alors, en posant v = V,u pour simplifier,

o = i.Lu + Tlf?.v + Tlfg.@ + Tj?u + Tjga + R,
u(x,0) = ug(x)

avec . ~ ~
R, = R(u,v,u,v) + Ry2+ Ru3
de€0,1]
Ryo=(Ty, —T9)v+ (Th, — Tp).0,
Rys = (T, = Tjy).Vu + (Tp, = Tjy).Va,
et

Ryg = (Toy — T )u+ (To, — Tjy ).

) CL2
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(9.19)

Dans la suite A, (||uolls), Bn(||tolls), Crn(|luolls) désignent des constantes qui ne dépendent que de n, s

et de |Jugl|s, ou des constantes majorées par des constantes qui ne dépendent que de n, s et de ||ug]|s.

Soitptelque 2 < p < s — (n/2+1).

Le minimu utilisé est 2 car pour obtenir les estimations dans le cas linéaire, et notamment 1’effet régulari-

sant, on utilise 1’inégalité de Garding.

L’inégalité stricte 2 < s — (n/2 + 1) vient du fait que I’on utilise 1’inégalité de Sobolev

IVuolle < Al Vullag e < [luols-

Soit (g,,), une partition de 1’unité subordonnée au @),,.

Ona
0(x) = qubl(x).
p
Si
”qitb?HCQ # 0,
on pose
iy = [|gubf |2
“ Qubg(x)
Pl = g e
et sinon, on pose
a;, =0
et
i u(x) = 0.
On a donc, pour tout 4 tel que «; , # 0,
[©ipllc2 = 1.
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Sous les hypotheses du Théoréme 7.1 (F est nulle en 0, ainsi que ses dérivées d’ordre 1 et 2), en utilisant
le développement de Taylor avec reste intégrale en 0 a I’ordre 2 de 0, F (u, v, @, ), enfin, en posant zy =

(uo, vo, To, Ug), ON obtient

b = Z 2o h1,(20)

YENZNF2 |y|=2
avec hy - (ug, vo, U, Do) vérifiant
sup |h1,7(u07007ﬂ07@0)| S sup |G1,'y(x)|

zER™ .ZE[—”’U»OHSaHUOHSPnJrz

Glﬁ(%(lb(]), V%(Uo), j(Uo), Vf(lb(])) = h177<u07 Vo, ﬂo, 60)
On a le méme résultat pour by mais en utilisant Oz F' (u, v, U, v).

D’apres I'inégalité de Sobolev, sachant que sur le support de ¢, on a

<ZE - x#) < dm
en posant
by = (x — xu>_(n+1)a
on obtient
sup vy < A(|luolls) [l (ug + uovo + v5) [ s-1,
ie{1,2}

or n

_ 1 > —

s 2
donc on a

sup aviy, < An([[ulls) (leutiolliy + lleutiolls—1lvollsms + [lepvolli) -

ie{1,2}
D’apres le lemme 3.7, on a
ipuolls—1lliz < Alluol[s—1

et
lénvolls—1lle < Alluolls.

D’apres I’inégalité de Cauchy-Schwartz, on en déduit que
el € 1
et

sup [|[16,07 [[s—1 1l < Bu(lluolls)-
ie{1,2}

Ou=iZLu+ Ty Vu+ Ty Vi + Tiyu + Thyu+ R,
u(z,0) = up(x)

(9.20)

On définit AT (w), A\l (w) et AT (w) par

[0,7]

I (w) = max(A] (w), A; (w), Ag (w))
On pose

1
A (w) =sup s, () =117 Hulllr, X () = sup 0] 3

Z|,|1’:LOHS = {w € C([0,T); H®) : w(z,0) = up(z) et I (w) < 10Kn(||u0\|s)}
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ot K, (||uo||s) désigne une constante ne dépendant que de n, de s et de ||ug||s telle que
Kn(lluolls) = l[uollsn([luolls)

Jn(||u0||s) > On(HuOHs)(l + ]n(||u0||s))>

Cy(||luol|s) une constante polynomiale en n, ||ug||s, Bn(||uol|s) et eBrilluolls) et

L(l[uolls) = (lluoll; + 1) sup |Gi ().

Z?’Y?‘,E

On pose )
Yw(t) = W(t)ug + [y W(t —t)R,(t')dt

ou W (t)ug est la solution de 1’équation (7.1) pour f = 0 (I’existence dans la cas paralinéaire n’est utilisée
que dans le cas f = 0).

Un point fixe de T est solution de (7.1) avec f = Rw.
En effet, en notant B 1’opérateur conjugaison, on a

O, Tw(t) = (zz + T3V + TY.VB + Th + Tng> W (t)ug+

t
/ (i,ﬁf + TV + T VB + Ty + Tng> W (t —t)Ry(t') dt' + Ry(t)
0
O Tw(t) = (i + Tjp.V + Typ. VB + Ty + Ton B)Yw(t) + Ru(t). (9.21)

On prouve alors que, pour 7' > 0 assez petit T admet un unique point fixe dans Zﬁ[;mHs en utilisant les
estimations (7.2) a (7.3), ce qui permet de démontrer le théoreme 7.1.

Pour prouver la propriété de continuité par rapport aux données initiales, on remarque tout d’abord que s’il
existe > 0 tel que
[uoll <7

alors toutes le constantes A, (||uo||s), Bn(||uol|s)s-» Kn(]|2o]|s) se majorent par une constante A, , ne dé-
pendant plus de wuy.
La solution u associée a ug existe donc sur un intervalle [—T,., T,.] avec 7T, indépendant de uy.

On utilise ensuite que © — v est solution de (7.1) avec

f = Ru—v + Tb(l)—bl(vo)'vxv + Tbg—bQ(Uo)‘vl‘E + Ta?—al (v)V + Ta%—ag(vg)v

ol bl(’Uo) = (VUF)(U(), Uo,ﬂo,ﬁ()), etc....

Pour 7" = T, on obtient donc que
I (u = v) < 10C;([luo — volls)lluo — volls + [luo — volls T Ha ([0l ).

Cette derniere estimation permet d’obtenir I’'uniforme continuité par rapport aux données initiales pour
T = T, assez petit.
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Indications de démonstration du théoreme 7.2

La démonstration suit celle de [31] et les indications données dans la section précédente, qui concernent les
mémes résultats mais dans le cas ou les dérivées de ' sont nulles jusqu’a I’ordre 1.

Nous allons présenter la méthode de démonstration du théoréme 7.2 a I’aide de I’exemple suivant

O = i.Lu+ |Vul.

En utilisant le calcul paradifférentiel et la formule de Bony, on linéarise comme suit
Ou=1Lu+ Ty, z.Vou+ Ty,,.V.u+ R(Vu, V, )
que I’on transforme en

Ou=iLu+Te - NVu+T , .V,u
+<TVIHO — T%I%)qu + (Tvmuo — nguo>vxﬂ
+<Tvzg — Tvzu—o).vmu + (TVzu — TVZUO).VQUE
+R(V,u, V, )

(10.1)

(T30)(z) = / 7 (2, €)(1 — a(€))alE) de

n

P& = 6P [ 3eP e = )bta) dy

T, =T}

et x est une fonction a support dans B(0,¢), x = 1 sur B(0,&’) avec 0 < e < &’ < 1, et 0; € C°(R") telle
que ¢, = 1 sur B(0, 1) et ¢; = 0 en dehors de B(0, 2).

Comme dans la sous-section précédente, on note T 1’opérateur défini par
Tw(t) = W(t)ug+
t
/ Wt — )(To.o — To,5).Vo + (To,u — TS,,).VO) () +
0

t
/ W(t =) (T8, = T8 5,)-Vau+ (T8, — TS ). Vo) (1)) di'+ (10.2
0

/ t Wt —t)R(V,w, V)t dt

95
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ou w(x,0) = ug et
u(z,t) = W(t)up(z)

est la solution d’une équation du type (10.3) suivant
O = iLu+ Tjp.Vu+ Ty Va + Tjou + Tyu + f(,1)

pour f — 0’ b(l) — Vzﬂo, bg = quO, CL(I) = ag =0et U(ZE, O) = Uyg.

On obtient que Tw(t) est une solution de 1’équation (10.3) pour

f=h+fo+fs

avec
filz,t) = (Tv,o — TS ). Vw(z,t) + (Ty,w — TS_,). V(2. 1),

f2 (ZL“, t) = (Tgxﬁ - Tgxﬂo)'vw(l‘? t) + (Tgxw - Tgmm)).vm(ﬂf, t)?
fa(z,t) = R(V,w, V,0).
Tw(z,0) =uy et b = Vg, by = Vaug, a; = as = 0.

On démontre alors que s’il existe o tel que, pour tout i € {1,2},

(@)= af,el,(2)

HEL™
avec
O‘?,u el
0
suppp;,, € 2Q,
et

le?llce <1

(10.3)

(10.4)

(ou, pour o > 0, C? est la classe de Holder si ¢ non entier et I’espace des fonctions p fois dérivables a
dérivées bornées sinon) alors les équations du type (10.3) admettent une solution unique, sur tout intervalle

de temps [0, T, qui vérifie les estimations d’énergie suivantes :

sup [Jut)] < A (||Uo||s n /[ o, dt)

0<t<T

Pour tout oy > O et tout o € {0,1},ona

s 1
17 )l oo, < A (Huous ; /[ e dt)

sup Ju(®)lls < A (Jlwoll, + 117 £1I17 )

0<t<T

1174 ulllzon0 < A (lolls + 177 £ll17,-0-20)

s+ 1 s—2
17l < A (ol + 172 £111r)

avec

T % _I4og 2 %
Nl = sup ([l o = v 5"l
0

PEZL™

(10.5)

(10.6)

(10.7)

(10.8)

(10.9)
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(S

[|ul[|7 = (/ / u(x,t)] dxdt) Iz2(011%@u) = llullin(z2(@uxp0.1)-

WEL™

A = ciexp(cT)

et, ¢1, co dépendent polyndmialement de 7, et des constantes Ay, A, e et e avec Ay et A, des constantes
qui vérifient
Ay > sup Z]a et Ay > sup [|BY]ce.

1€{1,2} 1€{1,2}

Dans le cas g = 3 et 0y = 1, on remarque que

£z, ~o0—2.0 = Nz (f).

On remarque aussi que si
f=h+l+/s,

la méthode de démonstration fait que 1’on peut obtenir par exemple, pour tout o > 0 et tout o7 € {0, 1},

’ T . T (10.10)
A( | hld+ 11l s+ [ ||f3||sdt)-
0 0

Dans I’exemple présenté dans cette section, on peut appliquer les estimations précédentes avec

P [ulls + 11552l 70000 < Alluolls+
0,7

Ao = [I(2) 2 ol g 44

car , en utilisant notamment le support de g,,, on a

> lad, Z 19, Vol o2 < ZHW uoll 5 +2+
I

< ZH T =) E 5<x> Tyl — 227 2) 2 Vauol| 3o

D’apres I’inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient que

Y lad,l <
H 1
(Z I — )5 {) "33 ) (Z = wu>-’%-€<x>%’+fvxuou‘g+2+a>
H W

On applique alors le lemme 3.7, ce qui permet d’obtenir que

Z Y [CORRNTY FRETS

C’est le seul argument qui utilise que

1
2

I{z) 2+ uol 3 4342 < +00

qui est du a la méthode utilisée pour vérifieer que les coefficients b; admettent une décomposition suivant
les cubes @), et que b; vérifie donc la condition nécessaire et suffisante (9.3).
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De plus, on a

A1 = [luol| fyg+ae-
Or A; < Ay, les inégalités précédentes restent donc vraies avec ¢; = ¢ = P(n, Ay, eAU) ol P est un
polyndme.

On applique alors ces estimations a Yw pour w dans un espace métrique complet bien choisi pour pouvoir
appliquer un théoreme du point fixe.

Soit un entier naturel p > 2.

Cette méthode nous amene a estimer

M (Tw) = sup [ Twlls et A g, 5, (Tw) = |72 Y|l 1,00.01

2,00,01
(0,77

)\;371(Tw) et )\QT,LO(Tw),

A:;T(Tw) = [SUJI% ||<37>28tTw||%+1+a et )\ik(Tw) = [SUII% I <x>kTw||g+1+p—k+e
07 Oa

pour tout og > 0 et, oy = 0 ou gy = 1 par une fonction de A\ (w), A3, ,, (w), A 31 (w), A3 o(w), AL (w)
et A ,(w) bornée sur tout compact ot

1
M () = sup [l et 43,0, (1) = 120l lzopn,

A (00) = p 0) 004112 €t Ay () = smp )l 3511

Dans la suite, on note I'"' (w) le maximum de ces p + 4 normes.
Plus précisément, on souhaite montrer que T admet un unique point fixe dans 1’espace noté 7 ||Tuo||s tel que

ZT — {w’ FT(U)> S 10Kn,uo}

l[uolls

ou K, ,, est une contante fixée assez grande qui ne dépend que de n, s et des différentes normes associées
aux espaces de Sobolev auxquels appartient .

Sachant que Tw est solution d’une équation de type (10.3), on peut lui appliquer I’estimation (10.10) ou
f1, fo et f5 sont définies dans (10.4).

On prouve que

T
/ Ifsllsdt < AT sup  |©(z)\T (w)
0

z€[—M,M]

M = sup ||w]|s et © € C*(R)
(0,77

pour o > 1 car f3 est le reste de Bony.

De plus, pour § = % et p > 2, d’apres le proposition 4.4, on a

T
/ Iulledt < AT sup [blce sup o]
0 0,77,i (0,7
avec

sup [|billcz < sup [|wl|z 3.
(0,7, [0,7]
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et donc .
[ WAl < AT
0

On démontre aussi que
_1
17772 folll7,-50 < A Sup 1) (b = B) | ooz xio,ry Az 0 ().
e,

En appliquant I’inégalité de Sobolev, on obtient que

()% (b; — b?)HLO"(Rnx[O,T]) <A sup |Oy(z)] x sup [[(x)?0y, (w — “0)H%+€
x€[—My,Mi] k,[0,T7]

ou ©; € C*(R) et
My = sup [|wl|z14e + [[uoll 2414
(0,71

Dans cet exemple ot by = V,w et by = V,w, ona 0(x) = 1.

On obtient donc
1) (b = b)) | oo < [-7,77) < ATAS (w).

On obtient donc que

A (Tw) + A3 5, 4, (Tw) + Ay 51 (Tw) + X5 o(Tw)

2,00,01

< Ko, (1+T(A§<w»§,1,o<w>+ - \@<x>w<w>+mw>2>),

z€[-AT (W) ] (w)]
c’est a dire que pour 7’ assez petit, on obtient

NT(Tw) + N 0, (T0) + N1 (Y0) + ALy o) < 2K

2,00,01

Estimons alors
A (Tw) = sup )"0 w14
07

On rappelle que
<L = Z Oy — Z Oz
i<k >k

On remarque tour d’abord que Tw vérifie
OTw =iLYw + Tor VYw + T2, VTw + f(z,t)

avec f qui peut se mettre sous la forme

R(V,w,V,w) — R(Vuo, Vo) + R(Vuo, Vo),

R(V,w, V,0) = (Tyg — TS:).Vw + (Tyw — TS,).VT + R(V,w, V,0),

et

R(Vaw, Vo) — R(Vauo, Vo) =
(Tvw-va, — T9a-va,)- Vo + (Tyay, — Tog,)-V(w — up)
+(TVw7Vu0 - Tgw—Vu())'vw + (TVUO - TguO)V(U} - UO)
—|—R(wa, wa> — R(VxUO, V$ﬂ0>

(10.11)
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En remarquant que
L({(x)*Tw) = (2)>LTw + (2k — 2(n — k))Tw — 27.VTw
ou ¥ = (—xq, ..., — Tk, Tgs1, ..., Tn ), ON Obtient que

(2)20,Tw = i.Z ((x)*Tw) + (x)*T&,_.VTw
+(2)* T8, . VTw + 2iE.VYw — i(4k — 2n)Yw + (z)2f (2, 1).

D’apres le lemme 3.4, on a

{2)* T8V Yw + ()T, .V Tw + 2i7. VTwH n 1.
< AL+ 2] Vgl ) | ) Cuo][ 3 2

On obtient donc

A (Tw) < AQL+ 200 |Gl )Mo () + o 2 411
0,T

A (Tw) < A(1+ 2sup H8ku0||Loo)>\4TZ(Tw)
+[soquH< z)*(R (Vw VW) — R(Vug, Vo)) 2114 + [[{x)* R(Vuo, Vo) || 241+

Dans la suite ¢, désigne une fonction dans C*(R") telle que ¢; = 0 sur B(0,1) et #; = 1 en dehors de
B(0,2). On a alors que

A (Tw) < A(1+ QS%P [0ktio || Lo ) M1 (Tw) + [Soujl% ()2 fll 2114 (10.12)

AgT(Tw) <A1+ QSup Hf)kuoHLoo))\zQ(Tw)

+[Sou71?|!< )" (R (Vw V@) — R((1 — 6:(D/R))Vw, (1 — 0:(D/R)V)) | 3+1

+[sou£u< 2)*(R((1 = 61(D/R))Vw, (1 — 6:(D/R))Vw)— (10.13)

R((1—6,(D/R))Vuo, (1 — 6:(D/R)) Vo)) || 5414
e (z)*(R((1 = 6:(D/R))Vug, (1 = :(D/R)) Vo) — R(Vuo, Vo)) || 140
0,T
+||< > (VUO,VUO)||"+1+5
On rappelle que, pour tout w; et tout wsy, on a
R(Va:wla V:vwl) - R(vmw% vmm2) =
(TVE1*VU2 - Tgﬁl—VEz)'vwl + (TVU2 - TgEQ)'v(wl _ 'LUQ)

+(va1—V'LU2 - TguuswQ)'vwl + (TVWQ - Tgw2>v(w1 - w2>
+R(V$w1, wal) - R(wag, meg)

(10.14)

D’apres le proposition 4.4 et le théoreme 4.4, on obtient donc que
sup || ()*(R(Vw, V@) — R((1 — 6:1(D/R))Vw, (1 — 6(D/R))VW)) | 31

(0,71
< A@)0u(D/R) V]| e | ) Vo] 541
+2(1 = 61(D/R)) Vol e | (2261 (D/R) V] 5 414
T+ swp [0@)[[[(2)%6:(D/R) Ve 51)

$E[—M1,M1

avec, d’apres le lemme 3.4,

(0,71

M; = max (sup Kz)*Vwllg e, Sup (z)*(1 = 91(D/R))Vw!|g+1+s> < Apa(w).
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On obtient donc que

sup || (2)*(R(Vw, Vo) — R((1 — 6:(D/R))Vw, (1 — 0,(D/R)V)) | 3+1-

(0,7

:Ultb-

(4/\T( )+ sup I@(x)l> Nia(w)
ve] (w)]

—>\4T,2(w),>\4T,2
De plus, on a

?OH%IH )*(R((1 — 01(D/R))Vw, (1 - 61(D/R))Vw)~

R((1 —6,(D/R))Vuo, (1 — 6:(D/R)) V) || 541+
AQ2[I(1 = 6:(D/R))V (w — o) = ]l(z)* Vw||n+1+e
+2/|(1 ~ 62(D/R))Vuwl| = | (2)3(1 — 6, (D/R))V (w — uo) ||z 14e
+  sup [O(2)|[[{z)*(1 = 61(D/R))Vu(w — o)l 31+)

z€[—Ma,Ms]

avec

My = max (?0“}7 140170~ 6D/ ) Vel 1.5 | 2)°(1 ~ 0<D/R>>Vw||g+l+a>

ou, d’apres le lemme 3.4, on a

sup || (z)*(1 = 0(D/R)) V| 3414= < A (w).

[0,7]
On obtient donc
sup [|(z)*(R((1 = 61(D/R))Vw, (1 — 6:(D/R)) V) —

[0.7] )
R((1 = 01(D/R))Vuo, (1 — 0:(D/R))Vug))|| 2 41+

{EG[*MQ,MQ]

< ARTX: (w) <4A£2(w) +  sup |O(z)]

En réinjectant ces dernieres estimations dans (10.13), on obtient que

Az (Tw) < A(L+ sup 10kuo|| e )AL (Tw)+

A
= (4A1T(w) - sup |@(:c)|> Aip(w)
[ ()

S 7A£2(w),AIQ

+ART A, (w) (4A£2(w)+ sup  [O(x)| | + Kpoug

xE€[—Ma,M>]
ou /<, ,, est fixée telle que

Kn U Z
sup [[(z)*(R((1 — 6:(D/R))Vuo, (1 — 6:(D/R))Vg) — R(Vug, Viig))[| 2414<

(0,17
+[[(z)? (VUO,VUO)””HJFE
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T
l[uolls”

Sachant que w € Z on obtient que

)\ST(Tw) < A(1+ sgp ||8ku0||Lw)AZ2(Tw)+
A (10.15)
(— + ART) 80K, + 2 sup 1O(x)] | 10K, 0 + Ko
]

R 2€[—10Kp ug, 10K v

Pour prouver que T stabilise Zﬁ;ous pour R assez grand et 1" assez petit, Il reste a estimer Azk(Tw) pour
tout k£ < p.
On commence par remarquer que, a I’aide de I’équation intégrale (10.2), on obtient que

)‘4T,k(Tw) < H<9‘?>kW(t)UOH%+3+pfk+s + T[Soug H<x>ka%+3+p*k+s-

D’apres le théoreme 4.4 appliquées dans la cas s; = k et o = 1, et la proposition 4.4 appliquée avec
& =8=1eto =2 cequifaitqued’o’ =1,0na

@) (fs + f1)

xE[—Mg,Mg]

2 t3tphte < A ( sup  [O(x)] + 2||wa||c2> Api(w)

avec
M; = Ai L(w).

D’apres le lemme 4.3 appliqué dans le cas o =0eto; =0,ona
||<x>kf2||§+3+p—k+e < 2A||<x>kV(w - u0)||L°°HVw||%+3+p—k+e
12" foll 2 ap-nre < AL (w) + (@) Vg || e )ALy (w)

On obtient donc que

Ap(Tw) < (@)W () uoll 2 +34p-kie + T

z€[—M3,M3]

Al sup  |O(x)]+ 2IIVﬁwallc2> Ais(w) + AN (w) + \|<x>kVu0||Lm)Aik1(w)> :

Niw(Tw) < [[6@) W (ol 3+31p-kse

10.16
+TA sup 1O(2)| + 4Ky | Ko ( )
xe[_Kn,uoyKn,uO]
Pour estimer || (z)*W (t)uql|z 31— -+e» On utilise que ()W (t)uq est solution de
3tu =1Lu+ (Tb(l) + TbgB)VU/ + (Tatl) + TagB)u + f (1017)

avec pour donnée initiale (x)*ug, B I’opérateur de conjugaison et
f(z,t) = fr(x,t) =i(x)F[(L + Tlf(l).V + TZ%.VB), () M) ()W ().
On applique alors I’estimation (10.5), ce qui donne

sup || () W ()uo| 2 451p—te
(0,71

T
< Gl wllgase) (1 wallsaep-sec+ [ Wdlgrasponec ).
0
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avec, d’apres le corollaire 3.3,

1f5ll 2+8+p—k+e < Cn(luolls) Sup ) = W (ol 3-434p- (k- 1y4-

1fellzave < Callluolls) AL -1 (W ()uo).

Pour estimer A] ., (W (t)uq), on réitére la méme opération, ce qui fait que I’on doit estimer A, _, (W (t)uo)
et ainsi de suite jusqu’a
N1 (W (t)uo).

Ce qui revient a estimer, pour tout j € [1,n],

sup [|z; W (¢)uoll 3 +34+p—1=-
[0,7]

Ce qui a déja été fait précédemment dans le cas p = 1. On remarque alors x ;1 (t)u est solution d’une
équation de type (9.20) avec

f= 1 =iles, L)+ [, Typ. V] + [, Ty VIBW (t)ug

et de donnée initiale x;u, avec [z;, .Z| I’opérateur de symbole —%éj et [z;, T%.V] I’opérateur de symbole

b0
— 10, (1 (2,€).).

On a donc

;W (t)uoll 2 +3+p-1+2

)

< Colllzjuoll g +sp-1+e) | lzsuoll2434p-14c + T sup \|W(t)uO|!g+3+p+s> :

On conclut en rappelant que W (t)uq est solution de (9.20) avec f = 0 et donc, pour s > 2 +3+p-+e,0na

sup W @)uoll 2 +34pre < Alluols.

On obtient, d’apres (10.16), que que
A (Tw) < Allug||s + +T A (supxe[_Kn,uoﬁKwo] 10(z)| + 4Kn,uo) K- (10.18)
Pour tout entier £ < p, pour 7" assez petit, on obtient donc que
M (Tw) < 10K, -
En utilisant (10.18) dans (10.15), on obtient aussi que, pour R assez grand et 1" assez petit,
A (Yw) < 10K, 4,

Ce sont toutes ces estimations qui permettent de prouver que T admet un point fixe dans un espace normé
complet bien construit pour obtenir le résultat donné par le théoreme 7.2.

L’introduction d’un poids semble nécessaire car dans le cas ou .2 = A, b, = 0 et T}, étant plus simplement
la multiplication par by, I’équation (10.3) a été étudiée dans de nombreux travaux comme [73], [49] et une
condition nécessaire portant sur le coefficient by () a été démontrée :

sup
zeR™ ,weS"—1 R>0

R
J/ bi(x 4+ rw).wdr| < oo (10.19)
0
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On observe que dans le cas ou b; est réelle, cette condition est vérifiée.

Dans le cas ou b; = u% pour u € H°ets > 5 a I’aide du théoreme de trace de Sobolev, la condition
(10.19) est vérifiée mais dans le cas ou by = V,ug € H®, pour que cette condition soit vérifiée, il semble
que I’on doive introduire un poids.

[ utilisation d’estimations d’energie dans des espaces de Sobolev a poids fait que I’on doit aussi estimer le
reste de Bony dans ces espaces a poids.

On peut remarquer que la méthode de démonstration utilisée ne donne pas de meilleurs résultats si on a un
opérateur elliptique.
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Preuve du théoreme 7.3 : Existence globale et
effet régularisant pour des équations linéaires
(ou plutot «paralinéaires») de Schrodinger
généralisées.

Dans cette section, nous traitons le probleme de Cauchy pour I’équation de Schrodinger généralisée linéaire
définie ci-dessous.

On rappelle que @, est le cube o + [0,1]", © € Z". On note z,, le sommet du cube (), image de 0
par la translation de vecteur y. La famille de cubes {Q,,},cz» recouvre R™. On note @7, le cube de coté
2 obtenu par homothétie de centre le centre de ),. On note ¢, = (d,) ou d, est la norme du vecteur
(1,1,1,..,1,1,1) € R", longueur de la grande diagonale du cube (), ainsi que des cubes (), pour tout
ez

Théoreme 11.1 Etant donné un nombre réel s et un nombre réel 6 € [0, 1], on considére le probléme de
Cauchy

{ 8tu:i$u+Tli.qu+Tli-Vxﬂ+01U+O2ﬁ+f($at) Aa1.1)

u(z,0) = ug € H*(R")

On suppose que C' et Cy sont des opérateurs a symbole dans S‘f’ 5, avec 0 < 0; < 1, et que

bi,by € C°(R"),

avecp > 2et
be(x) = > (), k=1,2
(5.2) neer
supperu © Qrs lorulles <1, lanul < Ay

m

Pour tout nombre réel s et tout T > 0 tels que fOT £ (®)||s dt < +o0 et Np(J5~2 f) < ~+oo, I'équation
(11.1) admet une unique solution u dans C([0,T] : H*(R") telle qu’il existe un réel A tel que u vérifie
(7.2), (7.3), (7.6), (7.7), (7.4) et (7.5) rappelées ci dessous.

sup [Ju(t)[ < A(lluoll? + Iz (J*f, J*u)), (11.2)
o<t<T

105
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17 2ulll3 < Allluol? + Ir(J° £, J*u)) (11.3)

1
T 3
HWMT:$W(/‘Wx_$M4M%ﬁ)
b 0

et I7(f,u) est une somme de 3 termes de la forme fOT (G f,u)|dt o G € OpSY, et |G|l L2 wn)) indé-
pendante de T'.

avec

En particulier, on a

sup [u(®)]ls < A(uolls + Nr(J*~2 f)), (11.4)
0<t<T
11752l ||7 < A(||uolls + Nr(J*7% f)) (11.5)
T
sup Ju(®)]l, < A (HUOHS = [l dt) | (11.6)
0<t<T 0
T
17+l < A (Huous = [ s, dt) | a1y
0

Remarques :
— Comme dans [31], le résultat ci-dessus est vrai avec la condition

T 2
|||J_%f|||,T:Z </o /Q |J_§f|2dxdt> < 400 au lieu de N(J 2 f) < 400,
7 H

cette derniere quantité pouvant étre un intermédiaire de calcul. Pour éviter encore de multiples notations et
détails techniques, nous ne travaillons qu’avec la norme N7. Nous n’avons pas trouvé d’estimation simple
qui lie ces deux normes.

— La constante A utilisée ci-dessus est de la forme ¢; exp(c2T") avec ¢y et ¢, deux constantes strictement
positives.

— Nous allons démontrer le théoréme sur 'intervalle [0, 7], le cas [T, 0] se traitant de fagon analogue
en remarquant v(x,t) = u(x, —t) est solution d’une équation du méme type que u.

— Nous allons aussi travailler avec s = 0 puisque le cas général peut étre ramené a ce cas en appliquant
J* a (11.1). Plus précisément, on pose v = J*u et donc vy = J*uy € L? pour ug € H*. On obtient que v
est solution de _ - _

{@v:LZU+E§VW+JQXGU+Ow+wLU+f@¢)

v(z,0) = vy € L*(R") (11.8)

=77
et B
Cp = JSOkJ_S —+ [Js, Tbk.Vx]J‘s,
k = 1 ou 2, qui sont des opérateurs a symboles dans S? 51,6) Car Ciet(Cy € OpS?’ 5, avec 0 < d; < 1.

Ce qui suffit pour obtenir le théoreme 11.1.
—Dans la suite, A désigne une constante polyndmiale en n, A;, e et As.

,max(

Preuve du théoreme 11.1.

La démonstration de ce théoreme est assez longue.
Pour prouver ce théoréeme, on utilise les deux lemmes qui vont suivre, les lemmes 11.1 et 11.2 (effet régu-
larisant prouvé dans le section V.).
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Pour prouver ces lemmes, on régularise les coefficients b; et by de maniere classique comme indiqué dans
le lemme 8.1, ce qui permet de travailler avec des opérateurs a symbole dans Sy o sans perte en régularité.
Les restes obtenus s’estiment correctement car ils sont petits par passage a la limite. C’est le lemme 11.10
qui donne cette estimation sachant que pour prouver ce lemme on utilise 1’estimation (8.3) donnée dans le
lemme 8.1. On ne fait pas exactement un passage a la limite car sinon on ne peut obtenir 1’existence un
intervalle [0, Tp] avec 7; > 0 qui tend vers 0 si I’on passe a la limite et donc, avec la méthode utilisée, on
ne peut étendre I’existence a tout intervalle [0, 7).

Pour démontrer les lemmes 11.1 et le lemme 11.2, on suppose donc que u désigne une solution de (11.1) si
elle existe avec les coefficients by et by vérifiant les hypotheses supplémentaires ci-dessous :

Vk € {1,2}, by, € C*(R") (11.9)
bi(x) = Z e Prp(@) b =1,2
pezr (11.10)
ngk,uHCQ < 172 ‘ak,,u’ < Ak
12
VM €N, ¢y, € CM(R") et VM, € N,sup |[{z — 2,) ™ pop ullem < Ao (11.11)
17

Lemme 11.1

1l existe un opérateur C inversible et borné dans L*(R"), un réel A et trois entiers naturels N, M et M
tels que, pour tout T' > 0,

T
sup [[Cu(t)} < AlCunl}+2 [ (€5, Cu
0<t<T 0

1 1
i sup e = ) il (RT sup [l + 7 ll).
i 0<t<T

Lemme 11.2

1l existe un réel A et un opérateur V € Op51070 tels que pour tout T' > 0, on a

T
2l < A ([ 1wswlde s 0+ 7) sup ),
0 0<t<T
I’estimation ci-dessus n’utilisant seulement que 0 > 2, (11.11) dans le cas M < 2 et pas (11.9).

On a aussi, pour tout R assez grand,

T
Hulﬂcuuyz;,gA(/ [(UCF,Cu)|dt + sup |Cull2)+
0 0<t<T

A
sup || (@ — 2,.) " ul| o (EHUQUWT + ART sup IIU(t>||3> '
i 0<t<T

Remarques :

—Les preuves des lemmes 11.1 et 11.2 suivent en partie les démonstrations faites dans [31] : Lemme
3.2,3.3.

— C’est 'utilisation du lemme 11.2 dans le cas C = Id appliqué a une solution d’une équation dont
les coefficient b; ne vérifie pas (11.9) et (11.11) qui fait que 1’on suppose o > 2 pour pouvoir appliquer
I’inégalité de Garding précisée pour un systeme (théoreme 8.4). Une amélioration est sans doute possible
en utilisant le théoreme 8.5.
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—Pour des raisons techniques, on précise la dépendance des coefficients par rapport aux normes sup,, ; || (z—
z,)yMop; qu ., les entiers My et M n’étant pas précisés mais suffisamment grands et ne dépendants que de
n.

Cette dépendance n’est précisée que si la régularité M utilisée est strictement supérieure a o.

— La preuve de 'effet régularisant (lemme 11.2) vérifié par v ne colte seulement que 2 crans de
régularité pour les coefficients b; et by. Ce qui cofite davantage en régularité pour obtenir I’effet régularisant
vérifié par Cu dans le cas ou C est I’opérateur construit pour prouver le lemme 11.1, c’est I'utilisation de la
continuité L? de C.

— A lintérieur de ces preuves s’intercalent de nombreux lemmes ainsi que leur démonstration. Celle
du lemme 11.1 nécessite notamment les lemmes 11.5 et 11.6, et, celle du lemme 11.2 utilise le lemme de
Doi (voir [16]).

— Pour la preuve du lemme 11.2, on renvoie a la section V.

Preuve du lemme 11.1.

Soit C un opérateur a symbole réel dans la classe 5870 tel que C soit borné dans L? et inversible pour que
des estimations de sup ||Cul|2 en donnent pour sup ||ul|3.

[0,T7] [0,T7
Ona
0;(Cu, Cu) = (Cou, Cu) + (Cu, Coyu), (11.12)
or
(1.£Cu, Cu) + (Cu,iLCu) = 0, (11.13)

on obtient donc que
d
E<cu, Cu) = 2%([CiL — iLClu, Cu) + 2%(CT} .Vu, Cu)+
2% (CTY .V, Cu) + 2% (Cu, Cf) + 2% ({(CCyu, Cu) + (CCyu, Cu))..
On écrit alors que
2% (CT} .Vu,Cu) = 2%<CT%(bl).Vu, Cu) + 2@<C7}‘?ﬁ(bl).VU, Cu)

donc

%(Cu, Cu) = 2%([Cil — i L Clu, Cu) + 2%(CT} ;). Vu, Cu) + 22(CT Y, ). Vu, Cu)

1

+2%(CT} .Vu, Cu) + 2%(Cu, Cf) + 2% ((CCyu, Cu) + (CCyu, Cu)) .

Par construction de C (plus de détails seront donnés dans les sections suivantes, en particulier, voir les
lemmes 11.5, 11.7), pour tout 7" > 0, on a les deux inégalités suivantes :

T
/ 248 ((CCy, Cu) + (CCym, Cu) dt < Asup (z = 1,1l sup
0 n 0,T

T A )
| T, T Cudldt < sup e = ) 01, o (ﬁHIﬂuIH% + AT sup Jull )
0 n [0,7]
En intégrant sur [0, Tp], pour tout T € [0, T, on obtient
To To
|Cu(Ty)|3 < [|Cuol|d + ‘2%/ (CTY .Va, Cu) dt‘ + ‘2%’/ (Cu,Cf) dt‘
0 0

A
+sup [[(z — 2,) @1 ullEn }—%IIIJQUHI%LATSHPIIUII%) + (11.14)
12 [OvT]

To To
‘2%/0 (i1[C¥ — ZClu,Cu)dt + 2%’/0 (CTi‘Sj(bl).Vu,Cu) dt‘ )
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Dans la suite, nous allons construire C pour rendre le terme
T T
‘2%’ / (i [CL — £C|u, Cu) dt + 2% / (CTy4y)-Vu, Cu) di
0 0
suffisamment petit dans un sens que 1’on précisera ultérieurement.
On note ¢(z, ) le symbole de C. Par construction de C, on a
c(z,§) eR

et
R((CT} s,y Vu, Cu)) = ((—e(x,€).7 (0 (x, €))-£) (2, D)u, Cu) + Z((Es gu, Cu)

avec )
Es g = CT} )V — (e(x,€)is (b](2,€)).i€) (x, D).

Construction de C :

On rappelle que

L= 0= O

<k >k

et on pose

5 ::<__€17“7__£k>§k+17'“7§n)
et, on note ¢(x, £) le symbole de C.
Nous allons construire C a symbole

C($,f) S Sgﬁ‘

Ona
i[CL — 2£C] = -2 (E.ch(x, g)) (,D)+ E

E = Zc¢(z,D) € OpSy,

avec, par construction de C (voir lemme 11.5), pour M assez grand,

1Eullo < Asup|[(z — 2,) 1 ullcar[ullo.
I

Le but est de rendre ) 3
—26.V,e(x,€) — e(2,6)5 (b (,€))-€

aussi petit que possible.

On pose ¢(x,&) = cg(z, ) avec R > 1.

On souhaite aussi que C soit inversible sur L.
On pose

cr(e,€) = exp (Yr(2,€)) etyr(w,£) = Y ar,ymu(e,€)

WEL™

D ol < 4

PEZLT

avec
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ou les o, sont les coefficients donnés dans 1’hypotheése du théoreme 11.1 de décomposition de b; suivant
les cubes (). On a alors que

V.er(7,§) = Voyr(z, §) exp (Yr(7, §)) = Vayr(w, §)er(w, §)
—2§~vxC(ZE, f) - C(l‘, g)f(z)(i(:p? 5))5 = CR(xa 6)(_2€Vx7R(xv 5) - j(gi(xa g))g)
= en(@,©) Y ar (26 Varmu(@,6) = 7 (],(, ) €)

ou, par définition, on a

Bl €)= (1= inlEDIE™ [ €l = 1)e1a) dy

Construisons alors vy ..

Considérons tout d’abord la fonction
1 [ B ~ 1 [ B
5 [ s sE s =g [, (0 psle)) L
2 Jo 2 Jo | | !6\

Lemme 11.3 On rappelle que x,, est un des coins de Q),,. On a1, € C* et, pour tous multi-indices o et

B,
0202m,(2,€)| < Aaginle = 2O (2 = 2, )20l i (11.15)

out A, ., est une constante qui ne dépend que de n, o, [3, et 0.

De plus, on a

% V0,1, €) =~ (P, (2,€)€ (11.16)

Preuve. On a

A= [T Cf o))

Pour tous multi-indices « et 3, on a

B1<B
3 ) e
/ /0 ( (1€]°y).# ( o1 (az+s|£| )) €] )dsdy.

e~ 3 A (L)

B1<B B2<p1
> Br1—B2 (> 1 B2 el é . 5|€|6n
7 (X1(l€ly) 92 (I | Ogorp | +s 55—y |- dsdy.
0 Jmn €] §

000 mu(x,§) = ) Ag, 3661( wl‘ﬂ)ZAﬁzﬁlZA/ﬁﬁzxz

B1<B B2<p1 B3<B2

[ [t ey oz (f (a’?w’”’j (“SI%_ )))aﬁ () do
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Or, pour tout k € [1,n], on a

(8) < (En — 22) () s — 0+ |§—| ).

- 2
§
<xuk—xk+s‘?k—yk
1_

- 2"
<x#k — Iy +s|§€—k| — yk>

De plus, dans le cas #; # (s et B3 # 0, d’apres la formule de Faa di Bruno, pour v = ; — S5, on a

¢ (xa(Ely) = > €y (1) 02 (11 )y
ve N Y=+t

vl=q<|y| %#0
vi € N

et

Sachant que sur le support de 1 — ¢, on a |£| > 1. En posant
X2(§a y) = 851_52 ()21(|€’6y))7

on obtient donc que

()l < Agg Y 107 (1E y) ][0 PNy (11.17)
v<p1—p2

o (f <<93<p1,u,j (fﬁ + 5|§_| - y))) =

5 E el )l

i €N" By=Bi+..+ By h=1
ml=q <8 B #£0
B € N"

avec

1. =¢
k

On en déduit donc que

o (ﬂ <8§<mw (3” " Sé_| B y) >)

2—F3 g §6n n—|p2 3
P (k||§|| | < Alg[pleelelssl,

Ce qui permet d’obtenir que pour tous multi-indices « et 3, on a

1050 (2, )| < Aw — ) PN T (@ — 2,) 201 ll o Y
B3<B2<B1<B
‘aﬁ-ﬁl (1 - w1<!a|>)
¢ 2

/n /Ooo< L S ds (1) PE (1€°9) % xa €, y)| dy.
yk>

v1<f3

De plus, on a

X

k
Ty, — Tk + ST —

€]
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On pose alors k = k¢ tel que
€k | = A k|-

Sachant que, sur le support de 1 — 91, on a || > 1 donc, on a nécessairement

1

vn

De plus,
On obtient donc que

0208, (2.€)| < Afe — 21 @ = 2,0 2o
B3<p2<B1<p

LPimwG%ﬁ%ﬂ%_%ﬂ IEP (1) xa(€, )] .

& )

Dans le cas ékg < 0,ona

& h
[ﬂ arctan (SCW% T + Sﬁ — Yke = __ﬂ - §_| arctan <x”’% T The T yk{)
0

ke
- ©
[|€_| arctan (I#kg Tk + 5% — yk§>] < _ﬂﬁ <m/n
0

e

On a la méme estimation dans le cas fk§ > (. Or

() < A1+ [y,

on obtient donc que

|a§a§%(%f)’ < AW\/E@ - $u>|’6||§’_|ﬁ|“<x - xu>w+2901,u”0\al+lﬁl Z
B3<B2<B1<B

eIl el )l .

La fonction y; (Voir x» définie avant (11.17)) étant dans I’espace de Schwartz, on obtient I’estimation
annoncée dans le cas 5, # 35 et B3 # 0.

Le cas 81 = [» ou 3 = 0 se traite avec le méme type d’arguments ou plus simplement.

Démontrons ensuite 1’égalité (11.16).

Par définition de 77,,, on a

+oo
2V (1,€) = / S GEVLIF,, (o + 5,€))) ds

jel1,n]

or

vx(@?,p,k('x + 857 5)) = (Vﬂf@iu,k)(x + Sga 6)7

(vx(ﬁ{,u,,k)(x + Séu g) £ (%01 TS k(‘r + S£ f))
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et
A

~6 g
|901,u,j(93+3§:f>| < —<x—x#+55~>

car
(# — 2) oL ()] < An(da)™.

On obtient donc 1’égalité donnée dans le lemme 11.3. [

On définit alors

7]#(1’, 5) + 77M<x7 _6) .

Uu(xag) = B

La fonction v,, est paire en & et vérifie le lemme 11.3. Soit ¢» € C§° (R) telle que ¢)(z) = 0si |z| > 1 et
Y(x) = 1si|z| < 1. Définissons ensuite

) =01 () 0 (R ) e

ol R est un réel dans [1, 4+-o0], fixé trés grand.

Les preuves des quatre lemmes 11.4, 11.5, 11.6 et 11.7 qui suivent sont données juste apres que ces lemmes
aient été énoncés.

Lemme 11.4

(a) Le symbole g ,(x,§) est pair en & et réel.
(b) On a
Vo, B € N" 020 vr (2, €)| < Aagsup,, (& — 20201 | craris.

Ici, comme dans la suite, une constante notée A, g est une constante qui ne dépend que de n, de « et 3.
(c)Ona

_25'V$7R,u(m7 g) - j(@?ﬂu('x7 5))6 = eR,,u(xv 5)

o eru(z, D) € 0175870 avec |leg,u (@, D)||z2@mny) < AR||(x — z) Mooy llom.
(d) On a

Aq
VO(, 6 € Nnv |a:?a?8§k73,#($>§>| < R”B sSup H<l’ - $#>|5|+39017MHC|04+\B\+1, 1<k <n.
m

Définissons maintenant o(C), le symbole de C. On pose

(C) = ¢(x,€) = ea(x,&) = exp(yr(x,§)) avec yr(w,£) = > a1, Vrule,§).

ou les oy, désignent les coefficients de la décomposition de b; suivant les cubes (), (hypothese (S.2),
théoreme 7.3).

Lemme 11.5
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(i) Le symbole cr(x, &) est pair en & et réel.
(ii) On a
Vo, B € N, [0207¢(x, )| < Aagsup, [[{x — 2,) 2201l clarsiar.
(iii) On a
Aa
Va, € N", |8§“8§05c(x,§)| < Tﬂ sup [|(z — x#>‘6|+3901,/1||0|&\+lﬁl+1.
m

(iv) Pouri=1oui =2 toutp > 1, toutlT > 0ettout R>1, ona

T
/ ([C. TP V]u, Cu)| dt
0

< Amax (p (& — 2,0 0[S sup [ — xu>MOsoz-,u||éM>
1,0 st

L
X (RTsupHqu + EH‘JQU|H%> :
(0,71
et, pour tout p € CM(R") tel que sup,, || (x — z,)"p|cn < +00, on a

/T ([C, T2 V]u, Cu| dt

< Amax (sup [{z — 2,) M0y |, sup [{z — x@MM,MHCM)
Hyt Myt

1 1
x sup [[(z — 2,)"pllen | RT sup [Julfg + }—%|||J2UH|2T>
12 [OrT]

ot N et M sont fixés assez grands ne dépendant que n, C = Id ou C = C.

(v) Ona
i[C,L)+CT ) Vo= Eip+ Esp+ E

ou

est borné dans L*(R™) avec

1Byl 2wy < ARsup[[(z — 2,) g1l cu
m

et
E e OpSg,O

borné dans L*(R"™) avec
1) 22y < Asup [[(z — 2.) 1 ullon.
o

De plus, pour tout Ty € [0,T), on a

To 1
[ B Cot] < Asuplo 200, (AT sup i+ gl )
0 I3 0<t<T

To 1.
/ <E2,Ru,u>dt‘ < Asup [[(x — 2,) @1 | onr (RT sup ||ullf + EHU?UHI%) :
0 12 0<t<T
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(vi) On a

ASUPM [(z — xu>M0S01,u||?;M
: Jullo

lullo < Asup [|{z — 2,)" @1l | Cullo +
m

Revenons a la preuve du lemme 11.1 et estimons 2% fOT(CTl;;Va, Cu) dt, il suffit pour cela d’estimer
| [T{CT{ Vi, Cu) dt|.

Lemme 11.6

Soit C comme dans le lemme 11.5. On a

T
/0 (CT;,Va. C“W' < Asup [|[(z = 2,) il (RT o lullg + —|!|J5u|||T) ’

L2

Lemme 11.7

Soit C comme dans le lemme 11.5. On a

T
1 1
[ (b atar] < Asup o = ) oy (BT sup uld + 172l )
0 i 0<t<T

Preuve du lemme 11.4

La proposition (a) est évidente. Vérifions la proposition (b).

Lemme 11.8 Pour tout multi-indices « et 3, il existe A, 3 € R tel que pour tout i € Z" et tout R €
[1, 400,
020 (Fg™ )| < Aaste) 1.

Preuve : voir section V.

Revenons a la preuve du lemme 11.4. Les fonctions 6;, ¢, et ¢ sont C* donc g, est C*. De plus,
pour tout multi-indice o, on a

et, pour tout multi-indice 3, on a donc

0F 05 VR (., €)

S e () o (25

Il<IBLyI<|e|

Or, 0, € C*(R) est une fonction plateau telle que 0;(z) = 0si |z| < let#;(x) = 1si|z| > 2 doncon a
91(‘%) € 57, avec, sur le support de 61, |{| ~ R

En utilisant les estimations obtenues sur 7, (lemme 11.3), sachant que sur le support 1),

(x — )Pl < (%) 8] |
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on en déduit donc que, pour [£] > 1,

[B—ml
920510, 6)] < Asuple) Py ()7 o) o,
7

soit |0, 05 vru(w, )| < Aasll(@ — 2,)" 01l crsrrial
Ce qui prouve la proposition (b).

Prouvons alors la proposition (d) dans le casa = = 0. On a
:1§g1J§> <Ru—xn)
%mfﬁ)R§;<Rf ¢ W%Q Riz — ,)
o (§)a (2552 o () (255 i

La proposition (d) s’obtient en remarquant que, sur le support de 6, ,

que d’apres le lemme 11.8,

o (o (2 s
R{z—z,,)

avec ses semi-normes uniformément bornées en R, sachant que sur le support de ( ® ) et de ses
dérivées, on a

<:L' - x#) < 277
et donc
Og, vu(x, &) € S?,0~

Le cas a et 5 quelconque s’obtient avec les mémes arguments en utilisant, en plus, la formule de Faa-di-
Bruno par exemple.

Prouvons ensuite la proposition (c¢). On a

BTl ) = o VA =) (Bl g (K1),

—2) (W) 0, (%) £ v,(, €).

Or,
VQC’UN(ZL‘7 5) — vxnll(x; 5) +2Vx77u(g;, _5)7

en utilisant I’égalité donnée dans le lemme 11.3, vérifi€e par 7, on a

ngx%(x» g) = —j(QpLM(I’, 5))6

et donc
j(@LMC& 5))5 + j(@l,u@% _5))5

—26.V,v,(z,€) = 5

Sachant que ¢, ,, est paire en &, on obtient enfin que

_Qg‘vmvu(‘rvg) = 2f(901,,u(x7§>‘§
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et donc que

_2£'Vm7R,M(J}7 g) - j(@?,u<x7 g))g = eR,#(a;a §>

enn(1,€) = G REV. (o — ) gy <R<9ﬁ<§—> >) (|€|) o, €)

C ) ()
3 o

w0 () - 1) #etuimene

Pour obtenir la proposition (¢), on peut remarquer que le premier terme est dans 5870 et que les deux derniers
sont dans S™°.
Pour prouver cela, on utilise le support de 1 — v,

avec

et que, pour |a| + |5 # 0,
00, (1 — ) = =030,

ce qui permet d’appliquer le lemme 11.8 dans ce cas, sachant que, d’apres le lemme 4.3 , ¢, ,, absorbe les
puissances de (x — x,,).
Pour le troisieme terme, on utilise le support de 1 — 6.

Preuve du lemme 11.5

Les propositions (i), (ii), (iii) découlent directement des propriétés de g ,,.

Pour démontrer (vi), on pose
sr(x, &) = exp(—r(z, §)).

On observe que les propriétés (i), (ii), (iii) sont encore vraies pour sg(z, §).
D’apres le théoreme 3.1, on a

C(z,D)S(x,D) =1+ Ly, S(z,D)C(x,D) =1+ Lo
avec L1, Ly € OpS&0 et, d’aprés la proposition (d) du lemme 11.4, on a

ASUPN [{(z — xu>M09017u||CM

| Lil| 2y < I

Pour prouver (v), I’opérateur .Z étant différentiel, par intégrations par parties, on a
i[CL — 2C = 2 (g.V$c> (2,D)+ E
ou £ a son symbole .Z,¢(z, ) dans 58’0 avec ses semi-normes majorées par

Asup [[{z — $M>MO<PLMHCM-
m

De plus, on a

—26.V,e(z,8) = e(z, (I (b](x,€)).£ + e1n(x,€)))
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61R$§ ZalpeRua:g)

avec ep ,(z, ) défini dans la preuve du lemme 11.4.
Posons
ELR = (C@LR)((L’, D)

D’apres (ii), ¢ € Sj ; avec ses semi-normes bornées par Asup,, || (z—x,)"° @1 | cm, etey g par ARsup,, || (z—
z, )M 0y || o, done, d’apres le théoreme 3.1 et le théoreme de Calderén-Vaillancourt, pour M assez grand,
ona

1By gkl 2@y < ARsup [[(@ — z,) 01,7
o

On pose 3
By = CI} .V, — (c(x,€)ib(2,£).€)(z, D).

En notant e; r le symbole de F5 g, on a
€2R$f Zal,u€2ux§

avec

oz, 6) == 3 / [ eroeta, + omng o+ y.€).6 dudnds.

lvI=1

Lemme 11.9 Le symbole ey, (x,§) € Sj, avec, pour tout multi-indice « et tout multi-indice f3,

1B1+3

Aap sup,, (7 — 2,) |é\a|+|ﬂ|+1

R

P1u

00 ea(2,6)| <

ou A, 3 est une constante indépendante de [u.
De plus, ey, absorbe les puisances de (x — x,,).

Preuve : On utilise le lemme 3.1, sachant que d’apres la proposition (7ii) du lemme 11.5, on a
avec ses semi-normes majorées par

Aanp

=L sup [[(z — 2.)1P 301 | cret s
Ry

De plus, d’apres les hypotheses supplémentaires (11.9), (11.10) et (11.11) et le lemme 4.3, on a
aac@(i,u € Sl ,0 C S(()),O

avec ses semi-normes majorées par

Aa’ﬂ Sup ||§01,,u |C\a|+1.

§2

On démontre aussi que, pour tout entier naturel N,

(x — Iu>N62,u S Sé,o
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avec ses semi-normes majorées par

Aup sup,, [{(z — CUu>]\ur‘ﬂ|+3§01,uHé\alﬂﬁlﬂ
7 .
Ce dernier résultat s’obtient en remarquant que
(x —ap)Negu(x,€) = / / ol e(x, €+ 0n)(x — 2,V B w(@+y,8).Edydndd,

[v]=1

que

(v —2)" = (< ) <y>)N<x+y—xu>N<y>N

r+y—x,)

avec, pour tous multi-indices v, et s,

a%aW( @ = z,) )N<A
v\ ty -zl T

En reprenant alors la démarche faite dans le démonstration du lemme 3.1 sachant que gb‘f, ., Vérifie le lemme
4.3, c’est a dire que
N 0
(x —2p) 8%01# € 510 - So,o

avec ses semi-normes majorées par

Aassup [z — )" o1 ullrers,
0

on obtient donc le lemme 11.9. [J

Revenons alors a la démonstration de la proposition (v) du lemme 11.5.
Ona . )
(Es gu, Cu) = Z aules(x, D)J 2 +r(x,D))u, J2Cu)

ou, d’apres la premiere proposition du le lemme 3.1 appliquée, pour chaque multi-indice v de longueur 1,
avec

) _3 _3
a(z,§) = 0/ ({§)72) € 514 C So5
et
b(x,€) = Jesu(w,€) € Sy,
on a 1
r(z,D) = [J_%,ez,#(a:, D)] € OpSy ¢

avec, pour M assez grand,

N

1
1727z, D)l 2y < F5sup o = ) @rullEar,
m

donc
1 1 A
[(r(z, D)u, J2Cu)| = [(J2r(z, D)u, Cu)| < T SuP (= @) orullEn ull3
"

car C € OpSy . De plus

(e ,(z, D)J_%u, J%Cu> = {(z — z,)%eq (z, D)J_%u, (x — x“>_2J%Cu>
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et
(z —zu)%e2,u(z, D)J_%U =
(x — x,)%eq (v, D) N —x,)*(x — x,) 2T 2.
Sachant que (z — x,,)* est un polyndéme de degré 2, on a
(v — )%, (2, D) T o —x,)% =
<$—$“>4€2’H(QZ,€)< > )(x7D>

({7 = 2,4)*Ve(ez,u(x, () ™)-Val((z — 2,)))(w, D)+
D=2l l’u>23"(< ) teau(@, )07 ((w — 24)*)) (@, D).

En utilisant le lemme 11.9, sachant que
Z |051,/4| S Ala

nw
on obtient donc que

‘fOT<E27Ru, Cu)dt‘

< Asup# | (x — xu>M090LuH20MA1
- R

1
I1ACullr + Asup e = 2, pu e T sup
l’L 3

En remarquant que J2C = CJz + [J2,C] avec [J2,C] € S et en utilisant le lemme 3.1, on obtient
I’estimation annoncée pour Ejs p.

Preuve de la proposition (iv). On remarque que
[C.T5.V] = Bz g+ (B (2, €) i€e(z, €)) (. D) — T;, .V C

Pour le second terme, on applique la méme démonstration que pour F» p sachant que
E : il wl p

avec ¢, ,, vérifiant les hypotheses (11.9), (11.10), (11.11) et que, d’apres le lemme 4.3, pour tout entier
naturel /V, tout multi-indice « et tout multi-indice /3, on a

32‘3? (<x - x“>N¢f’#(x,§))‘ < Aapnsup |[{z — xu>N90i,uHC\al<§>i‘ﬁ|
I

et, pour prouver la deuxieme estimation énoncée dans la proposition (iv), on écrira seulement que

050¢ (v = 2, (2,0))| < Awv sup | (@ = 7 “pllcvr (€)1

Preuve du lemme 11.6

On a
(CTY .V, Cu) = ([C, T} .V, Ju, Cu) + (T} .V,Cu, Cu),

or, d’apres la proposition (iv) du lemme 11.5,

1 1
< Asup(|[{z — 2,)" 01 |G (= 2,) M@ llonr) (EHUQU\H% + RT?OUYE? HUH3> :
“ b
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De plus, ¢(z, &) est réel et pair en £ donc o
Cu = Cu.

Le deuxieme terme de cette somme est donc de la forme (Tlf2 V., v) avec

v = Cu.

On a
(T3, V.0, 0) = —(0, Vo (T + r(2, D))

avec d’apres le théoreme 3.1, d’apres les hypotheses (11.9), (11.10), (11.11) et le lemme 4.3 dans le cas
N =0,ona
r e Sié.

avec ses semi-normes majorées par

Aas 5D [[p2ll et (€) 717,
m

Le terme en V,.7(x, D) est donc d’ordre 0 et
IVor(z, D) 2(12) < Asup [|@z,pll e,
o

il ne pose donc pas de probleme et ne sera pas écrit dans la suite.
On a alors
§ T 7 a0\ — 8.
(T}, V,0,v) = —<V1.Tgv,v>

or V,v = V,7, sachant que by (x, £) est pair en &, on a Ty = Ty,v, et
(TP .V, 0,0) = —(V,. T2 v, v)

or
V. 1) =T NV, +1ri(z, D)

avec 1 vérifiant les méme propriété que V,.r donc
2T,-Vo0,v) = ((r + r1)(z, D)7, v) < Asup [zl 0l
“w
2Ty, Vo, v) < Asup [[(z = 20) i | o sup G-
st 0,7

Ce qui termine la preuve du lemme 11.6.

Preuve du lemme 11.7
Pour simplifier I’écriture, on note 7" au lieu de T9.
Ona
2%<CT%(bl).Vu, Cu> = <CT@(Z,1).VU, Cu) + (Cu, CTp,z(bl).Vu>

or,

(Cu, CTiyp,)-Vu) = (Cu, [C, T, Viu) + (Tae,). V) Cu, Cu)

et, d’apres le théoreme 3.1,

LotV = ({1 (2,€)).4€) (. D) et (Tis)-V)* = (R (ba(a,€))-i€)(x, D"
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(2 (b1(2,€)).i€)(x, D) = —(Z(bi(x,€)).i€)(x, D) + ri(z, D)

et donc
(Ta@)-V)" = —Ta@)-V +r1(z, D)

avec, d’apres le théoreme 3.1 et le lemme 4.3 dans lecas N = 0,onar, € Sf’o avec

I71(2, D) |z z2) < Asup [lo1ullonm
I

pour M assez grand.

On obtient donc que

2%<CT%U,1).VU, CU) = <CTg(bl).Vu, Cu> — (T@(bl).VCu, C’LL>
+(r(z, D)Cu, Cu) + (Cu, [C, Typ,).-V]u)

2% (CLpp,)-Vu, Cu) = ([C, Tp@,-V]u, Cu) + (r1(z, D)Cu, Cu) + (Cu, [C, Tpr, . V]uw)

On integre alors sur [0, T'] et, les propositions (ii), (iii) et (iv) du lemme 11.5 donnent I’estimation souhaitée
car Z(b1) a les mémes propriétés que b;.

En appliquant ces deux derniers lemmes 11.6 et 11.7, ainsi que la proposition (v) du lemme 11.5 a I’inégalité
(11.14), on obtient le lemme 11.1.

Preuve du théoreme 11.1 (numéroté aussi 7.3) : On commence par démontrer les estimations (7.4), (7.5).
On suppose donc que 1’équation (11.1) admet une unique solution u, c’est a dire que

u = iLu+T) Vou+T) Vi + Cru+ Cou+ f(x,t)
u(z,0) = ug € H*(R")

N

Soit s € R. On applique alors J* a cette équation, ce qui donne

O Ju =1L Ju+ JT) Vou+ JT) Vu+ JCru+ JCou+ J* f(x,t)
u(z,0) =ug € H*(R")

O Ju=iL Ju+ TNV, Ju+ T .V, J*u
+[J5, TRV Ju+ [, T .V, Ja + JCru+ J*Coti + J* f (2, 1)
u(z,0) = up € H*(R")

O Jou =i LT u+ T NV, J u+ Ty .V, J*U
H[J5 TR VLT T+ [J5, T V)T T+
JEOV TS T+ JECy T S T 4 Jo f (2, 1)
u(z,0) =ug € H*(R")
or J* a un symbole réel et pair en ¢ donc J*u = J5u, ce qui donne
OpJu=iL T u+ Ty N Ju+ Ty, Vo Jou
[Ty V)T TP+ [T V| Tsut

T OIS U+ T Cod S Tou + J° f(x,1)
u(z,0) = ug € H*(R")

(11.18)

On rappelle alors que T,fl € OpSﬂ(; et donc Tb51 V e OpSllya, et, d’apres le théoreme 3.1, sachant que
6 €[0,1[, J° € OpSi;,ona
[J°, T} .V.] € OpS; s.
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On a donc
[J5, Ty V)]~ € OpSYs.

On a de méme
[J*, T}, . V,]J % € OpSys,

J*C1J~* € OpSi,,
J°CyJ ™" € OpSiy,.

En posant )
Ci = [J*,T) .V, + J°CyJ %,

on obtient que J°u est solution d’une équation de type (7.1). On peut donc lui appliquer les résultats des
lemmes 11.1 et 11.2 avec J*uq au lieu de ug et J° f au lieu de f.
Dans la suite, pour simplifier I’écriture, on écrit le raisonnement dans le cas s = 0.

Pour pouvoir utiliser les lemmes 11.1 et 11.2, il faut régulariser les coefficients b; pour qu’ils vérifient
les hypotheses supplémentaires (11.9), (11.10) et (11.11) utilisées pour les preuves de ces deux derniers
lemmes.

Commengns par démontrer (7.2).
On régularise alors les coefficients b; en posant

‘Pi,#,m(x) =m" O(m(x — ?/))Sﬁi,#(y) dy et bzm(x) = § :O‘i,#@i,#,m(x)~
]Rn
I

ou 6 est une fonction régularisante définit comme dans le lemme 8.1.

On rappelle que, par hypothese, |1 ,]/c2 = 1.
De plus, on remarque que, pour tout entier naturel M, il existe un entier naturel M; tel que

Sup [z — $#>M090i,u,m”gM

12
< AmMN Sup,, [(z — $M>Ml Pip ’goo < AmMN<dn>M1 Sup,, ; H@i,uuge < AmMNM.

Remarques :
—Dans cette démonstration, cette propriété est issue (et remplace) la propriété de support vérifié par les

Pip-
—On peut toujours se ramener a un entier M pair.
On obtient alors I’équation suivante

Ou=iLu+Ty Nou+Ty, V.ai+Cru+ Couit

(Ty, = Ty, ) Vu+ (Ty, = Ty, ).Vu+ f(x,1) (11.19)

avec by, et by, qui vérifient les hypotheses (11.9), (11.10) et (11.11) utilisées dans la preuve du lemme

11.1. Comme cela a déja été précisé, on a notamment que

Vi € {1,2}, bim(z) =D i pipum(),
I

De plus, u est solution de I’équation (11.19). On utilise alors le lemme 11.1 appliqué aux coefficients
régularisés b, ,, et b ,,, avec f remplacée par

fm = f + Z al,ufl,u + Z a?,qu,u
I 7
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oll frp= (T —=T0 Vet fo, = (T3, —T2, ).V,

P1,pu,m P2,p P2,p,m

Les estimations sont alors vraies pour un opérateur C dépendant de m noté dans la suite C,,,. De plus, on a
le lemme suivant

Lemme 11.10

Pour tout i € {1,2}, tout ¢ > 0, il existe une constante A ne dépendant que de n, de ¢ et de sup,, || .| ce
telle que pour tout m > 1 et tout m’ > m, on a

T N AmNM 1 A 1
| €, ~ 1, ) Vi Gt < Al + 2 |72l

Pi,p Py, m/
Am/NM

R

1 NM
[72ull[7 + ARm/ T[SHI?HUHS‘
0,7

avec . = uouu = uet, N et M des entiers naturels assez grands ne dépendant que de n, la dimension.
Preuve du lemme 11.10 :

Soit m' un nombre réel positif fixé assez grand.
On commence par écrire que

T‘gi,u o Tgi,u,m - Tgi,u o T‘gi,%m/ - Tb
ou
Vo € R", b() = @i pm () — i ().
Ona

(Cn T NVu, Cpt) = (TP VCpui, Cppt) 4 ([Cpu, TP . V]ut, Crptr).
On souhaite pour pouvoir appliquer la proposition (iv) du lemme 11.5 au terme
([C, T} .V u, Crrur).
Pour pouvoir faire cela, on remarque que, pour tout entier naturel /V, on a
(o — 2) " (2,€) € 81 € S

avec ses semi-normes bornées par

1l sup (|l oo
I

Aaﬂ,NQm'

En effet, par définition (voir (4.1)), on a

B (2,6) = (1 — (€)™ / ULy — y) dy
donc

(& — 2, )0 (2,€) =
(1= w(&)le™ / XUEPy) )Y@ =y — 2u)Vb(z — y)

(z — $M>N

()N (x —y —z)N

dy.

On a
1 —4(&) € S,

De plus, d’apres la derniere proposition énoncée dans le lemme 8.1, on a

(& —y—2,)"b(z —y) € 87



avec ses semi-normes bornées par une constante indépendante de m, m’ (m’ > m) et u du type

Aa,@Nm"“' sup || @il zoe -
I

De plus, on a
(r — )Y
WMy —z— )

avec ses semi-normes uniformément bornées en y et, enfin,

g / RUEPY) W)™ dy € 82,

0
~ € 510

Ces arguments permettent de déduire que
Nj§ 0 0
(x —2,) 0 (2,8) € STy C Spo

avec ses semi-normes bornées par
/o
Aagn2m" sup [|; | oc
nw

On peut donc appliquer la prorposition (iv) du lemme 11.5 pour obtenir que

T
/ ([Co, TP . V]u, Cpr) dt‘
0

1 1
< Am*Mm™ sup ||| Lo (RTSUP lulls + §|||J2U|||?r> :
u 0,7]

On rappelle que
@il < liullce < 1.

De plus, on a
(TP N Coyus, Copt) = (J2TP NV Cpnus, J 2 Cypt)

= ([J_%, TP .V]Cpnu, J%Cmu) + ((z — a:“>2Tlf.VJ_%Cmu, (x — xﬂ>_2J%Cmu>.
D’apres le théoreme 3.1, on a
773, T}.V] € Opsy
avec, pour M assez grand, d’apres le lemme 4.3,
_1
1172, T3 - V]l 22y < Aflblle.
On a donc .
/ (1772, 13-V Contt, T2 Cot) dt < AT bl | Conll oz 1l
0
De plus, on a

(= 2,)2T) NI 2Cpu, (x — ) 2T 2Cppus) =

((z — 2,2 TPV I N — 2,)2(x — x,) 2T 2Cpu, (. — 2,) 2T 2Cpyut),

or
(x —2,)* T} VI Ho —x,)? € OpSY s

avec ses semi-normes majorées par ||(x — x,)Vb|| .=~ avec N un entier naturel assez grand et pair.

En effet, le symbole de cet opérateur est

(w—2,)* Y B (2, €)i€(€) ) (i) ((x — w,)?),

v|<2
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(11.21)
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et b vérifie le lemme 4.3.

On a donc . ) )
Jo (z —2,)*T,. VI 2Chu, (x — x,) > J2Cpu) dt

1 (11.22)
< Al — )" bl| oo 1] T2 Conu] |7,

or,
Iz = 2)VBllzoe < o = )™ (0150 = Prum) |z + 2 — 20" (P10 — 1 gom)ll e
donc, d’apres le lemme 8.1 et le fait que
suppPru C Qu,

on a A A
N
e = o bl < (24 2 ) lovaler
et, pour m’ > m,

A
e = 2 Blle < —lpnuller.

De plus, on a

Pi,p,m!

T
/ (Cn(T2, = T2 ).V, Cyu) dt =
0 Ny

T
/(J‘é(T;fi — T Vi, J1C Cpu) dt
0 S

Pi,pu,m/

¥i, Pipu,m

T
/ (Cu(TY,, = T2 ).Vii, Cppu) dt =
0
T
/ (W4T T )V, JEC,Cu) dt
0 sH T, 0,m

T
+/ (T8 —TS ).J72Va, J2CLCpu) dt
0 oK Ty by

T
/ (Cn(T), —T2 ).V, Cpu)dt =
0 Ny

Lpi,,u,,'m
T
(272 (T2, = T3, )]V, C,Cpu) dt
0 sH Ty, M
T
+/ (T8 —T° ). 2V, J2CLCpu) dt
0 s Ty,

or,pour p > 1,0ona
1 1
J2[J 73, (Tjw — Tgim,)].v € 515

avec ses semi-normes bornées par une constante de la forme Asup,, ||¢i | c1, donc

T
/ (Cu(T2,, T2 ).Vi,Cpu) dt
0 o

< AT||Conll 12y sup || @i ullcr sup [lullg
1 [0,T]

T
+/ ‘((Tgw—Tg, ).J 2V, J2CE Cpu) | dt.
0 ’ b

De plus, on a

Pi,p

T
/ (T2, =TS  ).J 2V, J2C,Cpu) dt
0 o

Pipu,m!

T
- / (o — o X(T0 —T° VI3V, (- 2,) 2T CoCou) dt,
0 s
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donc
T 1 1
/ ‘<(Tgi —T0).JEV, JECanmu)‘ dt
0 sH Ty,
T
< Asup [[@in = i | o / [(x — x,) 72T 24 o[z — x,,) 72 T2 C, Cppul| dt.
o 0

Or, C;, € 53, et Cy, € S donc, d’apres le corollaire 8.2, on a

Pi,u Pi,p,m/

T
/ ‘((T‘S T ).JEVa, J%c;‘ncmu)‘ dt
0 T
< Asup |05 — Pipm || 2 | Crull 2(22) | Conl| 2(2.2) / [{z — @) "2 T2 a5 dt.
o 0

On obtient donc que

mNM

Pi,u Pi,p,m/

T
/<cm(T<s -7 ).Vﬂ,Cmu)dt'SA
0

1
sup [|ipullor |2l |[7-
m/ " LU T

Sachant que sup,, [|¢; ullct < 1,0na

NM

! s s ~ Am L2
i <Cm(T%#—T%’H’m/).VU, Cu)dt| < p_ || J2ul||7.
et
! 5 5 .

/ (CulTE,, ~ T, ).V, ) dt‘

0 N (11.23)
< AT ConllZp 2y sup || @iull o sup [Jullg + ———I[ T2 ul|[7-

Iz (0,77 m

Pour m’ > m, en utilisant (11.20), (11.21), (11.22) et (11.23), on obtient I’inégalité du lemme 11.10.

Revenons a la preuve du théoréme 11.1 (numéroté aussi 7.3 dans la section précédente).

En utilisant le lemme 11.1, le lemme 11.10, on obtient que

sup [|Croull <
0.7]

T 1 1
A (||uo||3+m[s0u5||u||3+ | Kt Cotldt + 1Al (11.24)
, 0

AmNM

1
Al -

A
|| J2Cpul||7
+ 2T Cullf +
On applique ensuite le lemme 11.2 a C,,u a I’équation régularisée (11.19) et donc f est remplacée par

fm = f + Z al,ufl,u + Z aQ,qu,u
1 7

ou Jip = (Ta ~ T2 ).Veuet fp, = (T5 —T° ).V, 1.

P1,p P1,u,m P2, P2,pu,m

Ce qui donne

T
1ol < A ([ H0CwL Codl e+ sup o)
0 0<t<T

1 1
o A1 (szum%m sup uu<t>u3) -
0<t<T
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On remarque que
T T
/ ((WC, fin, Cout)]| dt = / {(Con fis U Cott)| dit
0 0

et donc la démonstration du lemme 11.10 est valable pour ce terme car ¥V € S%O (indépendant de m et de
m/'), ce qui permet d’obtenir que, pour m > 242 on a

T
Il < 4 ([ €T Codl e+ sup [Col})
0 0<t<T

AQmNM

m/

_|_

1 v (1
1l + An™ (ZIIEI+ RT sup Ju(e13).
o<t<T

N

En notant pas abus, pour simplifier, comme déja fait précédemment A au lieu de A2, a partir de (11.24), on
obtient alors

T
sup || Cpulls < Am™™ (\IUOHngTRSUPHUH(Q)Jr/ [{Conf, CmUHdt)
[0.7] 0.7) 0

A T
+— (/ |<\chmfa Cmu>| dt + sup ||Cmu||(2)) +
0 0<t<T

m

AmNM

1
S 1Tl

1 1
+2AmNM1(Euuemu%+fwﬂam www%)-
0<t<T

On applique alors le lemme 11.2 avec C,,, = Id directement a I’équation (11.1) sans régularisation, ce qui
est possible car o > 2, c’est a dire que 1’on a

. T
I[T2ulll7 < A (SUP||U||(2) +/ (U f,u)| dt
0,77 0

JNM

1 1
sup [|Cpulfg < 24m (Hung + T Rsup [|ul|§ + ElHJQUH‘?F
OvT] [07T]

T T
+ [ lwear et [ ieas o)
0 0
AmNM T
+ (/’Mwﬁuwﬁ+ﬂWWum>.
m 0 [0,7]

et donc )
sup [|Cpullg
[0,7]

< 24m™™ (HUOH% +TR sup lulls

1
R\ o1

T
(supl\u\l%+/ |<\Iff7u>|dt> (11.25)
0
T T
\chm 7Cm d Cm 7Cm d
+ [ lensculacs [ w|Q

AmNM NM

T
A
— [ 1w 2
m 0

m/

sup [|ul[g.
0.7]

On utilise ensuite que, d’apres la proposition (iv) du lemme 11.5, on a

Am2M
R

lullg < Am* [ Crull + lulIG-
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donc
2NM
sup [Jul[g < Am*** sup || Cpul|§ + ——— sup [|u/[5.
[0,7] ] (0,7]
On applique alors (11.25),
sup [[ullf <
[0,7]
NM NM 1 T
At 24m ™ (ol + TRl + 3 (supfull+ [ 105wl de
[0,7] 0,7 0
T T AmNM T
+/ |(\IJCmf,Cmu>|dt+/ |(Cmf,Cmu>|dt>+ L / |<\I/f,u>|dt)
(iqm2NM Am3NM 0 , 0
+ + sup [|ullg-
(F5— + ) sl
On en déduit que
QA2 ENM pINM A 2NM g 3NM )
1— - - <
( p ) sl <

Am2NM 2 AN M Hudl%—l—TR{s&gHuH%

1 AmNM) /T
I Uf,u)| dt
(4 ) [ s

T
+/0 \<qfcmf,cmu>ydt+/o |<Cmf,Cmu)]dt)>.

Pour
R S 12A2m2NMm/NM 6Am2NM
maX ) )
- 5 5
et 3NM
o 6AmM 7
- 5
on a
2A2m2NMm/NM AmQNM AmSNM 1
R + R + m/ = 2
et donc
(1 2A2m2NMm/NM AmZNM Am3NM> ” H2 S 1 || ”2
— — — sup ||ul|g = = sup ||u|lg-
R R m’ [O7T] 0 2 [O,T] 0

Ce qui donne

sup [|ull <
0.7]

24m MM (241 (|fuoll3 + T Rsupyy gy [lull3

1 AmNM T
(g ) [ sl
+ Jo KUCwf, Cr) dt + ) [(Conf, Cutid] ) )

(1 — 24%m* " RT) sup ||u|? <
0.7]

NM T
2m ™ (24m™ (ol + (5 + 22— ) [ e
0

T R m/ T
n /0 (U, Cont)] dt + /0 (Conf. Cot) dt)) |
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1

PourTo = 5 AN R

on a

sup [[ul[§ <
[OaTO]

To
MMWNM<ZMWM”Omﬂ§+2/ (T f,u)| dt
0

To
—l—/ \(WCmf,Cmqut—l—/
0 0

To

(Cpnf, Cryu)| dt)) .

Ce qui permet d’obtenir
Sup lulls < A (lluollg + Iz, (f,u)) -

[ 7T0]

I’estimation (7.2), dans le cas s = 0 pour 7} petit, donnée dans le théoreme 7.3 en notant A, par abus et
pour simplifier, le nombre max(8A42m’**™ 1) et, en posant,

To

To To
Iny(f.u) = / (€ WC, f )| di + / (€ o) di + / 00 £ ) dt.

On obtient les estimations dans le cas s = 0. Le passage au cas général s’obtient en utilisant la remarque
faite au début de cette démonstration.

Dans le cas s quelconque, cela donne

sup [lu(t)[? < A(luoll? + In,(J*f, J*u)). (11.26)

0<t<To

Prouvons alors (7.3) pour 7j assez petit, c’est a dire
11752 ulllF, < ACluoll2 + I, (J° f, T*u)). (11.27)

On applique le lemme 7.2 & J*u, ce qui donne
) T
17 2 u]||7 < A { (1+T)sup [lul; +/ (T f, Jrup|dt | .
[0,T] 0
De (11.26), on déduit que
1 To
1l < 4 (04 Tl + I fa) + [ 1w s ).

0

Ce qui donne (7.3) en notant, pour simplifier, I, (J* f, J%u) I’expression

To
Iy (J5f, J*u) + /0 (T f, J*u)| dt.

Sachant que ,

Ly (J, J°u) < Iy (J°f, J°u) + /O TS, T dt,
I’inégalité (7.2) reste vraie avec ce nouveau /.
Les estimations (7.2) et (7.3) s’obtiennent ensuite pour tout 7' > 0 en remarquant que

v(x,t) = u(x, t + Tp),
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si elle existe, est solution de
O =iLv+ Ty Vo+ T Vo + T, v+ T2 Vo + g(z,1) (11.28)
avec
g(x,t) = f(z,t +Tp).

On obtient donc que

sup [[o(t)[I7 < A(llvoll§ + I, (J°g, T*w)),
0<t<Ty

S 1 S S
1172 0]l[7, < A(lvolls + Iz, (g, T*w)).

Ce qui donne
sup [Ju(t)]l; < A([w(To)I; + I, (J°g, J*u)),
To<t<2Ty

117 20][[7, < A(l(To)lls + In,(J°g, J*u)).

donc

sup lu(t)]]?
0<t<2Ty
< A(lluoll? + I, (J° f, J*u))
+A(|u(T)? + I, (J°g, J*u)),
7+ hullr,
< A(lfuolls + I, (J* f, J*u))
+A(u(To)1? + I, (J°g, J*u)).
or
Ju(To) |12 < Alluoll? + I, (J° f, J*u)),
donc ,
sup u(t)|s
0<t<2Ty

< A2 + I, (", I*u)

FACA(uol2 + I (£, J°0) + I (g, T*u),
by,

< A2 + I, (", I*u)

FACA(uol2 + T (£, 7)) + I (g, T*u).

SOit, en remarquant que
[TO(JSf, Jsu) + ITO(JSQ, JSU) § IQTO(JSf, JSU,),

on obtient ) ) ) )
sup lu(®)|ls < (A+ A)[|uolls + (2A + A%) Loy, (J* f, J*u)
0<t<2T,

11772 ul|[37, < (A+ A%)[|uo||? + (24 + A*) Log, (J*f, J*u).

Par abus, on pose alors A = max(A + A% 2A + AQ), et, pour tout 7" > 0, on fixe 77 < Ty et N assez grand
tels que NI} = T'. On réitere alors le processus N fois pour obtenir (7.2) et (7.3) rappelées ci-dessous.

sup [Ju(t)[l7 < A(lJuolly + Ir(J° f, T*w))
0<t<T
117 2ul[[3 < Alluoll? + Ir(J* £, T*u)
avec une constante qui dépend de 7' et, plus précisément, qui explose exponentiellement si 7" temps vers
I’infini.
On obtient (7.2) et (7.3) sur tout intervalle [0, 7.
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On rappelle ci-dessous, dans I’ordre, les estimations (7.2), (7.3), (7.4) , (7.5), (7.6) et (7.7) écrites sur [0, T'].

sup [u(®)]3 < A(uoll? + Ir(J* f, J*u)) (7.2)
0<t<T
[T 2ull[7 < A(lluoll? + Ir(J* f, T*u)) (7.3)

avec

1
T 2
[Ilulllz = sup (/O Iz = ) ulls dt)
In

et I7(f, ) est une combinaison linéaire d’au plus trois termes de la forme fOT (G f,u)|dt o G € OpSy,.

sup [[u(®)lls < Aol + Nie(F2 ). (7.4)
0<t<T
avec L
T 2
No(f) = sup ( / e - xu>2f||3dt) |
I
1175 2|7 < A(l|uolls +NT<TJS—%f)>, (7.5)
sup [lul®)]l SA(||U0||s+ / ||f(t)||sdt>, 7.6)
0<t<T 0
T
|||J8+2u|||TSA(||uO||S+ / ||f(t)||sdt)- an

Pour obtenir les quatre autres estimations (7.6), (7.7), (7.4) et (7.5), on utilise (7.2) et (7.3) en remarquant
tout d’abord que

T
Ip(J*f, JPu) < A (/ IF11? dt + T sup ||u||§> , (11.29)
0 (0,17

et, pour tout R’ > 0,
1
Ir(J°f, J*u) < A (R’/\/T(Js—éf)2 + ﬁ|||JS+5u|||2T) . (11.30)

L’estimation (11.29) permet d’obtenir (7.6) a I’aide de (7.2) et (7.7) a I’aide de (7.3).
pour R’ assez grand, 1’estimation (11.30) permet d’obtenir (7.4) a I’aide (7.2) et (7.5) a I’aide de (7.3).

Pour obtenir ces estimations sur [—7, 0], il suffit d’appliquer les estimations obtenues sur [0, 7] a v(z,t) =
u(x, —t) qui est solution d’une équation du méme type que celle dont u est solution.

Les estimations sur [—7, T'] se déduisent des estimations obtenues sur [—7", 0] et sur [0, T'.

Unicité :

Supposons que 1’équation (7.1) admette deux solutions wu; et uy sur un intervalle [—7, T'] alors u; — uy est
solution d’une équation du type (7.1) avec f = 0 et ug = 0 donc uy; — uy vérifie (7.6), c’est a dire que

sup ||u; — usglls <0
[7T»T}

donc, pour tout ¢ € [0,7] et tout z € R",

uy(z,t) = ug(x,t).

Existence :
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On commence par prouver 1’existence sur tout intervalle [0, 7], I’existence sur [—7', 0] s’en déduisant en
considérant v(z,t) = u(z, —t).

Soit ¢ € C*°(IR™) une fonction plateau telle que (&) = 1si ] < 1 et p(&) =0si €] > 1.
Pour tout € €0, 1], considérons I’équation suivante :

(11.31)

du=1iLu+ TP p(eD).Vyu+ TP p(eD).Vyu + Cru+ Cou + f(z,1)
u(z,0) = ug € H*(R")

Soit T' > 0 tel que supyo 7 || fls < +o0 .

Cette équation admet une unique solution dans C'([0, 7;]; H*(R™)) avec T €]0,T’]. On note cette solution
Us.

En effet, La fonctionnelle T définie par
t
Tu = e“tug + / ew(t_t/)((TIigo(aD).Vm + Cu+ (T ¢(eD).V, + Co)u+ f(x,t'))dt
0

admet un unique point fixe pour 7 assez petit.
Pour vérifier cela, on remarque que

t

| N FapteD) + Copullat <
0
t”b(ls(ﬂiy D)HE(HS(Rn)) S[(l)ltl]) HVJESO(ED)uHO + ZfHCng(Hs(Rn)) s[.(l)ltl]) ”uHO

Or en utilisant le support ¢, on a

A

€

ou A est indépendante de . Pour 7, < ¢ assez petit, on otient donc que

Vao(eD)| 2 (ms@mny) <

1
sup || Tulls < fluolls + 5 sup [Julls.
[0,7] [0,7]

On a donc que si u € C([0,T]; H*(R™)) alors Yu € C([0, T:]; H*(R™)).
De plus, pour tout u et tout v € C([0,7.]; H*(R™)), on a

1
sup [|T(u —v)lls < 5 sup lu—ol;.
[O7T€} [O’TE]

L’opérateur Y est donc contractant dans C'([0, 7.]; H*(R™)).
En étudiant de la méme maniere le probleme (11.31) mais avec la donnée initiale
u(z,0) = u(Ty),

on obtient I’existence d’une solution dans C'([0, 27;]; H*(R™)).
En effet, en posant

t
Tyu = e“lu (T,) + / eix(t_t/)((Tligp(eD).Vm + Cu+ (TLp(eD).V, + Co)u + f(x,t'))dt,
0
pour le méme 77, on a

1
sup || Taulls < Jlus(Te)lls + 5 sup [fulls.
[0,T] [0,T¢]
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On obtient donc que si u € C([0,7]; H*(R™)) alors Tyu € C([0,7%]; H*(R™)).
De plus, pour tout u et tout v € C([0,7%]; H*(R™)), on a

sup [[T1(u — v)]|. <
[OvTE]

sup |lu — vl|s-
[OvTE]

N | —

L’opérateur Y est donc contractant dans C'([0, T%.]; H*(R™)).

En réitérant ce raisonnement, on obtient que pour tout 7' > 0, le probleme (11.31) admet une unique
solution dans C'([0, T]; H*(R")).

On rappelle le lemme 9.2 :

Lemme 11.11 La solution u. de (9.17) vérifie les estimations d’énergie (7.2), (7.3), (7.4), (7.5), (7.6) et
(7.7) données dans le théoreme 7.3 rappelées ci-dessous, uniformément en c.

sup [lu(®)||? < A(Juoll2 + Ir(J* f, J*u)) (7.2)
0<t<T
|7 2ull|7 < A(||uol? + Ir(J° f, J*w)) (7.3)

avec

1
T 3
|[|ull|7 = sup (/ [{z — xu>_QU|lﬁdt)
p 0

et I7(f,u) est une combinaison linéaire d’au plus trois termes de la forme fOT HGf,u)|dt on G € Opsgﬁo.

sup [[u(t)]ls < A(lfuolls + N (T2 f)), (7.4)
0<t<T
avec

Nath) s ([ e $u>2f||3dt)§ ,

M

117+ 2l < AflJuolls + Ne (172 ), (7.5)
sup [lu(®)], < A (Huolls + [, dt) , (7.6)
0<t<T 0

T
117l llr < A (HUOHs ; / Ton dt) . 7.7)

Idées pour la Preuve. La solution u. de (9.17) vérifie les lemmes 11.2 (numéroté aussi 7.2) et 11.1 (numé-
roté aussi 7.1) uniformément en ¢ €]0, 1].

Ce résultat s’ obtient en remplacant dans la preuve du lemme 11.2 (voir preuve du lemme 7.2 section V) T,
par T}, (¢ D) dont le symbole est

b (,€)p(c€)
et vérifie le lemme 4.3 avec en particulier

b (2, €)p(e€) € SY

avec ses semi-normes uniformément bornées en ¢ et p et

b (x, €)p(€) € C2SY,

car o > 2.
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On a aussi toujours
P £
2 3 [B(,)p(c6) £l <44 (w—w)t D |%|’ ‘
ie{1,2} 1% i€{1,2}

et

Y(z,§) = p(z — xuo»&) + 104, Z(|a17u| + |O‘2,u|)p(x - xuaf)-

o
Dans la preuve du lemme 11.1, on remplace 7, par

ﬁ#<x7 f) = 90(55)77#(&:7 5)

On remarque 7),, vérifie les mémes propriétés que 7, (lemme 11.3 avec des estimations uniformes en ¢ car
e €]0, 1]) et, en particulier, on a

26V, €) = = I (] (2, )p(c€)) €.

Ce qui permet d’obtenir un autre opérateur C. vérifiant les mémes propriétés que C € OpS(?,O avec notam-
ment les semi-normes de son symbole uniformément bornées en ¢ €0, 1] et que

i|C.Y — Z£C.]|]+C Tﬂ (o1, )go(éD) \Y
vérifie exactement les mémes estimations et propriétés que
i[C¥ — £C] —|—CT,(<P1 )V
U

Sachant que v = u. — u.s est solution de I’équation (9.17) avec
[ =T Va(e(eD) = (e’ D))uc + Ty, Vo (p(eD) — (' D))z

et vy = 0 donc, d’apres le lemme 11.11, v vérifie les estimations d’energie du théoreme 7.3. C’est a dire
que ’on a

T
wMMbSA/|U%ﬁ
[0,7] 0

Or,
[fllo < A max [|b;]| o &) [|(2(e D) — (€' D))uc |y
1€{1,2}
et )
H(eD) — o(e'D) = (= — £') / (Veo)((et + /(1 — 1)) D).V, dt
0
donc on a

1Fllo < Ale — &)lluel|2-

T
H%MSA@wm+/HNmQ,
0

donc, pour tout ¢, tout &', tout ug, f € H 2ettout 7 > 0,0n a

Or, d’apres le lemme 11.11, on a

T
/ 1£llodt < (e — &) max(T, T%)A <HUOHQ + sup Hsz) :
0 0,T
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On obtient que pour tout 7" > 0, (u.) est de Cauchy dans I’espace complet
C([0,T); L*(R"))

et donc converge vers I’unique solution u de (7.1) pour tout ug € H?.

De plus, par un argument classique de densité de S(R") C H?*(R™) dans L?*(R™), on peut approcher v et
f dans L? par deux suites de fonctions (ug ) et (fi.) dans S(R™).

Soit uy I’'unique solution de (7.1) (avec fj, au lieu de f) dans C'([0, T]; L*(R™)) associée & ug . D apres les
estimations d’énergie données dans le théoreme 7.3, on a

sup ||ug — uprllo < A (HUO,k — uokllo + T sup || fr — fk’”o) -
[0,7] [0,T]

Sachant que (uq ) et (fx) convergent, on obtient que (uy) est de Cauchy dans I’espace C([0, T]; L*(R™))
et converge donc vers 1’unique solution u de (7.1) dans C([0, T]; L*(R™)) pour tout ug dans L?*(R™).
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Preuve du théoreme 7.1 : Existence locale et
effet régularisant pour des équations non
linéaires type Schrodinger avec une non
linéarité C'°° nulle a ’odre 2 en 0.

On considere le probleme de Cauchy suivant

{ O =iLu+ F(u,Vou,u,V,a), teR zeR
C)

u(z,0) = up(z) € H*(R™; (12.1)

o F est une fonction C*° de C x C" x C x C™ dans C, nulle en 0 ainsi que ses dérivées d’ordre 1 et 2.

On appelle équation paralinéaire associée, 1’équation ci-dessous obtenue par la formule de Bony.

Ou =iLu~+ Ty, p.Vou+ Ty p. NV, 0+ Ty, pu+ Ty pii+ R(u, Vyu,a, V,a) (12.2)
u(z,0) = ug(x) '
ol n
R(u,Vu,u,V,u) € H2 1% siu € H® avec s = 5 +1+peto>0.
On pose
V= quy 20 = (u07v0aﬂ0760)7 Z = (U,'U,U, 6)7
bi(x) = 0,F(2), be(x) = OsF(2), a1(x) = 0, F(2), as(x) = 0zF(2)
et
bi(2) = 0,F (20), by(x) = 0uF(20), ai(w) = 0uF (%), ay(x) = Il (20).
[’équation (12.2) s’écrit alors
Ou = i.Lu+ Ty Vou+ Ty Vot + Thu + Thu + R, 12.3)
u(z,0) = ug(x) '

avec ~ ~ ~ ~
Ru = R(“? U7ﬂ7 @) + Ru,? + Ru,3 + Ru,4

137
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otl, pour tout ¢ € [0, 1],

Ryo= (T}, — T3).Vu+ (Th, — T}).Va,
Rys = (Ty, = Tpy).Vu + (Ty, — Tjy).V,

Rua = (Toy = Tio)u + (T, — Tho)a.

0
Ay

Par hypothese, on a
2<s—(n/2+1).

Soit (g,), une partition de ’unité subordonnée au (). On a

=Y q@K)

HEL™
Soit p € Z".
Si ||.b?]|c2 # 0, on pose
H bOH et 0 () QMb?(x)
;= 119uY; ||c? Pipu\ L) = :
S . 967 [l
Sinon, on pose o), = 0 et ¢} () = 0.

Sous les hypothéses du Théoreme 7.1, (£ est nulle en 0, ainsi que ses dérivées d’ordre 1 et 2) en utili-
sant le développement de Taylor avec reste intégrale en 0 a I’ordre 2 de 0, F(u,v,u,v), en posant zy =
(uo, vo, To, Ug), On obtient

W)= D zhig(=)

YEN2"F2 |y|=2
avec
sup |h1,7(u07v07ﬂ0a@0)| S sup |G177({L')|

z€R™ z€[—lluolls,lluolls]>™+2
Glﬁ(%(U()), V%(Uo), f(uo), Vj(UO)) = hlﬂ(UO, Vo, ﬂo, @0).
On a le méme résultat pour b, mais en utilisant 05 F (u, v, , D).
Dans la suite A, (||ug||s) et B,(||uo||s) désignent des constantes qui ne dépendent que de n, s et de ||uo]|s.

Sachant que sur le support de ¢, on a

<ZL' - x#) < dn7
en posant
L = (x — xu)_("ﬂ),
on obtient
gl € S0 sup(Gug(a)]sup 07 w00 o]
ly|=2 £€[~lluolls;lluolls |2n+2 Iyl lv2l<1
Or n
s—1>—-+2,

2
donc d’apres I’inégalité de Sobolev, on a

gub 2@y < An(lluolls)  sup (6407 uolls—1 16,0320 | o1
[v1l,lv2|<1
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C’est a dire que
sup o, < An(fluolls)  sup 14,07 wols—1 /14,0705
i€{172} ‘71'7'72‘S1

An(Jluglls) > A sup sup sup |G (2)|.
YEN2F2 | |=2 z€[—luo|ls,[luolls]?"+? i€{1,2}

D’apres le lemme 3.7, on a

sup ||, 07uo||s—1 € 12
lv|<1

et

sup l[|¢,07 [[s—1llir < Bu(lluolls)
ie{1,2}

Bu([[uolls) = lluollZAn(Juolls)-

En utilisant I’hypothese que la non-linéarité /' s’annule a 1I’ordre 2, on a donc démontré que

(af Juezn € 1" avec Y oy, | < By ([luoll,)-
1

On peut donc appliquer le théoreme 7.3 a I’équation

{ O = iLu+ Ty NVu+ Ty Vi + Tohu+ Ty + f ot f = R, 124

u(z,0) = up(x)

On définit AT (w), A (w) et A (w) par
A (w) = supyg gy [wlls, A3 (w) = [[[7*F2wlllr, A (w) = supjg 7y 0wl 3414,

[ (w) = max(A] (w), Ay (w), Az (w).
On pose

ZﬁZOHS = {w € O ([0,7); H¥(R™)) : w(z,0) = ug(x) et TT (w) < 10Kn(||u0||5)}

ol K,,(||uo||s) désigne une constante fixé assez grande ne dépendant que de n, de s et de ||ug||s telle que
Kn(lluolls) = lluollsn([luolls)

In(lluolls) = C([luolls)

avec C),(||ug||s) une constante polynomiale en n, By, (||uo||s) et eZrdlvolls),

T

lluolls? on pose

Dans la suite, pour tout w € Z
Yw(t) = W(t)ug + [y W(t —t)R,(t)dt

ou W (t)ug est la solution de 1’équation (12.4) pour f = 0 (I’existence énoncée dans le théoréme 7.3 n’est
utilisée que dans le cas f = 0). Un point fixe de T est solution de (12.3) et donc solution du probleme de
Cauchy (12.1). En effet, en notant B I’opérateur conjugaison, on a

OYw(t) = (il + Tlf(l).v + Tb%.VB + Tj(l) + ngB)W(t)uo+
INGZEE TV + Ty VB +Th + Ty B)W(t — Y Ry(t') dt' + Ry (1)
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O Yw(t) = (i +Tp.V + Ty VB + Tjy + To B)Yw(t) + Ry (t). (12.5)

Sachant que Tw est solution de (12.5), on peut appliquer les estimations (7.2) et (7.3) pour obtenir que

AL (Tw)? + A3 (Tw)? < Cullluolls)*(luoll? + Ir(R(w, Vw, @, V@), Tw)

~ 12.6
I (R s, Tw) + I (Rus, Tw) + Ir(Bus, Tu0). (12.6)

Lemme 12.1 Pour toutT > 0, on a
Ir(f,u) < AT (sup 1£115 + sup Hul!%) : (12.7)
[0,T] [0,T]

Dans la suite 0, désigne une fonction dans C*°(R") telle que 0,(x) = 0 si |x| < L et 61(x) = 1si |z| > 2.
Sif=>,aufuavecy_, |o,| < Aalors, pour tout T > 0, tout R' > 1 et tout R > 1, ona

]T(Jsf, JSU) S
A

s—2 st+3
ARz = 2,2 T 302D/ R) full e uaoioury + 1117 Hull (12.8)

+AT (Sup I(Id = 61(D/R)).J* f[§ + sup IIJSUII3>
[0,T] [0,7]

Cette derniére estimation étant aussi vérifiée avec 1d au lieu de 6,(D/R).

Preuve : Voir section V.

On rappelle que I’on note

R, = R(u, Vu, T, Vi) + Rys + Rus + Rua
ou, pour tout § € [0, 1],

Ry» = (Ty, — 17).Vu+ (T, — Tp).Va,
Rus = (Ty, = Tjy).Vu + (Tp, = Ty).Va
Ru74 = (Ta1 — Tj(l))u + (Ta2 — Tjg)’a

On remarque que les coefficients a; et b; admettent une décomposition suivant les cubes (), comme les
coefficients a? et 2. On note
bi=)  Qiupin
o

avec

> laiul < Ba(llulls)

7
et
[piullce < 1.

On applique alors (12.7) & I (R(w, Vw, @, V@), Tw) et Ip(Ry.4, Tw).

De plus, en posant
1
bsi(z,t) = / Obi(z, tt") dt’,
0

on a
o
Tb

7

6 S
Tb? — thg,i([L',t) .
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‘Zuatbi
(z,t)[| Loo mny

6tbi<x7 t) = ZM &iaﬂéi# avece &i,u = ||q“8tbz(x, t)HLoo(Rn) et éivlt = IIq#szi

T
l[uolls

Sachant que w € Z et que, par exemple, pour ¢ = 1,

bi(z,t) = Y 2Thiy(2)

TEN2IH2 |y =

avec z = (w, V,w,w, V,w) € C*"2 donc

Obi(z,t) = Y 0(hiy(2) + 270u(hin(2)).

YENE2, | |=2

T
l[uolls”

Sachant que w € Z on a

sup — ([hiy(2)] + [(Vhiy)(2)]) < Dalluolls),

1€{1,2},x€R"

n n
et donc, pour s, = 3 +1+4+¢e,0nadb; € H2"° et

DNl < llwllslloawlls, Dalluolls),
m

S Jéisl < 100K, ([luoll.)2 Dol

o

C’est une nouvelle fois I’hypothese que la nonlinéraité F' s’annule a I'ordre 2 qui permet d’obtenir la
convergence la série des |d; ,,|.

On peut donc appliquer (12.8) a IT(}?w’g, YTw),eta IT(vag, Yw) dans le cas 6; = 1.

Pour R et R’ assez grands, et T" assez petit, en posant

1
bi,u($,t):/ éi’u(x,ttl) dat’,
0

on obtient donc

AT (Tw)? + X5 (Tw)? < Co([luolls)*(luoll? + T[Sup] | R(w, Vw,w, V) + Ry 4
0,7

T
+T100K,,(|[ugl|s)* Dn (|| uolls) sup (/ |{x — xﬂ)QJSQTbZ.#.VWHSdt)
0

LM
T
1 D
2 75—3 0 2
+sgf (/0 (z —a,)°J° 26, (E) <T‘P?,u — Tga?’#) .Vw||0dt) :
D’apres le théoreme 4.4 et la proposition 4.4, pour o > 1, on a
|R(w, Vw,w, V)| < A sup O(z) ||wls.
wel— sup [|wl|s, sup [Jwl]]

[0,7] [0,7]

On rappelle que, par construction, on a ||b; ,,|| o ®n) < 1 et que, comme bY, b; admet une décomposition du

type
bi = Z QP
w
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avec
> laiul < Bu(10K,(Jluoll,))

I

T
carw € Z, et
€ Zuols

@i pllce@n < 1.
On énonce alors les deux lemmes suivants qui sont prouvés ensuite.

Lemme 12.2 Ona
g 2 L 2 2 T T
sup (/ Iz — )22 T Yl dt) < AN (w) +TA] (w)).
i 0
Lemme 12.3 On a aussi

g (D :
_ 2 7s—3 - s 2
sup (/0 (z —x,)°J° 26, (R) (Tq,w T@w) .Vw||0dt)

m
1
< AS%P 1 ullce (RT)\T(U}) + ﬁ/\g(w)) :

Preuve du lemme 12.2

On commute tout d’abord [(z — z,,)?, Jo3).
Le multiplicateur (z — x,)? étant un polynéme de degré 2, le symbole de ce commutateur noté r(z, D) est

r(@,8) =— > (I T2)DY({ — z,)?)

lvle{1,2}

et donc
s—1-1%

r(z,D){z —xz,) > € S1y 2.
En posant
1
bant) = bip(o) (= [ @bttty at )
0
on obtient que

1
T 3
sup (/ |{x — xu>2J55Tlf.Vw|]§dt) <
0

m

|

2

T
AT sup HTb-Vst_g + sup (/ {2 — 2,)°Ty V||, dt)
I 0 2

[0,7]

Or,
(x — xu>2Tl§<x - xu>2 S OpS%(;

avec ses semi-normes bornées par Al|b|| - ol A est une constante indépendante de . car, par construction,
d’apres le lemme 4.3,

b’ absorbe les puissances de (z — z,,) et,
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76 0
e S

On a plus précisément que, pour chacune des coordonnées de b (que I’on note b pour simplifier), I’opérateur

a pour symbole

or

B (2,€) = (1 — (€)™ / LUEP (@ — 9))bly) dy

donc _
(O b°)(,€) =

Oe, (1 — (€)™ / <|sr< y)b(y) dy

&)l / k(@ T TR = u)blw) dy

(V') (@, €).(a — z,)
Ve((1 = (¢ ))Ifl‘sn)-(w—%)/ (1€1° (@ = y))bly) dy

- vl | %«vma% ) — ,)b(y) dy
(V) (@.6).a — x,) =

V(1= v [ el n)le — )bl dy

V(1 — ()™, / RUEP @ — )y — 2,)b(y) dy

- vl [ ‘ 9 (V)€ — ). — y)bly) dy+
- el [ c 9 (T OEP (2 — 1)e-(y — 2,)b() dy

et , pour tout multi-indice y de longueur 2, c’est a dire que y est une vecteur composé de deux 1 en position
jetketd'un2sij=Fk,ona

(025%)(2,€) =
32((1 — (€)™ / (1€l (= — )b(y) dy

NI [ € - i) dy
204 (1 = (@)™ [ 0 R @~ )blo) dy

De plus , on a

(z — xu>2 =1+ Z(xk - xmk)z

k

donc, pour tout y € R", on a

(@—2)? =14+ (= y)* + (U — Tpt)” + 2020 — ) (Yo — Tk



144 CHAPITRE 12. PREUVE DU THEOREME : CAS NON LINEAIRE SANS POIDS.

Tout cela permet d’en déduire que
(x — xu>2Tl§S<x - xu>2

est une somme d’opérateurs & symboles dans S? ; avec leurs semi-normes bornées par la somme ci-dessous

A (|1l 2o + [ (g — 2 p)bll Lo + H(ygk — Ty )b Lo+ \
(e — @) >0l oo + || (Y — Tpui) 0| o)

ou A est une constante indépendante de i mais sur le support de b, par construction,
ly — x#\ < ¢y

avec ¢,, > 1 et donc
(x — $u>2Tl§<x - xu>2

est un opérateur a symbole dans S} 5 avec ses semi-normes bornées par
4
5Ac, ||b]| Lo

On a donc que
(x — $u>2Tl§S<x - xu>2

( _1 A < <

est borné de H°~2 dans lui-méme avec se norme d’opérateur borné par
Al|b|| Lo -

On obtient donc que

T 2
sup (/ ||(x—xu>2JS_éTb6.Vw||gdt) <
0

0
1

T 2
AT sup 15l g + Al sup ([ e =) 2Vl yar)
p 0

[0,7]

Apres commutation de J72 et (z — x,) "2, on obtient que

_1 sl
[z — )2 I 7213 Vwllisog2@nxiomy) < Allbllz= (T[soug [wlly—x + (117 +2w!HT> :

Preuve du lemme 12.3

On a H
(x —x,)° " 20, = <T<PW—T(s ) =

(- aen(§)) @ e 7 e = a)? (T, ~ 75, 9

En utilisant que sur le support de 6,

on a
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donc
It 220401 () ) @0) (T, = T2,) Vo <

R‘SQ ||JS+5Q <x — xu>2 (Tm,u — T:;Lu) .Vw||0.

Or, pour tout k € [1,n], I’opérateur
(x — xu>2 (Tw,u kT Tﬁl " k) (x — xu>2

est borné de H*~2 dans H* 2792 car ( — x,)? est un polyndme de degré 2 et donc, le symbole de cet
opérateur est

=S (o — 0,20 (Prpn(w,€) — &, )DL — 2,)).

lv|<2

De plus, on a le lemme suivant (prouver a la fin de la démonstration du lemme 12.3).

Lemme 12.4 Pour tout k et tout k' € [1,n], on a

(@ = 2)*(Gruk — P p)) (@, D)
et
(o — ) (@r — 2 ) (Pryuk — G4 ) (@, D))

sont des opérateurs bornés de H® dans H*"°¢ avec leur norme d’opérateur borné par
Allerurllce
ou A est une constante indépandente de 1.

On obtient donc

T
/ 1 o — 22 (T, — T8, ) Vullpdt < 3 / - ) 200 0]],_y dt
k

_3
Le commutateur [J*~2, (2 — x,) % € Sioz donc on a

1
2

oo D A
([ 1t = apon (3) (T, - 72,) Fula) < gadw) + AT ()

ou I’on rappelle que

1
2

N (w) = ||| ]|z = sup ( / (@ — 2,020 b, t)|2dxdt)
R”l

HEL™

et

A (w) = sup [lw]s.
0.7]

Preuve du lemme 12.4.
On remarque tout d’abord que

(x—z,)® =1+ Z(xk/ — Tpp)?

k./

<‘T - $#>2((ﬁ1’“’k($, é) - @?,u,k(zm 5)) =
(:51,%’?(377 5) - @?,u,k(gj? 5) + Z(mk’ - xu,k')Q(SBL%k(‘T? 5) - lels,u,k(xa 5))

k.l

et donc
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La proposition 4.4 donne le résultat pour le premier terme.
Pour I’ autre terme, sachant que

(2o — 2pp)? = (zi — yp)* + 2(@w — yi) (Yo — Tppr) + (Yo — Tppr)?

que

k'=n

‘CE — [L‘u|2 = Z(a’,‘k/ — (L‘Mk/){

k'=1

en revenant a la définition de ¢°(x, £), sachant que, pour tout k, tout &' € [1,n], et tout kg € {1,2},

Spk’,,u,k(y> = (yk’ - qu,k’)k()@u,k(y) € CQ?

vérifie le lemme 4.3 et la proposition 4.4, on obtient le lemme 12.4 dans la premier cas. Le deuxieme cas
énoncé dans le lemme 12.4 se traite comme ci-dessus.

Revenons alors a la démonstration du théoréme 7.1.
On applique alors a (12.6), les lemmes 12.2 et 12.3.
Sachant que R~! < R~%, on obtient donc que
A (Tw)? + A5 (Tw)® < Co([fuolls)*(uoll 3+

(R™% + 100K, ([fuolls)* D ([luolls T) A (w)? (12.9)
+A(L+ R+ 100K, ([[uolls)* Da(lluolls)) TAT (w)?).

Ce qui donne, pour o6 > 0, R assez grand et 1" assez petit,

M (rw) + M (Yw) < K, (|Juolls)- (12.10)

Estimons alors A} (Yw) = sup [0 Yw|| 2 4.
[0,7]

On rappelle que Tw est solution de (12.4) avec f = R,, et Tw(0) = wuo. En écrivant plus simplement
que
f = F(w,Vw,w,V,0) — Tlf?.Vw — T,fg.vw — T(f?w — Tjgw,
or
F(w,V,w,w,V,w) =T, .VNw+ Ty, Vw + Ty, w + T,,w + R(w, V,w,w, V,w)

donc, en posant

R(w, V,w,w,V,w) =

(Ty, — Ty).NVw + (Th, — T2).Vw + (T, — T2 )w + (T, — T2 )w
+R(w,V,w,w, V,),
on a _
F(w, V,w,w,V,0) =T .Vw+ T Vw + T2 w+ T2 w + R(w, V,w,w, V,).
En posant

R(u0> qu(h u_Oa qu_ﬂ) =
(Tho — Ty)-Vuo + (Tog — Typ)- Vg + (Tog — Tyo)uo + (Tog — Ty )0
+R(u07 VCEUOJ U_(), qu_(])a
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on obtient ~
[ = R(uo, Vo, Uy, Vo)
+R(w, Vw, @, V@) — R(ug, Vo, T, Vi)
Ty —Tp).Vw + (Ty, = Ty) V@
(T, — Too)w + (Ty, — Tyo)w.
On a donc

0 Tw =i Tw + Ty . VTw + T VYw + Ty Tw + Typ Tw + f(z,1).

On en déduit que

sup |0 Twl|a11e < (14 167[ oo + llaf ]| Lo<) A (Tw) + sup || fllz 414e.
0,7 0,7
Or,
14 |00l e + lla? ] e < Cu(fluolls)

donc, pour K, (||uglls) > Cn(||uolls)?||uol|s, en utilisant I’estimation de A\T'(YTw) donnée par I’inégalité
(12.9), pour R assez grand et 7" assez petit, on obtient

sup [|0, Ywl| 24142 < 2K, (J|uolls) + sup || f]| 211+ (12.11)
0,7] [0.7]

Pour estimer supyg 7y || f|| = 1+, on commence par écrire que

D D
n < 0 e n 1—0 ey n .
[SOEITI?H]CHQ—H—F& < sup 161 (R) fllzs14e +[801,1T% | ( 1 (R>) fllzs14e

ou R est un nombre réel fixé assez grand et ¢, est définie comme précédemment, c’est a dire que 1 — 6; est
une fonction plateau telle que
1—01(z) =1si|z| <1,

1 —6(x)=0si]|z| > 2.

D 10K, (Juolls) 7
0| = nqy, < —————2 ) )
[SOUIIE;” 1(R> fllz414e < R 1 (w)

D
su 1-60; (= e,
[07,1%" ( 1 (R)) f”2+1+

on utilise le théoreme 4.4 dans le cas s; = 0 et et la proposition 4.4, c’est a dire que

Pour estimer

H~R(w, Vw,w,V, w)—
R(((1 = 6,(D/R))w, (1 — (D R))Vw, (1 — (D /B))T, (1 — 64(D/ R)) Vo) |3 24-
< O([[(1 = 61(D/R))wl[s-1,[|(1 = 61(D/ R))Vawl[s—1, [[wls—1, [ Vwl]s-1)
X[[Vow — (1 = 61(D/R))Vwl| 241+,

||R~(w, V. w,w, V, W)

—R(((1 = 6:(D/R))w, (1 = 61(D/R))V,w, (1 — 6:1(D/R))w, (1 — 61(D/R)) VW) 2424
< 9(”(1 — el(D/R))stfla H(l — el(D/R))VIstfla Hstfla vaﬂsfl) ||w||n
= R 5+3+6‘

On a la méme estimation pour g a la place de w. De plus, on a
IR((1 = 62(D/R)w, (1 = 6:(D/R))Vw, (1 — 6:(D/R))w, (1 - 6:(D/R)) V)

—R((1 = 61(D/R))ug, (1 — 6:(D/R))Vzug, (1 = 61(D/R))ug, (1 — 61(D/R)) Vi) || 2 424
< O([[wlls, [luoll)II(1 = 62(D/R))(Vew — Vuo)|| 5 124e,
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or
I(1 = 01(D/R))Vow — V| 3424 < R*TA] (w),

ce qui donne

sup ||f||%+1+a <

[0.7]
A (Z 16: = bl 2> + llai — a?l!Loo) Al (w)

/\rip(w) 2\ T
£ B(wlgeie fuollgoase) (A2 + ARTA (w)

weZT

~Tliuolls
4ﬂLR(U0,V@ﬂm,ﬁajVﬁﬁﬁ)Hg+1+s

En remplacant dans (12.11), on obtient donc que

1
N (Tw) < 2K () + Balluolls) (E +RQT> T Ko(uolly).

avec _
Ko(luolls) > [ R(uo, Vstio, T, V) |5 14-

et

En(l[uolls) = A\ sup O(JJwlls, [luolls) + sup  [|F(w, Vow, @, Vo)l 3142+

T T
WEZ o ls WEZ| s

(6%l + N182ll 20 + ladllzoe + llazllze)) x (1 + 10K (fJuolls))*.

Ce qui donne, pour R assez grand et " assez petit,
A (Tw) < 10K,([Juolls)- (12.12)

On déduit de (12.10) et de (12.12) que Y(Z ) c ZT

lluolls l[uolls*

Pour prouver que, pour 7" assez petit, T est contractante sur / ﬁoll )

estimations du théoreme 7.3 a Tw; — Tws, ce qui est possible car

comme précédemment, on applique les

O(Ywr — Twy) = (12 + TV + T3 VB + T3 + T4B)(Twn — Yun) + Ry, — Ry

En remarquant, par exemple, que

R’LU1,3 - RQU2,3 = (Tbl(wl) - Tbl(w2)>~vxwl _'_ Tbl(wg)-v:p(wl - w2)+
(T, wr) = Thy(wa))- Va1 + Ty (wy)-Va(wr — wy),

sachant que

bl(wl) — bl(wg) = (w1 — wg). fol(Vb1>(t/w1 + (]_ - t/)’wg) dt/

avec (wy — wa). fol(Vbl)(t’ wy + (1 —t')ws) dt’ admettant une décomposition ), cvy P4, suivant les Q,
telle que

D ol <sup lwy —wallzry  sup  [[(Vhy)(Fwr + (1= )ws)| 24g,
u [0,7] t'€[0,1],t€[0,T)

en utilisant, de plus, le théoréme 4.4 pour estimer

||R('LU1, vmw17w17 vzm1> - R(?,UQ, vmw27 EQ, vaQ)HS)
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T

et les arguments déja utilisés pour les autres termes, on obtient que, pour tout w; et tout wy dans Z luolls?

FT(Twl — ng) S Gn(HUOHs)(T + R_é'g)FT(wl — U)Q).
Ce qui permet d’obtenir que Y est contractante dans Z ||Tuo||s pour R assez grand et T" assez petit.

Sachant que Z ﬁ;ol\s est un espace métrique complet, on peut donc appliquer le théoréeme du point fixe. On

obtient alors le théoreme 7.1 car
Zfop © {1 € CU0.T); H'(RY)), u(w,0) = g et ||| 0l < o0} = Fr.

L’unicité dans £ s’obtient en remarquant que si une solution u existe dans Fp alors, en appliquant les
estimations du théoreme 7.3 a u et en utilisant des arguments déja utilisés pour obtenir le point fixe, pour
T > 0 assez petit,on a u € Zﬁ';OHS. En effet, u vérifie Tu = wu et donc, en appliquant (12.10), on obtient

s+ 1
sup lulls + 172 ull|lr < Ka([luolls)

)

Pour prouver la propriété de continuité par rapport aux données initiales, on remarque tout d’abord que, s’il
existe > 0 tel que
[uolls < r

alors toutes le constantes A, (||uo||s)s Bn(||tolls)s--» Kn(||tolls) se majorent par une constantes A,, . ne dé-
pendant plus de ug, et donc la solution u associée a v existe sur un intervalle [T, T,] avec T, indépendant
de Ug.

On utilise que si u et @ sont les deux solutions associées respectivement aux données initiales ug et g, on a

Opu = i.Lu+ Ty Vu+ Ty .V + Tyou+ Tt + R,

et
0y = i L+ Ty, (30)- Vi + Tho i) Vit + Ty 30) i + Tag(ay @ + R,
ou
by (o) = (Vo F)(tig, Vilg, Tio, Viio),
ba(iig) = (V5F)(tig, Vilg, Tio, Viio),
a1 (tig) = (Vo F) (i, Vi, o, Vi),
as () = (VaF) (o, Vi, to, Vi)

On obtient donc u — u est solution de (9.20) avec
f = Ru — Rﬁ + Tb?_bl(ﬂo).vmﬂ + Tbg_bz(vo).vxﬁ + Ta?—al(vo)a + Tag—az(vo)a.

On obtient alors que, pour 7' =7, ,on a
I (u — @) < 10C([uo — tolls)lluo — Golls + [Juo — Gol|s T Hn (|| o | s)-

Cette derniere estimation permet d’obtenir 1’'uniforme continuité par rapport aux données initiales pour
T =T, assez petit.

Preuve du théoreme 12.1 : Existence globale et effet régularisant pour des équations linéaires (ou
plutot “paralinéaires’) type Schrodinger utilisée pour obtenir le théoreme 7.2.

Dans cette sous-section, nous traitons le probleme de Cauchy pour I’ ;equation de Schrodinger générali-
sée linéaire définie ci-dessous.

On rappelle que @, est le cube ;¢ + [0,1]", 1 € Z". On note z,, le sommet du cube (), image de 0
par la translation de vecteur . La famille de cubes {@),},cz» recouvre R”. On note @), le cube de coté
2 obtenu par homothétie de centre le centre de (),. On note ¢, = (d,) ou d, est la norme du vecteur
(1,1,1,..,1,1,1) € R", longueur de la grande diagonale du cube (), ainsi que des cubes (), pour tout
we zZm".
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Théoreme 12.1 Etant donné un nombre réel s, on considére le probléme de Cauchy

{@u:Lzu+ﬂivW+T£VﬂH*1u+Cﬂ+f@¢> (12.13)

u(z,0) = ug € H*(R")

On suppose que 0 < § < 1, que C et Cy sont dans OpS?’é1 avec 0 < §; < 1, et que by, by € C°(R"),
0 > 2, et, plus précisément, que

be(z) = Z Qe pPrp(x), b =1,2

(5.2) neer
supppry € Qs llowullor < 1Y ok, < Ay

m

alors I’équation (12.13) admet une unique solution u telle que pour tout oy > 0, tout o1 € {0, 1}, et tout
T >0,
(t = u(t,z)) € C([=T,T); H*(R"))

et, il existe un réel A tel que

sup [Ju(t)]|? < A (lluoll? + Ir(J°f, J*u)) , (12.14)
0<t<T

11752l < A (Juoll? + Fr(f,w)) (12.15)

ou Ir(f,u) est une somme de trois terme de la forme fOT (G f,u)|dt avec G € OpSy,.

1175l < Aol + (S, Jou)) (12.16)
avec
T 3
175 ulllz o, = sup ( [ IWaste - o)~ J1/2u||§dt)
7 -T
|||U|||T = |||U|||T,3,1
Remarques :

— Ce théoreme est 1’analogue du théoreme 11.1 (numéroté aussi 7.3) et se prouve exactement de la
méme maniere.
— La constante A est de la forme ¢; exp(coT') avec ¢; et ¢, deux constantes strictement positives.
— Nous allons démontrer le théoréme sur 'intervalle [0, 7], le cas [T, 0] se traitant de fagon analogue
en remarquant
v(x,t) = u(x,—t)

est solution d’une équation de méme type que u.

— Nous allons aussi travailler avec s = 0 puisque le cas général peut étre ramené a ce cas en appliquant
J* a (12.13). Plus précisément, on pose v = J*u et donc vy = J*ug € L? pour ug € H*. On obtient que v
est solution de

{ O = iLv + TP Vv + TP V,0 + Crv + Ot + f(x,1) (12.17)

v(z,0) = vy € L*(R")

f=Jf
et, pour £k = 1 ou 2, N
Cr=J°CrJ ™ + [Js,Tbk.Vx]J‘s,
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qui sont des opérateurs continus de L?(R") dans lui-méme car C; et Cy € OpS&;1 avec 0 < 97 < 1. Ce qui
suffit pour obtenir le théoreme 7.3.

— Contrairement a ce qui précéde, dans la suite, A désigne une constante polyndmiale en n, A;, et et
As.

Preuve du théoréme 12.1.
La démonstration de ce théoréeme est annalogue a celle du théoréme 11.1 (numéroté aussi 7.3).

Pour prouver ce théoreme, on utilise les deux lemmes qui vont suivre, les lemmes 12.5 et 12.6 (effet régu-
larisant.).
Le lemme 12.5 est le lemme 11.1 (numéroté aussi 7.1).

Pour prouver ces lemmes, on régularise donc, comme dans la preuve des lemmes 11.1 et 11.2), les coeffi-
cients b; et by , ce qui permet de travailler avec des opérateurs a symbole dans Sy o sans perte en régularité.
Les restes obtenus s’estiment correctement car ils sont petits par passage a la limite. On ne fait pas exac-
tement un passage a la limite car sinon on ne peut obtenir 1’existence un intervalle [0, 7] avec T > 0 qui
tend vers O si ’on passe a la limite et donc, avec la méthode utilisée, on ne peut étendre I’existence a tout
intervalle [0, T').

Pour démontrer les lemmes 12.5 et le lemme 12.6, on suppose donc que u désigne une solution de (7.1) si
elle existe avec les coefficients b; et by vérifiant les hypotheses supplémentaires (11.9), (11.10) et (11.11)
rappelées ci-dessous :

Vi € {1,2}, b € C*(R")

bi(z) = Z @ ppin(z), k=12

WEL™

H@@MHCW f;l,jg:’@au’f;/h.

m
VM €N, p;, € CY(R") et VM, € N, sup ||(z — 2,)"°0i ullem < Anragy-
m

Lemme 12.5

1l existe un opérateur C inversible et borné dans LQ(R"), un réel A et trois entiers naturels N,M et M,
ne dépendant que de n tels que, pour tout T' > (),

T
sup {|Cu(t)]fg gA\|Cu0||§+2/ [(Cf, Cu)l| dt
0

0<t<T

1 1
+Asup |[(z — 2,) 00 ulloar ( RT sup [ull§ + 5|l ull|7 ) -
0<t<T R

Hyt

Le lemme ci-dessous est une généralisation du lemme 11.2 (numéroté aussi 7.2).

Lemme 12.6 Il existe un réel A tel que, pour toute solution u de I’équation (12.13), tout T" > 0, tout
oo > 0 et tout o1 € {0, 1}, il existe un réel A et un opérateur ¥ € S?,o tel que, pour tout |1 € 7", pour tout
R assez grand, on a

T —opg—1
(/ Iv/Tolx — or,) 2 Jl/zCuH(Q)dt) <
0
T

A/ ((WC S, u)|dt + (A+ AT) sup ||Cull?
0 0<t<T

1 1
+Asup |[(z — 2,) 00 ulloar ( RT sup [ull§ + 5 |I[J2ull|7 )
0<t<T R

Hyt
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On a aussi

—0

T —1 ~ T ~
(/ |voolr — o12,) 5 J1/2u||(2)dt) < A/ (W f,uy|dt + (A+ AT) sup ||u||g
0 0 0<t<T

et, comme dans le lemme 11.2, pour obtenir cette derniere estimation, il suffit que les coefficients b; est une
régularité p > 2.

Remarques. Le lemme 12.6 dans le cas 0y = 3 et o7 = 1 est le lemme 11.2 prouver dans le section V.
Dans les autres cas, pour la preuve de ce lemme, on renvoie aussi a la section V.
Preuve du lemme 12.5 : Voir preuve du lemme 11.1.

Preuve du Théoreme 12.1 : comme il I’a déja été indiqué plus haut la preuve des deux premieres estima-
tions, de I’existence, et de 1’unicité sont identiques a celles faites pour prouver le théoreme 11.1.

Pour obtenir 1’estimation (12.16, on utilise

sup [u(®)][§ < A (luoll + Ir(f,w)), (12.18)
0<t<T
172ull[3 < A (Jluoll} + Ir(f.u)) . (12.19)

ou Ir(f,u) est une combinaison linéaire de trois terme de la forme fOT (Gf,u)|dt avec G € OpSY,.

Les deux estimations ci-dessus sont les estimations (7.2) et (7.3) données dans le théoreme 7.3 dans le cas
s = 0. Elles se prouvent de 1a méme maniere.

Une fois ces deux estimations établies, on remplace sup, ||u||2 et |||.J2u| || dans I’estimation énoncée dans
le lemme 12.6.
Ce qui permet d’obtenir que pour tout 7" > 0, tout oy > 0 et tout oy € {0, 1}, il existe A tel que

12l [F0,,00 < A (luoll§ + ().
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Preuve du théoreme 7.2 : Existence et effet
régulatisant pour des équations non linéaires de
Schro dinger généralisées avec une non linéarité
F' qui s’annule en 0 ainsi que ses dérivées
partielles : nécessité de travailler dans des
espaces de Sobolev a poids.

On considere le probleme de Cauchy suivant

{8tu—z$u+F(uVmu u,V,u), teR,zeR",

(2,0) = ug(x) € H*(R";C) (13.1)

ou F(u,v,u,v) est une fonction C*>° de C x C" x C x C™ dans C, nulle en 0 ainsi que ses dérivées d’ordre
1.

On appelle équation paralinéaire associée, I’équation ci-dessous obtenue par la formule de Bony.

(13.2)

Ou=1Lu+ Ty, p.Vou+ Ty p.Nu+ Ty pu+ Ty pi+ R(u,Vyu,a, V)
u(z,0) = up(x)

ou R(u, Vou,u,V,0) = R, € H:"2¢siu € H® avec s = g + 1+ o avec po > 0. Cette derniére équation
est du type (12.13).

On pose
by = 0,F(u,v,0,0) by = 0:F (u,v,u,v),
= 0,F (u,v,u,7) as = 0zF (u,v,u,v),
= &,F(uo,vo,uo,vo) b = O5F (ug, vy, To, ),
a(l) = 0, F (ug, vy, To, To) ay = OgF (g, vy, U, Tp).
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L’équation (13.2) s’écrit alors, en posant v = V ,u pour simplifier,

. 5 5 5 LT
{ ou =1i.Lu+ Tb?.'u + Tbg.v + Ta?u + Tagu + f(z,1) (13.3)

u(z,0) = ug(x),
avec § € [0, 1],
flw,t) = (T, = T3,).Vu+ (T, = Ty,) Vu+ (To, = To)u+ (T, — T )u+ Ru + R,
Ru= (T = Tpp)w + (Ty, = Tp).0.

Dans la suite A, (||uol]s), Bn(||uolls)s Crn(||uolls), ... désignent des constantes qui ne dépendent que de n, s
et de ||uo||s, ou des constantes majorées par des constantes qui ne dépendent que de n, s et de ||ug||s.

Soit (g, ), une partition de ’unité subordonnée au (),,. On a

W) = 3 qu@)b().

WEL™
Si [lgt0llc= # 0, on pose
i, = llg.b} e
et 0
0 _ QY
#l) = g

et, si ||g.bY||c2 = 0, on pose
o), =0ety) (x)=0.

I

On remarque que 1’on a bien, dans le cas ou «; ,, # 0,

ler (@)lle= <1

qui est un hypotheése importante uniquement pour pouvoir appliquer 1’inégalité de Garding dans la preuve
du lemme 11.2.

Sous les hypotheses du Théoreme 7.2, (F est nulle en 0, ainsi que ses dérivées d’ordre 1) en utilisant le déve-
loppement de Taylor avec reste intégrale en 0 a I’ordre 1 de 0, F (u, v, @, v), en posant 2o = (ug, Vo, Uo, Vo),

on obtient
W)= > zhs(z)

YENZF2, |y]=1

avec hy - (uo, vo, Uo, Ug) vérifiant

sup |ha(to, vo, T, To)| < sup |Gy, (z)]
zER™ w€[~|luolls,lluol|s]2"+2

Gm(Re(uo), VR€<U0), Im(Ug>, me(uo)) = hm(uo, Vo, ﬂg, 5@)

On a le méme résultat pour b, mais en utilisant 05 F (u, v, , D).

D’apres I'inégalité de Sobolev et les propriétés de support de ¢, on a
lgbillc2 < Anlluolls)llezuollz+3+e < Anlluolls)lleutio ()™ [[3+34elleu(@) ™ 12434

(car g +3+e—-1> g+ 2) ott 1,(7) = (v — p)~n+2),
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D’apres le lemme 3.7 pour s; = § + €, 0na
0 1
[b; [ 34246 €1

et
I1]¢,.07

seaselle < Au(luoll () ol 3 51

Remarque : il n’y a qu’a ce niveau que ’on utilise que |[(z)* uo[| 131 < +00. Si ’on arrivait a vérifier
autrement que
0 1
[b; [ 34246 €1

avec de donnes estimations, le poids % + ¢ utilisé pourrait baisser. Ces dernieres conditions étant vérifées,
cela permet au coefficient b; de vérifier la condition nécessaire (9.3).

On peut donc appliquer le théoreme 12.1 a I’équation

{ O = i.Lu+ TI;S?‘VU + ng.Vﬂ + T(f(l)u + Tjgﬁ + f(z,1) (13.4)

u(z,0) = ug(x)

T
2,00,01

On définit respectivement AT (w), A (w), A3 (w) et, pour tout k € [1,p], AT, (w) par

1
M (w) = sup [[wlls, A0, (w) = (1172070001

2,00,01
[0,7]
avec

1

T 1+o 2

ulllzo000 = sup (/ / [Voolz — ora,)” 2°u(x,t)!2dwdt) :
-T n

WELM™

N () = sup | (@) Bl 314

)

et enfin, pour tout k € [1, p],

ALk(w) = sup [ (2)" 0]l 3 154p-re.
(0,71

On note Z{ |, I'ensemble des fonction w € C ([0, T]; H?) telle que w(x,0) = uo(x) et

uo

I (w) = max ( max AT (w), AL (w), AL () ALy (), NS, o<w>)
i€{1,2,3},k ’ R Y Y
< 10Kn,uO

ou K, ,, désigne une constante fixée assez grande ne dépendant que de n, de s, de ||ug||s, ||(x)* uol| n 3t
oll 51 = § + e et, pour tout k € [1,p], de ||(x)*uo|| 2131, r< telle que

Koy 2 [|uollsCu(lluolls)
olt C,,(||uo]|s) est une constante polynomiale en n, A, (|[uo|s) et By (||uol|s) et eBrllluolls),
Dans la suite, on pose
t
Tw(t) = W(t)uo ~|—/ Wt —t)f(x,t")dt (13.5)
0

ou W (t)ug est la solution de 1’équation (13.4) pour f = 0.
Un point fixe de T est solution de (13.4).
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En effet, en notant B 1’opérateur conjuguaison, on a
OTw(t) = (i + TV + TV B + Tl + T3 B) W (t)uo+
/t (z'.z + TV + T VB + T+ Tng) W(t —t)f(z,t)dt + f(a,1),
0
or les coefficients by, b9, a et a9 sont indépendants du temps donc on a

0, Tw(t) = (z;sf + TV + T VB + T + Tng) Tw(t) + f(z,t)

D’apres les estimations du Théoréeme 12.1, en notant w; = w et wy = w, pour tout oy > 0 et tout
o1 € {0,1},ona

NT(Cw)? 4+ X gy (Tw)? + Mg (P + X535 (Yw0)? < Collluo) (ol + T (., X))

2,00,01

Dans la suite, on explique comment est obtenue I’estimation suivante :

A (Tw) + 23,5 5, (Tw) + )‘2T,3,1(Tw) + )‘51,0<Tw) < Cu(l (xZSIUOH%H%)X
3

2,00,01

T ~ s
sup (||uo||s+( | @@ - ) e zwiuédt)
ie{1,2} 0

T
+ [ 1T - T, @) VI o de 136
0

T
I3 - 7.9 7 S

Hf4!|sdt’)

0

T

FCla) i) ([ 10T, = ). Fuwlodt+

0 0

Pour obtenir précisément I’estimation ci-dessus, on écrit que f = f; + fo + f35 avec

fr=) (T) = T}p).Vu,

i

f2=> (T, = T;).Vuw

i

T

et
fs = Ry + (Toy = Ty )w + (Toy — T ).

as

On utilise ensuite que
=3

Ip(Jf, T Yw) <Y Ip(° fi, I Yw).
=1
On estime alors, pour chaque i, I7(J® f;, J*Tw) a I’aide d’une méthode appropriée puis on obtiendra I’es-
timation (13.6) ci-dessus pour un 7" assez petit.

Dans les cas i = 2 et © = 3, on écrit simplement que

T
0

et, d’apres la proposition 4.4 appliquée a f; pour ¢’ =2etd = 4§ = %, et le théoréeme 4.4 appliqué a f3, on
obtient que

Ir(J° f;, J°Yw) < AT <<sup 164]|22 + sup ]@(a:)\) A (w)? + >\1(wa)2> :
)]

[O,T] ze[f)\{(w),/\f(w
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Pour finir, il reste le cas de f; a traiter, sachant qu’a la fin de cette démonstration pour obtenir (13.6) on
fixera R’ assez grand et " = T'(R’) assez petit.

En ce qui concerne fi, pour un tel f; de forme T;,.Vw avec b € X3¢ ot b = b; — bY, on écrit que

Ir(J8 fr, I Yw) = Ip(J*72 fy, JPHaTw)

T T
Ir(J°f1, J*Yw) = / (TP N J* 2w, J2GJ*Yw) dt + / (J2[TP Ny, J* 2w, GJ*Yw) dt
0 0
Le second terme ci-dessus s’estime alors par
S 5 ! 2
A/ T3 [TE.5 0, T~ w|2 dt x sup || T,
0 (0,77

T 2
A
< AR ( / ||J;[Tf~vx,(]s_é]w||odt> + 2sup | T
0 (0,17

Pour le premier terme, on a
T 1 1
/ (T} NV, J* 2w, J2GJ Tw) dt =
0
T
/((;z:)T,f.@z)1Vst§w,J§GJSTw>dt (13.7)
O .7
w [
0

Le second terme de (13.7) s’estime par

=

(17, (2] ()~ Vo J* 2w, Tw) dt.

o _ s 1 A s
AR’/ I TETE, ()] (a) Vol dt + 2y sup 7 T
0 [0,7]

Et, pour finir, pour le premier terme de (13.7), on a

T
/ ()T} ()" Vo J* 2w, J2 T Tw) dt‘
0

T 2
< AR’/ H(x>2T£.(x>_1V$J_%JSwHO dt

A 7 1 2
+w H(az)‘lﬁGJSTwHO dt.
De plus, d’apres le lemme 3.1, on a
[J2,G] € 5, ¢
donc
(@) "'[J2,G] € Sy
On a aussi

(z)7'G € S0,

ce qui permet d’obtenir que

T
/0 (@)~ T2 G Tw|[gdt < AlG] 22 (TAL (Yw)* + Ay o(Tw)?).
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Pour R’ fixé assez grand et 7' = T'(R') assez petit, modulo des carrés qui ne posent pas de probleme car,
dans la dans le cas de p nombres positifs, on a

p
YasYe.
i=1 i
les constantes type C,,(|lugl|s) étant fixées > 1 et vérifiant donc

Co(l[uolls) < Cullluolls),
on obtient I’estimation (13.6).
A I’estimation (13.6), on applique alors les resultats qui suivent.
Pour terminer, on énonce alors le lemme suivant :
Lemme 13.1 Ona
T 3

([ 2@~ T 9 ulan) < AN = ) aosto) M o),
Preuve : voir section V.
D’apres le lemme 13.1, on a

T 3
([ et = 13- ol )
° < AN @20~ B0z rstorry M o).

D’apres la formule de Taylor et I’hypothese faite sur les dérivées de F', en posant

z = (w,v,W,7),

ona
b=b= D> (27 =iy (2) + 2 (g (2) = g (20)

VEN2H2 |y|=1
avec, pour tout vy, hy(w,v,w,v) une fonction bornée si w est dans un borné de H°. On rappelle que
v = V,w. Tous les termes de cette somme s’estiment de la méme facon. Estimons par exemple le terme de
multi-indice v = (0, 1,0,0,...,0) :
H <x>2<a$2w - axzuo)hl,’Y(wv v, W, 6>+

()20, u0(hi o (w, v,W,0) — hy 4 (uo, vo, Uo, To)) || oo (Rn x[0,77) -

On écrit que le second terme de cette somme se majore par

t
d o
e Orstaliaotoy | | 5P, o
o at Lo (R x[0,T1)
Ce qui s’estime par
AT sup 1©(@)[[[{x)* uol| 213+
€ [=sup [lw]s, sup [Jw]]
[0,T] [0,T]
< AT sup ©@@)[[{x)* uol| 2 +3+<

MRS [_Kn,umKn,uo]



159

carw € Zﬁ;OHS et sy > 2.
Pour estimer le premier terme, on remarque tout d’abord que

|| <$>2(aﬂﬁ2w _2 aﬂﬁzuo)hlﬂ(wa v, W, E)HL"O(R”X[U,TD
< H<$> (aﬂczw - azzu0>|‘%+6 th,’Y(wvvawa 5)”%+5.

Ors> 3 +e+1,doncona

||<x>2(8$2w - 6w2u0)h1,7(w7 v, W, U)HLOO(R;X[D,T]) . ) .
< AT sup O(2)|(A3 (W) + Ago(w) + [[(2) uoll 3 +142) A1 (w).
T € [—Knugs K]

En appliquant les résultats précédents a I’estimation (13.6) sachant que o > 2, pour 7" assez petit, on obtient
que

/\1T(Tw) + A;UO’Ul(Tw) + /\573’1(Tw) + >\2T71,0(Tw) < 105G, 4 -
Estimons alors AL (Tw).
La méthode utilisée est la méthode déja présentée dans le cas particulier de la sous-section 7.5 intitulée
«Indications de démonstration du théoréme 7.2».

Sachant que Tw est solution d’une équation de type (13.4) avec
f=F(w,Vyw,w,V,w) — T%.Vw — Tlfg.Vw — Tf?w — Tjgw,
or
F(w,V,w,w,V,w) =T, .Vw+ T, Vw + T, w + T,,w + R(w, V,w,w, V,0)

donc, en posant

R(w, V,w,w,V,w) =

(Ty, — Ty).NVw + (Th, — T2).Vw + (T, — T2 )w + (T, — T2 )w
+R(w,V,w,w, V,w),
on a ~
F(w,V,w,w,V,w) =T VNw+ T Vu + T2 w + T2 w + R(w, V,w, W, V,0).
En posant R
R(u()) Vx“’(h u_07 VZ‘U’_O) -
(Ty — Typ)-Vuo + (Thg — Ty). Vg + (Tog — Ton o + (Tog — T )i
+R(u07 VIU(), u_07 qu_o),
on obtient

= R(UO, Vg, o, Vi)

+R(w, Vw, W, V,w) — R(ug, Vg, Tg, Vo)
Ty = Tp).Vw + (Ty, = Ty) V@

(T, — Too)w + (Ty, — Too)w,

sachant que w € ZﬁOHS, a I’aide du théoreme 4.4 mais aussi de la proposition 4.4 avec g6 > 1 en décom-

posant f comme dans le preuve du cas non linéaire sans poids (c’est a dire qu’on introduit 6, (D/R)) , on
obtient que

A3 (Tw) < [Soqu] @) * Tl 3 134e + YT + 05| oo n xfo,m | () Yol 242+

Alla$ + a3 e iorlla) Yl n e + @)% L1 Cull gt

I[{2)2, T Vi + Tg  Twll g 142 + |[(2%, Ty Ve + g Tl 3412

+HAE (2 uoll 3 4342, [uollg4a4e) (R + R*T) +
()2 R (t, Vti0, T, V700) | 541+
2
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On fixe )
Kn,uo 2 H <£L’>2R(’LL0, qu(]v U_o, qu_(J) H %+1+8'

On obtient que
Az (Tw) < (14 An(|Juolls)) Sup [z} Ywl g 4s4+

(13.8)
AEn(H<x>2UO||%+3+aa ”U()Hg+3+s) (R_l + RQT) + Ko g

Pour prouver que, pour R assez grand et 1" assez petit, Tw € Z ﬁ;OHS, Il reste a estimer

sup [[(2)* T3 1<
(0,7]

et

)‘Zk(TU’) = [SOU% ||<$>kw||§+3+p—k;+s-

Pour cela, on utilise 1’équation intégrale (13.5). Ce qui donne

sup ) Y]l g e < @)W (t)uoll 3434 + T[Soug [z fll 3 +3e-

On rappelle que f est, par exmple, définie juste apres (13.3).

D’apres le théoreme 4.4 appliquée dans le cas s; = 2, on a

Kz)* Rullg4s+e < sup O ({2 wllg e, [1(2) uoll 3sae) 1) 0]l 2154

T
WEZju s

D’apres la proposition 4.4 appliquée dans la cas s = 2,0’ = = % ety =2,0na

[(2)? (T}, = T3).Vu+ (Th, — T3)-Va) 450 < Asup [[(@)2billcz | Vull s 4210

< Asup [[(2)bl|c2 (ALo(u) + AT (u))
De plus, d’apres le lemme 3.4, on a

() (T, — T+ (Tuy = T3 52000 < Asup (lasllz= + lallz=) full5o-

7

Enfin, d’apres lemme 4.3 appliqué aux symboles respectifs des opérateur Tfi et T, fq dans le cas 0; = 0,
N=2,0=0,ona '
1) T3 Vully s1e < Al Dillie [ Vull3 51,

)T Vull g sre < All(2)?0 || 200 | V]l 3434

On obtient donc que

sup [[(z)*fllz+3+e < sup  O(I{z) wllz1s4e, | (2) 0l 345+)

T T
[0.7] WEZjy 0l

x| 1+ Sup [{z)w]|2 1 54e + Af(w)) :
0,7

Pour estimer || ()W (t)uo|| = 31, on utilise que (x)*W (¢)uo est solution de (13.4) avec

falw,t) = i{x)?[L + T,p.V + Typ. VB + T + Ty B, () 7)) (x) W (t)uo
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et de donnée initiale (93>2u0. On note, pour raccourcir un peu les écritures,

L+ TV + Ty VB+T o + To B, () %] =
[$+ V+T (@) + [TV + Ty, ()% B

avec B I’opérateur de conjugaison complexe.

On applique alors I’estimation (10.5), ce qui donne

T
sup (oW (Ol 212 < Colle ol sare) (1wl s + [ Ufllgraeect)
0

(0,77

avec, d’apres le corollaire 3.3,

)

[Sup]||f2|!"+3+s§0 (lluolls) (ZHIJ t)uoll 2 1ate + (W (E )Uo||g+3+s>.

Pour estimer, ||z;W (¢)uol| 2 4+, on utilise enfin que x;W (¢)uo est solution d’une équation de type (13.4)
avec

f = f= iy, L)+ [y, TN + TRDW (t)uo + [y, TV + + T2 W (D)o

et de donnée initiale x ;uq.

On a donc

sup [|z; W () uol| 2+
[0.,7]

< Cu(llzjuoll g +a+e) <||17qu||;+4+5 + T[Soug ||W(t)uO||g+5+s> :

On conclut en rappelant que W () uy est solution de (13.4) avec f = 0 et donc, pour s > % + 54, 0ona

sup [[W (t)uol| 5 +5+e < Alluolls
[0,7]

et que,comme p > 2,p — 1 > 1 etdonc

[ zkuoll 5 1ave < [x)uoll g +sp-1-e:
Ce qui permet d’obtenir, d’apres (13.8), que pour 7' assez petit,

A (Yw) < 10K, 4. (13.9)

Estimons pour finir, pour tout k£ < p, )\Z «(Yw). Pour cela, on reprend le raisonnement juste précédent qui
a été fait pour estimer

(z)* Tw]l 2 454e-

On commence par remarquer que, a I’aide de I’équation intégrale (13.5), on obtient que

N (Tw) < [[@) W (ol 3 +3p—kve + T[SHI? 1(2)*f | 3434 p—pe-

)

Dapres le théoreme 4.4, la proposition 4.4 appliquées dans la cas s; = k dans le cas § = ¢’ = % eto =2et
le lemme 4.3, on a

sup || <x>kf||%+3+p—k+e
[0,7]

< sup Ol (@) wllzyaipries (@) ol 2 yaiprie) Sup KT P T——
wezZl

)

lluolls
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Pour estimer ||(z)*W (t)uo||z 31— k+e, on utilise que ()W (t)ug est solution de (13.4) avec

fla,t) = fulz,t) = (i({x)"([L + Tp.V + T, {x) W) (z) "W ()uo
VIV + Ty, ()™M W (uo

et de donnée initiale (z)*uy.
On applique alors I’estimation (10.5), ce qui donne

sup | ()T (E)utg | 3 451
[0,77

T
< Gl wllgase) (10 wallsaep-sec+ [ Wdlgrasonec ).
0
avec, d’apres le corollaire 3.3,

1 F6ll 2 +81p—kre < Cnllluolls) Sup )= W ()0l 3 4341+

1fellz+are < Callluolls)Ad -1 (W (t)uo).

Pour estimer \{ ,_, (W (t)uo), on réitére la méme opération ce qui fait que I’on doit estimer A ,_, (W (t)uo)
et ainsi de suite jusqu’a
A (W (t)ug).

Ce qui revient a estimer, pour tout j € [1,n],

sup [|z; W (t)uo | 24+54+p-14--
[0,7]

Ce qui a déja été fait précédemment dans le cas p = 1. On remarque alors x ;1 (t)u, est solution d’une
équation de type (13.4) avec

f= 1= (lz;, L)+ [2;, 1.V + Typ. VB + T)o + Ty BW ()uo

et de donnée initiale x ;uq.
On a donc

e Wt 3 515

< Cn(iju(]H%-&-fi-&-p—l-i-E) (ijuOHZ—i-S-i-p—l-l-e + T[Soujli; HW(t)UOHZ-l-i%-i-p-&-E) :

On conclut en rappelant que W () uy est solution de (13.4) avec f = 0 et donc, pour s > 5 +3+p+c,ona

o [V (1)l 45191 < Aol

Pour T' assez petit, on obtient donc que

A (Tw) < 10K, 4,

Sachantw € ZT pour 1 assez grand et 7" assez petit, et s > 5 + 3+ p + ¢ avec p > 2, on obtient donc

[[uolls

Y(zF ) c ZL | . Deplus, pour tout w; et wy dans Z . ,ona

l[uolls lluolls l[uolls>

t
Twy — Twy = / Wt =) (T3, wr) = Ty () VL) (8') + Ty V (w01 — w2) (1) =
o
Ty V(w1 — wo) (') + R(wi — ws) + Ry — Ru,)(¢'))
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T
l[uolls

D’apres le théoreme 4.4, on a, pour tout w; et wy dans 2 que

sup || Ry, — Ruslls < Asup [|w; — we|s.
[0,7] T

)

En utilisant des arguments déja utilisés pour les autres termes, on obtient que
FT(Twl - TU)Q) S ATFT<U}1 - ’U)Q).

Ce qui permet d’obtenir que Y est contractante sur Z ﬁ;’o”s pour 7" assez petit.

Sachant que Zﬁ;ioﬂs est un espace métrique complet, on peut donc appliquer le théoréme du point fixe. On
obtient alors le théoreme 7.2 car

ZﬁZLOHS C {u < C([[)?T]? HS(RH))ﬂu@;?O) = ug et |||Js+§u|HT,Uo,U1 < OO} :
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Preuve du lemme 11.2 (numéroté aussi 7.2)

La preuve de ce lemme suit le méme raisonnement que pour celle du lemme 3.3 dans [31]. Les modifications
a apporter sont dues au fait que 1’on travaille avec des opérateurs 7 de symboles 55(1: €) ( définis par (4.1)
et notés dans cette démonstration 7 et b(m ¢), la valeur de 6 < 1 ne modifiant t pas la démonstration.) au
lieu de b(z). Dans la suite, on désigne par Cyet Cy les opérateurs tels que Cyu = Ciu. Onadonc Ciu = Ciu
or, pour tout réel s, C; est borné de H* dans H* donc C; aussi, ainsi que leurs adjoints respectifs.

La démonstration est écrite simultanément dans le cas C = Id et C # Id en précisant les simplifications
éventuelles obtenues dans les calculs, la démarche étant la méme dans les deux cas.

Ona

0,Cu = i.LCu +i[C, Lu + T}, .V,Cu + Tp,,.V,Cu + C;Cu + CyCu + Cf(x, 1)
+[C, T, .V]u + [C, T, .V]u + [C, Cy|u + [C, Csu.

On pose aussi

(TN, TV, e (v (20
B—(TbQ.vbel.vx)’q) (0102 Hu=lpy —w ) =0 -2

o U est un opérateur dont on choisira le symbole t(z, £) dans S7 ; vérifiant ¢(x,£) > A avec A > 0. De
plus, d’apres la proposition (v) du lemme 11.5 ( dans la preuve du lemme 7.1), on a

Z[C,g] = —Cﬂ](bl).v + EI,R —|— E27R —|— E

donc

i ( ([)C"Z] 0 = BC + g(x, D)I avec

‘)

5 _ ( ~TisenV 0 - (1Id 0
B—(o TV ) P 0 —a )

g9(x,D) = —[C, Tip4).V] + E1 g + Es g + E

D’apres la proposition (v), mais aussi la proposition (iv) du lemme 11.5, on a
r 1, 1
/ (9(x, D)u,u) dt < Asup |[(z — )" 1 ullon | H1IJZulll7 + RT sup [[ullg | -
0 I R [0,7]

167
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Remarque : Dans le cas out C = Id, le commutateur [C,.Z] = 0 et donc dans le cas C = Id, on n’a pas les
termes en B et g(x, D). C’est le terme en g(x, D) qui fait que I’estimation dans le cas C # Id est différente
de celle obtenue dans le cas C = Id.
On rappelle que ¢(z,¢) est pair en ¢ et réel donc Ctu = Cu. Dans la suite, on pose w, = (Cu, Cu) et
W = (u,n).
On a
0,C% = iHCW + (B + B+ ®)CW + ([B + ®,CId| + g(x, D)) + CF, (14.1)

at\I:Mca? — iU\ HCW + Uy (B + B+ ®)CT + Upy([B+ @, CId] + g(x, D)I)T + U CF

avec ? ), f())". Sachant que ¢(x, £) est pair en ¢ et réel donc Cz = Cu, en posant dans la suite
= (Cu, Cu) et w = (u, u), on obtient que

Oy T, = iUy HiG, + Upg (B + B+ ©)ih + oy ([B + &, CId] + g(w, D)) + Uy CF

OV We, We) = (O U We, We) + (Vp W, O, 0)
et
<Z‘\DMch, wc> + <‘11ch7 7,ch> = <Z'\IJMHﬁca E?c> + <(_iH\IJM)E?ca E?c>
(U HW o, W) + (U W, i HW,) = (10 H — iHV )W, W)
(U HW o, W) + (U W, iHW ) = —i{(HUy — Uy H) W, W)
donc

0Ty We, We) = —i{((HUp — Uy H) W, W) + (B Wy + Uy B, 10
+(UyCF,W,) + (VpWe, CF)) + (G 0, W) + (W0, GW).

avec G = [B + ®,CId] + g(x, D). De plus, modulo des opérateurs bornés dans L?, on a
. o /(T V., 20TV, \ - .
<(B \IJM -+ ‘IJMB)UJ, w) = <( _21\1171_' V \I]Tbl - v w, w

En notant ¢ le symbole de W,
: _ (b — b)) (@, )6 2iby(e,€).€
o(B*Vy + VY yB) =¢(z,§) < (. €)f (B — by) (). )

De plus

B+ vuB) = o) (77O )

Le terme (V[ B + @, CId|w, w) + (¥ W, [B + ®, CId]w) s’estime comme celui en g(x, D).
Remarque : le commutateur [B + &, CId] est nul si C = Id.

Dans la suite, on utilise le lemme suivant

Lemme 14.1 (Lemme de Doi) Soit \ une fonction paire, positive, réguliere et bornée ainsi que toutes ses
dérivées, A € L*(0,00). Il existe une fonction réguliére 0y(x) = (01(x), ..., 0,(x)) bornée, ainsi que toutes
ses dérivées, telle que, au sens des matrices, on ait

Dsymm(x) = 5 (02, 0k + 00, 05()) = A(|z])]

[\DlH
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On peut choisir 0y(x) = (f(x1), ..., f(x,)) avec f(t) = fot A(|s|)ds

On définit p(x,§) = _‘9023) £ €S o £ = (—&1, o, =iy Enpts n En). On a
c Do symm € £ 2
~26V.pla€) =220 5 B

Preuve : Voir [16].

D’apres le lemme de Doi ci-dessus appliqué avec A que 1’on fixera plus tard, en posant,

V(@) = p(x = 20, €) + 1042 3 ez (Jru] + s, oz = 2, €)
ou i est fixé,
Ay = supu,i,z,d(x - $H>4@i,u(957 ol

avec @; , défini par (4.1) et
‘90 (ZL’ .

(€

~—
Ny

p(l', f) - -
avec

Oo(z) = (f(21), s f(2n), f(t)Z/O Als])ds et A(ls|) = (s)~".

On obtient que p vérifie le lemme de Doi et donc que

—28.V,y(2,€) >

) ) (14.3)
Az = 2,8+ 5y 10As(lan ] + oz, )Mz — 2,) L.

On choisit ¥ de symbole ¢ (z, &) = exp(—v(x,&)) donc i € S car y € S, et ¥ admet une paramétrix
dans S7 .
L opérateur —i(HW,; — Uy H) + (U3 (B + B) + (B 4 B)*¥,,) a pour symbole principal la matrice

&) =2 — .

o8) ¢(uma®£§vﬂ@f> )
Remarque : Dans le cas C = Id, on a

iby(x,8).& & Vay(2,§) — I (bi(2,6)).€ '

et les calculs ci-dessous sont écrits dans le cas C = Id sachant qu’ils sont plus simples dans le cas C # Id
car il n’y a plus le terme en . (b;) mais ’opérateur ¥ construit ci-dessus fait fonctionner la démonstration
dans les deux cas. .

-

_ g2
Définissons alors x(x, &) = ( 20l = 21u)) (©) 8 ) et ((z,8) = —s(z,§) — k(z,§).

0 20A(w - z,,) 5
C(,) + ((w, &) )
svﬂ z 5 )+ (ha(,))€ iba(,€) €

— £V, ) + I (hi(2,€))

Ona

) — 2k(x, §).

7,6)" ~
" 5)( £V (0,6 + S ()~ Ao )G a6 )
—ibo(2,8)-6 = EVLA(@,8) + I (bi(w, €))-£ — Mo — ) 5




170 CHAPITRE 14. PREUVE DU LEMME : EFFET REGULARISANT DANS LE CAS SANS POIDS.

En posant, dans le C = Id,

€1°

o= _gvzv(x’§> + j([;l(l’,g)) 5 )\(|ZE — I,uo|) <€>

et, dans le cas C # Id,
€]

c= —g-voﬂ(xvg) ~ Az = 2ul) ey 9

on a
det(¢(z, &) + ((x, &) — vId) = 169> (1* — 2cv + ¢ — |by(z, £).£]*)

Le discriminant réduit A de ce trinéme du second degré est |by (2, £).€|?. Les deux racines réelles du trinbme
du second degré

det(g(a:, g) + C(ZE, f)* - V]d)

sont donc

s

v =c— VA=V, (2,8 + I (bi(2,8).€ — Mz — Tl ey

et

Vo = 17 +2\/Z

Pour prouver que
Vz e C((C(x, ) + ¢ (2,8))2,2) > 0,
Il suffit donc de prouver que v; > 0 car vy > vy.

On applique alors le lemme de Doi avec \(t) = (t)~* et exp(—~(z, D)) borné dans L?, on obtient que

—2£V$’7(l’, g) 9 5
Az — 2, 'é‘> n EZanoAz ] + a2 <|w—mu|>’f€‘>
donc )
COEV () — Al — 2, '< '>
2
> 10A4s(lar| + loz, DA — 2,
HEZN
vy >
2 ~
S 1045 (] + s, )A (2 mur>’f§'> (b (,€)).6 — [, ).,
WELT
Or,on a

(b1 (2, €).€] + [b2(x,).£] < <Z|Oé1,u||s51,u(x,€)| + Iaz,u||952,u($,€)|> <l

m

donc, pour |£] > 1, on obtient

€1

b1 (2, €) & + [ba(, £).6] < 242> (w — ) " H(law ] + |azul) o a%

0

Ce qui permet d’obtenir que v; > 0.
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On obtient donc que
Vz € C((C(x, &) + (" (2,6))z,2) 2 0, .

Sachant que b; € 025970 donc (¢ € CQS},O, d’apres I’inégalité de Garding précisée pour un systéme, on
obtient

% ((~(=i(HY s = Wy H) + Uy (B + B) + (B + BY' Wy + k(, D)), 7)) = — Al |3
C’est a dire que
% (((=i(H Oy = Uy H) + Wus (B + B) + (B + B)' o + k{2, D)), ) ) < A3
avec A ne dépendant que de n et de sup,, |[¢1,,(2) ||
En intégrant alors en temps la partie réelle de (17.1) puis en utilisant I’inégalité précédente sachant que
w(x,D) = N — ,,)JUId + Ry o ¥ = 02 + R,

avec Ry dans OpSY{, Ry dans OpSy ) et U = exp(—y(x, D)/2), on obtient

%/ N = 0T 2080, VA — | )BTV 208,)dE <

A+AT) sup \|wc||2+%/ (U, CF 0, + (U ypiid,, CF))dt+

Asup [z = 2,) i ull e <§HU2UHI% + RT sup I\U\!?)) :
0.7]

Hyt

De plus, on a

T T
/ (@MCﬁ,wc>dt’§2 / Z((UCS, Cu))dt. (14.4)
0 0

On a aussi

T
'%’/ (VN — 0 IV VN (| — ) BT dE >
0
,%’/ (|2 — ,0]) IV Cul*dadt.
Rn

En utilisant I"inversibilité de W, modulo des commutateurs & symbole dans S? 10 etlelemme 11.5, on obtient
que

T T
[ WA = calgie < a ([ wercalds s eu?)
0 0 0<t<T

1 1
+Asup [[(z — 2,) 0@ W llEar ( RT sup [u(®)|3 + 5|7 ull|7 ) -
0<t<T R

st

On obtient donc le résultat en prenant alors le sup sur .






Preuve du lemme 11.8.

Pour simplifier, on écrit la démonstration dans le cas p = 0, la cas p quelconque se traitant exactement de
la méme fagon.

En utilisant la formule de Faa di Bruno, pour tout « € N”, on a

o (v (7)) T X (%) (-0 ()

q < laf v; # 0

w(v(e)- 2,2

geNg<|a| a=vi+...4+vq,v; #0

Swatz (0 (Tg")) o - oty

On applique a nouveau la formule de Faa di Bruno en &, ce qui donne

(o8-
22

R(z)
(€)

S, 00 (@) () R1OE () )

LN atla] it vewin0 4P (15.1)
T x () e e
‘aga;; (v (i?))' < e 3o} MR IR R asa)
Sur le support de
(o~ (%))
(%) =
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et
(z)~ M <1,

(o ()] <

on obtient donc que

avec Ag . indépendante de R.



Preuve du lemme 12.1

L’inéglité (12.7) se prouve en utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwartz et I’'inégalité diabolique. Pour prou-
ver I’inégalité (12.8), on commence par intercaller 6.

Ona
Ir(f,u) < Ir(61(D/R) f,u) + Ir((1 = 61(D/R)) f, u).

Pour le deuxiéme terme, on utilise (12.7).
Pour le premier, on a

Ir(0:(D/R) f,u) <Y | Ir(6:(D/R) fu,w),
Ir(0:(D/R) fyw) = Ir((x — 2,)* T 26:(D/R) f (& — ) T 2u).

On utilise ensuite 1’inégalité de Cauchy-Schwartz, puis I'inégalité diabolique ( ??) pour faire apparaitre les

coefficients R’ et %. On termine en prenant le sup sur /.

Dans le cas s > 0, on a le résultat en remarquant que J* et /d — 6,(D/R) commutent.
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Preuve du lemme 12.6

La preuve est écrite uniquement dans le cas C = Id, le cas C # Id se traitant comme dans la preuve du
lemme 7.2.

La preuve de ce lemme suit le méme raisonnement que pour celle du lemme 3.3 dans [31]. Les modifications
a apporter sont dues au fait que 1’on travaille avec des opérateurs 7} de symboles 55(:17, €) (notés dans cette
démonstration T} et 5(1‘, €), la valeur de § < 1 ne modifiant pas la démonstration.) au lieu de b(x). Dans la
suite, on désigne par C; et C, les opérateurs tels que C;u = Cju. Or, pour tout réel s, C; est borné de H*
dans H* donc C; aussi, ainsi que leurs adjoints respectifs.

On pose aussi
B 131(33, D).V, lzg(x,D).Vz o ( Cy Cy )
by(x, D).V, bi(x, D).V, |’ C1 Cy

v 0 Z 0
(0 )= (0 e )

ot ¥ est un opérateur dont on choisira le symbole dans S? 1o et tels qu’il existe un réel A tel que ce symbole
soit supérieur ou égale 2 exp(—A). En posant @ = (u, %), on a

0@ = iHW + (B+ )@+ F

avec ? ( % > Ce qui permet d’écrire que
(U W, W) = —i((HTy, — @M{Iﬁ, W) + ((B* Wy + W B, @)+ a7.1)
("W + U D), W) + (U Fdy + (Y, F)) '

De plus, modulo des opérateurs bornés dans L?, on a

(B Uy + Wy By = { [ VOED) ~bi(@, D).V, 20by(2, D)V, |
’ _9Uby(2, D).Vs U(b(z, D) —bi(z, D).V, )

g

;

En notant ¢ le symbole de ¥, on obtient, modulo des opérateurs bornés dans L?(IR™) par A, que le symbole
principal de B*W,, + W, B est

(@-w(zlf)(x,s).s 2itiba( €).€ )
—2ithbo(7,€).6  ith(by — b1)(x,€).&

Dans la suite, on utilise le lemme suivant
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Lemme 17.1 (Lemme de Doi) Soit \ une fonction paire, positive, réguliere et bornée ainsi que toutes ses
dérivées, \ € L'(0, c0). Il existe une fonction réguliére

O(z) = (01(z),...,0,(x))

bornée, ainsi que toutes ses dérivées telle que, au sens des matrices, on ait
1
Dé’symm(x) = 2 (amjek + 3%9]»(1:)) > MN|z|)1

On peut choisir 0(x) = (f(x1), ..., f(x,)) avec f(t) = fg A(]s|)ds.

On définit .
0(x).
p(l’,f) = - (<:2)>§ € S?,O
ou g = (_gla sy _§k7€k+17 "'7§n)' Ona
. DOy ()€€ 2
~2Vpla ) = 22 5 o EL

Preuve : Voir [16].

D’apres le lemme de Doi ci-dessus appliqué avec A que I’on fixera plus tard, en posant, pour tout o; €

{0,1},
Y(x,€) = 00p(r = o125, €) + 1042 Y (Jawl + ez, )Bla — 2., €)

PELT
ou y est fixé, og > 0,
A2 = Supu,i,x,ﬁeR”KZ' - $u>2¢i,u($a 5)’

) -
o 6) ==
avec 0(z) = (F(21), .o, f(22)),
For= [ Ashas
o

Asl) = ()72

On obtient que p vérifie le lemme de Doi et donc que

—26.V, (2, €) >
167
(€

On choisit ¥ de symbole ¢(z, §) = exp(—(x,§)) donc ¢ € ST cary € ST, et ¥ admet une paramétrixe
dans OpS? .

L’ opérateur

>

2
+ 37 1045 (Jaus ] + faz,) i (17.2)

PEL™

oo M|z — 012, |) (Jz =2l

a pour symbole principal la matrice

s(z,€) = 20 S'Y_ﬂ = I (0(#,€))-€ ibo(x,8)-
_ZbQ(ZE,g).S va'}/ - j(bl(l‘,g)g
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Définissons alors

3@ ) et ((z,&) = —s(x,&) — k(x,§).

Ona

_é_vm7 - f(i)l(xvé»g 262<$,£)§

C(,8) +((z, )" = =2¢(x, ) ( —iby(2,€).6 —ENy — I (bi(x,6)).

) — 2k(x,€) .
En posant 3

1€

(€

det(C(x, &) + C(x, &) — vId) = 160> (V2 — 2cv + & — |by(z,€).£)?)

Le discriminant réduit A de ce trindme du second degré est |by(z, £).€|2.
Les deux racines réelles du trindme du second degré

det(C(x7£) + C(x>§>* - VId)

c= —é.vﬂ + f(zh(l',f))f — ooA(|z — 012, |)

on a

sont donc

I/lzc—\/z

et
Vg =1y + 2VA.

11 suffit donc de prouver que v; > 0 car vy > vy.

Pour cela, on utilise que

[b1(, €).€] + [ba(x,€) £ < (Z\Ofl,ullﬁl,u(%f)l + |0‘27u‘|952,u(xa€)’> €.

I

Pour [£| > 1,0na

7 7 2
|b1(,€).&| + [ba(,§) €] < 24, Z<x - xu>72<‘041,u’ + ’OQ,MD%
"

or,

~ ) ) 2
v = —EVoy + I (0i(,€).6) — |ba(2.€)-£] — ooM(|a — "1‘%”%’

et, pour tout oy > 0,
0'0)\(15) = O'0<t>71700

vérifie le lemme de Doi avec exp(—~(z, D)) borné dans L? uniformément en o, , donc on obtient bien que
1 <0, et, donc

((C(2,€) + (" (2,8))2,2) 2 0, Vz € C*.
Sachant que, pour p > 2, .
b, € 02530

donc
¢ € C*Sy,,
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d’apres I’inégalité de Garding précisée pour un systéme, on obtient
R ((—i(HUp — Uy H) + (Vy B + BV )i, @) + Z ((k(x, D), @) < Al

avec A une constante.

En intégrant alors en temps la partie réelle de (17.1) puis en utilisant 1I’'inégalité précédente et en remarquant
que
Kk(x, D) = oon*(z — 012,,)JVId + Ry

oun? =\, et que i
U=U"+Ry

avec Rs et Ry dans OpSY, et
U= exp(—v(x, D)/2>’

on obtient .
% [ (ol = vty 0TV, — iz )BTt <
0

T
(A+ AT) sup \|w|\2+%’/ (W F W) + (W, F))dt
0<t<T 0

avec A une constante indépendante de o et ;.

On remarque que
T T
[ oy < 4 [ usaar
0 0

De plus, on a

T
,%/ (Voon(lx — 01:1:“0|)\i1J1/2IU, Voon(lx — Jlmu0|)\ilJ1/2w)dt >
0

T
%/ / Voo n(|z — o122, ) U T 2l dxdt.
0 n

En utilisant I’inversibilité de ¥, modulo des commutateurs 2 symbole dans S‘io, on obtient que

T T
| WG alle = o) e < 4 [ (w8 de+ 4+ AT) sup (o)
0 0

<t<T

On obtient donc le résultat.

En effet | 7| 2(12(®) est indépendante de oy,
Pour prouver cela, il suffit que regarder, dans la définition de ©, f(x;) pour chaque i.
On rappelle que

i) = /0 oo\([t])dt

avec
A(t) = (14 1)1,



Preuve du lemme 13.1

Ona .
| 1@ = 1)V e <
0

T T
/0 H(T,fl—T,;El)).(@1va52w|\gdt+/0 l*(Ty, — Tip) () Vo J°" 2w||3dt

Pour le premier terme, on a

T T
/ ||<T;i—ng>.<x>—1ws-2w||3dt's | b= By )l

Pour le second terme, on étudie la classe du symbole
(83 (2, €) — byl (2, €))-
Pour cela, on revient a la défintion de 55(95, €). On remarque tout d’abord que
283 (2, €) — DY, €))] < 2I§\"5/ [ = yPIX1 (€1 (@ = 9))lba(y) — DY (y)| dy
+2|§|”5f X1 (IE]° (= = )yl (b1 (y) = BT (w))] dy.

R

Sachant que |£| > 1, on obtient bien quelque chose de borné par

() (b1 () = 5 (2)) [ -

Pour les dérivées d’ordres supérieurs en x et &, on s’inspire de 1’estimation ci-dessus et de la preuve du
lemme 4.3 mais en considérant que o = 0 et N = 0.

Pour les dérivées d’ordre 3 en &, on fait éxactement le méme rasionnement que dans ce lemme 4.3 mais
avec by (y) — b%(y) pour un terme et |y|*(b1(y) — b9(y)) pour Iautre.

Ensuite, pour les dérivées d’ordre « en x, on dérive un produit sachant que pour tout |y | > 2, 9! (|z[*) = 0
et, on s’inspire de la preuve du lemme 4.3 et de ce qui est fait ci-dessus.

On obtient que . 3
|$|2(b1,k(x7 é-) - b(l),k(xa 5)) S S?,S
avec ses semi-normes majorées par

Aasll(2)?(b(x) — b(2)°)l| oo -
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Existence locale et effet régularisant précisés pour des équations de type

Schrodinger.

Local existence and smoothing effect precised for generalized nonlinear

Schrédinger equations

Résumé

Dans cette thése, on considere le probleme de
Cauchy dans les espaces de Sobolev habituels et
dans des espaces de Sobolev a poids pour des
équations non linéaires de la forme

ou =iLu+ F(u,Vyu,w,Vyu), t€R zeR
u(z,0) = uo(z) € H*(R™).

Ces équations sont de la forme des équations de
Schrédinger. Nous étudions I'existence locale et I'effet
régularisant vérifié par les solutions, pour cela nous
suivons une méthode employée par C. E. Kenig, G.
Ponce et L. Vega, et nous généralisons et précisons
certains de leurs résultats. La non linéarité est un
fonction réguliére nulle a I'ordre 2 en 0 et I'opérateur
Z estdelaforme & =3, 92 —> ., 07 .

Cet opérateur généralise le Laplacien mais n’est plus
elliptique.

Dans le cas ou F est nulle a I'ordre 3 en 0, nous
prouvons I'existence locale, l'unicité ainsi qu'un effet
régularisant pour une donnée initiale dans H*(R™)
avec s > 5 + 3. Dans le cas ou F est nulle a I'ordre 2
en 0, nous prouvons le méme résultat mais pour une
donnée initiale dans des espaces de Sobolev a poids.
Le plan de démonstration reprend celui de C.E.
KENIG, G. PO?CE et L. VEGA.

Mots clés

Equations de type Schrédinger non linéaires,
Equations aux dérivées partielles non linéaires,
Espaces de Sobolev, Opérateurs
pseudodifférentiels, Opérateurs paradifférentiels,
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Existence locale, Effet régularisant.

Abstract

In this paper, we consider the Cauchy problem in the
usual Sobolev spaces for some nonlinear equations of
the form

ou =1Lu+ F(u,Veu,w,Vyu), t€R zeRY
u(z,0) = uo(x) € H¥(R™),

that is, equations which are of Schrédinger type. We
study the local existence and the smoothing effect of
the solutions, following C. E. Kenig, G. Ponce and L.
Vega, and extend some of their results.

The nonlinearity F' is a smooth function which
vanishes to the 3rd order at 0 and the operator .£ has
the form & =3, 97 — > ., 02 . It extends the
Laplace operator but is not elliptic in general.

We prove the local existence, the uniqueness and the
smoothing effect given any vy € H*(R™) with

s> 5 +3.

The proof follows the same plan as that of C. E. Kenig,
G. Ponce and L. Vega, Inventiones Matematicae,
1998. We improve the estimates by using the
paradifferential calculus of J.-M. Bony.

Key Words

Non linear generalized Schrédinger equations
type, Sobolev spaces, Pseudodiffenrentiel
operators, Bony’s formula, Cauchy Problem,
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