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Dans toute cette thèse, toute constante qui ne dépend que de la dimension de l’espace n et de la régularité ϱ
de ∇xu0 est notée A pour simplifier.

L =
∑
j≤k

∂2xj
−
∑
j>k

∂2xj

ξ̃ = (−ξ1, ...,−ξk, ξk+1, ..., ξn)

∀s ∈ R, Js = (1−∆)s/2 , ∆ =
n∑

k=1

∂2k étant le Laplacien,

S’il y a nécessité de préciser la variable par rapport à laquelle on dérive, on notera

Js
y = (1−∆y)

s/2 si l’on dérive par rapport à la variable y.

|α| =
j=n∑
j=1

αj si α ∈ Nn,

∆F = (∆F1, ...,∆Fn) et ∇F = (∇F1, ...,∇Fn) si F = (F1, ..., Fn)

S (Rn) désigne l’espace de Schwartz,

û ou F (u) désigne la transformée de Fourier de u,

Si s ∈ R, Hs(Rn) =
{
u ∈ S ′(Rn); (1 + |ξ|2)s/2û ∈ L2(Rn)

}
désigne l’espace de Sobolev,

∥u∥Hs(Rn) = ∥u∥s .
— Classes de symboles de Hörmander : Si m ∈ R et γ, δ ∈ [0, 1],

Sm
γ,δ =

{
a ∈ C∞(R2n);∀α, β ∈ Nn, |∂αx∂

β
ξ a(x, ξ)| ≤ Aα,β⟨ξ⟩−γ|β|+δ|α|+m

}
.

— Si ϱ est un réel positif, Cϱ(Rn) désigne la classe de Hölder, autrement dit, u est dans Cϱ(Rn) si
u ∈ C [ϱ](Rn) et si,

∀α ∈ Nn, |α| ≤ [ϱ], ∂αu ∈ L∞(Rn),

et ∃C ∈ R, ∀(x, y) ∈ Rn × Rn, |∂αu(x)− ∂αu(y)| ≤ C|x− y|ϱ−[ϱ].

— OpS désigne l’ensemble des opérateurs pseudodifférentiels dont le symbole appartient à la classe S.
— Si Qµ = µ+ [0, 1]n, µ ∈ Zn, on pose

|||f ||| = sup
µ∈Zn

∥f∥L2(Qµ) ,

|||f |||1 = sup
Q : cube de côt́e1

∥f∥L2(Q) ,

|||u|||T = sup
µ∈Zn

(∫ T

−T

∫
Rn

|⟨x− xµ⟩−2u(x, t)|2dxdt
) 1

2

,

|||u|||T,σ0,σ1 = sup
µ∈Zn

(∫ T

−T

∫
Rn

|
√
σ0⟨x− σ1xµ⟩−

1+σ0
2 u(x, t)|2dxdt

) 1
2

.

En particulier, on a
|||u|||T,3,1 = |||u|||T

|||u|||T,∞ = sup
µ∈Zn

(∫ T

−T

∫
Qµ

|u(x, t)|2dxdt

) 1
2

= sup
µ∈Zn

∥u∥L2([−T,T ]×Qµ) = ∥u∥l∞µ (L2(Qµ×[−T,T ])) ,
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NT (u) = sup
µ∈Zn

(∫ T

−T

∫
Rn

|⟨x− xµ⟩2u(x, t)|2dxdt
) 1

2

,

|||u|||′T =
∑
µ∈Zn

(∫ T

−T

∫
Qµ

|u(x, t)|2dxdt

) 1
2

=
∑
µ∈Zn

∥u∥L2([−T,T ]×Qµ) = ∥u∥l1µ(L2(Qµ×[−T,T ])) .

La norme ci-dessus est la norme duale de |||u|||T,∞.
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Considérons l’équation
∂tu = i∆u+ F (u,∇xu, u,∇xu) (1)

Dépuis un demi-siècle le problème de Cauchy local dans Hs(Rn) pour s >
n

2
+1 associé aux équations

de type (1) pour une donnée initiale u(x, 0) = u0 a été étudiée dans de nombreux travaux. Ci-dessous, nous
présentons une selection non exhautive de travaux réalisés qui sont en partie généralisés par les résultats
énoncés dans cette thèse et qui donnent une idée des différentes directions explorées autour des équations
de type (1).

Pour commencer, on s’intéresse à un article de M. Tsutsumi et I. Fukuda, [71] , dans lequel il est prouvé
que ce problème de Cauchy est bien posé dans le cas n = 1 et

F (u,∇u, u,∇u) = ∂x(|u|ku).

S. Klainerman, dans [38], donne le résultat dans le cas n ≥ 1 et F indépendante de ∇xu, et, S. Klainerman et
G. Ponce dans [39] ainsi que J. Shatah dans [61] obtiennent le résulat dans le cas n ≥ 1 et F ∈ C∞(C2n+2)
telle que, pour tout j ∈ [[1, n]], ∂∂xjuF et ∂xjuF sont réelles.
Ces trois derniers résultats sont obtenus sans utiliser d’effet régularisant.

Dans le cas particulier où

F (u,∇u, u,∇u) = b1(x).∇xu+ b2(x)∇xv + F (x, t),

l’équation étudiée devenant linéaire, le caractère bien posé dans Hs(Rn) pour s ≥ 1 et b2 = 0 a été étudié
dans de nombreux travaux comme par exemple [16], [26], [30], [49] et [78]. Ce qui est remarquable, c’est
que dans ce cas, une condition nécessaire et une condition suffisante ont respectivement été démontrées
dans [ ?] et [ ?]. Le lien avec le cas non linéaire est qu’en utilisant par exemple la formule de J.M. Bony
(Voir [ ?]) pour linéariser F (u,∇u, u,∇u), on remarque que le coefficient de ∇xu, en t = 0, vérifie cette
condition nécessaire pour les trois non linéarités citées précédemment, dans le cas n = 1 et

F (u,∇u, u,∇u) = ∂x(|u|ku),

dans le cas n ≥ 1 et F indépendante de ∇u ou F ∈ C∞(C2n+2) telle que, pour tout j ∈ [[1, n]], ∂∂xjuF et
∂xjuF sont réelles.

En 1983, T. Kato démontre un effet régularisant dans [42] du type∫ T

−T

∫ R

−R

|∂xu(x, t)| dx dt ≤ A(T,R, ∥u0∥0)

pour les solutions u de l’équation de KdV rappelée ci-dessous

∂tu+ ∂3xu+ u∂xu = 0 avec x, t ∈ R.

En 1986, N. Hayashi, K. Nakamitsu et M. Tsutsumi, dans [22], s’intéressent au problème Cauchy asso-
cié à une équation de Schrödinger non linéaire très étudiée et rappelée ci-dessous :

i∂tu+∆u = λ|u|p−1u avec u(0, x) = φ(x)

où λ ∈ R, p > 1 et x ∈ R. Ils prouvent que, sous l’hypothèse λ > 0 ou λ < 0 et 1 < p < 5, on obtient un
effet régularisant tel que, si φ ∈ H1,2 et qu’il existe n ∈ N, xnφ ∈ L2, ou bien, si φ ∈ L2 et qu’il existe
n ∈ N, (1 + |x|)nφ ∈ L2, alors pout tout t ̸= 0,

u ∈ ∩[n/2]
m=0C

m(R∗, Cn−2m−1(R)).

La preuve utilise notamment la règle de conservation due à Ginibre et Velo.
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L’idée de T.Kato est ensuite reprise et appliquée à l’équation de Schrödinger

∂tu = i∆u avec u(x, 0) = u0(x) et x ∈ R

par P. Sjölin [63] puis P. Constantin et J.C. Saut [14], et, L. Vega [74]. L’effet régularisant obtenu dans ce
cas est du type ∫ T

−T

∫ R

−R

|(1−∆)
1
4 eit∆u(x, t)| dx dt ≤ A(T,R, ∥u0∥0).

Dans [74], L. Vega prouve plus précisément qu’une solution de l’équation ci-dessus vérifie, pour tout a > 1
et tout s1 ≥ 0, (∫

Rn

∫
R
|Js1u|2 dx

(1 + |x|)a

) 1
2

≤ A∥u0∥s1−1+a
2
.

Dans le cas n ≥ 2, l’inégalité suivante

∥Pu∥L2(R×Rn) ≤ A∥u0∥0

où P désigne l’un des opérateurs ci-dessous

P = ⟨x⟩−s|Dx|
1
2 ; s >

1

2
, (2)

P = |x|α−1|Dx|α; 1−
n

2
< α <

1

2
, (3)

P = ⟨x⟩−sJ
1
2 ; s ≥ 1 (s > 1 si n = 2). (4)

est démontrée par M. Ben-Artzi et S. Klainerman [4] (n ≥ 3), et H. Chihara [10] (n ≥ 2) dans le cas (2). Le
type (3) est obtenu par T. Kato et K. Yajima [43] (n ≥ 3, 0 ≤ α < 1

2
) ou (n = 2, 0 < α < 1

2
), et Sugimoto

[64] (n ≥ 2). Watanabe [75] montre que ce dernier résultat est faux si α = 1
2
. Le type (4) est prouvé par T.

Kato et K. Yajima [43] (n ≥ 3), et B. G. Walther [Wa1] (n ≥ 2) qui démontre aussi que ce n’est pas vrai
pour s < 1 ( s ≥ 1 si n = 2.)

C. E. Kenig, G. Ponce et L. Vega prouvent, dans [34], que

sup
x∈R

∫
R
|(−∆)

1
4 eit∂

2
xu0(x)|2 dt ≤ A∥u0∥2.

De plus, ils obtiennent un résultat d’existence locale pour le problème de Cauchy associé à (1) dans le où
F est un polynôme P de valuation 2. Quatre cas y sont considérés, n = 1, n ≥ 2, et P admet ou non des
termes quadratiques. Dans le cas où P est de valuation 3, le problème associé à l’équation (1) est bien posé
si u0 ∈ Hs(Rn) avec ∥u0∥s assez petite pour tout s assez grand (s ≥ s0(n)). Si P est de valuation 2, des
espaces de Sobolev à poids sont utilisés. Ce qui est raisonnable au vu de la condition nécessaire d’existence
démontrée dans [49].

N. Hayashi et T. Ozawa étudient dans [25] le caractère bien posée du problème de Cauchy associé à
l’équation

i∂tu+∆u+ 2i∂x(|u|2u) = 0 (5)

Ils démontrent que pour une donnée initiale

u(x, 0) = u0(x) ∈ H1(R) avec ∥u0∥0 <
√
π,

une solution globale existe. Ils décrivent aussi un effet régularisant : pour t > 0, u est plus régulière que
u0 et le gain de régularité dépend de la vitesse de décroissance de u0 quand |x| → +∞. Par exemple, si u0
décroît exponentiellement, ils montrent que la solution associée est analytique en x.
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N. Hayashi, dans [18], étudie l’équation (1) pour (x, t) ∈ Rn ×R, n ≥ 2, F un polynôme de degré 3 tel
que

|F (u,∇u, u,∇u)| ≤ A(|u|+ |∇u|)3

et, pour tout nombre complexe ω de module 1,

F (ωu, ω∇u, ωu, ω∇ωu) = ωF (u,∇u, u,∇u).

Il montre que les solutions globales ont des propriétés régularisantes.
Dans [35], l’équation (1) est étudiée dans le cas où F = P est un polynôme de valuation 2. Il y est

démontré que pour u(x, 0) = u0 assez petite, le problème de Cauchy local est bien posé. L’espace dans
lequel u0 est supposée petite est un espace de Sobolev d’ordre suffisament grand si P est de valuation ≥ 3
et dans un espace de Sobolev à poids sinon. Ce résultat est prouvé en utilisant un théorème du point fixe
donnant, de plus, un effet régularisant du type de Kato pour le groupe {eit∆}+∞

−∞. Dans cette thèse, il est
rappelé que, dans le cas semilinéaire F = f(|u|)u (avec f une fonction à valeurs réelles.), des réultats
locaux, globaux mais aussi d’explosion en temps fini ont été prouvés, ces derniers dépendant notamment
de la régularité et de la taille de la donnée u0 mais aussi du degré et du signe de f , et de la dimension n.
Pour plus de détails, on pourra consulter [8].
Dans le cas où F satisfait∣∣∣∣∣∣

∑
|α|≤s

∫
Rn

∂αxP (u,∇u, u,∇u)∂αu dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ A(1 + ∥u∥2s)∥u∥2s,

pour la preuve de l’existence locale dans Hs(Rn) pour s > n
2
+ 1, on pourra consulter [41]. De plus, sous

des hypothèses convenables d’analycité de la donnée u0 et de la non linéarité F , des résultats locaux et
globaux d’analycité ont été obtenus, (voir par exemple [17]).

N. Hayashi et K. Kato dans [19] établissent un effet régularisant analytique pour les solutions du pro-
blème

i∂tu+
1

2
∆u = λ|u|2pu, (x, t) ∈ Rn × R, u(x, 0) = u0(x)

avec λ ∈ C et p ∈ N. Ils montrent plus précisément le résultat suivant.
Si ∥e|x|2u0∥H n

2 +1 <∞,alors , pour tout R > 0, il existe une unique solution u(x, t) définie sur un intervalle
[0, T ] qui est analytique en temps et en espace dans le cylindre [0, T ]×DR où

DR = {x ∈ Rn; |x| < R},

et qui admet un prolongement analytique u(z, z0) au domaine

{(z, z0) ∈ Cn × C,
z0 = t+ iτ, 0 < t < T,−A0t

2 < τ < A0t
2,

z = x+ iy, x ∈ DR,−At < yi < At}

où A0 et A sont des constantes.
Ce résultat complète le résultat obtenu par N. Hayashi et S. Saitoh donné dans [27] et [28] qui ont prouvé
un effet régularisant analytique. L’argument principal de la preuve est l’utilisation d’un opérateur

C = |x|2 +Nit+ 2ix.∇+ 2it2∂t

qui satisfait [L,C] = 4itL où L est l’opérateur de Schrödinger

L = i∂t +
1

2
∆.

Pour compléter, on pourra consulter [19].
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Dans [20], un effet régularisant est étudié pour les solutions du problème de Cauchy associé à (1) dans
le cas où x ∈ R et

F (u,∇u, u,∇u) = K1(|u|2)|u|2u+K2(|u|2)|u|2∂xu+K3(|u|2)u2∂xu
+K4(|u|2)|∂xu|2u+K5(|u|2)u (∂xu)

2 +K6(|u|2)|∂xu|2∂xu

ou Kj ∈ C∞([0,∞]). Si la non-linéarité est de la forme

F (u,∇u, u,∇u) = u (∂xu)
2

1 + |u|2
,

on retrouve un modèle de pseudo spin classique utilisé par G. Makhanov et O.K. Pashaev dans [50]. Dans
cet article, il est prouvé le résultat ci-dessous.
Si la donnée initiale

u0 ∈ H3,∞

(notations définies au paragraphe précédent) et que ∥u0∥3,∞ est suffisant petit (dans le cas où F dépend de
∂xu ) alors il existe T > 0 tel que le problème de Cauchy étudié dans ce cas admet une unique solution

u ∈ C∞([−T, T ]\{0} : C∞(R)).

Dans [52], pour le problème de Cauchy similaire à celui étudié dans [20], avec F vérifiant l’hypothèse
supplémentaire appelée condition de jauge :

F (eiθu) = eiθF (u),

P.-N. Pipolo obtient le même résultat que dans [20] mais sans la condition de petitesse de la donnée intiale.
L. T’Joen prouve dans [67] que le problème de Cauchy associé à l’équation

∂tu = i∆gu+R(x,Dx)u+ F (u,∇xu, u,∇xu) avec t ∈ R et x ∈ Rn

est localement bien posé pour une classe de «petites» données sous l’hypothèse géométrique posant que
les bicharacteristics associées à l’opérateur ∆g ne sont pas captives, où ∆g est la laplacien associé à une
métrique g asymptotiquement plate. De plus,R est un opérateur pseudifférentiel d’ordre 1 etQ un polynôme
de valuation 2. Le preuve est basée sur l’obtention d’estimations donnant un effet régularisant microlocal.

D. F. Rial dans [54] étudie le problème de Cauchy associé à l’équation

∂tu = i∂2xu+ ∂x(Tλ(u)u) avec x ∈ R et t ∈ R

où Tλ(u) = |u|2 − λH(|u|2), λ > 0 et H est la transformée de Hilbert.
L’auteur prouve que le problème de Cauchy admet des solutions globales en temps faiblement dans L2 qui
vérifient un effet régularisant. La méthode est basée sur celle utilisée par T. Kato dans [42] pour l’équation
de Korteweg-de Vries.

R. P. de Moura étudie dans [46] le problème de Cauchy dans Hs(R) associé à l’équation

∂tu = −iα∂2xu+ βu∂x(|u|2)− iβuτh∂x(|u|2) + iγ|u|2u avec t ∈ R et x ∈ R

où α, β, γ et h sont des réels positifs, s ≥ 1, et

τhu(x) =
1

2h
v.p.

∫
R
coth

(
π(y − x)

2h

)
u(y) dy

avec v.p. désignant la valeur principale de l’intégrale. En ce qui concerne l’existence locale, le résultat est
le suivant.
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Il existe δ > 0 tel que pour tout u0 ∈ Hs telle que ∥u0∥s ≤ δ, il existe une unique solution u ∈ C([0, T ] :
Hs(R) avec T = T (∥u0∥s) > 0 qui tend vers 0 si ∥u0∥s tend vers ∞ telle que

D
s+ 1

2
x u ∈ L∞(R : L2([0, T ])), sup

[0,T ]

∥u∥0 ≤ C(1 + T ) et Ds
xu ∈ L6(R : L6([0, T ])).

De plus, la solution dépend continuement de la donnée initiale.
Les résultats précédents sont encore vrais si ∥u0∥0 < δ au lieu de ∥u0∥s < δ dans le cas γ = 0.
Dans le cas s = 1, la solution est globale car elle peut être étendue à tout intervalle de type [0, T ].
La preuve du résultat local utilise l’effet régularisant vérifié par le groupe d’opérateurs (eit∂2

x)t∈R, des esti-
mations de type Strichartz et un théorème du point fixe appliquée à l’équation intégrale correspondante au
problème étudié.
Dans le cas s = 1, en utilisant des propriétés de conservation de l’énergie, l’auteu r obtient une estima-
tion uniforme en temps de ∥u(t)∥1. Cette estimation a priori, associée à des arguments standards, permet
d’obtenir l’existence globale.

R. P. de Moura et A. Pastor considèrent dans [51] le problème de Cauchy pour l’équation de Schrödinger
ci-dessous :

∂tu− i∂2xu = ∂x(|u|2u) + λ∂x(H(|u|2)u),

où λ est un réel et H la tansformée de Hilbert.
Les auteurs montrent que le problème de Cauchy associé est bien posé dans Hs(R) pour s > 1

2
dans le

cas d’une donnée initiale petite, et au contraire, mal posé pour s < 1
2
. La preuve de caractère bien posé est

basée sur la technique de la transformation de jauge et l’effet régularisant issu de l’équation linéaire.

Il existe d’autres opérateurs pour lesquels on retrouve des propriétés régularisantes. Par exemple,

• l’équation relativiste de Schrödinger qui a été étudiée dans [5] et[77],

• les équations des ondes et de Klein-Gordon dans [ ?],

• les équations de Korteweg-de Vries dans [35],

• les équations de Benjamin-Ono dans [36]

• les équations de Davey-Stewartson dans [45],

• certaines équations polynomiales dispersives dans [2],

• des équation du troisième ordre dans [40],

pour n’en citer que quelques unes.
Toutes ces équations peuvent se mettre sous la forme ci-dessous :{

(i∂t + a(D))u(x, t) = 0
u(x, 0) = u0(x)

(6)

ou a(ξ) est une fonction de ξ = (ξ1, ..., ξn) à valeur réelle d’ordre m.
Les équation de ce type ont beaucoup été étudiées soit en utilisant l’hypothèse d’ellipticité

(a(ξ) ̸= 0 si ξ ̸= 0),

soit l’hypothèse de dispersivité

(∇a(ξ) ̸= 0 si ξ ̸= 0).
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Sous de telles hypothèses, un effet régularisant global a été démontré pour les solutions

u(x, t) = eita(D)u0(x)

dans beaucoup d’articles, dans les cas differentiels et pseudo-differentiels ([5], [2], [10], [14], [23], [24],
[43], [34], [55], [77], etc...). La condition de dispersivité a été démontrée comme nécessaire pour certains
types d’estimations (voir Hoshiro [24]).

Supposons formellement maintenant que, pour T > 0, l’on souhaite établir un estimation régularisante
à poids de la forme

∥w(x)ϱ(D)eita(D)u0(x)∥L2(Rn×[0,T ]) ≤ A∥u0∥L2(Rn) (7)

où ϱ(D) est régularisant avec un poids w(x). Une idée serait d’utiliser un opérateur C pour lesquels on a
les relations

a(D) ◦ C = C ◦ ã(D) et ϱ(D) ◦ C = C ◦ ϱ̃(D),

pour certains opérateurs ã(D) et ϱ̃(D). On a donc aussi

eita(D) ◦ C = C ◦ eitã(D).

De plus, on construit C pour que Cu0 vérifie (7), ce qui donne

∥w(x)ϱ(D)eita(D)Cu0(x)∥L2(Rn×[0,T ]) ≤ A∥Cu0∥0.

Ce qui équivaut à
∥w(x)Cϱ̃(D)eita(D)u0(x)∥L2(Rn×[0,T ]) ≤ A∥Cu0∥0.

Si C et C−1 sont bornés dans L2(Rn) et dans L2(Rn) à poids, on obtient que la dernière inégalité ci-dessus
est équivalante à

∥w(x)ϱ̃(D)eita(D)u0(x)∥L2(Rn×[0,T ]) ≤ A∥u0∥L2(Rn).

Cette idée peut être utilisée dans une grande variété de situations, et, est utilisée dans cette thèse comme par
Kenig, Ponce et Vega dans [31].

L’objectif essentiel de cette thèse est de préciser les résultats obtenus par C. E. Kenig, G. Ponce et L.
Vega dans [31] rappelés ci-dessous.
Le problème de Cauchy étudié dans [31] est le suivant :{

∂tu(x, t) = iL u(x, t) + P (u,∇xu, u,∇xu)
u(x, 0) = u0(x)

(8)

où, pour k ∈ {1, ..., n}, on a
L =

∑
j≤k

∂2xj
−
∑
j>k

∂2xj

et P est un polynôme n’ayant pas de terme linéaire, c’est a dire que, pour tout z ∈ C2n+2,

P (z) =
∑

l0≤|α|≤d

aαz
α, l0 ≥ 2

Dans [31], C. E. Kenig, G. Ponce et L. Vega prouvent les deux théorèmes suivants :

Théorème 0.1 Soit l0 ≥ 3. Il existe s(n;P ) > 0 tel que, pour tout u0 ∈ Hs(Rn), l’équation (8) admet une
unique solution définie sur un intervalle [0, T ],

T = T (∥u0∥s) > 0
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vérifiant
u ∈ C([0, T ] : Hs(Rn)),

et

|||Js+ 1
2u|||T,∞ = sup

µ∈Zn

(∫ T

−T

∫
Qµ

|Js+ 1
2u(x, t)|2dxdt

) 1
2

<∞.

Si s′ > s alors le résultat ci-dessus est encore vraie avec s′ au lieu de s sur le même intervalle [0, T ].
De plus, il existe ε = ε(∥u0∥s) > 0 telle que l’application qui a ũ0 associe ũ de l’ensemble

{ũ0 ∈ Hs(Rn)/∥ũ0 − u0∥s < ε}

dans l’ensemble des fonctions ũ telles que

ũ ∈ C([0, T ] : Hs(Rn)),

et

|||Js+ 1
2 ũ|||T,∞ = sup

µ∈Zn

(∫ T

−T

∫
Qµ

|Js+ 1
2u(x, t)|2dxdt

) 1
2

<∞

est continue.

Théorème 0.2 Soit l0 = 2. Il existe alors s = s(n, P ) > 0 et m = m(n, P ) > 0 tel que pour tout
u0 ∈ Hs(Rn) ∩ L2(Rn : |x|2mdx). Le résultat du théorème 0.1 est vrai avec

u ∈ C([0, T ] : Hs(Rn) ∩ L2(Rn : |x|2mdx)).

Dans cette thèse, on s’intéresse au problème de Cauchy plus général{
∂tu(x, t) = iL u(x, t) + F (u,∇xu, u,∇xu)
u(x, 0) = u0(x)

(9)

où F est une fonction C∞ par rapport à chacune de ses variables. On démontre les deux théorèmes qui
suivent.

Théorème 0.3 On suppose F nulle en 0 ainsi que ses dérivées jusqu’à l’ordre 2. Dans ce cas, pour tout
s >

n

2
+ 3 et u0 ∈ Hs(Rn), il existe un nombre réel T > 0 tel que l’équation (5.1) possède une solution

unique u ∈ ET où ET est l’ensemble des fonctions

u ∈ C([−T, T ] : Hs(Rn))

telles que

|||Js+ 1
2u|||T = sup

µ∈Zn

(∫ T

−T

∫
Rn

|⟨x− xµ⟩−2Js+ 1
2u(x, t)|2dxdt

) 1
2

<∞

avec J = (1−∆)1/2 et ∆ =
k=n∑
k=1

∂2xk
.

De plus, pour un borné B de Hs de données initiales, les solutions associées ont un même temps
d’existence TB, et, l’application qui à u0 ∈ B associe u ∈ ETB

est uniformément continue.
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De plus, dans le cas où F ne s’annule qu’à l’ordre 1, on a le résultat plus technique ci-dessous qui fait
intervenir des espaces de Sobolev à poids et qui précise l’effet régularisant obtenu dans le cas du théorème
0.3. A la suite de ce résultat, on énonce un corollaire dont l’énoncé est plus simple mais pour lequel la
réguarité utilisée est plus importante.

Théorème 0.4 On suppose F nulle en 0 ainsi que ses dérivées jusqu’à l’ordre 1.
Soit un entier naturel p ≥ 2.
Dans ce cas, pour tout s >

n

2
+ 3 + p tel que

u0 ∈ Hs(Rn),

⟨x⟩n
2
+εu0 ∈ H

n
2
+3+ε(Rn),

et, pour tout entier k ≤ p

⟨x⟩ku0 ∈ H
n
2
+3+p−k+ε(Rn),

il existe un nombre réel T > 0 tel que l’équation (5.1) possède une solution unique u ∈ ET où ET est
l’ensemble des fonctions u telles que

u ∈ C([−T, T ] : Hs(Rn)),

⟨x⟩ku ∈ C([−T, T ] : H n
2
+3+p−k+ε(Rn)),

où ε > 0 et, pour tout σ0 > 0 et tout σ1 ∈ {0, 1},

|||Js+ 1
2u|||T,σ0,σ1 = sup

µ∈Zn

(∫ T

−T

∫
Rn

|
√
σ0⟨x− σ1xµ⟩−

1+σ0
2 Js+ 1

2u(x, t)|2dxdt
) 1

2

<∞.

De plus, pour un borné B de données initiales, les solutions associées ont un même temps d’existence
TB, et, l’application qui à u0 ∈ B associe u ∈ ETB

est uniformément continue.

Remarque :
—Dans le cas p ≥ n

2
+ ε et n ≥ 4, c’est à dire que p ≥ 2, u et u0 sont dans les mêmes espaces de

Sobolev.
—Du théorème précédent, on peut déduire le corollaire suivant que l’on obtient en fixant p = Ent(n

2
)+2

où Ent désigne la partie entière.

Corollaire 0.1 On suppose F nulle en 0 ainsi que ses dérivées jusqu’à l’ordre 1. On pose p = Ent(n
2
)+2.

Dans ce cas, pour tout s > n+ 5 et tout entier k ≤ p,

⟨x⟩ku0 ∈ Hs−k(Rn),

il existe un nombre réel T > 0 tel que l’équation (5.1) possède une solution unique u ∈ ET où ET est
l’ensemble des fonctions u telles que, pour tout entier k ≤ p,

⟨x⟩ku ∈ C([−T, T ] : Hs−k(Rn)),
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où ε > 0 et, pour tout σ0 > 0 et tout σ1 ∈ {0, 1},

|||Js+ 1
2u|||T,σ0,σ1 = sup

µ∈Zn

(∫ T

−T

∫
Rn

|
√
σ0⟨x− σ1xµ⟩−

1+σ0
2 Js+ 1

2u(x, t)|2dxdt
) 1

2

<∞.

De plus, pour un borné B de données initiales, les solutions associées ont un même temps d’existence
TB, et, l’application qui à u0 ∈ B associe u ∈ ETB

est uniformément continue.

Le théorème 0.3 améliore le résultat obtenu par C. E. Kenig, G. Ponce et L. Vega dans [31] dans le
cas où F est un polynôme de valuation v ≥ 3 et s ≥ 10n. Le résultat énoncé par le théorème 0.4 est
une amélioration des résultats connus et obtenus sur ce sujet juqu’à présent, notamment dans [31] où la
régularité utilisée est de l’ordre de 40n et p = 8n+ 12 pour une non linéarité polynomiale.

L’effet régularisant obtenu est aussi précisé car

|||Js+ 1
2 ũ|||T,∞ ≤ An|||Js+ 1

2 ũ|||T

Dans [32], on a le résultat dans le cas où la condition initiale u0 est petite en norme Hs0(Rn) avec

s0 = 3n+ 4 +
1

2
, L = ∆, F = P et n ≥ 2.

Dans le cas où la nonlinéarité F est d’ordre 0 et L = ∆, on a le résultat pour tout s >
n

2
.

Dans cette thèse, on prouve le théorème 0.3 pour s >
n

2
+ 3.

Dans [32], on a le resultat du théorème 0.3 pour s ≥ 1

2
+ 3 en dimension 1 et, pour s ≥ s0 avec

s0 = n+2+
1

2
en dimension n dans le cas où L = ∆, F polynôme de valuation 3 et ∥u0∥Hs0 assez petite.
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1
Préliminaire d’Analyse

Dans cette sont utilisées les outils habituels d’analyse fonctionnelle.

Les espaces de Sobolev

Définition 1.1 Pour tout entier naturel m et tout 1 ≤ r ≤ 1, on définit l’espace de Sobolev

Wm,r(Rn) =

u, ∥u∥Wm,r =
∑

0≤|α|≤m

∥∂αu∥Lr(Rn) <∞


où α est un multi-indice dans Zn,

α = (α1, α2, ..., αn)

avec
αi ∈ Z, ∂α = ∂α1 ...∂αn

et

Lr(Rn) =

{
f, ∥f∥Lr(Rn) =

(∫
Rn

∥f(x)∥r dx
) 1

r

<∞

}
.

On peut généraliser cette définition à l’aide de la transformée de Fourier d’une foncton u, notée F (u) ou
encore û, définie, pour tout ξ ∈ Rn, par

û(ξ) = (2π)−
n
2

∫
Rn

exp(−ix.ξ)u(x) dx

où

x.ξ désigne le produit scalaire canonique de Rn.

Définition 1.2 Pour tout réel s et tout r, 1 ≤ r ≤ +∞, on définit l’espace de Sobolev

Hs,r(Rn) =
{
u, ∥u∥Hs,r = ∥F ∗(⟨ξ⟩ϱFu∥Lr(Rn <∞

}
23
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où
⟨ξ⟩ = (1 + |ξ|2)

1
2 .

Proposition 1.1 Pour tout entier naturel m et tout r tel que 1 < r < +∞, on a

Wm,r = Hm,r.

Théorème 1.1 (injection de Sobolev généralisée) Pour tout nombre réel s et tout nombre réel r tel que
1 ≤ r ≤ +∞, on a

Hs,r ⊂> C s−n
r

et l’injection est continue.

Dans cette thèse, les espaces de Sobolev utilisés sont surtout les espaces Hs,2 pour s ≥ 0 que l’on note plus
simplement Hs et

∥.∥Hs = ∥.∥s.
On remarque que

H0 = L2.

Proposition 1.2 Pour tout s > s′, Hs ⊂ Hs′ .

Proposition 1.3 Pour tout s >
n

2
, l’espace de Sobolev Hs est une algèbre.

C’est cette dernière propriété qui fait que les espaces Hs pour s >
n

2
sont un cadre naturel intéressant

pour obtenir des estimations sur les solutions d’E.D.P non linéaires. Par exemple, pour une équation de
Schrödinger non linéaire,

∂tu(x, t) = i∆u+ u|∇xu|
La non-linéarité est ici quadratique

u|∇xu|

et, pour tout s tel que s− 1 >
n

2
et tout u dans Hs, on a

∥u|∇xu|∥s−1 ≤ ∥u∥s−1∥∇xu∥s−1 ≤ ∥u∥2s.

Des théorèmes du point fixe

Proposition 1.4 Soit X une espace de normé complet,

S ⊂ X et A : S → X.

Si A est contractant dans S, i.e,

∃ε < 1,∀u1, u2 ∈ S, ∥A(u1)− A(u2)∥X ≤ ε∥u1 − u2∥X

alors l’équation Au = u admet, au plus, une solution dans S. Si, de plus, S est fermé dans X et

A(S) ⊂ S

alors l’équation
Au = u

admet une unique solution dans S.
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Proposition 1.5 On suppose que
Au = u0 + F (u)

avec
u0 ∈ S0 ⊂ X.

On suppose aussi que
S0 + F (S) ⊂ S

et que F est contactante dans S.
Dans ce cas, l’application qui a u0 ∈ S0 associe u ∈ S est Lipschitz continue en norme X de S0 dans S.

Ce dernier résultat permet d’obtenir, dans le cadre d’une E.D.P du type

u(x, t) = Au(x, t) et u(x, 0) = u0,

la continuité par rapport aux donées initiales.

Pour un exemple plus précis, on pourra aller voir la sous-chapter intitulée «méthode de contraction».

Les deux sous-chapters suivantes sont largement inspirées du cours de DEA 1994-1995 sur les EDP de
Jean Ginibre intitulé : Introduction aux équations de Schrödinger non linéaires.

Le problème de Cauchy

On considère dans cette partie le problème général suivant :

∂tu = Lu+ f(u)

où L est un opérateur différentiel indépendant de u, x et t (c’est à dire à coefficients constants : son symbole
ne dépend que de ξ) et f dépend de u et éventuellement des dérivées de u d’ordre inférieur à celui de L.

L’équation
∂tu = Lu (1.1)

est appelée équation libre.

On se donne une donnée initiale u0(x) dans un espace convenableX et on cherche les solutions du problème{
∂tu = Lu+ f(u)
u(x, 0) = u0(x)

(1.2)

dans une espace convenableX(I) de fonctions u de I dans X où I est un intervalle, par exemple [0, T ] avec
T > 0.

On considère en particulier les questions suivantes :

Existence locale en temps : On essaie de montrer qu’il existe T > 0 tel que le problème (1.2) admet
une solution sur l’intervalle de temps [0, T ] avec T pouvant être très petit.

Unicité de la solution : On essaie de montrer que pour tout intervalle I contenant 0, par exemple [0, T ],
le problème (1.2) admet au plus une solution dans X(I).

Continuité par rapports aux données initiales : On essaie de montrer que l’application qui à une
donnée intiale u0 associe l’unique solution u dans X(I) du problème (1.2) est continue, de préférence au
sens naturel, c’est à dire avec la topologie de X pour u0 et celle de X(I) pour u.
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Montrer cette continuité permet de dire que si la donnée initiale change peu, la solution change peu, et en
particulier, pour la même donnée intiale, on a la même solution.

Existence globale en temps : On essaie de montrer qu’il existe une solution dans X(R).

Si les trois premières propriétés énoncées ci-dessus sont satisfaites, on dit que le probléme de Cauchy
(1.2) est localement bien posé (pour des données initiales dans X).
Si on arrive à obtenir la quatrième, on dit que le probléme de Cauchy (1.2) est globalement bien posé.

Régularité des solutions : Soit u0 ∈ X . On suppose qu’il existe une solution du problème (1.2)
u ∈ X(I).
On essaie de savoir ce que devient u si u0 est dans un espace strictement inclus dans X (c’est à dire que,
par exemple, u0 est plus régulière que ce que l’on a utilisé pour démontrer l’existence de u).
La régularité de u0 se propage-t-elle à u ? C’est à dire : a-t-on u ∈ Y (I ′) ? et a-t-on I ′ = I ?...
L’intérêt d’une telle démarche est que l’on peut utiliser les résultats obtenus pour u0 ∈ X , c’est á dire, en
particulier, que si u0 ∈ Y ⊂ X , on a l’existence de u dans X(I). Il n’y a plus qu’à préciser les résultats.

Explosion en temps fini : C’est la situation opposée à celle de l’existence globale. On essaie de montrer
qu’il existe un T ∗ <∞ tel que la solution de (1.2) explose que t tend vers T ∗, par exemple, dans le sens où

∥u(t)∥X → ∞.

Pour chacune des questions considérées ci-dessus, on pourra par ailleurs s’intéresser au cas pariculier
(donc a priori plus simple) de données intiales petites, ce qui peut réduire l’influence du terme non linéaire.
On visera alors des propositions du type : il existe ε > 0 tel que pour ∥u0∥X ≤ ε, l’une ou l’autre des
propriétés ci-dessus est vraie.
Lorsque le problème de Cauchy est bien posé, on peut s’intéresser au comportement asymptotique des
solutions quand t → ±∞, en essayant, par exemple de classer les solutions suivant leur comportement
asymptotique, la classification étant basée sur le comportement asymptotique des solutions d’ un problème
plus simple bien résolu comme par exemple celui de l’équation libre (1.1).

Des méthodes d’études pour les équations aux dérivées partielles non linéaires

Méthode de contraction

On considére le problème (1.2). On s’intéresse à un problème plus simple que l’on sait résoudre comme,
par exemple, le problème (1.1) .
On note

W (t)u0 = v(x, t)

la solution de de (1.1) telles
W (0)u0 = u0.

On écrit alors que u est solution du problème (1.2) équivaut à

u(x, t) = W (t)u0 +

∫ t

0

W (t− t′)f(u(x, t′)) dt′ (1.3)

En effet, (1.3) équivaut à

∂tu(x, t) = LW (t)u0 +W (t− t)f(u(x, t)) +

∫ t

0

LW (t− t′)f(u(x, t′)) dt′
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et u(x, 0) = u0 or L est indépendant du temps, ce qui permet de le commuter avec l’intégrale en temps t′

donc on obtient que (1.3) équivaut à

∂tu(x, t) = Lu(x, t) + f(u(x, t)) et u(x, 0) = u0.

En utilisant des estimations de W (t)u0 (entre autres, un effet régularisant par exemple : gain de dérivées),
le fait que

|
∫ T

0

W (T − t′)f(u(x, t′)) dt′| ≤ T sup
t′∈[0,T ]

|W (T − t′)f(u(x, t′))|

et, à partir des estimations obtenues sur f , pour T assez petit, on peut obtenir des estimations sur

sup
t∈[0,T ]

|u(x, t)|,

ces estimations devant permettre de démontrer que l’opérateur Υ défini par

Υu =W (t)u0 +

∫ t

0

W (t− t′)f(u(x, t′)) dt′

est contractant dans un espace de Banach (où un espace métrique complet construit pour pouvoir appliquer
cette méthode et inclus dans X(I) pour u0 ∈ X).
Ce qui permettra d’obtenir l’existence locale d’une solution dans X(I) au problème (1.2) à l’aide d’un
théorème du point fixe, et, qui donne aussi l’unicité et la continuité par rapport aux données initiales.
La difficulté n’est pas d’appliquer le théorème du point fixe mais de trouver de bonnes estimations pour
W (t)u0 et f , et de construire un espace de Banach qui permette d’appliquer le théorème du point fixe.

Exploitation des invariants, estimations d’énergie généralisées

Quand l’équation possède de bonnes propriétés algébriques, on peut utiliser des lois de conservations
exactes ou approchées pour obtenir a priori des solutions à partir des quantitiés conservées, en particulier
l’énergie.

Méthode de compacité

Appliquer une méthode de compacité, c’est remplacer l’équation considérée par une équation approchée
plus réguière que l’on sait résoudre.
Exemple :

∂tu = iL u+ T∇u0∇xu (1.4)

que l’on remplace, pour tout ε > 0, par

∂tu = (ε∆+ iL )u+ T∇xu0∇xu (1.5)

Cette deuxième équation permet de récupérer les propriétés de l’équation de la chaleur. On tente alors
d’obtenir des estimations sur les solutions de cette dernière équation pour montrer que ces solutions restent
dans un ensemble compact fixe.
Si cela est possible, on élimine ensuite la régularisation par un passage à la limite puis on obtient l’éxistence
d’une solution pour l’équation initiale.





2
L’analyse dyadique

Dans la suite, on note

sp(u) = supp(û)

et F la tansformée de Fourier. On pose, pour tout j ≥ 0,

φj(ξ) = φ0(2
−jξ)

avec

φ0(ξ) = φ

(
ξ

2

)
− φ(ξ),

où

φ ∈ D(Rn)

telle que

supp(φ) ⊂ B(0, 1),

φ = 1 dans B

(
0,

1

2

)
.

On a

supp(φj) = 2jsupp(φ0)

et

supp(φj) ⊂ Γj = 2jΓ0.

Les couronnes Γ0 (hachurée en bleu) et Γ1 (hachurée en vert) sont représentées sur le dessin suivant :

29
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On remarque que Γj ∩ Γk = ∅ si |j − k| ≥ 4.

On pose φ−1 = φ.

lemme :

∀ξ ∈ Rn,
+∞∑
j=−1

φj(ξ) = 1.

Preuve :
k∑

j=−1

φj(ξ) = φ(2−k−1ξ).

La suite (φj) est appelée partition dyadique de l’unité.

-

6

Définition 2.1 Soit u ∈ S ′(Rn), l’espace de Schwartz. On appelle décomposition dyadique de u la série∑
j≥−1

uj

où
uj = φj(D)u

et φj(D) est l’opérateur F−1φjF . Les uj sont appelés les termes dyadiques de u.

Remarques :
— Cette décomposition dépend de φ mais φ est fixée une fois pour toute.
— Les termes dyadiques sont C∞ (Théorème de Paley-Wiener-Schwartz).

Proposition 2.1 Dans S ′(Rn), on a :
u =

∑
j≥−1

uj.

Preuve :
⟨
∑

k≥j≥−1

uj, χ⟩ = ⟨φ(2−k−1D)u, χ⟩

⟨
∑

k≥j≥−1

uj, χ⟩ = ⟨û, φ(2−k−1ξ)F−1(χ)⟩

Il suffit donc de vérifier que

∀ψ ∈ S ∥(φ(2−k−1ξ)− 1)ψ∥L∞ −→Sk→+∞ 0

Soit ε > 0, comme ψ ∈ S , il existe Rε > 0 tel que

∀|ξ| > Rε |ψ(ξ)| ≤ ε

1 + ∥ϕ∥L∞
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donc
|φ(2−k−1ξ)− 1)ψ(ξ)| ≤ ε.

De plus

|φ(2−k−1ξ)− 1)ψ(ξ)| = |2−k−1ξ.ψ(ξ)

∫ 1

0

∇ξφ(2
−k−1tξ) dt|

donc il existe kε > 0 tel que pour tout k > kε

∀|ξ| ≤ Rε |φ(2−k−1ξ)− 1)ψ(ξ)| ≤ 2−k−1Rε∥∇ξφ∥L∞∥ψ∥L∞ ≤ ε.

Il reste à prouver la convergence des dérivées, c’est à dire que

∀ψ ∈ S ∀α,∀β ∈ Nn ∥ξα∂βξ ((φ(2
−k−1ξ)− 1)ψ)∥L∞ −→k→+∞ 0.

Ce qui s’obtient par le même raisonnement.

Théorème 2.1 Soient u ∈ S ′(Rn),
u =

∑
j≥−1

uj

la décomposition dyadique de u et s ∈ R. On a l’équivalence suivante :

u ∈ Hs(Rn) ⇔ ∀j ∈ N, uj ∈ L2(Rn) et (2js∥uj∥L2)j ∈ l2.

De plus, les normes ∥u∥s et ∥∥uj∥0∥l2 sont équivalentes.

On a aussi, pour s ∈ R∗
+\N,

u ∈ Cs(Rn) ⇔ ∀j ∈ N, uj ∈ L∞ et sup
j

2js∥uj∥L∞ <∞

De plus, les normes ∥u∥Cs et ∥∥uj∥L∞∥l∞ sont équivalentes.

Définition 2.2 On désigne par Bs
p,q l’espace des fonctions u ∈ S ′(Rn) telles que{

uj ∈ Lp

∥2js∥uj∥Lp∥lq <∞.

Remarques :
—L’espace Bs

p,q est un espace de Banach pour la norme ∥u∥Bs = ∥2js∥uj∥Lp∥lq .
—Cet espace est indépendant de la décomposition dyadique choisie.
—Si s ≥ s′ alors Bs

p,q ⊂ Bs′
p,q.

—Pour s ∈ R∗
+\N, Bs

∞,∞ = Cs et, dans la suite on note Bs
∞,∞ = Bs.

Corollaire 2.1 Injection de Sobolev précisée.

Pour tout s >
n

2
,

Hs(Rn) ⊂→ Bs−n
2 (Rn)

Proposition 2.2 Pour tous réels s et m, l’opérateur ⟨D⟩m est continue de Bs dans Bs−m et bijectif.



32 CHAPITRE 2. L’ANALYSE DYADIQUE

Preuve : Soit
v = ⟨D⟩mu =def F−1(⟨ξ⟩mû)

et
vj = φj(D)v = ⟨D⟩muj = fj(D)uj

avec
fj(ξ) = φ̃0(2

−jξ)⟨ξ⟩n.
En posant

ĝj = fj,

on a
vj(x) = 2jn

∫
gj(2

jy)uj(x− y) dy

donc
∥vj∥L∞ ≤ ∥gj∥L1∥u∥L∞ .

De plus, pour N >
n

2
, on a

∥gj∥L1 ≤ A∥⟨ξ⟩N f̂j∥L2 .

On utilise alors le lemme suivant.

Lemme 2.1 La fonction 2−jmfj est bornée dans D(Rn).

On obtient donc
∥gj∥L1 ≤ A2jm,

ce qui donne
2j(s−m)∥vj∥L∞ ≤ A2js∥u∥L∞ .□

Corollaire 2.2 Si s ≤ 0 les éléments de Bs sont des combinaisons linéaires de dérivées d’éléments de Bs′

avec s′ > 0.

Théorème 2.2 Soit (uj) une suite de fonctions telles que, pour tout j ∈ N,

uj ∈ C∞(Rn).

On suppose qu’il existe m ∈ N, m > s tel que

∥2js∥uj∥0∥l2 <∞

et, pour tout α ∈ Nn tel que |α| = m,

∥2j(s−m)∥∂αuj∥20∥l2 <∞

alors ∑
j

uj ∈ Hs

et u =
∑
j

uj vérifie

∥u∥2s ≤ A sup
|α|=0 ou m

∞∑
j=0

22j(s−|α|)∥uj∥0.
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Preuve : voir [47], [69].

Théorème 2.3 Soit (uj) une suite de fonctions telles que, pour tout j ∈ N,

uj ∈ C∞(Rn).

On suppose qu’il existe un compact
Γ ⊂ Rn\{0}

tel que
sp(uj) ⊂ 2jΓ

et, qu’il existe s ∈ R tel que (
2js∥uj∥0

)
j
∈ l2

alors ∑
j

uj ∈ Hs

et u =
∑
j

uj vérifie

∥u∥2s ≤ A
∞∑
j=0

22js∥uj∥20.

Remarques : ces derniers résultats se généralisent à Bs
p,q en remplaçant L2 par Lp et l2 par lq.

On a par exemple

Théorème 2.4 Soit (uj) une suite de fonctions telles que, pour tout j ∈ N,

uj ∈ C∞(Rn).

On suppose qu’il existe un compact
Γ ⊂ Rn\{0}

tel que
sp(uj) ⊂ 2jΓ,

et un nombre réel s tel que (
2js∥uj∥Lp

)
j
∈ lq

alors
u =

∑
uj ∈ Bs

p,q

et

∥u∥qBs
p,q

≤ A
∞∑
j=0

2qjs∥uj∥qLp .
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Les opérateurs pseudo-différentiels

Dans la suite, on note

Sm
γ,δ =

{
a ∈ C∞(R2n), ∀α, β ∈ Nn, ∃Aα,β ∈ R, |∂αx∂

β
ξ a(x, ξ)| ≤ Aα,β|ξ|−γ|β|+δ|α|+m

}
a(x,D)u =

∫
Rn

eix.ξa(x, ξ)û(ξ) dξ.

Definition 3.1 On appelle semi-norme d’ordre N d’un opérateur à symbole dans Sm
γ,δ le nombre

sup
α,β∈Zn,|α|=N,|β|=N

sup
Rn×Rn

⟨ξ⟩−m+γ|β|−δ|α||∂αx∂
β
ξ a(x, ξ)|.

Théorème 3.1 Soient a ∈ Sm
γ,δ, b ∈ Sm′

γ,δ avec 0 ≤ δ ≤ γ < 1 ou 0 ≤ δ < γ ≤ 1, m ∈ R, et m′ ∈ R. On a

a(x,D)b(x,D) = c(x,D)

où

c(x, ξ) =
∑
|ν|<N

1

ν!
∂νξ a(x, ξ)D

ν
xb(x, ξ) +

∑
|ν|=N

1

ν!

∫ 1

0

(1− θ)N−1rν,θ(x, ξ) dθ

rν,θ(x, ξ) = Os

∫ ∫
e−iy.η∂νξ a(x, ξ + θη)∂νxb(x+ y, ξ) dy dη

De plus, les Sm+m′−δ|ν|
γ,δ semi-normes de rν,θ sont bornées par des produits de Sm−δ|ν|

γ,δ semi-normes de ∂νξ a
et des Sm′

γ,δ semi-normes ∂νxb uniformément en θ ∈ [0, 1].

On a aussi

a∗(x, ξ) =
∑
|ν|<N

1

ν!
∂νξ a(x, ξ) +

∑
|ν|=N

1

ν!

∫ 1

0

(1− θ)N−1r∗ν,θ(x, ξ) dθ

r∗ν,θ(x, ξ) = Os

∫ ∫
e−iy.η∂νξ ∂

ν
xa(x+ y, ξ + θη) dy dη

De plus, les Sm
γ,δ semi-normes de r∗ν,θ sont bornées par des Sm−δ|ν|

γ,δ semi-normes de ∂νξ ∂
ν
x ā uniformément en

θ ∈ [0, 1].

35
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Preuve : voir [69].

Remarque : dans cette thèse, le résultat utilisé est celui donné sans la précision de dépendance de l’ordre
en δ|ν|.

Lemme 3.1 Soient a et b tels que a ∈ Sm
0,0 et b ∈ Sm′

0,0 alors pour tout ν ∈ Nn,

rν,θ ∈ Sm+m′

0,0

et les Sm′+m
0,0 semi-normes de rν,θ sont bornées par des produits de semi-normes de ∂νξ a et ∂νxb uniformément

en θ ∈ [0, 1].

Soient a et b tels que a ∈ Sm′

1,δ et, b ∈ Sm
0,0 indépendant de ξ, alors pour tout ν ∈ Nn,

rν,θ ∈ S
m+m′−|ν|
1,δ

et les Sm′+m−|ν|
1,δ semi-normes de rν,θ sont bornées par des produits de semi-normes de ∂νξ a et ∂νxb unifor-

mément en θ ∈ [0, 1].

Preuve :

On a
rν,θ(x, ξ) = Os

∫ ∫
e−iy.η∂νξ a(x, ξ + θη)∂νxb(x+ y, ξ) dy dη.

Pour tous multi-indices α et β, on a

∂βξ ∂
α
x rν,θ(x, ξ) =

∑
γ,γ′

Os

∫ ∫
e−iy.η∂ν+β−γ

ξ ∂α−γ′

x a(x, ξ + θη)∂ν+γ′

x b(x+ y, ξ) dy dη.

Pour tous entiers naturels N1 et N2, on a

∂βξ ∂
α
x rν,θ(x, ξ) =∑

γ,γ′

Os

∫ ∫
JN2
η JN1

y (e−iy.η)∂ν+β−γ
ξ ∂α−γ′

x a(x, ξ + θη)∂ν+γ′

x ∂γξ b(x+ y, ξ)
dy dη

⟨η⟩N2⟨y⟩N1
.

Soit χ une fonction de S tel que χ(0) = 1.
Pour tous entiers naturels pairs N1 et N2, par intégrations par parties en η et y, on obtient

∂βξ ∂
α
x rν,θ(x, ξ) = lim

ε→0

∑
γ,γ′∫ ∫

e−iy.ηJN2
η

(
χ(εη)

∂ν+β−γ
ξ ∂α−γ′

x a(x, ξ + θη)

⟨η⟩N1

)
JN1
y

(
χ(εy)

∂ν+γ′
x ∂γξ b(x+ y, ξ)

⟨y⟩N2

)
dy dη.

Dans le cas où a ∈ Sm
0,0 et b ∈ Sm′

0,0, sachant que θ et ε ∈ [0, 1], on a∣∣∣∣∣JN2
η

(
χ(εη)

∂ν+β−γ
ξ ∂α−γ′

x a(x, ξ + θη)

⟨η⟩N1

)∣∣∣∣∣ ≤
Aν,α,β,γ,γ′,N2,N1

⟨ξ⟩m

⟨η⟩N1−m

(
1 +

k=N2∑
k=1

Ak,N2ε
k sup
|γ2|=k

|∂γ2η χ(εη)|

)
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y

(
χ(εy)

∂ν+γ′
x ∂γξ b(x+ y, ξ)

⟨y⟩N2

)∣∣∣∣∣ ≤
Aν,γ,γ′,N1,N2

⟨ξ⟩m′

⟨y⟩N2−m′

(
1 +

k=N1∑
k=1

Ak,N1ε
k sup
|γ2|=k

|∂γ2y χ(εy)|

)
où les constantes Aν,α,β,γ,γ′,N2,N1 et Aν,γ,γ′,N1,N2 sont respectivement des sommes de Sm

0,0 semi-normes de a
et des sommes de Sm′

0,0 semi-normes de b.
Pour N1 > n+m et N2 > n+m′, on obtient la première proposition du lemme 3.1.

Dans le cas où a ∈ Sm
1,δ et, b ∈ Sm′

0,0 indépendant de ξ, sachant que θ ∈ [0, 1], on a∣∣∣∣∣JN2
η

(
∂ν+β
ξ ∂α−γ′

x a(x, ξ + θη)

⟨η⟩N1

)∣∣∣∣∣ ≤
Aν,α,β,γ′,N2,N1

⟨ξ⟩m+δ(|α|−|γ′|)−(|ν|+|β|)

⟨η⟩N1−m−δ(|α|−|γ′|)−(|ν|+|β|)

(
1 +

k=N1∑
k=1

Ak,N1ε
k sup
|γ2|=k

|∂γ2y χ(εy)|

)
∣∣∣∣JN1

y

(
∂ν+γ′
x b(x+ y)

⟨y⟩N2

)∣∣∣∣ ≤
Aν,γ′,N1,N2

⟨ξ⟩m′

⟨y⟩N2−m′

(
1 +

k=N1∑
k=1

Ak,N1ε
k sup
|γ2|=k

|∂γ2y χ(εy)|

)
où les constantes Aν,α,β,γ,γ′,N2,N1 et Aν,γ,γ′,N1,N2 sont respectivement des sommes de Sm

1,δ semi-normes de a
et des sommes de Sm′

0,0 semi-normes de b.
Pour N1 et N2 assez grand, on obtient la deuxième proposition du lemme 3.1.

Théorème 3.2 (Calderón-Vaillancourt ) Soit a un symbole tel qu’il existe δ, 0 ≤ δ < 1 tel que a ∈ S0
δ,δ

alors a(x,D) est continue de Hs(Rn) dans Hs(Rn).

Plus précisément, s’il existeN ∈ N,N ≥ n+1 tel que, pour tous multi-indices α et β tels que |α|+β| ≤ N ,
les dérivées ∂αx∂

β
ξ a(x, ξ) vérifient des estimations S0

δ,δ alors a(x,D) est continue de L2(Rn) dans L2(Rn).

On a aussi ce même résultat pour α et β tels que |α| ≤ N et |β| ≤ N avec N >
n

2
.

Preuve : voir [9].

Théorème 3.3 Soit s > 0 et m ∈ R.

Si
a(x,D) ∈ OpSm

1,1

alors a(x,D) est borné de Hs+m(Rn) dans Hs(Rn).

Corollaire 3.1 Si a ∈ S0
γ,δ, 0 ≤ δ ≤ γ < 1 ou 0 ≤ δ < γ ≤ 1 alors

|||a(x,D)f |||T ≤ A|||f |||T et NT (a(x,D)f) ≤ ANT (f).
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Preuve.

|||a(x,D)f |||T = sup
µ

(∫ T

0

∫
Rn

|⟨x− xµ⟩−2a(x,D)f |2 dxdt
) 1

2

or
a(x,D)f = a(x,D)⟨x− xµ⟩2⟨x− xµ⟩−2f

et le symbole de l’opérateur
a(x,D)⟨x− xµ⟩2

est ∑
|ν|≤2

∂νξ a(x, ξ)D
ν
x(⟨x− xµ⟩2)

et donc
⟨x− xµ⟩−2a(x,D)⟨x− xµ⟩2 ∈ S0

γ,δ.

Le théorème de Calderòn-Vaillancourt donne alors le résultat, les S0
γ,δ semi-normes de

⟨x− xµ⟩−2a(x,D)⟨x− xµ⟩2

étant uniformément bornées en µ.

Prouvons ensuite la seconde inégalité. On a

NT (a(x,D)f) = sup
µ

(∫ T

0

∫
Rn

|⟨x− xµ⟩2a(x,D)f |2 dxdt
) 1

2

L’opérateur
a(x,D)⟨x− xµ⟩−2

a pour symbole

r(x, ξ) = Os

∫
Rn

∫
Rn

eiy.η⟨x+ y − xµ⟩−2a(x, ξ + η) dydη.

Par intégrations par parties en y et η, puis en utilisant l’inégalité de Peetre

⟨x+ y − xµ⟩−2−N ≤ AN⟨x− xµ⟩−2−N⟨y⟩N ,

on prouve que
⟨x− xµ⟩2r(x, ξ) ∈ S0

γ,δ

avec ses semi-normes uniformément bornées en µ.
Ce qui termine la démonstration de ce corollaire. □

Proposition 3.1 On pose
|||f ||| = sup

µ∈Zn

∥f∥L2(Qµ)

|||f |||1 = sup
Q : cube de côt́e1

∥f∥L2(Q)

Il existe un réel An tel que
|||f ||| ≤ |||f |||1 ≤ An|||f |||

Corollaire 3.2 Pour tout x0 ∈ Rn, Il existe un réel An tel que

|||f(.+ x0)||| ≤ An|||f |||
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Lemme 3.2 Si
⟨x⟩s1u ∈ Hs

alors
⟨x⟩s1∇xu ∈ Hs−1.

Preuve :
∂xk

(⟨x⟩s1u) = s1⟨x⟩s1−1 xk
⟨x⟩s1

u+ ⟨x⟩s1∂xk
u

Lemme 3.3 Soit q ≥ 0, posons

λq(x) = ⟨x⟩−q =
1

(1 + |x|2)
q
2

.

Si a ∈ S0
δ,δ, 0 ≤ δ < 1 alors ⟨x⟩−qa(x,D)⟨x⟩q est continue sur L2(Rn : λq(x)dx) avec sa norme ne

dépendant que de q et de n.

Preuve : On a

∥a(x,D)g∥L2(Rn:λq(x)dx) =

(∫
|
∫
eixξ

1

(1 + |x|2)
q
4

a(x, ξ) ̂⟨x⟩q/2(gλq/2(x))(ξ)dξ|2dx

)1/2

or g ∈ L2(Rn : λq(x)dx) si et seulement si gλq/2(x) ∈ L2(Rn : dx) donc en posant

b(x,D)f(x) =
1

(1 + |x|2) q
4

a(x,D)
(
(1 + |x|2)

q
4f(x)

)
où

f = gλq/2(x) ∈ L2(Rn : dx),

il suffit de montrer que b(x,D) est borné sur L2(Rn : dx).

Formellement, d’après le théorème 3.1, on a

b(x, ξ) =
1

(1 + |x|2) q
4

lim
ε→0

∫ 1

0

∫
e−iy.ηχ(εy, εη)a(x, ξ + ηθ)(1 + |x+ y|2)

q
4 dy dη dθ

Par intégration par parties en y et η, pour tout entier naturel N1 et tout entier naturel N2 pairs et choisis
assez grand pour obtenir l’intégrabilité en y et η, après passage à la limite en ε, on obtient

b(x, ξ) =
∑

γ1 ∈ Nn, |γ1| ≤ N1

γ2 ∈ Nn, |γ2| ≤ N2

Aγ1,γ2

∫ 1

0

∫
e−iyη∂γ1η

(
a(x, ξ + θη)

⟨η⟩N2

)
∂γ2y d(x, y)

⟨y⟩N1
dydηdθ

Pour tout multi-indice α et β, on a

∂αx∂
β
ξ b(x, ξ) =

∑
γ1 ∈ Nn, |γ1| ≤ N1

γ2 ∈ Nn, |γ2| ≤ N2

γ3 ∈ Nn, |γ3| ≤ |α|

Aγ1,γ2,γ3

∫ 1

0

∫
e−iyη∂γ1η

(
∂γ3x ∂

β
ξ a(x, ξ + θη)

⟨η⟩N2

)
∂α−γ3
x ∂γ2y d(x, y)

⟨y⟩N1
dydηdθ

avec
d(x, y) = (1 + |x|2)−q/4(1 + |x+ y|2)q/4.
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Sachant que pour s ≥ 0, on a
⟨x+ y⟩s ≤ Cs⟨x⟩s⟨y⟩s

donc, pour tout α et tout β ∈ Nn, on a

|∂αx∂βy d(x, y)| ≤ Aα,β⟨y⟩q/4

et
a(x, ξ) ∈ S0

δ,δ

donc, pour tout α et tout β ∈ Nn, on obtient

sup
θ∈[0,1]

∣∣∣∣∣∂γ1η
(
∂αx∂

β
ξ a(x, ξ + θη)

⟨η⟩N2

)∣∣∣∣∣ ≤ Aα,β,γ1⟨ξ⟩δ(|α|−|β|)⟨η⟩δ(|α|+|β|+N1)−N2

Le symbole b(x, ξ) a donc ses S0
δ,δ semi-normes bornées pour N1 et N2 assez grands. On conclut alors à

l’aide du théorème de Calderón-Vaillancourt.

Lemme 3.4 Soit C un opérateur à symbole

c(x, ξ) ∈ Sm
ϱ,δ

alors pour tout réel s > 0,
⟨x⟩s#c(x, ξ)#⟨x⟩−s ∈ Sm

ϱ,δ

avec ses semi-normes bornées par une somme de semi-normes de c(x, ξ).

Lemme 3.5 Soit C un opérateur à symbole

c(x, ξ) ∈ Sm
ϱ,δ

alors pour tout réel s > 0,
⟨x⟩s#a(x, ξ) ∈ Sm−ϱ

ϱ,δ

où
a(x, ξ) = (c(x, ξ)#⟨x⟩−s − ⟨x⟩−s#c(x, ξ))

avec ses semi-normes bornées par une somme de semi-normes de c(x, ξ).
On a plus précisément que, pour tout multi-indice α et β,

|∂αx∂
β
ξ (⟨x⟩

s#a(x, ξ))| ≤ A⟨ξ⟩m−ϱ+δ|α|−ϱ|β|⟨x⟩−1.

Corollaire 3.3 On a
a(x,D)⟨x⟩ ∈ OpSm

ϱ,δ.

Preuve du lemme 3.5.

Posons r(x, ξ) = ⟨x⟩s#(c(x, ξ)#⟨x⟩−s − ⟨x⟩−s#c(x, ξ)).

Formellement, d’après la formule rappelée dans le théorème 3.1, pour tout ψ ∈ S telle que ψ(0) = 1, on a

r(x, ξ) = ⟨x⟩s
∑

ν∈Nn,|ν|=1

lim
ε→0

∫ 1

0

∫
ψ(εy, εη)e−iy.η∂νy ⟨x+ y⟩−s∂νη c(x, ξ + θη) dy dη dθ.
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Après intégrations par parties en y et η, pour tout entier naturel N1 et tout entier naturel N2 pairs et assez
grands pour obtenir l’intégrabilité en y et η, après passage à la limite en ε, on obtient

r(x, ξ) =

⟨x⟩s
∑

γ1 ∈ Nn, |γ1| ≤ N1

γ2 ∈ Nn, |γ2| ≤ N2

ν ∈ Nn, |ν| = 1

Aγ1,γ2

∫ 1

0

∫
e−iy.η

⟨y⟩N1
∂γ2y ∂

ν
y ⟨x+ y⟩−s∂γ1η

(
∂νη c(x, ξ + θη)

⟨η⟩N2

)
dy dη dθ.

Pour tout α et tout β multi-indices, on a

∂αx∂
β
ξ r(x, ξ) =∑

γ1 ∈ Nn, |γ1| ≤ N1

γ2 ∈ Nn, |γ2| ≤ N2

ν ∈ Nn, |ν| = 1
|γ3| ≤ |α|

Aγ1,γ2,γ3

∫ 1

0

∫
e−iy.η

⟨y⟩N1
∂γ2+ν
y ∂α−γ3

x (⟨x⟩s⟨x+ y⟩−s)

×∂γ1η

(
∂νη∂

γ3
x ∂

β
ξ c(x, ξ + θη)

⟨η⟩N2

)
dydη dθ

or, pour ν tel que νj = 1, on a

∂γ2+ν
y ∂α−γ3

x (⟨x⟩s⟨x+ y⟩−s) = −s∂γ2y ∂α−γ3
x

(
⟨x⟩s⟨x+ y⟩−s−1 yj

⟨x+ y⟩

)
.

Sachant que, pour tous multi-indices α1 et α2, on a∣∣∣∣∂α1
y ∂α2

x

(
1

⟨x+ y⟩

)∣∣∣∣ ≤ 1

et que, pour tous multi-indices α3 et α4, on a∣∣∂α3
y ∂α4

x

(
⟨x⟩s⟨x+ y⟩−s−1yj

)∣∣ ≤ A⟨y⟩s+2⟨x⟩−1,

en effet ∣∣∂α3
y ∂α4

x

(
⟨x⟩s⟨x+ y⟩−s−1yj

)∣∣ ≤ A sup
γ4≤α4

⟨x⟩s−|γ4|⟨x+ y⟩−s−1−|α3|−(|α4−γ4|)⟨y⟩

et
⟨x+ y⟩−s−1⟨y⟩ ≤ A⟨x⟩−s−1⟨y⟩s+2.

On obtient donc que
|∂γ2+ν

y ∂α−γ3
x (⟨x⟩s⟨x+ y⟩−s)| ≤ A⟨y⟩s+2⟨x⟩−1,

et ∣∣∣∣∣∂γ1η
(
∂νη∂

γ3
x ∂

β
ξ c(x, ξ + θη)

⟨η⟩N2

)∣∣∣∣∣ ≤ A|θ| ⟨ξ + θη⟩m−ϱ|β|−ϱ|ν|+δ|α|

⟨η⟩N2
,

sup
θ∈[0,1]

∣∣∣∣∣∂γ1η
(
∂νη∂

γ3
x ∂

β
ξ c(x, ξ + θη)

⟨η⟩N2

)∣∣∣∣∣ ≤ A
⟨ξ⟩m−ϱ|β|−ϱ|ν|+δ|α|⟨η⟩m+ϱ|β|+ϱ|ν|+δ|α|

⟨η⟩N2
.

On a donc

|∂αx∂
β
ξ r(x, ξ)| ≤ Aα,β

∫
⟨y⟩s+2⟨x⟩−1

⟨y⟩N1

⟨ξ⟩m−ϱ|β|−ϱ|ν|+δ|α|⟨η⟩m+ϱ|β|+ϱ|ν|+δ|α|

⟨η⟩N2
dy dη
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Pour N1 = n+ 1 + s+ 3 et N2 = m+ n+ 2 + |α|+ |β|, on obtient le résultat. □

Preuve du lemme 3.4. Ce lemme est un corollaire du lemme 3.5 car

⟨x⟩s#c(x, ξ)#⟨x⟩−s = ⟨x⟩s#(c(x, ξ)#⟨x⟩−s − ⟨x⟩−s#c(x, ξ)) + c(x, ξ). □

Preuve du corollaire 3.3. On a

a(x, ξ)#⟨x⟩ = Os

∫ ∫
eiy.ηa(x, ξ + η)⟨x+ y⟩ dydη,

donc, pour tout multi-indice α et β, on a

∂βξ ∂
α
xa(x, ξ)#⟨x⟩ =

∑
γ≤α

Aγ,αOs

∫ ∫
eiy.η(∂α−γ

x ∂βξ a)(x, ξ + η)∂γx(⟨x+ y⟩) dydη.

Par intégration par parties en y et η, on obtient le résultat à l’aide du lemme 3.5 qui donne des estimations
sur les dérivées de a. □.

Lemme 3.6 Si q > n alors il existe un réel An,q tel que ∥f∥L2(λq(x) dx) ≤ Aq,n|||f |||

Preuve : Voir [31] Proposition 2.7. aaa

Théorème 3.4 Si a ∈ S0
γ,δ avec 0 ≤ δ ≤ γ < 1 ou 0 ≤ δ < γ ≤ 1 alors

|||a(x,D)f ||| ≤ An|||f |||

où An est une constante qui ne dépend que de n.

Dans la suite, on pose :

|||u|||′ =
∑
µ∈Zn

(∫
Qµ

|u(x, t)|2dxdt

) 1
2

=
∑
µ∈Zn

∥u∥L2([0,T ]×Qµ) = ∥u∥l1µ(L2(Qµ×[0,T ]))

|||u|||′T =
∑
µ∈Zn

(∫ T

0

∫
Qµ

|u(x, t)|2dxdt

) 1
2

=
∑
µ∈Zn

∥u∥L2([0,T ]×Qµ) = ∥u∥l1µ(L2(Qµ×[0,T ]))

Corollaire 3.4 Si a ∈ S0
γ,δ avec 0 ≤ δ ≤ γ < 1 ou 0 ≤ δ < γ ≤ 1 alors

|||a(x,D)f |||′ ≤ An|||f |||′.

Corollaire 3.5 Si a ∈ S0
γ,δ avec 0 ≤ δ ≤ γ < 1 ou 0 ≤ δ < γ ≤ 1 alors

|||a(x,D)f |||′T ≤ An|||f |||′T .

la preuve du théorème 3.4 et de ses deux corollaires est analogue à celle faite dans [31] : "Theorem 2.8".

Lemme 3.7 Pour tout réel s et tout σ > n
2
, il existe une constante A > 0 telle que, pour tout v ∈ Hs,
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∥⟨x− µ⟩−σv∥s ∈ l2µ et ∥∥⟨x− µ⟩−σv∥s∥l2µ ≤ A ∥v∥s.

Preuve. Posons
cµ(x,D) = ⟨D⟩s⟨x− µ⟩−σ.

D’après le Théorème 3.1, on a

cµ(x, ξ) = Os

∫
e−iy.η⟨ξ + η⟩s⟨x+ y − µ⟩−σ dy dη

(2π)n
.

On remarque que l’on peut écrire

⟨x− µ⟩σcµ(x, ξ) = c(x− µ, ξ)

où

c(x, ξ) = ⟨x⟩σ
∫
e−iy.η⟨ξ + η⟩s⟨x+ y⟩−σ dy dη

(2π)n
.

Supposons d’abord que c ∈ Ss
1,0. On a alors

∑
µ

∥cµ(x,D)v∥20 =
∑
µ

∫
|c(x− µ,D)v(x)|2

⟨x− µ⟩2σ
dx

≤ C1

∑
µ

∫ ⟨x−E(x)⟩2σ
⟨E(x)−µ⟩2σ |c(x− µ,D)v(x)|2dx,

où E(x) est le vecteur formé par les parties entières des coordonnées de x et où on a utilisé l’inégalité de
Peetre. D’où,∑

µ

∥cµ(x,D)v∥20 ≤ C2

∑
µ

1

⟨µ⟩2σ
∥c(x,D)τ−µv∥20 ≤ C3

∑
µ

1

⟨µ⟩2σ
∥τ−µv∥2s = C2∥v∥2s,

puisque 2σ > n, c ∈ Ss
1,0 et la norme Hs est invariante par translation.

Reste à vérifier que c ∈ Ss
1,0. L’argument est en fait classique : Par intégrations par parties, on peut écrire

⟨x⟩−σc(x, ξ) comme une combinaison linéaire finie d’intégrales de la forme∫
e−iy.η∂αη ⟨ξ + η⟩s ∂βη ⟨η⟩−N⟨y⟩−N ′

JN
y ⟨x+ y⟩−σ dydη,

où les entiers pairs N,N ′ sont assez grands et |α| + |β| ≤ N ′, intégrales que l’on peut estimer, grâce à
l’inégalité de Peetre, par

C

∫
⟨ξ⟩s ⟨η⟩−N+|s|⟨y⟩−N ′+σ⟨x⟩−σ dydη = C ′⟨ξ⟩s ⟨x⟩−σ

si N > n+ |s| et N ′ > n+ σ. Ce qui prouve que

|c(x, ξ)| ≤ C ⟨ξ⟩s.

Les dérivées partielles de c se traitent de la même manière. □

Définition 3.1 Un opérateur E est dit elliptique s’il existe c > 0 telle que pour tout x et tout ξ dans Rn,
son symbole e(x, ξ) vérifie

e(x, ξ) ≥ c|ξ|.
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Lemme 3.8 Tout opérateur E à symbole dans la classe Sm
1,0 elliptique d’ordre m admet une parametrixe

F à symbole dans la classe S−m
1,0 telle que

EF − Id = R

à symbole dans la classe S−1
1,0 et

FE − Id = R′

à symbole dans la classe S−1
1,0 .

Preuve. On appelle F l’opérateur de symbole

1− θ(|ξ|)
e(x, ξ)

où e est le symbole de E et θ ∈ C∞, 0 ≤ θ ≤ 1 qui vaut 0 si |ξ| ≥ 2 et 1 si |ξ| ≤ 1, et, la formule donnée
dans le théorème 3.1 appliquée à EF et FE permet d’obtenir le résultat.

Lemme 3.9 Pour tout opérateurE à symbole dans la classe Sm
1,0 elliptique d’ordrem, il existeB à symbole

dans la classe S
m
2
1,0 elliptique d’ordre m

2
tel que

E −B2 = R

à symbole dans la classe Sm−1
1,0 .

Preuve. On prend B de symbole
(1− θ(|ξ|))

√
e(x, ξ)

puis on applique la formule donnée dans le théorème 3.1 à B2.

Lemme 3.10 Pour tout nombre réel s et tout ξ tel que |ξ| ≥ 1, on a

1

|ξ|s
∈ S−s

1,0.

Plus précisément, on a

∀s ∈ R,∀β ∈ Nn,∃Aβ,s ∈ R+,∀|ξ| ≥ 1, |∂βξ
(

1

|ξ|s

)
| ≤ Aβ,s

|ξ|s+|β| .

De plus, le résultat ci-dessus est aussi vrai avec ⟨ξ⟩ au lieu de |ξ|.

Preuve par récurrence sur m = |β| dans le cas s ∈ R∗+.

On a le résultat pour |β| = 0.

On fait alors l’hyponthèse de récurrence suivante :

Pour tout β tel que |β| ≤ m, on a

∀p ∈ N∗,∃Aβ,s ∈ R+,∀|ξ| ≥ 1, |∂βξ
(

1

|ξ|s

)
| ≤ 1

|ξ|s+|β| .

Posons β′ tel que |β′| = |β|+ 1. On a

∂β
′

ξ

(
1

|ξ|s

)
= ∂βξ ∂ξk

(
1

|ξ|p

)
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∂β
′

ξ

(
1

|ξ|s

)
= −s∂βξ

(
ξk
|ξ|

× 1

|ξ|s+1

)
∂β

′

ξ

(
1

|ξ|s

)
= −s∂βξ

(
ξk ×

1

|ξ|s+2

)
∂β

′

ξ

(
1

|ξ|s

)
= −s

∑
γ≤β

Aγ,β∂
β−γ
ξ (ξk)× ∂γξ

(
1

|ξ|s+2

)
On a donc deux cas possibles ;

∂β
′

ξ

(
1

|ξ|s

)
= −sξk∂βξ

(
1

|ξ|s+2

)
+ ∂γξ

(
1

|ξ|s+2

)
avec |γ| = |β| − 1 et plus précisément ∀i ∈ [[0, n]], si i ̸= k alors γk = βk et sinon γk = βk − 1, où bien

∂β
′

ξ

(
1

|ξ|s

)
= −sξk∂βξ

(
1

|ξ|s+2

)
.

D’après l’hypothèse de récurrence, on a

|∂βξ
(

1

|ξ|s+2

)
| ≤ Aβ,s

|ξ|p+2+m

et

|∂γξ
(

1

|ξ|s+2

)
| ≤ Aγ,s

|ξ|s+2+m−1
.

En posant
Aβ′,s = | − sAβ,s+2 + Aγ,s+2|,

on obtient donc l’hérédité.

Le cas s = 0 est évident et le cas −s ∈ R∗+ se démontre de même. □

Lemme 3.11 Soit θ1 ∈ C∞(R) une fonction plateau telle que θ1(x) = 0 si |x| ≤ 1 et θ1(x) = 1 si |x| ≥ 2.
On a

θ1

(
|ξ|
R

)
∈ S0

1,0

avec, sur le support de θ′1, |ξ| ∼ R.

Preuve. On remarque tout d’abord que sur le support de θ′, on a R ≤ |ξ| ≤ 2R.

On démontre par récurrence sur m = |β|, la propriété suivante :

Pour tout θ ∈ C∞(R), bornée, telle que supp(θ) ∈ [1, 2],

∀β ∈ Nn,∃Aβ ∈ R+,∀R ≥ 1, |∂βξ θ
(
|ξ|
R

)
| ≤ Aβ

|ξ||β|
.

Le cas m = 0 est évident.
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Prouvons alors l’hérédité.

Soit β′ tel que |β′| = |β|+ 1. On a

∂β
′

ξ

(
θ

(
|ξ|
R

))
= ∂βξ

(
θ′
(
|ξ|
R

)
× ξk

|ξ|
1

R

)

∂β
′

ξ

(
θ

(
|ξ|
R

))
=
∑
γ≤β

Aβ,γ∂
γ
ξ

(
θ′
(
|ξ|
R

)) ∑
γ1≤β−γ

Aβ,γ,γ1∂
γ1
ξ (ξk)∂

β−γ−γ1
ξ

(
1

|ξ|

)
× 1

R
.

En utilisant que sur le support de θ′,
|ξ| ≤ 2R

et donc que
1

R
≤ 2

|ξ|
,

puis en appliquant le lemme 3.10 et l’hypothèse de récurrence à θ′, on obtient l’hérédité.



4
Les opérateurs paradifférentiels

Dans la suite, on rappelle quelques résultats sur les opérateurs paradifférentiels.

Tout le calcul pseudo-différentiel classique (produit, adjoint, inverse, . .. ) s’étend aux opérateurs para-
différentiels, le calcul symbolique étant fini et non pas asymptotique, les restes étant ϱ-régularisants et non
infiniment régularisants. L’exemple typique, et fondamental, de tels opérateurs est celui des opérateurs Ta
associés à une fonction a(x) de classe Cϱ.

À la place de la multiplication par a, qui n’opère de Hs dans lui-même que pour |s| < ϱ, nous introdui-
sons les opérateurs de «paramultiplication» Ta qu’on peut décrire approximativement comme suit : si u a
son spectre localisé au voisinage de |ξ| = R, Tau est à peu près égal à aRu où âR est égal à â dans la boule
de rayon εR, et à 0 ailleurs. Le lien fondamental entre opérateurs paradifférentiels et fonctions non linéaires
est le résultat suivant.

Si u est de classe Cϱ ϱ > 0 [resp. Hs, s > n/2] et si f est de classe C∞, on a

f(u(x)) = Tf ′(x).u(x) + erreur

où l’erreur appartient à C2ϱ [resp. H2s−n
2 ].

Soit a(x) ∈ L∞ à support compact. L’idée essentielle est de remplacer l’opérateur de multiplication par
a, qui n’opère que dans bien peu d’espaces, par un opérateur de «paramultiplication» Ta qui applique Hs

(ou C0 ) dans lui-même quels que soient s et a. Cet opérateur dépend du choix d’une fonction auxiliaire χ,
mais si a est de classe Cϱ, un changement de fonction χ ne modifie Ta que par l’addition d’un opérateur
ϱ-régularisant.

Définition 4.1 (La classe de symboles Σm
ϱ ) On définit la classe Σm

ϱ où m ∈ N et ϱ > 0 par la classe de
symboles a, continus sur Rn × Rn, C∞ en ξ et Cϱ en x, tels que

∀α ∈ Nn ∂αξ a(x, ξ) ⟨ξ⟩
−m+|α| ∈ Bϱ (Rn × Rn)

et
T̂au(ξ) = (2π)−n

∫
Rn

χ (ξ − η, η)F1(a)(ξ − η, η)û(η) dη

où χ est une paratroncature, c’est à dire que χ est C∞ de Rn ×Rn dans R telle qu’il existe h > 0, ε > 0 et
ε′ > 0 tels que

ε < ε′ < 1 et χ(ξ, η) =
{

0 si |ξ| ≥ ε|η|
1 si |ξ| ≤ ε′|η| et |η| ≥ h

47
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et
∀α ∈ Nn × Nn ∃Aα ∈ R, ∀(ξ, η) ∈ Rn × Rn ⟨ξ⟩|α||∂αχ(ξ, η)| ≤ Aα.

Proposition 4.1 Si, dans la définition de Ta, on change la paratroncature et si a ∈ Σm
ϱ alors l’opérateur

erreur (ou différence) est continu de Hs dans Hs−m+ϱ.

Preuve. voir [6], [48] ou [69].

Dans la suite, ψ1 désigne une fonction de S qui vaut 1 sur B(0, 1) et χ désigne une fonction de C∞(Rn) à
support dans B(0, ε) qui vaut 1 sur B(0, ε′) où ε et ε′ sont deux réels tels que 0 < ε < ε′ < 1.

Proposition 4.2 On peut alors aussi écrire Ta comme un opérateur pseudodifférentiel classique de symbole

ã1(x, ξ) = |ξ|n(1− ψ1(ξ))

∫
Rn

χ̂(|ξ|1(x− y))a(y, ξ) dy

avec ã1 ∈ Sm
1,1 si a ∈ Σm

ϱ .

Dans cette thèse, pour des raisons techniques, on choisit un χ(y, η) de la forme

χ

(
y

|η| 12

)
(1− ψ1(η)).

Ce qui n’est pas pas exactement une paratroncature. L’opérateur obtenu, noté T
1
2
a , n’est pas un opérateur

paradifférentiel classique mais la différence
T

1
2
a − Ta

possède de bonnes propriétés.

On rappelle que pour tout j ≥ 0, on pose

φj(ξ) = φ0(2
−jξ)

avec

φ0(ξ) = φ

(
ξ

2

)
− φ(ξ),

où
φ = φ−1 ∈ D(Rn)

est telle que
supp(φ) ⊂ B(0, 1)

et φ = 1 sur B(0, 1/2). On a donc une partition dyadique de l’unité,

1 =
∑
j≥−1

φj(x),

ce qui permet d’écrire la décomposition dyadique associée à φ,

u =
∑
j≥−1

uj
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pour toute distribution tempérée u avec uj = φj(D)u les termes dyadiques de u.
Nous allons également définir un autre opérateur T ′

a dépendant d’un entier N0 (et du choix de φ pour la
décomposition en couronnes dyadiques)

T ′
au =

+∞∑
q=N0

∑
−1≤p≤q−N0

apuq

où uq et ap sont les termes respectivement obtenus après décompositions dyadiques de a et u assciées à φ.

L’entier N0 doit être assez grand pour qu’il existe une famille de couronnes Γ′
q analogues aux couronnes

dyadiques Γq telles que Γq + Γq−N0 ⊂ Γ′
q.

On a alors le résultat suivant

Théorème 4.1 Soient s et σ deux nombres réels quelconques.
Soient m et ϱ deux nombres réels positifs et a ∈ Σm

ϱ .

(i) Les opérateurs Ta et T ′
a appliquent Hs dans Hs−m ( et Cσ dans Cσ si m = 0, conv. hab. si entier), et, il

existe une constante A telle que leur norme d’opérateur est majorée par A∥a∥0.

(ii) Si de plus a est de classe Cϱ, ϱ > 0 non entier, alors

Ta − T ′
a

est ϱ-régularisant : il applique Hs dans Hs−m+ϱ (et, si m = 0, Cσ dans Cσ+ϱ, conv. hab. si entier) et, il
existe une constante A telle que

∥Ta − T ′
a∥L (Hs:Hs−m+ϱ) ≤ A∥a∥ϱ.

De même, une modification du choix de χ pour Ta, ou de (N0, φ) pour T ′
a, ne modifie ces opérateurs que

par addition d’un opérateur ϱ-régularisant.

Preuve : voir [6], [48] ou [69].

Les opérateurs paradifférentiels permettent d’écrire la formule de linéarisation de J.-M. Bony.

Théorème 4.2 (Formule de Bony) Pour toutes fonctions réelles u1,...um ∈ H
n
2
+ϱ(Rn) , ϱ > 0, et toute

fonction F de m variables réelles, C∞ et nulle en 0, on a

F (u1, u2, ..., um) =
i=m∑
i=1

T∂uiFui + r avec r ∈ H
n
2
+2ϱ(Rn)

Preuve : voir [6]. Cf aussi Y. Meyer : [48],[47].

Le reste de Bony r dépend évidemment de (u1, ..., um). Le résultat qui suit étudie cette dépendance et
montre que r est une fonction localement lipschitzienne de (u1, ..., um) dans des espaces de Sobolev à
poids.

Théorème 4.3 Soit r le reste obtenu dans la formule de Bony ci dessus et ϱ > 0.
Si pour tout i ∈ [[1,m]], il existe un nombre réel s1 ≥ 0, ⟨x⟩s1ui ∈ H

n
2
+ϱ alors

⟨x⟩s1r ∈ H
n
2
+2ϱ(Rn).
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Théorème 4.4 Soit r le reste obtenu dans la formule de Bony ci dessus.
Pour tout réel s1 et pour tout u, v telles que ⟨x⟩s1u et ⟨x⟩s1v ∈ Hs(Rn,Rm) avec s ≥ n

2
+ ϱ et ϱ > 0, on a

∥⟨x⟩s1(r(u)− r(v))∥s+ϱ ≤ Θ(∥⟨x⟩s1u∥s, ∥⟨x⟩s1v∥s)∥⟨x⟩s1(u− v)∥s

avec Θ(∥u∥s, ∥v∥s) bornée si u et v sont dans un borné de Hs(Rn).

Preuve dans le cas s1 = 0.

On reprend la méthode utilisée dans l’article [47] pour démontrer la formule de Bony, méthode basée
sur l’analyse dyadique.

On suppose m = 1. Les uj désignent les termes dyadiques de u et les Sj(u) les sommes partielles jusqu’à
j des termes dyadiques de u, de sorte que

uj = Sj(u)− Sj−1(u).

On peut écrire

F (u) = F (u−1) +
∞∑
j=0

F (Sj(u))− F (Sj−1(u)) = F (S1(u)) +
∞∑
j=2

uj rj(u) + TF ′(u)u,

où

rj(u) =

∫ 1

0

F ′(Sj−1(u) + tuj) dt− Sj−3(F
′(u)) et TF ′(u)u =

∞∑
j=2

uj Sj−3(F
′(u)).

Notons ici que TF ′(u) est bien un opérateur paradifférentiel, en fait de paramultiplication : il est associé au
symbole F ′(u(x)) et à la paratroncature particulière

χ(ξ, η) =
∑
j≥2

∑
l≤j−3

φl(ξ − η)φj(η).

Il en résulte l’expression suivante de r(u) :

r(u) = F (S1(u)) +
∞∑
j=2

uj rj(u).

Notons aussi qu’il est bien connu que l’application u 7→ F (u) envoie Hs(Rn) dans lui-même (s > n/2)
et qu’elle est bornée sur les bornés, ce qui implique facilement le caractère localement lipschitzien de cette
application. D’ailleurs, ceci rend l’étude du terme F (S1(u)) triviale, terme qui est donc ignoré dans la suite
de cette démonstration.

On peut donc écrire, pour u et v variant dans un borné B de Hs(Rn),

r(u)− r(v) =
∞∑
j=2

(uj − vj) rj(u) +
∞∑
k=2

vj (rj(u)− rj(v)).

Sachant que, pour tout multi-indice α, on a

∥∂αuj∥0 ≤ ε′j2
j(|α|−s),
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avec (ε′j) = (2js∥uj∥0) ∈ l2, ∥2js∥uj∥0∥l2 ≤ Cs∥u∥s, et, de même, on a

∥∂α(uj − vj)∥0 ≤ ∥u− v∥s2j(|α|−s),

Il suffit donc d’établir les estimations

∥∂αrj(u)∥0 ≤ εj2
j(|α|−s) et ∥∂α(rj(u)− rj(v))∥0 ≤ δj2

j(|α|−s)

pour 0 ≤ |α| ≤ N avec N assez grand (N > 2s) et des suites (εj) et (δj) vérifiant

∥(εj)∥l2 ≤ CB∥u∥s et ∥(δj)∥l2 ≤ CB∥u− v∥s,

la constante CB ne dépendant que du borné B de Hs(Rn).
Puisque que dans ce cas, on obtient que

∞∑
j=2

(uj − vj) rj(u) et
∞∑
k=2

vj (rj(u)− rj(v)) ∈ B2s
1,1 ⊂ B2s

2,1 ⊂ H2s−n
2 .

En effet, par exemple, pour tout multi-indice α tel que |α| > 2s, on a

∥∂α((uj − vj) rj(u))∥l1 ≤ ∥∂β−α(uj − vj)∥l2∥∂βrj(u)∥l2 ≤ ε′jεj2
j|α|2−2js

avec
ε′jεj ∈ l1

et
∥ε′jεj∥l1 ≤ CB∥u− v∥s∥u∥s.

L’estimation sur ∂αrj(u) découle du lemme suivant :

Lemme 4.1 Soit G ∈ C∞(R) et B une partie bornée de Hs(Rn,R), s > n
2
.

Pour tout entier N > s, il existe une constante CB telle que, pour tout u ∈ B, on ait

∥∂α[G(Sj(u))− Sj−j0(G(u))]∥0 ≤ εj2
j(|α|−s),

pour 0 ≤ |α| ≤ N , où la suite (εj) vérifie ∥(εj)∥l2 ≤ CB∥u∥s, et l’entier j0 est fixé.

Preuve. On renvoie à l’article [47] où ce lemme (Proposition 1 de [47]) est démontré même si l’estimation
de ∥(εj)∥l2 par rapport à B et u n’y est pas. En fait, il suffit de suivre les détails de cette preuve pour voir
que cette estimation est vraie.

Revenons à la preuve du théorème 4.4 dans le cas s1 = 0.

Enfin, comme

rj(u)− rj(v) =

∫ 1

0

[F ′(Sj−1(u) + tuj)− F ′(Sj−1(v) + tvj)]dt− Sj−3(F
′(u)− F ′(v)),

l’estimation sur ∂α(rj(u)− rj(v)) vient du lemme suivant qui est l’analogue du lemme précédent 4.1.

Lemme 4.2 Soit G ∈ C∞(R) et B une partie bornée de Hs(Rn,R), s > n
2
. Pour tout entier N > s, il

existe une constante CB telle que, pour tous u, v ∈ B, on ait

∥∂α[G(Sj(u))−G(Sj(v))− Sj−j0(G(u)−G(v))]∥0 ≤ δj2
j(|α|−s),

pour 0 ≤ |α| ≤ N , où la suite (δj) vérifie ∥(δj)∥l2 ≤ CB∥u− v∥s, et l’entier j0 est fixé.
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Preuve. La méthode de preuve de ce lemme est la même que celle du lemme précédent (voir [47]). Cepen-
dant, on utilise en plus le caractère localement lipschitzien de G.

Revenons à la preuve du théorème 4.4 dans le cas s1 = 0.

Le cas m > 1 se traite par le même type d’arguments en écrivant

F (u1, ..., um) = F (S−1(u1, ..., um)) +
∞∑
k=0

F (Sk(u1, ..., um))− F (Sj−1(u1, ..., um)),

où on a noté Sj(u1, ..., um) = (Sk(u1), ..., Sk(um)). □

Preuve du théorème 4.4 dans le cas s1 > 0.

Comme dans [48], dans le cas m = 1, on a

F (u) = TF ′(u)u+ r(u) + F (S1(u))

On remarque
r(u) = Ru(x,D)u

avec

Ru(x, ξ) =
∞∑
j=2

rj(u)φj(ξ) ∈ S−ϱ
1,1

et, pour tout u dans un borné B de Hs avec s >
n

2
+ ϱ, pour tous multi-indices α et β, on a, comme cela

est indiqué dans [48] (où l’opérateur Ru(x,D) est noté ϱ(x,D)),

|∂αx∂
β
ξRu(x, ξ)| ≤ Aα,β⟨ξ⟩|α|−|β|−ϱCB∥u∥s.

On a
⟨x⟩s1(r(u)− r(v)) =

⟨x⟩s1(Ru(x,D)−Rv(x,D))⟨x⟩−s1⟨x⟩s1u
+⟨x⟩s1Rv(x,D)⟨x⟩−s1⟨x⟩s1(u− v) + ⟨x⟩s1F (S0(u− v)).

Le lemme 3.4 donne que
⟨x⟩s1Ru(x,D)⟨x⟩−s1 ∈ OpS−ϱ

1,1

avec ses semi-normes majorées par des semi-normes de Ru(x, ξ). On a le même résultat pour

⟨x⟩s1(Ru(x,D)−Rv(x,D))⟨x⟩−s1

Remarque : dans cette thèse, nous appliquerons la formule de Bony à l’expression

F (u,∇u, ū,∇ū),

où
u ∈ H

n
2
+1+ϱ(Rn)

est à valeurs complexes. Cela est possible car on peut écrire

F (u,∇u, ū,∇ū) = G(Re(u),∇Re(u), Im(u),∇Im(u))

avec
G(x1, x2, y1, y2) = F (x1 + iy1, x2 + iy2, x1 − iy1, x2 − iy2)
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une fonction C∞ de R2n+2 dans C.

On applique alors la formule de Bony à G et on obtient que

F (u,∇u, ū,∇ū) = T∂x1GRe(u) + T∂x2G∇Re(u) + T∂y1GIm(u) + T∂y2G∇Im(u) + r.

En utilisant que

Re(u) =
u+ u

2
,

Im(u) =
u− u

2i
,

∂z =
1

2
(∂x − i∂y)

et
∂z =

1

2
(∂x + i∂y) ,

puis la linéarité de Tb par rapport à b, on obtient la formule utilisée dans cette thèse :

F (u, u,∇u,∇u) = T∂uFu+ T∂uFu+ T∂∇uF∇u+ T∂∇uF∇u+ r(u)

avec r(u) ∈ H
n
2
+2ϱ(Rn).

Variante paradifférentielle : Dans cette thèse, pour des raisons techniques, nous utiliserons une paratron-
cature χ(ξ, η) de la forme

χ1

(
ξ/|η|

1
2

)
(1− ψ1(η)),

où
ψ1, χ1 ∈ C∞(Rn),

ψ1 vaut 1 au voisinage de 0 et est à support dans B(0, h), et χ1 est à support dans B(0, ε) et vaut 1 sur
B(0, ε′), où ε et ε′ sont deux réels tels que 0 < ε′ < ε < 1, ce qui, bien entendu, modifie la quantification
paradifférentielle de Bony.

L’opérateur associé, noté T
1
2
a , n’est pas un opérateur paradifférentiel classique puisque

T
1
2
a = ã(x,D)

avec
ã ∈ Sm

1, 1
2
,

ce qui est une meilleure classe que Sm
1,1.

Cependant, avec cette définition, les restes ne seront plus ϱ-régularisants, mais seulement ϱ
2
-régularisants.

Plus généralement, étant donnée une fonction b ∈ L∞(Rn), on posera

b̃δ(x, ξ) = (1− ψ1(ξ))|ξ|δn
∫
Rn

F−1(χ1)
(
|ξ|δ(x− y)

)
b(y)dy (4.1)

où 0 ≤ δ ≤ 1 et ψ1, χ1 sont comme ci-dessus. On utilisera aussi la notation

T δ
b = b̃δ(x,D)

et on notera que T 1
b n’est autre que l’opérateur paradifférentiel (de paramultiplication) Tb.

Soit ϱ un nombre réel positif, dans la suite, l’espace Cϱ désigne l’espace de Holder si ϱ n’est pas un entier
et l’espace des fonctions ϱ dérivables à dérivées continues et bornées sinon.

Nous aurons besoin du lemme technique suivant :
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Lemme 4.3 Soit δ ∈ [0, 1] et σ1 ∈ {0, 1}. On a b̃δ ∈ C∞ et, pour tous α, β ∈ Nn, tout N ∈ N, tout
µ ∈ Zn, on a

Si b ∈ C |α| alors ⟨x− σ1xµ⟩N |∂βξ ∂
α
x b̃

δ(x, ξ)| ≤ Aα,β,N sup
µ

∥⟨x− σ1xµ⟩Nb∥C|α|⟨ξ⟩−|β|. (4.2)

On en déduit donc que, si b ∈ C∞(Rn), on a

⟨x− σ1xµ⟩N b̃δ ∈ S0
1,0

avec ses semi-normes majorées par

Aα,β sup
µ

∥⟨x− σ1xµ⟩Nb∥C|α| .

Soit ϱ ∈ N tel que b ∈ Cϱ(Rn). On a

pour |α| > ϱ,

⟨x− σ1xµ⟩N |∂βξ ∂
α
x b̃

δ(x, ξ)| ≤ Aα,β,N sup
µ

∥⟨x− σ1xµ⟩Nb∥Cϱ⟨ξ⟩δ(|α|−ϱ)−|β| (4.3)

et
⟨x− σ1xµ⟩N |∂βξ ∂

α
x b̃

δ(x, ξ)| ≤ Aα,β,N sup
µ

∥⟨x− σ1xµ⟩Nb∥Cϱ⟨ξ⟩−|β| pour |α| ≤ ϱ, (4.4)

où Aα,β,N désigne une constante positive indépendante de µ.

Dans ce cas, on en déduit que
⟨x− σ1xµ⟩N b̃δ ∈ S0

1,δ

avec ses semi-normes majorées par

Aα,β sup
µ

∥⟨x− σ1xµ⟩Nb∥Cϱ .

Soit ϱ ≥ 0 non nécessairement entier tel que b ∈ Cϱ(Rn).
Si supp(b) ⊂ Qµ = µ+ [0, 1]n alors on a

⟨x− xµ⟩N |∂βξ ∂
α
x b̃

δ(x, ξ)| ≤ Aα,β,N∥b∥Cϱ⟨ξ⟩δ(|α|−ϱ)−|β| pour |α| > ϱ, (4.5)

⟨x− xµ⟩N |∂βξ ∂
α
x b̃

δ(x, ξ)| ≤ Aα,β,N∥b∥Cϱ⟨ξ⟩−|β| pour |α| ≤ ϱ, (4.6)

où Aα,β,N désigne une constante positive indépendante de µ.
Sans la condition de support de b, cette dernière proposition reste vraie seulement dans le cas N = 0.

Preuve. Pour simplifier, on écrit b̃ au lieu de b̃δ et on omet le facteur 1−ψ1(ξ) qui ne pose pas de problème.
On rappelle que 1− ψ1 est nulle au voisinage de 0, et plus précisément, on a |ξ| ≥ 1 et donc ⟨ξ⟩ ≤

√
2|ξ|.

Pour tout multi-indice α et tout α′ ≤ α tel que |α− α′| ≤ ϱ, on a

⟨x− σ1xµ⟩N∂αx b̃(x, ξ) = |ξ|δn
∫
Rn

|ξ|δ|α′|(∂α
′

x χ̂1)(|ξ|δ(x− y)).⟨x− σ1xµ⟩N(∂α−α′

x b)(y)dy.

Quand α = 0, on a, pour tout multi-indice β,

⟨x− σ1xµ⟩N∂βξ b̃(x, ξ) =
∑
γ≤β

(
β

γ

)
∂β−γ
ξ (|ξ|δn)

∫
Rn

∂γξ (χ̂1(|ξ|δ(x− y))).⟨x− σ1xµ⟩Nb(y)dy.



55

Or, en vertu de la formule de Faa di Bruno,

∂γξ (χ̂1(|ξ|δ(x− y))) =
∑

ν ∈ Nn

|ν| = q ≤ |γ|

∑
γ = γ1 + ...+ γq

γi ̸= 0

∂νχ̂1(|ξ|δ(x− y))∂γ1ξ (|ξ|δ)...∂γqξ (|ξ|δ)(x− y)ν ,

ce qui permet de majorer comme suit :

|∂γξ (χ̂(|ξ|
δ(x− y)))| ≤

∑
|ν|≤|γ|

Cν |∂νχ̂1(|ξ|δ(x− y))(|ξ|δ(x− y))ν | |ξ|−|γ|.

De plus, on a

⟨x− σ1xµ⟩N ≤ ⟨x− y⟩N⟨y − σ1xµ⟩N ≤ C ′
N(1 + max(|x− y|, |x− y|N))⟨y − σ1xµ⟩N .

Ces arguments permettent d’obtenir le résultat dans le cas |α| = 0. Dans le cas |α| ≤ ϱ et ϱ entier, le
raisonnement est identique avec ∂αb au lieu de b, cad avec α = 0. On obtient une estimation par

Aα,β sup
µ

∥⟨y − σ1xµ⟩Nb∥C|α|⟨ξ⟩−|β|

ce qui donne les deux premières estimations donnnées dans le lemme.

Dans le cas ϱ entier et |α| > ϱ et β = 0, on écrit que

|α| = |α′|+ |α| − |α′|

avec
|α| − |α′| = ϱ et |α′| ≥ 1.

Comme χ̂1 ∈ S , on a donc l’expression

∂αx b̃(x, ξ) = |ξ|δ(n+|α′|)
∫
Rn

(∂α
′

x χ̂)(|ξ|δ(x− y)).∂α−α′
b(y)dy,

On applique alors le raisonnement fait dans le cas précédent pour obtenir, après dérivation en β une estima-
tion par

Aα,β sup
µ

∥⟨y − σ1xµ⟩Nb∥Cϱ⟨ξ⟩−|β|+δ|α|

car
∥∥⟨y − σ1xµ⟩N∂α−α′

b∥L∞ ≤ ∥⟨y − σ1xµ⟩Nb∥Cϱ

Cas |α| > ϱ, ϱ non entier, et β = 0 : On écrit |α| = |α′| + |α| − |α′| avec |α| − |α′| = [ϱ] et |α′| ≥ 1.
Comme χ̂1 ∈ S , on a donc l’expression

∂αx b̃(x, ξ) = |ξ|δ(n+|α′|)
∫
Rn

(∂α
′

x χ̂)(|ξ|δ(x− y)).(∂α−α′
b(y)− ∂α−α′

b(x))dy,

et, si ψ est une fonction dans D telle que ψ(x− xµ) = 1 sur le support de b, on a

⟨x− xµ⟩N |∂α−α′
b(y)− ∂α−α′

b(x)| =
⟨x− xµ⟩N |ψ(y − xµ) ∂

α−α′
b(y)− ψ(x− xµ) ∂

α−α′
b(x)|

≤ ⟨x− xµ⟩N |ψ(x− xµ)||∂α−α′
b(y)− ∂α−α′

b(x)|
+⟨x− xµ⟩N |ψ(y − xµ)− ψ(x− xµ)||∂α−α′

b(y)|
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≤ (1 + CN)
(
|x− y|ϱ−[ϱ] ∥b∥Cϱ + ⟨x− y⟩N |x− y| supy⟨y − xµ⟩N |∂α−α′

b(y)|
)
.

Ceci permet de majorer ⟨x− xµ⟩N |∂αx b̃(x, ξ)| et d’obtenir l’estimation

⟨x− xµ⟩N |∂αx b̃(x, ξ)| ≤ CN,α∥b∥Cϱ ⟨ξ⟩δ(|α|−ϱ).

Enfin, le cas β ̸= 0 s’obtient en combinant les raisonnements précédents.

Proposition 4.3 Soit s ∈ R.
Si b ∈ L∞(Rn) et δ ∈ [0, 1] alors l’opérateur T δ

b est borné sur Hs(Rn) et sa norme d’opérateur est majorée
par une constante fois ∥b∥L∞ .

Preuve. D’après le lemme précédent,

T δ
b = b̃δ(x,D) ∈ Op(S0

1,δ),

classe dont les opérateurs sont bornés sur Hs(Rn) quand δ < 1. Pour δ = 1, il s’agit de l’opérateur de
paramultiplication de J.-M. Bony qui est donc borné sur Hs(Rn).

Lemme 4.4 Soit R > 0. Si b ∈ Cϱ(Rn) et b̂ = 0 dans B(0, R), alors

∥b∥L∞ ≤ CnR
−ϱ ∥b∥Cϱ .

Proposition 4.4 Si b ∈ Cϱ′(Rn) et δ′ ∈ [0, 1] alors pour tout s ∈ R tel que s ≥ n
2
+ ϱ′, Tb−T δ′

b est continu
de Hs(Rn) dans Hs+δ′ϱ′(Rn) et sa norme d’opérateur est majorée par une constante fois ∥b∥Cϱ′ , pourvu
qu’on utilise dans la définition de Tb et T δ′

b les mêmes troncatures χ1 et ψ1.

On a aussi, plus généralement, que, pour tout réel s1 ≥ 0,

∥⟨x⟩s1(Tb − T δ′

b )u∥s+δ′ϱ′ ≤ A∥b∥Cϱ′∥⟨x⟩s1u∥max(s,s+δ′ϱ′−1)

Preuve. Soit (uj), (bk) les suites des termes dyadiques de u, b, respectivement. On peut écrire, au moins au
sens des distributions, pour u ∈ S (Rn),

F ((Tbk − T δ
bk
)uj)(ξ) =

∫
Rn

[
χ1

(
ξ − η

|η|

)
− χ1

(
ξ − η

|η|δ

)]
b̂k(ξ − η)ûj(η)(1− ψ1(η)) dη.

Il découle des propriétés de support de χ1, bk et uj que, sur le support d’intégration, on a

2k ∼ |ξ − η| ≥ Cste |η|δ ∼ Cste 2jδ.

Il existe donc un entier k0 tel que l’on puisse écrire

(Tb − T δ
b )uj =

∑
k≥jδ−k0

(Tbk − T δ
bk
)uj.

On en déduit, par application de la Proposition 4.3 et du Lemme 4.4, l’estimation

∥(Tb − T δ
b )uj∥L2 ≤ A1

∑
k≥jδ−k0

2−kϱ ∥b∥Cϱ ∥uj∥L2 ≤ A2 2
−jϱδ ∥b∥Cϱ ∥uj∥L2 ,

ce qui donne le résultat sachant que les termes (Tb − T δ
b )uj sont à spectre inclus dans une couronne de la

forme c12j ≤ |ξ| ≤ c22
j avec 0 < c1 < c2, comme on peut le vérifier facilement.

La seconde estimation s’obtient en utilisant la premiere partie de ce même lemme et le lemme 3.5 sachant
que Tb − T δ

b ∈ OpS0
1,δ.

□



57

Lemme 4.5

|||Js− 1
2Tbi∇w|||′T ≤ An

(∑
µ

∥ι2µbi∥L∞(Rn×[0,T ])

)
max(T sup

[0,T ]

∥w∥s, |||Js+ 1
2w|||T )

où ι2µ(x) = ⟨x− µ⟩−(4n+4).

Preuve.

Le preuve de ce lemme utilise le lemme ci-dessous.

Lemme 4.6 Pour tous multi-indices α et β et tout entier naturel N , on a

|⟨ξ⟩−δ|α|+|β|∂αx∂
β
ξ (iµ(x)b̃

δ(x, ξ))| ≤ Aα,β,N∥iµb∥L∞(Rn)

ou iµ(x) = ⟨x− xµ⟩−N .

Pour le preuve de ce lemme, on renvoie à la fin de la démonstration de lemme 4.5.

Revenons alors à la preuve du lemme 4.5.

Soit hµ(x) = h(x− µ) avec h fonction C∞ à support dans Q∗
0 et h = 1 sur Q0.

On a

|||Js− 1
2Tb∇u|||

′

T =
∑
µ

(∫ T

0

∥h2µ(x)Js− 1
2Tb∇u∥20 dt

) 1
2

.

On a
h2µJ

s− 1
2Tb∇u = hµ[J

s− 1
2Tb∇, hµ]u+ hµJ

s− 1
2Tb∇hµu.

Commençons par traiter le deuxième terme

hµJ
s− 1

2Tb∇hµu.

D’après le développement de Taylor donné dans le théorème 3.1, pour N assez grand, on a

Js− 1
2 iµ(x)

−2 = (⟨ξ⟩s−
1
2 iµ(x)

−2)(x,D) + r(x,D)

avec, d’après le lemme 3.1,
r ∈ S

s− 1
2
−1

1,0 ,

donc on a
∥hµr(x,D)i2µTb∇hµu∥0 ≤ A∥i2µTb.∇hµu∥s− 1

2
−1.

D’après le lemme 4.6, on obtient que

∥hµr(x,D)i2µTb∇hµu∥0 ≤ A∥i2µb∥L∞∥hµu∥s− 1
2
≤ A∥i2µb∥L∞∥u∥s.

De plus, d’après le développement de Taylor donné dans le théorème 3.1, on a, pour N1 assez grand,

hµ(⟨ξ⟩s−
1
2 i−2

µ )(x,D)i2µTb.∇ = t(x,D) + s(x,D) + r(x,D).

En remarquant que le symbole de
iµ(x)

2T δ
b .∇

est exactement
iµ(x)

2b̃δ(x, ξ).iξ,
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on a
s(x, ξ) =

∑
1≤|ν1|<N1

1

ν1!
∂ν1ξ (hµ(x)⟨ξ⟩s−

1
2 i−2

µ (x))Dν1
x (i2µ(x)b̃

δ(x, ξ).iξ),

t(x, ξ) = hµ(x)⟨ξ⟩s−
1
2 iµ(x)

−2iµ(x)
2b̃δ(x, ξ).iξ,

r1(x, ξ) =
∑

|ν1|=N1

1

ν1!

∫ 1

0

(1− θ)N1−1rν1,θ dθ, et

rν1,θ(x, ξ) = Os

∫
eiy.η∂ν1ξ (hµ(x)⟨ξ + θη⟩s−

1
2 i−2

µ (x))∂ν1x (i2µ(x+ y)b̃δ(x+ y, ξ).iξ) dydη.

Sur le support de hµ, on a
i−2
µ ≤ c4n+2

n .

Pour ϱ ≥ 1 sachant que b̃δ ∈ S0,ϱ
1,δ , on a donc

s(x, ξ) ∈ S
s− 1

2
1,δ

et donc
|||s(x,D)u|||′T ≤ AT

∑
µ

∥i2µb∥L∞(Rn×[0,T ]) sup
[0,T ]

∥u∥s.

En ce qui concerne r1(x, ξ), par intégrations par parties en η et en y, pour

N1 = E

(
(s+ 1

2
)(1 + δ) + δ(n+ 1)

1− δ

)
+ 1,

on a
rν1,θ(x, ξ) ∈ S0

1,δ

et, d’après le lemme 4.6,
∥r1(x,D)∥L (L2(Rn)) ≤ A∥iµb∥L∞(Rn).

Ce qui donne le résultat pour ce terme.

De plus
t(x, ξ) ∈ S

s+ 1
2

1,δ

et d’après le lemme 4.6, on a

∥t(x,D)hµu∥20 ≤ A∥iµb∥L∞(Rn)∥hµu∥s+ 1
2
.

Ce qui donne le résultat pour ce terme après commutation de Js+ 1
2 et hµ.

Pour le terme
hµ[J

s− 1
2Tb∇, hµ]u = [Js− 1

2hµTb∇, hµ]u,
on obtient le résultat en utilisant le théorème 3.1 puis le lemme 4.6.

Idée de preuve du lemme 4.6. Pour prouver ce lemme, on rappelle que

b̃δ(x, ξ) = (1− ψ1(ξ))|ξ|δn
∫
Rn

F−1(χ)(|ξ|δ(x− y))b(y) dy.

∂αx (iµ(x)b̃
δ(x, ξ)) = (1− ψ1(ξ))|ξ|δn

∫
Rn

∂αx (iµ(x)F
−1(χ)(|ξ|δ(x− y)))b(y) dy.

Ce qui permet, en s’inspirant de la démonstration du lemme 4.3, d’obtenir le lemme 4.6 car |∂αx iµ(x)| ≤
Aniµ(x). □
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5
Introduction

Dans cette thèse, nous nous intéressons au problème de Cauchy ci-dessous.{
∂tu = iL u+ F (u,∇xu, u,∇xu), t ∈ R, x ∈ Rn,
u(x, 0) = u0(x) ∈ Hs(Rn)

(5.1)

où u = u(x, t) est une fonction à valeurs complexes, F (u, v, u, v) est une fonction C∞ de C×Cn×C×Cn

dans C,
∇xu = (∂x1u, ..., ∂xnu)

et
L =

∑
j≤k

∂2xj
−
∑
j>k

∂2xj
, où k ∈ {1, ..., n}

est un opérateur différentiel qui, bien qu’il puisse être égal au Laplacien, n’est pas elliptique en général.
Il s’agit donc d’équations non linéaires de Schrödinger généralisées.
En suivant les travaux de C. E. Kenig, G. Ponce et L. Vega, on étudie dans ce travail le caractère bien posé
dans les espaces de Sobolev habituels Hs(Rn) du problème de Cauchy associé ainsi que l’effet régularisant
vérifié par les solutions.
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6
Exemples d’applications

Cette équation généralise des modèles de type spin-1 en cristallographie pour

F (u, ∂x1u, ∂x2u, u) =
2u

1 + |u|2
((∂x1u)

2 − (∂x2u)
2),

c’est à dire  i∂tu+ ∂2x1
u− ∂2x2

u =
2u

1 + |u|2
((∂x1u)

2 − (∂x2u)
2)

u(x1, x2, 0) = u0(x1, x2)

On retrouve aussi un opérateur du type L dans les sytèmes de type Davey-Stewartson (Voir [15]), c’est à
dire : {

i∂tu+ ∂2x1
u− ∂2x2

u = u|u|2 + ∂x2vu
∆v(x1, x2) = −∂x2(|u|2)

qui décrivent l’évolution de paquets d’ondes marines qui sont des cas particuliers des sytemes de types
Zakharov-Schulman ( pour des références voir [53], [33], [79]).

La non-linéarité n’est pas exactement une fonction C∞ mais elle est plutôt ce qu’on pourrait appeler une
non-linéarité pseudo-différentielle. Les méthodes pour traiter le cas F fonction C∞ devraient pouvoir s’ad-
pater pour obtenir les résultats dans ce cas. Ce qui n’est pas traité dans cette thèse mais ce dernier exemple
montre l’intérêt de généraliser l’équation de Schrödinger.

On retrouve encore des équations proches en ferromagnetisme, par exemple.
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7
Principaux résultats

L’objectif de cette thèse est de généraliser les résultats obtenus par C.E. Kenig, G. Ponce et L. Vega concer-
nant le problème de Cauchy (5.1).

Soient Q0 = {x = (x1, ..., xn) ∈ Rn,∀i ∈ N ∩ [1, n] 0 ≤ xi ≤ 1} et Qµ le cube obtenu par la transla-
tion de vecteur µ appliquée à Q0.

On note xµ le sommet du cube Qµ image de (0, 0, ..., 0) par la translation de vecteur µ.

La famille {Qµ}µ∈Zn est une famille de cubes de côté 1 dont les sommets sont à coordonnées entières
qui recouvre Rn.

Les résultats présentés dans cette thèse sont les suivants :

Théorème 7.1 On suppose F nulle en 0 ainsi que ses dérivées jusqu’à l’ordre 2.
Dans ce cas, pour tout s >

n

2
+ 3 et u0 ∈ Hs(Rn), il existe un nombre réel T > 0 tel que l’équation (5.1)

possède une solution unique u ∈ ET où ET est l’ensemble des fonctions u ∈ C([−T, T ] : Hs(Rn)) telles
que

|||Js+ 1
2u|||T = sup

µ∈Zn

(∫ T

−T

∫
Rn

|⟨x− xµ⟩−2Js+ 1
2u(x, t)|2dxdt

) 1
2

<∞

avec J = (1−∆)1/2 et ∆ =
k=n∑
k=1

∂2xk
.

De plus, pour un bornéB deHs de données initiales, les solutions associées ont un même temps d’existence
TB, et, l’application qui à u0 ∈ B associe u ∈ ETB

est uniformément continue.

Théorème 7.2 On suppose F nulle en 0 ainsi que ses dérivées jusqu’à l’ordre 1.
Soit un entier naturel p ≥ 2.
Dans ce cas pour tout s >

n

2
+ 3 + p,

u0 ∈ Hs(Rn),

⟨x⟩n
2
+εu0 ∈ H

n
2
+3+ε(Rn),

et, pour tout entier k ≤ p
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⟨x⟩ku0 ∈ H
n
2
+3+p−k+ε(Rn),

il existe un nombre réel T > 0 tel que l’équation (5.1) possède une solution unique u ∈ ET où ET est
l’ensemble des fonctions u telles que

u ∈ C([−T, T ] : Hs(Rn)),

⟨x⟩ku ∈∈ C([−T, T ] : H n
2
+3+p−k+ε(Rn)),

où ε > 0 et, pour tout σ0 > 0 et tout σ1 ∈ {0, 1},

|||Js+ 1
2u|||T,σ0,σ1 = sup

µ∈Zn

(∫ T

−T

∫
Rn

|
√
σ0⟨x− σ1xµ⟩−

1+σ0
2 Js+ 1

2u(x, t)|2dxdt
) 1

2

<∞.

De plus, pour un borné B de Hs de données initiales, les solutions associées ont un même temps
d’existence TB, et, l’application qui à u0 ∈ B associe u ∈ ETB

est uniformément continue.

Remarque : dans le cas p ≥ n
2
+ ε et p ≥ 2, u et u0 sont dans les mêmes espaces de Sobolev.

Le théorème 7.1 améliore le résultat obtenu par C. E. Kenig, G. Ponce et L. Vega dans [31] dans le cas
où F est un polynôme de valuation v ≥ 3 et s ≥ 10n.
Le résultat énoncé par le théorème 7.2 est une amélioration des résultats connus et obtenus sur ce sujet
jusqu’à présent, notamment dans [31] où la régularité utilisée est de l’ordre de 40n et p = 8n+12 pour une
non-linéarité polynomiale.

La question de l’optimalité de cette régularité minimale se pose. Dans [32], on a le résultat dans le cas

où la condition initiale u0 est petite en norme Hs0(Rn) avec s0 = 3n+ 4 +
1

2
, L = ∆, F = P et n ≥ 2.

Dans le cas où la non-linéarité F est d’ordre 0 et L = ∆, on a le résultat pour tout s >
n

2
.

Dans cette thèse, on prouve le théorème 7.1 pour s >
n

2
+ 3.

Dans [32], on a le resultat du théorème 7.1 pour s ≥ 1

2
+3 en dimension 1 et, pour s ≥ s0 avec s0 = n+2+

1

2
en dimension n dans le cas où L = ∆, F polynôme de valuation 3 et ∥u0∥Hs0 assez petite.

Dans [67] par exemple, lorsque l’opérateur L est elliptique comme −∆, ou, plus généralement, L =∑
i,j ∂xi

aij(x)∂xj
un opérateur auto-adjoint avec une non-linéarité de la forme F (u, u), on a le résultat

d’existence et d’unicité pour tout s assez grand. Toujours dans [67], en supposant l’existence d’une solution,
on obtient un effet régularisant microlocal mais avec une condition moins forte de non dégénérescence sur
le symbole de L notamment.

On peut remarquer que la méthode de démonstration utilisée pour démontrer le théorème (7.1) ne donne
pas de meilleurs résultats si on a un opérateur elliptique.

On rappelle que Qµ est le cube µ + [0, 1]n, µ ∈ Zn. On note xµ le sommet du cube Qµ image de 0 par la
translation de vecteur µ. La famille de cubes {Qµ}µ∈Zn recouvre Rn. On note Q∗

µ le cube de côté 2 obtenu
par homothétie de centre le centre de Qµ.
On note cn = ⟨dn⟩ où dn est la norme du vecteur (1, 1, 1, ..., 1, 1, 1) ∈ Rn, longueur de la grande diagonale
du cube Q0 ainsi que des cubes Qµ pour tout µ ∈ Zn.

Dans la suite, on pose

NT (f) = sup
µ∈Zn

(∫ T

−T

∫
Rn

|⟨x− xµ⟩2f(x, t)|2 dx dt
) 1

2

.
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On note Q∗
µ le cube de côté 2 obtenu par homothétie de centre le centre de Qµ.

Pour prouver le théorème 7.1, on utilise les résultats suivants qui portent sur l’équation suivante souvent
appelée «équation paralinéaire».

Théorème 7.3 Etant donné un nombre réel positif s et un nombre réel δ ∈ [0, 1[, on considère le problème
de Cauchy {

∂tu = iL u+ T δ
b1
.∇xu+ T δ

b2
.∇xū+ C1u+ C2ū+ f(x, t)

u(x, 0) = u0 ∈ Hs(Rn)
(7.1)

On suppose que C1 et C2 sont des opérateurs à symbole dans S0
1,δ1

avec 0 ≤ δ1 < 1, et que b1, b2 ∈ Cϱ(Rn),
ϱ ≥ 2, et, plus précisément, que

(S.2)


bk(x) =

∑
µ∈Zn

αk,µφk,µ(x), k = 1, 2

suppφk,µ ⊆ Q∗
µ,
∑
µ

|αk,µ| ≤ Ak,

∥φk,µ∥C2 ≤ 1,

alors pour tout réel s, et tout T > 0 tels que
∫ T

−T
∥f(t)∥s dt et NT (J

s− 1
2f) < +∞, l’équation (7.1) admet

une unique solution dans C([−T, T ];Hs(Rn) telle qu’il existe un réel A tel que

sup
−T≤t≤T

∥u(t)∥2s ≤ A(∥u0∥2s + IT (J
sf, Jsu)), (7.2)

|||Js+ 1
2u|||2T ≤ A(∥u0∥2s + IT (J

sf, Jsu)) (7.3)

avec

|||u|||T = sup
µ

(∫ T

−T

∥⟨x− xµ⟩−2u∥20 dt
) 1

2

et IT (f, u) est une conbinaison linéaire d’au plus trois termes de la forme
∫ T

−T
|⟨Gf, u⟩| dt où G ∈ OpS0

0,0.

En particulier, on a
sup

−T≤t≤T
∥u(t)∥s ≤ A(∥u0∥s +NT (J

s− 1
2f)), (7.4)

|||Js+ 1
2u|||T ≤ A(∥u0∥s +NT (J

s− 1
2f)) (7.5)

sup
−T≤t≤T

∥u(t)∥s ≤ A

(
∥u0∥s +

∫ T

−T

∥f(t)∥s dt
)
, (7.6)

|||Js+ 1
2u|||T ≤ A

(
∥u0∥s +

∫ T

−T

∥f(t)∥s dt
)
. (7.7)

Remarques :

— Comme dans [31], le résultat ci-dessus est vrai avec la condition

|||J− 1
2f |||′T =

∑
µ

(

∫ T

−T

∫
Qµ

|J− 1
2f |2 dt)

1
2 < +∞

au lieu de
NT (J

− 1
2f) < +∞.

Cette dernière quantité pouvant être un intermédiaire de calcul. Pour éviter encore de multiples notations et
détails techniques, nous ne travaillons qu’avec la norme NT .
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— La constante A utilisée ci-dessus est de la forme C1 exp(C2T ) avec C1 et C2 deux constantes stricte-
ment positives.

— Nous allons démontrer le théorème sur l’intervalle [0, T ], le cas [−T, 0] se traitant de façon analogue
en travaillant avec v(x, t) = u(x,−t).

— Nous allons aussi travailler avec s = 0 puisque le cas général peut être ramené à ce cas en appliquant
Js à (7.1). Plus précisément, on pose v = Jsu et donc v0 = Jsu0 ∈ L2 pour u0 ∈ Hs. On obtient que v est
solution de {

∂tv = iL v + T δ
b1
.∇xv + T δ

b2
.∇xv̄ + C̃1v + C̃2v̄ + f̃(x, t)

v(x, 0) = v0 ∈ L2(Rn)
(7.8)

où f̃ = Jsf δ et C̃k = JsCkJ
−s + [Js, Tbk .∇x]J

−s, k = 1 ou 2, qui sont des opérateurs continus de L2(Rn)
dans lui-même car C1 et C2 ∈ S0

1,δ1
avec 0 ≤ δ1 < 1. Ce qui suffit pour obtenir le théorème 7.3.

—si u est une solution de
∂tu = iL u+ F (u,∇xu, u,∇xu)

alors l’équation
∂tv = −iL v + F (v,∇xv, v,∇xv)

admet une solution qui est
v(t, x) = u(t, xk+1, ..., xn, x1, ..., xk).

—Dans la suite, A désigne une constante polynômiale en n, A1, eA1 et A2 où A1 et A2 sont définies
dans l’hypothèse (S.2).

La preuve du théorème précédent utilise les deux lemmes qui vont suivre où u désigne une solution de
(7.1) si elle existe avec les coefficient b1 vérifiant l’hypothèse supplémentaire ci-dessous :

∀M ∈ N, φi,µ ∈ CM(Rn)

avec, pour tout entier M0,
sup
µ

∥⟨x− xµ⟩M0φi,µ∥CM ≤ AM,M0

où AM,M0 est une constante, cette dernière hypothèse remplaçant la propriété de support.
Ce qui permet d’avoir, si besoin, b̃δi ∈ S0

1,0 mais avec ses semi-normes d’ordre α en x et β en ξ bornées par
une constante du type

Aα,β sup
µ

∥φi,µ∥C|α|+|β|

ou bien encore
b̃δi ∈ S0

1,δ

avec ses semi-normes bornées par
Aα,β.

On rappelle que b̃δ est tel que
b̃δ(x,D) = T δ

b .

Lemme 7.1

Il existe un opérateur C inversible et borné dans L2(Rn) tel qu’il existe un réel A, deux entiers naturels
N et M tels que, pour tout T > 0,

sup
0≤t≤T

∥Cu(t)∥20 ≤ ∥Cu0∥20 + 2

∫ T

0

|⟨Cf,Cu⟩| dt

+A sup
µ,i

∥⟨x− xµ⟩M+7φi,µ∥NCM

(
RT sup

0≤t≤T
∥u∥20 +

1

R
|||J

1
2u|||2T

)
.
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Lemme 7.2

Il existe un réel A et un opérateur Ψ ∈ OpS0
1,0 tels que pour tout T > 0 une solution u de l’équation

(7.1) pour laquelle les coefficients bi ont une régularité limitée ϱ ≥ 2, on a

|||J1/2u|||2T ≤ A

(∫ T

0

|⟨Ψf, u⟩| dt+ (1 + T ) sup
0≤t≤T

∥u∥20
)
.

On a aussi que, pour toutR assez grand, une solution u de l’équation (7.1), pour laquelle les coefficients
bi ont une régularité M ≥ ϱ fixée assez grande, vérifie

|||J1/2Cu|||2T ≤ A

(∫ T

0

|⟨ΨCf,Cu⟩| dt+ sup
0≤t≤T

∥Cu∥20
)
+

sup
µ,i

∥⟨x− xµ⟩M+7φi,µ∥NCM

(
A

R
|||J

1
2u|||2T + ART sup

0≤t≤T
∥u(t)∥20

)
.

où N et M sont deux entiers naturels fixés assez grands ne dépendant que de n et de ϱ.

Remarques :
—Les preuves des lemmes 7.1 et 7.2 suivent en partie les démonstrations faites dans [31] : Lemme 3.2,

3.3.
— Le lemme 7.2 nécessite au moins une régularité ϱ ≥ 2 car le preuve de ce lemme utilise le théorème

8.4 (Inégalité de Garding.).
—Pour des raisons techniques, on précise la dépendance des coefficients par rapport à la norme supµ,i ∥⟨x−

xµ⟩M+7φi,µ∥NCM , l’entier M n’étant pas précisé mais choisi suffisamment grand ne dépendant que de n, tout
comme N . Cette dépendance n’est précisée que si la régularité M utilisée est strictement supérieure à 2.

— La preuve de l’effet régularisant (lemme 7.2) vérifié par u ne coûte seulement que 2 crans de régu-
larité pour les coefficeients b1 et b2. Ce qui coûte davantage en régularité pour obtenir l’effet régularisant
vérifié par Cu dans le cas où C est l’opérateur construit pour prouver le lemme 7.1, c’est l’utilisation de la
continuité L2 de C.

—À l’intérieur de ces preuves s’intercalent de nombreux lemmes ainsi que leur démonstration. Celle
du lemme 7.1 nécessite notamment les lemmes 11.5 et 11.6, et, celle du lemme 7.2 utilise le lemme de Doi
(voir [16]).

—Pour la preuve du lemme 7.2, on renvoie à la section V.
—Des indications de démonstrations de ces résultats sont données dans les sections qui suivents. Pour

plus de détails encore, on pourra se rendre à la section V.





8
Résumé des principaux outils utilisés dans cette
thèse.

Les démonstrations de ces deux résultats utilisent de très nombreux outils comme les opérateurs paradiffé-
rentiels dus à J.-M. Bony (Voir [6]). Ces techniques sont développées dans les parties qui vont suivre.
Dans cette thèse, elles ne sont appliquées qu’à une équation mais elles ont été appliquées depuis une tren-
taine d’années à de nombreuses équations et ont fait leurs preuves en terme d’amélioration des résultats. Ces
techniques peuvent certainement être encore utilisées pour préciser de nombreux autres résultats mais leur
complexité peut parfois être un frein et les gains réalisés en régularité ne seront probablement pas toujours
à la hauteur du niveau de difficulté de la démonstration.
Les détails techniques des démonstrations des résultats principaux sont en effet assez complexes mais dans
le cas de l’équation (5.1) les résultats obtenus sont plus précis que ceux obtenus jusqu’ici comme nous
l’avons expliqué dans la section précédente.

On utilise aussi la classe de symboles suivante :

Sm,ϱ
γ,δ où γ, δ, ϱ et m sont quatre nombres réels tels que 1 ≥ γ ≥ δ ≥ 0, ϱ > 0

définie ci-après :

Definition 8.1 On dit qu’une fonction
s ∈ C∞(Rn × Rn)

appartient à la classe Sm,ϱ
γ,δ si pour tout multi-indice α et β dans Zn tels que |α| ≤ ϱ alors

|∂αx∂
β
ξ s(x, ξ)| ≤ Aα,β|ξ|−γ|β|

et, si |α| > ϱ alors
|∂αx∂

β
ξ s(x, ξ)| ≤ Aα,β|ξ|−γ|β|+δ|α|−δϱ.

Remarque :
—On remarque que Sm,ϱ

γ,δ ⊂ Sm
γ,δ.

—Pour 0 ≤ δ ≤ γ < 1 ou 0 ≤ δ < γ ≤ 1, on peut appliquer les théorèmes de continuités Hs et de
composition aux opérateurs à symbole dans ces classes.

—En particulier, on peut appliquer le théorème de Calderón-Vaillancourt si γ = δ.
—Pour tout s > 0, tout γ et tout δ tels que 0 ≤ δ ≤ γ ≤ 1, on a la continuité Hs.
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L’énoncé suivant rappelle et résume le calcul pseudodifférentiel associé aux classes de symboles de
Hörmander Sm

γ,δ :

Théorème 8.1 (Calcul pseudodifférentiel 3.1) Soient a ∈ Sm
γ,δ, b ∈ Sm′

γ,δ avec m,m′ ∈ R, et 0 ≤ δ <
γ ≤ 1 ou 0 ≤ δ ≤ γ < 1.

(i) On a a(x,D)b(x,D) = c(x,D) avec c ∈ Sm+m′

γ,δ . De plus,

c(x, ξ) = Os

∫ ∫
e−iy.ηa(x, ξ + η) b(x+ y, ξ)

dy dη

(2π)n

=
∑
|ν|<N

1

ν!
∂νξ a(x, ξ)D

ν
xb(x, ξ) +

∑
|ν|=N

1

ν!

∫ 1

0

(1− θ)N−1rν,θ(x, ξ) dθ,

où rν,θ(x, ξ) = Os

∫ ∫
e−iy.η∂νξ a(x, ξ + θη)∂νxb(x+ y, ξ)

dy dη

(2π)n
.

Enfin, les semi-normes Sm+m′

γ,δ de rν,θ sont bornées par des produits de semi-normes de ∂νξ a, ∂νxb uniformément
en θ ∈ [0, 1].

(ii) On a aussi a(x,D)∗ = a∗(x,D) avec a∗ ∈ Sm
γ,δ et

a∗(x, ξ) =
∑
|ν|<N

1

ν!
∂νξ a(x, ξ) +

∑
|ν|=N

1

ν!

∫ 1

0

(1− θ)N−1r∗ν,θ(x, ξ) dθ,

où r∗ν,θ(x, ξ) = Os

∫ ∫
e−iy.η∂νξ ∂

ν
xa(x+ y, ξ + θη)

dy dη

(2π)n
.

De plus, les semi-normes Sm
γ,δ de r∗ν,θ sont bornées par des produits de semi-normes de ∂νξ ∂

ν
x ā uniformément

en θ ∈ [0, 1].

Preuve. Voir [69], par exemple.

Théorème 8.2 ((Calderón-Vaillancourt) ) Soit a une une fonction dans C∞(Rn ×Rn), δ un nombre réel
tel que 0 ≤ δ < 1 et N ∈ N tel que N ≥ n+ 1.

Si les dérivés ∂αx∂
β
ξ a(x, ξ) vérifient des estimations S0

δ,δ pour tous multi-indices α et β tels que |α|+|β| ≤ N
alors a(x,D) est continue de L2(Rn) dans L2(Rn).

On a aussi ce même résultat pour α et β tels que |α| ≤ N et |β| ≤ N pour N >
n

2
.

Preuve. Voir [9].

Théorème 8.3 Soit s > 0 et m ∈ R.

Si
a(x,D) ∈ OpSm

1,1

alors a(x,D) est borné de Hs+m(Rn) dans Hs(Rn).

Corollaire 8.1 Si a ∈ S0
γ,δ, 0 ≤ δ ≤ γ < 1 ou 0 ≤ δ < γ ≤ 1 alors

|||a(x,D)f |||T ≤ A|||f |||T et NT (a(x,D)f) ≤ ANT (f).
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Preuve. Voir corollaire 3.4.

On a aussi

Corollaire 8.2 Si a ∈ S0
γ,δ, 0 ≤ δ ≤ γ < 1 ou 0 ≤ δ < γ ≤ 1 alors

|||a(x,D)f ||| ≤ A|||f |||T et N (a(x,D)f) ≤ ANT (f).

où

|||a(x,D)f ||| = sup
µ

(∫
Rn

|⟨x− xµ⟩−2a(x,D)f |2 dx
) 1

2

et

N (a(x,D)f) = sup
µ

(∫
Rn

|⟨x− xµ⟩2a(x,D)f |2 dx
) 1

2

.

Preuve. La preuve de ce corollaire est analogue à celle du corollaire 3.4 sans les intégrales en temps.

Lemme 8.1 On définit la fonction régularisante ci-dessous.

θ(x) =
θ̃(x)∫

Rn θ̃(x) dx
avec θ̃(x) =

{
exp(− 1

1−|x|2 ) si |x| < 1

0 sinon.

On pose

∀m ∈ N∗, um = mn

∫
Rn

θ(m(x− y))u(y) dy.

Si u ∈ L(Rn)∞, on a

∀M ∈ N, ∀m ∈ N∗, ∥um∥CM ≤ An,M(1 +mM)∥u∥L∞ , (8.1)

S’il existe M ′ > 0 tel que u ∈ CM ′
(Rn), on a

∀M ∈ N, ∀m ∈ N∗, ∥um∥CM ≤ An,M,M ′(1 +mM−M ′
)∥u∥CM′ , (8.2)

S’il existe ϱ ≥ 0 tel que u ∈ Cϱ(Rn), on a

∀m ∈ N∗, ∥u− um∥L∞ ≤ ∥u∥Cϱ

mmin(ϱ,1)
. (8.3)

S’il existe ϱ ≥ 0 tel que, pour tout entier naturel N ′, supµ ∥⟨x − xµ⟩N
′
u∥Cϱ(Rn) < +∞ alors pour tout

entier naturel N pair, il existe un entier naturel N ′ tel que

∀m ∈ N∗, sup
µ

∥⟨x− xµ⟩N(u− um)∥L∞ ≤
AN supµ ∥⟨x− xµ⟩N

′
u∥Cϱ

mmin(ϱ,1)
. (8.4)

avec AN une constante indépendante de µ.

S’il existe un entier ϱ ≥ 0 tel que u ∈ Cϱ(Rn) à support dans un cube type Qµ = µ+ [0, 1]n avec µ ∈ Zn,
pour tout N ∈ N et pout tout multi-indice α, on a

sup
µ

∣∣∂αx (⟨x− xµ⟩Num)
∣∣ ≤ Aα,N,nm

|α|−ϱ sup
µ

∥u∥Cϱ
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Remarque : la preuve de ce dernier point est dans le même esprit que la preuve du lemme 4.3.

Preuve.

Pour tout multi-indice α de longueur M , on a

∂αxum(x) = mn+M

∫
Rn

(∂αx θ)(m(x− y))u(y) dy.

donc
∥u∥CM ≤ AmM∥u∥L∞

avec

A =
∑
α≤M

mn

∫
Rn

|(∂αx θ)(m(x− y))| dt.

On a

u(x)− um(x) = mn

∫
Rn

θ(m(x− y))u(x) dy −mn

∫
Rn

θ(m(x− y))u(y) dy

u(x)− um(x) = mn

∫
Rn

θ(m(x− y))(u(y)− u(x)) dy

or, si ϱ ∈]0, 1[, on a |u(x)− u(y)| ≤ A∥u∥Cϱ |x− y|ϱ donc

|u(x)− um(x)| ≤ A∥u∥Cϱmn

∫
Rn

|θ(m(x− y))| |x− y|ϱ dy

|u(x)− um(x)| ≤ A∥u∥Cϱmn−ϱ

∫
Rn

|θ(m(x− y))|mϱ|x− y|ϱ dy.

Dans le cas où ϱ ∈]0, 1[, on obtient donc

∥u− um∥L∞ ≤ A∥u∥Cϱ

mϱ

Dans le cas où ϱ ≥ 1, on a
|u(x)− u(y)| ≤ A∥u∥Cϱ|x− y|,

∥u− um∥L∞ ≤ A∥u∥Cϱ

m
.

Prouvons alors (8.4). On a

⟨x− xµ⟩N(um(x)− u(x)) = mn

∫
Rn

θ(m(x− y))⟨x− xµ⟩N(u(y)− u(x)) dy

⟨x− xµ⟩N(um(x)− u(x)) = mn

∫
Rn

θ(m(x− y))(⟨x− xµ⟩N − ⟨y − xµ⟩N)u(y) dy

+mn

∫
Rn

θ(m(x− y))(⟨y − xµ⟩Nu(y)− ⟨x− xµ⟩Nu(x)) dy

Pour le second terme de l’expression ci-dessus, on obient le résultat comme pour prouver (8.3).
Pour l’autre terme, en supposant N pair, on a

⟨x− xµ⟩N − ⟨y − xµ⟩N =
n∑

k=1

(xk − yk)

N/2−1∑
i=1

(xk − xµ,k)
i(yk − xµ,k)

N/2−i.
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Ce qui permet d’obtenir que

mn

∫
Rn

θ(m(x− y))(⟨x− xµ⟩N − ⟨y − xµ⟩N)u(y) dy

= mn

∫
Rn

θ(m(x− y))
n∑

k=1

(xk − yk)

N/2−1∑
i=1

(xk − xµ,k)
i(yk − xµ,k)

N/2−iu(y) dy.

En remarquant, pour tout entier naturel p, on a∣∣∣∣mn

∫
Rn

θ(m(x− y))(xk − yk)
p dy

∣∣∣∣ ≤ Ap

mp
,

et que
|(xk − xµ,k)| ≤ |xk − yk|+ |yk − yµ,k|,

on obtient (8.4).

Prouvons alors la dernière proposition énoncée dans le lemme 8.1.
Pour tout multi-indice α, on a

∂αx (⟨x− xµ⟩Num(x)) =
∑
α1≤α

Aα1,α∂
α−α1
x (⟨x− xµ⟩N)(∂α1

x um)(x)

or
∂α−α1
x (⟨x− xµ⟩N) = a(x)⟨x− xµ⟩N−|α−α1|

avec a ∈ C∞ uniformément bornée en µ et, pour tout entier naturel N1,

⟨x− xµ⟩N1 |(∂α1
x um)(x) ≤ Aα1,n,N1m

|α1|−ϱ sup
µ

∥u∥Cϱ .

En effet, pour tout multi-indice α2 de longueur ϱ, on a

∂α1
x um(x) = mn+|α1|−ϱ

∫
Rn

(∂α1−α2
x θ)(m(x− y))(∂α2

x u)(y) dy,

donc
⟨x− xµ⟩N1∂α1

x um(x) = mn+|α1|−ϱ

∫
Rn

(∂α1−α2
x θ)(m(x− y))⟨x− xµ⟩N1(∂α2

x u)(y) dy,

⟨x− xµ⟩N1∂α1
x um(x) =

mn+|α1|−ϱ

∫
Rn

(∂α1−α2
x θ)(m(x− y))⟨x− y⟩N1⟨y − xµ⟩N1(∂α2

x u)(y)
⟨x− xµ⟩N1

⟨x− y⟩N1⟨y − xµ⟩N1
dy,

donc on a ∣∣⟨x− xµ⟩N1∂α1
x um(x)

∣∣ ≤ Aα1,n,N1m
|α1|−ϱ sup

µ
∥u∥Cϱ

car
mn

∫
Rn

(∂α1−α2
x θ)(m(x− y))⟨x− y⟩N1 dy

≤ AN1m
n

∫
Rn

(∂α1−α2
x θ)(m(x− y))

Ent(N1/2)+1∑
k=0

(x− y)2k dy

donc, schant que m ≥ 1, on a

mn

∫
Rn

(∂α1−α2
x θ)(m(x− y))⟨x− y⟩N1 dy

≤ AN1m
n

∫
Rn

(∂α1−α2
x θ)(m(x− y))

Ent(N1/2)+1∑
k=0

(m(x− y))2k dy
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donc
mn

∫
Rn

(∂α1−α2
x θ)(m(x− y))⟨x− y⟩N1 dy

≤ AN1

∫
Rn

(∂α1−α2
x θ)(y)

Ent(N1/2)+1∑
k=0

y2k dy < AN1,α1,α2 .

De plus, en utilisant le support de u et que |α2| = ϱ, on a

sup
µ

|⟨y − xµ⟩N1(∂α2
x u)(y)| ≤ An sup

µ
∥u∥Cϱ ,

et
⟨x− xµ⟩N1

⟨x− y⟩N1⟨y − xµ⟩N1
≤ AN1 .

□

Deux autres résultats très importants sont l’inégalité Garding précisée pour un système et le lemme de Doi.
On commence par définir la classe de symbole à régularité limitée notée CkSm

γ,δ.

Definition 8.2 Pour tout entier naturel k, CkSm
γ,δ est l’ensemble des fonctions de Ck(R2n) telle que

(ξ 7→ a(x, ξ)) ∈ C∞(Rn, Ck(Rn))

et, pour tout α et β des multi-indices de Nn avec |α| ≤ k,

|∂αx∂
β
ξ a(x, ξ)| ≤ Aα,β|ξ|−γ|β|+δ|α|+m.

On énonce alors l’inégalité de Garding utilisée dans cette thèse qui fait que l’on utilise une régularité ϱ ≥ 2.

Théorème 8.4 (Inégalité de Garding précisée pour un système ) SoitA une matrice l×l dont les éléments

aj,k ∈ CϱSm
1,0

avec ϱ ≥ 2.
Supposons que le symbole a(x, ξ) ( une l × l matrice) vérifie, pour tout η ∈ Cl et pour tout |ξ| ≥ c0,

⟨(a(x, ξ) + a∗(x, ξ))η, η⟩ ≥ 0

où a∗ est la matrice adjointe de a et ⟨., .⟩ le produit hermitien canonique de Cl. On a

R⟨Au⃗, u⃗⟩ ≥ −c∥J
m−1

2 u⃗∥22
où c dépend seulement de n, l, c0 et des semi-normes de A.

Le théorème suivant n’est pas utilisé dans cette thèse mais est peut-être un outil qui pourrait permettre de
baisser la régularité utilisée.

Théorème 8.5 Soit A une matrice l × l dont les éléments

aj,k ∈ CϱS
2ϱ
2+ϱ

1,0

avec 0 ≤ ϱ ≤ 2.
Supposons que le symbole a(x, ξ) ( une l × l matrice) vérifie, pour tout η ∈ Cl et pour tout |ξ| ≥ c0,

⟨(a(x, ξ) + a∗(x, ξ))η, η⟩ ≥ 0

où a∗ est la matrice adjointe de a et ⟨., .⟩ le produit hermitien canonique de Cl. On a

R⟨Au⃗, u⃗⟩ ≥ −c∥u⃗∥22
où c dépend seulement de n, l, c0 et des semi-normes de A.
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Preuves. Voir [68].

Lemme 8.2 (Lemme de Doi.) Soit λ une fonction paire, positive, régulière et bornée ainsi que toutes ses
dérivées, λ ∈ L1(0,∞).

Il existe une fonction régulière
θ(x) = (θ1(x), ..., θn(x))

bornée ainsi que toutes ses dérivées telle que, au sens des matrices, on ait

Dθsymm(x) =
1

2

(
∂xj

θk + ∂xk
θj(x)

)
≥ λ(|x|)I.

On peut choisir
θ(x) = (f(x1), ..., f(xn))

avec

f(t) =

∫ t

0

λ(|s|)ds.

On définit

p(x, ξ) = −θ(x).ξ̃
⟨ξ⟩

∈ S0
1,0

où
ξ̃ = (−ξ1, ...,−ξk, ξk+1, ..., ξn)

On a

−2ξ̃.p(x, ξ) = 2
Dθsymm(x)ξ̃.ξ̃

⟨ξ⟩
≥ λ(|x|) |ξ|

2

⟨ξ⟩

Preuve. Voir [16].

Ces deux résultats sont très importants car ce sont des arguments clefs dans la démonstration du lemme 7.2
donnant l’effet régularisant qui permet de traiter les termes d’ordre 1.





9
Indications de démonstration du théorème 7.1

Celle-ci suit le schéma de celle donnée dans [31] Théorème 1.1) et utilise une linéarisation. Cependant,
pour obtenir des estimations plus précises, nous linéarisons l’équation (5.1) en utilisant la paralinéarisation
de J.-M. Bony (Voir [6]), et un certain calcul symbolique paradifférentiel. L’utilisation de ce type de calcul
permet essentiellement de supprimer les pertes de régularité liées aux commutations.

Ainsi, au lieu de linéariser de manière classique pour se ramener à étudier l’équation linéaire

∂tu = iL u+ a1u+ a2u+ b1∇xu+ b2∇xu+ f(x, t), (9.1)

nous linéarisons selon la méthode de J.-M. Bony pour se ramener à étudier l’équation suivante, qui est aussi
linéaire,

∂tu = iL u+ Ta1u+ Ta2u+ Tb1∇xu+ Tb2∇xu+ f(x, t) (9.2)

où Ta1 , Ta2 , Tb1 et Tb2 sont des opérateurs paradifférentiels et plus précisément des opérateurs de paramul-
tiplication (voir Section 2).
Cette équation est souvent dite «paralinéaire».

Pour expliquer l’hypothèse d’annulation faite sur F et ses dérivées, on rappelle que, dans le cas où L = ∆
et b2 = 0, pour que le problème de Cauchy linéaire associé à (9.1) soit bien posé, une condition nécessaire
portant sur le coefficient b1(x) a été démontrée :

sup
x∈Rn, ω∈Sn−1, R>0

∣∣∣∣I ∫ R

0

b1(x+ rω).ω dr

∣∣∣∣ <∞ (9.3)

Voir [73], [49].

Cette condition est évidemment vérifiée si b1 est réel.
Elle est aussi vérifiée si b1 = vw ou avw, pour v, w ∈ Hs(Rn), s > n

2
et a ∈ L∞(Rn), comme on

peut le voir en appliquant le théorème de trace. Comme le coefficient b1 est une dérivée de F , ceci justifie
l’hypothèse faite sur F et explique aussi pourquoi l’on est contraint de travailler dans des espaces à poids
si F s’annule seulement à l’ordre 1 en 0.

La démonstration du Théorème 7.2 consiste en grande partie à établir des estimations convenables sur
la solution du problème de Cauchy associé à l’équation paralinéaire (9.2).
Pour ce faire et suivant [31], on construit un opérateur pseudodifférentiel C d’ordre 0 et possédant de bonnes

79
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propriétés, notamment inversible et de symbole c(x, ξ) réel et pair en ξ.
Cela permet, par estimation de ∥Cu∥2, d’obtenir des estimations d’énergie sur les solutions de (9.2) du type
(7.6), (7.7), (7.4) et (7.5) rappelées ci-dessous

sup
0≤t≤T

∥u(t)∥s ≤ A

(
∥u0∥s +

∫
[0,T ]

∥f(t)∥s dt
)

(7.6)

|||Js+ 1
2u(t)|||T ≤ A

(
∥u0∥s +

∫
[0,T ]

∥f(t)∥s dt
)

(7.7)

sup0≤t≤T ∥u(t)∥s ≤ A
(
∥u0∥s +NT (J

s− 1
2f)
)

(7.4)

|||Js+ 1
2u|||T ≤ A

(
∥u0∥s +NT (J

s− 1
2f)
)

(7.5)
avec

NT (u) = sup
µ∈Zn

(∫ T

0

∫
Rn

|⟨x− xµ⟩2u(x, t)|2dxdt
) 1

2

On remarque que l’on peut aussi obtenir les estimations obtenues dans [31] avec

|||J− 1
2f |||′T =

∑
µ∈Zn

(∫ T

−T

∫
Qµ

|J− 1
2f |2 dxdt

) 1
2

.

mais, dans un souci de simplification et de clarté, nous n’utilisons dans cette section que NT (J
− 1

2f).

On met alors l’équation (5.1) sous la forme (9.2) avec

a1 = ∂uF (u0, v0, u0, v0),

a2 = ∂uF (u0, v0, u0, v0),

b1 = ∇vF (u0, v0, u0, v0),

b2 = ∇vF (u0, v0, u0, v0)

et un terme non linéaire
f(x, t) = R(u,∇xu, u,∇xu).

Si W (t)u0 désigne la solution de (9.2) telle que W (0)u0 = u0, on détermine alors un espace métrique
complet dans lequel on prouve que l’opérateur

Υu =W (t)u0 +

∫ T

0

W (t− t′)R(u,∇xu, u,∇xu) dt
′

admet un unique point fixe pour un T assez petit.
Ce dernier résultat s’obtient en utilisant les estimations (7.6) et (7.7).
Pour estimer la non-linéarité, on utilise la propriété d’algèbre de Hs pour s > n

2
.

Pour prouver (7.6) et (7.7), on estime la norme L2 de Cu, où u est une solution de (9.2), en écrivant de
manière classique

∂t∥Cu∥2L2 = ⟨∂tCu,Cu⟩+ ⟨Cu, ∂tCu⟩.
Ce qui permet d’obtenir que

∥Cu(T0)∥22 ≤ ∥Cu0∥22 +
∣∣∣∣2R ∫ T0

0

⟨i [CL − L C]u+ CTiI (b1)∇u,Cu⟩dt
∣∣∣∣

+

∣∣∣∣2R ∫ T0

0

⟨CTb2∇ū,Cu⟩dt
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣2R ∫ T0

0

⟨Cu,Cf⟩dt
∣∣∣∣

+AcT0 sup[0,T0] ∥u(t)∥
2
2 +

Ac

R
|||J 1

2u|||2T0
.

(9.4)
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où Ac est une constante qui dépend des semi-normes d’ordre M (suffisamment grand) des symboles de C
et Tb1 .

La difficulté de l’équation (9.2) semblant venir du coefficient b1, on cherche à choisir C pour que l’opérateur

i[CL − L C] + CTiI (b1).∇

soit relativement petit, en un sens que l’on précisera, l’idéal étant qu’il soit continu sur L2, ce qui nous
ramène à étudier son symbole principal

−2ξ̃.∇xc(x, ξ)− c(x, ξ)I (b̃1(x, ξ)).ξ ,

où b̃1(x, ξ) est tel que
TiI (b1) = iI (b̃1(x,D))

et
ξ̃ = (−ξ1, . . . ,−ξk, ξk+1, . . . , ξn).

On rappelle que
L =

∑
j≤k

∂2xj
−
∑
j>k

∂2xj
.

Pour assurer plus ou moins l’inversibilité de C, on cherche son symbole sous la forme

c(x, ξ) = exp(γ(x, ξ)).

Pour construire γ, on commence par décomposer b1 comme

b1(x) =
∑
µ∈Zn

α1,µφ1,µ(x) (9.5)

avec
(α1,µ) ∈ l1,

supp(φ1,µ) ⊂ 2Qµ

et
∥φ1,µ∥C2 ≤ 1

où Cϱ désigne la classe de Hölder si ϱ n’est pas entier et l’espace des fonctions ϱ fois dérivables à dérivées
bornées sinon.

Le fait de supposer une régularité ϱ ≥ 2 est notamment utilisé pour permettre d’appliquer l’inégalité de
Garding. (voir Théorème 8.4).

On résout ensuite l’équation aux dérivées partielles suivante, d’inconnue ηµ,

− 2ξ̃.∇xηµ(x, ξ)− I (φ̃µ(x, ξ)).ξ = 0, (9.6)

où φ̃µ est défini par
φ̃µ(x,D) = Tφµ .

On symmétrise alors en ξ la solution obtenue, puis on la tronque de manière convenable pour obtenir un
symbole γµ d’ordre 0.

On pose enfin
γ(x, ξ) =

∑
µ∈Zn

α1,µγµ(x, ξ).



82 CHAPITRE 9. IDÉES DE PREUVE DU THÉORÈME : CAS NON-LINÉAIRE SANS POIDS

Le symbole γ ainsi défini est d’ordre 0 et, même si l’expression

−2ξ̃.∇xγ(x, ξ)− I (b̃1(x, ξ)).ξ

n’est pas d’ordre 0, elle est petite en un sens convenable.

On remarque que, par construction, pour tout i ∈ {1, 2}, bi, φi,µ et c ont la régularité de ∇u0.

Pour estimer l’autre terme qui pose problème,

⟨CTb2∇xu,Cu⟩,

on utilise des commutateurs, que
⟨∇xu, u⟩ = 0,

et les propriétés de C = c(x,D), notamment que c est pair et réel en ξ, ce qui donne

Cu = Cu.

Les inégalités (7.7) et (7.5) donnent l’effet régularisant.
Les inégalités (7.4) et surtout (7.5) sont centrales car elles permettent d’estimer la non-linéarité d’ordre 1
dans un espace approprié pour pouvoir appliquer un théorème de point fixe.
L’effet régularisant s’obtient en utilisant le lemme de Doi, l’inégalité de Gårding et la décomposition de b1,
b2, a1 et a2 suivant les Qµ, autrement dit, en suivant là encore la méthode utilisée dans [31] et en l’adaptant
au cadre plus général des résultats énoncés dans cette thèse.

On rappelle que u est solution de l’équation (7.1) rappelée ci-dessous{
∂tu = iL u+ T δ

b1
.∇xu+ T δ

b2
.∇xū+ C1u+ C2ū+ f(x, t)

u(x, 0) = u0 ∈ Hs(Rn)
(7.1)

On commence par démontrer les estimations (7.2), (7.3).
On suppose donc que l’équation (7.1) admet une unique solution u.

On régularise alors les coefficients bi en posant

φi,µ,m(x) = mn

∫
Rn

θ(m(x− y)) ∗ φi,µ(y) dy et bi,m(x) =
∑
µ

αi,µφi,µ,m(x),

où θ est une fonction régularisante définit comme dans le lemme 8.1 et les αi,µ sont les coefficients définis
dans (9.5).

On rappelle que, par hypothèse,
∥φ1,µ∥C2 ≤ 1.

On a donc
∥φi,µ,m∥C2 ≤ 1.

De plus, pour tout M ≥ 2, on remarque que , pour tout entier naturel M0, il existe M1 tel que

sup
µ,i

∥⟨x− xµ⟩M0φi,µ,m∥NCM ≤

AmMN⟨dn⟩M1 sup
µ,i

∥φi,µ∥NL∞ ≤ AmMN sup
µ,i

∥φi,µ∥NC2 ≤ AmNM .



83

Cette dernière propriété remplaçant la propriété de support vérifiée par les φi,µ et pas par les φi,µ,m.

On obtient alors l’équation suivante

∂tu = iL u+ T δ
b1,m

.∇xu+ T δ
b2,m

.∇xu+ C1u+ C2ū+

(T δ
b1
− T δ

b1,m
).∇u+ (T δ

b2
− T δ

b2,m
).∇u+ f(x, t)

(9.7)

avec b1,m et b2,m qui sont des coefficients C∞ tels que

bi,m =
∑
µ

αi,µφi,µ,m, 1 ≤ k ≤ n

avec
∥φi,µ,m∥C2 ≤ 1

puisque
∥φi,µ∥C2 ≤ 1.

Les αi,µ sont les coefficients obtenus dans le décomposition des bi suivant les cubes Qµ.
Ces hypothèses permettent d’avoir

T δ
φi,µ,m

∈ Op01,δ

avec
sup
µ,m

∥T δ
φi,µ,m

∥L (L2) ≤ A

mais aussi que
T δ
φi,µ,m

∈ Op01,0

avec, pour M assez grand,
sup
µ

∥T δ
φi,µ,m

∥L (L2) ≤ A sup
µ

∥φi,µ,m∥CM .

Dans le second cas, on a une constante qui dépend de m.

On utilise alors le lemme 7.1 appliqué aux coefficients régularisés b1,m et b2,m avec f remplacée par

fm = f +
∑

µ α1,µf1,µ +
∑

µ α2,µf2,µ

où f1,µ = (T δ
φ1,µ

− T δ
φ1,µ,m

).∇xu et f2,µ = (T δ
φ2,µ

− T δ
φ2,µ,m

).∇xu.

Les estimations sont alors vraies pour un opérateur C dépendant de m noté dans la suite Cm.

De plus, on a le lemme suivant

Lemme 9.1

Pour tout i ∈ {1, 2}, tout ϱ ≥ 0, il existe une constante A ne dépendant que de n, de ϱ et de supµ ∥φi,µ∥Cϱ

telle que pour tout m ≥ 1 et tout m′ ≥ m, on a∣∣∣∣∫ T

0

⟨Cm(T
δ
φi,µ

− T δ
φi,µ,m

).∇ũ,Cmu⟩ dt
∣∣∣∣ ≤ A

m
|||J

1
2 Cmu|||2T +

AmNM

m′ |||J
1
2u|||2T

+
Am′NM

R
|||J

1
2u|||2T + ARm′NM

T sup
[0,T ]

∥u∥20.
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avec ũ = u ou ũ = u. On a aussi∣∣∣∣∫ T

0

⟨Cm(T
δ
φi,µ

− T δ
φi,µ,m

).∇ũ,Ψ∗Cmu⟩ dt
∣∣∣∣ ≤ A

m
|||J

1
2 Cmu|||2T +

AmNM

m′ |||J
1
2u|||2T

+
Am′NM

R
|||J

1
2u|||2T + ARm′NM

T sup
[0,T ]

∥u∥20.

où Ψ ∈ S0
1,0 avec ses semi-normes majorées par une constante ne dépendant que de n.

Preuve. Voir preuve du lemme 11.10.

Revenons à la preuve du théorème 7.3. En utilisant le lemme 7.1 et le lemme 9.1, pour N et M deux
entiers naturels fixés assez grand ne dépendant que de n, on obtient que

sup
[0,T ]

∥Cmu∥20 ≤ ∥Cmu0∥20 + 2

∫ T

0

|⟨Cmf,Cmu⟩| dt+
A

m
|||J

1
2 Cmu|||2T +

AmNM

m′ |||J
1
2u|||2T

+Am′NM

(
TR sup

[0,T ]

∥u∥20 +
1

R
|||J

1
2u|||T

)
.

sup
[0,T ]

∥Cmu∥20 ≤

Am′NM

(
∥u0∥20 + TR sup

[0,T ]

∥u∥20 +
1

R
|||J

1
2u|||T

)
+

∫ T

0

|⟨Cmf,Cmu⟩| dt+
A

m
|||J

1
2 Cmu|||2T +

AmNM

m′ |||J
1
2u|||2T .

(9.8)

On applique ensuite le lemme 7.2 à Cmu, c’est à dire que

|||J
1
2 Cmu|||2T ≤ A

(∫ T

0

|⟨ΨCmfm,Cmu⟩| dt+ sup
[0,T ]

∥Cmu∥20

)

+2Am′NM

(
1

R
|||J

1
2u|||2T +RT sup

[0,T ]

∥u(t)∥20

)
.

On applique à alors nouveau le lemme 9.1 pour obtenir que

|||J
1
2 Cmu|||2T ≤

A

(∫ T

0

|⟨ΨCmf,Cmu⟩| dt+
A

m
|||J

1
2 Cmu|||2T +

AmNM

m′ |||J
1
2u|||2T + sup

[0,T ]

∥Cmu∥20

)

+2Am′NM

(
1

R
|||J

1
2u|||2T +RT sup

[0,T ]

∥u(t)∥20

)
,

la constante A obtenue étant le maximum des constantes obtenues qui ne dépendent que de n.
Pour m ≥ 2A2, on a

1− A2

m
≥ 1

2
,

et donc on obtient que

|||J
1
2 Cmu|||2T ≤ 2A

(∫ T

0

|⟨ΨCmf,Cmu⟩| dt+ sup
[0,T ]

∥Cmu∥20 +
AmNM

m′ |||J
1
2u|||2T

)

+2Am′NM

(
1

R
|||J

1
2u|||2T +RT sup

[0,T ]

∥u(t)∥20

)
.
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En appliquant l’estimation ci-dessus à (9.8), on peut alors écrire que

sup
[0,T ]

∥Cmu∥20 ≤ Am′NM

(
∥u0∥20 + TR sup

[0,T ]

∥u∥20 +
∫ T

0

|⟨Cmf,Cmu⟩| dt

)

+
A

m

(∫ T

0

|⟨ΨCmf,Cmu⟩| dt+ sup
[0,T ]

∥Cmu∥20 +
AmNM

m′ |||J
1
2u|||2T

)

+2Am′NM

(
1

R
|||J

1
2u|||2T +RT sup

[0,T ]

∥u(t)∥20

)
.

On applique alors le lemme 7.2 avec Cm = Id où u est une solution de l’équation (7.1) dont les coefficients
bi n’ont qu’une régularité (ϱ ≥ 2) limitée mais qui suffit pour appliquée la première estimation donnée dans
le lemme 7.2. Ce qui donne

sup
[0,T ]

∥Cmu∥20 ≤ Am′NM

(
∥u0∥20 + TR sup

[0,T ]

∥u∥20 +
∫ T

0

|⟨Cmf,Cmu⟩| dt

)

+
A

m

(∫ T

0

|⟨ΨCmf,Cmu⟩| dt+ sup
[0,T ]

∥Cmu∥20 +
AmNM

m′

(∫ T

0

|⟨Ψf, u⟩| dt+ sup
[0,T ]

∥u∥20

))

+2Am′NM

(
1

R
|||J

1
2u|||2T +RT sup

[0,T ]

∥u(t)∥20

)
.

(
1− A

m

)
sup
[0,T ]

∥Cmu∥20 ≤ Am′NM

(
∥u0∥20 + TR sup

[0,T ]

∥u∥20 +
∫ T

0

|⟨Cmf,Cmu⟩| dt

)
+
A

m

∫ T

0

|⟨ΨCmf,Cmu⟩| dt+
A2mNM−1

m′

∫ T

0

|⟨Ψf, u⟩| dt

+
A2mNM−1

m′ sup
[0,T ]

∥u(t)∥20 + 2Am′NM

(
A

R

(∫ T

0

|⟨Ψf, u⟩| dt+ sup
[0,T ]

∥u∥20

)
+RT sup

[0,T ]

∥u(t)∥20

)
.

Pour m assez grand, par exemple m ≥ 2A, on a

1− A

m
≥ 1

2

et donc
1

2
sup
[0,T ]

∥Cmu∥20 ≤
(
1− A

m

)
sup
[0,T ]

∥Cmu∥20.

Sachant que l’on peut fixer A ≥ 1, on a m ≥ 2 et donc on obtient que

sup
[0,T ]

∥Cmu∥20

≤ 2Am′NM

(
∥u0∥20 + TR sup

[0,T ]

∥u∥20 +
A

R

(∫ T

0

|⟨Ψf, u⟩| dt+ sup
[0,T ]

∥u∥20

)
+

∫ T

0

|⟨ΨCmf,Cmu⟩| dt+
∫ T

0

|⟨Cmf,Cmu⟩| dt
)
+
A2mNM

m′ sup[0,T ] ∥u∥20.

On utilise enfin que, par construction de Cm, on a

∥u∥20 ≤ Am2M∥Cmu∥20 +
Am2M

R
∥u∥20.



86 CHAPITRE 9. IDÉES DE PREUVE DU THÉORÈME : CAS NON-LINÉAIRE SANS POIDS

Ce qui permet d’obtenir les estimations (7.2) et (7.3) du théorème 7.3 pour m′ grand devant m, R ≥ Rm′

assez grand et T0 assez petit avec

IT0(f, u) =

∫ T0

0

|⟨C∗
mΨCmf, u⟩| dt+

∫ T0

0

|⟨C∗
mCmf, u⟩| dt+

∫ T0

0

|⟨Ψf, u⟩| dt. (9.9)

où Cm = C ∈ OpS0
0,0, avec ses semi-normes bornées par une puissance de m, est l’opérateur construit dans

la preuve du lemme 7.1 et Ψ ∈ S0
1,0, avec semi-normes bornées par une constante qui ne dépend que de n,

est l’opérateur construit dans la preuve du lemme 7.2.

On obtient donc les estimations ci-dessous sur l’intervalle [0, T0],

sup
[0,T0]

∥u(t)∥20 ≤ A
(
∥u0∥20 + IT0(f, u)

)
, (9.10)

|||J
1
2u|||2T0

≤ A (∥u0∥0 + IT0(f, u)) . (9.11)

En vérifiant que Jsu est une solution d’une équation du type (7.1), on obtient les estimations ci-dessous sur
l’intervalle [0, T0],

sup
[0,T0]

∥u(t)∥2s ≤ A
(
∥u0∥2s + IT0(J

sf, Jsu)
)
, (9.12)

|||Js+ 1
2u|||2T0

≤ A (∥u0∥s + IT0(J
sf, Jsu)) . (9.13)

Les estimations s’obtiennent ensuite pour tout T > 0 en remarquant que

v(x, t) = u(x, t+ T0),

si elle existe, est solution de

∂tv = iL v + T δ
b1
.∇v + T δ

b2
.∇v + T δ

a1
v + T δ

a2
.∇v + g(x, t). (9.14)

où g(x, t) = f(x, t+ T0). On obtient donc que

sup
[0,T0]

∥v(t)∥2s ≤ A
(
∥v0∥2s + IT0(J

sg, Jsu)
)
,

|||Js+ 1
2v|||2T0

≤ A (∥v0∥s + IT0(J
sg, Jsu)) .

Ce qui donne
sup

[T0,2T0]

∥u(t)∥2s ≤ A
(
∥u(T0)∥2s + IT0(J

sg, Jsu)
)
,

|||Js+ 1
2v|||2T0

≤ A (∥v(T0)∥s + IT0(J
sg, Jsu)) .

On a donc
sup
[0,2T0]

∥u(t)∥2s

≤ A
(
∥u0∥2s + IT0(J

sf, Jsu)
)

+A
(
∥u(T0)∥2s + IT0(J

sg, Jsu)
)
,

|||Js+ 1
2u|||22T0

≤ A
(
∥u0∥2s + IT0(J

sf, Jsu)
)

+A
(
∥u(T0)∥2s + IT0(J

sg, Jsu)
)
.

or
∥u(T0)∥2s ≤ A

(
∥u0∥2s + IT0(J

sf, Jsu)
)
,
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donc
sup
[0,2T0]

∥u(t)∥2s

≤ A
(
∥u0∥2s + IT0(J

sf, Jsu)
)

+A
(
A
(
∥u0∥2s + IT0(J

sf, Jsu)
)
+ IT0(J

sg, Jsu)
)
,

|||Js+ 1
2u|||22T0

≤ A
(
∥u0∥2s + IT0(J

sf, Jsu)
)

+A
(
A
(
∥u0∥2s + IT0(J

sf, Jsu)
)
+ IT0(J

sg, Jsu)
)
.

En remarquant que
IT0(J

sf, Jsu)) + IT0(J
sg, Jsu)) ≤ I2T0(J

sf, Jsu)),

on obtient
sup
[0,2T0]

∥u(t)∥2s ≤ (A+ A2)∥u0∥2s + (2A+ A2)I2T0(J
sf, Jsu)

|||Js+ 1
2u|||22T0

≤ (A+ A2)∥u0∥2s + (2A+ A2)I2T0(J
sf, Jsu).

Dans un souci de simplication, sans perte de généralité, on note alors

A = max(A+ A2, 2A+ A2).

Pour tout T > 0, il existe T1 ≤ T0 et N assez grand tels que NT1 = T . De plus,

sup
[0,2T1]

∥u(t)∥2s ≤ (A+ A2)∥u0∥2s + (2A+ A2)I2T1(J
sf, Jsu)

|||Js+ 1
2u|||22T1

≤ (A+ A2)∥u0∥2s + (2A+ A2)I2T1(J
sf, Jsu).

On réitère alors le processus précédent N − 1 fois pour obtenir, sur l’intervalle [0, T ], les estimations (7.2)
et (7.3) rappelées ci-dessous,

sup
[0,T ]

∥u(t)∥2s ≤ A
(
∥u0∥2s + IT (J

sf, Jsu)
)

|||Js+ 1
2u|||2T ≤ A

(
∥u0∥2s + IT (J

sf, Jsu)
)

avec A = AN une constante qui dépend de T et, plus précisément, qui explose exponentiellement si T
temps vers l’infini.
On obtient donc (7.2) et (7.3) sur tout intervalle [0, T ].

Pour obtenir les quatre autres estimations (7.6), (7.7), (7.4) et (7.5), on utilise (7.2) et (7.3) en remarquant
tout d’abord que, d’après (9.9), on a

IT (J
sf, Jsu) ≤ A

(∫ T

0

∥f∥2s dt+ T sup
[0,T ]

∥u∥2s

)
. (9.15)

De plus, pour tout R′ > 0, on a

IT (J
sf, Jsu) ≤ A

(
R′NT (J

s− 1
2f)2 +

1

R′ |||J
s+ 1

2u|||2T
)
. (9.16)

L’estimation (9.15) permet d’obtenir (7.6) et (7.7) pour T2 assez petit, puis en utilisant la méthode utilisée
pour obtenir (7.2) et (7.3) pour tout T > 0, on obtient (7.6) et (7.7) pour tout T > 0.
L’estimation (9.16) permet d’obtenir (7.4) et (7.5) pour R′ assez grand et T3 = T (R′) assez petit, puis en
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utilisant la méthode utilisée pour obtenir (7.2) et (7.3) pour tout T > 0, on obtient (7.4) et (7.5) pour tout
T > 0.

Unicité :

Supposons que l’équation (7.1) admette deux solutions u1 et u2 sur un intervalle [0, T ] alors u1 − u2 est
solutions d’une équation du type (7.1) avec f = 0 et u0 = 0 donc u1 − u2 vérifie (7.6), c’est à dire que

sup
[0,T ]

∥u1 − u2∥s ≤ 0

donc, pour tout t ∈ [0, T ] et tout x ∈ Rn,

u1(x, t) = u2(x, t).

Existence :

Soit φ ∈ C∞(Rn) une fonction plateau telle que φ(ξ) = 1 si |ξ| ≤ 1
2

et φ(ξ) = 0 si |ξ| ≥ 1. Pour tout
ε > 0, considérons l’équation suivante :{

∂tu = iL u+ T δ
b1
φ(εD).∇xu+ T δ

b2
φ(εD).∇xū+ C1u+ C2ū+ f(x, t)

u(x, 0) = u0 ∈ Hs(Rn)
(9.17)

On remarque que φ(εD) et ∇x commutent.

Soit T > 0 tel que
sup
[0,T ]

∥f∥s < +∞.

Cette équation admet une unique solution dans C([0, Tε];Hs(Rn)) avec Tε ∈]0, T ].
On note cette solution uε.

En effet, la fonctionnelle Υ définie par

Υu = eiL tu0 +

∫ t

0

eiL (t−t′)((T δ
b1
φ(εD).∇x + C1)u+ (T δ

b2
φ(εD).∇x + C2)ū+ f(x, t′))dt′

admet un unique point fixe pour Tε assez petit.

Pour vérifier cela, on remarque que∫ t

0

∥(T δ
b1
.∇xφ(εD) + C1)u∥s dt ≤

t∥bδ1(x,D)∥L (Hs(Rn)) sup
[0,t]

∥∇xφ(εD)u∥s + t∥C1∥L (Hs(Rn)) sup
[0,t]

∥u∥s.

Or, en utilisant le support φ, on a

∥∇xφ(εD)∥L (Hs(Rn)) ≤
A

ε

où A est indépendante de ε. Pour Tε ≤ ε assez petit, on otient donc que

sup
[0,Tε]

∥Υu∥s ≤ ∥u0∥s +
1

2
sup
[0,Tε]

∥u∥s.

Pour tout u ∈ C([0, Tε];H
s(Rn)), on obtient donc que Υu ∈ C([0, Tε];H

s(Rn)).
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De plus, pour tout u et tout v ∈ C([0, Tε];H
s(Rn)), on a

sup
[0,Tε]

∥Υ(u− v)∥s ≤
1

2
sup
[0,Tε]

∥u− v∥s.

L’opérateur Υ est donc contractant dans C([0, Tε];Hs(Rn)).

En étudiant de la même manière le problème (9.17) mais avec la donnée initiale

u(x, 0) = uε(Tε),

on obtient l’existence d’une solution dans C([0, 2Tε];Hs(Rn)).
En effet, en posant

Υ1u = eiL tuε(Tε) +

∫ t

0

eiL (t−t′)((T δ
b1
φ(εD).∇x + C1)u+ (T δ

b2
φ(εD).∇x + C2)ū+ f(x, t′))dt′,

pour le même Tε, on a

sup
[0,Tε]

∥Υ1u∥s ≤ ∥uε(Tε)∥s +
1

2
sup
[0,Tε]

∥u∥s.

Pour tout u ∈ C([0, Tε];H
s(Rn)), on obtient donc que Υ1u ∈ C([0, Tε];H

s(Rn)).

De plus, pour tout u et tout v ∈ C([0, Tε];H
s(Rn)), on a

sup
[0,Tε]

∥Υ1(u− v)∥s ≤
1

2
sup
[0,Tε]

∥u− v∥s.

L’opérateur Υ1 est donc contractant dans C([0, Tε];Hs(Rn)).

En réitérant ce raisonnement, pour tout T > 0, on obtient que le problème (9.17) admet une unique solution
dans C([0, T ];Hs(Rn)).

Lemme 9.2 La solution uε de (9.17) vérifie, uniformément en ε, les estimations d’énergie (7.4), (7.5), (7.6)
et (7.7) données dans le théorème 7.3 rappelées ci-dessous.

sup
−T≤t≤T

∥u(t)∥s ≤ A(∥u0∥s +NT (J
s− 1

2f)),

|||Js+ 1
2u|||T ≤ A(∥u0∥s +NT (J

s− 1
2f))

sup
−T≤t≤T

∥u(t)∥s ≤ A

(
∥u0∥s +

∫ T

−T

∥f(t)∥s dt
)
,

|||Js+ 1
2u|||T ≤ A

(
∥u0∥s +

∫ T

−T

∥f(t)∥s dt
)
.

Preuve. Voir preuve du lemme 11.11 . □

On rappelle que

∂tuε = iL uε + T δ
b1
φ(εD).∇xuε + T δ

b2
φ(εD).∇xūε + C1uε + C2ūε + f(x, t)
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donc
∂tuε′ = iL uε′ + T δ

b1
φ(ε′D).∇xuε′ + T δ

b2
φ(ε′D).∇xūε′ + C1uε′ + C2ūε′ + f(x, t).

On obtient donc que v = uε − uε′ est solution de l’équation (9.17) avec

f̃ = T δ
b1
.∇x(φ(εD)− φ(ε′D))uε′ + T δ

b2
.∇x(φ(εD)− φ(ε′D))uε′

et v0 = 0, d’après le lemme 9.2, on obtient que v vérifie les estimations d’energie du théorème 7.3.
En utilisant ces mêmes estimations appliquées à uε dans f̃ , pour tout ε, tout ε′, tout s ≥ 2, tout u0, f ∈ Hs

et tout T > 0, on a ∫ T

0
∥f̃∥0 dt ≤ (ε− ε′)TA(∥u0∥2 + sup[0,T ] ∥f∥2).

Pour tout T > 0, (uε) est donc de Cauchy dans l’espace complet C([0, T ] : L2(Rn)) et converge vers
l’unique solution u de (7.1) pour tout u0 ∈ H2.

De plus, par un argument classique de densité de S(Rn) ⊂ H2(Rn) dans L2(Rn), on peut approcher u0 et
f dans L2 par deux suites de fonctions (u0,k) et (fk) dans S(Rn).
Soit uk l’unique solution de (7.1) (avec fk au lieu de f ) dans C([0, T ];L2(Rn)) associée à u0,k. D’après les
estimations d’énergie données dans le théorème 7.3, on a

sup
[0,T ]

∥uk − uk′∥s ≤ A(∥u0,k − u0,k∥0 + T sup
[0,T ]

∥fk − fk′∥0).

Sachant que (u0,k) et (fk) convergent, on obtient que (uk) est de Cauchy dans l’espace completC([0, T ];L2(Rn))
et converge donc vers l’unique solution u de (7.1) dans C([0, T ];L2(Rn)) pour tout u0 dans L2(Rn).

Pour traiter le cas non linéaire et donc obtenir le théorème 7.1, on met l’équation (5.1) sous la forme appelée
en générale paralinéaire obtenue par la formule de Bony.{

∂tu = iL u+ T∂vF .∇xu+ T∂vF .∇xu+ T∂uF .u+ T∂uF .u+R(u,∇xu, u,∇xu)
u(x, 0) = u0(x)

(9.18)

où
R(u,∇xu, u,∇xu) ∈ H

n
2
+2ϱ(Rn)

si u ∈ Hs(Rn) avec s > n
2
+ 1 + ϱ.

Si l’on suppose ϱ ≥ 1, on a donc

R(u,∇xu, u,∇xu) ∈ H
n
2
+1+ϱ(Rn) ⊂ Hs(Rn)

On pose
v = ∇xu,

z0 = (u0, v0, u0, v0),

z = (u, v, u, v),

b1(x) = ∂vF (z),

b2(x) = ∂vF (z),

a1(x) = ∂uF (z),

a2(x) = ∂uF (z)

et
b01(x) = ∂vF (z0),

b02(x) = ∂vF (z0),
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a01(x) = ∂uF (z0),

a02(x) = ∂uF (z0).

L’équation (9.18) s’écrit alors, en posant v = ∇xu pour simplifier,{
∂tu = iL u+ T δ

b01
.v + T δ

b02
.v̄ + T δ

a01
u+ T δ

a02
ū+ R̃u

u(x, 0) = u0(x)
(9.19)

avec
R̃u = R(u, v, u, v) + R̃u,2 + R̃u,3

δ ∈ [0, 1[

R̃u,2 = (Tb1 − T δ
b1
).v + (Tb2 − T δ

b2
).v̄,

R̃u,3 = (T δ
b1
− T δ

b01
).∇u+ (T δ

b2
− T δ

b02
).∇ū,

et
R̃u,4 = (Ta1 − T δ

a01
)u+ (Ta2 − T δ

a02
)ū.

Dans la suite An(∥u0∥s), Bn(∥u0∥s), Cn(∥u0∥s) désignent des constantes qui ne dépendent que de n, s
et de ∥u0∥s, ou des constantes majorées par des constantes qui ne dépendent que de n, s et de ∥u0∥s.

Soit ϱ tel que 2 ≤ ϱ < s− (n/2 + 1).
Le minimu utilisé est 2 car pour obtenir les estimations dans le cas linéaire, et notamment l’effet régulari-
sant, on utilise l’inégalité de Garding.
L’inégalité stricte 2 < s− (n/2 + 1) vient du fait que l’on utilise l’inégalité de Sobolev

∥∇u0∥C2 ≤ A∥∇u∥2+n
2
+ε ≤ ∥u0∥s.

Soit (qµ)µ une partition de l’unité subordonnée au Qµ.

On a
b0i (x) =

∑
µ

qµb
0
i (x).

Si
∥qµb0i ∥C2 ̸= 0,

on pose
αi,µ = ∥qµb0i ∥C2

et

φi,µ(x) =
qµb

0
i (x)

∥qµb0i ∥C2

,

et sinon, on pose
αi,µ = 0

et
φi,µ(x) = 0.

On a donc, pour tout µ tel que αi,µ ̸= 0,
∥φi,µ∥C2 = 1.
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Sous les hypothèses du Théorème 7.1 (F est nulle en 0, ainsi que ses dérivées d’ordre 1 et 2), en utilisant
le développement de Taylor avec reste intégrale en 0 à l’ordre 2 de ∂vF (u, v, u, v), enfin, en posant z0 =
(u0, v0, u0, v0), on obtient

b01 =
∑

γ∈N2n+2,|γ|=2

zγ0h1,γ(z0)

avec h1,γ(u0, v0, u0, v0) vérifiant

sup
x∈Rn

|h1,γ(u0, v0, u0, v0)| ≤ sup
x∈[−∥u0∥s,∥u0∥s]2n+2

|G1,γ(x)|

où
G1,γ(R(u0),∇R(u0),I (u0),∇I (u0)) = h1,γ(u0, v0, u0, v0).

On a le même résultat pour b2 mais en utilisant ∂vF (u, v, u, v).

D’après l’inégalité de Sobolev, sachant que sur le support de qµ, on a

⟨x− xµ⟩ ≤ dn,

en posant
ιµ = ⟨x− xµ⟩−(n+1),

on obtient
sup

i∈{1,2}
αi,µ ≤ An(∥u0∥s)∥ι2µ(u20 + u0v0 + v20)∥s−1,

or
s− 1 >

n

2
donc on a

sup
i∈{1,2}

αi,µ ≤ An(∥u0∥s)
(
∥ιµu0∥2s−1 + ∥ιµu0∥s−1∥ιµv0∥s−1 + ∥ιµv0∥2s−1

)
.

D’après le lemme 3.7, on a
∥∥iµu0∥s−1∥l2 ≤ A∥u0∥s−1

et
∥∥iµv0∥s−1∥l2 ≤ A∥u0∥s.

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwartz, on en déduit que

∥ιµb0i ∥s−1 ∈ l1

et
sup

i∈{1,2}
∥∥ιµb0i ∥s−1∥l1 ≤ Bn(∥u0∥s).

{
∂tu = iL u+ T δ

b01
.∇u+ T δ

b02
.∇ū+ T δ

a01
u+ T δ

a02
ū+ R̃u

u(x, 0) = u0(x)
(9.20)

On définit λT1 (w), λ
T
2 (w) et λT3 (w) par

λT1 (w) = sup
[0,T ]

∥w∥s, λT2 (w) = |||Js+ 1
2w|||T , λT3 (w) = sup

[0,T ]

∥∂tw∥n
2
+1+ε

ΓT (w) = max(λT1 (w), λ
T
2 (w), λ

T
3 (w))

On pose
ZT

∥u0∥s =
{
w ∈ C ([0, T ];Hs) : w(x, 0) = u0(x) et Γ

T (w) ≤ 10Kn(∥u0∥s)
}
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où Kn(∥u0∥s) désigne une constante ne dépendant que de n, de s et de ∥u0∥s telle que

Kn(∥u0∥s) ≥ ∥u0∥sJn(∥u0∥s)

Jn(∥u0∥s) ≥ Cn(∥u0∥s)(1 + In(∥u0∥s)),

Cn(∥u0∥s) une constante polynomiale en n, ∥u0∥s, Bn(∥u0∥s) et eBn(∥u0∥s) et

In(∥u0∥s) ≥ (∥u0∥2s + 1) sup
i,γ,x

|Gi,γ(x)|.

On pose
Υw(t) = W (t)u0 +

∫ t

0
W (t− t′)R̃w(t

′)dt′

où W (t)u0 est la solution de l’équation (7.1) pour f = 0 (l’existence dans la cas paralinéaire n’est utilisée
que dans le cas f = 0).

Un point fixe de Υ est solution de (7.1) avec f = R̃w.
En effet, en notant B l’opérateur conjugaison, on a

∂tΥw(t) =
(
iL + T δ

b01
.∇+ T δ

b02
.∇B + T δ

a01
+ T δ

a02
B
)
W (t)u0+∫ t

0

(
iL + T δ

b01
.∇+ T δ

b02
.∇B + T δ

a01
+ T δ

a02
B
)
W (t− t′)R̃w(t

′) dt′ + R̃w(t)

∂tΥw(t) = (iL + T δ
b01
.∇+ T δ

b02
.∇B + T δ

a01
+ T δ

a02
B)Υw(t) + R̃w(t). (9.21)

On prouve alors que, pour T > 0 assez petit Υ admet un unique point fixe dans ZT
∥u0∥s en utilisant les

estimations (7.2) à (7.3), ce qui permet de démontrer le théorème 7.1.

Pour prouver la propriété de continuité par rapport aux données initiales, on remarque tout d’abord que s’il
existe r > 0 tel que

∥u0∥ ≤ r

alors toutes le constantes An(∥u0∥s), Bn(∥u0∥s),..., Kn(∥u0∥s) se majorent par une constante An,r ne dé-
pendant plus de u0.
La solution u associée à u0 existe donc sur un intervalle [−Tr, Tr] avec Tr indépendant de u0.

On utilise ensuite que u− v est solution de (7.1) avec

f = R̃u−v + Tb01−b1(v0).∇xv + Tb02−b2(v0).∇xv + Ta01−a1(v0)v + Ta02−a2(v0)v

où b1(v0) = (∇vF )(u0, v0, u0, v0), etc....

Pour T = Tr, on obtient donc que

ΓTr(u− v) ≤ 10Cn(∥u0 − v0∥s)∥u0 − v0∥s + ∥u0 − v0∥sTrHn(∥v0∥s).

Cette dernière estimation permet d’obtenir l’uniforme continuité par rapport aux données initiales pour
T = Tr assez petit.





10
Indications de démonstration du théorème 7.2

La démonstration suit celle de [31] et les indications données dans la section précédente, qui concernent les
mêmes résultats mais dans le cas où les dérivées de F sont nulles jusqu’à l’ordre 1.

Nous allons présenter la méthode de démonstration du théorème 7.2 à l’aide de l’exemple suivant

∂tu = iL u+ |∇xu|2.

En utilisant le calcul paradifférentiel et la formule de Bony, on linéarise comme suit

∂tu = iL u+ T∇xu.∇xu+ T∇xu.∇xu+R(∇xu,∇xu)

que l’on transforme en

∂tu = iL u+ T δ
∇xu0

.∇xu+ T δ
∇xu0

.∇xu
+(T∇xu0 − T δ

∇xu0
).∇xu+ (T∇xu0 − T δ

∇xu0
).∇xu

+(T∇xu − T∇xu0).∇xu+ (T∇xu − T∇xu0).∇xu
+R(∇xu,∇xu)

(10.1)

oú
(T δ

b v)(x) =

∫
Rn

eix.ξ b̃δ(x, ξ)(1− ψ1(ξ))û(ξ) dξ

b̃δ(x, ξ) = |ξ|δn
∫
Rn

χ̂(|ξ|δ(x− y))b(y) dy

Tb = T 1
b

et χ est une fonction à support dans B(0, ε), χ = 1 sur B(0, ε′) avec 0 < ε < ε′ < 1, et θ1 ∈ C∞(Rn) telle
que ψ1 = 1 sur B(0, 1) et ψ1 = 0 en dehors de B(0, 2).

Comme dans la sous-section précédente, on note Υ l’opérateur défini par

Υw(t) = W (t)u0+∫ t

0

W (t− t′)((T∇xw − T δ
∇xw).∇w + (T∇xw − T δ

∇xw).∇w)(t
′)+∫ t

0

W (t− t′)((T δ
∇xw − T δ

∇xu0
).∇xu+ (T δ

∇xw − T δ
∇xu0

).∇xw)(t
′) dt′+∫ t

0

W (t− t′)R(∇xw,∇xw)(t
′)dt′

(10.2)

95
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où w(x, 0) = u0 et
u(x, t) = W (t)u0(x)

est la solution d’une équation du type (10.3) suivant

∂tu = iL u+ T δ
b01
.∇u+ T δ

b02
.∇u+ T δ

a01
u+ T δ

a02
u+ f(x, t) (10.3)

pour f = 0, b01 = ∇xu0, b02 = ∇xu0, a01 = a02 = 0 et u(x, 0) = u0.

On obtient que Υw(t) est une solution de l’équation (10.3) pour

f = f1 + f2 + f3 (10.4)

avec
f1(x, t) = (T∇xw − T δ

∇xw).∇w(x, t) + (T∇xw − T δ
∇xw).∇w(x, t),

f2(x, t) = (T δ
∇xw − T δ

∇xu0
).∇w(x, t) + (T δ

∇xw − T δ
∇xu0

).∇w(x, t),

f3(x, t) = R(∇xw,∇xw).

Υw(x, 0) = u0 et b01 = ∇xu0, b
0
2 = ∇xu0, a1 = a2 = 0.

On démontre alors que s’il existe ϱ tel que, pour tout i ∈ {1, 2},

b0i (x) =
∑
µ∈Zn

α0
i,µφ

0
i,µ(x)

avec
α0
i,µ ∈ l1,

suppφ0
i,µ ∈ 2Qµ

et
∥φ0

i,µ∥Cϱ ≤ 1

(où, pour ϱ > 0, Cϱ est la classe de Hölder si ϱ non entier et l’espace des fonctions ϱ fois dérivables à
dérivées bornées sinon) alors les équations du type (10.3) admettent une solution unique, sur tout intervalle
de temps [0, T ], qui vérifie les estimations d’énergie suivantes :

sup
0≤t≤T

∥u(t)∥s ≤ A

(
∥u0∥s +

∫
[0,T ]

∥f(t)∥s dt
)

(10.5)

Pour tout σ0 > 0 et tout σ1 ∈ {0, 1}, on a

|||Js+ 1
2u(t)|||T,σ0,σ1 ≤ A

(
∥u0∥s +

∫
[0,T ]

∥f(t)∥s dt
)

(10.6)

sup
0≤t≤T

∥u(t)∥s ≤ A
(
∥u0∥s + |||Js− 1

2f |||′T
)

(10.7)

|||Js+ 1
2u|||T,σ0,0 ≤ A

(
∥u0∥s + |||Js− 1

2f |||T,−σ0−2,0

)
(10.8)

|||Js+ 1
2u|||T,σ0,1 ≤ A

(
∥u0∥s + |||Js− 1

2f |||′T
)

(10.9)

avec

|||u|||T,σ0,σ1 = sup
µ∈Zn

(∫ T

0

∥σ
1
2
0 ⟨x− σ1xµ⟩−

1+σ0
2 u∥20 dt

) 1
2
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|||u|||′T =
∑
µ∈Zn

(∫ T

0

∫
Qµ

|u(x, t)|2dxdt

) 1
2

∥L2([0,T ]×Qµ) = ∥u∥l1µ(L2(Qµ×[0,T ])).

où
A = c1 exp(c2T )

et, c1, c2 dépendent polynômialement de n, et des constantesA0,A1, eA0 et eA1 avecA0 etA1 des constantes
qui vérifient

A0 ≥ sup
i∈{1,2}

∑
µ

|α0
i,µ| et A1 ≥ sup

i∈{1,2}
∥b0i ∥C2 .

Dans le cas σ0 = 3 et σ1 = 1, on remarque que

|||f |||T,−σ0−2,0 = NT (f).

On remarque aussi que si
f = f1 + f2 + f3,

la méthode de démonstration fait que l’on peut obtenir par exemple, pour tout σ0 > 0 et tout σ1 ∈ {0, 1},

sup
[0,T ]

∥u∥s + |||Js+ 1
2u|||T,σ0,σ1 ≤ A∥u0∥s+

A

(∫ T

0

∥f1∥s dt+ |||Js− 1
2f2|||T,−5,0 +

∫ T

0

∥f3∥s dt
)
.

(10.10)

Dans l’exemple présenté dans cette section, on peut appliquer les estimations précédentes avec

A0 = ∥⟨x⟩
n
2
+εu0∥H n

2 +3+ε

car , en utilisant notamment le support de qµ, on a∑
µ

|α0
i,µ| =

∑
µ

∥qµ∇xu0∥C2 ≤
∑
µ

∥qµ∇xu0∥n
2
+2+ε

≤
∑
µ

∥⟨x− xµ⟩−
n
2
−ε⟨x⟩−

n
2
−ε∥n

2
+2+ε∥⟨x− xµ⟩−

n
2
−ε⟨x⟩

n
2
+ε∇xu0∥n

2
+2+ε.

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient que∑
µ

|α0
i,µ| ≤(∑

µ

∥⟨x− xµ⟩−
n
2
−ε⟨x⟩−

n
2
−ε∥2n

2
+2+ε

) 1
2
(∑

µ

∥⟨x− xµ⟩−
n
2
−ε⟨x⟩

n
2
+ε∇xu0∥2n

2
+2+ε

) 1
2

.

On applique alors le lemme 3.7, ce qui permet d’obtenir que∑
µ

|α0
i,µ| ≤ ∥⟨x⟩

n
2
+εu0∥n

2
+3+ε.

C’est le seul argument qui utilise que

∥⟨x⟩
n
2
+εu0∥n

2
+3+ε < +∞

qui est du à la méthode utilisée pour vérifieer que les coefficients bi admettent une décomposition suivant
les cubes Qµ et que b1 vérifie donc la condition nécessaire et suffisante (9.3).



98 CHAPITRE 10. IDÉES DE PREUVE DU THÉORÈME : CAS NON LINÉAIRE AVEC POIDS.

De plus, on a
A1 = ∥u0∥H n

2 +3+ε .

Or A1 ≤ A0, les inégalités précédentes restent donc vraies avec c1 = c2 = P (n,A0, e
A0) où P est un

polynôme.

On applique alors ces estimations à Υw pour w dans un espace métrique complet bien choisi pour pouvoir
appliquer un théorème du point fixe.
Soit un entier naturel p ≥ 2.
Cette méthode nous amène à estimer

λT1 (Υw) = sup
[0,T ]

∥Υw∥s et λT2,σ0,σ1
(Υw) = |||Js+ 1

2Υw|||T,σ0,σ1 ,

λT2,3,1(Υw) et λT2,1,0(Υw),

λT
3̃
(Υw) = sup

[0,T ]

∥⟨x⟩2∂tΥw∥n
2
+1+ε et λT4,k(Υw) = sup

[0,T ]

∥⟨x⟩kΥw∥n
2
+1+p−k+ε

pour tout σ0 > 0 et, σ1 = 0 ou σ1 = 1 par une fonction de λT1 (w), λ
T
2,σ0,σ1

(w), λT2,3,1(w), λ
T
2,1,0(w), λ

T
3̃
(w)

et λT4,k(w) bornée sur tout compact où

λT1 (w) = sup
[0,T ]

∥w∥s et λT2,σ0,σ1
(w) = |||Js+ 1

2w|||T,σ0,σ1 ,

λT
3̃
(w) = sup

[0,T ]

∥⟨x⟩2∂tw∥n
2
+1+ε et λT4,k(w) = sup

[0,T ]

∥⟨x⟩kw∥n
2
+3+p−k+ε.

Dans la suite, on note ΓT (w) le maximum de ces p+ 4 normes.
Plus précisément, on souhaite montrer que Υ admet un unique point fixe dans l’espace noté ZT

∥u0∥s tel que

ZT
∥u0∥s =

{
w,ΓT (w) ≤ 10Kn,u0

}
où Kn,u0 est une contante fixée assez grande qui ne dépend que de n, s et des différentes normes associées
aux espaces de Sobolev auxquels appartient u0.

Sachant que Υw est solution d’une équation de type (10.3), on peut lui appliquer l’estimation (10.10) où
f1, f2 et f3 sont définies dans (10.4).

On prouve que ∫ T

0

∥f3∥s dt ≤ AT sup
x∈[−M,M ]

|Θ(x)|λT1 (w)

où
M = sup

[0,T ]

∥w∥s et Θ ∈ C∞(R)

pour ϱ > 1 car f3 est le reste de Bony.

De plus, pour δ = 1
2

et ϱ ≥ 2, d’après le proposition 4.4, on a∫ T

0

∥f1∥s dt ≤ AT sup
[0,T ],i

∥bi∥C2 sup
[0,T ]

∥w∥s

avec
sup
[0,T ],i

∥bi∥C2 ≤ sup
[0,T ]

∥w∥n
2
+3+ε
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et donc ∫ T

0

∥f1∥s dt ≤ ATλT1 (w)
2.

On démontre aussi que

|||Js− 1
2f2|||T,−5,0 ≤ A sup

i∈{1,2}
∥⟨x⟩2(bi − b0i )∥L∞(Rn×[0,T ])λ

T
2,1,0(w).

En appliquant l’inégalité de Sobolev, on obtient que

∥⟨x⟩2(bi − b0i )∥L∞(Rn×[0,T ]) ≤ A sup
x∈[−M1,M1]

|Θ1(x)| × sup
k,[0,T ]

∥⟨x⟩2∂xk
(w − u0)∥n

2
+ε

où Θ1 ∈ C∞(R) et
M1 = sup

[0,T ]

∥w∥n
2
+1+ε + ∥u0∥n

2
+1+ε.

Dans cet exemple où b1 = ∇xw et b2 = ∇xw, on a Θ1(x) = 1.

On obtient donc
∥⟨x⟩2(bi − b0i )∥L∞(Rn×[−T,T ]) ≤ ATλT

3̃
(w).

On obtient donc que

λT1 (Υw) + λT2,σ0,σ1
(Υw) + λT2,3,1(Υw) + λT2,1,0(Υw)

≤ Kn,u0

(
1 + T

(
λT
3̃
(w)λT2,1,0(w) + sup

x∈[−λT
1 (w),λT

1 (w)]

|Θ(x)|λT1 (w) + λT1 (w)
2

))
,

c’est à dire que pour T assez petit, on obtient

λT1 (Υw) + λT2,σ0,σ1
(Υw) + λT2,3,1(Υw) + λT2,1,0(Υw) ≤ 2Kn,u0

Estimons alors
λT
3̃
(Υw) = sup

[0,T ]

∥⟨x⟩2∂tΥw∥n
2
+1+ε.

On rappelle que
L =

∑
j≤k

∂xj
−
∑
j>k

∂xj

On remarque tour d’abord que Υw vérifie

∂tΥw = iLΥw + T δ
∇u0

.∇Υw + T δ
∇u0

.∇Υw + f(x, t)

avec f qui peut se mettre sous la forme

R̃(∇xw,∇xw)− R̃(∇xu0,∇xu0) +R(∇xu0,∇xu0),

où
R̃(∇xw,∇xw) = (T∇w − T δ

∇w).∇w + (T∇w − T δ
∇w).∇w +R(∇xw,∇xw),

et
R̃(∇xw,∇xw)− R̃(∇xu0,∇xu0) =

(T∇w−∇u0 − T δ
∇w−∇u0

).∇w + (T∇u0 − T δ
∇u0

).∇(w − u0)

+(T∇w−∇u0 − T δ
∇w−∇u0

).∇w + (T∇u0 − T δ
∇u0

).∇(w − u0)
+R(∇xw,∇xw)−R(∇xu0,∇xu0)

(10.11)
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En remarquant que

L (⟨x⟩2Υw) = ⟨x⟩2LΥw + (2k − 2(n− k))Υw − 2x̃.∇Υw

où x̃ = (−x1, ...,−xk, xk+1, ..., xn), on obtient que

⟨x⟩2∂tΥw = iL (⟨x⟩2Υw) + ⟨x⟩2T δ
∇u0

.∇Υw
+⟨x⟩2T δ

∇u0
.∇Υw + 2ix̃.∇Υw − i(4k − 2n)Υw + ⟨x⟩2f(x, t).

D’après le lemme 3.4, on a

∥⟨x⟩2T δ
∇u0

.∇Υw + ⟨x⟩2T δ
∇u0

.∇Υw + 2ix̃.∇Υw∥n
2
+1+ε

≤ A(1 + 2∥∇u0∥L∞)∥⟨x⟩2Υw∥n
2
+2+ε.

On obtient donc

λT
3̃
(Υw) ≤ A(1 + 2 sup

k
∥∂ku0∥L∞)λT4,2(Υw) + sup

[0,T ]

∥⟨x⟩2f∥n
2
+1+ε

λT
3̃
(Υw) ≤ A(1 + 2 sup

k
∥∂ku0∥L∞)λT4,2(Υw)

+ sup
[0,T ]

∥⟨x⟩2(R̃(∇w,∇w)− R̃(∇u0,∇u0))∥n
2
+1+ε + ∥⟨x⟩2R(∇u0,∇u0)∥n

2
+1+ε.

Dans la suite θ1 désigne une fonction dans C∞(Rn) telle que θ1 = 0 sur B(0, 1) et θ1 = 1 en dehors de
B(0, 2). On a alors que

λT
3̃
(Υw) ≤ A(1 + 2 sup

k
∥∂ku0∥L∞)λT4,k(Υw) + sup

[0,T ]

∥⟨x⟩2f∥n
2
+1+ε (10.12)

λT
3̃
(Υw) ≤ A(1 + 2 sup

k
∥∂ku0∥L∞)λT4,2(Υw)

+ sup
[0,T ]

∥⟨x⟩2(R̃(∇w,∇w)− R̃((1− θ1(D/R))∇w, (1− θ1(D/R))∇w))∥n
2
+1+ε

+sup
[0,T ]

∥⟨x⟩2(R̃((1− θ1(D/R))∇w, (1− θ1(D/R))∇w)−

R̃((1− θ1(D/R))∇u0, (1− θ1(D/R))∇u0))∥n
2
+1+ε

+sup
[0,T ]

∥⟨x⟩2(R̃((1− θ1(D/R))∇u0, (1− θ1(D/R))∇u0)− R̃(∇u0,∇u0))∥n
2
+1+ε

+∥⟨x⟩2R(∇u0,∇u0)∥n
2
+1+ε.

(10.13)

On rappelle que, pour tout w1 et tout w2, on a

R̃(∇xw1,∇xw1)− R̃(∇xw2,∇xw2) =
(T∇w1−∇w2 − T δ

∇w1−∇w2
).∇w1 + (T∇w2 − T δ

∇w2
).∇(w1 − w2)

+(T∇w1−∇w2 − T δ
∇w1−∇w2

).∇w1 + (T∇w2 − T δ
∇w2

).∇(w1 − w2)
+R(∇xw1,∇xw1)−R(∇xw2,∇xw2)

(10.14)

D’après le proposition 4.4 et le théorème 4.4, on obtient donc que

sup
[0,T ]

∥⟨x⟩2(R̃(∇w,∇w)− R̃((1− θ1(D/R))∇w, (1− θ1(D/R))∇w))∥n
2
+1+ε

≤ A(2∥θ1(D/R)∇w∥L∞∥⟨x⟩2∇w∥n
2
+1+ε

+2∥(1− θ1(D/R))∇w∥L∞∥⟨x⟩2θ1(D/R)∇w∥n
2
+1+ε

+ sup
x∈[−M1,M1]

|Θ(x)|∥⟨x⟩2θ1(D/R)∇w∥n
2
+1+ε)

avec, d’après le lemme 3.4,

M1 = max

(
sup
[0,T ]

∥⟨x⟩2∇w∥n
2
+1+ε, sup

[0,T ]

∥⟨x⟩2(1− θ1(D/R))∇w∥n
2
+1+ε

)
≤ λT4,2(w).
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On obtient donc que

sup
[0,T ]

∥⟨x⟩2(R̃(∇w,∇w)− R̃((1− θ1(D/R))∇w, (1− θ1(D/R))∇w))∥n
2
+1+ε

≤ A

R

(
4λT1 (w) + sup

x∈[−λT
4,2(w),λT

4,2(w)]

|Θ(x)|

)
λT4,2(w)

De plus, on a

sup
[0,T ]

∥⟨x⟩2(R̃((1− θ1(D/R))∇w, (1− θ1(D/R))∇w)−

R̃((1− θ1(D/R))∇u0, (1− θ1(D/R))∇u0))∥n
2
+1+ε

≤ A(2∥(1− θ1(D/R))∇(w − u0)∥L∞∥⟨x⟩2∇w∥n
2
+1+ε

+2∥(1− θ1(D/R))∇w∥L∞∥⟨x⟩2(1− θ1(D/R))∇(w − u0)∥n
2
+1+ε

+ sup
x∈[−M2,M2]

|Θ(x)|∥⟨x⟩2(1− θ1(D/R))∇x(w − u0)∥n
2
+1+ε)

avec

M2 = max

(
sup
[0,T ]

∥⟨x⟩2(1− θ(D/R))∇u0∥n
2
+1+ε, sup

[0,T ]

∥⟨x⟩2(1− θ(D/R))∇w∥n
2
+1+ε

)

où, d’après le lemme 3.4, on a

sup
[0,T ]

∥⟨x⟩2(1− θ(D/R))∇w∥n
2
+1+ε ≤ λT4,2(w).

On obtient donc

sup
[0,T ]

∥⟨x⟩2(R̃((1− θ1(D/R))∇w, (1− θ1(D/R))∇w)−

R̃((1− θ1(D/R))∇u0, (1− θ1(D/R))∇u0))∥n
2
+1+ε

≤ ARTλT
3̃
(w)

(
4λT4,2(w) + sup

x∈[−M2,M2]

|Θ(x)|

)
.

En réinjectant ces dernières estimations dans (10.13), on obtient que

λT
3̃
(Υw) ≤ A(1 + sup

k
∥∂ku0∥L∞)λT4,2(Υw)+

A

R

(
4λT1 (w) + sup

x∈[−λT
4,2(w),λT

4,2(w)]

|Θ(x)|

)
λT4,2(w)

+ARTλT
3̃
(w)

(
4λT4,2(w) + sup

x∈[−M2,M2]

|Θ(x)|

)
+Kn,u0

où Kn,u0 est fixée telle que

Kn,u0 ≥
sup
[0,T ]

∥⟨x⟩2(R̃((1− θ1(D/R))∇u0, (1− θ1(D/R))∇u0)− R̃(∇u0,∇u0))∥n
2
+1+ε

+∥⟨x⟩2R(∇u0,∇u0)∥n
2
+1+ε.
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Sachant que w ∈ ZT
∥u0∥s , on obtient que

λT
3̃
(Υw) ≤ A(1 + sup

k
∥∂ku0∥L∞)λT4,2(Υw)+(

A

R
+ ART

)(
80Kn,u0 + 2 sup

x∈[−10Kn,u0 ,10Kn,u0 ]

|Θ(x)|

)
10Kn,u0 +Kn,u0

(10.15)

Pour prouver que Υ stabilise ZT
∥u0∥s pour R assez grand et T assez petit, Il reste à estimer λT4,k(Υw) pour

tout k ≤ p.
On commence par remarquer que, à l’aide de l’équation intégrale (10.2), on obtient que

λT4,k(Υw) ≤ ∥⟨x⟩kW (t)u0∥n
2
+3+p−k+ε + T sup

[0,T ]

∥⟨x⟩kf∥n
2
+3+p−k+ε.

D’après le théorème 4.4 appliquées dans la cas s1 = k et ϱ = 1, et la proposition 4.4 appliquée avec
δ′ = δ = 1

2
et ϱ′ = 2, ce qui fait que δ′ϱ′ = 1, on a

∥⟨x⟩k(f3 + f1)∥n
2
+3+p−k+ε ≤ A

(
sup

x∈[−M3,M3]

|Θ(x)|+ 2∥∇xw∥C2

)
λT4,k(w)

avec
M3 = λT4,k(w).

D’après le lemme 4.3 appliqué dans le cas ϱ = 0 et σ1 = 0, on a

∥⟨x⟩kf2∥n
2
+3+p−k+ε ≤ 2A∥⟨x⟩k∇(w − u0)∥L∞∥∇w∥n

2
+3+p−k+ε

∥⟨x⟩kf2∥n
2
+3+p−k+ε ≤ A(λT4,2(w) + ∥⟨x⟩k∇u0∥L∞)λT4,k−1(w)

On obtient donc que

λT4,k(Υw) ≤ ∥⟨x⟩kW (t)u0∥n
2
+3+p−k+ε + T×(

A

(
sup

x∈[−M3,M3]

|Θ(x)|+ 2∥∇xw∥C2

)
λT4,k(w) + A(λT4,2(w) + ∥⟨x⟩k∇u0∥L∞)λT4,k−1(w)

)
.

λT4,k(Υw) ≤ ∥⟨x⟩kW (t)u0∥n
2
+3+p−k+ε

+TA

(
sup

x∈[−Kn,u0 ,Kn,u0 ]

|Θ(x)|+ 4Kn,u0

)
Kn,u0 .

(10.16)

Pour estimer ∥⟨x⟩kW (t)u0∥n
2
+3+p−k+ε, on utilise que ⟨x⟩kW (t)u0 est solution de

∂tu = iL u+ (Tb01 + Tb02B).∇u+ (Ta01 + Ta02B)u+ f (10.17)

avec pour donnée initiale ⟨x⟩ku0, B l’opérateur de conjugaison et

f(x, t) = fk(x, t) = i⟨x⟩k[(L + T δ
b01
.∇+ T δ

b02
.∇B), ⟨x⟩−k]⟨x⟩⟨x⟩k−1W (t)u0.

On applique alors l’estimation (10.5), ce qui donne

sup
[0,T ]

∥⟨x⟩kW (t)u0∥n
2
+3+p−k+ε

≤ Cn(∥⟨x⟩ku0∥n
2
+3+ε)

(
∥⟨x⟩ku0∥n

2
+3+p−k+ε +

∫ T

0

∥fk∥n
2
+3+p−k+ε dt

)
,
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avec, d’après le corollaire 3.3,

∥fk∥n
2
+3+p−k+ε ≤ Cn(∥u0∥s) sup

[0,T ]

∥⟨x⟩k−1W (t)u0∥n
2
+3+p−(k−1)+ε.

∥fk∥n
2
+3+ε ≤ Cn(∥u0∥s)λT4,k−1(W (t)u0).

Pour estimer λT4,k−1(W (t)u0), on réitére la même opération, ce qui fait que l’on doit estimer λT4,k−2(W (t)u0)
et ainsi de suite jusqu’à

λT4,1(W (t)u0).

Ce qui revient à estimer, pour tout j ∈ [[1, n]],

sup
[0,T ]

∥xjW (t)u0∥n
2
+3+p−1+ε.

Ce qui à déja été fait précédemment dans le cas p = 1. On remarque alors xjW (t)u0 est solution d’une
équation de type (9.20) avec

f = fj = i[xj,L ] + [xj, T
δ
b01
.∇] + [xj, T

δ
b02
.∇]BW (t)u0

et de donnée initiale xju0 avec [xj,L ] l’opérateur de symbole −1
i
ξ̃j et [xj, T δ

b0i
.∇] l’opérateur de symbole

−1
i
∂ξj(b̃

δ(x, ξ).ξ).
On a donc

∥xjW (t)u0∥n
2
+3+p−1+ε

≤ Cn(∥xju0∥n
2
+3+p−1+ε)

(
∥xju0∥n

2
+3+p−1+ε + T sup

[0,T ]

∥W (t)u0∥n
2
+3+p+ε

)
.

On conclut en rappelant que W (t)u0 est solution de (9.20) avec f = 0 et donc, pour s ≥ n
2
+3+ p+ ε, on a

sup
[0,T ]

∥W (t)u0∥n
2
+3+p+ε ≤ A∥u0∥s.

On obtient, d’après (10.16), que que

λT4,k(Υw) ≤ A∥u0∥s ++TA
(
supx∈[−Kn,u0 ,Kn,u0 ]

|Θ(x)|+ 4Kn,u0

)
Kn,u0 . (10.18)

Pour tout entier k ≤ p, pour T assez petit, on obtient donc que

λT4,k(Υw) ≤ 10Kn,u0 .

En utilisant (10.18) dans (10.15), on obtient aussi que, pour R assez grand et T assez petit,

λT
3̃
(Υw) ≤ 10Kn,u0 .

Ce sont toutes ces estimations qui permettent de prouver que Υ admet un point fixe dans un espace normé
complet bien construit pour obtenir le résultat donné par le théorème 7.2.

L’introduction d’un poids semble nécessaire car dans le cas où L = ∆, b2 = 0 et Tb1 étant plus simplement
la multiplication par b1, l’équation (10.3) a été étudiée dans de nombreux travaux comme [73], [49] et une
condition nécessaire portant sur le coefficient b1(x) a été démontrée :

sup
x∈Rn,ω∈Sn−1,R>0

∣∣∣∣I ∫ R

0

b1(x+ rω).ω dr

∣∣∣∣ <∞ (10.19)
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On observe que dans le cas où b1 est réelle, cette condition est vérifiée.
Dans le cas où b1 = u20 pour u ∈ Hs et s >

n

2
, à l’aide du théorème de trace de Sobolev, la condition

(10.19) est vérifiée mais dans le cas où b1 = ∇xu0 ∈ Hs, pour que cette condition soit vérifiée, il semble
que l’on doive introduire un poids.

L’utilisation d’estimations d’energie dans des espaces de Sobolev à poids fait que l’on doit aussi estimer le
reste de Bony dans ces espaces à poids.

On peut remarquer que la méthode de démonstration utilisée ne donne pas de meilleurs résultats si on a un
opérateur elliptique.



11
Preuve du théorème 7.3 : Existence globale et
effet régularisant pour des équations linéaires
(ou plutôt «paralinéaires») de Schrödinger
généralisées.

Dans cette section, nous traitons le problème de Cauchy pour l’équation de Schrödinger généralisée linéaire
définie ci-dessous.

On rappelle que Qµ est le cube µ + [0, 1]n, µ ∈ Zn. On note xµ le sommet du cube Qµ image de 0
par la translation de vecteur µ. La famille de cubes {Qµ}µ∈Zn recouvre Rn. On note Q∗

µ le cube de côté
2 obtenu par homothétie de centre le centre de Qµ. On note cn = ⟨dn⟩ où dn est la norme du vecteur
(1, 1, 1, ..., 1, 1, 1) ∈ Rn, longueur de la grande diagonale du cube Q0 ainsi que des cubes Qµ pour tout
µ ∈ Zn.

Théorème 11.1 Etant donné un nombre réel s et un nombre réel δ ∈ [0, 1[, on considère le problème de
Cauchy {

∂tu = iL u+ T δ
b1
.∇xu+ T δ

b2
.∇xū+ C1u+ C2ū+ f(x, t)

u(x, 0) = u0 ∈ Hs(Rn)
(11.1)

On suppose que C1 et C2 sont des opérateurs à symbole dans S0
1,δ1

avec 0 ≤ δ1 < 1, et que

b1, b2 ∈ Cϱ(Rn),

avec ϱ ≥ 2 et

(S.2)


bk(x) =

∑
µ∈Zn

αk,µφk,µ(x), k = 1, 2

suppφk,µ ⊆ Q∗
µ, ∥φk,µ∥Cϱ ≤ 1,

∑
µ

|αk,µ| ≤ Ak.

Pour tout nombre réel s et tout T > 0 tels que
∫ T

0
∥f(t)∥s dt < +∞ et NT (J

s− 1
2f) < +∞, l’équation

(11.1) admet une unique solution u dans C([0, T ] : Hs(Rn) telle qu’il existe un réel A tel que u vérifie
(7.2), (7.3), (7.6), (7.7), (7.4) et (7.5) rappelées ci dessous.

sup
0≤t≤T

∥u(t)∥2s ≤ A(∥u0∥2s + IT (J
sf, Jsu)), (11.2)

105
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|||Js+ 1
2u|||2T ≤ A(∥u0∥2s + IT (J

sf, Jsu)) (11.3)

avec

|||u|||T = sup
µ

(∫ T

0

∥⟨x− xµ⟩−2u∥20 dt
) 1

2

et IT (f, u) est une somme de 3 termes de la forme
∫ T

0
|⟨Gf, u⟩| dt où G ∈ OpS0

0,0 et ∥G∥L (L2(Rn)) indé-
pendante de T .

En particulier, on a
sup

0≤t≤T
∥u(t)∥s ≤ A(∥u0∥s +NT (J

s− 1
2f)), (11.4)

|||Js+ 1
2u|||T ≤ A(∥u0∥s +NT (J

s− 1
2f)) (11.5)

sup
0≤t≤T

∥u(t)∥s ≤ A

(
∥u0∥s +

∫ T

0

∥f(t)∥s dt
)
, (11.6)

|||Js+ 1
2u|||T ≤ A

(
∥u0∥s +

∫ T

0

∥f(t)∥s dt
)
. (11.7)

Remarques :
— Comme dans [31], le résultat ci-dessus est vrai avec la condition

|||J− 1
2f |||′T =

∑
µ

(∫ T

0

∫
Qµ

|J− 1
2f |2 dxdt

) 1
2

< +∞ au lieu de NT (J
− 1

2f) < +∞,

cette dernière quantité pouvant être un intermédiaire de calcul. Pour éviter encore de multiples notations et
détails techniques, nous ne travaillons qu’avec la norme NT . Nous n’avons pas trouvé d’estimation simple
qui lie ces deux normes.

— La constanteA utilisée ci-dessus est de la forme c1 exp(c2T ) avec c1 et c2 deux constantes strictement
positives.

— Nous allons démontrer le théorème sur l’intervalle [0, T ], le cas [−T, 0] se traitant de façon analogue
en remarquant v(x, t) = u(x,−t) est solution d’une équation du même type que u.

— Nous allons aussi travailler avec s = 0 puisque le cas général peut être ramené à ce cas en appliquant
Js à (11.1). Plus précisément, on pose v = Jsu et donc v0 = Jsu0 ∈ L2 pour u0 ∈ Hs. On obtient que v
est solution de {

∂tv = iL v + T δ
b1
.∇xv + T δ

b2
.∇xv̄ + C̃1v + C̃2v̄ + f̃(x, t)

v(x, 0) = v0 ∈ L2(Rn)
(11.8)

où
f̃ = Jsf

et
C̃k = JsCkJ

−s + [Js, Tbk .∇x]J
−s,

k = 1 ou 2, qui sont des opérateurs à symboles dans S0
1,max(δ1,δ)

car C1 et C2 ∈ OpS0
1,δ1

avec 0 ≤ δ1 < 1.
Ce qui suffit pour obtenir le théorème 11.1.

—Dans la suite, A désigne une constante polynômiale en n, A1, eA1 et A2.

Preuve du théorème 11.1.

La démonstration de ce théorème est assez longue.
Pour prouver ce théorème, on utilise les deux lemmes qui vont suivre, les lemmes 11.1 et 11.2 (effet régu-
larisant prouvé dans le section V.).
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Pour prouver ces lemmes, on régularise les coefficients b1 et b2 de manière classique comme indiqué dans
le lemme 8.1, ce qui permet de travailler avec des opérateurs à symbole dans S0,0 sans perte en régularité.
Les restes obtenus s’estiment correctement car ils sont petits par passage à la limite. C’est le lemme 11.10
qui donne cette estimation sachant que pour prouver ce lemme on utilise l’estimation (8.3) donnée dans le
lemme 8.1. On ne fait pas exactement un passage à la limite car sinon on ne peut obtenir l’existence un
intervalle [0, T0] avec T0 > 0 qui tend vers 0 si l’on passe à la limite et donc, avec la méthode utilisée, on
ne peut étendre l’existence à tout intervalle [0, T ].

Pour démontrer les lemmes 11.1 et le lemme 11.2, on suppose donc que u désigne une solution de (11.1) si
elle existe avec les coefficients b1 et b2 vérifiant les hypothèses supplémentaires ci-dessous :

∀k ∈ {1, 2}, bk ∈ C∞(Rn) (11.9)
bk(x) =

∑
µ∈Zn

αk,µφk,µ(x), k = 1, 2

∥φk,µ∥Cϱ ≤ 1,
∑
µ

|αk,µ| ≤ Ak.
(11.10)

∀M ∈ N, φk,µ ∈ CM(Rn) et ∀M0 ∈ N, sup
µ

∥⟨x− xµ⟩M0φk,µ∥CM ≤ An,M0,M . (11.11)

Lemme 11.1

Il existe un opérateur C inversible et borné dans L2(Rn), un réel A et trois entiers naturels N , M et M0

tels que, pour tout T > 0,

sup
0≤t≤T

∥Cu(t)∥20 ≤ A∥Cu0∥20 + 2

∫ T

0

|⟨Cf,Cu⟩| dt

+A sup
µ,i

∥⟨x− xµ⟩M0φi,µ∥NCM

(
RT sup

0≤t≤T
∥u∥20 +

1

R
|||J

1
2u|||2T

)
.

Lemme 11.2

Il existe un réel A et un opérateur Ψ ∈ OpS0
1,0 tels que pour tout T > 0, on a

|||J1/2u|||2T ≤ A

(∫ T

0

|⟨Ψf, u⟩| dt+ (1 + T ) sup
0≤t≤T

∥u∥20
)
,

l’estimation ci-dessus n’utilisant seulement que ϱ ≥ 2, (11.11) dans le cas M ≤ 2 et pas (11.9).

On a aussi, pour tout R assez grand,

|||J1/2Cu|||2T ≤ A(

∫ T

0

|⟨ΨCf,Cu⟩| dt+ sup
0≤t≤T

∥Cu∥20)+

sup
µ,i

∥⟨x− xµ⟩M0φi,µ∥NCM

(
A

R
|||J

1
2u|||2T + ART sup

0≤t≤T
∥u(t)∥20

)
.

Remarques :
—Les preuves des lemmes 11.1 et 11.2 suivent en partie les démonstrations faites dans [31] : Lemme

3.2, 3.3.
— C’est l’utilisation du lemme 11.2 dans le cas C = Id appliqué à une solution d’une équation dont

les coefficient bi ne vérifie pas (11.9) et (11.11) qui fait que l’on suppose ϱ ≥ 2 pour pouvoir appliquer
l’inégalité de Garding précisée pour un système (théorème 8.4). Une amélioration est sans doute possible
en utilisant le théorème 8.5.
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—Pour des raisons techniques, on précise la dépendance des coefficients par rapport aux normes supµ,i ∥⟨x−
xµ⟩M0φi,µ∥NCM , les entiers M0 et M n’étant pas précisés mais suffisamment grands et ne dépendants que de
n.
Cette dépendance n’est précisée que si la régularité M utilisée est strictement supérieure à ϱ.

— La preuve de l’effet régularisant (lemme 11.2) vérifié par u ne coûte seulement que 2 crans de
régularité pour les coefficients b1 et b2. Ce qui coûte davantage en régularité pour obtenir l’effet régularisant
vérifié par Cu dans le cas où C est l’opérateur construit pour prouver le lemme 11.1, c’est l’utilisation de la
continuité L2 de C.

— À l’intérieur de ces preuves s’intercalent de nombreux lemmes ainsi que leur démonstration. Celle
du lemme 11.1 nécessite notamment les lemmes 11.5 et 11.6, et, celle du lemme 11.2 utilise le lemme de
Doi (voir [16]).

— Pour la preuve du lemme 11.2, on renvoie à la section V.

Preuve du lemme 11.1.
Soit C un opérateur à symbole réel dans la classe S0

0,0 tel que C soit borné dans L2 et inversible pour que
des estimations de sup

[0,T ]

∥Cu∥20 en donnent pour sup
[0,T ]

∥u∥20.

On a
∂t⟨Cu,Cu⟩ = ⟨C∂tu,Cu⟩+ ⟨Cu,C∂tu⟩, (11.12)

or
⟨iL Cu,Cu⟩+ ⟨Cu, iL Cu⟩ = 0, (11.13)

on obtient donc que

d

dt
⟨Cu,Cu⟩ = 2R⟨[CiL − iL C]u,Cu⟩+ 2R⟨CT δ

b1
.∇u,Cu⟩+

2R⟨CT δ
b2
.∇ū,Cu⟩+ 2R⟨Cu,Cf⟩+ 2R (⟨CC1u,Cu⟩+ ⟨CC2u,Cu⟩) .

On écrit alors que

2R⟨CT δ
b1
.∇u,Cu⟩ = 2R⟨CT δ

R(b1)
.∇u,Cu⟩+ 2R⟨CT δ

iI (b1)
.∇u,Cu⟩

donc
d

dt
⟨Cu,Cu⟩ = 2R⟨[CiL − iL C]u,Cu⟩+ 2R⟨CT δ

iI (b1)
.∇u,Cu⟩+ 2R⟨CT δ

R(b1)
.∇u,Cu⟩

+2R⟨CT δ
b2
.∇ū,Cu⟩+ 2R⟨Cu,Cf⟩+ 2R (⟨CC1u,Cu⟩+ ⟨CC2u,Cu⟩) .

Par construction de C (plus de détails seront donnés dans les sections suivantes, en particulier, voir les
lemmes 11.5, 11.7), pour tout T > 0, on a les deux inégalités suivantes :∫ T

0

|2R (⟨CC1u,Cu⟩+ ⟨CC2u,Cu⟩)| dt ≤ A sup
µ

∥⟨x− xµ⟩M0φ1,µ∥2CM sup
[0,T ]

∥u∥20.

∫ T

0

|⟨CT δ
R(b1)

.∇u,Cu⟩| dt ≤ sup
µ

∥⟨x− xµ⟩M0φ1,µ∥3CM

(
A

R
|||J

1
2u|||2T + AT sup

[0,T ]

∥u∥20

)
.

En intégrant sur [0, T0], pour tout T0 ∈ [0, T ], on obtient

∥Cu(T0)∥22 ≤ ∥Cu0∥20 +
∣∣∣∣2R ∫ T0

0

⟨CT δ
b2
.∇ū,Cu⟩ dt

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣2R ∫ T0

0

⟨Cu,Cf⟩ dt
∣∣∣∣

+sup
µ

∥⟨x− xµ⟩M0φ1,µ∥3CM

(
A

R
|||J

1
2u|||2T + AT sup

[0,T ]

∥u∥20

)
+∣∣∣∣2R ∫ T0

0

⟨i [CL − L C]u,Cu⟩ dt+ 2R

∫ T0

0

⟨CT δ
iI (b1)

.∇u,Cu⟩ dt
∣∣∣∣ .

(11.14)
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Dans la suite, nous allons construire C pour rendre le terme∣∣∣∣2R ∫ T

0

⟨i [CL − L C]u,Cu⟩ dt+ 2R

∫ T

0

⟨CT δ
iI (b1)

.∇u,Cu⟩ dt
∣∣∣∣

suffisamment petit dans un sens que l’on précisera ultérieurement.

On note c(x, ξ) le symbole de C. Par construction de C, on a

c(x, ξ) ∈ R

et
R(⟨CT δ

iI (b1)
.∇u,Cu⟩) = ⟨(−c(x, ξ)I (b̃δ1(x, ξ)).ξ)(x,D)u,Cu⟩+ R(⟨E2,Ru,Cu⟩

avec
E2,R = CT δ

iI (b1)
.∇− (c(x, ξ)iI (b̃δ1(x, ξ)).iξ)(x,D).

Construction de C :

On rappelle que
L =

∑
j≤k

∂xj
−
∑
j>k

∂xj

et on pose
ξ̃ = (−ξ1, ..,−ξk, ξk+1, ..., ξn)

et, on note c(x, ξ) le symbole de C.

Nous allons construire C à symbole
c(x, ξ) ∈ S0

0,0.

On a
i [CL − L C] = −2

(
ξ̃.∇xc(x, ξ)

)
(x,D) + E

où
E = L c(x,D) ∈ OpS0

0,0

avec, par construction de C (voir lemme 11.5), pour M assez grand,

∥Eu∥0 ≤ A sup
µ

∥⟨x− xµ⟩M0φ1,µ∥CM∥u∥0.

Le but est de rendre
−2ξ̃.∇xc(x, ξ)− c(x, ξ)I (b̃δ1(x, ξ)).ξ

aussi petit que possible.

On pose c(x, ξ) = cR(x, ξ) avec R > 1.
On souhaite aussi que C soit inversible sur L2.
On pose

cR(x, ξ) = exp (γR(x, ξ)) et γR(x, ξ) =
∑
µ∈Zn

α1,µγR,µ(x, ξ)

avec ∑
µ∈Zn

|α1,µ| ≤ A1
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où les α1,µ sont les coefficients donnés dans l’hypothèse du théorème 11.1 de décomposition de b1 suivant
les cubes Qµ. On a alors que

∇xcR(x, ξ) = ∇xγR(x, ξ) exp (γR(x, ξ)) = ∇xγR(x, ξ)cR(x, ξ)

−2ξ̃.∇xc(x, ξ)− c(x, ξ)I (b̃δ1(x, ξ)).ξ = cR(x, ξ)(−2ξ̃.∇xγR(x, ξ)− I (b̃δ1(x, ξ)).ξ)

= cR(x, ξ)
∑
µ

α1,µ

(
−2ξ̃.∇xγR,µ(x, ξ)− I (φ̃δ

1,µ(x, ξ)).ξ
)

où, par définition, on a

φ̃δ
1,µ(x, ξ) = (1− ψ1(|ξ|))|ξ|δn

∫
Rn

χ̂1(|ξ|δ(x− y))φ1,µ(y) dy.

Construisons alors γR,µ.

Considérons tout d’abord la fonction

ηµ(x, ξ) =
1

2

∫ ∞

0

I (φ̃δ
1,µ(x+ sξ̃, ξ)).ξ ds =

1

2

∫ ∞

0

I

(
φ̃δ
1,µ

(
x+ s

ξ̃

|ξ|
, ξ

))
.
ξ

|ξ|
ds.

Lemme 11.3 On rappelle que xµ est un des coins de Qµ. On a ηµ ∈ C∞ et, pour tous multi-indices α et
β, ∣∣∣∂βξ ∂αx ηµ(x, ξ)∣∣∣ ≤ Aα,β,n⟨x− xµ⟩|β|⟨ξ⟩−|β|∥⟨x− xµ⟩|β|+2φ1,µ∥C|α|+|β| (11.15)

où Aα,β,n est une constante qui ne dépend que de n, α, β, et δ.

De plus, on a
2ξ̃.∇xηµ(x, ξ) = −I (φ̃δ

1,µ(x, ξ)).ξ. (11.16)

Preuve. On a

ηµ(x, ξ) =
(1− ψ1(|ξ|))|ξ|δn

2

∫ ∞

0

∫
Rn

χ̂1(|ξ|δy)I

(
φ1,µ

(
x+ s

ξ̃

|ξ|
− y

))
.
ξ

|ξ|
dsdy.

Pour tous multi-indices α et β, on a

∂αx∂
β
ξ ηµ(x, ξ) =

∑
β1≤β

Aβ1,β∂
β−β1

ξ

(
1− ψ1(|ξ|)

2

)
×∫ ∞

0

∫
Rn

∂β1

ξ

(
χ̂1(|ξ|δy)I

(
∂αxφ1,µ

(
x+ s

ξ̃

|ξ|
− y

))
.
ξ|ξ|δn

|ξ|

)
dsdy.

∂αx∂
β
ξ ηµ(x, ξ) =

∑
β1≤β

Aβ1,β∂
β−β1

ξ

(
1− ψ1(|ξ|)

2

) ∑
β2≤β1

Aβ2,β1×∫ ∞

0

∫
Rn

∂β1−β2

ξ

(
χ̂1(|ξ|δy)

)
∂β2

ξ

(
I

(
∂αxφ1,µ

(
x+ s

ξ̃

|ξ|
− y

))
.
ξ|ξ|δn

|ξ|

)
dsdy.

∂αx∂
β
ξ ηµ(x, ξ) =

∑
β1≤β

Aβ1,β∂
β−β1

ξ

(
1− ψ1(|ξ|)

2

) ∑
β2≤β1

Aβ2,β1

∑
β3≤β2

Aβ3,β2 ×
n∑

j=1∫ ∞

0

∫
Rn

∂β1−β2

ξ

(
χ̂1(|ξ|δy)

)
∂β3

ξ

(
I

(
∂αxφ1,µ,j

(
x+ s

ξ̃

|ξ|
− y

)))
∂β2−β3

ξ

(
ξj|ξ|δn

|ξ|

)
dsdy.
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Or, pour tout k ∈ [[1, n]], on a

⟨s⟩ ≤ ⟨xµk
− xk⟩⟨yk⟩⟨xµk

− xk + s
ξ̃k
|ξ|

− yk⟩.

et

1 =

⟨
xµk

− xk + s
ξ̃k
|ξ|

− yk

⟩2

⟨
xµk

− xk + s
ξ̃k
|ξ|

− yk

⟩2 .

De plus, dans le cas β1 ̸= β2 et β3 ̸= 0, d’après la formule de Faa di Bruno, pour γ = β1 − β2, on a

∂γξ (χ̂1(|ξ|δy)) =
∑

ν ∈ Nn

|ν| = q ≤ |γ|

∑
γ = γ1 + ...+ γq

γi ̸= 0
γi ∈ Nn

∂νχ̂1(|ξ|δy)∂γ1ξ (|ξ|δ)...∂γqξ (|ξ|δ)yν .

Sachant que sur le support de 1− ψ, on a |ξ| ≥ 1. En posant

χ2(ξ, y) = ∂β1−β2

ξ (χ̂1(|ξ|δy)),
on obtient donc que

|χ2(ξ, y)| ≤ Aβ1,β2

∑
ν≤β1−β2

|∂νχ̂1(|ξ|δy)||ξ|δ|ν|−|β1|+|β2||y||ν| (11.17)

et

∂β3

ξ

(
I

(
∂αxφ1,µ,j

(
x+ s

ξ̃

|ξ|
− y

)))
=

∑
ν1 ∈ Nn

|ν1| = q1 ≤ |β3|

∑
β3 = β̃1 + ...+ β̃q1

β̃i ̸= 0
βi ∈ Nn

I

(
∂ν1+αφ1,µ,j

(
x+ s

ξ̃

|ξ|
− y

))
sq1

q1∏
k=1

∂β̃k

ξ

(
ξik
|ξ|

)

avec ∏
k

ξik = ξν1 .

On en déduit donc que∣∣∣∣∣∂β3

ξ

(
I

(
∂αxφ1,µ,j

(
x+ s

ξ̃

|ξ|
− y

)))∣∣∣∣∣ ≤ ∑
ν1≤β3

sup
Rn

|∂ν1+αφ1,µ,j|s|β3||ξ|−|β3|.

De plus, on a

|∂β2−β3

ξ

(
ξk|ξ|δn

|ξ|

)
| ≤ A|ξ|δn−|β2|+|β3|.

Ce qui permet d’obtenir que pour tous multi-indices α et β, on a

|∂αx∂
β
ξ ηµ(x, ξ)| ≤ A⟨x− xµ⟩|β||ξ|−|β|∥⟨x− xµ⟩|β|+2φ1,µ∥C|α|+|β|

∑
β3≤β2≤β1≤β∣∣∣∣∂β−β1

ξ

(
1− ψ1(|ξ|)

2

)∣∣∣∣×∫
Rn

∫ ∞

0

1⟨
xµk

− xk + s
ξ̃k
|ξ|

− yk

⟩2 ds ⟨y⟩|β3||ξ|nδ(|ξ|δy)β1−β2 |χ2(ξ, y)| dy.
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On pose alors k = kξ tel que
|ξkξ | = max

k∈[[1,n]]
|ξk|.

Sachant que, sur le support de 1− ψ1, on a |ξ| ≥ 1 donc, on a nécessairement

|ξkξ | ≥
1√
n
.

De plus,
|ξ| ≤

√
n|ξkξ |.

On obtient donc que

|∂αx∂
β
ξ ηµ(x, ξ)| ≤ A⟨x− xµ⟩|β||ξ|−|β|∥⟨x− xµ⟩|β|+2φ1,µ∥C|α|+|β|

∑
β3≤β2≤β1≤β∫

Rn

[
|ξ|
ξ̃kξ

arctan

(
xµkξ

− xkξ + s
ξ̃kξ
|ξ|

− ykξ

)]∞
0

⟨y⟩|β||ξ|nδ(|ξ|δy)β1−β2 |χ2(ξ, y)| dy.

Dans le cas ξ̃kξ < 0, on a[
|ξ|
ξ̃kξ

arctan

(
xµkξ

− xkξ + s
ξ̃kξ
|ξ|

− ykξ

)]∞
0

= −π
2

|ξ|
ξ̃kξ

− |ξ|
ξ̃kξ

arctan
(
xµkξ

− xkξ − ykξ

)
[
|ξ|
ξ̃kξ

arctan

(
xµkξ

− xkξ + s
ξ̃kξ
|ξ|

− ykξ

)]∞
0

≤ 2π

2

|ξ|
|ξ̃kξ |

≤ π
√
n

On a la même estimation dans le cas ξ̃kξ > 0. Or

⟨y⟩|β| ≤ A(1 + |y||β|),

on obtient donc que

|∂αx∂
β
ξ ηµ(x, ξ)| ≤ Aπ

√
n⟨x− xµ⟩|β||ξ|−|β|∥⟨x− xµ⟩|β|+2φ1,µ∥C|α|+|β|

∑
β3≤β2≤β1≤β∫

Rn

(1 + |ξ|−δ|β|||ξ|δy||β|)|ξ|nδ(|ξ|δy)β1−β2|χ2(ξ, y)| dy.

La fonction χ̂1 (Voir χ2 définie avant (11.17)) étant dans l’espace de Schwartz, on obtient l’estimation
annoncée dans le cas β1 ̸= β2 et β3 ̸= 0.

Le cas β1 = β2 ou β3 = 0 se traite avec le même type d’arguments ou plus simplement.

Démontrons ensuite l’égalité (11.16).

Par définition de ηµ, on a

2ξ̃.∇xηµ(x, ξ) = −
∫ +∞

0

∑
j∈[[1,n]]

ξj ξ̃.∇x(I (φ̃δ
1,µ,j(x+ sξ̃, ξ))) ds,

or
∇x(φ̃

δ
1,µ,k(x+ sξ̃, ξ)) = (∇xφ̃

δ
1,µ,k)(x+ sξ̃, ξ),

(∇xφ̃
δ
1,µ,,k)(x+ sξ̃, ξ).ξ̃ =

d

ds
(φ̃δ

1,µ,k(x+ sξ̃, ξ))
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et

|φ̃δ
1,µ,j(x+ sξ̃, ξ)| ≤ A

⟨x− xµ + sξ̃⟩
car

⟨x− xµ⟩N |φ1,µ,j(x)| ≤ AN⟨dn⟩N .

On obtient donc l’égalité donnée dans le lemme 11.3. □

On définit alors

vµ(x, ξ) =
ηµ(x, ξ) + ηµ(x,−ξ)

2
.

La fonction vµ est paire en ξ et vérifie le lemme 11.3. Soit ψ ∈ C∞
0 (R) telle que ψ(x) = 0 si |x| > 1 et

ψ(x) = 1 si |x| ≤ 1
2
. Définissons ensuite

γR,µ(x, ξ) = θ1

(
ξ

R

)
ψ

(
R
⟨x− xµ⟩

⟨ξ⟩

)
vµ(x, ξ),

où R est un réel dans [1,+∞[, fixé très grand.

Les preuves des quatre lemmes 11.4, 11.5, 11.6 et 11.7 qui suivent sont données juste après que ces lemmes
aient été énoncés.

Lemme 11.4

(a) Le symbole γR,µ(x, ξ) est pair en ξ et réel.
(b) On a

∀α, β ∈ Nn, |∂αx∂
β
ξ γR,µ(x, ξ)| ≤ Aα,β supµ ∥⟨x− xµ⟩|β|+2φ1,µ∥C|α|+|β| .

Ici, comme dans la suite, une constante notée Aα,β est une constante qui ne dépend que de n, de α et β.
(c) On a

−2ξ̃.∇xγR,µ(x, ξ)− I (φ̃δ
1,µ(x, ξ)).ξ = eR,µ(x, ξ)

où eR,µ(x,D) ∈ OpS0
0,0 avec ∥eR,µ(x,D)∥L (L2(Rn)) ≤ AR∥⟨x− xµ⟩M0φ1,µ∥CM .

(d) On a

∀α, β ∈ Nn, |∂αx∂
β
ξ ∂ξkγR,µ(x, ξ)| ≤

Aα,β

R
sup
µ

∥⟨x− xµ⟩|β|+3φ1,µ∥C|α|+|β|+1 , 1 ≤ k ≤ n.

Définissons maintenant σ(C), le symbole de C. On pose

σ(C) = c(x, ξ) = cR(x, ξ) = exp(γR(x, ξ)) avec γR(x, ξ) =
∑
µ

α1,µγR,µ(x, ξ).

où les α1,µ désignent les coefficients de la décomposition de b1 suivant les cubes Qµ (hypothèse (S.2),
théorème 7.3).

Lemme 11.5



114 CHAPITRE 11. PREUVE DU THÉORÈME : CAS "PARALINÉAIRE".

(i) Le symbole cR(x, ξ) est pair en ξ et réel.
(ii) On a

∀α, β ∈ Nn, |∂αx∂
β
ξ c(x, ξ)| ≤ Aα,β supµ ∥⟨x− xµ⟩|β|+2φ1,µ∥C|α|+|β| .

(iii) On a

∀α, β ∈ Nn, |∂αx∂
β
ξ ∂ξc(x, ξ)| ≤

Aα,β

R
sup
µ

∥⟨x− xµ⟩|β|+3φ1,µ∥C|α|+|β|+1 .

(iv) Pour i = 1 ou i = 2, tout ϱ > 1, tout T > 0 et tout R ≥ 1, on a∫ T

0

|⟨[C, T δ
bi
.∇]u, C̃u⟩| dt

≤ Amax

(
sup
µ,i

∥⟨x− xµ⟩M0φi,µ∥3CM , sup
µ,i

∥⟨x− xµ⟩M0φi,µ∥2CM

)
×

(
RT sup

[0,T ]

∥u∥20 +
1

R
|||J

1
2u|||2T

)
,

et, pour tout φ ∈ CM(Rn) tel que supµ ∥⟨x− xµ⟩M0φ∥CM < +∞, on a∫ T

0

|⟨[C, T δ
φ.∇]u, C̃u⟩| dt

≤ Amax

(
sup
µ,i

∥⟨x− xµ⟩M0φi,µ∥2CM , sup
µ,i

∥⟨x− xµ⟩M0φi,µ∥CM

)
× sup

µ
∥⟨x− xµ⟩M0φ∥CM

(
RT sup

[0,T ]

∥u∥20 +
1

R
|||J

1
2u|||2T

)

où N et M sont fixés assez grands ne dépendant que n, C̃ = Id ou C̃ = C.

(v) On a
i [C,L ] + CT δ

iI (b1)
.∇x = E1,R + E2,R + E

où
E1,R ∈ OpS0

0,0

est borné dans L2(Rn) avec

∥E1,R∥L (L2) ≤ AR sup
µ

∥⟨x− xµ⟩M0φ1,µ∥CM

et
E ∈ OpS0

0,0

borné dans L2(Rn) avec
∥E∥L (L2) ≤ A sup

µ
∥⟨x− xµ⟩M0φ1,µ∥CM .

De plus, pour tout T0 ∈ [0, T ], on a∣∣∣∣∫ T0

0

⟨E2,Ru,Cu⟩dt
∣∣∣∣ ≤ A sup

µ
∥⟨x− xµ⟩M0φ1,µ∥2CM

(
RT sup

0≤t≤T
∥u∥20 +

1

R
|||J

1
2u|||2T

)
,

∣∣∣∣∫ T0

0

⟨E2,Ru, u⟩dt
∣∣∣∣ ≤ A sup

µ
∥⟨x− xµ⟩M0φ1,µ∥CM

(
RT sup

0≤t≤T
∥u∥20 +

1

R
|||J

1
2u|||2T

)
,
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(vi) On a

∥u∥0 ≤ A sup
µ

∥⟨x− xµ⟩M0φ1,µ∥CM∥Cu∥0 +
A supµ ∥⟨x− xµ⟩M0φ1,µ∥2CM

R
∥u∥0.

Revenons à la preuve du lemme 11.1 et estimons 2R
∫ T

0
⟨CT δ

b2
∇ū,Cu⟩ dt, il suffit pour cela d’estimer

|
∫ T

0
⟨CT δ

b2
∇ū,Cu⟩ dt|.

Lemme 11.6

Soit C comme dans le lemme 11.5. On a∣∣∣∣∫ T

0

⟨CT δ
b2
∇ū,Cu⟩dt

∣∣∣∣ ≤ A sup
µ,i

∥⟨x− xµ⟩M0φi,µ∥3CM

(
RT sup

0≤t≤T
∥u∥20 +

1

R
|||J

1
2u|||T

)
.

Lemme 11.7

Soit C comme dans le lemme 11.5. On a∣∣∣∣∫ T

0

⟨CT δ
R(b1)

∇u,Cu⟩dt
∣∣∣∣ ≤ A sup

µ,i
∥⟨x− xµ⟩M0φi,µ∥3CM

(
RT sup

0≤t≤T
∥u∥20 +

1

R
|||J

1
2u|||T

)
.

Preuve du lemme 11.4

La proposition (a) est évidente. Vérifions la proposition (b).

Lemme 11.8 Pour tout multi-indices α et β, il existe Aα,β ∈ R tel que pour tout µ ∈ Zn et tout R ∈
[1,+∞[,

|∂αx∂
β
ξ ψ(

R⟨x−xµ⟩
⟨ξ⟩ )| ≤ Aα,β⟨ξ⟩−|β|.

Preuve : voir section V.

Revenons à la preuve du lemme 11.4. Les fonctions θ1, φ̃1,µ et ψ sont C∞ donc γR,µ est C∞. De plus,
pour tout multi-indice α, on a

∂αx γR,µ(x, ξ) = θ1

(
|ξ|
R

) ∑
|γ|≤|α|

Aγ,α∂
γ
x

(
ψ

(
R⟨x− xµ⟩

⟨ξ⟩

))
∂α−γ
x vµ(x, ξ)

et, pour tout multi-indice β, on a donc

∂βξ ∂
α
x γR,µ(x, ξ)

=
∑

|γ1|≤|β|,|γ|≤|α|

Aγ,α,γ1,β∂
γ1
ξ

(
θ1

(
|ξ|
R

))
∂γx

(
ψ

(
R⟨x− xµ⟩

⟨ξ⟩

))
∂β−γ1
ξ ∂α−γ

x vµ(x, ξ).

Or, θ1 ∈ C∞(R) est une fonction plateau telle que θ1(x) = 0 si |x| ≤ 1 et θ1(x) = 1 si |x| ≥ 2 donc on a
θ1(

|ξ|
R
) ∈ S0

1,0 avec, sur le support de θ′1, |ξ| ∼ R.

En utilisant les estimations obtenues sur ηµ (lemme 11.3), sachant que sur le support ψ,

⟨x− xµ⟩|β−γ1| ≤
(
⟨ξ⟩
R

)|β−γ1|

,
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on en déduit donc que, pour |ξ| ≥ 1,

|∂βξ ∂
α
xγR,µ(x, ξ)| ≤ A sup

|γ1|
⟨ξ⟩−|γ1|⟨ξ⟩−|β−γ1|

(
⟨ξ⟩
R

)|β−γ1|

∥⟨x− xµ⟩|β−γ1|+2φ1,µ∥C|β−γ1|+|α−γ| ,

soit |∂βξ ∂
α
xγR,µ(x, ξ)| ≤ Aα,β∥⟨x− xµ⟩|β|+2φ1,µ∥C|β|+|α| .

Ce qui prouve la proposition (b).

Prouvons alors la proposition (d) dans le cas α = β = 0. On a

∂ξkγR,µ(x, ξ) =
1

R

ξk
|ξ|
θ′1

(
|ξ|
R

)
ψ

(
R⟨x− xµ⟩

⟨ξ⟩

)
vµ(x, ξ)

+θ1

(
|ξ|
R

)
∂ξk

(
ψ

(
R⟨x− xµ⟩

⟨ξ⟩

))
vµ(x, ξ) + θ1

(
|ξ|
R

)
ψ

(
R⟨x− xµ⟩

⟨ξ⟩

)
∂ξkvµ(x, ξ)

La proposition (d) s’obtient en remarquant que, sur le support de θ1 ,

|ξ|−1 ≤ 1

R
,

que d’après le lemme 11.8,

∂ξk

(
ψ

(
R⟨x− xµ⟩

⟨ξ⟩

))
∈ S−1

1,0

avec ses semi-normes uniformément bornées en R, sachant que sur le support de ψ(R⟨x−xµ⟩
⟨ξ⟩ ) et de ses

dérivées, on a

⟨x− xµ⟩ ≤ 2
⟨ξ⟩
R
,

et donc
∂ξkvµ(x, ξ) ∈ S0

1,0.

Le cas α et β quelconque s’obtient avec les mêmes arguments en utilisant, en plus, la formule de Faa-di-
Bruno par exemple.

Prouvons ensuite la proposition (c). On a

−2ξ̃.∇xγR,µ(x, ξ) = −2
Rξ̃.∇x(⟨x− xµ⟩)

⟨ξ⟩
ψ′
(
R⟨x− xµ⟩

⟨ξ⟩

)
θ1

(
|ξ|
R

)
vµ(x, ξ)

−2ψ

(
R⟨x− xµ⟩

⟨ξ⟩

)
θ1

(
|ξ|
R

)
ξ̃.∇xvµ(x, ξ).

Or,

∇xvµ(x, ξ) =
∇xηµ(x, ξ) +∇xηµ(x,−ξ)

2
,

en utilisant l’égalité donnée dans le lemme 11.3, vérifiée par ηµ on a

2ξ̃.∇xηµ(x, ξ) = −I (φ1,µ(x, ξ)).ξ

et donc

−2ξ̃.∇xvµ(x, ξ) =
I (φ1,µ(x, ξ)).ξ + I (φ1,µ(x,−ξ)).ξ

2
.

Sachant que φ1,µ est paire en ξ, on obtient enfin que

−2ξ̃.∇xvµ(x, ξ) = 2I (φ1,µ(x, ξ).ξ
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et donc que
−2ξ̃.∇xγR,µ(x, ξ)− I (φ̃δ

1,µ(x, ξ)).ξ = eR,µ(x, ξ)

avec

eR,µ(x, ξ) = −2
Rξ̃.∇x (⟨x− xµ⟩)

⟨ξ⟩
ψ′
(
R⟨x− xµ⟩

⟨ξ⟩

)
θ1

(
|ξ|
R

)
vµ(x, ξ)

+

(
ψ

(
R⟨x− xµ⟩

⟨ξ⟩

)
− 1

)
θ1

(
|ξ|
R

)
I
(
φ̃δ
1,µ(x, ξ)

)
.ξ

+

(
θ1

(
|ξ|
R

)
− 1

)
I (φ̃δ

1,µ(x, ξ)).ξ.

Pour obtenir la proposition (c), on peut remarquer que le premier terme est dans S0
0,0 et que les deux derniers

sont dans S−∞.
Pour prouver cela, on utilise le support de 1− ψ,

1 ≤ R⟨x− xµ⟩
⟨ξ⟩

et que, pour |α|+ |β| ̸= 0,
∂αx∂

β
ξ (1− ψ) = −∂αx∂

β
ξ ψ,

ce qui permet d’appliquer le lemme 11.8 dans ce cas, sachant que, d’après le lemme 4.3 , φ̃1,µ absorbe les
puissances de ⟨x− xµ⟩.
Pour le troisième terme, on utilise le support de 1− θ1.

Preuve du lemme 11.5

Les propositions (i), (ii), (iii) découlent directement des propriétés de γR,µ.

Pour démontrer (vi), on pose
sR(x, ξ) = exp(−γR(x, ξ)).

On observe que les propriétés (i), (ii), (iii) sont encore vraies pour sR(x, ξ).
D’après le théorème 3.1, on a

C(x,D)S(x,D) = I + L1, S(x,D)C(x,D) = I + L2

avec L1, L2 ∈ OpS0
0,0 et, d’aprés la proposition (d) du lemme 11.4, on a

∥Li∥L (L2) ≤
A supµ ∥⟨x− xµ⟩M0φ1,µ∥CM

R
.

Pour prouver (v), l’opérateur L étant différentiel, par intégrations par parties, on a

i [CL − L C] = −2
(
ξ̃.∇xc

)
(x,D) + E

où E a son symbole Lxc(x, ξ) dans S0
0,0 avec ses semi-normes majorées par

A sup
µ

∥⟨x− xµ⟩M0φ1,µ∥CM .

De plus, on a
−2ξ̃.∇xc(x, ξ) = c(x, ξ)(I (b̃δ1(x, ξ)).ξ + e1,R(x, ξ)))
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où
e1,R(x, ξ) =

∑
µ

α1,µeR,µ(x, ξ)

avec eR,µ(x, ξ) défini dans la preuve du lemme 11.4.
Posons

E1,R = (ce1,R)(x,D).

D’après (ii), c ∈ S0
0,0 avec ses semi-normes bornées parA supµ ∥⟨x−xµ⟩M0φ1,µ∥CM , et e1,R parAR supµ ∥⟨x−

xµ⟩M0φ1,µ∥CM , donc, d’après le théorème 3.1 et le théorème de Calderón-Vaillancourt, pourM assez grand,
on a

∥E1,R∥L (L2(Rn)) ≤ AR sup
µ

∥⟨x− xµ⟩M0φ1,µ∥2CM .

On pose
E2,R = CT δ

b1
.∇x − (c(x, ξ)ib̃δ1(x, ξ).ξ)(x,D).

En notant e2,R le symbole de E2,R, on a

e2,R(x, ξ) =
∑
µ

α1,µe2,µ(x, ξ)

avec

e2,µ(x, ξ) = −
∑
|γ|=1

∫ 1

0

∫
eiy.η∂γξ c(x, ξ + θη)∂γx φ̃

δ
1,µ(x+ y, ξ).ξ dydηdθ.

Lemme 11.9 Le symbole e2,µ(x, ξ) ∈ S1
0,0 avec, pour tout multi-indice α et tout multi-indice β,

∣∣∣∂αx∂βξ e2,µ(x, ξ)∣∣∣ ≤ Aα,β supµ ∥⟨x− xµ⟩|β|+3φ1,µ∥2C|α|+|β|+1

R

où Aα,β est une constante indépendante de µ.
De plus, e2,µ absorbe les puisances de ⟨x− xµ⟩.

Preuve : On utilise le lemme 3.1, sachant que d’après la proposition (iii) du lemme 11.5, on a

∂ξc ∈ S0
0,0

avec ses semi-normes majorées par

Aα,β

R
sup
µ

∥⟨x− xµ⟩|β|+3φ1,µ∥C|α|+|β|+1 .

De plus, d’après les hypothèses supplémentaires (11.9), (11.10) et (11.11) et le lemme 4.3, on a

∂xφ̃
δ
1,µ ∈ S0

1,0 ⊂ S0
0,0

avec ses semi-normes majorées par
Aα,β sup

µ
∥φ1,µ∥C|α|+1 .

On démontre aussi que, pour tout entier naturel N ,

⟨x− xµ⟩Ne2,µ ∈ S1
0,0
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avec ses semi-normes majorées par

Aα,β supµ ∥⟨x− xµ⟩N+|β|+3φ1,µ∥2C|α|+|β|+1

R
.

Ce dernier résultat s’obtient en remarquant que

⟨x− xµ⟩Ne2,µ(x, ξ) = −
∑
|γ|=1

∫ 1

0

∫
eiy.η∂γξ c(x, ξ + θη)⟨x− xµ⟩N∂γx φ̃δ

1,µ(x+ y, ξ).ξ dydηdθ,

que

⟨x− xµ⟩N =

(
⟨x− xµ⟩

⟨x+ y − xµ⟩⟨y⟩

)N

⟨x+ y − xµ⟩N⟨y⟩N

avec, pour tous multi-indices γ1 et γ2,

∂γ1y ∂
γ2
x

(
⟨x− xµ⟩

⟨x+ y − xµ⟩⟨y⟩

)N

≤ AN,γ1,γ2 .

En reprenant alors la démarche faite dans le démonstration du lemme 3.1 sachant que φ̃δ
1,µ vérifie le lemme

4.3, c’est à dire que
⟨x− xµ⟩N∂xφ̃δ

1,µ ∈ S0
1,0 ⊂ S0

0,0

avec ses semi-normes majorées par

Aα,β sup
µ

∥⟨x− xµ⟩Nφ1,µ∥C|α|+1 ,

on obtient donc le lemme 11.9. □

Revenons alors à la démonstration de la proposition (v) du lemme 11.5.
On a

⟨E2,Ru,Cu⟩ =
∑
µ

α1,µ⟨e2,µ(x,D)J− 1
2 + r(x,D))u, J

1
2 Cu⟩

où, d’après la première proposition du le lemme 3.1 appliquée, pour chaque multi-indice γ de longueur 1,
avec

a(x, ξ) = ∂γξ (⟨ξ⟩
− 1

2 ) ∈ S
− 3

2
1,0 ⊂ S

− 3
2

0,0

et
b(x, ξ) = ∂γxe2,µ(x, ξ) ∈ S1

0,0,

on a
r(x,D) = [J− 1

2 , e2,µ(x,D)] ∈ OpS
− 1

2
0,0

avec, pour M assez grand,

∥J
1
2 r(x,D)∥L (L2) ≤

A

R
sup
µ

∥⟨x− xµ⟩M0φ1,µ∥2CM ,

donc
|⟨r(x,D)u, J

1
2 Cu⟩| = |⟨J

1
2 r(x,D)u,Cu⟩| ≤ A

R
sup
µ

∥⟨x− xµ⟩M0φ1,µ∥3CM∥u∥20

car C ∈ OpS0
0,0. De plus

⟨e2,µ(x,D)J− 1
2u, J

1
2 Cu⟩ = ⟨⟨x− xµ⟩2e2,µ(x,D)J− 1

2u, ⟨x− xµ⟩−2J
1
2 Cu⟩
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et
⟨x− xµ⟩2e2,µ(x,D)J− 1

2u =

⟨x− xµ⟩2e2,µ(x,D)J−1⟨x− xµ⟩2⟨x− xµ⟩−2J
1
2u.

Sachant que ⟨x− xµ⟩2 est un polynôme de degré 2, on a

⟨x− xµ⟩2e2,µ(x,D)J−1⟨x− xµ⟩2 =
⟨x− xµ⟩4e2,µ(x, ξ)⟨ξ⟩−1)(x,D)+
(⟨x− xµ⟩2∇ξ(e2,µ(x, ξ)⟨ξ⟩−1).∇x(⟨x− xµ⟩2))(x,D)+∑

|ν|=2(⟨x− xµ⟩2∂νξ (⟨ξ⟩−1e2,µ(x, ξ))∂
ν
x(⟨x− xµ⟩2))(x,D).

En utilisant le lemme 11.9, sachant que ∑
µ

|α1,µ| ≤ A1,

on obtient donc que∣∣∣∫ T

0
⟨E2,Ru,Cu⟩dt

∣∣∣
≤
A supµ ∥⟨x− xµ⟩M0φ1,µ∥2CMA1

R
|||J

1
2 Cu|||T + A sup

µ
∥⟨x− xµ⟩M0φ1,µ∥3CMT sup

[0,T ]

∥u∥20.

En remarquant que J
1
2 C = CJ 1

2 + [J
1
2 ,C] avec [J

1
2 ,C] ∈ S0

0,0 et en utilisant le lemme 3.1, on obtient
l’estimation annoncée pour E2,R.

Preuve de la proposition (iv). On remarque que

[C, T δ
bi
.∇] = E2,R + (b̃δi (x, ξ).iξc(x, ξ))(x,D)− T δ

bi
.∇C

Pour le second terme, on applique la même démonstration que pour E2,R sachant que

T δ
bi
=
∑
µ

αi,µT
δ
φi,µ

avec φi,µ vérifiant les hypothèses (11.9), (11.10), (11.11) et que, d’après le lemme 4.3, pour tout entier
naturel N , tout multi-indice α et tout multi-indice β, on a∣∣∣∂αx∂βξ (⟨x− xµ⟩N φ̃δ

i,µ(x, ξ)
)∣∣∣ ≤ Aα,β,N sup

µ
∥⟨x− xµ⟩Nφi,µ∥C|α|⟨ξ⟩−|β|

et, pour prouver la deuxième estimation énoncée dans la proposition (iv), on écrira seulement que∣∣∣∂αx∂βξ (⟨x− xµ⟩N φ̃δ(x, ξ)
)∣∣∣ ≤ Aα,β,N sup

µ
∥⟨x− xµ⟩Nφ∥C|α|⟨ξ⟩−|β|.

Preuve du lemme 11.6

On a
⟨CT δ

b2
.∇xu,Cu⟩ = ⟨[C, T δ

b2
.∇x]u,Cu⟩+ ⟨T δ

b2
.∇xCu,Cu⟩,

or, d’après la proposition (iv) du lemme 11.5,∣∣∣∫ T

0
⟨[C, T δ

b2
.∇x]u,Cu⟩ dt

∣∣∣
≤ A sup

µ
(∥⟨x− xµ⟩M0φ1,µ∥2CM∥⟨x− xµ⟩M0φ2,µ∥CM )

(
1

R
|||J

1
2u|||2T +RT sup

[0,T ]

∥u∥20

)
.
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De plus, c(x, ξ) est réel et pair en ξ donc
Cu = Cu.

Le deuxième terme de cette somme est donc de la forme ⟨T δ
b2
.∇xv, v⟩ avec

v = Cu.

On a
⟨T δ

b2
.∇xv, v⟩ = −⟨v,∇x.(T

δ
b2
+ r(x,D))v⟩

avec d’après le théorème 3.1, d’après les hypothèses (11.9), (11.10), (11.11) et le lemme 4.3 dans le cas
N = 0, on a

r ∈ S−1
1,0 .

avec ses semi-normes majorées par

Aα,β sup
µ

∥φ2,µ∥C|α|⟨ξ⟩−|β|.

Le terme en ∇x.r(x,D) est donc d’ordre 0 et

∥∇x.r(x,D)∥L (L2) ≤ A sup
µ

∥φ2,µ∥CM ,

il ne pose donc pas de problème et ne sera pas écrit dans la suite.
On a alors

⟨T δ
b2
.∇xv, v⟩ = −⟨∇x.T δ

b2
v, v⟩

or ∇xv = ∇xv, sachant que b̃2(x, ξ) est pair en ξ, on a Tb2v = Tb2v, et

⟨T δ
b2
.∇xv, v⟩ = −⟨∇x.T

δ
b2
v, v⟩

or
∇x.T

δ
b2
= T δ

b2
.∇x + r1(x,D)

avec r1 vérifiant les même propriété que ∇x.r donc

2⟨T δ
b2
.∇xv, v⟩ = ⟨(r + r1)(x,D)v, v⟩ ≤ A sup

µ
∥φ2,µ∥CM∥v∥20,

2⟨T δ
b2
.∇xv, v⟩ ≤ A sup

µ,i
∥⟨x− xµ⟩M0φi,µ∥3CM sup

[0,T ]

∥u∥20.

Ce qui termine la preuve du lemme 11.6.

Preuve du lemme 11.7
Pour simplifier l’écriture, on note T au lieu de T δ.
On a

2R⟨CTR(b1).∇u,Cu⟩ = ⟨CTR(b1).∇u,Cu⟩+ ⟨Cu,CTR(b1).∇u⟩

or,
⟨Cu,CTR(b1).∇u⟩ = ⟨Cu, [C, TR(b1).∇]u⟩+ ⟨(TR(b1).∇)∗Cu,Cu⟩

et, d’après le théorème 3.1,

TR(b1).∇ = (R(b̃1(x, ξ)).iξ)(x,D) et (TR(b1).∇)∗ = (R(b̃1(x, ξ)).iξ)(x,D)∗.



122 CHAPITRE 11. PREUVE DU THÉORÈME : CAS "PARALINÉAIRE".

(R(b̃1(x, ξ)).iξ)(x,D)∗ = −(R(b̃1(x, ξ)).iξ)(x,D) + r1(x,D)

et donc
(TR(b1).∇)∗ = −TR(b1).∇+ r1(x,D)

avec, d’après le théorème 3.1 et le lemme 4.3 dans le cas N = 0, on a r1 ∈ S0
1,0 avec

∥r1(x,D)∥L (L2) ≤ A sup
µ

∥φ1,µ∥CM

pour M assez grand.

On obtient donc que

2R⟨CTR(b1).∇u,Cu⟩ = ⟨CTR(b1).∇u,Cu⟩ − ⟨TR(b1).∇Cu,Cu⟩
+⟨r1(x,D)Cu,Cu⟩+ ⟨Cu, [C, TR(b1).∇]u⟩

2R⟨CTR(b1).∇u,Cu⟩ = ⟨[C, TR(b1).∇]u,Cu⟩+ ⟨r1(x,D)Cu,Cu⟩+ ⟨Cu, [C, TR(b1 .∇]u⟩

On intègre alors sur [0, T ] et, les propositions (ii), (iii) et (iv) du lemme 11.5 donnent l’estimation souhaitée
car R(b1) a les mêmes propriétés que b1.

En appliquant ces deux derniers lemmes 11.6 et 11.7, ainsi que la proposition (v) du lemme 11.5 à l’inégalité
(11.14), on obtient le lemme 11.1.

Preuve du théorème 11.1 (numéroté aussi 7.3) : On commence par démontrer les estimations (7.4), (7.5).
On suppose donc que l’équation (11.1) admet une unique solution u, c’est à dire que{

∂tu = iL u+ T δ
b1
.∇xu+ T δ

b2
.∇xū+ C1u+ C2ū+ f(x, t)

u(x, 0) = u0 ∈ Hs(Rn)

Soit s ∈ R. On applique alors Js à cette équation, ce qui donne{
∂tJ

su = iL Jsu+ JsT δ
b1
.∇xu+ JsT δ

b2
.∇xū+ JsC1u+ JsC2ū+ Jsf(x, t)

u(x, 0) = u0 ∈ Hs(Rn)
∂tJ

su = iL Jsu+ T δ
b1
.∇xJ

su+ T δ
b2
.∇xJ

sū
+[Js, T δ

b1
.∇x]u+ [Js, T δ

b2
.∇x]ū+ JsC1u+ JsC2ū+ Jsf(x, t)

u(x, 0) = u0 ∈ Hs(Rn)
∂tJ

su = iL Jsu+ T δ
b1
.∇xJ

su+ T δ
b2
.∇xJ

sū
+[Js, T δ

b1
.∇x]J

−sJsu+ [Js, T δ
b2
.∇x]J

−sJsū+
JsC1J

−sJsu+ JsC2J
−sJsū+ Jsf(x, t)

u(x, 0) = u0 ∈ Hs(Rn)

or Js a un symbole réel et pair en ξ donc Jsu = Jsu, ce qui donne
∂tJ

su = iL Jsu+ T δ
b1
.∇xJ

su+ T δ
b2
.∇xJsu

+[Js, T δ
b1
.∇x]J

−sJsu+ [Js, T δ
b2
.∇x]J

−sJsu+
JsC1J

−sJsu+ JsC2J
−sJsu+ Jsf(x, t)

u(x, 0) = u0 ∈ Hs(Rn)

(11.18)

On rappelle alors que T δ
b1

∈ OpS0
1,δ et donc T δ

b1
.∇ ∈ OpS1

1,δ, et, d’après le théorème 3.1, sachant que
δ ∈ [0, 1[, Js ∈ OpSs

1,δ , on a
[Js, T δ

b1
.∇x] ∈ OpSs

1,δ.
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On a donc
[Js, T δ

b1
.∇x]J

−s ∈ OpS0
1,δ.

On a de même
[Js, T δ

b2
.∇x]J

−s ∈ OpS0
1,δ,

JsC1J
−s ∈ OpS0

1,δ1
,

JsC2J
−s ∈ OpS0

1,δ1
.

En posant
C̃i = [Js, T δ

bi
.∇x]J

−s + JsC1J
−s,

on obtient que Jsu est solution d’une équation de type (7.1). On peut donc lui appliquer les résultats des
lemmes 11.1 et 11.2 avec Jsu0 au lieu de u0 et Jsf au lieu de f .
Dans la suite, pour simplifier l’écriture, on écrit le raisonnement dans le cas s = 0.

Pour pouvoir utiliser les lemmes 11.1 et 11.2, il faut régulariser les coefficients bi pour qu’ils vérifient
les hypothèses supplémentaires (11.9), (11.10) et (11.11) utilisées pour les preuves de ces deux derniers
lemmes.

Commeno̧ns par démontrer (7.2).
On régularise alors les coefficients bi en posant

φi,µ,m(x) = mn

∫
Rn

θ(m(x− y))φi,µ(y) dy et bi,m(x) =
∑
µ

αi,µφi,µ,m(x).

où θ est une fonction régularisante définit comme dans le lemme 8.1.

On rappelle que, par hypothèse, ∥φ1,µ∥C2 = 1.
De plus, on remarque que, pour tout entier naturel M0, il existe un entier naturel M1 tel que

sup
µ,i

∥⟨x− xµ⟩M0φi,µ,m∥NCM

≤ AmMN supµ,i ∥⟨x− xµ⟩M1φi,µ∥NL∞ ≤ AmMN⟨dn⟩M1 supµ,i ∥φi,µ∥NCϱ ≤ AmNM .

Remarques :
—Dans cette démonstration, cette propriété est issue (et remplace) la propriété de support vérifié par les

φi,µ.
—On peut toujours se ramener à un entier M0 pair.

On obtient alors l’équation suivante

∂tu = iL u+ T δ
b1,m

.∇xu+ T δ
b2,m

.∇xu+ C1u+ C2ū+

(T δ
b1
− T δ

b1,m
).∇u+ (T δ

b2
− T δ

b2,m
).∇u+ f(x, t)

(11.19)

avec b1,m et b2,m qui vérifient les hypothèses (11.9), (11.10) et (11.11) utilisées dans la preuve du lemme
11.1. Comme cela a déjà été précisé, on a notamment que

∀i ∈ {1, 2}, bi,m(x) =
∑
µ

αi,µφi,µ,m(x),

De plus, u est solution de l’équation (11.19). On utilise alors le lemme 11.1 appliqué aux coefficients
régularisés b1,m et b2,m, avec f remplacée par

fm = f +
∑
µ

α1,µf1,µ +
∑
µ

α2,µf2,µ
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où f1,µ = (T δ
φ1,µ

− T δ
φ1,µ,m

).∇xu et f2,µ = (T δ
φ2,µ

− T δ
φ2,µ,m

).∇xu.

Les estimations sont alors vraies pour un opérateur C dépendant de m noté dans la suite Cm. De plus, on a
le lemme suivant

Lemme 11.10

Pour tout i ∈ {1, 2}, tout ϱ ≥ 0, il existe une constante A ne dépendant que de n, de ϱ et de supµ ∥φi,µ∥Cϱ

telle que pour tout m ≥ 1 et tout m′ ≥ m, on a∣∣∣∣∫ T

0

⟨Cm(T
δ
φi,µ

− T δ
φi,µ,m

).∇ũ,Cmu⟩ dt
∣∣∣∣ ≤ AmNM

m′ |||J
1
2 Cmu|||2T +

A

m
||J

1
2u|||2T

Am′NM

R
|||J

1
2u|||2T + ARm′NM

T sup
[0,T ]

∥u∥20.

avec ũ = u ou ũ = u et, N et M des entiers naturels assez grands ne dépendant que de n, la dimension.
Preuve du lemme 11.10 :

Soit m′ un nombre réel positif fixé assez grand.
On commence par écrire que

T δ
φi,µ

− T δ
φi,µ,m

= T δ
φi,µ

− T δ
φi,µ,m′ + Tb

où
∀x ∈ Rn, b(x) = φi,µ,m′(x)− φi,µ,m(x).

On a
⟨CmT

δ
b .∇u,Cmu⟩ = ⟨T δ

b .∇Cmu,Cmu⟩+ ⟨[Cm, T
δ
b .∇]u,Cmu⟩.

On souhaite pour pouvoir appliquer la proposition (iv) du lemme 11.5 au terme

⟨[Cm, T
δ
b .∇]u,Cmu⟩.

Pour pouvoir faire cela, on remarque que, pour tout entier naturel N , on a

⟨x− xµ⟩N b̃δ(x, ξ) ∈ S0
1,0 ⊂ S0

0,0

avec ses semi-normes bornées par
Aα,β,N2m

′|α| sup
µ

∥φi,µ∥L∞ .

En effet, par définition (voir (4.1)), on a

b̃δ(x, ξ) = (1− ψ(ξ))|ξ|δn
∫
χ̂(|ξ|δy)b(x− y) dy

donc

⟨x− xµ⟩N b̃δ(x, ξ) =

(1− ψ(ξ))|ξ|δn
∫
χ̂(|ξ|δy)⟨y⟩N⟨x− y − xµ⟩Nb(x− y)

⟨x− xµ⟩N

⟨y⟩N⟨x− y − xµ⟩N
dy.

On a
1− ψ(ξ) ∈ S1,0,

De plus, d’après la dernière proposition énoncée dans le lemme 8.1, on a

⟨x− y − xµ⟩Nb(x− y) ∈ S0
1,0
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avec ses semi-normes bornées par une constante indépendante de m, m′ (m′ ≥ m) et µ du type

Aα,β,Nm
′|α| sup

µ
∥φi,µ∥L∞ .

De plus, on a
⟨x− xµ⟩N

⟨y⟩N⟨y − x− xµ⟩N
∈ S0

1,0

avec ses semi-normes uniformément bornées en y et, enfin,

|ξ|δn
∫
χ̂(|ξ|δy))⟨y⟩N dy ∈ S0

1,0.

Ces arguments permettent de déduire que

⟨x− xµ⟩N b̃δ(x, ξ) ∈ S0
1,0 ⊂ S0

0,0

avec ses semi-normes bornées par
Aα,β,N2m

′|α| sup
µ

∥φi,µ∥L∞ .

On peut donc appliquer la prorposition (iv) du lemme 11.5 pour obtenir que∣∣∣∣∫ T

0

⟨[Cm, T
δ
b .∇]u,Cmu⟩ dt

∣∣∣∣
≤ Am2Mm′M sup

µ
∥φi,µ∥L∞

(
RT sup

[0,T ]

∥u∥20 +
1

R
|||J

1
2u|||2T

)
.

(11.20)

On rappelle que
∥φi,µ∥L∞ ≤ ∥φi,µ∥Cϱ ≤ 1.

De plus, on a
⟨T δ

b .∇Cmu,Cmu⟩ = ⟨J− 1
2T δ

b .∇Cmu, J
1
2 Cmu⟩

= ⟨[J− 1
2 , T δ

b .∇]Cmu, J
1
2 Cmu⟩+ ⟨⟨x− xµ⟩2T δ

b .∇J− 1
2 Cmu, ⟨x− xµ⟩−2J

1
2 Cmu⟩.

D’après le théorème 3.1, on a
[J− 1

2 , T δ
b .∇] ∈ OpS

− 1
2

1,0

avec, pour M assez grand, d’après le lemme 4.3,

∥[J− 1
2 , T δ

b .∇]∥L (L2) ≤ A∥b∥CM .

On a donc ∫ T

0

⟨[J− 1
2 , T δ

b .∇]Cmu, J
1
2 Cmu⟩ dt ≤ AT∥b∥CM∥Cm∥2L (L2)∥u∥20. (11.21)

De plus, on a

⟨⟨x− xµ⟩2T δ
b .∇J− 1

2 Cmu, ⟨x− xµ⟩−2J
1
2 Cmu⟩ =

⟨⟨x− xµ⟩2T δ
b .∇J−1⟨x− xµ⟩2⟨x− xµ⟩−2J

1
2 Cmu, ⟨x− xµ⟩−2J

1
2 Cmu⟩,

or
⟨x− xµ⟩2T δ

b .∇J−1⟨x− xµ⟩2 ∈ OpS0
1,δ

avec ses semi-normes majorées par ∥⟨x− xµ⟩Nb∥L∞ avec N un entier naturel assez grand et pair.
En effet, le symbole de cet opérateur est

⟨x− xµ⟩2
∑
|ν|≤2

∂νξ (b̃
δ(x, ξ)iξ⟨ξ⟩−1)(−i∂x)ν(⟨x− xµ⟩2),
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et b̃δ vérifie le lemme 4.3.

On a donc ∫ T

0
⟨⟨x− xµ⟩2Tb.∇J− 1

2 Cmu, ⟨x− xµ⟩−2J
1
2 Cmu⟩ dt

≤ A∥⟨x− xµ⟩Nb∥L∞|||J
1
2 Cmu|||2T ,

(11.22)

or,
∥⟨x− xµ⟩Nb∥L∞ ≤ ∥⟨x− xµ⟩N(φ1,µ − φ1,µ,m)∥L∞ + ∥⟨x− xµ⟩N(φ1,µ − φ1,µ,m′)∥L∞

donc, d’après le lemme 8.1 et le fait que
suppφ1,µ ⊂ Qµ,

on a

∥⟨x− xµ⟩Nb∥L∞ ≤
(
A

m
+
A

m′

)
∥φ1,µ∥C1 ,

et, pour m′ ≥ m,

∥⟨x− xµ⟩Nb∥L∞ ≤ A

m
∥φ1,µ∥C1 .

De plus, on a ∫ T

0

⟨Cm(T
δ
φi,µ

− T δ
φi,µ,m′ ).∇ũ,Cmu⟩ dt =∫ T

0

⟨J− 1
2 (T δ

φi,µ
− T δ

φi,µ,m′ ).∇ũ, J
1
2 C∗

mCmu⟩ dt∫ T

0

⟨Cm(T
δ
φi,µ

− T δ
φi,µ,m′ ).∇ũ,Cmu⟩ dt =∫ T

0

⟨[J− 1
2 , (T δ

φi,µ
− T δ

φi,µ,m′ )].∇ũ, J
1
2 C∗

mCmu⟩ dt

+

∫ T

0

⟨(T δ
φi,µ

− T δ
φi,µ,m′ ).J

− 1
2∇ũ, J

1
2 C∗

mCmu⟩ dt∫ T

0

⟨Cm(T
δ
φi,µ

− T δ
φi,µ,m′ ).∇ũ,Cmu⟩ dt =∫ T

0

⟨J
1
2 [J− 1

2 , (T δ
φi,µ

− T δ
φi,µ,m′ )].∇ũ,C

∗
mCmu⟩ dt

+

∫ T

0

⟨(T δ
φi,µ

− T δ
φi,µ,m′ ).J

− 1
2∇ũ, J

1
2 C∗

mCmu⟩ dt

or, pour ϱ ≥ 1, on a
J

1
2 [J− 1

2 , (T δ
φi,µ

− T δ
φi,µ,m′ )].∇ ∈ S0

1,δ

avec ses semi-normes bornées par une constante de la forme A supµ ∥φi,µ∥C1 , donc∣∣∣∣∫ T

0

⟨Cm(T
δ
φi,µ

− T δ
φi,µ,m′ ).∇ũ,Cmu⟩ dt

∣∣∣∣
≤ AT∥Cm∥2L (L2)m

′ sup
µ

∥φi,µ∥C1 sup
[0,T ]

∥u∥20

+

∫ T

0

∣∣∣⟨(T δ
φi,µ

− T δ
φi,µ,m′ ).J

− 1
2∇ũ, J

1
2 C∗

mCmu⟩
∣∣∣ dt.

De plus, on a∫ T

0

⟨(T δ
φi,µ

− T δ
φi,µ,m′ ).J

− 1
2∇ũ, J

1
2 C∗

mCmu⟩ dt

=

∫ T

0

⟨⟨x− xµ⟩2(T δ
φi,µ

− T δ
φi,µ,m′ ).J

− 1
2∇ũ, ⟨⟨x− xµ⟩−2J

1
2 C∗

mCmu⟩ dt,
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donc ∫ T

0

∣∣∣⟨(T δ
φi,µ

− T δ
φi,µ,m′ ).J

− 1
2∇ũ, J

1
2 C∗

mCmu⟩
∣∣∣ dt

≤ A sup
µ

∥φi,µ − φi,µ,m′∥L∞

∫ T

0

∥⟨x− xµ⟩−2J
1
2 ũ∥0∥⟨x− xµ⟩−2J

1
2 C∗

mCmu∥ dt.

Or, C∗
m ∈ S0

0,0 et Cm ∈ S0
0,0 donc, d’après le corollaire 8.2, on a∫ T

0

∣∣∣⟨(T δ
φi,µ

− T δ
φi,µ,m′ ).J

− 1
2∇ũ, J

1
2 C∗

mCmu⟩
∣∣∣ dt

≤ A sup
µ

∥φi,µ − φi,µ,m′∥L∞∥C∗
m∥L (L2)∥Cm∥L (L2)

∫ T

0

∥⟨x− xµ⟩−2J
1
2 ũ∥20 dt.

On obtient donc que∣∣∣∣∫ T

0

⟨Cm(T
δ
φi,µ

− T δ
φi,µ,m′ ).∇ũ,Cmu⟩ dt

∣∣∣∣ ≤ A
mNM

m′ sup
µ

∥φi,µ∥C1 |||J
1
2u|||2T .

Sachant que supµ ∥φi,µ∥C1 ≤ 1, on a∣∣∣∣∫ T

0

⟨Cm(T
δ
φi,µ

− T δ
φi,µ,m′ ).∇ũ,Cmu⟩ dt

∣∣∣∣ ≤ AmNM

m′ ||J
1
2u|||2T .

et ∣∣∣∣∫ T

0

⟨Cm(T
δ
φi,µ

− T δ
φi,µ,m′ ).∇ũ,Cmu⟩ dt

∣∣∣∣
≤ AT∥Cm∥2L (L2)m

′ sup
µ

∥φi,µ∥C1 sup
[0,T ]

∥u∥20 +
AmNM

m′ ||J
1
2u|||2T .

(11.23)

Pour m′ ≥ m, en utilisant (11.20), (11.21), (11.22) et (11.23), on obtient l’inégalité du lemme 11.10.

Revenons à la preuve du théorème 11.1 (numéroté aussi 7.3 dans la section précédente).

En utilisant le lemme 11.1, le lemme 11.10, on obtient que

sup
[0,T ]

∥Cmu∥20 ≤

Am′NM

(
∥u0∥20 + TR sup

[0,T ]

∥u∥20 +
∫ T

0

|⟨Cmf,Cmu⟩| dt+
1

R
|||J

1
2u|||2T

)
+
A

m
|||J

1
2 Cmu|||2T +

AmNM

m′ |||J
1
2u|||2T .

(11.24)

On applique ensuite le lemme 11.2 à Cmu à l’équation régularisée (11.19) et donc f est remplacée par

fm = f +
∑
µ

α1,µf1,µ +
∑
µ

α2,µf2,µ

où f1,µ = (T δ
φ1,µ

− T δ
φ1,µ,m

).∇xu et f2,µ = (T δ
φ2,µ

− T δ
φ2,µ,m

).∇xu.

Ce qui donne

|||J
1
2 Cmu|||2T ≤ A

(∫ T

0

|⟨ΨCmfm,Cmu⟩| dt+ sup
0≤t≤T

∥Cmu∥20
)

+2AmNM−1

(
1

R
|||J

1
2u|||2T +RT sup

0≤t≤T
∥u(t)∥20

)
.
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On remarque que ∫ T

0

|⟨ΨCmfi,µ,Cmu⟩| dt =
∫ T

0

|⟨Cmfi,µ,Ψ
∗Cmu⟩| dt

et donc la démonstration du lemme 11.10 est valable pour ce terme car Ψ ∈ S0
1,0 (indépendant de m et de

m′), ce qui permet d’obtenir que, pour m ≥ 2A2, on a

|||J
1
2 Cmu|||2T ≤ A

(∫ T

0

|⟨ΨCmf,Cmu⟩| dt+ sup
0≤t≤T

∥Cmu∥20
)

+
A2mNM

m′ |||J
1
2u|||2T + Am′NM

(
1

R
|||J

1
2u|||2T +RT sup

0≤t≤T
∥u(t)∥20

)
.

En notant pas abus, pour simplifier, comme déjà fait précédemment A au lieu de A2, à partir de (11.24), on
obtient alors

sup
[0,T ]

∥Cmu∥20 ≤ Am′NM

(
∥u0∥20 + TR sup

[0,T ]

∥u∥20 +
∫ T

0

|⟨Cmf,Cmu⟩| dt

)
+
A

m

(∫ T

0

|⟨ΨCmf,Cmu⟩| dt+ sup
0≤t≤T

∥Cmu∥20
)
+
AmNM

m′ |||J
1
2u|||2T

+2AmNM−1

(
1

R
|||J

1
2u|||2T +RT sup

0≤t≤T
∥u(t)∥20

)
.

On applique alors le lemme 11.2 avec Cm = Id directement à l’équation (11.1) sans régularisation, ce qui
est possible car ϱ ≥ 2, c’est à dire que l’on a

|||J
1
2u|||2T ≤ A

(
sup
[0,T ]

∥u∥20 +
∫ T

0

|⟨Ψf, u⟩| dt

)

sup
[0,T ]

∥Cmu∥20 ≤ 2Am′NM

(
∥u0∥20 + TR sup

[0,T ]

∥u∥20 +
1

R
|||J

1
2u|||2T

+

∫ T

0

|⟨ΨCmf,Cmu⟩| dt+
∫ T

0

|⟨Cmf,Cmu⟩| dt
)

+
AmNM

m′

(∫ T

0

|⟨Ψf, u⟩| dt+ sup
[0,T ]

∥u∥20

)
.

et donc
sup
[0,T ]

∥Cmu∥20

≤ 2Am′NM

(
∥u0∥20 + TR sup

[0,T ]

∥u∥20

+
1

R

(
sup
[0,T ]

∥u∥20 +
∫ T

0

|⟨Ψf, u⟩| dt

)
+

∫ T

0

|⟨ΨCmf,Cmu⟩| dt+
∫ T

0

|⟨Cmf,Cmu⟩| dt
)

+
AmNM

m′

∫ T

0

|⟨Ψf, u⟩| dt+ AmNM

m′ sup
[0,T ]

∥u∥20.

(11.25)

On utilise ensuite que, d’après la proposition (iv) du lemme 11.5, on a

∥u∥20 ≤ Am2M∥Cmu∥20 +
Am2M

R
∥u∥20.
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donc

sup
[0,T ]

∥u∥20 ≤ Am2NM sup
[0,T ]

∥Cmu∥20 +
Am2NM

R
sup
[0,T ]

∥u∥20.

On applique alors (11.25),

sup
[0,T ]

∥u∥20 ≤

Am2NM

(
2Am′NM

(
∥u0∥20 + TR sup

[0,T ]

∥u∥20 +
1

R

(
sup
[0,T ]

∥u∥20 +
∫ T

0

|⟨Ψf, u⟩| dt

)
+

∫ T

0

|⟨ΨCmf,Cmu⟩| dt+
∫ T

0

|⟨Cmf,Cmu⟩| dt
)
+
AmNM

m′

∫ T

0

|⟨Ψf, u⟩| dt
)

+

(
Am2NM

R
+
Am3NM

m′

)
sup
[0,T ]

∥u∥20.

On en déduit que(
1− 2A2m2NMm′NM

R
− Am2NM

R
− Am3NM

m′

)
sup
[0,T ]

∥u∥20 ≤

Am2NM

(
2Am′NM

(
∥u0∥20 + TR sup

[0,T ]

∥u∥20

+

(
1

R
+
AmNM

m′

)∫ T

0

|⟨Ψf, u⟩| dt

+

∫ T

0

|⟨ΨCmf,Cmu⟩| dt+
∫ T

0

|⟨Cmf,Cmu⟩| dt
))

.

Pour

R ≥ max

(
12A2m2NMm′NM

5
,
6Am2NM

5

)
,

et

m′ ≥ 6Am3NM

5
,

on a
2A2m2NMm′NM

R
+
Am2NM

R
+
Am3NM

m′ ≤ 1

2
et donc (

1− 2A2m2NMm′NM

R
− Am2NM

R
− Am3NM

m′

)
sup
[0,T ]

∥u∥20 ≥
1

2
sup
[0,T ]

∥u∥20.

Ce qui donne

sup
[0,T ]

∥u∥20 ≤

2Am′2NM
(
2Am′NM

(
∥u0∥20 + TR sup[0,T ] ∥u∥20

+

(
1

R
+
AmNM

m′

)∫ T

0

|⟨Ψf, u⟩| dt

+
∫ T

0
|⟨ΨCmf,Cmu⟩| dt+

∫ T

0
|⟨Cmf,Cmu⟩| dt

))
.

(1− 2A2m′3NN
RT ) sup

[0,T ]

∥u∥20 ≤

2Am′2NM

(
2Am′NM

(
∥u0∥20 +

(
1

R
+
AmNM

m′

)∫ T

0

|⟨Ψf, u⟩| dt

+

∫ T

0

|⟨ΨCmf,Cmu⟩| dt+
∫ T

0

|⟨Cmf,Cmu⟩| dt
))

.
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Pour T0 =
1

4A2m′3NMR
, on a

sup
[0,T0]

∥u∥20 ≤

4Am′2NM

(
2Am′NM

(
∥u0∥20 + 2

∫ T0

0

|⟨Ψf, u⟩| dt

+

∫ T0

0

|⟨ΨCmf,Cmu⟩| dt+
∫ T0

0

|⟨Cmf,Cmu⟩| dt
))

.

Ce qui permet d’obtenir
sup
[0,T0]

∥u∥20 ≤ A
(
∥u0∥20 + IT0(f, u)

)
.

l’estimation (7.2), dans le cas s = 0 pour T0 petit, donnée dans le théorème 7.3 en notant A, par abus et
pour simplifier, le nombre max(8A2m′3NM , 1) et, en posant,

IT0(f, u) =

∫ T0

0

|⟨C∗
mΨCmf, u⟩| dt+

∫ T0

0

|⟨C∗
mCmf, u⟩| dt+

∫ T0

0

|⟨Ψf, u⟩| dt.

On obtient les estimations dans le cas s = 0. Le passage au cas général s’obtient en utilisant la remarque
faite au début de cette démonstration.

Dans le cas s quelconque, cela donne

sup
0≤t≤T0

∥u(t)∥2s ≤ A(∥u0∥2s + IT0(J
sf, Jsu)). (11.26)

Prouvons alors (7.3) pour T0 assez petit, c’est à dire

|||Js+ 1
2u|||2T0

≤ A(∥u0∥2s + IT0(J
sf, Jsu)). (11.27)

On applique le lemme 7.2 à Jsu, ce qui donne

|||Js+ 1
2u|||2T ≤ A

(
(1 + T ) sup

[0,T ]

∥u∥2s +
∫ T

0

|⟨ψJsf, Jsu⟩| dt

)
.

De (11.26), on déduit que

|||Js+ 1
2u|||2T0

≤ A

(
(1 + T0)(∥u0∥2s + IT0(J

sf, Jsu)) +

∫ T0

0

|⟨ψJsf, Jsu⟩| dt
)
.

Ce qui donne (7.3) en notant, pour simplifier, IT0(J
sf, Jsu) l’expression

IT0(J
sf, Jsu) +

∫ T0

0

|⟨ψJsf, Jsu⟩| dt.

Sachant que

IT0(J
sf, Jsu) ≤ IT0(J

sf, Jsu) +

∫ T0

0

|⟨ψJsf, Jsu⟩| dt,

l’inégalité (7.2) reste vraie avec ce nouveau IT0 .

Les estimations (7.2) et (7.3) s’obtiennent ensuite pour tout T > 0 en remarquant que

v(x, t) = u(x, t+ T0),
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si elle existe, est solution de

∂tv = iL v + T δ
b1
.∇v + T δ

b2
.∇v + T δ

a1
v + T δ

a2
.∇v + g(x, t) (11.28)

avec
g(x, t) = f(x, t+ T0).

On obtient donc que
sup

0≤t≤T0

∥v(t)∥2s ≤ A(∥v0∥2s + IT0(J
sg, Jsu)),

|||Js+ 1
2v|||2T0

≤ A(∥v0∥s + IT0(J
sg, Jsu)).

Ce qui donne
sup

T0≤t≤2T0

∥u(t)∥2s ≤ A(∥u(T0)∥2s + IT0(J
sg, Jsu)),

|||Js+ 1
2v|||2T0

≤ A(∥v(T0)∥s + IT0(J
sg, Jsu)).

donc
sup

0≤t≤2T0

∥u(t)∥2s
≤ A(∥u0∥2s + IT0(J

sf, Jsu))
+A(∥u(T0)∥2s + IT0(J

sg, Jsu)),

|||Js+ 1
2u|||22T0

≤ A(∥u0∥2s + IT0(J
sf, Jsu))

+A(∥u(T0)∥2s + IT0(J
sg, Jsu)).

or
∥u(T0)∥2s ≤ A(∥u0∥2s + IT0(J

sf, Jsu)),

donc
sup

0≤t≤2T0

∥u(t)∥2s
≤ A(∥u0∥2s + IT0(J

sf, Jsu))
+A(A(∥u0∥2s + IT0(J

sf, Jsu)) + IT0(J
sg, Jsu)),

|||Js+ 1
2u|||22T0

≤ A(∥u0∥2s + IT0(J
sf, Jsu))

+A(A(∥u0∥2s + IT0(J
sf, Jsu)) + IT0(J

sg, Jsu)).

Soit, en remarquant que

IT0(J
sf, Jsu) + IT0(J

sg, Jsu) ≤ I2T0(J
sf, Jsu),

on obtient
sup

0≤t≤2T0

∥u(t)∥2s ≤ (A+ A2)∥u0∥2s + (2A+ A2)I2T0(J
sf, Jsu)

|||Js+ 1
2u|||22T0

≤ (A+ A2)∥u0∥2s + (2A+ A2)I2T0(J
sf, Jsu).

Par abus, on pose alors A = max(A+A2, 2A+A2), et, pour tout T > 0, on fixe T1 ≤ T0 et N assez grand
tels que NT1 = T . On réitère alors le processus N fois pour obtenir (7.2) et (7.3) rappelées ci-dessous.

sup
0≤t≤T

∥u(t)∥2s ≤ A(∥u0∥2s + IT (J
sf, Jsu))

|||Js+ 1
2u|||2T ≤ A(∥u0∥2s + IT (J

sf, Jsu))

avec une constante qui dépend de T et, plus précisément, qui explose exponentiellement si T temps vers
l’infini.
On obtient (7.2) et (7.3) sur tout intervalle [0, T ].
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On rappelle ci-dessous, dans l’ordre, les estimations (7.2), (7.3), (7.4) , (7.5), (7.6) et (7.7) écrites sur [0, T ].
sup

0≤t≤T
∥u(t)∥2s ≤ A(∥u0∥2s + IT (J

sf, Jsu)) (7.2)

|||Js+ 1
2u|||2T ≤ A(∥u0∥2s + IT (J

sf, Jsu)) (7.3)
avec

|||u|||T = sup
µ

(∫ T

0

∥⟨x− xµ⟩−2u∥20 dt
) 1

2

et IT (f, u) est une combinaison linéaire d’au plus trois termes de la forme
∫ T

0
|⟨Gf, u⟩| dt où G ∈ OpS0

0,0.

sup
0≤t≤T

∥u(t)∥s ≤ A(∥u0∥s +NT (J
s− 1

2f)), (7.4)

avec

NT (f) = sup
µ

(∫ T

0

∥⟨x− xµ⟩2f∥20 dt
) 1

2

,

|||Js+ 1
2u|||T ≤ A(∥u0∥s +NT (J

s− 1
2f)), (7.5)

sup
0≤t≤T

∥u(t)∥s ≤ A

(
∥u0∥s +

∫ T

0

∥f(t)∥s dt
)
, (7.6)

|||Js+ 1
2u|||T ≤ A

(
∥u0∥s +

∫ T

0

∥f(t)∥s dt
)
. (7.7)

Pour obtenir les quatre autres estimations (7.6), (7.7), (7.4) et (7.5), on utilise (7.2) et (7.3) en remarquant
tout d’abord que

IT (J
sf, Jsu) ≤ A

(∫ T

0

∥f∥2s dt+ T sup
[0,T ]

∥u∥2s

)
, (11.29)

et, pour tout R′ > 0,

IT (J
sf, Jsu) ≤ A

(
R′NT (J

s− 1
2f)2 +

1

R′ |||J
s+ 1

2u|||2T
)
. (11.30)

L’estimation (11.29) permet d’obtenir (7.6) à l’aide de (7.2) et (7.7) à l’aide de (7.3).
pour R′ assez grand, l’estimation (11.30) permet d’obtenir (7.4) à l’aide (7.2) et (7.5) à l’aide de (7.3).

.
Pour obtenir ces estimations sur [−T, 0], il suffit d’appliquer les estimations obtenues sur [0, T ] à v(x, t) =
u(x,−t) qui est solution d’une équation du même type que celle dont u est solution.

Les estimations sur [−T, T ] se déduisent des estimations obtenues sur [−T, 0] et sur [0, T ].

Unicité :

Supposons que l’équation (7.1) admette deux solutions u1 et u2 sur un intervalle [−T, T ] alors u1 − u2 est
solution d’une équation du type (7.1) avec f = 0 et u0 = 0 donc u1 − u2 vérifie (7.6), c’est à dire que

sup
[−T,T ]

∥u1 − u2∥s ≤ 0

donc, pour tout t ∈ [0, T ] et tout x ∈ Rn,

u1(x, t) = u2(x, t).

Existence :
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On commence par prouver l’existence sur tout intervalle [0, T ], l’existence sur [−T, 0] s’en déduisant en
considérant v(x, t) = u(x,−t).

Soit φ ∈ C∞(Rn) une fonction plateau telle que φ(ξ) = 1 si |ξ| ≤ 1
2

et φ(ξ) = 0 si |ξ| ≥ 1.
Pour tout ε ∈]0, 1], considérons l’équation suivante :{

∂tu = iL u+ T δ
b1
φ(εD).∇xu+ T δ

b2
φ(εD).∇xū+ C1u+ C2ū+ f(x, t)

u(x, 0) = u0 ∈ Hs(Rn)
(11.31)

Soit T > 0 tel que sup[0,T ] ∥f∥s < +∞ .

Cette équation admet une unique solution dans C([0, Tε];Hs(Rn)) avec Tε ∈]0, T ]. On note cette solution
uε.

En effet, La fonctionnelle Υ définie par

Υu = eiL tu0 +

∫ t

0

eiL (t−t′)((T δ
b1
φ(εD).∇x + C1)u+ (T δ

b2
φ(εD).∇x + C2)ū+ f(x, t′))dt′

admet un unique point fixe pour Tε assez petit.
Pour vérifier cela, on remarque que∫ t

0

∥(T δ
b1
.∇xφ(εD) + C1)u∥s dt ≤

t∥bδ1(x,D)∥L (Hs(Rn)) sup
[0,t]

∥∇xφ(εD)u∥0 + t∥C1∥L (Hs(Rn)) sup
[0,t]

∥u∥0.

Or en utilisant le support φ, on a

∥∇xφ(εD)∥L (Hs(Rn)) ≤
A

ε

où A est indépendante de ε. Pour Tε ≤ ε assez petit, on otient donc que

sup
[0,Tε]

∥Υu∥s ≤ ∥u0∥s +
1

2
sup
[0,Tε]

∥u∥s.

On a donc que si u ∈ C([0, Tε];H
s(Rn)) alors Υu ∈ C([0, Tε];H

s(Rn)).

De plus, pour tout u et tout v ∈ C([0, Tε];H
s(Rn)), on a

sup
[0,Tε]

∥Υ(u− v)∥s ≤
1

2
sup
[0,Tε]

∥u− v∥s.

L’opérateur Υ est donc contractant dans C([0, Tε];Hs(Rn)).

En étudiant de la même manière le problème (11.31) mais avec la donnée initiale

u(x, 0) = uε(Tε),

on obtient l’existence d’une solution dans C([0, 2Tε];Hs(Rn)).
En effet, en posant

Υ1u = eiL tuε(Tε) +

∫ t

0

eiL (t−t′)((T δ
b1
φ(εD).∇x + C1)u+ (T δ

b2
φ(εD).∇x + C2)ū+ f(x, t′))dt′,

pour le même Tε, on a

sup
[0,Tε]

∥Υ1u∥s ≤ ∥uε(Tε)∥s +
1

2
sup
[0,Tε]

∥u∥s.
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On obtient donc que si u ∈ C([0, Tε];H
s(Rn)) alors Υ1u ∈ C([0, Tε];H

s(Rn)).

De plus, pour tout u et tout v ∈ C([0, Tε];H
s(Rn)), on a

sup
[0,Tε]

∥Υ1(u− v)∥s ≤
1

2
sup
[0,Tε]

∥u− v∥s.

L’opérateur Υ1 est donc contractant dans C([0, Tε];Hs(Rn)).

En réitérant ce raisonnement, on obtient que pour tout T > 0, le problème (11.31) admet une unique
solution dans C([0, T ];Hs(Rn)).

On rappelle le lemme 9.2 :

Lemme 11.11 La solution uε de (9.17) vérifie les estimations d’énergie (7.2), (7.3), (7.4), (7.5), (7.6) et
(7.7) données dans le théorème 7.3 rappelées ci-dessous, uniformément en ε.

sup
0≤t≤T

∥u(t)∥2s ≤ A(∥u0∥2s + IT (J
sf, Jsu)) (7.2)

|||Js+ 1
2u|||2T ≤ A(∥u0∥2s + IT (J

sf, Jsu)) (7.3)
avec

|||u|||T = sup
µ

(∫ T

0

∥⟨x− xµ⟩−2u∥20 dt
) 1

2

et IT (f, u) est une combinaison linéaire d’au plus trois termes de la forme
∫ T

0
|⟨Gf, u⟩| dt où G ∈ OpS0

0,0.

sup
0≤t≤T

∥u(t)∥s ≤ A(∥u0∥s +NT (J
s− 1

2f)), (7.4)

avec

NT (f) = sup
µ

(∫ T

0

∥⟨x− xµ⟩2f∥20 dt
) 1

2

,

|||Js+ 1
2u|||T ≤ A(∥u0∥s +NT (J

s− 1
2f)), (7.5)

sup
0≤t≤T

∥u(t)∥s ≤ A

(
∥u0∥s +

∫ T

0

∥f(t)∥s dt
)
, (7.6)

|||Js+ 1
2u|||T ≤ A

(
∥u0∥s +

∫ T

0

∥f(t)∥s dt
)
. (7.7)

Idées pour la Preuve. La solution uε de (9.17) vérifie les lemmes 11.2 (numéroté aussi 7.2) et 11.1 (numé-
roté aussi 7.1) uniformément en ε ∈]0, 1].

Ce résultat s’obtient en remplaçant dans la preuve du lemme 11.2 (voir preuve du lemme 7.2 section V) Tbi
par Tbiφ(εD) dont le symbole est

b̃δi (x, ξ)φ(εξ)

et vérifie le lemme 4.3 avec en particulier

b̃δi (x, ξ)φ(εξ) ∈ S0
1,δ

avec ses semi-normes uniformément bornées en ε et µ et

b̃δi (x, ξ)φ(εξ) ∈ C2S0
1,0

car ϱ ≥ 2.
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On a aussi toujours

2
∑

i∈{1,2}

|b̃δi (x, ξ)φ(εξ).ξ| ≤ 4A2

∑
µ

⟨x− xµ⟩−4
∑

i∈{1,2}

|αi,µ|
|ξ|2

⟨ξ⟩

et
γ(x, ξ) = p(x− xµ0 , ξ) + 10A2

∑
µ

(|α1,µ|+ |α2,µ|)p(x− xµ, ξ).

Dans la preuve du lemme 11.1, on remplace ηµ par

η̃µ(x, ξ) = φ(εξ)ηµ(x, ξ).

On remarque η̃µ vérifie les mêmes propriétés que ηµ (lemme 11.3 avec des estimations uniformes en ε car
ε ∈]0, 1]) et, en particulier, on a

2ξ̃.∇xη̃µ(x, ξ) = −I (φ̃δ
1,µ(x, ξ)φ(εξ)).ξ.

Ce qui permet d’obtenir un autre opérateur Cε vérifiant les mêmes propriétés que C ∈ OpS0
0,0 avec notam-

ment les semi-normes de son symbole uniformément bornées en ε ∈]0, 1] et que

i[CεL − L Cε] + CεT
δ
iI (φ1,µ)

φ(εD).∇

vérifie exactement les mêmes estimations et propriétés que

i[CL − L C] + CT δ
iI (φ1,µ)

.∇

□

Sachant que v = uε − uε′ est solution de l’équation (9.17) avec

f̃ = T δ
b1
.∇x(φ(εD)− φ(ε′D))uε + T δ

b2
.∇x(φ(εD)− φ(ε′D))uε

et v0 = 0 donc, d’après le lemme 11.11, v vérifie les estimations d’energie du théorème 7.3. C’est à dire
que l’on a

sup
[0,T ]

∥v∥0 ≤ A

∫ T

0

∥f̃∥0 dt.

Or,
∥f̃∥0 ≤ A max

i∈{1,2}
∥bi∥L∞(Rn)∥(φ(εD)− φ(ε′D))uε∥1

et

φ(εD)− φ(ε′D) = (ε− ε′)

∫ 1

0

(∇ξφ)((εt+ ε′(1− t))D).∇x dt

donc on a
∥f̃∥0 ≤ A(ε− ε′)∥uε∥2.

Or, d’après le lemme 11.11, on a

∥uε∥2 ≤ A

(
∥u0∥2 +

∫ T

0

∥f∥2 dt
)
,

donc, pour tout ε, tout ε′, tout u0, f ∈ H2 et tout T > 0, on a∫ T

0

∥f̃∥0 dt ≤ (ε− ε′)max(T, T 2)A

(
∥u0∥2 + sup

[0,T ]

∥f∥2

)
.
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On obtient que pour tout T > 0, (uε) est de Cauchy dans l’espace complet

C([0, T ];L2(Rn))

et donc converge vers l’unique solution u de (7.1) pour tout u0 ∈ H2.
De plus, par un argument classique de densité de S(Rn) ⊂ H2(Rn) dans L2(Rn), on peut approcher u0 et
f dans L2 par deux suites de fonctions (u0,k) et (fk) dans S(Rn).
Soit uk l’unique solution de (7.1) (avec fk au lieu de f ) dans C([0, T ];L2(Rn)) associée à u0,k. D’après les
estimations d’énergie données dans le théorème 7.3, on a

sup
[0,T ]

∥uk − uk′∥0 ≤ A

(
∥u0,k − u0,k∥0 + T sup

[0,T ]

∥fk − fk′∥0

)
.

Sachant que (u0,k) et (fk) convergent, on obtient que (uk) est de Cauchy dans l’espace C([0, T ];L2(Rn))
et converge donc vers l’unique solution u de (7.1) dans C([0, T ];L2(Rn)) pour tout u0 dans L2(Rn).
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Preuve du théorème 7.1 : Existence locale et
effet régularisant pour des équations non
linéaires type Schrödinger avec une non
linéarité C∞ nulle à l’odre 2 en 0.

On considère le problème de Cauchy suivant{
∂tu = iL u+ F (u,∇xu, u,∇xu), t ∈ R, x ∈ Rn,
u(x, 0) = u0(x) ∈ Hs(Rn;C) (12.1)

où F est une fonction C∞ de C× Cn × C× Cn dans C, nulle en 0 ainsi que ses dérivées d’ordre 1 et 2.

On appelle équation paralinéaire associée, l’équation ci-dessous obtenue par la formule de Bony.{
∂tu = iL u+ T∂vF .∇xu+ T∂vF .∇xu+ T∂uF .u+ T∂uF .u+R(u,∇xu, u,∇xu)
u(x, 0) = u0(x)

(12.2)

où
R(u,∇xu, u,∇xu) ∈ H

n
2
+2ϱ si u ∈ Hs avec s =

n

2
+ 1 + ϱ et ϱ > 0.

On pose
v = ∇xu, z0 = (u0, v0, u0, v0), z = (u, v, u, v),

b1(x) = ∂vF (z), b2(x) = ∂vF (z), a1(x) = ∂uF (z), a2(x) = ∂uF (z)

et
b01(x) = ∂vF (z0), b

0
2(x) = ∂vF (z0), a

0
1(x) = ∂uF (z0), a

0
2(x) = ∂uF (z0).

L’équation (12.2) s’écrit alors{
∂tu = iL u+ T δ

b01
.∇xu+ T δ

b02
.∇xū+ T δ

a01
u+ T δ

a02
ū+ R̃u

u(x, 0) = u0(x)
(12.3)

avec
R̃u = R(u, v, u, v) + R̃u,2 + R̃u,3 + R̃u,4

137
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où, pour tout δ ∈ [0, 1[,
R̃u,2 = (Tb1 − T δ

b1
).∇u+ (Tb2 − T δ

b2
).∇ū,

R̃u,3 = (T δ
b1
− T δ

b01
).∇u+ (T δ

b2
− T δ

b02
).∇ū,

R̃u,4 = (Ta1 − T δ
a01
)u+ (Ta2 − T δ

a02
)ū.

Par hypothèse, on a
2 < s− (n/2 + 1).

Soit (qµ)µ une partition de l’unité subordonnée au Qµ. On a

b0i (x) =
∑
µ∈Zn

qµ(x)b
0
i (x).

Soit µ ∈ Zn.
Si ∥qµb0i ∥C2 ̸= 0, on pose

α0
i,µ = ∥qµb0i ∥C2 et φ0

i,µ(x) =
qµb

0
i (x)

∥qµb0i ∥C2

.

Sinon, on pose α0
i,µ = 0 et φ0

i,µ(x) = 0.

Sous les hypothèses du Théorème 7.1, (F est nulle en 0, ainsi que ses dérivées d’ordre 1 et 2) en utili-
sant le développement de Taylor avec reste intégrale en 0 à l’ordre 2 de ∂vF (u, v, u, v), en posant z0 =
(u0, v0, u0, v0), on obtient

b01(x) =
∑

γ∈N2n+2,|γ|=2

zγ0h1,γ(z0)

avec
sup
x∈Rn

|h1,γ(u0, v0, u0, v0)| ≤ sup
x∈[−∥u0∥s,∥u0∥s]2n+2

|G1,γ(x)|

où
G1,γ(R(u0),∇R(u0),I (u0),∇I (u0)) = h1,γ(u0, v0, u0, v0).

On a le même résultat pour b2 mais en utilisant ∂vF (u, v, u, v).

Dans la suite An(∥u0∥s) et Bn(∥u0∥s) désignent des constantes qui ne dépendent que de n, s et de ∥u0∥s.

Sachant que sur le support de qµ, on a
⟨x− xµ⟩ ≤ dn,

en posant
ιµ = ⟨x− xµ⟩−(n+1),

on obtient

∥qµb0i ∥C2(Rn) ≤
∑
|γ|=2

sup
x∈[−∥u0∥s,∥u0∥s]2n+2

|G1,γ(x)| sup
|γ1|,|γ2|≤1

∥ι2µ∂γ1x u0∂γ2x u0∥s−1.

Or
s− 1 >

n

2
+ 2,

donc d’après l’inégalité de Sobolev, on a

∥qµb0i ∥C2(Rn) ≤ An(∥u0∥s) sup
|γ1|,|γ2|≤1

∥ιµ∂γ1x u0∥s−1∥ιµ∂γ2x u0∥s−1.
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C’est à dire que
sup

i∈{1,2}
α0
i,µ ≤ An(∥u0∥s) sup

|γ1|,|γ2|≤1

∥ιµ∂γ1x u0∥s−1∥ιµ∂γ2x u0∥s−1

où
An(∥u0∥s) ≥ A sup

γ∈N2n+2,|γ|=2

sup
x∈[−∥u0∥s,∥u0∥s]2n+2

sup
i∈{1,2}

|Gi,γ(x)|.

D’après le lemme 3.7, on a
sup
|γ|≤1

∥ιµ∂γxu0∥s−1 ∈ l2

et
sup

i∈{1,2}
∥∥ιµb0i ∥s−1∥l1 ≤ Bn(∥u0∥s)

où
Bn(∥u0∥s) ≥ ∥u0∥2sAn(|u0∥s).

En utilisant l’hypothèse que la non-linéarité F s’annule à l’ordre 2, on a donc démontré que

(α0
i,µ)µ∈Zn ∈ l1 avec

∑
µ

|α0
i,µ| ≤ Bn(∥u0∥s).

On peut donc appliquer le théorème 7.3 à l’équation{
∂tu = iL u+ T δ

b01
.∇u+ T δ

b02
.∇ū+ T δ

a01
u+ T δ

a02
ū+ f où f = R̃u

u(x, 0) = u0(x)
(12.4)

On définit λT1 (w), λ
T
2 (w) et λT3 (w) par

λT1 (w) = sup[0,T ] ∥w∥s, λT2 (w) = |||Js+ 1
2w|||T , λT3 (w) = sup[0,T ] ∥∂tw∥n

2
+1+ε,

ΓT (w) = max(λT1 (w), λ
T
2 (w), λ

T
3 (w)).

On pose

ZT
∥u0∥s =

{
w ∈ C ([0, T ];Hs(Rn)) : w(x, 0) = u0(x) et Γ

T (w) ≤ 10Kn(∥u0∥s)
}

où Kn(∥u0∥s) désigne une constante fixé assez grande ne dépendant que de n, de s et de ∥u0∥s telle que

Kn(∥u0∥s) ≥ ∥u0∥sJn(∥u0∥s)

Jn(∥u0∥s) ≥ Cn(∥u0∥s)

avec Cn(∥u0∥s) une constante polynomiale en n, Bn(∥u0∥s) et eBn(∥u0∥s).

Dans la suite, pour tout w ∈ ZT
∥u0∥s , on pose

Υw(t) = W (t)u0 +
∫ t

0
W (t− t′)R̃w(t

′)dt′

où W (t)u0 est la solution de l’équation (12.4) pour f = 0 (l’existence énoncée dans le théorème 7.3 n’est
utilisée que dans le cas f = 0). Un point fixe de Υ est solution de (12.3) et donc solution du problème de
Cauchy (12.1). En effet, en notant B l’opérateur conjugaison, on a

∂tΥw(t) = (iL + T δ
b01
.∇+ T δ

b02
.∇B + T δ

a01
+ T δ

a02
B)W (t)u0+∫ t

0
(iL + T δ

b01
.∇+ T δ

b02
.∇B + T δ

a01
+ T δ

a02
B)W (t− t′)R̃w(t

′) dt′ + R̃w(t)
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∂tΥw(t) = (iL + T δ
b01
.∇+ T δ

b02
.∇B + T δ

a01
+ T δ

a02
B)Υw(t) + R̃w(t). (12.5)

Sachant que Υw est solution de (12.5), on peut appliquer les estimations (7.2) et (7.3) pour obtenir que

λT1 (Υw)
2 + λT2 (Υw)

2 ≤ Cn(∥u0∥s)2(∥u0∥2s + IT (R(w,∇w,w,∇w),Υw)
+IT (R̃w,4,Υw) + IT (R̃w,2,Υw) + IT (R̃w,3,Υw)).

(12.6)

Lemme 12.1 Pour tout T > 0, on a

IT (f, u) ≤ AT

(
sup
[0,T ]

∥f∥20 + sup
[0,T ]

∥u∥20

)
. (12.7)

Dans la suite θ1 désigne une fonction dans C∞(Rn) telle que θ1(x) = 0 si |x| ≤ 1 et θ1(x) = 1 si |x| ≥ 2.
Si f =

∑
µ αµfµ avec

∑
µ |αµ| ≤ A alors, pour tout T > 0, tout R′ ≥ 1 et tout R ≥ 1, on a

IT (J
sf, Jsu) ≤

AR′∥⟨x− xµ⟩2Js− 1
2 θ1(D/R)fµ∥2l∞(L2(Rn×[0,T ])) +

A

R′ |||J
s+ 1

2u|||2T

+AT

(
sup
[0,T ]

∥(Id− θ1(D/R))J
sf∥20 + sup

[0,T ]

∥Jsu∥20

)
.

(12.8)

Cette dernière estimation étant aussi vérifiée avec Id au lieu de θ1(D/R).

Preuve : Voir section V.

On rappelle que l’on note
R̃u = R(u,∇u, u,∇u) + R̃u,2 + R̃u,3 + R̃u,4

où, pour tout δ ∈ [0, 1[,
R̃u,2 = (Tb1 − T δ

b1
).∇u+ (Tb2 − T δ

b2
).∇ū,

R̃u,3 = (T δ
b1
− T δ

b01
).∇u+ (T δ

b2
− T δ

b02
).∇ū,

R̃u,4 = (Ta1 − T δ
a01
)u+ (Ta2 − T δ

a02
)ū.

On remarque que les coefficients ai et bi admettent une décomposition suivant les cubes Qµ comme les
coefficients a0i et b0i . On note

bi =
∑
µ

αi,µφi,µ

avec ∑
µ

|αi,µ| ≤ Bn(∥u∥s)

et
∥φi,µ∥Cϱ ≤ 1.

On applique alors (12.7) à IT (R(w,∇w,w,∇w),Υw) et IT (R̃w,4,Υw).

De plus, en posant

b3,i(x, t) =

∫ 1

0

∂tbi(x, tt
′) dt′,

on a
T δ
bi
− T δ

b0i
= tT δ

b3,i(x,t)
.
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∂tbi(x, t) =
∑

µ α̃i,µ
˜̃φi,µ avec α̃i,µ = ∥qµ∂tbi(x, t)∥L∞(Rn) et ˜̃φi,µ = qµ∂tbi

∥qµ∂tbi(x,t)∥L∞(Rn)
.

Sachant que w ∈ ZT
∥u0∥s et que, par exemple, pour i = 1,

bi(x, t) =
∑

γ∈N2n+2,|γ|=2

zγhi,γ(z)

avec z = (w,∇xw,w,∇xw) ∈ C2n+2 donc

∂tbi(x, t) =
∑

γ∈N2n+2,|γ|=2

∂t(z
γ)hi,γ(z) + zγ∂t(hi,γ(z)).

Sachant que w ∈ ZT
∥u0∥s , on a

sup
i∈{1,2},x∈Rn

(|hi,γ(z)|+ |(∇hi,γ)(z)|) ≤ Dn(∥u0∥s),

et donc, pour s2 =
n

2
+ 1 + ε, on a ∂tbi ∈ H

n
2
+ε et∑

µ

|α̃i,µ| ≤ ∥w∥s2∥∂tw∥s2Dn(∥u0∥s),

∑
µ

|α̃i,µ| ≤ 100Kn(∥u0∥s)2Dn(∥u0∥s).

C’est une nouvelle fois l’hypothèse que la nonlinéraité F s’annule à l’ordre 2 qui permet d’obtenir la
convergence la série des |α̃i,µ|.

On peut donc appliquer (12.8) à IT (R̃w,2,Υw), et à IT (R̃w,3,Υw) dans le cas θ1 = 1.

Pour R et R′ assez grands, et T assez petit, en posant

bi,µ(x, t) =

∫ 1

0

˜̃φi,µ(x, tt
′) dt′,

on obtient donc

λT1 (Υw)
2 + λT2 (Υw)

2 ≤ Cn(∥u0∥s)2(∥u0∥2s + T sup
[0,T ]

∥R(w,∇w,w,∇w) + R̃w,4∥2s

+T100Kn(∥u0∥s)2Dn(∥u0∥s) sup
i,µ

(∫ T

0

∥⟨x− xµ⟩2Js− 1
2Tbi,µ .∇w∥20 dt

)
+sup

i,µ

(∫ T

0

∥⟨x− xµ⟩2Js− 1
2 θ1

(
D

R

)(
Tφ0

i,µ
− T δ

φ0
i,µ

)
.∇w∥20 dt

)
.

D’après le théorème 4.4 et la proposition 4.4, pour ϱ ≥ 1, on a

∥R(w,∇w,w,∇w)∥s ≤ A sup
x∈[− sup

[0,T ]

∥w∥s, sup
[0,T ]

∥w∥s]
Θ(x) ∥w∥s.

On rappelle que, par construction, on a ∥bi,µ∥L∞(Rn) ≤ 1 et que, comme b0i , bi admet une décomposition du
type

bi =
∑
µ

αi,µφi,µ
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avec ∑
µ

|αi,µ| ≤ Bn(10Kn(∥u0∥s))

car w ∈ ZT
∥u0∥s et

∥φi,µ∥Cϱ(Rn) ≤ 1.

On énonce alors les deux lemmes suivants qui sont prouvés ensuite.

Lemme 12.2 On a

sup
i,µ

(∫ T

0

∥⟨x− xµ⟩2Js− 1
2T δ

bi,µ
.∇w∥20 dt

) 1
2

≤ A(λT2 (w) + TλT1 (w)).

Lemme 12.3 On a aussi

sup
µ

(∫ T

0

∥⟨x− xµ⟩2Js− 1
2 θ1

(
D

R

)(
Tφ1,µ − T δ

φ1,µ

)
.∇w∥20 dt

) 1
2

≤ A sup
µ

∥φ1,µ∥Cϱ

(
RTλT1 (w) +

1

Rϱδ
λT2 (w)

)
.

Preuve du lemme 12.2

On commute tout d’abord [⟨x− xµ⟩2, Js− 1
2 ].

Le multiplicateur ⟨x− xµ⟩2 étant un polynôme de degré 2, le symbole de ce commutateur noté r(x,D) est

r(x, ξ) = −
∑

|ν|∈{1,2}

∂νξ (J
s− 1

2 )Dν
x(⟨x− xµ⟩2)

et donc
r(x,D)⟨x− xµ⟩−2 ∈ S

s−1− 1
2

1,0 .

En posant

b(x, t) = bi,µ(x, t)

(
=

∫ 1

0

(∂t ˜̃φi,µ)(x, tt
′) dt′

)
,

on obtient que

sup
µ

(∫ T

0

∥⟨x− xµ⟩2Js− 1
2T δ

b .∇w∥20 dt
) 1

2

≤

AT sup
[0,T ]

∥Tb.∇w∥s− 3
2
+ sup

µ

(∫ T

0

∥⟨x− xµ⟩2T δ
b .∇w∥2s− 1

2
dt

) 1
2

.

Or,
⟨x− xµ⟩2T δ

b ⟨x− xµ⟩2 ∈ OpS0
1,δ

avec ses semi-normes bornées par A∥b∥L∞ où A est une constante indépendante de µ car, par construction,
d’après le lemme 4.3,

b̃δ absorbe les puissances de ⟨x− xµ⟩ et,
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b̃δ ∈ S0
1,δ.

On a plus précisément que, pour chacune des coordonnées de b (que l’on note b pour simplifier), l’opérateur

⟨x− xµ⟩2T δ
b ⟨x− xµ⟩2

a pour symbole
⟨x− xµ⟩2b̃δ(x, ξ)⟨x− xµ⟩2
+⟨x− xµ⟩2(∇ξ b̃

δ)(x, ξ).2i(x− xµ)

−2
∑
|γ|=2

(∂γξ b̃))(x, ξ)

or
b̃δ(x, ξ) = (1− ψ(ξ))|ξ|δn

∫
χ̂(|ξ|δ(x− y))b(y) dy

donc
(∂ξk b̃

δ)(x, ξ) =

∂ξk((1− ψ(ξ))|ξ|δn)
∫
χ̂(|ξ|δ(x− y))b(y) dy

+(1− ψ(ξ))|ξ|δn
∫
ξk(x− y)

|ξ|
.(∇χ̂)(|ξ|δ(x− y))b(y) dy

(∇ξ b̃
δ)(x, ξ).(x− xµ) =

∇ξ((1− ψ(ξ))|ξ|δn).(x− xµ)

∫
χ̂(|ξ|δ(x− y))b(y) dy

+(1− ψ(ξ))|ξ|δn
∫

(x− y)

|ξ|
.(∇χ̂)(|ξ|δ(x− y))ξ.(x− xµ)b(y) dy

(∇ξ b̃
δ)(x, ξ).(x− xµ) =

∇ξ((1− ψ(ξ))|ξ|δn).
∫
χ̂(|ξ|δ(x− y))(x− y)b(y) dy

+∇ξ((1− ψ(ξ))|ξ|δn).
∫
χ̂(|ξ|δ(x− y))(y − xµ)b(y) dy

+(1− ψ(ξ))|ξ|δn
∫

(x− y)

|ξ|
.(∇χ̂)(|ξ|δ(x− y))ξ.(x− y)b(y) dy+

+(1− ψ(ξ))|ξ|δn
∫

(x− y)

|ξ|
.(∇χ̂)(|ξ|δ(x− y))ξ.(y − xµ)b(y) dy

et , pour tout multi-indice γ de longueur 2, c’est à dire que γ est une vecteur composé de deux 1 en position
j et k et d’un 2 si j = k, on a

(∂γξ b̃
δ)(x, ξ) =

∂γξ ((1− ψ(ξ))|ξ|δn)
∫
χ̂(|ξ|δ(x− y))b(y) dy

+(1− ψ(ξ))|ξ|δn
∫
∂γξ (χ̂(|ξ|

δ(x− y)))b(y) dy

+2∂ξj((1− ψ(ξ))|ξ|δn)
∫
∂ξk(χ̂(|ξ|δ(x− y)))b(y) dy

De plus , on a
⟨x− xµ⟩2 = 1 +

∑
k

(xk − xµ,k)
2

donc, pour tout y ∈ Rn, on a

⟨x− xµ⟩2 = 1 +
∑
k

(xk − yk)
2 + (yk − xµ,k)

2 + 2(xk − yk)(yk − xµ,k).
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Tout cela permet d’en déduire que
⟨x− xµ⟩2T δ

b ⟨x− xµ⟩2

est une somme d’opérateurs à symboles dans S0
1,δ avec leurs semi-normes bornées par la somme ci-dessous

A
(
∥b∥L∞ + ∥(yk − xµ,k)b∥L∞ + ∥(yk − xµ,k)

2b∥L∞+
∥(yk − xµ,k)

3b∥L∞ + ∥(yk − xµ,k)
4b∥L∞

)
où A est une constante indépendante de µ mais sur le support de b, par construction,

|y − xµ| ≤ cn

avec cn ≥ 1 et donc
⟨x− xµ⟩2T δ

b ⟨x− xµ⟩2

est un opérateur à symbole dans S0
1,δ avec ses semi-normes bornées par

5Ac4n∥b∥L∞ .

On a donc que
⟨x− xµ⟩2T δ

b ⟨x− xµ⟩2

est borné de Hs− 1
2 dans lui-même avec se norme d’opérateur borné par

A∥b∥L∞ .

On obtient donc que

sup
µ

(∫ T

0

∥⟨x− xµ⟩2Js− 1
2T δ

b .∇w∥20 dt
) 1

2

≤

AT sup
[0,T ]

∥T δ
b .∇w∥s− 3

2
+ A∥b∥L∞ sup

µ

(∫ T

0

∥⟨x− xµ⟩−2∇w∥2
s− 1

2
dt

) 1
2

.

Après commutation de Js− 1
2 et ⟨x− xµ⟩−2, on obtient que

∥⟨x− xµ⟩2Js− 1
2T δ

b .∇w∥l∞(L2(Rn×[0,T ])) ≤ A∥b∥L∞

(
T sup

[0,T ]

∥w∥s− 1
2
+ |||Js+ 1

2w|||T

)
.

Preuve du lemme 12.3

On a

⟨x− xµ⟩2Js− 1
2 θ1

(
D

R

) (
Tφ1,µ − T δ

φ1,µ

)
.∇ =(

⟨x− xµ⟩2⟨ξ⟩s−
1
2 θ1

(
ξ

R

))
(x,D)⟨x− xµ⟩−2 ⟨x− xµ⟩2

(
Tφ1,µ − T δ

φ1,µ

)
.∇

En utilisant que sur le support de θ1,
Rδϱ⟨ξ⟩−δϱ ≤ 1,

on a (
⟨x− xµ⟩2⟨ξ⟩s−

1
2 θ1

(
ξ

R

))
(x,D)⟨x− xµ⟩−2RδϱJ−δϱ ∈ OpS

s− 1
2

1,δ
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donc

∥
(
⟨x− xµ⟩2⟨ξ⟩s−

1
2 θ1

(
ξ

R

))
(x,D)

(
Tφ1,µ − T δ

φ1,µ

)
.∇w∥0 ≤

A

Rδϱ
∥Js+δϱ− 1

2 ⟨x− xµ⟩2
(
Tφ1,µ − T δ

φ1,µ

)
.∇w∥0.

Or, pour tout k ∈ [[1, n]], l’opérateur

⟨x− xµ⟩2
(
Tφ1,µ,k

− T δ
φ1,µ,k

)
⟨x− xµ⟩2

est borné de Hs− 1
2 dans Hs− 1

2
+δϱ car ⟨x − xµ⟩2 est un polynôme de degré 2 et donc, le symbole de cet

opérateur est
−
∑
|ν|≤2

⟨x− xµ⟩2∂νξ ((φ̃1,µ,k(x, ξ)− φ̃δ
1,µ,k(x, ξ)))D

ν
x(⟨x− xµ⟩2).

De plus, on a le lemme suivant (prouver à la fin de la démonstration du lemme 12.3).

Lemme 12.4 Pour tout k et tout k′ ∈ [[1, n]], on a

⟨x− xµ⟩2(φ̃1,µ,k − φ̃δ
1,µ,k))(x,D)

et
(⟨x− xµ⟩2(xk′ − xµ,k′)(φ̃1,µ,k − φ̃δ

1,µ,k)(x,D))

sont des opérateurs bornés de Hs dans Hs+δϱ avec leur norme d’opérateur borné par

A∥φ1,µ,k∥Cϱ

où A est une constante indépandente de µ.

On obtient donc∫ T

0

∥Js− 1
2 ⟨x− xµ⟩2(Tφ1,µ − T δ

φ1,µ
).∇w∥0 dt ≤

∑
k

∫ T

0

∥⟨x− xµ⟩−2∂xk
w∥s− 1

2
dt.

Le commutateur [Js− 1
2 , ⟨x− xµ⟩−2] ∈ S

s− 3
2

1,0 donc on a(∫ T

0

∥Js− 1
2 ⟨x− xµ⟩2θ1

(
D

R

)(
Tφ1,µ − T δ

φ1,µ

)
.∇w∥20 dt

) 1
2

≤ A

Rδϱ
λT2 (w) + ATλT1 (w)

où l’on rappelle que

λT2 (w) = |||Js+ 1
2w|||T = sup

µ∈Zn

(∫ T

−T

∫
Rn

|⟨x− xµ⟩−2Js+ 1
2w(x, t)|2dxdt

) 1
2

et
λT1 (w) = sup

[0,T ]

∥w∥s. □

Preuve du lemme 12.4.
On remarque tout d’abord que

⟨x− xµ⟩2 = 1 +
∑
k′

(xk′ − xµ,k′)
2

et donc
⟨x− xµ⟩2(φ̃1,µ,k(x, ξ)− φ̃δ

1,µ,k(x, ξ)) =

φ̃1,µ,k(x, ξ)− φ̃δ
1,µ,k(x, ξ) +

∑
k′

(xk′ − xµ,k′)
2(φ̃1,µ,k(x, ξ)− φ̃δ

1,µ,k(x, ξ)).
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La proposition 4.4 donne le résultat pour le premier terme.
Pour l’autre terme, sachant que

(xk′ − xµ,k′)
2 = (xk′ − yk′)

2 + 2(xk′ − yk′)(yk′ − xµ,k′) + (yk′ − xµ,k′)
2,

que

|x− xµ|2 =
k′=n∑
k′=1

(xk′ − xµ,k′)
2,

en revenant à la définition de φ̃δ(x, ξ), sachant que, pour tout k, tout k′ ∈ [[1, n]], et tout k0 ∈ {1, 2},

φk′,µ,k(y) = (yk′ − xµ,k′)
k0φµ,k(y) ∈ Cϱ,

vérifie le lemme 4.3 et la proposition 4.4, on obtient le lemme 12.4 dans la premier cas. Le deuxième cas
énoncé dans le lemme 12.4 se traite comme ci-dessus.

Revenons alors à la démonstration du théorème 7.1.

On applique alors à (12.6), les lemmes 12.2 et 12.3.

Sachant que R−1 ≤ R−δϱ, on obtient donc que

λT1 (Υw)
2 + λT2 (Υw)

2 ≤ Cn(∥u0∥s)2(∥u0∥2s+
(R−ϱδ + 100Kn(∥u0∥s)2Dn(∥u0∥s)T )λT2 (w)2
+A(1 +R + 100Kn(∥u0∥s)2Dn(∥u0∥s))TλT1 (w)2).

(12.9)

Ce qui donne, pour ϱδ > 0, R assez grand et T assez petit,

λT1 (Υw) + λT2 (Υw) ≤ Kn(∥u0∥s). (12.10)

Estimons alors λT3 (Υw) = sup
[0,T ]

∥∂tΥw∥n
2
+1+ε.

On rappelle que Υw est solution de (12.4) avec f = R̃w et Υw(0) = u0. En écrivant plus simplement
que

f = F (w,∇xw,w,∇xw)− T δ
b01
.∇w − T δ

b02
.∇w − T δ

a01
w − T δ

a02
w,

or
F (w,∇xw,w,∇xw) = Tb1 .∇w + Tb2 .∇w + Ta1w + Ta2w +R(w,∇xw,w,∇xw)

donc, en posant

R̃(w,∇xw,w,∇xw) =
(Tb1 − T δ

b1
).∇w + (Tb2 − T δ

b2
).∇w + (Ta1 − T δ

a1
)w + (Ta2 − T δ

a2
)w

+R(w,∇xw,w,∇xw),

on a
F (w,∇xw,w,∇xw) = T δ

b1
.∇w + T δ

b2
.∇w + T δ

a1
w + T δ

a2
w + R̃(w,∇xw,w,∇xw).

En posant
R̃(u0,∇xu0, u0,∇xu0) =

(Tb01 − T δ
b01
).∇u0 + (Tb02 − T δ

b02
).∇u0 + (Ta01 − T δ

a01
)u0 + (Ta02 − T δ

a02
)u0

+R(u0,∇xu0, u0,∇xu0),
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on obtient
f = R̃(u0,∇xu0, u0,∇xu0)

+R̃(w,∇xw,w,∇xw)− R̃(u0,∇xu0, u0,∇xu0)
+(T δ

b1
− T δ

b01
).∇w + (T δ

b2
− T δ

b02
).∇w

+(T δ
a1
− T δ

a01
)w + (T δ

a2
− T δ

a02
)w.

On a donc
∂tΥw = iLΥw + T δ

b01
.∇Υw + T δ

b02
.∇Υw + T δ

a01
Υw + T δ

a02
Υw + f(x, t).

On en déduit que

sup
[0,T ]

∥∂tΥw∥n
2
+1+ε ≤ (1 + ∥b0i ∥L∞ + ∥a0i ∥L∞)λT1 (Υw) + sup

[0,T ]

∥f∥n
2
+1+ε.

Or,
1 + ∥b0i ∥L∞ + ∥a0i ∥L∞ ≤ Cn(∥u0∥s)

donc, pour Kn(∥u0∥s) ≥ Cn(∥u0∥s)2∥u0∥s, en utilisant l’estimation de λT1 (Υw) donnée par l’inégalité
(12.9), pour R assez grand et T assez petit, on obtient

sup
[0,T ]

∥∂tΥw∥n
2
+1+ε ≤ 2Kn(∥u0∥s) + sup

[0,T ]

∥f∥n
2
+1+ε. (12.11)

Pour estimer sup[0,T ] ∥f∥n
2
+1+ε, on commence par écrire que

sup
[0,T ]

∥f∥n
2
+1+ε ≤ sup

[0,T ]

∥θ1
(
D

R

)
f∥n

2
+1+ε + sup

[0,T ]

∥
(
1− θ1

(
D

R

))
f∥n

2
+1+ε.

où R est un nombre réel fixé assez grand et θ1 est définie comme précédemment, c’est à dire que 1− θ1 est
une fonction plateau telle que

1− θ1(x) = 1 si |x| ≤ 1,

1− θ1(x) = 0 si |x| ≥ 2.

On a

sup
[0,T ]

∥θ1
(
D

R

)
f∥n

2
+1+ε ≤

10Kn(∥u0∥s)
R

λT1 (w).

Pour estimer

sup
[0,T ]

∥
(
1− θ1

(
D

R

))
f∥n

2
+1+ε,

on utilise le théorème 4.4 dans le cas s1 = 0 et et la proposition 4.4, c’est à dire que

∥R̃(w,∇xw,w,∇xw)−
R̃(((1− θ1(D/R))w, (1− θ1(D/R))∇xw, (1− θ1(D/R))w, (1− θ1(D/R))∇xw)∥n

2
+2+ε

≤ θ(∥(1− θ1(D/R))w∥s−1, ∥(1− θ1(D/R))∇xw∥s−1, ∥w∥s−1, ∥∇w∥s−1)
×∥∇xw − (1− θ1(D/R))∇w∥n

2
+1+ε,

∥R̃(w,∇xw,w,∇xw)

−R̃(((1− θ1(D/R))w, (1− θ1(D/R))∇xw, (1− θ1(D/R))w, (1− θ1(D/R))∇xw)∥n
2
+2+ε

≤ θ(∥(1− θ1(D/R))w∥s−1, ∥(1− θ1(D/R))∇xw∥s−1, ∥w∥s−1, ∥∇w∥s−1)

R
∥w∥n

2
+3+ε.

On a la même estimation pour u0 à la place de w. De plus, on a

∥R̃((1− θ1(D/R))w, (1− θ1(D/R))∇xw, (1− θ1(D/R))w, (1− θ1(D/R))∇xw)

−R̃((1− θ1(D/R))u0, (1− θ1(D/R))∇xu0, (1− θ1(D/R))u0, (1− θ1(D/R))∇xu0)∥n
2
+2+ε

≤ θ(∥w∥s, ∥u0∥s)∥(1− θ1(D/R))(∇xw −∇u0)∥n
2
+2+ε,
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or
∥(1− θ1(D/R))∇xw −∇u0∥n

2
+2+ε ≤ R2TλT3 (w),

ce qui donne

sup
[0,T ]

∥f∥n
2
+1+ε ≤

A

(∑
i

∥bi − b0i ∥L∞ + ∥ai − a0i ∥L∞

)
λT1 (w)

+ sup
w∈ZT

∥u0∥s

θ(∥w∥n
2
+1+ε, ∥u0∥n

2
+1+ε)

(
A
λT1 (w)

R
+ AR2TλT3 (w)

)
+∥R̃(u0,∇xu0, u0,∇xu0)∥n

2
+1+ε

En remplaçant dans (12.11), on obtient donc que

λT3 (Υw) ≤ 2Kn(∥u0∥s) + En(∥u0∥s)
(
1

R
+R2T

)
+Kn(∥u0∥s).

avec
Kn(∥u0∥s) ≥ ∥R̃(u0,∇xu0, u0,∇xu0)∥n

2
+1+ε

et

En(∥u0∥s) ≥ A

 sup
w∈ZT

∥u0∥s

θ(∥w∥s, ∥u0∥s) + sup
w∈ZT

∥u0∥s

∥F (w,∇xw,w,∇xw)∥n
2
+1+ε+

(∥b01∥L∞ + ∥b02∥L∞ + ∥a01∥L∞ + ∥a02∥L∞)
)
× (1 + 10Kn(∥u0∥s))2.

Ce qui donne, pour R assez grand et T assez petit,

λT3 (Υw) ≤ 10Kn(∥u0∥s). (12.12)

On déduit de (12.10) et de (12.12) que Υ(ZT
∥u0∥s) ⊂ ZT

∥u0∥s .

Pour prouver que, pour T assez petit, Υ est contractante sur ZT
∥u0∥s , comme précédemment, on applique les

estimations du théorème 7.3 à Υw1 −Υw2, ce qui est possible car

∂t(Υw1 −Υw2) = (iL + T
1
2

b01
.∇+ T

1
2

b02
.∇B + T

1
2

a01
+ T

1
2

a02
B)(Υw1 −Υw2) + R̃w1 − R̃w2

.

En remarquant, par exemple, que

R̃w1,3 − R̃w2,3 = (Tb1(w1) − Tb1(w2)).∇xw1 + Tb1(w2).∇x(w1 − w2)+

(Tb1(w1) − Tb1(w2)).∇xw1 + Tb1(w2).∇x(w1 − w2),

sachant que
b1(w1)− b1(w2) = (w1 − w2).

∫ 1

0
(∇b1)(t′w1 + (1− t′)w2) dt

′

avec (w1 − w2).
∫ 1

0
(∇b1)(t′w1 + (1 − t′)w2) dt

′ admettant une décomposition
∑

µ α4,µφ̃4,µ suivant les Qµ

telle que ∑
µ

|α4,µ| ≤ sup
[0,T ]

∥w1 − w2∥n
2
+ϱ′ sup

t′∈[0,1],t∈[0,T ]

∥(∇b1)(t′w1 + (1− t′)w2)∥n
2
+ϱ′ ,

en utilisant, de plus, le théorème 4.4 pour estimer

∥R(w1,∇xw1, w1,∇xw1)−R(w2,∇xw2, w2,∇xw2)∥s,
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et les arguments déjà utilisés pour les autres termes, on obtient que, pour tout w1 et tout w2 dans ZT
∥u0∥s ,

ΓT (Υw1 −Υw2) ≤ Gn(∥u0∥s)(T +R−δϱ)ΓT (w1 − w2).

Ce qui permet d’obtenir que Υ est contractante dans ZT
∥u0∥s pour R assez grand et T assez petit.

Sachant que ZT
∥u0∥s est un espace métrique complet, on peut donc appliquer le théorème du point fixe. On

obtient alors le théorème 7.1 car

ZT
∥u0∥s ⊂

{
u ∈ C([0, T ];Hs(Rn)), u(x, 0) = u0 et |||Js+ 1

2u|||T <∞
}
= ET .

L’unicité dans ET s’obtient en remarquant que si une solution u existe dans ET alors, en appliquant les
estimations du théorème 7.3 à u et en utilisant des arguments déjà utilisés pour obtenir le point fixe, pour
T > 0 assez petit, on a u ∈ ZT

∥u0∥s . En effet, u vérifie Υu = u et donc, en appliquant (12.10), on obtient

sup
[0,T ]

∥u∥s + |||Js+ 1
2u|||T ≤ Kn(∥u0∥s)

Pour prouver la propriété de continuité par rapport aux données initiales, on remarque tout d’abord que, s’il
existe r > 0 tel que

∥u0∥s ≤ r

alors toutes le constantes An(∥u0∥s), Bn(∥u0∥s),..., Kn(∥u0∥s) se majorent par une constantes An,r ne dé-
pendant plus de u0, et donc la solution u associée à u0 existe sur un intervalle [−Tr, Tr] avec Tr indépendant
de u0.
On utilise que si u et ũ sont les deux solutions associées respectivement aux données initiales u0 et ũ0, on a

∂tu = iL u+ Tb01 .∇u+ Tb02 .∇u+ Ta01u+ Ta02u+ R̃u

et
∂tũ = iL ũ+ Tb1(ũ0).∇ũ+ Tb2(ũ0).∇ũ+ Ta1(ũ0)ũ+ Ta2(ũ0)ũ+ R̃ũ,

où
b1(ũ0) = (∇vF )(ũ0,∇ũ0, ũ0,∇ũ0),
b2(ũ0) = (∇vF )(ũ0,∇ũ0, ũ0,∇ũ0),
a1(ũ0) = (∇uF )(ũ0,∇ũ0, ũ0,∇ũ0),
a2(ũ0) = (∇uF )(ũ0,∇ũ0, ũ0,∇ũ0).

On obtient donc u− ũ est solution de (9.20) avec

f = R̃u − R̃ũ + Tb01−b1(ũ0).∇xũ+ Tb02−b2(v0).∇xũ+ Ta01−a1(v0)ũ+ Ta02−a2(v0)ũ.

On obtient alors que, pour T = Tr , on a

ΓTr(u− ũ) ≤ 10Cn(∥u0 − ũ0∥s)∥u0 − ũ0∥s + ∥u0 − ũ0∥sTrHn(∥ũ0∥s).

Cette dernière estimation permet d’obtenir l’uniforme continuité par rapport aux données initiales pour
T = Tr assez petit.

Preuve du théorème 12.1 : Existence globale et effet régularisant pour des équations linéaires (ou
plutôt “paralinéaires”) type Schrödinger utilisée pour obtenir le théorème 7.2.

Dans cette sous-section, nous traitons le problème de Cauchy pour l’́’equation de Schrödinger générali-
sée linéaire définie ci-dessous.

On rappelle que Qµ est le cube µ + [0, 1]n, µ ∈ Zn. On note xµ le sommet du cube Qµ image de 0
par la translation de vecteur µ. La famille de cubes {Qµ}µ∈Zn recouvre Rn. On note Q∗

µ le cube de côté
2 obtenu par homothétie de centre le centre de Qµ. On note cn = ⟨dn⟩ où dn est la norme du vecteur
(1, 1, 1, ..., 1, 1, 1) ∈ Rn, longueur de la grande diagonale du cube Q0 ainsi que des cubes Qµ pour tout
µ ∈ Zn.
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Théorème 12.1 Etant donné un nombre réel s, on considère le problème de Cauchy{
∂tu = iL u+ T δ

b1
.∇xu+ T δ

b2
.∇xū+ C1u+ C2ū+ f(x, t)

u(x, 0) = u0 ∈ Hs(Rn)
(12.13)

On suppose que 0 ≤ δ < 1, que C1 et C2 sont dans OpS0
1,δ1

avec 0 ≤ δ1 < 1, et que b1, b2 ∈ Cϱ(Rn),
ϱ ≥ 2, et, plus précisément, que

(S.2)


bk(x) =

∑
µ∈Zn

αk,µφk,µ(x), k = 1, 2

suppφk,µ ⊆ Q∗
µ, ∥φk,µ∥C2 ≤ 1,

∑
µ

|αk,µ| ≤ Ak.

alors l’équation (12.13) admet une unique solution u telle que pour tout σ0 > 0, tout σ1 ∈ {0, 1}, et tout
T > 0,

(t 7→ u(t, x)) ∈ C([−T, T ];Hs(Rn))

et, il existe un réel A tel que

sup
0≤t≤T

∥u(t)∥2s ≤ A
(
∥u0∥2s + IT (J

sf, Jsu)
)
, (12.14)

|||Js+ 1
2u|||2T ≤ A

(
∥u0∥2s + IT (f, u)

)
(12.15)

où IT (f, u) est une somme de trois terme de la forme
∫ T

0
|⟨Gf, u⟩| dt avec G ∈ OpS0

0,0.

|||Js+ 1
2u|||2T,σ1,σ0

≤ A
(
∥u0∥2s + IT (J

sf, Jsu)
)
. (12.16)

avec

|||Js+ 1
2u|||T,σ0,σ1 = sup

µ

(∫ T

−T

∥
√
σ0⟨x− σ1xµ⟩

−σ0−1
2 J1/2u∥20 dt

) 1
2

|||u|||T = |||u|||T,3,1

Remarques :
— Ce théorème est l’analogue du théorème 11.1 (numéroté aussi 7.3) et se prouve exactement de la

même manière.
— La constante A est de la forme c1 exp(c2T ) avec c1 et c2 deux constantes strictement positives.
— Nous allons démontrer le théorème sur l’intervalle [0, T ], le cas [−T, 0] se traitant de façon analogue

en remarquant
v(x, t) = u(x,−t)

est solution d’une équation de même type que u.
— Nous allons aussi travailler avec s = 0 puisque le cas général peut être ramené à ce cas en appliquant

Js à (12.13). Plus précisément, on pose v = Jsu et donc v0 = Jsu0 ∈ L2 pour u0 ∈ Hs. On obtient que v
est solution de {

∂tv = iL v + T δ
b1
.∇xv + T δ

b2
.∇xv̄ + C̃1v + C̃2v̄ + f̃(x, t)

v(x, 0) = v0 ∈ L2(Rn)
(12.17)

où
f̃ = Jsf

et, pour k = 1 ou 2,
C̃k = JsCkJ

−s + [Js, Tbk .∇x]J
−s,
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qui sont des opérateurs continus de L2(Rn) dans lui-même car C1 et C2 ∈ OpS0
1,δ1

avec 0 ≤ δ1 < 1. Ce qui
suffit pour obtenir le théorème 7.3.

— Contrairement à ce qui précède, dans la suite, A désigne une constante polynômiale en n, A1, eA1 et
A2.

Preuve du théorème 12.1.

La démonstration de ce théorème est annalogue à celle du théorème 11.1 (numéroté aussi 7.3).

Pour prouver ce théorème, on utilise les deux lemmes qui vont suivre, les lemmes 12.5 et 12.6 (effet régu-
larisant.).
Le lemme 12.5 est le lemme 11.1 (numéroté aussi 7.1).

Pour prouver ces lemmes, on régularise donc, comme dans la preuve des lemmes 11.1 et 11.2), les coeffi-
cients b1 et b2 , ce qui permet de travailler avec des opérateurs à symbole dans S0,0 sans perte en régularité.
Les restes obtenus s’estiment correctement car ils sont petits par passage à la limite. On ne fait pas exac-
tement un passage à la limite car sinon on ne peut obtenir l’existence un intervalle [0, T0] avec T0 > 0 qui
tend vers 0 si l’on passe à la limite et donc, avec la méthode utilisée, on ne peut étendre l’existence à tout
intervalle [0, T ].

Pour démontrer les lemmes 12.5 et le lemme 12.6, on suppose donc que u désigne une solution de (7.1) si
elle existe avec les coefficients b1 et b2 vérifiant les hypothèses supplémentaires (11.9), (11.10) et (11.11)
rappelées ci-dessous :

∀i ∈ {1, 2}, bi ∈ C∞(Rn)
bi(x) =

∑
µ∈Zn

αi,µφi,µ(x), k = 1, 2

∥φi,µ∥Cϱ ≤ 1,
∑
µ

|αi,µ| ≤ Ai.

∀M ∈ N, φi,µ ∈ CM(Rn) et ∀M0 ∈ N, sup
µ

∥⟨x− xµ⟩M0φi,µ∥CM ≤ AM,M0 .

Lemme 12.5

Il existe un opérateur C inversible et borné dans L2(Rn), un réel A et trois entiers naturels N ,M et M0

ne dépendant que de n tels que, pour tout T > 0,

sup
0≤t≤T

∥Cu(t)∥20 ≤ A∥Cu0∥20 + 2

∫ T

0

|⟨Cf,Cu⟩| dt

+A sup
µ,i

∥⟨x− xµ⟩M0φi,µ∥NCM

(
RT sup

0≤t≤T
∥u∥20 +

1

R
|||J

1
2u|||2T

)
.

Le lemme ci-dessous est une généralisation du lemme 11.2 (numéroté aussi 7.2).

Lemme 12.6 Il existe un réel A tel que, pour toute solution u de l’équation (12.13), tout T > 0, tout
σ0 > 0 et tout σ1 ∈ {0, 1}, il existe un réel Ã et un opérateur Ψ ∈ S0

1,0 tel que, pour tout µ ∈ Zn, pour tout
R assez grand, on a(∫ T

0

∥
√
σ0⟨x− σ1xµ⟩

−σ0−1
2 J1/2Cu∥20 dt

)
≤

Ã

∫ T

0

|⟨ΨCf, u⟩| dt+ (A+ ÃT ) sup
0≤t≤T

∥Cu∥20

+A sup
µ,i

∥⟨x− xµ⟩M0φi,µ∥NCM

(
RT sup

0≤t≤T
∥u∥20 +

1

R
|||J

1
2u|||2T

)
,
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On a aussi(∫ T

0

∥
√
σ0⟨x− σ1xµ⟩

−σ0−1
2 J1/2u∥20 dt

)
≤ Ã

∫ T

0

|⟨Ψf, u⟩| dt+ (A+ ÃT ) sup
0≤t≤T

∥u∥20.

et, comme dans le lemme 11.2, pour obtenir cette dernière estimation, il suffit que les coefficients bi est une
régularité ϱ ≥ 2.

Remarques. Le lemme 12.6 dans le cas σ0 = 3 et σ1 = 1 est le lemme 11.2 prouver dans le section V.
Dans les autres cas, pour la preuve de ce lemme, on renvoie aussi à la section V.

Preuve du lemme 12.5 : Voir preuve du lemme 11.1.

Preuve du Théorème 12.1 : comme il l’a déjà été indiqué plus haut la preuve des deux premières estima-
tions, de l’existence, et de l’unicité sont identiques à celles faites pour prouver le théorème 11.1.

Pour obtenir l’estimation (12.16, on utilise

sup
0≤t≤T

∥u(t)∥20 ≤ A
(
∥u0∥20 + IT (f, u)

)
, (12.18)

|||J
1
2u|||2T ≤ A

(
∥u0∥20 + IT (f, u)

)
. (12.19)

où IT (f, u) est une combinaison linéaire de trois terme de la forme
∫ T

0
|⟨Gf, u⟩| dt avec G ∈ OpS0

0,0.

Les deux estimations ci-dessus sont les estimations (7.2) et (7.3) données dans le théorème 7.3 dans le cas
s = 0. Elles se prouvent de la même manière.

Une fois ces deux estimations établies, on remplace supt ∥u∥20 et |||J 1
2u|||2T dans l’estimation énoncée dans

le lemme 12.6.
Ce qui permet d’obtenir que pour tout T > 0, tout σ0 > 0 et tout σ1 ∈ {0, 1}, il existe A tel que

|||J
1
2u|||2T,σ1,σ0

≤ A
(
∥u0∥20 + IT (f, u)

)
.
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Preuve du théorème 7.2 : Existence et effet
régulatisant pour des équations non linéaires de
Schrö dinger généralisées avec une non linéarité
F qui s’annule en 0 ainsi que ses dérivées
partielles : nécessité de travailler dans des
espaces de Sobolev à poids.

On considère le problème de Cauchy suivant{
∂tu = iL u+ F (u,∇xu, u,∇xu), t ∈ R, x ∈ Rn,
u(x, 0) = u0(x) ∈ Hs(Rn;C) (13.1)

où F (u, v, u, v) est une fonction C∞ de C×Cn ×C×Cn dans C, nulle en 0 ainsi que ses dérivées d’ordre
1.

On appelle équation paralinéaire associée, l’équation ci-dessous obtenue par la formule de Bony.{
∂tu = iL u+ T∂vF .∇xu+ T∂vF .∇xu+ T∂uF .u+ T∂uF .u+R(u,∇xu, u,∇xu)
u(x, 0) = u0(x)

(13.2)

où R(u,∇xu, u,∇xu) = Ru ∈ H
n
2
+2ϱ si u ∈ Hs avec s =

n

2
+ 1 + ϱ avec ϱ > 0. Cette dernière équation

est du type (12.13).

On pose
b1 = ∂vF (u, v, u, v) b2 = ∂vF (u, v, u, v),

a1 = ∂uF (u, v, u, v) a2 = ∂uF (u, v, u, v),

b01 = ∂vF (u0, v0, u0, v0) b
0
2 = ∂vF (u0, v0, u0, v0),

a01 = ∂uF (u0, v0, u0, v0) a
0
2 = ∂uF (u0, v0, u0, v0).

153
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L’équation (13.2) s’écrit alors, en posant v = ∇xu pour simplifier,{
∂tu = iL u+ T δ

b01
.v + T δ

b02
.v̄ + T δ

a01
u+ T δ

a02
ū+ f(x, t)

u(x, 0) = u0(x),
(13.3)

avec δ ∈ [0, 1[,

f(x, t) = (Tb1 − T δ
b1
).∇u+ (Tb2 − T δ

b2
).∇ū+ (Ta1 − T δ

a01
)u+ (Ta2 − T δ

a02
)ū+ R̃u+Ru

R̃u = (T δ
b1
− T δ

b01
).v + (T δ

b2
− T δ

b02
).v̄.

Dans la suite An(∥u0∥s), Bn(∥u0∥s), Cn(∥u0∥s), ... désignent des constantes qui ne dépendent que de n, s
et de ∥u0∥s, ou des constantes majorées par des constantes qui ne dépendent que de n, s et de ∥u0∥s.
Soit (qµ)µ une partition de l’unité subordonnée au Qµ. On a

b0i (x) =
∑
µ∈Zn

qµ(x)b
0
i (x).

Si ∥qµb0i ∥C2 ̸= 0, on pose
α0
i,µ = ∥qµb0i ∥C2

et

φ0
i,µ(x) =

qµb
0
i

∥qµb0i ∥C2

,

et, si ∥qµb0i ∥C2 = 0, on pose
α0
i,µ = 0 et φ0

i,µ(x) = 0.

On remarque que l’on a bien, dans le cas où αi,µ ̸= 0,

∥φ0
i,µ(x)∥C2 ≤ 1

qui est un hypothèse importante uniquement pour pouvoir appliquer l’inégalité de Garding dans la preuve
du lemme 11.2.

Sous les hypothèses du Théorème 7.2, (F est nulle en 0, ainsi que ses dérivées d’ordre 1) en utilisant le déve-
loppement de Taylor avec reste intégrale en 0 à l’ordre 1 de ∂vF (u, v, u, v), en posant z0 = (u0, v0, u0, v0),
on obtient

b01(x) =
∑

γ∈N2n+2,|γ|=1

zγ0h1,γ(z0)

avec h1,γ(u0, v0, u0, v0) vérifiant

sup
x∈Rn

|h1,γ(u0, v0, u0, v0)| ≤ sup
x∈[−∥u0∥s,∥u0∥s]2n+2

|G1,γ(x)|

où
G1,γ(Re(u0),∇Re(u0), Im(u0),∇Im(u0)) = h1,γ(u0, v0, u0, v0).

On a le même résultat pour b2 mais en utilisant ∂vF (u, v, u, v).

D’après l’inégalité de Sobolev et les propriétés de support de qµ, on a

∥qµb0i ∥C2 ≤ An(∥u0∥s)∥ι2µu0∥n
2
+3+ε ≤ An(∥u0∥s)∥ιµu0⟨x⟩s1∥n

2
+3+ε∥ιµ⟨x⟩−s1∥n

2
+3+ε

(car
n

2
+ 3 + ε− 1 >

n

2
+ 2) où ιµ(x) = ⟨x− µ⟩−(2n+2).
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D’après le lemme 3.7 pour s1 = n
2
+ ε, on a

∥ιµb0i ∥n
2
+2+ε ∈ l1

et
∥∥ιµb0i ∥n

2
+2+ε∥l1 ≤ An(∥u0∥s)∥⟨x⟩s1u0∥n

2
+3+ε.

Remarque : il n’y a qu’à ce niveau que l’on utilise que ∥⟨x⟩s1u0∥n
2
+3+ε < +∞. Si l’on arrivait à vérifier

autrement que
∥ιµb0i ∥n

2
+2+ε ∈ l1

avec de donnes estimations, le poids n
2
+ ε utilisé pourrait baisser. Ces dernières conditions étant vérifées,

cela permet au coefficient b1 de vérifier la condition nécessaire (9.3).

On peut donc appliquer le théorème 12.1 à l’équation{
∂tu = iL u+ T δ

b01
.∇u+ T δ

b02
.∇ū+ T δ

a01
u+ T δ

a02
ū+ f(x, t)

u(x, 0) = u0(x)
(13.4)

On définit respectivement λT1 (w), λ
T
2,σ0,σ1

(w), λT
3̃
(w) et, pour tout k ∈ [[1, p]], λT4,k(w) par

λT1 (w) = sup
[0,T ]

∥w∥s, λT2,σ0,σ1
(w) = |||Js+ 1

2w|||T,σ0,σ1 ,

avec

|||u|||T,σ0,σ1 = sup
µ∈Zn

(∫ T

−T

∫
Rn

|
√
σ0⟨x− σ1xµ⟩−

1+σ0
2 u(x, t)|2dxdt

) 1
2

.

λT
3̃
(w) = sup

[0,T ]

∥⟨x⟩2∂tw∥n
2
+1+ε,

et enfin, pour tout k ∈ [[1, p]],
λT4,k(w) = sup

[0,T ]

∥⟨x⟩kw∥n
2
+3+p−kε.

On note ZT
∥u0∥s l’ensemble des fonction w ∈ C ([0, T ];Hs) telle que w(x, 0) = u0(x) et

ΓT (w) = max

(
max

i∈{1,2,3̃},k
λTi (w), λ

T
4,k(w), λ

T
2,σ0,σ1

(w), λT2,3,1(w), λ
T
2,1,0(w)

)
≤ 10Kn,u0

où Kn,u0 désigne une constante fixée assez grande ne dépendant que de n, de s, de ∥u0∥s, ∥⟨x⟩s1u0∥n
2
+3+ε

où s1 = n
2
+ ε et, pour tout k ∈ [[1, p]], de ∥⟨x⟩ku0∥n

2
+3+p−k+ε telle que

Kn,u0 ≥ ∥u0∥sCn(∥u0∥s)

où Cn(∥u0∥s) est une constante polynomiale en n, An(∥u0∥s) et Bn(∥u0∥s) et eBn(∥u0∥s).

Dans la suite, on pose

Υw(t) = W (t)u0 +

∫ t

0

W (t− t′)f(x, t′)dt′ (13.5)

où W (t)u0 est la solution de l’équation (13.4) pour f = 0.
Un point fixe de Υ est solution de (13.4).
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En effet, en notant B l’opérateur conjuguaison, on a

∂tΥw(t) =
(
iL + Tb01 .∇+ T δ

b02
.∇B + T δ

a01
+ T δ

a02
B
)
W (t)u0+∫ t

0

(
iL + T δ

b01
.∇+ T δ

b02
.∇B + T δ

a01
+ T δ

a02
B
)
W (t− t′)f(x, t′) dt′ + f(x, t),

or les coefficients b01, b
0
2, a01 et a02 sont indépendants du temps donc on a

∂tΥw(t) =
(
iL + T δ

b01
.∇+ T δ

b02
.∇B + T δ

a01
+ T δ

a02
B
)
Υw(t) + f(x, t)

D’après les estimations du Théorème 12.1, en notant w1 = w et w2 = w, pour tout σ0 > 0 et tout
σ1 ∈ {0, 1}, on a

λT1 (Υw)
2 + λT2,σ0,σ1

(Υw)2 + λT2,3,1(Υw)
2 + λT2,1,0(Υw)

2 ≤ Cn(∥u0∥s)
(
∥u0∥2s + IT (J

sf, JsΥw)
)

Dans la suite, on explique comment est obtenue l’estimation suivante :

λT1 (Υw) + λT2,σ0,σ1
(Υw) + λT2,3,1(Υw) + λT2,1,0(Υw) ≤ Cn(∥⟨x⟩s1u0∥n

2
+3+ε)×

sup
i∈{1,2}

(
∥u0∥s +

(∫ T

0

∥⟨x⟩2(T δ
bi
− T δ

b0i
).⟨x⟩−1∇Js− 1

2wi∥20 dt
) 1

2

+

∫ T

0

∥J
1
2 [(T δ

bi
− T δ

b0i
), ⟨x⟩].⟨x⟩−1∇Js− 1

2wi∥0 dt+∫ T

0

∥J
1
2 [(T δ

bi
− T δ

b0i
).∇, Js− 1

2 ]wi∥0 dt
)

+Cn(∥⟨x⟩s1u0∥n
2
+3+ε)

(∫ T

0

∥(Tbi − T δ
bi
).∇wi∥0 dt+

∫ T

0

∥f4∥s dt′
)

(13.6)

Pour obtenir précisément l’estimation ci-dessus, on écrit que f = f1 + f2 + f3 avec

f1 =
∑
i

(T δ
bi
− T δ

b0i
).∇w,

f2 =
∑
i

(Tbi − T δ
bi
).∇w

et
f3 = Rw + (Ta1 − T δ

a01
)w + (Ta2 − T δ

a02
)w.

On utilise ensuite que

IT (J
sf, JsΥw) ≤

i=3∑
i=1

IT (J
sfi, J

sΥw).

On estime alors, pour chaque i, IT (Jsfi, J
sΥw) à l’aide d’une méthode appropriée puis on obtiendra l’es-

timation (13.6) ci-dessus pour un T assez petit.

Dans les cas i = 2 et i = 3, on écrit simplement que

IT (J
sfi, J

sΥw) ≤ A

(∫ T

0

∥fi∥2sdt+ Tλ1(Υw)
2

)
.

et, d’après la proposition 4.4 appliquée à f2 pour ϱ′ = 2 et δ′ = δ = 1
2
, et le théorème 4.4 appliqué à f3, on

obtient que

IT (J
sfi, J

sΥw) ≤ AT

((
sup
[0,T ]

∥bi∥2C2 + sup
x∈[−λT

1 (w),λT
1 (w)]

|Θ(x)|

)
λ1(w)

2 + λ1(Υw)
2

)
.
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Pour finir, il reste le cas de f1 à traiter, sachant qu’à la fin de cette démonstration pour obtenir (13.6) on
fixera R′ assez grand et T = T (R′) assez petit.

En ce qui concerne f1, pour un tel f1 de forme Tb.∇w avec b ∈ Σϱ
0 où b = bi − b0i , on écrit que

IT (J
sf1, J

sΥw) = IT (J
s− 1

2f1, J
s+ 1

2Υw)

IT (J
sf1, J

sΥw) =

∫ T

0

⟨T δ
b .∇xJ

s− 1
2w, J

1
2GJsΥw⟩ dt+

∫ T

0

⟨J
1
2 [T δ

b .∇x, J
s− 1

2 ]w,GJsΥw⟩ dt

Le second terme ci-dessus s’estime alors par

A

∫ T

0

∥J
1
2 [T δ

b .∇x, J
s− 1

2 ]w∥20 dt× sup
[0,T ]

∥Υw∥s

≤ AR′
(∫ T

0

∥J
1
2 [T δ

b .∇x, J
s− 1

2 ]w∥0 dt
)2

+
A

R′ sup
[0,T ]

∥Υw∥2s

Pour le premier terme, on a ∫ T

0

⟨T δ
b .∇xJ

s− 1
2w, J

1
2GJsΥw⟩ dt =∫ T

0

⟨⟨x⟩T δ
b .⟨x⟩−1∇xJ

s− 1
2w, J

1
2GJsΥw⟩ dt

+

∫ T

0

⟨J
1
2 [T δ

b , ⟨x⟩].⟨x⟩−1∇xJ
s− 1

2w,Υw⟩ dt.

(13.7)

Le second terme de (13.7) s’estime par

AR′
∫ T

0

∥J
1
2 [T δ

b , ⟨x⟩].⟨x⟩−1∇xJ
s− 1

2w∥20 dt+
A

R′ sup
[0,T ]

∥JsΥw∥20.

Et, pour finir, pour le premier terme de (13.7), on a∣∣∣∣∫ T

0

⟨⟨x⟩T δ
b .⟨x⟩−1∇xJ

s− 1
2w, J

1
2GJsΥw⟩ dt

∣∣∣∣
≤ AR′

∫ T

0

∥∥∥⟨x⟩2T δ
b .⟨x⟩−1∇xJ

− 1
2Jsw

∥∥∥2
0
dt

+
A

R′

∫ T

0

∥∥∥⟨x⟩−1J
1
2GJsΥw

∥∥∥2
0
dt.

De plus, d’après le lemme 3.1, on a

[J
1
2 , G] ∈ S

− 1
2

0,0

donc
⟨x⟩−1[J

1
2 , G] ∈ S

− 1
2

0,0 .

On a aussi
⟨x⟩−1G ∈ S0

0,0,

ce qui permet d’obtenir que∫ T

0

∥⟨x⟩−1J
1
2GJsΥw∥20 dt ≤ A∥G∥L (L2)(Tλ

T
1 (Υw)

2 + λT2,1,0(Υw)
2).
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Pour R′ fixé assez grand et T = T (R′) assez petit, modulo des carrés qui ne posent pas de problème car,
dans la dans le cas de p nombres positifs, on a√√√√ p∑

i=1

x2i ≤
∑
i

xi,

les constantes type Cn(∥u0∥s) étant fixées ≥ 1 et vérifiant donc√
Cn(∥u0∥s) ≤ Cn(∥u0∥s),

on obtient l’estimation (13.6).

A l’estimation (13.6), on applique alors les resultats qui suivent.

Pour terminer, on énonce alors le lemme suivant :

Lemme 13.1 On a(∫ T

0

∥⟨x⟩2(T δ
b1
− T δ

b01
).⟨x⟩−1∇Js− 1

2w∥20 dt
) 1

2

≤ A∥⟨x⟩2(bi − b0i )∥L∞(Rn×[0,T ])λ
T
2,1,0(w).

Preuve : voir section V.

D’après le lemme 13.1, on a(∫ T

0

∥⟨x⟩2Js− 1
2 (T δ

b1
− T δ

b01
).⟨x⟩−1∇w∥20 dt

) 1
2

≤ A∥⟨x⟩2(bi − b0i )∥L∞(Rn×[0,T ]) λ
T
2,1,0(w).

D’après la formule de Taylor et l’hypothèse faite sur les dérivées de F , en posant

z = (w, v, w, v),

on a
b1 − b01 =

∑
γ∈N2n+2,|γ|=1

(zγ − zγ0 )h1,γ(z) + zγ0 (h1,γ(z)− h1,γ(z0))

avec, pour tout γ, h1,γ(w, v, w, v) une fonction bornée si w est dans un borné de Hs. On rappelle que
v = ∇xw. Tous les termes de cette somme s’estiment de la même façon. Estimons par exemple le terme de
multi-indice γ = (0, 1, 0, 0, ..., 0) :

∥⟨x⟩2(∂x2w − ∂x2u0)h1,γ(w, v, w, v)+
⟨x⟩2∂x2u0(h1,γ(w, v, w, v)− h1,γ(u0, v0, u0, v0))∥L∞(Rn×[0,T ]).

On écrit que le second terme de cette somme se majore par

∥⟨x⟩2∂x2u0∥L∞(Rn×[0,T ])

∥∥∥∥∫ t

0

d

dt
(h1,γ(w, v, w, v)) dt

′
∥∥∥∥
L∞(Rn×[0,T ])

Ce qui s’estime par
AT sup

x ∈ [− sup
[0,T ]

∥w∥s, sup
[0,T ]

∥w∥s]
|Θ(x)|∥⟨x⟩s1u0∥n

2
+3+ε

≤ AT sup
x ∈ [−Kn,u0 , Kn,u0 ]

|Θ(x)|∥⟨x⟩s1u0∥n
2
+3+ε
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car w ∈ ZT
∥u0∥s et s1 > 2.

Pour estimer le premier terme, on remarque tout d’abord que

∥⟨x⟩2(∂x2w − ∂x2u0)h1,γ(w, v, w, v)∥L∞(Rn×[0,T ])

≤ ∥⟨x⟩2(∂x2w − ∂x2u0)∥n
2
+ε ∥h1,γ(w, v, w, v)∥n

2
+ε.

Or s > n
2
+ ε+ 1, donc on a

∥⟨x⟩2(∂x2w − ∂x2u0)h1,γ(w, v, w, v)∥L∞(Rn×[0,T ])

≤ AT sup
x ∈ [−Kn,u0 , Kn,u0 ]

|Θ(x)|(λT
3̃
(w) + λT4,2(w) + ∥⟨x⟩2u0∥n

2
+1+ε)λ

T
1 (w).

En appliquant les résultats précédents à l’estimation (13.6) sachant que ϱ ≥ 2, pour T assez petit, on obtient
que

λT1 (Υw) + λT2,σ0,σ1
(Υw) + λT2,3,1(Υw) + λT2,1,0(Υw) ≤ 10Kn,u0 .

Estimons alors λT
3̃
(Υw).

La méthode utilisée est la méthode déjà présentée dans le cas particulier de la sous-section 7.5 intitulée
«Indications de démonstration du théorème 7.2».

Sachant que Υw est solution d’une équation de type (13.4) avec

f = F (w,∇xw,w,∇xw)− T δ
b01
.∇w − T δ

b02
.∇w − T δ

a01
w − T δ

a02
w,

or
F (w,∇xw,w,∇xw) = Tb1 .∇w + Tb2 .∇w + Ta1w + Ta2w +R(w,∇xw,w,∇xw)

donc, en posant

R̃(w,∇xw,w,∇xw) =
(Tb1 − T δ

b1
).∇w + (Tb2 − T δ

b2
).∇w + (Ta1 − T δ

a1
)w + (Ta2 − T δ

a2
)w

+R(w,∇xw,w,∇xw),

on a
F (w,∇xw,w,∇xw) = T δ

b1
.∇w + T δ

b2
.∇w + T δ

a1
w + T δ

a2
w + R̃(w,∇xw,w,∇xw).

En posant
R̃(u0,∇xu0, u0,∇xu0) =

(Tb01 − T δ
b01
).∇u0 + (Tb02 − T δ

b02
).∇u0 + (Ta01 − T δ

a01
)u0 + (Ta02 − T δ

a02
)u0

+R(u0,∇xu0, u0,∇xu0),

on obtient
f = R̃(u0,∇xu0, u0,∇xu0)

+R̃(w,∇xw,w,∇xw)− R̃(u0,∇xu0, u0,∇xu0)
+(T δ

b1
− T δ

b01
).∇w + (T δ

b2
− T δ

b02
).∇w

+(T δ
a1
− T δ

a01
)w + (T δ

a2
− T δ

a02
)w,

sachant que w ∈ ZT
∥u0∥s , à l’aide du théorème 4.4 mais aussi de la proposition 4.4 avec ϱδ ≥ 1 en décom-

posant f comme dans le preuve du cas non linéaire sans poids (c’est à dire qu’on introduit θ1(D/R)) , on
obtient que

λT
3̃
(Υw) ≤ sup

[0,T ]

∥⟨x⟩2Υw∥n
2
+3+ε + A∥b01 + b02∥L∞(Rn×[0,T ]∥⟨x⟩2Υw∥n

2
+2+ε+

A∥a01 + a02∥L∞(Rn×[0,T ]∥⟨x⟩2Υw∥n
2
+1+ε + ∥[⟨x⟩2,L ]Υw∥n

2
+1+ε+

∥[⟨x⟩2, Tb01 .∇x + Ta01 ]Υw∥n
2
+1+ε + ∥[⟨x⟩2, Tb02 .∇x + Ta02 ]Υw∥n

2
+1+ε

+AEn(∥⟨x⟩2u0∥n
2
+3+ε, ∥u0∥n

2
+3+ε)

(
R−1 +R2T

)
+

∥⟨x⟩2R̃(u0,∇xu0, u0,∇xu0)∥n
2
+1+ε.
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On fixe
Kn,u0 ≥ ∥⟨x⟩2R̃(u0,∇xu0, u0,∇xu0)∥n

2
+1+ε.

On obtient que

λT
3̃
(Υw) ≤ (1 + An(∥u0∥s)) sup

[0,T ]

∥⟨x⟩2Υw∥n
2
+3+ε+

AEn(∥⟨x⟩2u0∥n
2
+3+ε, ∥u0∥n

2
+3+ε)

(
R−1 +R2T

)
+Kn,u0

(13.8)

Pour prouver que, pour R assez grand et T assez petit, Υw ∈ ZT
∥u0∥s , Il reste à estimer

sup
[0,T ]

∥⟨x⟩2Υw∥n
2
+3+ε

et
λT4,k(Υw) = sup

[0,T ]

∥⟨x⟩kw∥n
2
+3+p−k+ε.

Pour cela, on utilise l’équation intégrale (13.5). Ce qui donne

sup
[0,T ]

∥⟨x⟩2Υw∥n
2
+3+ε ≤ ∥⟨x⟩2W (t)u0∥n

2
+3+ε + T sup

[0,T ]

∥⟨x⟩2f∥n
2
+3+ε.

On rappelle que f est, par exmple, définie juste après (13.3).
D’après le théorème 4.4 appliquée dans le cas s1 = 2, on a

∥⟨x⟩2Rw∥n
2
+3+ε ≤ sup

w∈ZT
∥u0∥s

Θ
(
∥⟨x⟩2w∥n

2
+3+ε, ∥⟨x⟩2u0∥n

2
+3+ε

)
∥⟨x⟩2w∥n.

2
+3+ε

D’après la proposition 4.4 appliquée dans la cas s1 = 2, δ′ = δ = 1
2

et ϱ′ = 2, on a

∥⟨x⟩2
(
Tbi − T δ

bi
).∇u+ (Tb2 − T δ

b2
).∇ū

)
∥n

2
+3+ε ≤ A sup

i
∥⟨x⟩2bi∥C2∥∇u∥n

2
+2+ε

≤ A sup
i,

∥⟨x⟩2bi∥C2

(
λT4,2(u) + λT4,1(u)

)
De plus, d’après le lemme 3.4, on a

∥⟨x⟩2(Ta1 − T δ
a01
)u+ (Ta2 − T δ

a02
)ū)∥n

2
+3+ε ≤ A sup

i

(
∥ai∥L∞ + ∥a0i ∥L∞

)
∥u∥n

2
+3+ε

Enfin, d’après lemme 4.3 appliqué aux symboles respectifs des opérateur T δ
bi

et T δ
b0i

dans le cas σ1 = 0,
N = 2, ϱ = 0, on a

∥⟨x⟩2T δ
bi
.∇u∥n

2
+3+ε ≤ A∥⟨x⟩2bi∥L∞∥∇u∥n

2
+3+ε,

∥⟨x⟩2T δ
b0i
.∇u∥n

2
+3+ε ≤ A∥⟨x⟩2b0i ∥L∞∥∇u∥n

2
+3+ε.

On obtient donc que

sup
[0,T ]

∥⟨x⟩2f∥n
2
+3+ε ≤ sup

w∈ZT
∥u0∥s

Θ(∥⟨x⟩2w∥n
2
+3+ε, ∥⟨x⟩2u0∥n

2
+3+ε)

×

(
1 + sup

[0,T ]

∥⟨x⟩2w∥n
2
+3+ε + λT1 (w)

)
.

Pour estimer ∥⟨x⟩2W (t)u0∥n
2
+3+ε, on utilise que ⟨x⟩2W (t)u0 est solution de (13.4) avec

f2(x, t) = i⟨x⟩2[L + T δ
b01
.∇+ T δ

b02
.∇B + T δ

a01
+ T δ

a02
B, ⟨x⟩−2]⟨x⟩⟨x⟩W (t)u0
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et de donnée initiale ⟨x⟩2u0. On note, pour raccourcir un peu les écritures,

[L + T δ
b01
.∇+ T δ

b02
.∇B + T δ

a01
+ T δ

a02
B, ⟨x⟩−2] =

[L + T δ
b01
.∇+ T δ

a01
, ⟨x⟩−2] + [T δ

b02
.∇+ T δ

a02
, ⟨x⟩−2]B

avec B l’opérateur de conjugaison complexe.

On applique alors l’estimation (10.5), ce qui donne

sup
[0,T ]

∥⟨x⟩2W (t)u0∥n
2
+3+ε ≤ Cn(∥⟨x⟩2u0∥n

2
+3+ε)

(
∥⟨x⟩2u0∥n

2
+3+ε +

∫ T

0

∥f2∥n
2
+3+ε dt

)
,

avec, d’après le corollaire 3.3,

sup
[0,T ]

∥f2∥n
2
+3+ε ≤ Cn(∥u0∥s)

(
n∑

j=1

∥xjW (t)u0∥n
2
+4+ε + ∥W (t)u0∥n

2
+3+ε

)
.

Pour estimer, ∥xjW (t)u0∥n
2
+4+ε, on utilise enfin que xjW (t)u0 est solution d’une équation de type (13.4)

avec
f = f1 = (i[xj,L ] + [xj, T

δ
b01
.∇+ T δ

a01
])W (t)u0 + [xj, T

δ
b02
.∇++T δ

a02
]W (t)u0

et de donnée initiale xju0.
On a donc

sup
[0,T ]

∥xjW (t)u0∥n
2
+4+ε

≤ Cn(∥xju0∥n
2
+4+ε)

(
∥xju0∥n

2
+4+ε + T sup

[0,T ]

∥W (t)u0∥n
2
+5+ε

)
.

On conclut en rappelant que W (t)u0 est solution de (13.4) avec f = 0 et donc, pour s ≥ n
2
+ 5 + ε, on a

sup
[0,T ]

∥W (t)u0∥n
2
+5+ε ≤ A∥u0∥s

et que, comme p ≥ 2, p− 1 ≥ 1 et donc

∥xku0∥n
2
+4+ε ≤ ∥⟨x⟩u0∥n

2
+3+p−1+ε.

Ce qui permet d’obtenir, d’après (13.8), que pour T assez petit,

λT
3̃
(Υw) ≤ 10Kn,u0 . (13.9)

Estimons pour finir, pour tout k ≤ p, λT4,k(Υw). Pour cela, on reprend le raisonnement juste précédent qui
a été fait pour estimer

∥⟨x⟩2Υw∥n
2
+3+ε.

On commence par remarquer que, à l’aide de l’équation intégrale (13.5), on obtient que

λT4,k(Υw) ≤ ∥⟨x⟩kW (t)u0∥n
2
+3+p−k+ε + T sup

[0,T ]

∥⟨x⟩kf∥n
2
+3+p−k+ε.

Daprès le théorème 4.4, la proposition 4.4 appliquées dans la cas s1 = k dans le cas δ = δ′ = 1
2

et ϱ′ = 2 et
le lemme 4.3, on a

sup
[0,T ]

∥⟨x⟩kf∥n
2
+3+p−k+ε

≤ sup
w∈ZT

∥u0∥s

Θ(∥⟨x⟩kw∥n
2
+3+p−k+ε, ∥⟨x⟩ku0∥n

2
+3+p−k+ε) sup

[0,T ]

∥⟨x⟩kw∥n
2
+3+p−k+ε.
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Pour estimer ∥⟨x⟩kW (t)u0∥n
2
+3+p−k+ε, on utilise que ⟨x⟩kW (t)u0 est solution de (13.4) avec

f(x, t) = fk(x, t) = (i⟨x⟩k([L + T δ
b01
.∇+ T δ

a01
, ⟨x⟩−k]⟨x⟩⟨x⟩k−1W (t)u0

+⟨x⟩k[T δ
b02
.∇+ T δ

a02
, ⟨x⟩−k]W (t)u0

et de donnée initiale ⟨x⟩ku0.
On applique alors l’estimation (10.5), ce qui donne

sup
[0,T ]

∥⟨x⟩kW (t)u0∥n
2
+3+p−k+ε

≤ Cn(∥⟨x⟩ku0∥n
2
+3+ε)

(
∥⟨x⟩ku0∥n

2
+3+p−k+ε +

∫ T

0

∥fk∥n
2
+3+p−k+ε dt

)
,

avec, d’après le corollaire 3.3,

∥fk∥n
2
+3+p−k+ε ≤ Cn(∥u0∥s) sup

[0,T ]

∥⟨x⟩k−1W (t)u0∥n
2
+3+p−(k−1)+ε.

∥fk∥n
2
+3+ε ≤ Cn(∥u0∥s)λT4,k−1(W (t)u0).

Pour estimer λT4,k−1(W (t)u0), on réitére la même opération ce qui fait que l’on doit estimer λT4,k−2(W (t)u0)
et ainsi de suite jusqu’à

λT4,1(W (t)u0).

Ce qui revient à estimer, pour tout j ∈ [[1, n]],

sup
[0,T ]

∥xjW (t)u0∥n
2
+3+p−1+ε.

Ce qui à déja été fait précédemment dans le cas p = 1. On remarque alors xjW (t)u0 est solution d’une
équation de type (13.4) avec

f = fj = (i[xj,L ] + [xj, T
δ
b01
.∇+ T δ

b02
.∇B + T δ

a01
+ T δ

a02
B])W (t)u0

et de donnée initiale xju0.
On a donc

∥xjW (t)u0∥n
2
+3+p−1+ε

≤ Cn(∥xju0∥n
2
+3+p−1+ε)

(
∥xju0∥n

2
+3+p−1+ε + T sup

[0,T ]

∥W (t)u0∥n
2
+3+p+ε

)
.

On conclut en rappelant que W (t)u0 est solution de (13.4) avec f = 0 et donc, pour s ≥ n
2
+3+ p+ ε, on a

sup
[0,T ]

∥W (t)u0∥n
2
+3+p+ε ≤ A∥u0∥s.

Pour T assez petit, on obtient donc que

λT4,k(Υw) ≤ 10Kn,u0 .

Sachant w ∈ ZT
∥u0∥s , pour R assez grand et T assez petit, et s ≥ n

2
+ 3+ p+ ε avec p ≥ 2 , on obtient donc

Υ(ZT
∥u0∥s) ⊂ ZT

∥u0∥s . De plus, pour tout w1 et w2 dans ZT
∥u0∥s , on a

Υw1 −Υw2 =

∫ t

0

W (t− t′)((T δ
b1(w1)

− T δ
b1(w2)

)∇w1)(t
′) + T δ

b1(w2)
∇(w1 − w2)(t

′)−

T δ
b01
.∇(w1 − w2)(t

′) + R̃(w1 − w2) +Rw1 −Rw2)(t
′))dt′
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D’après le théorème 4.4, on a, pour tout w1 et w2 dans ZT
∥u0∥s , que

sup
[0,T ]

∥Rw1 −Rw2∥s ≤ A sup
[0,T ]

∥w1 − w2∥s.

En utilisant des arguments déjà utilisés pour les autres termes, on obtient que

ΓT (Υw1 −Υw2) ≤ ATΓT (w1 − w2).

Ce qui permet d’obtenir que Υ est contractante sur ZT
∥u0∥s pour T assez petit.

Sachant que ZT
∥u0∥s est un espace métrique complet, on peut donc appliquer le théorème du point fixe. On

obtient alors le théorème 7.2 car

ZT
∥u0∥s ⊂

{
u ∈ C([0, T ];Hs(Rn)), u(x, 0) = u0 et |||Js+ 1

2u|||T,σ0,σ1 <∞
}
.
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14
Preuve du lemme 11.2 (numéroté aussi 7.2)

La preuve de ce lemme suit le même raisonnement que pour celle du lemme 3.3 dans [31]. Les modifications
à apporter sont dues au fait que l’on travaille avec des opérateurs T δ

b de symboles b̃δ(x, ξ) ( définis par (4.1)
et notés dans cette démonstration Tb et b̃(x, ξ), la valeur de δ < 1 ne modifiant pas la démonstration.) au
lieu de b(x). Dans la suite, on désigne par C̃1 et C̃2 les opérateurs tels que C̃iu = Ciu. On a donc C̃iu = Ciu
or, pour tout réel s, Ci est borné de Hs dans Hs donc C̃i aussi, ainsi que leurs adjoints respectifs.

La démonstration est écrite simultanément dans le cas C = Id et C ̸= Id en précisant les simplifications
éventuelles obtenues dans les calculs, la démarche étant la même dans les deux cas.

On a

∂tCu = iL Cu+ i[C,L ]u+ Tb1 .∇xCu+ Tb2 .∇xCu+ C1Cu+ C2Cu+ Cf(x, t)
+[C, Tb1 .∇]u+ [C, Tb2 .∇]u+ [C, C1]u+ [C, C2]u.

On pose aussi

B =

(
Tb1 .∇x Tb2 .∇x

Tb2 .∇x Tb1 .∇x

)
,Φ =

(
C1 C2

C̃1 C̃2

)
,ΨM =

(
Ψ 0
0 −Ψ

)
, H =

(
L 0
0 −L

)
où Ψ est un opérateur dont on choisira le symbole ψ(x, ξ) dans S0

1,0 vérifiant ψ(x, ξ) ≥ A avec A > 0. De
plus, d’après la proposition (v) du lemme 11.5 ( dans la preuve du lemme 7.1), on a

i[C,L ] = −CTiI (b1).∇+ E1,R + E2,R + E

donc

i

(
[C,L ] 0
0 −[C,L ]

)
= B̃C + g(x,D)Ĩ avec

B̃ =

(
−TiI (b1).∇ 0
0 −TiI (b1)

.∇

)
, Ĩ =

(
Id 0
0 −Id

)
et

g(x,D) = −[C, TiI (b1).∇] + E1,R + E2,R + E

D’après la proposition (v), mais aussi la proposition (iv) du lemme 11.5, on a∫ T

0

⟨g(x,D)u, u⟩ dt ≤ A sup
µ

∥⟨x− xµ⟩M0φ1,µ∥NCM

(
1

R
|||J

1
2u|||2T +RT sup

[0,T ]

∥u∥20

)
.
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Remarque : Dans le cas où C = Id, le commutateur [C,L ] = 0 et donc dans le cas C = Id, on n’a pas les
termes en B̃ et g(x,D). C’est le terme en g(x,D) qui fait que l’estimation dans le cas C ̸= Id est différente
de celle obtenue dans le cas C = Id.
On rappelle que c(x, ξ) est pair en ξ et réel donc Cu = Cu. Dans la suite, on pose w⃗c = (Cu,Cu) et
w⃗ = (u, u).

On a
∂tC−→w = iHC−→w + (B + B̃ + Φ)C−→w + ([B + Φ,CId] + g(x,D)Ĩ)w⃗ + C

−→
F , (14.1)

∂tΨMC−→w = iΨMHC−→w +ΨM(B + B̃ + Φ)C−→w +ΨM([B + Φ,CId] + g(x,D)Ĩ)w⃗ +ΨMC
−→
F

avec
−→
F = (f(x), f(x))T . Sachant que c(x, ξ) est pair en ξ et réel donc Cu = Cu, en posant dans la suite

w⃗c = (Cu,Cu) et w⃗ = (u, u), on obtient que

∂tΨM
−→wc = iΨMH

−→wc +ΨM(B + B̃ + Φ)−→wc +ΨM([B + Φ,CId] + g(x,D)Ĩ)w⃗ +ΨMC
−→
F

or
∂t⟨ΨM

−→w c,
−→w c⟩ = ⟨∂tΨM

−→w c,
−→w c⟩+ ⟨ΨM

−→w c, ∂t
−→w c⟩

et
⟨iΨMH

−→w c,
−→w c⟩+ ⟨ΨM

−→w c, iH
−→w c⟩ = ⟨iΨMH

−→w c,
−→w c⟩+ ⟨(−iHΨM)−→w c,

−→w c⟩

⟨iΨMH
−→w c,

−→w c⟩+ ⟨ΨM
−→w c, iH

−→w c⟩ = ⟨(iΨMH − iHΨM)−→w c,
−→w c⟩

⟨iΨMH
−→w c,

−→w c⟩+ ⟨ΨM
−→w c, iH

−→w c⟩ = −i⟨(HΨM −ΨMH)−→w c,
−→w c⟩

donc
∂t⟨ΨM

−→w c,
−→w c⟩ = −i⟨(HΨM −ΨMH)−→w c,

−→w c⟩+ ⟨(B∗ΨM +ΨMB)w⃗c, w⃗c⟩
+⟨(B̃∗ΨM +ΨM B̃)w⃗c, w⃗c⟩+ ⟨(Φ∗ΨM +ΨMΦ)w⃗c, w⃗c⟩
+⟨ΨMCF⃗ , w⃗c⟩+ ⟨ΨM w⃗c,CF⃗ ⟩⟩+ ⟨GΨM w⃗, w⃗⟩+ ⟨ΨM w⃗, Gw⃗⟩.

(14.2)

avec G = [B + Φ,CId] + g(x,D). De plus, modulo des opérateurs bornés dans L2, on a

⟨(B∗ΨM +ΨMB)w⃗, w⃗⟩ =
⟨(

ΨTb1−b1
.∇x 2ΨTb2 .∇x

−2ΨTb2 .∇x ΨTb1−b1
.∇x

)
w⃗, w⃗

⟩
En notant ψ le symbole de Ψ,

σ(B∗ΨM +ΨMB) = ψ(x, ξ)

(
i(b̃1 − b̃1)(x, ξ).ξ 2ib̃2(x, ξ).ξ

−2ib̃2(x, ξ).ξ i(b̃1 − b̃1)(x, ξ).ξ

)

De plus

σ(B̃∗ΨM +ΨM B̃) = ψ(x, ξ)

(
−2I (b̃1(x, ξ)).ξ 0

0 − 2I (b̃1(x, ξ)).ξ

)
Le terme ⟨ΨM [B + Φ,CId]w⃗, w⃗⟩+ ⟨ΨM w⃗, [B + Φ,CId]w⃗⟩ s’estime comme celui en g(x,D).

Remarque : le commutateur [B + Φ,CId] est nul si C = Id.

Dans la suite, on utilise le lemme suivant

Lemme 14.1 (Lemme de Doi) Soit λ une fonction paire, positive, régulière et bornée ainsi que toutes ses
dérivées, λ ∈ L1(0,∞). Il existe une fonction régulière θ0(x) = (θ1(x), ..., θn(x)) bornée, ainsi que toutes
ses dérivées, telle que, au sens des matrices, on ait

Dθsymm(x) =
1

2

(
∂xj

θk + ∂xk
θj(x)

)
≥ λ(|x|)I
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On peut choisir θ0(x) = (f(x1), ..., f(xn)) avec f(t) =
∫ t

0
λ(|s|)ds.

On définit p(x, ξ) = −θ0(x).ξ̃
⟨ξ⟩

∈ S0
1,0 où ξ̃ = (−ξ1, ...,−ξk, ξk+1, ..., ξn). On a

−2ξ̃.∇xp(x, ξ) = 2
Dθsymm(x)ξ̃.ξ̃

⟨ξ⟩
≥ λ(|x|) |ξ|

2

⟨ξ⟩
.

Preuve : Voir [16].

D’après le lemme de Doi ci-dessus appliqué avec λ que l’on fixera plus tard, en posant,

γ(x, ξ) = p(x− xµ0 , ξ) + 10A2

∑
µ∈Zn(|α1,µ|+ |α2,µ|)p(x− xµ, ξ)

où µ0 est fixé,
A2 = supµ,i,x,ξ|⟨x− xµ⟩4φ̃i,µ(x, ξ)|,

avec φ̃i,µ défini par (4.1) et

p(x, ξ) = −θ0(x).ξ̃
⟨ξ⟩

avec

θ0(x) = (f(x1), ..., f(xn)), f(t) =

∫ t

0

λ(|s|)ds et λ(|s|) = ⟨s⟩−4.

On obtient que p vérifie le lemme de Doi et donc que

−2ξ̃.∇xγ(x, ξ) ≥
λ(|x− xµ0 |)

|ξ|2
⟨ξ⟩ +

∑
µ∈Zn 10A2(|α1,µ,|+ |α2,µ|)λ(|x− xµ|) |ξ|

2

⟨ξ⟩ .
(14.3)

On choisit Ψ de symbole ψ(x, ξ) = exp(−γ(x, ξ)) donc ψ ∈ S0
1,0 car γ ∈ S0

1,0 et Ψ admet une paramétrix
dans S0

1,0.
L’opérateur −i(HΨM −ΨMH) + (ΨM(B + B̃) + (B + B̃)∗ΨM) a pour symbole principal la matrice

s(x, ξ) = 2ψ

(
ξ̃.∇xγ(x, ξ) − ib̃2(x, ξ).ξ

ib̃2(x, ξ).ξ ξ̃.∇xγ(x, ξ)

)
.

Remarque : Dans le cas C = Id, on a

s(x, ξ) = 2ψ

(
ξ̃.∇xγ(x, ξ)− I (b̃1(x, ξ)).ξ − ib̃2(x, ξ).ξ

ib̃2(x, ξ).ξ ξ̃.∇xγ(x, ξ)− I (b̃1(x, ξ)).ξ

)
.

et les calculs ci-dessous sont écrits dans le cas C = Id sachant qu’ils sont plus simples dans le cas C ̸= Id
car il n’y a plus le terme en I (b̃1) mais l’opérateur Ψ construit ci-dessus fait fonctionner la démonstration
dans les deux cas. .

Définissons alors κ(x, ξ) =

(
2ψλ(|x− xµ0 |)

|ξ̃|2
⟨ξ⟩ 0

0 2ψλ(|x− xµ0 |)
|ξ̃|2
⟨ξ⟩

)
et ζ(x, ξ) = −s(x, ξ)− κ(x, ξ).

On a
ζ(x, ξ) + ζ(x, ξ)∗ =

4ψ(x, ξ)

(
−ξ̃.∇xγ(x, ξ) + I (b̃1(x, ξ)).ξ ib̃2(x, ξ).ξ

−ib̃2(x, ξ).ξ − ξ̃.∇xγ(x, ξ) + I (b̃1(x, ξ))

)
− 2κ(x, ξ).

ζ(x, ξ) + ζ(x, ξ)∗ =

4ψ(x, ξ)

(
−ξ̃.∇xγ(x, ξ) + I (b̃1(x, ξ)).ξ − λ(|x− xµ0 |)

|ξ̃|2
⟨ξ⟩ ib̃2(x, ξ).ξ

−ib̃2(x, ξ).ξ − ξ̃.∇xγ(x, ξ) + I (b̃1(x, ξ)).ξ − λ(|x− xµ0 |)
|ξ̃|2
⟨ξ⟩

)
.
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En posant, dans le C = Id,

c = −ξ̃.∇xγ(x, ξ) + I (b̃1(x, ξ)).ξ − λ(|x− xµ0 |)
|ξ̃|2

⟨ξ⟩

et, dans le cas C ̸= Id,

c = −ξ̃.∇xγ(x, ξ)− λ(|x− xµ0 |)
|ξ̃|2

⟨ξ⟩
,

on a
det(ζ(x, ξ) + ζ(x, ξ)∗ − νId) = 16ψ2(ν2 − 2cν + c2 − |b̃2(x, ξ).ξ|2)

Le discriminant réduit ∆ de ce trinôme du second degré est |b̃2(x, ξ).ξ|2. Les deux racines réelles du trinôme
du second degré

det(ζ(x, ξ) + ζ(x, ξ)∗ − νId)

sont donc

ν1 = c−
√
∆ = −ξ̃.∇xγ(x, ξ) + I (b̃1(x, ξ)).ξ − λ(|x− xµ0 |)

|ξ̃|2

⟨ξ⟩
− |b̃2(x, ξ).ξ|

et
ν2 = ν1 + 2

√
∆.

Pour prouver que
∀z ∈ C2, ⟨(ζ(x, ξ) + ζ∗(x, ξ))z, z⟩ ≥ 0,

Il suffit donc de prouver que ν1 ≥ 0 car ν2 ≥ ν1.

On applique alors le lemme de Doï avec λ(t) = ⟨t⟩−4 et exp(−γ(x,D)) borné dans L2, on obtient que

−2ξ̃.∇xγ(x, ξ) ≥

λ(|x− xµ0 |)
|ξ|2

⟨ξ⟩
+
∑
µ∈Zn

10A2(|α1,µ,|+ |α2,µ|)λ(|x− xµ|)
|ξ|2

⟨ξ⟩

donc

−2ξ̃.∇xγ(x, ξ)− λ(|x− xµ0 |)
|ξ|2

⟨ξ⟩
≥∑

µ∈Zn

10A2(|α1,µ,|+ |α2,µ|)λ(|x− xµ|)
|ξ|2

⟨ξ⟩
,

ν1 ≥ ∑
µ∈Zn

10A2(|α1,µ,|+ |α2,µ|)λ(|x− xµ|)
|ξ|2

⟨ξ⟩
+ I (b̃1(x, ξ)).ξ − |b̃2(x, ξ).ξ|.

Or, on a

|b̃1(x, ξ).ξ|+ |b̃2(x, ξ).ξ| ≤

(∑
µ

|α1,µ||φ̃1,µ(x, ξ)|+ |α2,µ||φ̃2,µ(x, ξ)|

)
|ξ|.

donc, pour |ξ| ≥ 1, on obtient

|b̃1(x, ξ).ξ|+ |b̃2(x, ξ).ξ| ≤ 2A2

∑
µ

⟨x− xµ⟩−4(|α1,µ|+ |α2,µ|)
|ξ|2

⟨ξ⟩
.

Ce qui permet d’obtenir que ν1 ≥ 0.
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On obtient donc que
∀z ∈ C2, ⟨(ζ(x, ξ) + ζ∗(x, ξ))z, z⟩ ≥ 0, .

Sachant que b̃1 ∈ C2S0
1,0 donc ζ ∈ C2S1

1,0, d’après l’inégalité de Gårding précisée pour un système, on
obtient

R
(
⟨−(−i(HΨM −ΨMH) + ΨM(B + B̃) + (B + B̃)∗ΨM + κ(x,D))w⃗c, w⃗c⟩

)
≥ −A∥w⃗c∥20.

C’est à dire que

R
(
⟨(−i(HΨM −ΨMH) + ΨM(B + B̃) + (B + B̃)∗ΨM + κ(x,D))w⃗c, w⃗c⟩

)
≤ A∥w⃗c∥20.

avec A ne dépendant que de n et de supµ ∥φ1,µ(x)∥C2 .

En intégrant alors en temps la partie réelle de (17.1) puis en utilisant l’inégalité précédente sachant que

κ(x,D) = λ(x− xµ0)JΨId+R3 où Ψ = Ψ̃2 +R4

avec R3 dans OpS0
1,0, R4 dans OpS−1

1,0 et Ψ̃ = exp(−γ(x,D)/2), on obtient

R

∫ T

0

⟨
√
λ(|x− xµ0 |)Ψ̃J1/2w⃗c,

√
λ(|x− xµ0 |)Ψ̃J1/2w⃗c⟩dt ≤

(A+ AT ) sup
0≤t≤T

∥w⃗c∥2 + R

∫ T

0

(⟨ΨMCF⃗ , w⃗c⟩+ ⟨ΨM w⃗c,CF⃗ ⟩)dt+

A sup
µ,i

∥⟨x− xµ⟩M0φi,µ∥3CM

(
1

R
|||J

1
2u|||2T +RT sup

[0,T ]

∥u∥20

)
.

De plus, on a ∣∣∣∣∫ T

0

⟨ΨMCF⃗ , w⃗c⟩dt
∣∣∣∣ ≤ 2

∫ T

0

R(⟨ΨCf,Cu⟩) dt. (14.4)

On a aussi

R

∫ T

0

⟨
√
λ(|x− xµ0 |)Ψ̃J1/2w⃗c,

√
λ(|x− xµ0 |)Ψ̃J1/2w⃗c⟩dt ≥

R

∫ T

0

∫
Rn

|η(|x− xµ0 |)Ψ̃J1/2Cu|2dxdt.

En utilisant l’inversibilité de Ψ̃, modulo des commutateurs à symbole dans S0
1,0 et le lemme 11.5, on obtient

que ∫ T

0

∥
√
λ(|x− xµ0)J

1/2Cu∥20dt ≤ A

(∫ T

0

|⟨ΨCf,Cu⟩| dt+ sup
0≤t≤T

∥Cu(t)∥20
)

+A sup
µ,i

∥⟨x− xµ⟩M0φi,µ∥3CM

(
RT sup

0≤t≤T
∥u(t)∥20 +

1

R
|||J

1
2u|||2T

)
.

On obtient donc le résultat en prenant alors le sup sur µ0.
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Preuve du lemme 11.8.

Pour simplifier, on écrit la démonstration dans le cas µ = 0, la cas µ quelconque se traitant exactement de
la même façon.

En utilisant la formule de Faa di Bruno, pour tout α ∈ Nn, on a

∂αx

(
ψ

(
R⟨x⟩
⟨ξ⟩

))
=
∑

q ∈ N
q ≤ |α|

∑
α = ν1 + ...+ νq

νi ̸= 0

ψq

(
R⟨x⟩
⟨ξ⟩

)
∂ν1x (⟨x⟩))...∂νqx (⟨x⟩)

(
R

⟨ξ⟩

)q

,

∂βξ ∂
α
x

(
ψ

(
R⟨x⟩
⟨ξ⟩

))
=

∑
q∈N,q≤|α|

∑
α=ν1+...+νq ,νi ̸=0∑

γ≤β

aγ,β∂
γ
ξ

(
ψq

(
R⟨x⟩
⟨ξ⟩

))
∂ν1x (⟨x⟩)...∂νqx (⟨x⟩)Rq∂β−γ

ξ (⟨ξ⟩−q).

On applique à nouveau la formule de Faa di Bruno en ξ, ce qui donne

∂βξ ∂
α
x

(
ψ

(
R⟨x⟩
⟨ξ⟩

))
=∑

q∈N,q≤|α|

∑
α=ν1+...+νq ,νi ̸=0

∑
γ≤β

aγ,β∂
ν1
x (⟨x⟩))...∂νqx (⟨x⟩)Rq∂β−γ

ξ (⟨ξ⟩−q)

∑
q2≤|γ|

∑
γ=γ1+...+γq2 ,γi ̸=0

ψq+q2

(
R⟨x⟩
⟨ξ⟩

)
∂γ1ξ (⟨ξ⟩−1)...∂

γq2
ξ (⟨ξ⟩−1)⟨x⟩q2Rq2 .

(15.1)

∣∣∣∣∂βξ ∂αx (ψ(R⟨x⟩⟨ξ⟩

))∣∣∣∣ ≤ Aβ,α

∑
q,q2,γ

⟨x⟩−|ν|Rq⟨ξ⟩−q−|β|+|γ|⟨ξ⟩−q2−|γ|⟨x⟩q2Rq2 . (15.2)

Sur le support de (
(x, ξ) 7→ ψ

(
R⟨x⟩
⟨ξ⟩

))
,

on a (
R⟨x⟩
⟨ξ⟩

)q

≤ 2q
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et
⟨x⟩−q−|ν| ≤ 1,

on obtient donc que ∣∣∣∣∂βξ ∂αx (ψ(R⟨x⟩⟨ξ⟩

))∣∣∣∣ ≤ Aβ,α⟨ξ⟩−|β|.

avec Aβ,α indépendante de R.
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Preuve du lemme 12.1

L’inéglité (12.7) se prouve en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz et l’inégalité diabolique. Pour prou-
ver l’inégalité (12.8), on commence par intercaller θ1.

On a
IT (f, u) ≤ IT (θ1(D/R)f, u) + IT ((1− θ1(D/R))f, u).

Pour le deuxième terme, on utilise (12.7).
Pour le premier, on a

IT (θ1(D/R)f, u) ≤
∑
µ

|αµ|IT (θ1(D/R)fµ, u),

or
IT (θ1(D/R)fµ, u) = IT (⟨x− xµ⟩2J− 1

2 θ1(D/R)fµ, ⟨x− xµ⟩−2J
1
2u).

On utilise ensuite l’inégalité de Cauchy-Schwartz, puis l’inégalité diabolique ( ??) pour faire apparaître les
coefficients R′ et 1

R′ . On termine en prenant le sup sur µ.

Dans le cas s > 0, on a le résultat en remarquant que Js et Id− θ1(D/R) commutent.
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Preuve du lemme 12.6

La preuve est écrite uniquement dans le cas C = Id, le cas C ̸= Id se traitant comme dans la preuve du
lemme 7.2.

La preuve de ce lemme suit le même raisonnement que pour celle du lemme 3.3 dans [31]. Les modifications
à apporter sont dues au fait que l’on travaille avec des opérateurs T δ

b de symboles b̃δ(x, ξ) (notés dans cette
démonstration Tb et b̃(x, ξ), la valeur de δ < 1 ne modifiant pas la démonstration.) au lieu de b(x). Dans la
suite, on désigne par C̃1 et C̃2 les opérateurs tels que C̃iu = Ciu. Or, pour tout réel s, Ci est borné de Hs

dans Hs donc C̃i aussi, ainsi que leurs adjoints respectifs.
On pose aussi

B =

(
b̃1(x,D).∇x b̃2(x,D).∇x

b̃2(x,D).∇x b̃1(x,D).∇x

)
,Φ =

(
C1 C2

C̃1 C̃2

)
,

ΨM =

(
Ψ 0
0 −Ψ

)
, H =

(
L 0
0 −L

)
où Ψ est un opérateur dont on choisira le symbole dans S0

1,0 et tels qu’il existe un réel A tel que ce symbole
soit supérieur ou égale à exp(−A). En posant −→w = (u, u)T , on a

∂t
−→w = iH−→w + (B + Φ)−→w +

−→
F

avec
−→
F =

(
f(x)

f(x)

)
. Ce qui permet d’écrire que

∂t⟨ΨM
−→w ,−→w ⟩ = −i⟨(HΨM −ΨMH

−→w ,−→w ⟩+ ⟨(B∗ΨM +ΨMB)w⃗, w⃗⟩+
⟨(Φ∗ΨM +ΨMΦ)w⃗, w⃗⟩+ ⟨ΨM F⃗ , w⃗⟩+ ⟨ΨM w⃗, F⃗ ⟩⟩

(17.1)

De plus, modulo des opérateurs bornés dans L2, on a

⟨(B∗ΨM +ΨMB)w⃗, w⃗⟩ =

⟨(
Ψ(b̃1(x,D)− b̃1(x,D)).∇x 2Ψb̃2(x,D).∇x

−2Ψb̃2(x,D).∇x Ψ(b̃1(x,D)− b̃1(x,D)).∇x

)
w⃗, w⃗

⟩
En notant ψ le symbole de Ψ, on obtient, modulo des opérateurs bornés dans L2(Rn) par A, que le symbole
principal de B∗ΨM +ΨMB est(

iψ(b̃1 − b̃1)(x, ξ).ξ 2iψb̃2(x, ξ).ξ

−2iψb̃2(x, ξ).ξ iψ(b̃1 − b̃1)(x, ξ).ξ

)
Dans la suite, on utilise le lemme suivant
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Lemme 17.1 (Lemme de Doi) Soit λ une fonction paire, positive, régulière et bornée ainsi que toutes ses
dérivées, λ ∈ L1(0,∞). Il existe une fonction régulière

θ(x) = (θ1(x), ..., θn(x))

bornée, ainsi que toutes ses dérivées telle que, au sens des matrices, on ait

Dθsymm(x) =
1

2

(
∂xj

θk + ∂xk
θj(x)

)
≥ λ(|x|)I

On peut choisir θ(x) = (f(x1), ..., f(xn)) avec f(t) =
∫ t

0
λ(|s|)ds.

On définit

p(x, ξ) = −θ(x).ξ̃
⟨ξ⟩

∈ S0
1,0

où ξ̃ = (−ξ1, ...,−ξk, ξk+1, ..., ξn). On a

−2ξ̃.∇xp(x, ξ) = 2
Dθsymm(x)ξ̃.ξ̃

⟨ξ⟩
≥ λ(|x|) |ξ|

2

⟨ξ⟩
.

Preuve : Voir [16].

D’après le lemme de Doi ci-dessus appliqué avec λ que l’on fixera plus tard, en posant, pour tout σ1 ∈
{0, 1},

γ(x, ξ) = σ0p(x− σ1xµ0 , ξ) + 10A2

∑
µ∈Zn

(|α1,µ|+ |α2,µ|)p̃(x− xµ, ξ)

où µ0 est fixé, σ0 > 0,
A2 = supµ,i,x,ξ∈Rn|⟨x− xµ⟩2φ̃i,µ(x, ξ)|

et

p̃(x, ξ) = − θ̃(x).ξ̃
⟨ξ⟩

avec
θ̃(x) = (f̃(x1), ..., f̃(xn)),

f̃(t) =

∫ t

0

λ̃(|s|)ds

et
λ̃(|s|) = ⟨s⟩−2.

On obtient que p̃ vérifie le lemme de Doi et donc que

−2ξ̃.∇xγ(x, ξ) ≥

σ0λ(|x− σ1xµ0 |)
|ξ|2

⟨ξ⟩
+
∑
µ∈Zn

10A2(|α1,µ|+ |α2,µ|)λ̃(|x− xµ|)
|ξ|2

⟨ξ⟩
. (17.2)

On choisit Ψ de symbole ψ(x, ξ) = exp(−γ(x, ξ)) donc ψ ∈ S0
1,0 car γ ∈ S0

1,0 et Ψ admet une paramétrixe
dans OpS0

1,0.

L’opérateur
−i(HΨM −ΨMH) + (ΨMB +B∗ΨM)

a pour symbole principal la matrice

s(x, ξ) = 2ψ

(
ξ̃.∇xγ − I (b̃1(x, ξ)).ξ ib̃2(x, ξ).ξ

−ib̃2(x, ξ).ξ ξ̃.∇xγ − I (b̃1(x, ξ).ξ

)
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Définissons alors

κ(x, ξ) =

(
2ψσ0λ(|x− σ1xµ0 |)

|ξ̃|2
⟨ξ⟩ 0

0 2ψσ0λ(|x− σ1xµ0 |)
|ξ̃|2
⟨ξ⟩

)
et ζ(x, ξ) = −s(x, ξ)− κ(x, ξ).

On a

ζ(x, ξ) + ζ(x, ξ)∗ = −2ψ(x, ξ)

(
−ξ̃.∇xγ − I (b̃1(x, ξ)).ξ ib̃2(x, ξ).ξ

−ib̃2(x, ξ).ξ − ξ̃.∇xγ − I (b̃1(x, ξ)).ξ

)
− 2κ(x, ξ) .

En posant

c = −ξ̃.∇xγ + I (b̃1(x, ξ)).ξ − σ0λ(|x− σ1xµ0 |)
|ξ̃|2

⟨ξ⟩
,

on a
det(ζ(x, ξ) + ζ(x, ξ)∗ − νId) = 16ψ2(ν2 − 2cν + c2 − |b̃2(x, ξ).ξ|2)

Le discriminant réduit ∆ de ce trinôme du second degré est |b̃2(x, ξ).ξ|2.
Les deux racines réelles du trinôme du second degré

det(ζ(x, ξ) + ζ(x, ξ)∗ − νId)

sont donc
ν1 = c−

√
∆

et
ν2 = ν1 + 2

√
∆.

Il suffit donc de prouver que ν1 ≥ 0 car ν2 ≥ ν1.

Pour cela, on utilise que

|b̃1(x, ξ).ξ|+ |b̃2(x, ξ).ξ| ≤

(∑
µ

|α1,µ||φ̃1,µ(x, ξ)|+ |α2,µ||φ̃2,µ(x, ξ)|

)
|ξ|.

Pour |ξ| ≥ 1, on a

|b̃1(x, ξ).ξ|+ |b̃2(x, ξ).ξ| ≤ 2A2

∑
µ

⟨x− xµ⟩−2(|α1,µ|+ |α2,µ|)
|ξ|2

⟨ξ⟩

or,

ν1 = −ξ̃.∇xγ + I (b̃1(x, ξ).ξ)− |b̃2(x, ξ).ξ| − σ0λ(|x− σ1xµ0 |)
|ξ|2

⟨ξ⟩
,

et, pour tout σ0 > 0,
σ0λ(t) = σ0⟨t⟩−1−σ0

vérifie le lemme de Doi avec exp(−γ(x,D)) borné dans L2 uniformément en σ0 , donc on obtient bien que
ν1 ≤ 0, et, donc

⟨(ζ(x, ξ) + ζ∗(x, ξ))z, z⟩ ≥ 0, ∀z ∈ C2.

Sachant que, pour ϱ > 2,
b̃1 ∈ C2S0

1,0

donc
ζ ∈ C2S1

1,0,
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d’après l’inégalité de Gårding précisée pour un système, on obtient

R (⟨−i(HΨM −ΨMH) + (ΨMB +B∗ΨM)w⃗, w⃗⟩) + R (⟨κ(x,D)w⃗, w⃗⟩) ≤ Ã∥w⃗∥20

avec Ã une constante.

En intégrant alors en temps la partie réelle de (17.1) puis en utilisant l’inégalité précédente et en remarquant
que

κ(x,D) = σ0η
2(x− σ1xµ0)JΨId+R3

ou η2 = λ, et que
Ψ = Ψ̃2 +R4

avec R3 et R4 dans OpS0
1,0 et

Ψ̃ = exp(−γ(x,D)/2),

on obtient

R

∫ T

0

⟨
√
σ0 η(|x− σ1xµ0 |)Ψ̃J1/2w⃗,

√
σ0 η(|x− σ1xµ0 |)Ψ̃J1/2w⃗⟩dt ≤

(A+ ÃT ) sup
0≤t≤T

∥w⃗∥2 + R

∫ T

0

(⟨ΨM F⃗ , w⃗⟩+ ⟨ΨM w⃗, F⃗ ⟩)dt

avec A une constante indépendante de σ0 et σ1.

On remarque que

|
∫ T

0

⟨ΨM F⃗ , w⃗⟩dt| ≤ A

∫ T

0

|⟨Ψf, u⟩| dt

De plus, on a

R

∫ T

0

⟨
√
σ0 η(|x− σ1xµ0 |)Ψ̃J1/2w⃗,

√
σ0 η(|x− σ1xµ0 |)Ψ̃J1/2w⃗⟩dt ≥

R

∫ T

0

∫
Rn

|
√
σ0 η(|x− σ1xµ0 |)Ψ̃J1/2u|2dxdt.

En utilisant l’inversibilité de Ψ̃, modulo des commutateurs à symbole dans S0
1,0, on obtient que∫ T

0

∥
√
σ0 η(|x− σ1xµ0)J

1/2u∥20dt ≤ A

∫ T

0

|⟨Ψf, u⟩| dt+ (A+ ÃT ) sup
0≤t≤T

∥u(t)∥20

On obtient donc le résultat.

En effet ∥Ψ̃∥L (L2(R)) est indépendante de σ0.
Pour prouver cela, il suffit que regarder, dans la définition de Θ, f(xi) pour chaque i.
On rappelle que

f(xi) =

∫ xi

0

σ0λ(|t|)dt

avec
λ(t) = (1 + t)−1−σ0 .
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Preuve du lemme 13.1

On a ∫ T

0

∥⟨x⟩2(T δ
b1
− T δ

b01
).⟨x⟩−1∇xJ

s− 1
2w∥20dt ≤∫ T

0

∥(T δ
b1
− T δ

b01
).⟨x⟩−1∇xJ

s− 1
2w∥20dt+

∫ T

0

∥|x|2(T δ
b1
− T δ

b01
).⟨x⟩−1∇xJ

s− 1
2w∥20dt

Pour le premier terme, on a∣∣∣∣∫ T

0

∥(T δ
b1
− T δ

b01
).⟨x⟩−1∇xJ

s− 1
2w∥20dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ T

0

∥b− b01∥2L∞(Rn)∥⟨x⟩−1Js+ 1
2w∥20 dt.

Pour le second terme, on étudie la classe du symbole

|x|2(b̃δ1,k(x, ξ)− b̃δ,01,k(x, ξ)).

Pour cela, on revient à la défintion de b̃δ(x, ξ). On remarque tout d’abord que

||x|2(b̃δ1,k(x, ξ)− b̃δ,01,k(x, ξ))| ≤ 2|ξ|nδ
∫
Rn

|x− y|2|χ̂1(|ξ|δ(x− y))||b1(y)− b01(y)| dy

+2|ξ|nδ
∫
Rn

|χ̂1(|ξ|δ(x− y))|||y|2(b1(y)− b01(y))| dy.

Sachant que |ξ| ≥ 1, on obtient bien quelque chose de borné par

∥⟨x⟩2(b1(x)− b01(x))∥L∞ .

Pour les dérivées d’ordres supérieurs en x et ξ, on s’inspire de l’estimation ci-dessus et de la preuve du
lemme 4.3 mais en considérant que ϱ = 0 et N = 0.
Pour les dérivées d’ordre β en ξ, on fait éxactement le même rasionnement que dans ce lemme 4.3 mais
avec b1(y)− b01(y) pour un terme et |y|2(b1(y)− b01(y)) pour l’autre.
Ensuite, pour les dérivées d’ordre α en x, on dérive un produit sachant que pour tout |α1| > 2, ∂α1(|x|2) = 0
et, on s’inspire de la preuve du lemme 4.3 et de ce qui est fait ci-dessus.

On obtient que
|x|2(b̃1,k(x, ξ)− b̃01,k(x, ξ)) ∈ S0

1,δ

avec ses semi-normes majorées par

Aα,β∥⟨x⟩2(b(x)− b(x)0)∥L∞(Rn).
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[7] A. Boulkhemair, On canonical transformations of paradifferential operators, commun. in partial dif-
ferential equations, 18(5&6), 917-964 (1993). 48, 49, 71, 79

[8] T. Cazenave, An introduction to nonlinear equations, Textos de Metodos Matematicos, Vol. 22. Uni-
versidade Federal do Rio de Janeiro.

[9] R. Coifman, Y. Meyer, Au dela des opérateurs pseudodifférentiels Asterisque 57, 2ème édition S.M.F.
(1978). 13

[10] H. Chihara, Smoothing effects of dispersive pseudodifferential equations, Comm. Partial Differential
Equations 27 (2002), 1953-2005. 37, 72

[11] H. Chihara, Local existence for semilinear Schrödinger équations Math. Japonica 42, 35-52 (1995).
12, 16

[12] H. Chihara, The initial value problem for semilinear Schrödinger equations Publ.RIMS. Kyoto Univ.
32, 445-472 (1996).

[13] X. Carvajal et F. Linares A higher-order nonlinear Schrödinger equation with variable coefficients.
(English summary) Differential Integral Equations 16 (2003), no. 9, 1111-1130.

[14] P. Constantin, J. C. Saut, Local smoothing properties of dispersive equations, J. Amer. Math. Soc. 1
(1988), 413-439.

[15] A. Davey, K. Stewartson, On three dimensionnal packets of surface waves, Proc. R. Soc, A 338 (1974)
101-110. 12, 16

183



184 BIBLIOGRAPHIE

[16] S.Doi, On the Cauchy problem for Schrödinger type equations and the regularity of the solutions
J.Math. Kyoto Univ. 34, 319-328 (1994). 63

[17] N. Hayashi, Global existence of small analytic solutions to nonlinear Schrödinger equations. Duke
Math. J, 62 (1991), 575-592. 11, 69, 77, 108, 169, 178

[18] N. Hayashi, Smoothing effect of small analytic solutions to nonlinear Schrödinger equations. Ann.
Inst. H. Poincaré Phys. Théor. 57 (1992), no. 4, 385-394. 13

[19] N. Hayachi et K. Kato, Regularity in time of solutions to nonlinear Schrödinger equations. J. Funct.
Anal. 128 (1995) 253-277. 13

[20] N. Hayashi, P. I. Naumkin et P. N. Pipolo, Smoothing effect for some derivative nonlinear Schrödinger
equations without smallness condition. SUT J.Math. 35 (1999), no. 1, 81-112. 13

[21] N. Hayashi, P. I. Naumkin et P. N. Pipolo, Analytic smoothing effects for some derivative nonlinear
Schr odinger equations. Tsukuba J. Math. 24 (2000), no. 1 , 21-34. 14

[22] N. Hayashi, K. Nakamitsu, et M. Tsutsumi, On solutions of the initial value problem for the nonlinear
Schr odinger equations in one space dimension. Math. Z. 192 (1986), no. 4, 637-650.

[23] T. Hoshiro, Mourre’s method and smoothing properties of dispersive equations, Comm. Math. Phys.
202 (1999), 255-265. 11

[24] T. Hoshiro, Decay and regularity for dispersive equations with constant coefficients, J. Anal. Math. 91
(2003), 211-230. 16

[25] N. Hayashi et T. Ozawa, On the derivative nonlinear Schr odinger equation. Phys. D 55 (1992), no.
1-2, 14-36. 16

[26] S. Hara : A necessary condition for the r I -well posed Cauchy problem for Schrödinger type equations
with variable coefficients, J. Math. Kyoto Univ. 3, 287-305 (1992). 12

[27] N. Hayashi et S. Saitoh, Analycity and global existence of small solutions to some nonlinear Schrö-
dinger equations. Commu. Math. Phys. 129 (1990), 27-42. 11

[28] N. Hayashi et S. Saitoh, Analycity and smoothing effet for the Schödinger equations. Ann. Inst. Henri
Poincaré, Phys. Théo. 13

52 (1990), 163-173.

[29] N. Hayashi, T. Ozawa, Remarks on nonlinear Schrödinger equations in one space diemension Diff
integral Eqs 2, 453-461 (1994). 13

[30] W. Ichinose : A note on the Cauchy problem for Schro dinger type equations on the Riemannian
manifold Math. Japonica 35, 205-213 (1990).

[31] C. E. Kenig, G. Ponce, L. Vega, Smoothing effect and local existence theory for the generalized non-
linear Schrödinger equation, Inventiones Mathematicae 134, 489-545 (1998). 11

[32] C. E. Kenig, G. Ponce, L. Vega, Small solutions to nonlinear Schrödinger equations, Annales de
l’I.H.P. 10, 255-288 (1993). 16, 19, 42, 66, 67, 69, 79, 80, 82, 95, 106, 107, 167, 177

[33] C. E. Kenig, G. Ponce, L. Vega, The cauchy problem for quasi-linear Schrödinger equations, Invent.
math. 158, 343-388 (2004). 19, 66



BIBLIOGRAPHIE 185

[34] C. E. Kenig, G. Ponce, L. Vega, Oscillatory integrals and regularity of dispersive equations, Indiana
Univ. Math. J. 40 (1991), 33-69. 63

[35] C. E. Kenig, G. Ponce, L. Vega, Well-posedness and scattering results for the generalized Korteweg-de
Vries equation via the contraction principle, Comm. Pure Appl. Math. 46 (1993), 527-620. 12, 16

[36] C. E. Kenig, G. Ponce, L. Vega, On the generalized Benjamin-Ono equation, Trans. Amer. Math. Soc.
342 (1994), 155-172. 13, 15

[37] C. E. Kenig, G. Ponce, L. Vega, On the Zakharov and Zakharov-Schulman systems, J. Funct. Anal.
127 (1995), 204-234. 15

[38] S. Klainerman, Long-time behavior of solutions to nonlinear evolution equations, Arch. Rational
Mech. Anal. 78 (1982), no. 1, 73-98. MR 84b :35015

[39] S. Klainerman and G. Ponce, Global, small amplitude solutions to nonlinear evolution equations,
Comm. Pure Appl. Math. 36 (1983), no. 1, 133-141. MR 84a :35173. 11

[40] H. Koch and J. C. Saut, Local smoothing and local solvability for third order dispersive equations,
SIAM J.Math. Anal. 38, no. 5, 1528-1542 (2006). 11

[41] T. Kato : Quasilinear evolution equation, with applications to partial diérential equations, Lecture
Notes in Math. 448, 27-50, Springer- Verlag 1975. 15

[42] T. Kato : On the Cauchy problem for the (generalized) Korteweg-de Vries equation Advances in Math.
Supp. Studies, Studies in Applied Math. 8 (1983), 93-128. 13

[43] T. Kato et K. Yajima, Some examples of smooth operators and the associated smoothing effect, Rev.
Math. Phys. 1 (1989), 481-496. 11, 14

[44] C. Laurey, Le problème de Cauchy pour une équation de Schrödinger non linéaire d’ordre 3. C. R.
Acad. Sci. Paris S er. I Math. 315 (1992), no. 2, 165-168. 12, 16

[45] F. Linares, G. Ponce, On the Davey-Stewartson systems, Ann. Inst. H. Poincare Anal. Non Lineaire 10
(1993), 523-548.

[46] R.P. de Moura Well-posedness for the nonlocal nonlinear Schrödinger equation. (English summary)
J. Math. Anal. Appl. 326 (2007), no. 2, 1254-1267. 15

[47] Y. Meyer, Nouvelles estimations pour les solutions d’équations aux dérivées partielles, séminaire
Goulaoudic-Meyer-Schwartz 1981-1982, Exposé n◦ VI, 10 Novembre 1981. 14

[48] Y. Meyer, Régularité des solutions des équations aux dérivées partielles non linéaires, séminaire N.
Bourbaki, 1979-1980, exp n0 550, 293-302. 33, 49, 50, 51, 52

[49] S. Mizohata, On the Cauchy problem Notes and Reports in Math. in Science and Engineering, Science
Press &A&Academic Press 3, (1985). 48, 49, 52

[50] V. G. Makhanov and O. K. Pashaev, Soviet Sci. Rev., Sect. C : Math. Phys. Rev. 9 (1992), no. 3, i-iv
and 1-152 ; Zbl 839.35109. 11, 12, 79, 103

[51] R. P. de Moura et A. Pastor, On the Cauchy problem for the nonlocal derivative nonlinear Schrödinger
equation. (English summary) Commun. Math. Sci. 9 (2011), no. 1, 63-80. 14

[52] P.-N. Pipolo, Smoothing effect for some derivative nonlinear Schrödinger equations. Discrete Contin.
Dynam. Systems 5 (1999), no. 3, 685-695. 15



186 BIBLIOGRAPHIE

[53] G. Ponce, Local existence theory for the generalized Schrödinger equation JEDP. p 1-11 (1997). 14

[54] D. F. Rial Weak solutions for the derivative nonlinear Schrödinger equation. Nonlinear Anal. 49
(2002), no. 2 Ser. A : Theaory Methods, 149-158. 63

[55] M. Ruzhansky et M. Sugimoto, A new proof of global smoothing estimates for dispersive equations,
Advances in pseudo-differential operators, 65-75, Oper. Theory Adv. Appl., 155 (2004), Birkhäuser,
Basel. 14

[56] M. Ruzhansky et M. Sugimoto, Global L2 -boundedness theorems for a class of Fourier integral
operators, Comm. Partial Differential Equations 31 (2006), 547-569. 16

[57] M. Ruzhansky and M. Sugimoto, A smoothing property of Schrödinger equations in the critical case,
Math. Ann. 335 (2006), 645-673.

[58] M. Ruzhansky and M. Sugimoto, Global smoothing estimates for dispersive equations with non-
polynomial symbols , Proceedings of The 12th International Conference on Finite or Infinite Dimen-
sional Complex Analysis and Applications, Kyushu University Press, Fukuoka.

[59] M. Ruzhansky and M. Sugimoto, A smoothing property of Schr odinger equations and a global
existence result for derivative nonlinear equations, in Advances in Analysis 315-320, World Sci. Publ.,
Hackensack, NJ, 2005.

[60] M. Ruzhansky, M. Sugimoto, Smoothing properties of evolution equations via canonicla transforms.
(2008).

[61] Jalal Shatah, Global existence of small solutions to nonlinear evolution equations, J. Differential Equa-
tions 46 (1982), no. 3, 409-425. MR 84g :35036.

[62] B. Simon, Best constants in some operator smoothness estimates, J. Funct. Anal. 107 (1992), 66-71.
11

[63] P. Sjölin, Regularity of solutions to the Schrödinger equation, Duke Math. J. 55 (1987), 699-715.

[64] M. Sugimoto, Global smoothing properties of generalized Schrödinger equations, J. Anal. Math. 76
(1998), 191-204. 12

[65] M. Sugimoto, A Smoothing property of Schrödinger equations along the sphere, J. Anal. Math. 89
(2003), 1530. 12

[66] J. Szeftel, Microlocal smoothing effect for the nonlinear Schrödinger equation. SIAM J. Math. Anal.
37 (2), 549-597, (2005).

[67] L. T’Joen, Effet régularisant et existence local pour l’équation de Schrödinger non linéaire à coeffi-
cents variables C.R.Acad.Sci.Paris, t.331, Serie 1, 375-378 (2000). Galilée.

[68] D.Tataru, On the Fefferman-Phong inequality and related problems Communication in Partial Diffe-
rential equations, 27 : 11, 2101-2138 (2002). 14, 66

[69] M.E. Taylor, Pseudodifferential Operators and Nonlinear PDE Birkhäuser (1991). 77
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Thèse de Doctorat

Pierre-Yves BIENAIME

Existence locale et effet régularisant précisés pour des équations de type
Schrödinger.

Local existence and smoothing effect precised for generalized nonlinear
Schrödinger equations

Résumé
Dans cette thèse, on considère le problème de
Cauchy dans les espaces de Sobolev habituels et
dans des espaces de Sobolev à poids pour des
équations non linéaires de la forme{

∂tu = iL u+ F (u,∇xu, u,∇xu), t ∈ R, x ∈ Rn,
u(x, 0) = u0(x) ∈ Hs(Rn).

Ces équations sont de la forme des équations de
Schrödinger. Nous étudions l’existence locale et l’effet
régularisant vérifié par les solutions, pour cela nous
suivons une méthode employée par C. E. Kenig, G.
Ponce et L. Vega, et nous généralisons et précisons
certains de leurs résultats. La non linéarité est un
fonction régulière nulle à l’ordre 2 en 0 et l’opérateur
L est de la forme L =

∑
j≤k ∂

2
xj

−
∑

j>k ∂
2
xj

.
Cet opérateur généralise le Laplacien mais n’est plus
elliptique.
Dans le cas où F est nulle à l’ordre 3 en 0, nous
prouvons l’existence locale, l’unicité ainsi qu’un effet
régularisant pour une donnée initiale dans Hs(Rn)
avec s > n

2 + 3. Dans le cas où F est nulle à l’ordre 2
en 0, nous prouvons le même résultat mais pour une
donnée initiale dans des espaces de Sobolev à poids.
Le plan de démonstration reprend celui de C.E.
KENIG, G. PO ?CE et L. VEGA.

Abstract
In this paper, we consider the Cauchy problem in the
usual Sobolev spaces for some nonlinear equations of
the form{

∂tu = iL u+ F (u,∇xu, u,∇xu), t ∈ R, x ∈ Rn,
u(x, 0) = u0(x) ∈ Hs(Rn),

that is, equations which are of Schrödinger type. We
study the local existence and the smoothing effect of
the solutions, following C. E. Kenig, G. Ponce and L.
Vega, and extend some of their results.
The nonlinearity F is a smooth function which
vanishes to the 3rd order at 0 and the operator L has
the form L =

∑
j≤k ∂

2
xj

−
∑

j>k ∂
2
xj

. It extends the
Laplace operator but is not elliptic in general.
We prove the local existence, the uniqueness and the
smoothing effect given any u0 ∈ Hs(Rn) with
s > n

2 + 3.
The proof follows the same plan as that of C. E. Kenig,
G. Ponce and L. Vega, Inventiones Matematicae,
1998. We improve the estimates by using the
paradifferential calculus of J.-M. Bony.

Mots clés
Equations de type Schrödinger non linéaires,
Equations aux dérivées partielles non linéaires,
Espaces de Sobolev, Opérateurs
pseudodifférentiels, Opérateurs paradifférentiels,
Formule de Bony, Problème de Cauchy,
Existence locale, Effet régularisant.

Key Words
Non linear generalized Schrödinger equations
type, Sobolev spaces, Pseudodiffenrentiel
operators, Bony’s formula, Cauchy Problem,
Local Existence, Smoothing effect.
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