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Introduction

1.1 Présentation du sujet

Cette these traite de certains aspects de 'action par isométries de groupes discrets I' sur
des espaces X a courbure négative. Pour motiver ce qui va suivre, rappelons la question

suivante, formulée par C. F. Gauss dans ses Disquisitiones Arithmeticae :

Quel est Uéquivalent lorsque R tend vers +o0o du nombre N(R) de points d coordonnées

entieres appartenant au disque B(O, R) centré en l'origine et de rayon R ¢

)

M~

FIGURE 1.1 — Probléme du cercle de Gauss



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Gauss montra que N(R) = 7R? + O(R). Une méthode pour obtenir ce résultat repose

sur les remarques suivantes (voir [Bab02b] pour plus de détails) :

- si un couple (n,m) € B(O,R), alors le carré unité C,, ,, de sommets (n,m),
(n4+1,m), (n+1,m+1) et (n,m + 1) est inclus dans B(O, R+ /2);

- si le carré unité C,, ,, intersecte B(O, R — +/2), alors (n,m) € B(O, R).

Ce résultat, reformulé dans le langage de I’action du groupe Z? sur R? par transla-
tions, s’énonce N(R) = B(O, R) N Z?.0 ~ 7wR2. Une autre démonstration est basée sur
I’équidistribution des cercles sur le tore IT1? := R2/Z? : fixons R > 0 et notons \p la
mesure uniforme sur le cercle C (O, R) C R?, et au quotient, Ag la mesure uniforme sur
la projection du cercle C(O, R); alors pour toute fonction continue f : II? — R , on a

(voir figure 1.2)
/ f(z,y)dAg(z,y) — / f(z,y)dzdy lorsque R — +o0. (1.1)
C(O,R) 2

Fixons & présent une fonction p : II? — R, d’intégrale 1 et nulle en dehors d’un
voisinage B(O,¢) du point O. Notons j : R?> — R un relevé de p; la quantité N(R)

peut étre encadrée de la maniére suivante

/ p(x,y)dzdy < N(R) < / p(x, y)dedy.
B(O,R—¢) B(O,R+=¢)

En remarquant que

1 1 R .
BO.R) ~,ddzi/u/ 5z, y)d N (2, y) | dt,
B(O,R) /B(O,R)p(x y)dzdy B(O,R) Jo i < c0. p(z,y)dAe(z y))

la formule d’équidistribution (1.1) impose que l'intégrale de droite tend vers 1 quand
R — +o00. Cette deuxieéme approche met en évidence les liens entre problemes de
comptage et dynamique; elle est & 'origine de nombreux résultats en arithmétique (voir
[CDPO07], [Dal07] et [Bab02b]) ou concernant I’action de groupes d’isométries en courbure
négative.

Cet exemple n’est pas loin de nos préoccupations, bien que le contexte géométrique
soit différent. L’espace X sur lequel nous faisons agir les groupes est une variété connexe,
simplement connexe, compléte, avec une courbure sectionnelle négative pincée, i.e. com-
prise entre deux constantes strictement négatives. Notons d la distance sur X induite par

la structure riemannienne de X. Les groupes I' que nous étudions agissent par isométries
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1.1. Présentation du sujet

FIGURE 1.2 — Equidistribution des cercles sur le tore II2.

sur X, proprement discontinument et sans point fixe. Soit o € X. L’étude de quantités

comme la fonction orbitale
Nr(o,R) :=t{y €T | d(o,7.0) < R}

est fortement reliée a la compréhension de la dynamique du flot géodésique (g¢),cp
sur le fibré unitaire tangent T! (X/T)) de la variété quotient. Rappelons que ce flot est
défini de la maniére suivante : si (p,v) € THX/T), ce couple détermine une unique
géodésique (vy(t)),cp satisfaisant (v(0),~/(0)) = (p,v); dans ce cas, pour t € R, action
de g; est donnée par g, (p,v) = (v(¢),~'(t)). Remarquons que I’entropie topologique du
flot géodésique est donnée par le taux de croissance exponentielle de la fonction orbitale,
que 'on note dor, c’est-a-dire
Ot := lim sup In (Nt (o, ) R))
R—+o00 R

Rappelons que la série de Poincaré du groupe I' est définie de la maniére suivante : pour
tout s > 0

Pr(s) := Z esd(070),
yel’

Le nombre dr est alors 'exposant critique de Pr, au sens ou
or =sup{s >0 | Pr(s) = +oo} =inf {s > 0| Pr(s) < +oo}.

Le groupe T est dit divergent (resp. convergent) deés que Pr(dr) = 400 (resp. Pr(dr) <
+00). Ces séries ont permis a S. J. Patterson (dans [Pat76]) et D. Sullivan (voir [Sul84]) de

construire une famille de mesures (0x),x portées par un ensemble particulier : 'ensemble
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

limite Ar de I' défini comme ’ensemble des points d’accumulation d’une (ou de toute) I'-
orbite. Chaque mesure de Patterson-Sullivan oy rend compte de la structure de Ar vu du
point x. Il est possible d’associer & cette famille une mesure mr sur T! (X/T'), invariante
sous l'action du flot géodésique. Le premier objectif de cette these est d’étudier une
propriété de mélange du flot géodésique (g;)ier relativement a cette mesure. Rappelons
tout d’abord ce que ’'on entend par mélange du flot géodésique (g;)tcr par rapport a
une mesure m de masse ||m|| finie sur T! (X/T) : le flot géodésique est dit mélangeant si
pour tous ensembles A, B C T! (X/I') mesurables, on a
m(ANg_;.B) — W quand t — *oo.
Si la masse ||m|| est infinie, cette définition s’étend en disant que le flot (g¢)icr est
mélangeant si
m (AN g—¢B) — 0 quand t — Fo0.

Quand la mesure mr est finie, ce résultat a par exemple été démontré en courbure
constante pour des surfaces de volume fini (voir [Hed39]), par F. Dal’bo et M. Peigné
dans le cas de groupes de Schottky contenant des transformations paraboliques agissant
sur une variété de Hadamard de courbure pincée (voir [DP98]), ou par M. Babillot sans
hypothese de finitude de la mesure dans [Bab02a]. Nous citons finalement le résultat
suivant de T. Roblin (voir [Rob03])

Théoréme (Roblin).

Si ||mr|| < 400, on a

mr(ANg_¢B) — M

t—s=o0 [|mr||

Si ||mr|| = +o0, on a
mr (ANg_¢.B) — 0.

t—r+oo

Remarque 1.1.1. La définition de mélange dans le cas de la mesure infinie peut sembler
bien faible en comparaison de sa signification en mesure finie (voir le chapitre 3 de

[Rob03] a ce sujet). En fournissant un équivalent de la forme
mr(A N g_+.B) ~ e(t)mp(~A)mr(B),
le théoreme A ci-dessous pourra bien étre interprété comme une propriété de mélange,

12



1.1. Présentation du sujet

mais a renormalisation prés.

Cette propriété de mélange du flot géodésique (g;)ier sur T! (X/T') est intéressante en
soi, du point de vue de la théorie ergodique, mais permet également pour les variétés
géométriquement finies de mesure finie de retrouver un équivalent de la fonction orbitale
Nr(o, R). Cette idée a été développée dans la theése de G. A. Margulis dans le cas des
surfaces hyperboliques ; elle repose sur le fait que le mélange du flot géodésique entraine
une propriété d’équidistribution des sphéres du type (1.1). Le comptage orbital en
découle par des arguments similaires a ceux déja évoqués; il faut néanmoins étre prudent
concernant les effets de bord apparaissant en courbure négative (voir la deuxiéme section
de [EM93] pour plus de détails). Ce résultat de comptage était déja connu des travaux de
Margulis pour les variétés compactes (voir [Mar69]), pour les groupes géométriquement
finis agissant sur H" (voir par exemple [LP82], ou les auteurs utilisent des arguments
de théorie spectrale), ou pour les groupes convexe-cocompacts en courbure pincée (voir
[Lal89] pour une démonstration basée sur la dynamique symbolique). Dans [Rob03],
Iauteur déduit également un équivalent pour la fonction orbitale a partir du mélange. Il

démontre le résultat suivant
Théoréme (Roblin).
Si la masse ||mr|| est finie, on a

llll”

eOrk lorsque R — +o0.
[lme]

NF(O7 R) ~

Si ||mp|| = +o0, on a

Nr(o,R) =0 (e‘SFR) lorsque R — +00.

La derniére question abordée dans ce travail concerne le dénombrement asymptotique
des orbites périodiques du flot géodésique (g¢), de période < R, ou autrement dit, 'étude
de la quantité Ny (R) correspondant au nombre de géodésiques fermées contenues dans
la variété quotient X/T" de longueur < R. D’abord prouvé par Selberg dans le cas des
surfaces hyperboliques compactes (voir [Sel56]), puis par Margulis (voir [Mar69]) dans
le cas des variétés compactes et étendu dans [PP83] aux orbites périodiques des flots

axiome-A, on a le résultat suivant di a Roblin dans cette généralité
Théoréme ([Rob03]). Soit X/T' une variété géométriquement finie. Si ||mr|| < +oo, il
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

vient

OrR

~ SR

Ny (R)

Malheureusement, ses arguments géométriques ne fournissent pas d’indication quant au

comportement de cette quantité lorsque ||mrp|| = +o0.

1.1.1 Hypotheses et résultats

Le but de cette these est d’obtenir des équivalents précis pour les fonctions Ny (o, R) et
Ng(R), ainsi qu’une vitesse de convergence vers 0 pour mp (AN g_;.B) pour certains
groupes I', dont la mesure mr a une masse infinie sur T!X/I". Ces groupes sont des
groupes de Schottky exotiques et ont été construits dans les articles [DOPO00], puis
[Peill] : leur construction est rappelée au chapitre 2. L’idée principale en est la suivante :
soit M une variété hyperbolique géométriquement finie de dimension n > 2 possédant
un cusp et dont le groupe fondamental I' est un groupe de Schottky non élémentaire.
Les théorémes A et B de [DOPO00] assurent que I' est de type divergent et que la mesure
mr est finie dans ce cas. Les démonstrations de ces résultats permettent aux auteurs
de comprendre comment modifier la métrique dans le cusp afin d’obtenir une nouvelle
variété M isométrique & un quotient X/T', ot X est une variété de Hadamard & courbure
variable pincée, sur laquelle le groupe I' agit par isométries, est de type convergent et
pour lequel la mesure mr est de masse totale infinie relativement a la métrique de X.
L’article [Peill] prolonge ce travail, et permet de modifier la métrique dans le cusp de M
de telle sorte que le groupe I' soit de type divergent relativement a la métrique obtenue
sur X, tout en conservant une mesure mr infinie. Ces travaux définissent notre cadre de
travail, dans lequel la variété X est une variété de Hadamard, de courbure sectionnelle
pincée entre deux constantes —b? et —a?, avec 0 < a < 1 < b, et I' est un groupe de
Schottky “exotique”, au sens ou I' est engendré par des groupes élémentaires I'1, ..., I'p14
pour p,q > 1 tels que p+ ¢ > 3 et satisfaisant la famille d’hypotheses (Hg) suivante,
pour 3 €]0,1] :

(D) Le groupe I' =T'1 x ... x I'y1q est de type divergent.

(P1) Pour tout j € [1,p], le groupe T'; est parabolique, de type convergent et son exposant

critique est égal a dr.
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1.1. Présentation du sujet

(P2) Il existe une fonction d variations lentes ' L telle que pour tout j € [1,p], on ait

~ ;—

_ L(T)
ord(o,a.0)
Z ¢ T—+o00 Cj T8

a€l’; | d(o,a.0)>T

pour une constante C; > 0.

(N) Pour tout j € [p+1,p+q], le groupe T'; satisfait la condition suivante :
> o—drdloco) (L(T)>
7 )
a€l’; | d(o,a.0)>T T—reo T
Nous émettons 'hypotheése supplémentaire suivante :
(S) Pour tout A > 0, il existe une constante C = Cx > 0 telle que pour tout j € [1, p+q]
et tout T > 0 suffisamment grand
L(T)

—5[‘d(07a.0)
Z € < CT1+ﬂ'
a€l’; | T-A<d(o,.0)<T+A

Les groupes paraboliques I'1, ..., I';, sont dits “influents” car leur exposant critique est égal
a celui du groupe I' : cette propriété est cruciale pour obtenir des groupes convergents,
et par suite, des groupes divergents de mesure mp infinie (voir au chapitre 2). Par
opposition, les groupes I'py 1, ...,I'p1q, quils soient hyperboliques ou paraboliques, sont
dit “non-influents”.

L’hypothése de divergence du groupe I' nous assure, par 'intermédiaire du théoréme
de Hopf-Tsuji-Sullivan (voir au chapitre 2), que le flot géodésique (g¢)icr est totalement
conservatif relativement a la mesure mp. Sous ces hypotheéses, nous démontrons le

théoréme suivant, qui précise la vitesse de mélange du flot géodésique.
Théoréme A. Soient A,B C T'X/T' deux ensembles mr-mesurables de mesure finie.

e Si 3 €]0,1], il existe une constante C = Cgr > 0 telle que

mrp(A)mp(B)
mr(ANg_+.B) ~C——F——= lorsque t — +00 ;
F( g—t ) tl_ﬁL(t) q )
!Une fonction L : Rt — R* est dite & variations lentes & I’infini si pour tout = > 0, elle vérifie
m 20D
t—s+oo L(t)
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e 5i 5 =1, il existe une constante C = Cp > 0 telle que

mrpr (Ql)mr (%)

mr(AN g_.B) ~ C 0

lorsque t — +o0,

- ty,
ou L(t) = / ﬁda} pour tout t > 1.
1T

La démonstration de ce théoreme repose sur I’étude d’un codage de I’ensemble limite
de I' et sur une représentation symbolique du flot géodésique; tout ceci est exposé au
chapitre 4.

Dans le deuxieme théoreme, nous montrons comment obtenir une minoration du

nombre de géodésiques fermées de longueur < R.

Théoréme B. Pour (3 €]0,1], il vient

eépR

orR’

Ny(R) > B

Nous espérons améliorer ce résultat en un équivalent, mais les techniques utilisées
jusque-la ne nous le permettent pas. Pour mettre ce résultat en perspective, rappelons
que le résultat suivant a été démontré dans [Rob03] : pour une géodésique fermée p, si

I'on note D, la mesure de Lebesgue normalisée le long de g, il vient quand R — +o0

mr

SpRe "t 3 Dp—>7‘|mr|‘

pll(p)<R

(1.2)

dans le dual de ’ensemble des fonctions continues sur T'X /T et & support compact. En
particulier, dans le cas d’une variété convexe-cocompacte (qui est un exemple de variété
munie d’une mesure mr finie), 'ensemble T!X /T est compact et (1.2) appliqué en T1x s
implique le résultat de comptage Ny (R) ~ ?—;. La convergence (1.2), également valide

. . s 1e SR
quand |[mr|| = 400, pourrait laisser penser que Ny (R) est négligeable devant “%-; le
théoréme B met donc en défaut cette intuition.

Le dernier résultat concerne le dénombrement asymptotique des points orbitaux.
Théoréme C.

e 8i 3 €]0,1], il existe C" = Cjy 1 > 0 telle que

eépR

/7
NF(O,R) C leﬂL(R)'
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o Sif =1, il existe C' = Cf. > 0 telle que

66FR

L(R)’

NF(O, R) ~ C,

Pour démontrer ce résultat, nous étendons le codage présenté au chapitre 4 a ’orbite
I'.zg d’un point zg du bord a 'infini, ce qui est fait au chapitre 7.
Les constantes apparaissant dans les théoremes A et C seront exhibées dans leurs

démonstrations respectives.

Remarque 1.1.2. Dans les résultats de T. Roblin cités plus haut, [’hypothése de non-
arithméticité du spectre des longueurs (i.e. que ’ensemble des longueurs des géodésiques
fermées de X/T" n’est pas contenu dans un sous-groupe discret de R) est omniprésente.
D’aprés [DP96a], la présence d’un cusp dans la variété quotient assure que cette propriété

est satisfaite dans notre situation.

Remarque 1.1.3. L’hypothése supplémentaire (S) a été mise a part dans la famille
(Hg) pour la raison suivante : dans larticle [DPPS15], les auteurs obtiennent un résultat
analogue au théoréeme C pour e]%, 1], sans cette hypothése. Ils ne peuvent obtenir leur
résultat pour 8 < %, puisque leur démonstration (d la section 6) est basée sur le théoréme
de renouvellement de [Eri70], qui n'assure pas la convergence souhaitée dans le cas f < %
Notre approche suit celle de larticle [Goull] qui évite cet écueil grace a I’hypothése (S).
Il se peut que dans le contexte géométrique qui est le naotre, I’hypothése (S) soit une
conséquence des quatre premiéres; cela reste un point a éclaircir.

Notons que Uhypotheése (S) est équivalente a chacun des deux énoncés suivants :

(S") Pour tout A > 0, il existe une constante C = Ca > 0 telle que pour tout j € [1, p+4]

et tout T' > 0 suffisamment grand, on ait

L(T)e’r™

Hoel; | T—A<d(o,00) <T+A}C 145

(S") Il existe une constante C' > 0 telle que pour tout j € [1,p + q] et tout T > 0

suffisamment grand, on ait

L(T)e’rT

H{a el | d(o,a.0) <T}<C 148

L’équivalence entre les assertions (S) et (S") est immédiate ; nous remarquons également
que Uhypothése (S”) implique hypothése (S"). Pour achever la démonstration de [’équiva-

lence annoncée, il nous reste alors a comprendre pourquoi (S") = (S”). La démonstration
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de cette implication est donnée a la fin du troisiéme chapitre; elle repose sur les lemmes

de Karamata et de Potter énoncés dans ce dernier.

Remarque 1.1.4. Le lemme de Karamata (cf. Chapitre 3) nous permet de remarquer
le fait suivant : les équivalents donmnés dans les théoréemes A et C dans le cas § < 1

s’écrivent également sous la forme

mr(ANg_¢.B) -5 0 ;
et ér i
NF(O) ) : =3
=5 Ly(R)

- - tL(x
ot la fonction Lg est définie par : Lg(t) = / ( )dZE pour tout t > 1. Cette écriture

B
1@
souligne la stmilarité des résultats avec le cas 5 = 1.

1.1.2 Plan de la theése

Le deuxieme chapitre est consacré dans un premier temps a des rappels de géométrie
en courbure négative, qui servent ensuite a détailler les constructions des groupes de
Schottky exotiques expliquées dans [DOPO00] et [Peill].

Les hypotheses (P;) et (N) nous conduiront & utiliser certaines propriétés des lois de
probabilité stables de parametre 8 €]0, 1] ; le troisieme chapitre est dédié a ces outils et
fournit des résultats techniques utiles concernant les fonctions a variations régulieres.

Nous développons au chapitre 4 un codage de ’ensemble limite, que nous étendons
par la suite au flot géodésique. L’étude de ces codages se fait en utilisant une famille
d’opérateurs de transfert adaptés; nous étudions plus précisément le spectre de ces
opérateurs ainsi que la régularité de leur rayon spectral.

La démonstration du théoréeme A fait I'objet du cinquiéme chapitre. Les étapes sont
différentes selon que (5 soit inférieur ou égal a 1. La démonstration dans le premier cas est
inspirée de celle du théoréme 1.4 de [Goull]; lorsque 5 = 1, nous reprenons l’approche
de [MT12]. Nous suivrons le méme cheminement pour les théoréemes B et C.

Le sixieme chapitre concerne le dénombrement asymptotique des géodésiques fermées.
Nous expliquons comment obtenir une minoration pour 5 < 1.

Dans le septieme et dernier chapitre, nous étendons dans un premier temps le codage
de 'ensemble limite donné au chapitre 4, afin de prendre en compte les mots finis ; nous
étudions ensuite le nouvel opérateur de transfert associé a ce codage. La seconde partie

du chapitre est consacrée a la démonstration du théoreme C.
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1.1. Présentation du sujet

Notations

Pour deuz fonctions f,g : Rt — R, nous écrirons f g g (ou simplement f < g)

si f(R) < Cg(R) pour une constante C > 0 et R suffisamment grand et f =9 (ou
simplement f < g) si f < g et g < f. Pour deux sous-ensembles A, B d’un ensemble E,
C C

A A
nous noterons Ax B le sous-ensemble de Ax B défini par AX B := {(a,b) € AXB | a # b}.
Nous attirons enfin l'attention du lecteur sur le fait que les constantes apparaissant dans

le texte qui suit peuvent varier d’une ligne a ['autre.
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Géométrie en courbure négative

Ce chapitre est consacré a la présentation des objets et des notations essentiels a la
compréhension de la suite du texte. Dans un second temps, nous présentons la construction

des groupes d’isométries exotiques avec lesquels nous travaillerons par la suite.

2.1 Rappels et notations

Dans cette thése, le contexte général est celui d’une variété riemannienne simplement
connexe X de dimension n > 2, complete, de courbure sectionnelle x strictement négative
et pincée entre deux constantes —b? et —a? avec 0 < a < 1 < b. L’exemple le plus simple
de tels espaces est donné par I’espace hyperbolique H" de courbure —1. Deux de ses
modeles sont les suivants : R?~! x R;* muni de la métrique dx%d?f ou le modele de la

oy . s 2
boule unité B™ munie de la métrique T d|x

— A& ou || - || représente la norme euclidienne
|=[[#)"”
sur R"™.

(

2.1.1 Bord a l’infini

Fixons un point o € X. Notons d la distance induite par la structure riemannienne sur X.
On appelle segment géodésique (resp. rayon géodésique, resp. géodésique) une isométrie
s (resp r, resp ) d’un intervalle compact de R d’origine 0 (resp. d’une demi-droite de R

d’origine 0, resp. de R) dans X. Deux rayons géodésiques r; et ry sont dit équivalents
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s’ils sont & distance bornée I'un de I'autre, c’est-a-dire s’il existe une constante C' > 0
telle que d(ry(t),ra2(t)) < C pour tout t € [0, +o00[. L’ensemble des classes d’équivalence
de rayons géodésiques constituent le bord a 'infini X de X. On dit qu’une suite (xp)n
de points de X converge vers z € 90X s’il existe un rayon géodésique (r(t));>o dans la
classe de z tel que (d(o,x,)), tend vers 4+o0 et s%p%gg d(xp,r(t)) < +oo : dans ce cas,
tous les rayons de la classe de x vérifient cette propriété. Par exemple, dans le modele de
H" donné par le demi-espace, le bord & I'infini s’identifie & {(x,0) | x € R*71} U {co};
dans le modele de la boule B", le bord s’identifie & S*~ 1.

Notons T'X le fibré unitaire tangent de X. Le théoréme de Cartan-Hadamard établit

les propriétés suivantes :

1) tout couple (p,v) € T'X détermine une unique géodésique ~ vérifiant v(0) = p et
v'(0) =v;

2) I'ensemble X est homéomorphe & la sphére unité euclidienne S*~*;

3) avec la topologie définie précédemment, 'ensemble X := X U X est homéomorphe

N o 2 o 1. , N
a la boule unité euclidienne fermée B .

De ce théoréme, on déduit que pour tout couple de points (z,y) € X x X, z # y, il existe
un unique segment géodésique (resp. rayon géodésique, resp. géodésique) d’extrémités x
et y. On peut munir le bord a l'infini 0X d’une distance appelée distance de Gromov.
Rappelons sa définition. Commencgons par introduire les fonctions de Busemann. Soient
x € 0X et x,y € X. Le cocycle de Busemann B, (x,y) est défini par la formule suivante :
B, (Xu y) = zh—I>nx (d(X7 Z) - d(yu Z)) . (21)
De cette définition, on déduit la propriété de cocycle suivante : pour tous X,y,z € X et
tout x € 90X
B: (x,y) =Bz (x,2) + B, (2,y) . (2.2)

L’horoboule 57 centrée en x € 0X et passant par x € X est I’ensemble des points y € X
tels que By (x,y) = 0 (voir figure 2.1 dans le modeéle du demi-plan de Poincaré). On
appelle horosphere de niveau ¢t € R centrée en x et basée en x ’ensemble des points z
vérifiant B,(x,z) =t : 'horospheére de niveau 0 centrée en = et basée en x n’est autre
que le bord de ’horoboule 57 précédente. Pour tous x,y € 9X, le produit de Gromov
(2|y)o est défini par

(Bx(0,2) + By(o,2)) (2.3)

N | =

(:‘U|y)o =
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FIGURE 2.1 — Horoboule centrée en l'infini passant par .

ou z appartient a la géodésique d’extrémités z et y. On peut trouver dans [Bou93] une

démonstration du fait que la fonction

do : (z,y) — exp (—a(z|y)o) (2.4)

est une distance sur 0X : c’est la distance de Gromov au bord vue du point o. L’espace
(0X,do) est compact et do satisfait la propriété de visibilité suivante : il existe C' > 0 ne

dépendant que des bornes de la courbure de X telle que

2 exp (—ad (0, (51))) < do (2,) < Cexp (~ad (0, (29))). (25

Dans les deux modeles de H™ évoqués plus haut, la distance de Gromov au bord correspond

a la distance euclidienne.

2.1.2 Action des isométries au bord

Notons Isom (X) 'ensemble des isométries de X préservant l'orientation. On peut étendre
Iaction d'une isométrie v € Isom (X) sur le bord 90X de la maniere suivante : si (r(t)),
est un représentant de la classe de z € 0X, on définit .z pour v € I' comme étant la
classe du rayon (7.r(t)),s. L'isométrie v € I' satisfait alors la relation de conformité

suivante

do (7.2, 7.9) = /1 (@) 16 1Y (1)l ool ) (2.6)

ou la définition de la distance de Gromov implique que pour tout z € 90X
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FIGURE 2.2 — Propriété de visibilité de la distance de Gromov d,.

Une isométrie v € I" est dite parabolique si elle fixe un unique point a l'infini, noté x,
et que 'on appelle point parabolique. Par exemple, dans le modele du demi-plan de
Poincaré, I'isométrie z — z + A\, A € R, est une isométrie parabolique fixant le point a
I’'infini oco.

Une isométrie v € ' est hyperbolique si elle fixe exactement deux points du bord
a l'infini. On note a:;“ (resp. =) son point fixe attractif (resp. répulsif) : pour tout
€ X\ {z}} (resp. x € X\ {zI}), la suite (y".z),>, tend vers z¥ (resp. 7). On
appelle axe de v la géodésique d’extrémités :1:;r et z7,. Dans le modele du demi-plan de
Poincaré, I'isométrie z — Az, A > 0, fixe les deux points 0 et oo ; son axe est donné par
la demi-droite orthogonale a ’axe des abscisses passant par 0.

Enfin, une isométrie fixant au moins un point de X sera dite elliptique ; nous travaille-
rons néanmoins avec des groupes sans torsion.

Dauns la suite, I" sera un sous-groupe de Isom (X), agissant proprement discontinument
et sans point fixe sur X. Pour étudier la dynamique de I'action de I' sur X, on introduit
son ensemble limite At : c’est le plus petit fermé non-vide I-invariant de X. Il est formé
des points d’accumulation de l'orbite I'.o : cette définition ne dépend pas du point o.
Le groupe I' agissant proprement discontinument sur X, I’ensemble limite Ar est un
sous-ensemble de 0X. La proposition suivante (voir [Ebe72]) donne un premier apercu de

sa structure.
Proposition 2.1.1. L’ensemble limite Ar est de l'un des trois types suivants :
1) il est formé d’un unique point a l'infini;
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2) il contient exactement deux points;
3) Ar est infini non-dénombrable et est un ensemble parfait nulle-part dense de 9X.

Le premier cas correspond a un groupe I' engendré par des isométries paraboliques fixant
le méme point a l'infini, tandis que dans le deuxieme, le groupe I' est engendré par une
isométrie hyperbolique. Dans ces deux cas, le groupe est dit élémentaire. Un point limite
x € Ar est radial 8’1l existe un point z € X et une suite (7,), d’éléments de I' tels que
(Vn-0)n tend vers x en restant a distance bornée du rayon géodésique [zx). On notera
Aaq Uensemble formé par ces points. Les points fixes d’une isométrie hyperbolique « sont
radiaux : il suffit pour cela de choisir z sur 'axe de v et v, = 4" pour tout n > 1. On

peut trouver dans [Bow95| la caractérisation suivante des points limites radiaux

Proposition 2.1.2. Un point © € Ar est radial s’il existe une suite (vy)n d’éléments

distincts de I' telle que pour touty € Ar\{x}, la suite (Vn.2,Vn-y),, reste dans un compact
A
de AF X AF.

Le groupe I' est dit cocompact (respectivement de covolume fini) si X/I" est compact
(resp. X/I" a un volume fini). Notons C'(Ar) I’enveloppe convexe de l’ensemble limite
Ar dans X. Le groupe I' est dit convexe-cocompact si I' agit de fagon cocompacte sur
C(Ar). On dit enfin que I' est géométriquement fini (ou que la variété quotient X /T
est géométriquement finie) si le quotient d’un e-voisinage (ou de tout e-voisinage) de
C(Ar) par I' a un volume fini; cette notion est une généralisation naturelle de la notion
de groupe de covolume fini. Un point parabolique x € 0X est dit borné s’il est fixé par
un sous-groupe parabolique de T' tel que le quotient (Ap \ {z}) /T soit compact : nous
noterons Ay, 'ensemble de ces points. On obtient la caractérisation suivante (voir [Kat92]
et [Bow95]) :

Proposition 2.1.3.

1) SiT est géométriquement fini, alors Ap = 0X si et seulement si I' est de covolume
fini;

2) Ar = Araq U Apy st et seulement si I est géométriquement fini.

2.1.3 Groupes de Schottky

Les groupes qui nous intéressent dans cette thése sont des groupes de Schottky que nous
présentons a présent. Soient k > 1 et ay, ..., a; des isométries satisfaisant la propriété

suivante : il existe des sous-ensembles fermés et disjoints D1, ..., D de 90X tels que pour
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tout j € [1,k] et tout n € Z* on ait a?. (0X\ D;) C Dj; les isométries ay, ..., aj sont
dites en position Schottky : le lemme de Klein implique que le groupe I' engendré par les
(a;); est un groupe libre, agissant proprement discontinument et sans point fixe sur X.
Ce groupe est appelé groupe de Schottky. L’ensemble limite d’un groupe de Schottky est
un sous-ensemble de 0X, parfait et nulle-part dense. Si aucune des isométries a; n’est

parabolique, le groupe I' est convexe-cocompact.

Pour fixer les idées, donnons un exemple dans le modele du demi-plan de Poincaré.
Considérons l'isométrie parabolique p : z —— z 4+ 1. Les puissances non-nulles de
p envoient l'intervalle [0,1] dans ]Joo, 0] U [1, co[U{cc}, et on pose D, =]oo,0] U [1, o0].
3o+l
z+2
7 ; ses puissances
négatives envoient R U {oo} \ {512, ?—2} dans {512, g—g}, tandis que ses puissances positives
envoient R U {oo} \ [g ﬂ} dans [g ﬂ} On pose alors Dy, = [l E} U {ﬂ g} (voir

Conjuguons a présent l'isométrie hyperbolique h : 2z —— 64z par v(z) =
3

L’isométrie h’ ainsi obtenue est hyperbolique et fixe les points % et

520 44 520 44 527 76 527 44
figure 2.3). Soit I" un groupe de Schottky. Pour des raisons techniques qui apparaitront

D, D.

FIGURE 2.3 — Position Schottky dans les deux modeles de H?

dans la suite, nous introduisons les ensembles suivants : pour tout j € [1, k], notons D;
un sous-ensemble de X dont I'intersection avec X contient D;. On impose également

que les (D) soient deux a deux disjoints et que pour tout j € [1, k] et tout n € Z

1<y<p+g
on ait ay. (X\Dj) C Dj; pour les groupes I'; paraboliques, ’ensemble D; peut étre
choisi connexe et géodésiquement convexe, tandis que pour les groupes hyperboliques, il
possede deux composantes connexes géodésiquement convexes. Pour clarifier notre propos

concernant ces ensembles, la figure 2.4 les exhibe dans le cas de I'exemple précédent.
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//1D, |/ /]D,

FIGURE 2.4 — Ensembles D; dans les deux modeles de H?2

2.1.4 Mesures de Patterson-Sullivan

Un des outils principaux de cette these est la série de Poincaré Pr du groupe I' définie

S) _ Z e—sd(o,fy.o)

yerl’

par : pour tout s > 0

La convergence ou la divergence de cette série ne dépend pas du point o. On notera dp
Pexposant critique de la série Pr : pour tout s > dr, la série Pr(s) converge et pour
tout s < Or la série diverge. Le groupe I' est de type divergent (resp. convergent) si la
série Pr(dr) diverge (resp. converge). Cette quantité correspond également au taux de

croissance exponentielle de la fonction orbitale Np(o, R) := #{y € I" | d(0,7.0) < R}, i.e.

Or := lim sup In (Nt (o, B)) R))
R— 400 R
Nous abordons a présent la construction des mesures de Patterson-Sullivan. D’apres les
travaux de [Pat76], il existe une fonction h : RT — R™ telle que pour tous x,y € X,
la série
(x,y,s Z h(d(x,v.y)) e *d7Y)

yel’
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diverge si et seulement si s < dr. Dans le cas ol le groupe I' est divergent, on choisit

h = 1. Fixons x,y € X. Pour s > dr, on introduit la mesure o5 x y suivante :

Z h X Y- y Sd(XfY-y)D’y.y
'yGF

7T Ph(x,y.5) (X Y,
ou D,y représente la masse de Dirac au point ~.y. Il existe une suite (sj); convergeant
vers Or par valeurs supérieures telle que la suite de mesures (oxy s, ), converge faiblement
vers une mesure oy y, laquelle est portée par I'ensemble limite Ar. La famille de mesure
(Ux7y)xex est appelée densité conforme de dimension dr : pour tous x,x’ € X, la mesure
ox/ y est absolument continue par rapport a oxy avec une dérivée de Radon-Nikodym

donnée par la formule suivante : pour tout x € 90X

doxy —8rBa (x/

e~0orBa(x'%) 2.7
) = (27)
Cette famille est de plus I'-invariante au sens ott pour tout v € T" et tout borélien A C 9X,

on a
oxy (7.4) = Oy 1 xy (A). (2.8)

Enfin, d’apres [Sul84], quand le groupe I' est divergent, la mesure oy ne dépend ni de
y € X ni de la suite (sg)g : on la note alors ox. Les groupes de Schottky avec lesquels

nous travaillons étant de type divergent par construction, nous omettrons I'indice y.

2.1.5 Flot géodésique et mesure de Bowen Margulis

On définit le flot géodésique (gt),cp sur T!X de la maniére suivante : soit (p,v) € T'X,
alors gi(p,v) = (y(t),~(t)) pour tout ¢ € R, ot v est 'unique géodésique telle que
~(0) = p et 4'(0) = v. Afin de définir le flot géodésique (g;)¢cr sur le quotient T'X /T
et d’en exhiber une mesure invariante, identifions le fibré unitaire tangent T'X avec le
produit 90X é 0X x R. En effet, un couple (p,v) € T'X détermine un unique triplet
(x7,zT,r) oz~ et T sont les extrémités “passée” et “future” de I'unique géodésique
orientée déterminée par (p,v) et 7 = B+ (0, p) : ces nouvelles coordonnées sont appelées
coordonnées de Hopf. Dans ces coordonnées, 'action du groupe I' est donnée par : pour
tout y € I’

)

v.(x7, 2t r) = (va~,vaT,r+ B (v 0,0)),
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tandis que celle du flot géodésique (g;), est donnée par : pour tout t € R
g™, xt,r) = (a7, 2T, r +1).

Ces deux actions commutent, et ceci définit par passage au quotient le flot géodésique
(9)seg sur T'X/T. Des définitions (2.1) et (2.3) et de la propriété (2.7), on déduit que la

FIGURE 2.5 — Flot géodésique et coordonnées de Hopf

mesure

- doo(y)doo(z)dt
mp = 5 o
do(yyx) e
est invariante sous l'action de I' et de (g;),. Elle induit par passage au quotient une

mesure mr sur T'X/T, invariante sous l'action du flot géodésique (g;);cp. Cette mesure

ne charge que I’ensemble non-errant pour le flot géodésique Qr, qui est égal a Ap é Ar xR
d’apres [Ebe72]. Les auteurs de [OP04] ont prouvé que si cette mesure a une masse finie
sur p, c’est 'unique mesure invariante qui maximise 1’entropie du flot géodésique ; elle
est ainsi appelée mesure de Bowen-Margulis. Remarquons que lorsqu’elle est infinie, il
n’existe pas de mesure invariante finie qui maximise ’entropie ; on ’appelle néanmoins
mesure de Bowen-Margulis dans ce cas.

Avant d’énoncer le théoréme de Hopf-Tsuji-Sullivan, nous rappelons quelques défini-
tions (voir [Rob03] paragraphe 1E.). Pour le systéme dynamique (T'X/T, (g¢)icr, mr),
nous dirons qu'un borélien B C T'X/T est errant si [ 15(g:.w)dt est finie pour presque
tout w € B. On peut décomposer 'espace T!X/T' en deux parties disjointes et I'-
invariantes T1X/I'¢ U T'X/T'P ot T'X/T? est une réunion dénombrable d’ensembles
errants, maximale au sens ou elle contient tout ensemble errant, & un ensemble mp-

négligeable pres : cette partie est appelée partie dissipative de (TlX/I‘, (9t)ter, mr)
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tandis que TlX/FC constitue sa partie conservative. Si B est un borélien contenu
dans T'X/T¢, alors Jg 1B o (gr.w)dt = +oo pour presque tout w € B. Le systeme
dynamique (T'X/T, (g¢)ier, mr) sera dit complétement conservatif (vesp. dissipatif) si
mp (TlX/FD) =0 (resp. mr (TlX/FC> =0).

Théoréme (Hopf-Tsuji-Sullivan). Dans chacun des deuz cas complémentaires suivants,

les assertions (i) a (iv) sont équivalentes.

Premier cas :

(i) T est convergent : Z e7ord(e7:0) 4 oo,
vel

(ii) 0o (Araq) = 0.
(iii) (ax x OX, T, (0o ® UO)\8Xx8X) est complétement dissipatif et non ergodique.

(iv) (TlX/F, (9t)ser 7mp) est complétement dissipatif et non ergodique.

Deuzieme cas :

(i) T est divergent : Z eord(e.0) _ 4
yel’

(ii) 06 (Arad) = 1.
(ii3) ((9X x 0X, T, (0o ® UO)\8Xx8X> est complétement conservatif et ergodique.

(iv) (TIX/F, (9t)ier ,mp) est complétement conservatif et ergodique.

2.2 Construction des groupes exotiques

Avant de rentrer plus en détails dans ’étude des groupes qui nous intéressent, il est
bon de rappeler la genese du cadre dans lequel ce travail est présenté, a savoir celui
de certains groupes de Schottky exotiques, dont la construction est présentée dans les
articles [DOPO00] et [Peill].

L’article [DOPO00] présente une construction de groupes discrets d’isométries I', géo-
métriquement finis et convergents, agissant sur une variété riemannienne simplement
connexe, complete et a courbure sectionnelle pincée. Ce n’est pas le premier exemple
explicite de groupe convergent : dans [PS94], les auteurs étudient la fonction de comptage
de certains Z%revétements de variété compacte. Cet article aboutit & un équivalent de la

forme eardR, ce qui implique que le groupe fondamental I' du revétement intermédiaire est
R
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convergent pour d > 3 : en effet, dans ce cas

PF(S)XZ Z e—sd(070)

n=z1l ~el

d(o,y.0)~n

n>1 N

orn
¢ e .

d
2
et la somme P(0r) est finie dés que d > 3. Les groupes dont il est question dans [PS94]

peuvent étre de type convergent ou divergent, mais sont toujours géométriquement infinis :

ils ne rentrent donc pas dans notre cadre d’étude. L’article [DP96a] précede [DOPO0] ;

B —

FIGURE 2.6 — Z2-revétement d’un tore & deux trous

les auteurs y prouvent la divergence du groupe I' quand il est produit libre de groupes
élémentaires divergents. Dans ce cas, la divergence des facteurs paraboliques apparait
déja cruciale. Ceci est précisé quelques années plus tard dans [DOPO00] avec le théoréme

suivant

Théoréme A ([DOPO00]). Soit ' un groupe géométriquement fini contenant des trans-
formations paraboliques. Si ér > dp pour tout sous-groupe parabolique P, alors I' est

divergent.

L’hypothese ér > dp pour tout sous-groupe parabolique P est appelée “propriété de
trou critique” pour le groupe I'. Elle permet de construire des mesures de Patterson-
Sullivan sur Ar sans atome. Ces mesures donnent alors masse totale a ’ensemble limite
radial, propriété équivalente a la divergence de I' ([Sul84]). Cette hypothese est en
particulier vérifiée quand les sous-groupes paraboliques ayant un exposant critique
maximal (parmi les sous-groupes élémentaires) sont de type divergent.

Rappelons également que la dichotomie divergence/convergence pour I' a des consé-

quences fondamentales pour la dynamique du flot géodésique relativement a la mesure
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mr : c’est une conséquence du théoreme de Hopf, Tsuji et Sullivan énoncé a la fin de
la premiere section de ce chapitre. Nous constatons alors que la finitude de la mesure
mr sur T'X/T implique la divergence du groupe I', en vertu du théoréme de récurrence
de Poincaré. Il est maintenant bien connu (voir [Sul84]) que les groupes cocompacts,
convexe-cocompacts et méme les groupes géométriquement finis agissant sur H"™ ad-
mettent une mesure mr finie, et sont donc de type divergent. C’est aussi le cas pour les
groupes géométriquement finis agissant sur des espaces symétriques de rang 1 ([CI99]).
La présence de cusp dans la variété rend la situation plus incertaine. Les auteurs de
[DOPO0] traitent néanmoins cette question avec un résultat qui met la-encore en avant

les transformations paraboliques. Ils prouvent le théoreme suivant

Théoréme B ([DOPO00]). Soit I' un groupe géométriqguement fini divergent contenant
des isométries paraboliques. La mesure mp est finie si et seulement si pour tout sous

groupe parabolique P de I, la série 3 cp d(o,p.o)e*‘sfd(o’p'o) converge.

Des théoremes A et B ci-dessus, nous pouvons tirer au moins les deux constats

suivants :

- un groupe géométriquement fini contenant des isométries paraboliques satisfaisant

I’hypothese de trou critique est de type divergent et admet une mesure mr finie;

- pour obtenir un groupe divergent et de mesure infinie, il faut étre capable dans un
premier temps de construire des groupes paraboliques convergents. C’est le but de

la section suivante, qui reprend les arguments développés dans [DOP00].

2.2.1 Sur lexistence de groupes paraboliques convergents

Plagons-nous pour commencer en courbure constante —1 et considérons un groupe
parabolique P agissant sur H", n > 2. Quitte & conjuguer P, on peut supposer que

les éléments de P fixent le point & l'infini. Notons J# 1’horoboule centrée en I'infini et
n—1

passant par i = (m, 1); le groupe P agissant par isométries sur I’horospheére 0.7,
on en déduit qu’il agit par isométries sur R”~! muni de sa structure métrique euclidienne ;
d’aprés un théoréeme de Bierberbach (voir [Biell] et [Biel2]), il contient un sous-groupe
abélien d’indice fini Q qui agit par translations sur un sous-espace R¥ ¢ R* 1 k <n—1.
Il existe donc k vecteurs indépendants v1, ..., v} et un ensemble fini F' C P tels que tout
élément p € P peut étre décomposé en 7,'L...7'F f pour (n1,...,nk) € ZF et f € F, ou Tod

est le n;-iéme itéré de la translation de vecteur v;. Dans ce cas, la série de Poincaré Pp
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de P est donnée par : pour tout s > 0

Pp(s) = Z e—sd(ip ) — Z Z efsd(i,rgll...ffk’“f.i).

peP fEF (nq,...,ny)EZF

La quantité d(i, 71t ...70% f.i) —21In (|[n1v1 4 ... + ngog||) est bornée quand ni+...+nf —

+00, ot || - || représente la norme euclidienne sur R*~!; il vient donc

1
. Hnlvl + ...+ nkkazS‘

Pp(s) < Z

(n1,...,nk)€(Zk)

L’exposant critique de cette série vaut g et la série diverge en cette valeur de s.

Dans la suite, nous voulons “rendre” ce groupe convergent en ’exposant critique
g. Pour ce faire, il faut comprendre comment modifier la métrique dans ’horoboule
J€, puisque les calculs précédents montrent que les groupes paraboliques sont de type
divergent quand la courbure est constante au voisinage de leur point fixe. Nous allons
donc nous placer dans un autre modele de ’espace hyperbolique, qui est mieux adapté a

I’étude de l'action du groupe P sur 'horosphere 0.72. Considérons le difféomorphisme

v { H* —R"
@y (2n@) = (2.1)

Dans ce nouveau modele de I'espace hyperbolique, la métrique sur R™ est donnée par
e~2'dx? + dt?. Dans ce modele notons 7 = {(x,s) | s = t, * € R""!} I'horoboule
de niveau t € R centrée au point a l'infini; on a W () = 7). Fixons deux points
z,y € R"! et notons z; = (z,t) et y; = (y,t) pour ¢t > 0. La distance entre x; et y;
induite par la métrique hyperbolique sur I’horosphére 9. est alors e~!||x — y||. Donc, sur
I'horospheére de niveau ¢ = In (||z — y||), la distance entre x; et y; induite par la métrique
intrinseque vaut 1. Le fait que la courbe [xoz¢] U [x1y:] U [y4y0] est une quasi-géodésique
entraine que la quantité d(zo,yo) — 21n (||z — y||) est bornée ([HIH77]). Cette remarque
nous ameéne & penser qu’en choisissant une fonction croissante u : RT* — R et une
fonction décroissante 7' : R — R telles que T'(u(s)) = % pour tout s > 0, la quantité
do (70, Y0) — 2u (|| — y||) est bornée dans R”™ muni de la métrique 72 (t)dx? + dt? ; dans
le cas ott u(s) = In(s) et T'(t) = e™!, on retrouve le modele de I'espace hyperbolique. Le
but de [DOPO00], section 3 et [Peill] section 2 est d’expliquer comment choisir de telles
fonctions tout en controlant la courbure sectionnelle K (t) de la métrique T2(¢)dz? + dt?,
de facon a ce qu’elle soit strictement négative pincée sur R". Le lemme 2.2 de [Peill]

précise ce choix.
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Lemme 2.2.1. Soit k €]0,1[. Pour tout 8 > 0, il existe sg > 1 et une fonction croissante

ug : R™ — R de classe C? satisfaisant :
e ug(s) =In(s) si s €]0,1];
o ug(s) =In(s)+ (14 B)In(In(s)) si s > sg;

o K(ug(s)) < —K?;

lim K(ug(s)) = —1 et toutes ses dérivées tendent vers 0 quand s tend vers +00.
s§—>+00

Fixons a présent a € R. Pour une telle fonction ug, on munit R" de la métrique

980 = Tgﬂ(t)de + dt?, o Tp  est donnée pour tout ¢ € R par

e sit<a

Tsa(t) = e @
Balt) —5, . Sinon
ug (t—a)

Cette métrique admet une courbure négative pincée < —r? et constante égale & —1 sur

le domaine R~ x] — oo, a] (voir figure 2.7). A ce stade, le choix de la métrique dépend

Rn—l

F1GURE 2.7 — Courbure dans I’horoboule et le cusp

au moins des deux parametres 3,a € R. Le parametre 8 sert a obtenir des groupes
convergents et plus tard a imposer une mesure mr infinie. Le parameétre de “hauteur” a a
partir de laquelle on modifie la métrique dans le cusp nous permet d’obtenir des groupes
divergents non-élémentaires contenant des sous-groupes paraboliques convergents.
Dans ce nouveau modele d’espace de courbure sectionnelle négative pincée, le groupe

P agit toujours par isométries et sa série de Poincaré est alors donnée par

>

(nl,...,nk)E(Zk)

1

« [In1v1 4 .o+ ngog] 25 In (||n1vr + .. 4 ngogl|

)28(1+,B) )
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a un facteur borné pres. Cette série admet alors % comme exposant critique et converge des
que B > 0. Cette maniere de procéder permet donc de construire des groupes paraboliques
discrets de type convergent agissant sur un espace de courbure strictement négative
pincée.

Expliquons a présent comment construire un groupe non-élémentaire de type
convergent. Soit I' un groupe géométriquement fini agissant sur H"”, proprement disconti-
nument et sans point fixe, et contenant des isométries paraboliques. La variété quotient
H" /T possede alors un nombre fini de cusps Ci,..., C;, chacun d’eux étant isométrique
au quotient d’une horoboule J# par un groupe d’isométries paraboliques P; de rang
k; € [1,n—1]. D’apres la discussion précédente, chaque groupe P; agit aussi par isométries
sur R” muni de la métrique e~?!dz? + dt? que nous allons perturber en T’ /32 a(t)d:c2 + dt.
Considérons par exemple le cusp C;. On peut alors choisir le parameétre a pour pouvoir
recoller le quotient (R"~1 x [a, 4+o00[)/P; avec (H"/T) \ C;. La construction précédente
assure que I' agit isométriquement sur le revétement universel X de cette variété quotient
muni de la métrique gg 4, ou gg q correspond a la métrique hyperbolique excepté dans les
relevés de 77 ou elle correspond a gg 4. Dans la suite, nous n’imposons pas au volume

des cusps C; d’étre fini, contrairement & la construction exposée dans [Peill].

2.2.2 Construction de groupes convergents ou divergents contenant
des paraboliques convergents

Le fait d’avoir imposé 3 > 0 dans la définition de la métrique gg , implique que le groupe
parabolique P; est de type convergent. Nous notons d, la distance induite par la métrique
98,q- Reprenant I'article [Peill] section 4, on peut utiliser la construction précédente
pour exhiber des groupes discrets d’isométries agissant sur ’espace X précédent, de type
convergent ou divergent, selon la valeur du parametre a choisi. Plus précisément, on

trouve dans [Peill] la

Proposition 2.2.2. [ existe des sous-groupes de Schottky G de I' et un réel positif ag

tels que :
o (G admet % comme exposant critique et est de type convergent sur (X,g/&o) ;
e (G a un exposant critique > % et est de type divergent sur (X, gg,q) pour a > ag.

Fixons o € X. Ce résultat repose sur 'existence d’une isométrie parabolique p € P
et d’une isométrie hyperbolique h € I' n’ayant aucun point fixe en commun. Quitte a
réduire ’horoboule J# dans laquelle la métrique est modifiée, on peut s’assurer que la

projection de l’axe de h reste dans une région de courbure constante (voir figure 2.8).
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FIGURE 2.8 — Isométries p et h et horoboule 57 et ses copies

Les isométries p et h n’ayant pas de point fixe en commun, on peut aussi trouver
deux ensembles non-vides fermés et disjoints D, Dy, C X, dont I'intersection avec 0X est
notée D, (resp. Dy,), tels que p™. (X\ Dp) C D, et A". (X \ Dh) C Dy, pour tout n # 0.
Notons alors D, = D, NJX pour v € {p, h}. Dans ce cas, la série de Poincaré du groupe

(p, h) en s > 0 se comporte a un facteur borné pres comme la série

Z Z e—sda(o,hmlpnl.--hmlpnl'o), (29)

=1 m;n;€EL*

En utilisant la propriété du groupe de Schottky (p,h), on peut montrer que cette série

est comparable a la quantité suivante

Z Z e—sda(o,hm.o) Z e_Sda(oapTL’o) X (210)

=1 \mez* nez*

Puisque d(o,p™.0)
p € (p,h) implique
> om0 e~2%(07"0) « oo De plus Dm0 e=2%0(0h"™0)  o=3Uh) oy I[(h) est la longueur

de h. Donc, si on remplace h par une de ses puissances suffisamment grande, on peut

2In|n| + 2(1 + B)Inln|n| + o(lnln|n|), il vient &, = 5 et

% < Op,py- Pour a = 0, la métrique dans I’horoboule impose que

supposer que
Z 6_%d0(ozh7n'0) Z 6—%(10(0,])”.0) < 1.

mezZ* nezZ*

Donc Py, (%) < 400, d’olt d¢, py < % Finalement, le sous-groupe G = (p, h) de T" est
1

Quand a tend vers +00, la région de X ou la métrique est constante égale a —1 devient
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de plus en plus grande et la série de Poincaré du groupe (p) tend vers +o0o en % Le

—sdq(0,h™.0)

controle précédent sur >_, € implique que pour tout € > 0, il existe ag > 0

tel que pour tout a > ag :

> e (Gre)dalon™o) 57 o m(Gre)dalonto) g,

mez* nez*

Alors (2.10) implique que G = (p, h) satisfait oG > % et est divergent d’apres le théoreme
A de [DOPO00].

Dans le troisiétme point, nous montrons qu’il existe un unique a* €]0, ag[ tel que
le groupe G = (p, h) est divergent d’exposant critique % pour la métrique ggq, : cette
propriété apparait comme un changement de phase entre les deux possibilités décrites
précédemment. Elle repose sur la comparaison entre la série de Poincaré Pg (et plus
précisément (2.9)) et le potentiel d’un opérateur de transfert £, associé a I’action de G
sur (X, ggq) (voir section 4 de [Peill]).

2.2.3 Sur Pexistence de groupes géométriquement finis divergents avec
myr infinie

Rappelons d’abord que G = (p, h), ou (p) est convergent d’exposant critique % Soit
a € [0,ap]. On introduit formellement 'opérateur suivant : pour tout ¢ € L®°(Ag, R),
tout s >0 et x € Ag

Losd(z)= > > 11D2(95)6_585’“@)(V_n"”")cb(v"-x)

v€{p,h} n€Z*

ot B (v~ ".0,0) représente le cocycle de Busemann pour la métrique d, (voir (2.1)). En
utilisant la structure de groupe de Schottky de (p, h), on peut montrer que pour tout
[>1

Z e—sda (AP h™p" 0,0) )CifsllAG]

mg,n; EL*

L
D’apres (2.9), ceci implique que Pg(s) se comporte comme -4 ‘Egls]lAG’ . Comme
) 00
L, s est un opérateur positif, son rayon spectral poo(Lq,s) sur L*°(Ag, R) est donné par
1
lim sup (’ﬁglsﬂAG‘ )21 .
’ 00

l—r+o0

La proposition 2.2.2 implique donc
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e la série 31, converge et poo(Ly1) < 1;

2

2l

o la série ) ;o

2l
Ea7%]]'AG

diverge et poo(L, 1) > 1 lorsque a > ag.
12

e}

Dans [Peill], il est démontré qu'’il existe un unique a, €]0,ag tel que poo(L, 1) =1. Le
*72
groupe G sera alors de type divergent d’exposant critique % sur (X, §g,q. ). L'existence

d’un tel a, repose sur les deux propriétés suivantes :
e la régularité de lapplication £ — poo(L);
e la régularité de a — poo (L, 1).
2

La premiere est délicate a obtenir. En général, 'application £ —— poo(L) est seulement
semi-continue inférieurement (voir [Kat13]). Pour pallier ce défaut de régularité, 'auteur

de [Peill] fait agir les opérateurs ([, 1 sur le sous-espace de L*°(Ag, R) suivant :

a’§>a€[0,a0}

w(Ba) ={peC(Aa) | [Plw = |loo + [@], < +oo}

ou [¢], := sup sup ‘(ﬂ(f))w pour w donné dans le fait 3.7 de [Peill]. Dans I’expres-
ve{p,h}yzyeD, do” (2:y)*
zAY

sion précédente, la quantité df;‘) (z,y) est la distance de Gromov sur le bord de X vue

du point o € X et associée a la métrique gg 4. Soit p(a) le rayon spectral de £, 1 sur cet
2
espace. L’auteur montre que p(a) est une valeur propre simple et isolée dans le spectre de

L 1, égale a poo (E
2

a ;). Ce trou spectral pour les £ 1, a € [0, ag|, est le point-clé pour
2 ’2

a,
obtenir la continuité de 'application £ — poo(L). L’espace L, (Ag) est aussi 'espace
dans lequel la continuité de a — poo(ﬁm 1 ) est prouvée. Cette propriété repose sur la
définition des métriques gg, et le fait qu’elles sont quasi-isométriques entre elles (voir
section 3.2 de [Peill]), ainsi que sur le fait que les isométries p et h sont en position
Schottky (voir proposition 4.7 de [Peill]).

La justification détaillée de I'existence d’un a, € [0, ag] satisfaisant poo (E 4ol ) =1
et tel que G = (p, h) est de type divergent d’exposant critique % pour la métrique gg 4,
fait I'objet du paragraphe 4.5. Puisque G est de type convergent pour ggo et admet un
exposant critique > % pour §g.4, (en vertu de la proposition 2.2.2), il vient a, €]0, ag|.
Ensuite, on applique le critere de finitude de la mesure de Bowen-Margulis donné dans le
théoreme B de [DOPO0O0] pour vérifier que le groupe G a une mesure de Bowen-Margulis
infinie si 5 < 1. Dans la derniére section de [Peill], il est montré que le parametre a* est

unique dans |0, ag.
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2.2.4 Commentaires

De cette présentation succinte des articles [DOPO00] et [Peill], on peut dégager les

principes suivants :

e il est possible de construire des groupes paraboliques de type convergent en courbure

négative pincée;

e il est également possible de construire des groupes de Schottky géométriquement

finis non-élémentaires et de type convergent ;

e on peut construire des groupes de Schottky G = (p,h) ou p est une isométrie
parabolique telle que (p) est de type convergent d’exposant critique % et ou G
est de type divergent avec le méme exposant critique, et admet une mesure de

Bowen-Margulis m¢ infinie.

Ce dernier cas fournit le cadre de travail de cette theése. Le fait que G soit un groupe de
Schottky implique qu’il est égal au produit libre (p) x (h), et ceci constitue un pas décisif
pour définir un codage de I’ensemble limite Ag, que 'on étend dans un second temps au
flot géodésique et a ses orbites périodiques. La preuve des théorémes A et B se fera alors
a l'aide du formalisme thermodynamique.

Soulignons que la métrique gg 4, B €]0, 1], construite a I'aide du lemme 2.2.1, fournit
un exemple type de groupe parabolique P qui satisfait aux hypotheses (P1), (P2) et (S).
Fixons 8 €]0, 1] et notons C le cusp associé a p et 5 'horoboule telle que C soit isométrique
a J/(p). Si o€ A, il vient d(o,p".0) = 2In(|n|) + 2(1 + 8) Inln(|n|) + O(Inln(|n|))

pour n suffisamment grand. On obtient alors la

Proposition 2.2.3. Soit A > 0. Il existe Cg a, Clﬁ > 0 telles que pour tout T' > 1

1 E eiéd(OJ)no) < Cg’Al .
. ~X + b
n | d(o,p™.0)=T+A T
C’
_ld( . B
2. S emalor O o

n | d(o,p™.0)>T
ot d(o,p™.0) =T + A signifie que T — A < d(o,p™.0) < T + A.
Démonstration. Soit k > 1. Notons
- by:=8{n€Z|d(o,p".0) =k+ A};
- Bp:=t{ne€Z|d(o,p".0) < k};
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CHAPITRE 2. GEOMETRIE EN COURBURE NEGATIVE

- n:=max{n € Z | d(o,p".0) < k}.

Il découle de la définition de la métrique dans le cusp qu’il existe C' = C(3) > 0 telle que

1
eﬁk

ny ~ C (2.11)

k1+/5;

de plus, des propriétés de la géométrie en courbure négative et des définitions précédentes,
on déduit

by, ~ By, ~ 2n;, pour k — +o0. (2.12)

Soit T' > 1. En utilisant la définition de by, il vient

1 n 1
Z efid(o,p .0) < efaTbT
n | d(o,pm.0)=T=+A

et le 1. découle en combinant (2.11) et (2.12). De plus, pour tout & > 0

Y edderto — 3 D G

n | d(o,p™.0)>T k>T+1n | d(o,p".0)=k=+e

e:‘;f Z bkeilk.

k>T+1

De (2.11) et (2.12), on déduit

Y oLy 1 £ 11
k1+8 BTH’
n | d(o,p™.0)>T k>T+1
Ce résultat étant satisfait pour tout € > 0, I’assertion 2) en découle. O

Remarque 2.2.4. Des estimations similaires sont également vérifiées par le reste de la

série de Poincaré du groupe (h) en % . en effet, 'exposant critique de ce groupe est 0, et

de ce fait, les sommes

Z o~ 3d(0,hm0) Z e~ 3d(0,h™.0)

n | d(o,hA™.0)>T n | d(o,hA".0)=T=*1

décroissent exponentiellement vite en T .
Fixons a présent v € R; une modification de la métrique dans le cusp telle que
d(o,p™.0) =2In(n) +2(1 + F)Inln(n) + 2yInlnlnn (2.13)
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2.2. Construction des groupes exotiques

impose
o
T T In(T)
et donc
by 20—
TS T In(T)Y
d’ou

n | d(o,p™.0)>T
Il est donc possible de construire des groupes paraboliques satisfaisant I’hypothese (P»)
pour une fonction L non constante ; prendre v € {41} par exemple.
D’apres le théoreme B dans [DOPO00], la mesure m¢ est infinie si et seulement si

> d(o,p".o)e_%d(o’pn'o) = 400. Donc mgq est infinie si et seulement si
nez

Yy ekera oy MO

k=1 n|d(o,p™.0)>k k=1

ou L(x) = ﬁ Si on note L(z) = [ Laflf) dz, alors m¢ est infinie si et seulement

si lim L(zr) = 4o00. Quand 8 = 1, la mesure mp peut étre finie : c’est le cas par
Tr—>+400

exemple en choisissant 7y = 2, ce qui impose d(o,p™.0) = 2In(n) +41Inln(n)+4Inlnln(n)
k

dans I'horoboule 77 (dans ce cas by, ~ C% etl'ona} .z d(o,p”.o)e_%d(o’pn"’) =
1
D k1 k‘bke_g = g1 W) Les résultats qui nous intéressent étant en mesure infinie,

la fonction & variations lentes L sera toujours supposée vérifier lini L(z) = +o0. Cette
T—>+00

propriété interviendra de maniere récurrente dans la suite.

2.2.5 Derniére remarque

On peut construire G = I'y * ... * I'y * Ipyq * ... x Iy ol les facteurs de Schottky
I'1,...,I', sont des groupes paraboliques élémentaires, “influents” au sens ou leur exposant
critique est égal a celui de G et les groupes I'p 11, ..., I',14 sont des groupes élémentaires
hyperboliques ou paraboliques mais avec un exposant critique strictement plus petit
que celui de G. C’est dans cette généralité que nous allons travailler dans cette these.
Le nombre de facteurs de Schottky influents ne joue un réle que dans les constantes
apparaissant dans les résultats. Dans le cas ou p 4+ ¢ = 2 se présente un phénomene de
périodicité dans la dynamique du groupe G : U'opérateur de transfert associé au codage

admet alors deux valeurs propres dominantes au lieu d’une seule ([BP06] et [DP96a]).
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CHAPITRE 2. GEOMETRIE EN COURBURE NEGATIVE

Les résultats de comptage et de mélange restent cependant valides, seule ’analyse se

complique un peu.
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Fonctions a variations régulieres

Dans ce chapitre sont présentées certaines propriétés des fonctions a variations régulieres.
Nous énoncons d’abord quelques rappels sur les lois stables, qui apparaissent naturellement
comme loi limite de sommes renormalisées de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées ([GK68]). Ensuite, pour les besoins techniques de cette these,
nous établirons quelques estimations de la fonction caractéristique de lois de probabilité

dont le comportement asymptotique est dicté par une fonction a variations régulieres.

3.1 Lois stables

Définition 3.1.1. Soient u une mesure de probabilité sur R™ et X,Y et Z trois variables
aléatoires réelles indépendantes et de loi p. La loi p est dite stable si pour tous nombres
a,b >0, il existe c > 0 et a € R tels que les variables aléatoires réelles aX +bY et cZ +«

aient les mémes lois.

Ce type de loi apparait de fagon naturelle lors de I’étude de la loi limite des sommes
normalisées
S, = Xito X B, (3.1)
Gn,
de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées X1, Xo, ..., X,, ..., ou

an > 0 et B, sont des constantes réelles convenablement choisies ([GK68] p.162). Dans la
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CHAPITRE 3. FONCTIONS A VARIATIONS REGULIERES

suite de cette thése, nous ne travaillerons pas avec les lois stables dans toute leur généralité,
mais seulement avec certaines que nous définissons maintenant. Une loi de probabilité
est dite asymétrique et stable de parametre § € (0,1) si sa fonction caractéristique est
donnée par gg(t) = e‘F(l_ﬁ)eiSign(tmﬂ/Z|t|ﬁ, ou I'(1 — B) est la fonction Gamma d’Euler
en 1 — /3. La densité d’une telle loi est une fonction continue ¥z définie sur [0, +oo[. Si
une mesure de probabilité p est telle qu'une somme normalisée de variables aléatoires
identiquement distribuées (Xn)n>1 de loi i converge vers une loi stable, on dira que p
est dans le domaine d’attraction de cette loi stable. La proposition suivante fournit la

principale explication de apparition des lois stables de parametre 8 €]0, 1] dans la suite.

Proposition 3.1.2. Soient p une mesure de probabilité sur R™ et 8 €]0,1[. Si la fonction
de répartition F' de la loi p satisfait 1 — F(T) ~ % quand T — 400, alors p est dans

le domaine d’attraction d’une loi stable de parameétre [3.

On déduit de cette proposition qu'une loi p dont la densité f satisfait f(x) ~ :):1%5
appartient au domaine d’attraction d’une loi stable de parameétre 5. L’asymptotique
de F donnée dans I’hypothese de cette proposition coincide avec le controle imposé au
reste des séries de Poincaré des groupes I'; dans la famille d’hypotheses (Hg). Sous cette
hypotheése, I’étude du comportement local de la fonction caractéristique ji de p constitue
un outil important ; au chapitre 4, nous en déduisons un développement limité de la
valeur propre dominante d’opérateurs de transfert, introduits de fagon naturelle dans le

cadre géométrique que nous considérons.

3.2 Fonctions a variations lentes

3.2.1 Définition
Commencons par énoncer la
Définition 3.2.1.

i) Une fonction mesurable L : RT — RT est a variations lentes a l'infini si pour

tout x > 0 Iixt
lim (x )

=1.
t—+oo L(t)

i) Une fonction mesurable U : RT™ — R est a variations réguliéres d’exposant 3 € R
si pour tout t € RT, elle satisfait U(t) = t°L(t) ot L est d variations lentes.

La proposition suivante précise le type de convergence du quotient LL((Q“:)) vers 1 quand x

appartient a un compact. On en trouvera plusieurs démonstrations dans le livre [BGTS87].
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Proposition 3.2.2. Soit L : Rt — R une fonction da variations lentes a I’infini.

Alors pour tout intervalle compact [a,b] C]0,+00], on a

L
lim (zt)

=1
t—+oo L(t)

uniformément par rapport a x € [a,b|.

3.2.2 Lemmes de Karamata et de Potter

Le lemme suivant précise le comportement au voisinage de 'infini des primitives des

fonctions a variations régulieres.
Lemme 3.2.3 (Karamata). Soit a € R.

- Sia>1, alors

oo [ L
/ (y)dy ~ (z) quand T — +00.
x y* (= D)zt
~ L
- Si a < 1, alors la fonction L : x —> /(ay)dy est a variations réguliéres
Y
1
d’exposant 1 — « ; de plus, quand r — 400
5 17aL L
L(x) ~ v L) sia<let ~($) — 0 sinon.
11—« L(x)

Ce lemme permet notamment de caractériser les suites de renormalisation (ay )
apparaissant dans les théorémes de convergence de sommes normalisées du type (3.1) .
Pour assurer la convergence vers une loi stable de parametre 5 €]0, 1], la suite (ay, ), doit

6
satisfaire la condition % =n ou L est a variations lentes ([GK68], p.180). En d’autres

termes, si on pose A(z) = %, la suite (ay)p vérifie A(a,) = n. D’apres la proposition
1.5.12 de [BGT8T7], il existe alors une fonction croissante et a variations régulieres A*
d’exposant % telle que a,, = A*(n); la fonction A* est la pseudo-inverse de A. Ces deux
fonctions satisfont A*(A(x)) ~ A(A*(z)) ~ x quand z — +o0.

Le lemme qui suit permet quant a lui de controler les oscillations d’une fonction a

variations lentes.

Lemme 3.2.4 (Lemme de Potter). Si L est une fonction d variations lentes, alors pour
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tous B > 1 et p >0, il existe T =T (B, p) tel que pour tous z,y > T

Lo o ()2))

Pour plus d’informations concernant ces résultats, on pourra consulter [BGTS87].

3.3 Applications

3.3.1 Fonction caractéristique d’une loi stable

Nous avons la

Proposition 3.3.1. Soient § €]0,1] et u une loi de probabilité sur R dont la fonction
de répartition F(T') := p ([0,T)) vérifie lorsque T — +00

L(T
1-F(T) = 7<16) <respectivement 1-F(T)=o0 <)) (3.2)
ou L est une fonction d variations lentes. Soit k > 0.

1. Si B <1, alors

a) /0+oo el — 1‘ p(dz) < [t°L <|1|> <T€Sp. =0 <|t|5L <‘1>>> ;
b) /0+00 le™" — 1| p(dz) < K°L (i) <resp. =0 (HBL (i))) :

2. 8t 8 =1, alors

a) /OH)o el — 1‘ p(dz) < [t|L <|tl|> (resp. =o0 <|t|1~} (’;))) ;
b) /0+Oo le™"* — 1| p(dw) < kL <i> <T€Sp. =0 (mf/ <:;>)> .

Démonstration. La démonstration suit les étapes de celle du lemme 2 de [Eri70]. Fixons

t > 0. Les arguments sont similaires pour ¢ < 0 en utilisant —¢ comme niveau de

troncature. On écrit

/+OO
0

—+00

1
eltr — 1‘ p(dz) = /1 eltr — 1’ wu(dz) + /t
; 0

e — 1| p(da) =i Iy + Iy,
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De l'asymptotique (3.2), on déduit [} <1 — F (%) Donc

n<#L (1) (resp. —0 (tﬁL (1))) (3.3)
i) (o) e

quand 8 = 1. Par ailleurs

quand S €]0, 1] et

[

I < t/? zp(dr).
0

Par intégration par parties, on voit que fOT zp(dz) =-T(1 - F(T)) + fOT(l — F(x))dz.
Puisque flT(l — F(z))dz =< L(T), le lemme de Karamata entraine

T(1-F(T) _ T'PL(T)
Joy (= F(z)de — L(T)

—» 11— quand T — +oc.

Donc, quand < 1let 1 —F(T) ~ %, il vient

/ ) rp(de) < L(T) < TP L(T),
0

ce qui implique
1

t/; zp(dz) < t°L (1) . (3.5)

Quand f<letl1—F(T)=o0 (%), le lemme de Karamata donne

I

N

/OT zp(de) = o (TlfﬁL(T)) +o (f)(T)) =0 (TlffBL(T))

L=o (tﬁL (1)) . (3.6)

Quand f=1et 1 —F(T) ~ %, on obtient de fagcon analogue

et donc

/OT eu(dz) = o (E(T)) + /OT(1 — F(z))de < L(T),

d’ou

I, < tL <1) : (3.7)
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Quand g =1let 1 —-F(T) =o0 (L(TT), on a cette fois fOT zp(dx) = o (i}(T)), ce qui

implique o o
) =0 (tL (t>) . (3.9)

Finalement, les estimations 1.a) et 2.a) s’obtiennent en combinant (3.3), (3.5) et (3.6)
d’une part et (3.4), (3.7) et (3.8) d’autre part. Les estimations 1.b) et 2.b) pour l'intégrale
JoT le™" — 1| dp(x) s’obtiennent de la méme maniére en utilisant une troncature en
O

P

Dans la proposition suivante, nous nous intéressons plus particulierement au cas

B=1.

Proposition 3.3.2. Soit i une mesure de probabilité sur RT de fonction de répartition

F; pourt e R et kK > 0 notons
+00 +oo
Is = / e "sin(tz)(1 — F(z))dz et I = / e "eos(tx)(l — F(z))dx.
0 0

Si F satisfait 1 — F(T) ~ # quand T — +00, on a, lorsque t et Kk tendent vers 0

i) || jL<|1|) :
iii) IC:EC) (1+0(1))+O<|/i| (R)> ;
w 1o =1 () @ o+ o (e (7))

Démonstration. La démonstration est inspirée de celle de la proposition 6.2 de [MT12].

i) Soit ¢ # 0. Grace au controle asymptotique de F', on écrit

sin t:n)

+o0o
I </ e~ [sin(tz)| (1 — F (z)) de < \t]/ L(z)de
0

T ke [t [ i3
= |t|/ e " L(r)dx < —/ e “L{—)du=<x—L|[—-],
0 K Jo K K K

ou la derniere majoration est une conséquence des lemmes de Karamata et de
Potter.
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ii) Supposons que ¢t > 0. Alors

+m KW
Is = t_l/ et sin(u) (1 - F (?)) du.
0

KU u
Puisque u — e™ ¢ (1 - F (t)) est décroissante et positive, les propriétés d’in-

tégration des fonctions oscillantes impliquent

0<Is < t_1/ e™ 7 sin(u) (1 - F (?)) du.
0

Le lemme de Karamata donne finalement

|| <t_1/ et sin(u) (1 - F (u)) du = / Sln(U)L <u> du
0 t 0 U t
(8
t
Pour t < 0, la méthode est la méme. Il suffit d’observer que dans ce cas
+oo . _
Is = til/ et sin(u) (1 - F (:)) du
0
est négative, et donc
too —u
Ig| = —Ig = (—t)_l/ e sin(u) (1 e (t» du
0
< (—t)_l/ et sin(u) (1 - F (—tu>> du
0

par le méme argument d’intégrales de fonctions oscillantes. Le résultat suit en
multipliant par L (—%)

iii) Soit ¢ # 0. On écrit

1

I = /OE e " cos(tx) (1 — F (z))dx + /1+OO e " cos(tr) (1 — F (z)) d.

Commencgons par la premiere intégrale. Décomposons la fonction 2z — e™"* cos(tx)

sous la forme
e " cos(tz) = e " (cos(tx) — 1)+ (7" —1) +1; (3.9)
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le lemme de Karamata nous permet d’écrire d’une part

< [
<l / ® o L 2)da
0
M (),
K K

/0 " e (cos(te) — 1) (1 — F (z)) de L(x)de

cos tw) 1 ’

d’autre part

/OE (e — 1) (1 - F () dz

et enfin )

/OE (1—F(m))dx~i<i).

Etudions & présent I'intégrale sur I'intervalle H, 400 {; le lemme de Potter pour

B=p=1lz=7cty= % nous permet d’écrire

+00 U
=< / L (“) du
1 n K
<L (1) ,
K

d’ou, en prenant compte toutes les estimations précédentes

e-o(ta() 1) sr oo )

et le lemme de Karamata implique

o=t () orem+o(Tr (7).

+oo
A e cos(tz) (1 — F (z)) d

»\‘
| |

ou lim o(1) = 0.
~\0

iv) Soit £ > 0. On écrit

Io = /Og e "eos(tx) (1 — F(x))dx
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+oo
+ . e "cos(tx) (1 — F(x))dx
E

et de la décomposition (3.9), on déduit

3
2t

; e " (cos(tr) — 1) (1 = F (z))dz| <

Pour la contribution sur 'intervalle [%, 400 {, on écrit

+oo
/37“ e~ cos(tz) (1 — F (2)) dz

2t

1 [+ _su u
= f/ et cos(u) (1 - F (>> du,
t iz t
et les propriétés d’intégration des fonctions oscillantes entrainent

+OO Kru
0< t_1/3 et cos(u) (1 - F <T;>> du

2

et
+m Ku
[; et cos(u) (1 - F >) du
ol
57” ru u
<A et cos(u) 1—F<t>>du
El
Finalement

t! /3:00 et cos(u) (1 - F (?)) du

2

Finalement, on obtient

Ie=1 (1) (1+0(1))+0 (’;L C)) :
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ol tlirnoo(l) = 0. Le cas t < 0 se traite de facon analogue.
H

3.3.2 (5) implique (S5")

On démontre ici la derniere implication de la remarque 1.1.3, c’est-a-dire que I'assertion
(S") implique (S”). Soit j € [1,p + ¢q]]. Supposons que pour tout A > 0, il existe C' > 0
telle que pour tout 7' > 0, la quantité f{a € I'; | T'— A < d(0, @.0) < T'+ A} est majorée
par Ce‘SFT%. Fixons T' > 0 et majorons f{a € I'; | d(o, @.0) < T'}. Puisqu'une boule
centrée en o € X de rayon T peut se décomposer en 'union disjointe d’anneaux de

“largeur” A, il suffit de montrer que

N ernL(n) - TN (N)

Y=
7;1 nlt8  —  N1+8

Décomposons Y en ¥q + Y9 avec

%] 5 N
e’T™L(n) eI L(n)
Bi=) o X2 = by ni+B8
= o=H

ou [-] représente la fonction partie entiére. D’apres le lemme de Karamata

S <ors [{Ja ([3]) < [Samers. o

n=1

v|z
vz

21 j e‘sF

la derniére inégalité provenant du lemme de Potter avec B=1,p=1,x = {%] et y=N.

De méme

LNy & . L(n) N8 243 L(N) Moo
=y 2 pmyas <P yme 2 ¢ (1)
n=[¥]11 (N) m
12

ou la derniére inégalité découle du lemme de Potter avec B,p =1,z = n et y = N.
. N 5 orN

Puisque Zn:[% e rn r

résultat découle de (3.10) et (3.11) pour N assez grand.

est majorée par e a une constante multiplicative pres, le



Codages et opérateur de transfert

Comme il est usuel dans I’étude du flot géodésique (g¢)ier sur une variété de courbure
négative, on veut conjuguer la dynamique du flot & celle d’une suspension au dessus
d’un décalage sur un espace symbolique ([Bow75] et [PP90]). L’objet de ce chapitre est
de présenter le codage que nous allons utiliser afin d’étudier la propriété de mélange
de (g¢)ter décrite dans l'introduction et de compter ses orbites périodiques. Dans une
deuxieme partie, nous introduisons une famille d’opérateurs de transfert qui refletera
la dynamique du codage. On étudiera ensuite le spectre de ces opérateurs, en mettant

notamment en évidence I'existence d’un trou spectral.

4.1 Codages de ’ensemble limite et du flot géodésique

Rappelons que X désigne une variété de Hadamard & courbure pincée entre —b% et —a?,

sur laquelle agit un groupe de Schottky exotique I'. Dans cette premiére partie, nous
introduisons les notations complémentaires en lien avec le groupe I' et nous présentons
quelques propriétés géométriques importantes de ce groupe, qui nous permettront de
définir un codage de son ensemble limite.

Pour I'heure, fixons deux entiers p, g > 1 tels que p+¢ > 3. Considérons p+ ¢ sous-groupes
élémentaires I'y, ..., I'p4, de Isom(X), agissant proprement discontinument et sans point

fixe sur X. Supposons que les groupes I'q, ..., T', sont paraboliques. Pour tout j € [1,p+¢],
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supposons de plus qu’il existe un sous-ensemble fermé D; de 0X tel que a. (0X \ D;) C D;
pour tout « € I';. On peut remarquer que l'ensemble limite Ar; de I'; est inclus dans D;.
Nous supposons enfin que les ensembles Dj, 1 < j < p + ¢ sont deux-a-deux disjoints.
Notons D := UigjcprqDj. Du choix des (Dj)1<j<ptq, il vient immédiatement que D est
un sous-ensemble propre de 0X. Dans la suite, nous aurons besoin d’utiliser des ensembles
“plus gros” que les D;, mais possédant les mémes propriétés dynamiques sous 'action des
(T';); sur X. Pour tout j € [1,p+ ¢], notons D; un sous-ensemble connexe (ou ayant deux
composantes connexes), géodésiquement convexe (ou dont chaque composante connexe
est géodésiquement convexe) de X tel que D; N 9X = D; ; supposons également que pour
tout j € [1,p+ ¢], 'ensemble D; satisfait I';. (X\Dj) C Dj (voir figure 2.4).

4.1.1 Propriétés des groupes de Schottky

Sous les hypotheses précédentes, le groupe I' engendré par les groupes I';, j € [1, p+¢], agit
proprement discontinument et sans point fixe sur X et 'ona I' = I'1#'a%...xI", 14 ; le groupe
I' est le produit Schottky des groupes (I'j)1<j<p+q €t chaque groupe I';,1 < j < p+¢
est un facteur de Schottky de I'. De la structure de produit libre, on peut déduire que
toute isométrie v € I' peut étre décomposée de maniére unique comme un produit
ai...a d’éléments de U;1; satisfaisant la propriété suivante : deux éléments consécutifs
a; et a1 n’appartiennent pas au méme facteur de Schottky. Posons A := Uigi<p+el
dans ce qui suit, A sera appelé lalphabet et les isométries ay, ..., ay les lettres de . Un
mot «j...q respectant les conditions précédentes sera dit A-admissible. Le nombre k de
lettre(s) apparaissant dans I’écriture de «y est la longueur symbolique de v et est notée |~y|.
Pour tout n > 1, on pose I'(n) = {y € I' | |7| = n}. Nous remarquons que 'alphabet A
et les ensembles I'(n),n > 1, sont infinis et dénombrables. Les lettres initiale et finale
intervenant dans I’écriture de v vont jouer un réle essentiel par la suite, nous notons donc
i(y) l'indice du groupe auquel appartient la premiere lettre de 7 et I(7) celui du groupe
auquel appartient la derniére lettre. Enoncons & présent quelques propriétés géométriques
de P'action de I' sur X, intimement liées a la structure de produit Schottky. Commencons

par le lemme suivant, caractéristique de la courbure strictement négative.

Lemme 4.1.1. Soient E,F C X tels que ENOX,FNOX #0 et ENF = (. Il existe
un compact Ko = Ko(E,F) C X tel que toute géodésique (xy) (respectivement tout
segment géodésique [xy|) d’extrémités x € ENOX ety € FNOX (resp. x € ENX et
y € FnNX) intersecte Ky ; en particulier, il existe une constante C = C(E, F) > 0 telle
que d(o, (zy)) < C (resp. d(o, [xy]) < C).

Démonstration. Montrons par 'absurde qu’il existe un compact Ky de X par lequel passe
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toute géodésique ayant ses extrémités dans £ N 90X et F' N JX. Supposons donc que pour
tout compact K C X, il existe une géodésique (xy) avec x € ENOX et y € F'NOX telle
que K N (xy) = 0. Soit n > 1. Notons K,, = B(o,n) la boule fermée centrée en o de
rayon n. Cette boule est un compact de X, donc il existe x, € ENIX et y, € FNOX
tels que K, N (zpy,) = 0, si bien que d(o, (x,y,)) = n. De la propriété de visibilité (2.5)

n

découle I'inégalité do(xy,yn) < Ce™™; ainsi, pour n assez grand

do(Zn, yn) < do(E N IX, FNIX).

Contradiction. Il existe donc un compact Ky ayant la propriété demandée. Quitte a
agrandir Ky, on peut supposer qu’il contient le point o. Soient maintenant x € £ N 90X
et y € FNOX; d’apres la propriété précédente, il existe p € (zy) N Ky, d’ou d(o, (zy)) <

d(o,p) < diam(Kj). Ceci achéve la démonstration du lemme. O

Ce lemme admet le corollaire suivant

Corollaire 4.1.2. Soient E,F C X tels que ENF NOX = . Il existe une constante
C=C(E,F) >0 telle que d(o, [xy]) < C pour tousx € E ety € F.

FIGURE 4.1 — Triangle (o, x,y)

Nous pouvons a présent déduire I'inégalité suivante, qui complete I'inégalité triangu-
laire. Cette propriété de la courbure négative est cruciale dans tout ce qui suit.
Lemme 4.1.3 (“quasi-égalité triangulaire”). Soient E, F C X tels que ENF NOX = ().

Il existe alors une constante C = C(E, F) > 0 telle que pour tous x € E ety € F, on ait
d(O,X) + d(07Y) -C < d(X7Y)

Démonstration. La démonstration est inspirée de celle du Lemme 2.2 dans [Sch04].

Considérons le triangle hyperbolique de sommets o,x et y. Notons p le projeté de o sur
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le coté [xy] (voir figure 4.1). Du corollaire 4.1.2, on déduit 1’existence d’une constante
C=CX,E,F) > 0 telle que d(o,p) = d(o, [xy]) < C. On écrit ensuite

d(0,%) + d(0,y)—d(x,y)
— d(0,x) — d(x,p) + d(o,y) — d(y, p).

L’inégalité triangulaire implique alors d(o,x) + d(o,y) — d(x,y) < 2C. O

Cette propriété générale de courbure négative combinée avec la position relative des
ensembles Dj, j € [1,p+ ¢], nous permet de formuler les deux corollaires ci-dessous : le
premier est une formulation adaptée a I' de la propriété de “quasi-égalité triangulaire”
précédente pour des triangles dont deux sommets sont dans des bassins D; disjoints; le

-1

deuxiéme est un raffinement de I'inégalité B,(7~'.0,0) < d(0,7 '.0) qui découle de la

définition des fonctions de Busemann.

Corollaire 4.1.4. [l existe une constante C' > 0, qui dépend seulement des bornes de
la courbure de X et de I, telle que pour tous vi,72 € I' avec i(y1) # i(72), on ait
d(o,71.0) + d(0,72.0) — C < d(71.0,72.0).

Remarque 4.1.5. Du corollaire précédent et des hypothéses (Py) et (N) on déduit que
la somme Zvep(k) e 0rd(070) ¢t finie pour tout k > 1. Si k =1, ¢’est une conséquence
directe des hypothéses (Py) et (N); si k > 2, le corollaire 4.1.4 implique qu’il existe une

constante C > 0 telle que pour tout v = aq...ax, on ait
d(o,7.0) > d(0,a7.0) + d(0,@3.0) + ... + d(0, a;.0) — (k — 1)C
d’ou Uon déduit
k
Z e—&pd(o,v.o) < e(k—l)C (Z e—épd(o,a.o)> < +o0.
v€el'(k) acA

Corollaire 4.1.6. Il existe une constante C > 0 telle que pour tous v € I'* et x €
Ujzin D
d(0,7v.0) — C < B,(y '.0,0) < d(o,7.0).

Démonstration. Soit j # l(v) tel que x € (D; N Ar) et (r(t))i>0 un rayon géodésique
convergeant vers x. Pour ¢ assez grand, on a r(t) € D; (voir figure 4.2). D’apres le lemme

4.1.3, il existe une constante C' = C(I(7),j) > 0 telle que pour t assez grand, on ait

d(o,’y_l.o) +d(o,r(t)) — C < d(v_l.o, r(t)) < d(o,v_l.o) + d(o,r(t)),
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d(o,7 to) —C <d(y Lo, r(t)) —d(o,r(t)) < d(o,7 L.0).

On conclut en faisant tendre ¢ vers +oo puis en définissant la constante C' de I’énoncé

comme le maximum sur i,j € [1,p+ q], @ # j, des constantes C(i, j) précédentes. [

Cette estimation du cocycle de Busemann nous permet de controler le coefficient de

conformité de l'action d’une isométrie v sur le bord 9X.

Proposition 4.1.7. Il existe une constante C > 0 et un réel r €]0, 1] tels que pour tout

n =1, tout vy € I'(n) et tout x € Ujy(,)D;
v ()], < Cr™.

Démonstration. Rappelons que |y (z)|, = e~@B2(77"00) Drapres le corollaire précédent,
il suffit de montrer qu’il existe une constante A > 0 telle que d(o,~.0) > An pour tout
v € I'(n). Fixons donc n > 1. Les orbites sous l'action de I' s’accumulant a l'infini, il
existe un entier /[y > 1 tel que d(o,g.0) > 1+ 2C pour tout g € T' de longueur Iy, la
constante C' étant celle qui apparait dans le corollaire 4.1.4. Nous décomposons alors
v € T'(n) en un produit de transformations de longueur symbolique ly. Deux cas se

présentent :

1) ou bien n > 2ly, et on écrit v = yvy2..7%.5 ou |yj| = lo, 1 < j < k= [—} et
17| < lo. Le corollaire 4.1.4 implique alors

d(o,~v.0) > Z d(o,7;.0) +d(o,7.0) — 2kC

1<i<k
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et donc d(o,v.0) > k > Q%On;

2) ou bien n < 2ly. Par discrétude de I', on a

B:= inf inf d(o,7v.0) >0,

1<n<L2lpyel'(n)
d’ou d(0,7v.0) > B > (%) n.
Le résultat s’en déduit en prenant A := min (i, %) ]

De la propriété de conformité (2.6) des isométries v € I' pour la distance d, et de la

proposition précédente découle le corollaire suivant :

Corollaire 4.1.8. I existe r €]0,1] et une constante C > 0 tels que pour tout n > 1,
tout v € I'(n) et tous z,y € Ar N <8X \ Dl('y))

do(v.2,v.y) < Cr'do(z,y).

Les corollaires 4.1.6 et 4.1.8 nous seront tres utiles dans les sections a venir pour
définir et étudier le codage des points de Ar. Plus précisément, le corollaire 4.1.6 sera
d’un usage constant pour obtenir des estimations concernant I'opérateur de transfert que
nous introduirons dans la suite. Pour sa part, le corollaire 4.1.8 assurera la dilatation

uniforme du décalage sur les suites : c’est 'un des objets de la section suivante.

4.1.2 Codage de I’ensemble limite

Nous présentons & présent un codage de I’ensemble limite de I' & partir de I'alphabet A.
Ce codage repose sur la propriété de produit libre de I'. S’introduit de fagon naturelle sur
cet espace symbolique une transformation de décalage dont nous étudierons les propriétés
géométriques dans son action sur Ar.

Notons Ej‘ I’ensemble des suites d’éléments de A, dites A-admissibles, défini par
Ejt ={a=()pz1 | Vn =21, ap € Aet Ji#j, o, €1, any1 €1}
Fixons un point o € X \ D. Nous avons la

Proposition 4.1.9.

1) Pour tout o = () € X7, la suite (aqas...an.20)n>1 converge vers un point (o)

de l’ensemble limite Ar, qui ne dépend pas du point xq choisi dans X\ D ;
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2) UVapplication m : Ejl — Ar est injective et le complémentaire de son image

dans Ar est dénombrable et consiste en lorbite sous I' de l'union Ulgjgp+qAFj des

ensembles limites des groupes I'; ;

3) en outre, l’ensemble (E;) est inclus dans l'ensemble limite radial de I'.

Remarque 4.1.10. Le fait de choisir xo en dehors des D; nous assure qu’aucune

simplification n’apparait dans la définition du point limite lim ajas...an.zg. S dans

n—-+o0o

les corollaires 4.1.6 et 4.1.8 on s’autorise a considérer x ou y dans {xo} U U#Z(V) Dj, les

constantes apparaissant dans ces deux résultats dépendent également du choix du point

Q-

Démonstration. La preuve des différentes assertions de cette proposition est une adapta-

tion a notre cas de celle de la proposition 1 dans [Pei03].

)

Soit a € Ej‘. Fixons € > 0. D’apres le corollaire 4.1.8, il existe ng = 1, tel que pour
tout n = ng et tout p > 0

/
do(0...0. 20, 1...0...0p4p.T0) < Cr"d(T0, Apg1...00.20) < C'r" < €.

La suite (ajo9...00.70)n>1 est ainsi une suite de Cauchy de 0X, elle est
donc convergente. De plus, pour tout x; contenu dans 90X \ D, la suite
(do(...an.z0, @1...00n.21)),, tend vers 0, donc la limite ne dépend pas du point
base choisi dans 0X \ D.

Montrons dans un premier temps que 'application 7 est injective. Soient a, 8 deux
suites différentes de Ejt' Soit ng > 1 le premier indice tel que ap, # Bp,. Posons
alors zp, = lim  apg...0mg+k-To €t Yo = 1m  Bpg...Bng+k-To. Siles facteurs de
k—+o0 k—+o00
Schottky auxquels appartiennent oy, et 3,, sont différents, alors z,,, et y,, sont
dans deux bassins différents ; donc 7 (@) = @1...Qpy—1.Tng 7# O1..Qng—1-Yng = 7 (B).
Sinon, ar,, et By, sont deux transformations distinctes du méme facteur de Schottky
I'; ; on en déduit que les points a,jol.:vno et a;ol.yno ne sont pas dans le méme bassin

et 'argument précédent permet de conclure en composant par 'isométrie a...cp,.
Fixons & présent j € [1,p+¢] et € (Ar N D;);
a) Supposons dans un premier temps que o~ !.z € Dj pour tout o € I';. Comme

x est un point de ’ensemble limite, il existe une suite (vx)x>0 d’éléments de

I" telle que z = lim ~g.zg. Pour k assez grand, la premiere lettre oy de g
k—+o00

appartient a I“;‘. On peut de plus extraire une sous-suite de (), toujours
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notée (), telle que tous les vy, soient distincts. En effet, sinon, a partir d’'un
certain rang, o, = « et donc « € a. (Ar \ Dj) ce qui contredit notre hypothese.
Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que S5 = a,;lfyk est telle que
la suite (B.x0); converge vers y € (Ar \ D;). Il vient donc z = lim ay.y,

k—>+400
ce qui prouve que = € Ar,.

b) Supposons a présent qu’il existe [ # j et a € I'} tels que a~lz e (Arn D).
Soulignons que I'élément « est unique. En effet, il existait g € I'}, 8 # «
tel que y = B8tz € (Ar\ D;), alors a !By = a~L.a € (ArN D;) et donc
a g e I'}, ce qui est impossible.

On pose alors a; = a et on mene alors la méme discussion en remplacant le

point x par afl.x.

De proche en proche, si z ¢ I'. (UjApj), on peut construire une suite admissible

a = (), telle que z = 7 ().

3) Montrons maintenant que 7 (E;) est inclus dans ’ensemble limite radial. D’apres
la caractérisation de I’ensemble limite radial rappelée dans la proposition 2.1.2,
il suffit de prouver que pour toute suite admissible a fixée, il existe une suite

(V)= d’éléments distincts de I' telle que pour tout y € Ar \ {7 (e}, la suite

(V-7 (@) ,Yk-Y) 0 Teste dans un sous-ensemble compact de Ar X Ar. Les facteurs
I'; étant en nombre fini, il existe j € [1,p + ¢] tel quune infinité de lettres de
appartiennent a I';. Notons (k) la k-ieme apparition dans o d’un terme de I'; et
posons v = (al...a¢(k)>_1 ; remarquons que ;.7 () n’appartient pas a D; pour
tout k > 1. Fixons & présent y € Ar \ {7 (¢)}. Supposons dans un premier temps
que y €T (E;) 1l existe donc B € Zj\ tel que y = 7 (B) ; notons alors [ le premier
indice pour lequel 5; # o et ko > 1 'unique entier tel que p(ko) <1 < (ko + 1).
Pour tout k& > ko + 1, il vient 74y € D; et la propriété est vérifiée. Le cas ol
yém (Ej‘) se traite de fagon analogue en utilisant le 2).

O
Introduisons maintenant les notations suivantes :
- A =17 (Ej) ;
- A):=A'ND; = {71'((1) | g € 1“3*} pour tout j € [1,p + q].

Insistons sur le fait que 'ensemble A? n’est pas ’ensemble limite du groupe I'; qui est

réduit a un ou deux points puisque I'; est élémentaire. Néanmoins A? contient Ar, pour
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tout j € [1,p + ¢]. Les bassins D;, j € [1,p+ ¢, étant fermés et disjoints, les ensembles
(Ag) ~ont des adhérences disjointes. On peut alors décomposer A et les A? de la maniere
J

suivante :

0

1) AY est la réunion finie des ensembles A}, A9, ..., Apiys

2) chaque ensemble Ag est lui-méme partitionné en une famille dénombrable de sous-

ensembles d’adhérences disjointes : en effet, pour tout j € [1,p + ¢], on a

A= U U Al

€l k#j
L’opérateur de décalage (ou shift) sur ’espace symbolique Ej[‘ est défini par
Va € ¥, O (a) = (et 1)p>1 -
Cet opérateur © induit une transformation T sur AY dont 1’action est donnée par :
Taz=a; zsiz=7(a).

La transformation T définie précédemment jouit de la propriété suivante :

Proposition 4.1.11. La transformation T est uniformément dilatante sur AV : il existe
ko > 1, tel que pour tout k > ko, pour tous x,y € A° vérifiant x = 7 (), y = 7 (B) avec

(a17a27 ...,Oék;) = (617/327 "'7616)7 on ait
do(T*.z, T*.y) > 2do (2, y).

Démonstration. Pour tout k > 1 et tout couple (z,y) de points de A° satisfaisant les
hypotheses de la proposition, on peut écrire z = ajag...ax.2’ avec 2’ € A0\ Alo(ak) et

Y= ajao...ap.y avec iy € A\ A?(ak). L’inégalité 4.1.8 entraine
do(z,y) = do(a1as...04.7", a19...a.y) < Crkdo(a:’,y/).

La proposition en découle en choisissant kg > 1 tel que CrFo < % et en notant que
o =TkFxety =TFy. O
Remarque 4.1.12.

1- Dans [Dal07], Uauteur utilise un codage de l’ensemble limite a partir d’un point base

o € X. Les propriétés du codage données par la proposition 4.1.9 sont aussi vraies
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dans ce cas. Pour lutilisation que [’on en aura, et notamment dans le chapitre
7 pour l’étude de la fonction orbitale, il est plus pratique d’utiliser un point base
rg € 0X \ D.

Comme nous l'avons déja remarqué, Ualphabet ici est infini dénombrable. Ima-
ginons lespace d’un instant un alphabet fini. Si nous notons a; une isométrie
engendrant I';, pour j € [1,p + q], U'aphabet fini s’imposant a nous serait alors
A= {al,afl,ag,az_l, ...,ap+q,a;jq} et nous pourrions définir comme espace de

suites admissibles I’espace suivant
= {(an)n>1 | apn € A et apyr # a;l pour tout n > 1}

comme dans le cas d’un groupe convexe-cocompact. Dans notre cas, ce codage permet
de coder tout l’ensemble limite Ar, mais n’est plus injectif du fait de la présence
de transformations paraboliques : en effet, pour une transformation parabolique a
fizant zq, les deur suites (a".x0),,», et (a".x0),>, convergent vers xq. Il faudrait
se restreindre a un sous-ensemble de Ej‘ ne rendant compte que de [’ensemble limite
radial (voir la proposition 2.2 dans [Dal07]). Un probléme important demeurerait
cependant : la transformation T ne serait plus uniformément dilatante. Ce qui
conduirait a la perte de quasi-compacité de 'opérateur de transfert associé (voir
proposition 4.2.9). La présence de transformations paraboliques nous oblige donc
a considérer un alphabet infini. Dans [DPPS15], les auteurs adaptent le codage
précédent en considérant également les mots en des puissances 1 des générateurs
des (I';), pour s’assurer des bonnes propriétés du codage dans le cas ot tous les I';

sont paraboliques et ot la variété quotient est de volume fini.

4.1.3 Codage du flot géodésique

Dans cette section, nous utilisons le codage présenté précédemment comme brique de
base pour construire un codage du flot géodésique (g;); sur T'X/T". Nous rappelons
dans un premier temps quelques notions présentées dans le premier chapitre. Grace au

théoréme de Hopf, on peut identifier le fibré unitaire tangent T'X/T" de la variété X/T &

A
I’ensemble 0X x dX x R. Dans ces coordonnées, I'action du groupe I' est donnée de la

maniere suivante : pour tout vy € T’

v-(,z,7) = (v, 72,7+ B (v 0,0)) .
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Rappelons également que, relativement a cette paramétrisation, le flot géodésique (g;),
sur T'X agit par translations sur la troisiéme coordonnée ; ces deux actions commutent
et définissent en passant au quotient le flot (g;);er sur T'X/T. D’apres un résultat de

Eberlein [Ebe72], la dynamique du flot géodésique (g;); est portée par I’ensemble non-
A
errant p qui s’identifie & Ap X Ap x R/T". Au vu de la définition du codage symbolique

A
de Ar, il est naturel de regarder ’ensemble Q0 := A? x A? x R, dont le complémentaire
dans Qr est une union dénombrable d’orbites du flot géodésique, fermées ou non. On va
maintenant produire un codage de I’action du flot géodésique (g;); sur cet ensemble Q°.

On introduit tout d’abord 1’ensemble D° suivant

PO = [ J A x AL,
k]

A
Cet ensemble DY est inclus dans A x A? et est en correspondance bijective avec 1’espace
symbolique X 4 des suites bi-infinies A-admissibles : a toute suite & = ()7 € X4, 01

associe le couple (y,x) = 7 () € D° suivant

= lim o ta"t.alagetz= lim aiae...amn.z0. 4.1
y=,m Qo Qq.QpTo p A0 Q1000 Tp (4.1)

L’ensemble > 4 code alors toutes les géodésiques ayant des extrémités dans des bassins
d’attraction distincts, & un ensemble o, ® oo-négligeable pres. D’apres le lemme 4.1.1, il
existe un compact Ky € X intersecté par toutes ces géodésiques. L’ensemble X 4 sert a
coder toutes les géodésiques intersectant un compact fixé contrairement a A° é A% qui
comprend toutes les copies de I'ensemble précédent sous ’action de I'. Le but étant de
coder le flot géodésique, on gardera a l’esprit 'interprétation suivante : si 'on consideére
le triplet (y,x,r) ol le réel r permet de positionner 1'origine temporelle sur la géodésique
orientée (yx) (voir chapitre 2), alors les symboles d’indice négatif de la suite (ay),, 5
codent le passé de la trajectoire (yx) par rapport a lorigine choisie tandis que les
symboles d’indice positif sont associés au futur de la trajectoire. Le déplacement sur la
géodésique dii a 'action du flot géodésique va alors étre pris en compte par 'action d’une
transformation, toujours notée T, induite par le décalage sur les suites bi-infinies. Plus

précisément, si (y,z) € D° correspond & la suite a = (o) alors

nez’

T.(y,x) = (afl.y,afl.x) .
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Si on note (v, 2') = T.(y, ), on a alors

1 1

— 1
Qq ..

n:

y = lim o

12 .
Toet ' = lim o5..00 xg.
n—>-+4o00 0 2 nt0

n—-+oo

.0_

Sous l'action de T, le symbole a; devient maintenant un symbole codant le passé. On
constate aussi que la transformation T ainsi définie est inversible sur D°, ce qui n’était
pas le cas dans la section précédente. On peut maintenant démontrer la proposition

suivante :

A
Proposition 4.1.13. L’action de T' sur A° x A® est orbite-équivalente a celle de T sur
DO,

A
Démonstration. Pour un couple (y,z) € A® x A°, on définit le couple (7, %) de DY de la
maniére suivante : les points x et y étant dans A, il existe deux suites différentes a et B

de Ej{l telles que = = 7 () et y = 7 (B). Soit ng le premier entier > 1 tel que ay,, # B, :

e si ay, et 3, n'appartiennent pas au méme facteur de Schottky I';, on pose (7, %) =

(y,x) sing =1et (5,%) = (B1...Bng—-1) " -(y,z) sinon;
e siay, et By, appartiennent au méme groupe I';, on pose (7, Z) = (51...,6’”0)71 (y,x).

Définissons maintenant 'application

AR AY DO/
(y,z)  —[(7,7)]

P

ot pour tout (a,b) € DY, I'élément [(a, b)] représente L'orbite de (a, b) sous Iaction de (T).

Cette application est surjective et pour tout (a,b) € D, il vient P~! ({[(a,b)]}) = I'.(a,b).
~ A

Ainsi P se factorise en P : A% x A%/T' — D°/(T) qui est bijective. O

A
Plus précisément, I'action de T sur les triplets (y,z,7) € AY x A x R est conjuguée &

celle de la transformation Ty sur DY x R définie par : pour tout (y,z) =7 ((on),,ez)
T[.(y,x,r) = (T.(y,[l’)),?" - [($)) ou [(IIS‘) = —Bx(Oél.O, 0)' (42)

Le choix de la fonction plafond [ provient de la facon dont I' agit sur les triplets. D’apres
les propriétés du cocycle de Busemann, la fonction [ vérifie [(z) = Ba;yx(al—l.o, o). Le
codage du flot géodésique sur T'X/T se fera & 'aide d’un flot spécial défini au-dessus du

décalage T sur D°. Lorsque [ > 0, il est facile d’expliciter un domaine fondamental D[O
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4.1. Codages de I'ensemble limite et du flot géodésique

pour I'action de Ty sur D x R en posant :

DO:{(y,x,r)eDOxR | 0§r<[(x)}.

En général, la fonction [ n’est pas strictement positive ; nous avons cependant le

A A
7~ S N . .
’ A ’ \
A “ ’ \
[(x) v '
Y \
/ I \
. '
[}
((T.z) \
A '
\ 1
\ )
\ 1
\ 1
1 1
1 1
1 1
' '
1 ]
\ 1
1 1
1 1
0 ' /
\) 1 1
AY
(y, z)\ T.(y, z), :
N 1
Y N ] ’
A ~. v’
N ,
N .
~

FIGURE 4.3 — Action de T quand [ > 0

Lemme 4.1.14. La fonction | satisfait les propriétés suivantes :
o [ est minorée uniformément par —C', ot C' > 0 ne dépend que de X et de I';

o il existe ko > 1 tel que Spl(z) := (z) + [(T.2) + ... + (T*1.z) > 0 pour tous k > ko
et v € AD.

Démonstration. Soient x € A? et a € Zj‘ tels que = =

= w(a). Puisque [(x)
Bal_1_m (041_ .o,o), le corollaire 4.1.6 implique I(z) > d(o,a;'.0) — C, ce qui prouve

la premiere assertion. Pour la deuxieme, il suffit de constater que

Sil(z) :Bal_l_x(ozfl.o, o)+ Baz_lal_l_x(agl.o, o)+..+ Bagl._al_ym(a,;l.o, o)

_ -1 1
—Ba?ma;l.x(ak ..aj .0,0),

et cette derniére quantité est plus grande que d(o, a,;l...al_l.o) — C, et donc strictement
positive pour k assez grand, uniformément par rapport a z € AY. O

Grace a un argument classique en théorie ergodique, on peut alors expliciter un
domaine fondamental pour I'action de T|. En effet
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Proposition 4.1.15. La fonction | est cohomologue d une fonction strictement positive

£, i.e. il existe une fonction mesurable f : A° — R telle que = £+ f — foT.

Démonstration. D’apres le lemme 4.1.14, il existe kg > 1 tel que pour tout k& > kg et
tout = € A%, on ait Sl(z) > 0. Notons alors ¢ = % et a; = 1 — ie pour tout i € [0, ko].

On remarque que ag = 1, ag, = 0 et a; — a;—1 = —e pour tout i € [1, ko]. Fixons = € A0
et posons
ko—1
flx) = Z a;l (TZ x)
i=0
Alors
kofl . kofl '
flx) = f(T.x) = Z a;l (Tl.x) — Z a;l (Terlw)
=0 i=0

ko
= agl(w) — ay, L (T*. )+Za1 (T'2) = > aiat (T'2).
i=1

Des propriétés des (a;i)o<i<k,, on déduit que
fw) = f (Tx) = (a —sZt( z).

Posons alors £(x) =€ Z [((T'.z) = k—Skol(T .z). Cette fonction est strictement positive

d’apres le lemme 4.1. 14 ceci acheve la démonstration de cette proposition. O

L’ensemble
Do ={(y,2,1) €D xR f(z) <r < f() + £() }

est donc un domaine fondamental pour laction de T sur P° x R. En effet
Ti (y,2, f(z) + £(z)) = (T.y, Tz, f(z) + £(z) — (2)) = (T.y, Tz, f (T.2)).

Notons ¢; la transformation qui agit sur les triplets (y,z,7) € D x R par translation de

t sur la troisiéme coordonnée. Cette translation commute avec ’action de T et définit
par passage au quotient un flot spécial (¢¢), sur D° x R/(T). En identifiant D x R/(T))
avec ng, il vient pour tout (y,z,r) € ng et t>0

Oy, 0,) = (g 2,7+ ) = (TE.(y,2), 7+ £ = S4L(2)) = Tf. (om0 +1),  (43)
ou k € Z est l'unique entier tel que f(z) < r+t— SpL(x) < f(x) + £(z). On obtient
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f(z)+£(z)]
f(z) - — ,
O \\\ \\s " 'I
(yax) \:\I‘.(’y,aj)" ,"

FIGURE 4.4 — Domaine D%E

alors le lemme suivant
Lemme 4.1.16.
. 0 A 0 0 .o .
i) Les espaces A° x A” x R/T" et DY x R/(T\) sont en bijection.
i) Le flot géodésique sur Q° est conjugué au flot spécial sur D° x R/(TY).

Démonstration. Le i) se démontre comme la proposition 4.1.13. Maintenant, si nous
A
notons ¢ la bijection entre A x AY x R/T et D° x R/(T}), il vient ¢ o g; = ¢; o ¢ pour

A ~
tout t € R : cette propriété découle de I'action de §; sur A? x A x R et de celle de ¢; sur
DO x R. O

D’apres le lemme précédent, il y a une correspondance bijective entre les orbites
primitives périodiques du flot géodésique sur T'X/T et les orbites périodiques primitives
du flot spécial (¢¢); sur D x R/(T}). Nous allons utiliser cette correspondance pour
caractériser les orbites périodiques de (g);. Soient L > 0 et (y,z, f(x)) € D% ¢ un triplet
¢, périodique : on a ¢, (y,z, f(z)) = (y,x, f(z)), ce qui s’écrit encore

On a alors nécessairement L > £(x) et il existe un unique entier k& > 1 tel que

f(z) < f(z)+ L — Spl(z) < f(z) + £(x).
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L’unique représentant de (y,z, f(x) + L) dans D% ¢ est alors
(Th.y, T2, f(2) + L = Si2(x)) ,
d’on
TF (y,2) = (y,z) et L = SpL(x).

Ces égalités déterminent k couples TF-périodiques

(y; x), (Ty7 TII,') gy (':[‘k—ly7 Tk_l:l:)

appartenant & D et la longueur L de l'orbite est donnée par S £(z). D’aprés la relation

de cohomologie qui relie les fonctions £ et [, il vient

Sk&(z) =&(zx) + £(T.z) + ... + & (Tk_l.x>
=l(z)+[(Tx)+...+1 (Tk_l.x> +f (Tka:) — f(z)
=Sil(x).

Donc S £(x) = Sil(z) pour un point TF-périodique = € A°. Par ailleurs, les géodésiques
fermées du quotient X/T" sont en bijection avec les orbites périodiques du flot géodésique
(g¢)¢ sur T'X/T. Soit g une géodésique fermée de X/I'. Si la géodésique g n’est pas
la projection de ’axe d’une isométrie hyperbolique d'un des facteurs de Schottky I';,
j€p+1,p+q], un relevé de la géodésique g dans D° x R/(T|) correspond & une orbite
périodique pour le flot spécial. Il existe donc (y,z) € DY et k > 2 tels que

T*.(y,2) = (y, ) et I(g) = Skl(x),

ou [(g) représente la longueur de la géodésique g. Le couple (y,z) correspond alors a
une suite bi-infinie k-périodique (), oz de X 4; le point x est le point fixe attractif de
I'isométrie hyperbolique ajas...a et la géodésique g est la projection de ’axe de cette

isométrie.

Remarquons que les points (y,z), T.(y,z), ..., T*"1.(y,z) correspondent & la méme
orbite périodique du flot spécial, et donc a la méme géodésique fermée. Ainsi les géodé-
siques fermées qui ne sont pas associées aux générateurs hyperboliques sont en bijection

avec les orbites de couples T*-périodiques de DY, pour un certain k > 2.

68



4.1. Codages de I'ensemble limite et du flot géodésique

4.1.4 Le systéme dynamique (A° T,v)

Dans cette derniére section, nous introduisons un systéme dynamique particulier qui nous
permettra par la suite d’étudier I’action de T sur A? d’un point de vue analytique par
le biais d’un opérateur de transfert. Patterson et Sullivan ont construit une famille de
mesures finies (0x),x sur 0X, portées par I'ensemble limite Ar et dont la construction a
été rappelée au chapitre 2. Le groupe I' étant divergent, les mesures ox n’ont pas d’atome.
En particulier oo(Ar \ A°) = 0. Nous avons rappelé au chapitre 2 la construction de la

mesure de Bowen-Margulis mr, obtenue par passage au quotient a partir de la mesure

- doo(y)doo(z)dt
r = 261

do(y,z) ™"

=dp®dt

A
définie sur Ar x Ar x R. Du fait que o, ne charge pas Ar \ A?, on déduit que mr ne
charge pas Qr \ Q°.

En restreignant la mesure u & D° et en la normalisant, on obtient une mesure de
probabilité ¥ invariante par T. La mesure 7 ® dt est donc Ti-invariante sur D° x R
et induit une mesure ny, sur D x R/(T}), invariante pour le flot spécial (¢;); : le
systeme dynamique obtenu de cette maniére est conjugué a (€2, (g¢)¢, mr). De plus, on
peut construire un systéme dynamique (A°, T,v), facteur de (DO xR, T;,v ®@dt), en
restreignant ’étude a la dynamique dans le futur. La mesure de probabilité v peut étre
obtenue par projection de v sur la seconde coordonnée. Cette mesure admet une densité

h par rapport a la mesure de Patterson oo, décrite dans la

Proposition 4.1.17. Pour tout j € {1,...,p+ ¢} et tout x € A;

o 1 dao(y)
M) = o / T (4.4)

a9 olz,y
I#j

D’autre part, la mesure v = hoo est T-invariante.

Démonstration. Soit ¢ : A° — R une fonction borélienne. Notons p la projection
DO — A
D
(,y) —y
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On a
v(o) = [ elwmian = i/A/A\A 2)dn(z,y)
ptq o o
Do Z/Ao /AO\AO d (<:y)2(fiyr)dt

_Z/AO 2)doo(z),

et 'expression (4.4) de h s’en déduit immédiatement.

Puisque la mesure y est T-invariante, la mesure o est T-invariante sur D° : en effet,
les ensembles (aA; x BA;), L. Ber forment une partition de D°; I'action de T sur D° est
alors donnée par l'action d’un élément v € I' sur chaque atome de la partition. On en

déduit finalement la T-invariance de v = p () sur A°. O

Remarque 4.1.18. On peut prolonger la fonction h a Ar en posant : pour tous j €

IL,p+q] etxeA?
1 doo(y)
Mz) = / 1 ~

4.2 Etude des opérateurs de transfert

Dans cette section, nous allons étudier une famille d’opérateurs de transfert associés a
la transformation T. L’importance de ces opérateurs a été mise en évidence dans bon
nombre d’ouvrages. Nous citerons en particulier [Bow75], [PP90] et [Zin96]. Ces opérateurs
mettent & profit la non-injectivité du décalage sur ¥+ pour décrire la dynamique de
T sur AY. Chaque point € A” a une infinité d’antécédents par T et lopérateur de
transfert £ prend en compte cette multiplicité en affectant un poids a chacun d’entre eux.
L’opérateur £ peut alors étre vu comme un noyau de transition gouverné par les branches
inverses de T sur A?. L’étude des propriétés de T™ pour n grand est alors fortement reliée
au comportement d’une chaine de Markov de noyau £ sur A° ([DP96b] et [HHO1]).

4.2.1 Définition et premieres propriétés

Pour étudier le codage présenté dans la section précédente, on introduit une famille

(L2),cc, ot pour tout z € C, I'opérateur de transfert L. est défini formellement de la
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4.2. Etude des opérateurs de transfert

maniére suivante : pour ¢ : Ap — C et 2 € A°

T) = Z e

Ty=x

Ces opérateurs sont associés a la fonction plafond [ définie en (4.2) et nous permettront de
décrire le systéme dynamique (AO, T,v) d’un point de vue analytique. Dans un premier
temps, nous allons revenir sur la définition précédente, ce qui nous amenera a étudier
I'action des (L), sur 'espace C (Ar) des fonctions continues sur Ar & valeurs complexes,
muni de la norme de la convergence uniforme |-|__. Mais pour obtenir une valeur propre
dominante isolée dans le spectre de L5 -on parlera dans la suite de trou spectral- nous
considérerons finalement son action sur le sous-espace de C (A) formé des fonctions
lipschitziennes sur Ar. Enfin nous expliquerons la facon dont cette propriété spectrale se
propage par la perturbation z — £, de L. Pour éviter d’alourdir les notations, nous
noterons dans la suite A 'ensemble limite Ap, A; = ./T? = D; N Ar pour tout j € [1,p+¢]

-1

et 0 = or; de méme, la quantité b(vy,z) désignera B,(y " .0,0) pour tous z € 9X et

vyel.

Fixons momentanément z € C et [ € [1,p+ ¢]. Si € AY, ses antécédents par T sont
les points y = a.z pour a € U;4I'} et donc [(y) = b(c, z). Nous pouvons donc réécrire

I'opérateur de la maniére suivante

p+q

Z e —zb ax) Z]IAC Z e zb(ax ) (4.5>

aels aels

i
En combinant les hypotheses (P,) et (V) avec le corollaire 4.1.6, on peut vérifier que
L. est bien définie et continue sur A® dés que Re(z) > 4. Or la série de fonctions
apparaissant dans (4.5) converge normalement sur A dés que Re (z) > §, donc la fonction

L. peut étre prolongée par continuité sur A en posant : pour tout [ € [1,p+q] et z € A,
p+q

Z e—zb «a m) Oé .T Z ]lAc Z e—zb(a z )

aers a€rs
i

Remarquons que L; est un opérateur positif sur C (A); de plus, on a

Lemme 4.2.1. La fonction h introduite dans (4.4) satisfait Lsh = h.
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Démonstration. Fixons j € [1,p+q] et x € A;j. D’apres (4.5), on a

Lsh(z) =3 3 e Bl 00 p (0 1)

I#j a€l’}
_ Z Z / —(SB —1.0,0) dao(y)
28 °
I#j a€l'; AN do(a.:c, y)7

Or, d’apres la conformité de I'action de vy € I' sur 0X donnée dans (2.6), il vient

Qo )% — e~ 00—, 1,0 00)g (1 -1 B

En posant z = o~ 1.y, les propriétés de la famille de mesures (0x)xex donnent
— — (* —6B.(a"'.0,0)
doo(y) = doo(a.z) = (a*.doo) (2) =do,-14(2) =€ doo(2).

11 vient

Lsh(z Z/A doo (= % — h(a).

I#j

O]

Soulignons que la fonction h est strictement positive sur A. Le lemme 4.2.1 nous

permet alors d’introduire 'opérateur normalisé P := +Ls (h-). C’est un opérateur de

Markov (i.e. P1 = 1,) positif.

La propriété suivante établit clairement le lien entre I’action de T sur A? et I’action

de 'opérateur Ls.

Lemme 4.2.2. Pour tous ¢,v dans C(A)

[ el@r(Ta)dog(a / L@y (z)do(w).

A

En particulier, la mesure oo est Ls-invariante.

Démonstration. D’apres la propriété de o-conformité (2.7) de la famille de mesures

(0x)xex, il vient

p+q

[otanmaio@ =3 3 [

p(x)y (o .z)dog(x)
1 7=1aers Jo-(A\A3)
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p+q
=35 [ telanime B 00 day(y)

j=1 aGFj

_ / Lsp(y)b(y)doo(y).
A

L’égalité 0,Ls = 0, en découle en prenant 1 = 1 4. ]

De la démonstration précédente, on déduit également que 'opérateur de Markov P

satisfait : pour tous ¢, dans C(A)
[ e@pTande) = [ Pe@y@p(do) (4.6)
A A

ou v = hoe. Une propriété de ce type nous sera utile dans la démontration du théoréeme

A, mais pour l'opérateur P défini dans la proposition suivante.

Lemme 4.2.3. Soit P opérateur défini pour toutes fonctions u: A — R continue et

p: R — R continue a support compact, pour tous © € A et t € R par
pt+q

Plu®p)(z,t) =Y Lpe(z) > e*%(avx)w@(t +b(a, z)).
j=1 ! a€l; h(l‘)

Cet opérateur P est ladjoint de Uapplication (z,s) — (T.z,s — [(z)) pour la mesure
v ®@ds.

Démonstration. D’apres la propriété de d-conformité des mesures (ox),cx et la définition

de v, il vient

/ u® @(x,s)v@Y(T.x,s —I(z))dv(x)ds
AxR

= v(a ta s—lz))u z,s)dv(x)ds

_jz—:la;;/a-(A\Aj)xR ( )@D( (2))u® olz,s)dv(z)d
p+q

=X B [ a0 VO @) Mol + ) lon(a
ptaq

=3 [ A P h(ay)u (o) olt + Hay))o () (2ol
j=1aers 7AXR

et 'on conclut en notant que [(a.y) = b(e, y). O
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Pour motiver la restriction qui va suivre, évoquons un autre exemple d’opérateur de

transfert. Considérons I'application

T 2x siz < %
x — ) 1
20— 1 siz> 5
L’action de lopérateur de transfert L associé est donnée par : Lop(z) =

%( (3 )—l—gp(xﬂ)) pour tous ¢ € C([0,1]) et z € [0,1[. Fixons A € C de module

< 1 et introduisons la fonction ¢y(z) = Y A" cos(2"mz) pour x € [0,1] : on remarque
n=

que cette fonction appartient a C ([0, 1]). Il vient également Loy = A, : donc tout nombre
complexe de module < 1 est valeur propre de L ; cet opérateur n’admet finalement pas
de trou spectral sur C ([0, 1]).

Cette remarque nous conduira a introduire un sous-espace de fonctions lipschitziennes,
sur lequel Ls satisfera une propriété de trou spectral. Avant cela, nous allons étudier la
régularité des fonctions poids définies formellement de la maniére suivante : pour tous

z€eCetyel

(7. 2) 0 siz € Ayy),
W\, T) =
7 O LS = A, g #U(y).

Ces fonctions satisfont la propriété de cocycle suivante : pour tous vi,72 € I' tels que

Un) #i(y2)

w: (1172, 2) = w2 (71, 72.7)w= (72, ). (4.7)
Pour tous k > 1 et ¢ € (C(A),]||x), le k-itme itéré est donc donné par : pour tout
r el
. o ptaq
Lip(e)= Y e HWoly)= 3 w.ly,2) ZHA ) > e P0p(y.a).
Tk.y=x ~vyel(k) ~el' (k)
Uv)#d

Nous avons la

Proposition 4.2.4. Soit £ C 0X et F' C X deux ensembles non-vides d’adhérences

disjointes dans X. Alors la famille (x — By(f,0))pcp est équi-Lipschitz continue sur
(E,do).

Démonstration. La preuve suivante est tirée de [BP06], fait 4. On veut démontrer
3C =C(X,E,F) >0, Yf € F, Vx,y € E,|B,(f,0) — By(f,0)| < Cdo(z,y).  (4.8)
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Soient (x,t) € 0X et f € F. En utilisant la définition de la métrique de Gromov donnée

dans (2.4), on peut écrire

de(x,t) = exp <— (B (f,2) + By(f, z))) avec z € (zy)

exp (-

—exp (=5 (B.(£,0) + Bu(£,0)) ) dof. )

(Bu(f,0) + Ba(0,2) + Bi(£, 0) + Bi(o, z)))

Q@ NI N

Ceci implique donc que pour tous (z,t) € 90X et f € X
2 2
B;(f,0) = —In(do(x,t)) — — In(dg(z,t)) — Bi(f,0) (4.9)
a a
Admettons maintenant les deux propriétés suivantes, nous les prouverons par la suite :

i) il existe £ > 0 tel que pour tout f € F', il existe & € 0X satisfaisant

do(és, E) > e et de(&¢, E) > €.
ii) Pensemble {d(f, (zy)) — d(o, (zy))} est minoré uniformément en f € F' et z,y € E,

Fixons f € F. D’apres la propriété i), il existe {¢ € 90X tel que
do(gfaE) = e et df(gf,E) > e.

D’apres I'égalité (4.9) en t = &, il suffit de montrer que les fonctions x —— B, (f,0),
x +— In(do(z,&¢)) et & — In (dg(x,&¢)) sont uniformément Lipschitz en f € F pour
do. La propriété est clairement vérifiée pour x —— Bg (f,0) qui est constante. Pour
x +— In (do(z, &f)), nous raisonnons en deux temps. D’abord, pour tous x,y € F, x # y,

I'inégalité triangulaire impose

’do(x7§f> - do(?hff)‘ < dO(xvy)'

De plus, la propriété i) ci-dessus implique que x — do(z,&f) est minorée par €, et donc

™ | =

‘ln (do(l',ff)) —1In (do(yvff)” < do(ﬂl‘,y)-
Ceci implique que la famille de fonctions (z — In(do(2,&¢)))gcp est équi-Lipschitz
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continue sur F relativement & do. De la méme maniére, on peut prouver que la famille
de fonctions (x — In (d¢(z,&¢)))gcp est équi-Lipschitz continue sur E relativement a dg.
La propriété (4.2.4) sera prouvée si 'on montre qu’il existe C’ > 0 ne dépendant pas de

f € F telle que pour tous z,y € E, on ait
de(z,y) < C'do(,y). (4.10)

Fixons donc z,y € E, z # y. D’apres la propriété de visibilité (2.5) des distances de

Gromov, on a

< C%exp [~ (A(f, (zy)) — d(o, (zy)))] -

Or, cette derniere quantité est majorée uniformément en f € F', x,y € E, x # y d’apres ii).
Ceci montre donc (4.10). Il nous reste & établir les propriétés i) et ii) énoncées ci-dessus.

Démonstration de l’assertion i) : on distingue deux cas.

1) Supposons dans un premier temps que F est borné dans X. Fixons un point
yo € 0X \ E; on a do(yo, E) > 0. Puisque ce point n’est pas dans E, il existe un
compact K C X tel que toute géodésique (yoe), e € E, rencontre K. Alors, pour
tous fp e Fete€e F,on a

d(f07 (yUe)) d(f()? (yoe) N K)

<
< sup sup d(f, k) := M,
feF keK

cette derniére quantité étant finie par compacité de F dans X. D’apres la propriété

de visibilité pour la distance dg,, il vient

1
ol exp(—M) < dg, (yo, €).

Ceci étant vrai pour tout e € E, on a dg, (yo, £) = C’ > 0. On pose alors &, = yo

pour tout fy € F et i) suit dans ce cas.

. Soit Ky un
compact de X tel que si z,y € 90X, x # y, vérifient do(z,y) > €9, alors la géodésique
(zy) intersecte Ky. Soient eg € E et yo € 0X tel que do(yo, F) > €. Si f € F'N Ky,
alors do(y0,€) = do(yo, F) = 0 pour tout e € E'; il existe donc q. € Ky N (yoe) et

2) Supposons que F' n’est pas borné dans X et posons gp = w
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lon a d(f, (yoe)) < d(f,q.) < diam (Kj). La propriété de visibilité implique que
d¢(yo, E') est minorée par % exp (—diam (Kj)), et I'on peut prendre {; = yo dans
ce cas. Considérons a présent le cas ou f ¢ Kj. Notons & l'extrémité de 'unique
géodésique partant de ey et passant par f. On peut en fait élargir Ky de telle
maniére que do (&g, F) = £¢ dés que f ¢ K : si 'on ne pouvait pas, il serait possible
de construire un point & € (F N 0X) tel que do (&, E) < €p, ce qui contredirait la
définition de gg. Pour tout e € F, on a do(&¢, €) > ep, donc il existe q. € Ko N (&ge).
Ceci implique d(f, (¢se)) < d(gey, qe) < diam (Kp). L’assertion i) s’en déduit dans

ce cas.

Démonstration de [’assertion ii) : Raisonnons par I’absurde et supposons qu'il existe des
suites (f,,),,o de points de F', et (24),,50, (Yn),>o de points de E avec x, # yn pour tout
n > 0 vérifiant

d(f,, (xnyn)) — d(o, (xnyn)) — —o0. (4.11)

Pour n > 0, notons q,, le projeté de f,, sur (z,y,). On a
d(f,,an) — d(o,q,) < d(f,, (znyn)) — d(o, (znyn)) — —00. (4.12)

Quitte & considérer des sous-suites, on peut considérer que les suites (f,), et (qn),
convergent vers f € X et ¢ € X respectivement. Comme d(f,,q,) — d(o,q,) — —o0, il
vient d(o,q,) — o0, et donc ¢ € E. De I'inégalité

|d(fn, an) — d(an,0)| < d(o, f,),

on déduit lim d(o,f,) = +oo, d'out f € F N IX. Pour n assez grand, au vu de la
n—>-+oo

position des points f,, et q,, la quasi-égalité des triangles du lemme 4.1.3 implique qu’il

existe une constante C' > 0 qui dépend de E et F telle que
d(f,,qn) —d(o,q,) > d(o,f,) — C

ce qui contredit (4.12). O

On introduit & présent un sous-espace Lip (A) de C (A) de fonctions lipschitziennes

sur A & valeurs dans C défini par

Lip(A) = {p € C(A) | ]| = [ploo + [p] < 400}
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[4,0] = sup sup M

1<j<p+q z,y€A; do(l‘, y)
T#y

L’espace Lip (A) est un C-espace de Banach et d’apres le théoreme d’Ascoli, I'injection
de (Lip (A),]| - |]) dans (Lip (A), |- |s) est compacte.

Le lemme suivant atteste que la fonction h définie en (4.4) appartient a ce sous-espace

de C (A).
Lemme 4.2.5. La fonction h appartient a Lip (A).

Démonstration. D’apres la propriété de visibilité (2.5), il existe C' > 0 telle que pour
z € Ajetye A\ Ay, onait 5exp(—d(o, (zy))) < do(z,y) ; par ailleurs, le lemme 4.1.1
entraine d(o, (zy)) < C. Ainsi il existe D > 0 telle que D < do(x,y), ce qui prouve que
h est bornée sur A. Maintenant fixons j € [1,p + ¢] et =,y € A;. On écrit

1 1 1
o) =001 = (do(m)? —do(y’z)?)d%(z)

j/ do(yaz)% —do(CC,Z)% dUO(Z)v
A\A

On obtient alors

ce qui achéve la démonstration du lemme. ]

La proposition 4.2.4 va nous permettre de montrer que 'opérateur L; agit sur

(Lip (A), || - ||)- On montre d’abord la proposition suivante :

Proposition 4.2.6. Pour tous v € T et z € C tel que Re(z) = ¢, la fonction w,(y,")
appartient a Lip (A) et il existe une constante C = C(z) > 0 telle que

l|w.(y,)|| < Ce Re()de-0),

Démonstration. Soient 1 < j < p+qetyel'javecl(y)=j. Soit x € A. Si x € Aj, alors
w,(y,z) = 0; sinon x € A; avec [ # j. Le corollaire 4.1.6 implique qu’il existe C' > 0 telle
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que |b(~y,z) — d(o,v.0)] < C. Donc

‘efzbwc)ezd(o,w.o) < CIRe(2)].

On en déduit ‘ b(v,x) < ¢CIRe(2)[g—Re(2)d(0,7.0) Finalement

w2 (7, )], < eCIReGIg—Re(z)d(07.0),

Maintenant fixons [ € [1,p + ¢q] et x,y € A; tels que = # y. Si l = j, alors |w,(v,z) —
w;(y,y)| = 0. Pour [ # j, on écrit

(7, 2) = ws(,9)| = [0

’e 2(:2)| 2] 1b(y, y) — by, z)| eRe@IbOrV—b(ra)]

D’apres la proposition 4.2.4, il existe C’ > 0 telle que |b(v,y) — b(y,z)| < C'do(x,y),
donc
‘wz(’}/, $) _ wz('}’, y)‘ < C/|Z’eC/|Re(Z)‘do(xvy)do($’ y) ‘e—zb(’Yw) .

Il vient ‘ ( ) ( )’
wy (v, x) — w7,
=y 20O sy,

do(,y)

avec C" = C"0)z|e? Re(@)R oy 9 désigne le do-diametre de dX. Le lemme en découle. [

o0 !

On déduit de cette proposition le corollaire suivant
Corollaire 4.2.7. L’opérateur L, est borné sur Lip (A) pour z € C avec Re (z) = 0.

Démonstration. Grace a la proposition précédente et aux hypotheses (P;) et (INV), il vient
pour Re(z) > 0

p+q

1£:11< 22 2 llwe(a

j=1a€r?

p+q

Z) Z Z efRe(z)d(o,a.o)

N— *
Jj=lael’;
p+q

Z) Z Z 6—6d(0,a.0)

7j=1 aEFj

< 4o00.

79



CHAPITRE 4. CODAGES ET OPERATEUR DE TRANSFERT

Ceci achéve la démonstration. O

Des lemmes 4.2.1 et 4.2.5 et du corollaire 4.2.7, on déduit que 1 est une valeur propre
de Ls sur Lip (A). Nous souhaitons & présent approfondir notre connaissance du spectre
de Ls sur cet espace. Puisque l'opérateur L est positif, son rayon spectral po(d) sur
(C(A),]|co) est donné par

. 1
Poo(0) = limsup [L5TA |7 .
n—> -+00
La fonction h appartenant a Lip (A), elle est continue sur A. D’apres la définition donnée

dans (4.4), elle est aussi strictement positive sur A ; on en déduit que
L8] = 3], = 1Bl

d’olt poo (6) = 1. Notons maintenant p(¢d) le rayon spectral de Ls sur Lip (A). La proposition
a venir détaille plus précisément le spectre de L£5. Sa démonstration repose sur la notion

de quasi-compacité que nous rappelons maintenant.

Définition 4.2.8. Soit (B,||-||) un espace de Banach et Q un opérateur borné sur B
de rayon spectral p(Q). On dit que Q est quasi-compact s’il existe une décomposition en
sous-espaces fermés et Q-stables B=F & H ou F' est de dimension finie et Q|p n’a que

des valeurs propres de module p(Q) tandis que p <Q|H) < p(@).

Cette notion est stable par perturbation ([Hen95]) : nous nous en servirons dans la

prochaine section. Nous avons la

Proposition 4.2.9. Le rayon spectral p(d) est une valeur propre simple et isolée dans le
spectre de Ls vérifiant p(§) = poo(d) = 1. De plus, le reste du spectre de L est inclus

dans un disque de rayon < 1.

Démonstration. La preuve suit celles présentées dans [BP00], [BP06] et [Peill]. Nous
commencons par montrer que L5 est quasi-compact sur Lip (A) : d’apres [Hen93], il suffit
de prouver la propriété DF(s) (pour Wolfgang Doeblin et Robert Fortet, voir [DF37])

suivante

Définition 4.2.10 (Propriété DF(s)). L’opérateur Ls vérifie la propriété DF(s) sur
(Lip(A), |- 1) si

i) Ls est compact de (Lip (A), ]| -]|) dans (Lip (A), |- |eo) ;
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it) pour tout n > 1, il existe des réels positifs Sy, sn satisfaisant
lim inf(sn)% =5 < p(d)
n

et |[(Ls)" @l < Sn|¢lo + su llwl| pour tout € Lip (A).

Le corollaire 4.2.7 implique que L est borné sur (Lip (A),|| - ||); de plus, I'injection
canonique de (Lip (A), || - ||) dans (Lip (A), |- |oo) est compacte donc 'assertion i) de la
définition 4.2.10 est satisfaite. Rappelons que pour tous n > 1, ¢ € Lip(A) et x € A, on a

Lip(x) = > Tae (2)e 0P p(y.2),

L(v)
v€l(n)

[L5p(x)] < ( > ws(y, -)H) |l - (4.13)

Y€l (n)

Fixons maintenant j € [1,p+¢] et ,y € A;. On a

IL3o(z) — Lioy)| < Y x;, (@) ‘e—5b(’7,r) _ 6—5b(7,y)‘ lo(v.2)|
v€l'(n)

+ Z ag, e 0 o(y.2) — p(ry)].
~vel(n

En utilisant la définition de [] et la proposition 4.2.6, le premier terme du membre de

droite peut étre majoré par
( > Hwa(%-)\l) [loe do (2, y)-
v€el'(n)

Pour traiter le second terme, on majore tout d’abord |o(v.2) — ¢(7.y)| par [¢] do(y.2,v.y).

En utilisant le corollaire 4.1.8, on obtient

Z hw )e= PO |o(y.2) — p(7.9)]

<ot ( Z ]lAzc(w) (y)e_éb(%y)) [p] do(z, )

v€T(n)
< CT” ’Lg]l/\‘oo |’<10|’ d0($,y)7
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pour 7 €]0, 1[. En conjuguant ces estimations, on obtient finalement

[L50] < ( > Hw(%)l!) [Pl + CT™ L5 1Al el - (4.14)

veT(n)

Des inégalités (4.13) et (4.14), il vient

L5 ell < [2( > Hw(%-)H)] |Ploe + (CT" |L5 1AL el

Y€l (n)
Posons
Sn =2 ( > ws(v, -)I) et s, = Or" |L51a|, ;
Y€l (n)
on a

1
limsup s5; = 7poo(0),
n—»--+00

avec poo(0) = 1 < p(d) d’apres les lemmes 4.2.1 et 4.2.5. Ainsi

1

1. . f ;

Jiminf si < p(6),

ce qui montre que L satisfait la propriété DF(s). Cet opérateur est quasi-compact sur
Lip (A), son rayon spectral p(d) est une valeur propre de multiplicité finie sur Lip (A),

qui est isolée dans le spectre de Ls.

Montrons que ce rayon spectral vaut 1. Soient A € C de module p(9) et une fonction
¢ € Lip (A) telle que L5¢ = A¢. Il vient p(d) || < Ls ||, d’ott p(6) < poo(d) = 1 et
p(0) = poo(d). Finalement 1 est une valeur propre dominante de Ls sur Lip (A) de
multiplicité finie, et isolée dans le spectre. Montrons maintenant qu’elle est de multiplicité
1, c’est a dire que ’espace propre associé a 1 est C.h. Nous allons utiliser I'opérateur de
Markov P introduit précédemment ; rappelons que P(p) = 1L (oh) pour toute fonction
¢ € Lip (A) et que cet opérateur est positif, borné sur Lip (A) et satisfait P (1) = 1,.
Soit ¢ une fonction non nulle de Lip (A) vérifiant P(¢) = ¢ ; montrons que ¢ est constante.
Soit yo € A tel que |p(yo)| = |¢|, # 0 : un tel point existe par continuité de |¢| sur le

compact A. En utilisant la forme des itérés de P, il vient pour tout k > 1

()] = [P(2) (wo)| < P* (I]) (w0) < lio(wo)]-
La suite d’inégalités précédentes est donc une suite d’égalités, et il vient P* (|¢]) (yo) =
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lo(yo)], ce qui s’écrit encore

Tae (0)e %00 |o(v.90)| h(v.90) = |@(yo)]-
) 2, M 00 o) ) = o)

D’ou, pour tout k > 1

- lo(7-y0)| R(7-0)
WEXF(:M i) (o)l R (yo)

En se rappelant que P* (1) = 1, et que |o(v.50)| < |o(yo)| pour tout v € T'(k) tel que
Yo & Ay, il vient

S e (yo)e dtrw) h(7-y0) (\@(’Y-yoﬂ _ 1) _ o
verey h(yo) \ le(yo)l

Finalement |¢(v.y0)| = |¢(yo)| pour tout v € I" tel que yo ¢ Ay(,). L'ensemble

{’Y-yo | v €T avec yo ¢ Al(ﬂ/)}

étant dense dans A, on conclut que la fonction |¢| est constante sur A ; il existe alors
une constante M > 0 et une fonction g : A — R telles que ¢ = Me". Fixons k > 1.
L’égalité P*(¢) = ¢ entraine, pour tout y € A,

_ h(v.y) i -
3 Ly (y)e000ry) f(L(y)) (e (9(ry)—9(y)) _ 1) =0.
v€el'(k)

De la stricte convexité du disque unité, on déduit que g(v.y) — ¢g(y) est un multiple
de 27 pour tous v € I'(k),k > 1, et y & Ay, d'ott I'égalité p(v.y) = ¢(y) pour tous
vy €T(k), k=1, ety ¢ Ay,. La fonction ¢ est donc constante sur A. Nous allons utiliser
un argument similaire pour montrer que 1 est 'unique valeur propre de L5 de module 1.
Supposons donc qu'il existe ¢ € Lip (A) telle que Lsé = ¢ il vient |¢| < Ls ||, et la
mesure o, étant Ls-invariante, on a oo (L5 |¢|) = 0o (|¢]), d'out |¢| (z) = Ls|¢| (x) pour
oo-presque tout x € A. Donc |¢| est une fonction propre pour 1. Donc les fonctions h et

|¢| sont proportionnelles sur A. L’égalité L5¢ = e?¢ s’écrit aussi, pour tout z € A

LR e $02) (@)
h(x)jZ::l]lAj( )a;; h(ev. )h(a.x) =)
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soit encore

1 M 5 pla.z)h(z)
—— N 1) —ONaD) () et e — 1,
h(z) Z a5 () Z ¢ (a-2) h(a.z)d(z) "
Jj=1 a€ls
Or, puisque |¢| = h, le nombre complexe %e*w est de module 1 pour tous

je[lp+dq], a €T; et x ¢ Aj, et par stricte convexité, il vient

dlow) _ pdlw)

h(awz)  h(x) (4.15)

pour tous j € [1,p+q], & € I'; et x ¢ A;. Fixons maintenant z,y € A et choisissons
Jj € [1,p+q] tel que z,y ¢ Aj, ce qui est possible puisque p + ¢ > 3. Notons a; un
générateur de I'; et xj'] son point fixe attractif. De I’équation (4.15), on déduit alors que

pour tout n € Z*

O) o) ) y60)

nare) b < hay) C h(y)
En passant a la limite, il vient
6(@) _ o)
h(xz)  h(y)

Le choix de x et de y étant arbitraire, la fonction % est constante sur A, et donc 6 = 0.

Dans le cas ou p + g = 2, les auteurs de [DP96a] montrent que —1 est une autre valeur

propre de module 1, dont une fonction propre est donnée par h (15, — 1,,). ]

De par la description du spectre de L, on a
Ls =15 + Rs

ou Ils : Lip (A) — Ch est le projecteur spectral sur I’espace propre associé a la valeur
propre 1 et Ry = L5 — Il satisfait [IsRs = Rsll; = 0 et possede un rayon spectral < 1.
Il existe donc une forme linéaire o5 : Lip (A) — C telle que IIs5(-) = os(-)h. Pour tout
¢ € Lip (A), il vient alors I1s (Lsp) = o5 (Lsp) h d'une part et Il (Lsp) = Lslls (@) =

o5 (p) h d’autre part, ce qui montre la Ls-invariance de oy.

Remarque 4.2.11. La mesure sur A induite par o5 correspond exactement d la mesure
de Patterson-Sullivan oo. En effet, pour tout ¢ € Lip (A) et tout k > 1

0o (9) = 00 (L5p) = 00 (05 (2) B) + 00 (RE () .
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Donc

0o (9) = 75 () + 00 (R} () — 05 ().

La remarque découle de la densité de Lip (A) dans L' (A).

4.2.2 Perturbation de opérateur

La partie précédente a mis en évidence quelques propriétés de 'opérateur de transfert
Ls, notamment la présence d’un trou spectral pour son action sur Lip (A). Nous nous
intéressons dans cette partie a la perturbation de L5 donnée par z — L, pour z € C
proche de § avec Re(z) > §. Nous démontrons dans un premier temps la proposition

suivante

Proposition 4.2.12. Sous la famille d’hypothéses (Hg), pour tout compact K de R, il
existe une constante C = Cg > 0 telle que pour tous s,t € K et Kk \, 0

1) si B €]0,1]

1
a. [|Lsyit — Loyis|| < Cls — t‘ﬁL (|s—t|> ’

1
b. ||Lssnpit — Lsvitl| < OKPL <K> ;
2) sif=1

- 1
a- |[Lsyit — Loris|| < Cls —t|L <|s—t|> :

~ /1
b || Lstrtit — Lstit]| < CkL K) ,

- zJ,
ot L(x) :/ Mdy.
1Y
Démonstration. Nous détaillons simplement la démonstration de la propriété 1) a., les
étapes étant similaires pour les trois autres assertions. Soit ¢ € Lip (A) : il suffit de

vérifier que

1
Cssi = Lovinel] < Cls =L (=51 ) .

La proposition 3.3.1 est le point clé pour obtenir de telles estimées; son application
nécessite d’introduire des mesures de probabilité rentrant dans le cadre des hypotheses

de cette proposition. Pour tous 1 < j <p+q et x € A\ Aj, introduisons la mesure de
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probabilité suivante

Z e—db(oa,x) Db(a,;v)
acl™

M:? =

T M(x)

ou Mj(z) = > per= e 0%(%) ogt une constante de renormalisation et ot Di(a,e) désigne la
J

masse de Dirac en b(«, x) ; ces mesures sont a support dans [—C, +oc[ ou C' > 0 est la

constante ne dépendant que de X et de I' apparaissant dans le corollaire 4.1.6. On déduit

de ce dernier
6750 Z eféd(o,a.o) < M]($) < 660 Z 676d(0,a.0)

aers a€ls
puis
e 3¢ §d(0,a.0)
—dd(o,a. ~uE (=
s e 2 € < 1—pf (-C,T)
* S
a€l’ d(o,zo)>]T+C
et
x ¢ —4d(o,.0)
1- Ky ([_07 T]) < E e—dd(o,a.0) Z € 7 :
. ery
OcEFj d(o,o(io)>]T7C
Donc pour T suffisamment grand
—26C (T 26C (T
‘ R (e p— o
> e—dd(o,a.0) TB J ’ > e—dd(o,c0) TB
a€ls a€ls

pour j € [1,p] et

L(T)
1— i ([-C,T]) = Oj(T)W
avec lim 0;(T) =0 pour j € [p+1,p+ ¢]. De 'assertion 1.a) de la proposition 3.3.1,
T—+o0
on déduit

/+OO
0

pour j € [1,p], tandis que pour j € [p+1,p+¢], on a

/0+°° oty _ 1‘ 2 (dy) < o (WBL <1>>

g
et ce uniformément en € A\ A;. Cela s’écrit aussi sous la forme

>

*
aGFj

; 1
1] ay) < 7L )

eitb(a.x) _ 1‘ e~ 0b(asz) _ |t|ﬁL (‘1‘) (4.16)
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pour j € [1,p] et

D

*
aEF].

eitb(a,x) _ 1‘ 6755(04,%) — |t‘ﬁL (’1’) 0 (é) (417)

pour j € [p+ 1,p+ q]. Donc, pour tous j € [1,p+¢] et z € A\ A

> lwsrit(a, 2)p(0na) — wspis(a, 2)p(ana)| < (Z

ei(tfs)b(a,x) - 1’ 676b(a,x) |90|oo
acls acl’;

1
<=L () el

|t — 5]

ce qui donne, en sommant sur j € [1,p + ¢

1
Laap = Lavistloo 3 1t = 'L (=7 ) el
Afin de controler le coefficient Lipschitz de la fonction z — Lsiip(z) — Lsyisp(x), on

observe tout d’abord que

Aill,a,x,y
[Lsvive — Lorise] < sup  sup > Al ayz,y) (4.18)
JElLp+alz.yeh; aer, o(% 1/)

s

ou

Aj (lv a, T, y) = ’w5+’it(a7 :r)cp(a:):) - w5+’is(a7 .’E)(p(a.f)

— (wsyit (o, y)p(ay) — wsris(o, y)p(a.y))|

pour tous j,1 € [1,p+q], l # j, tous z,y € Aj, y # x et tout o € I';. 11 vient

A](lv a, T, y) < |w5+it(a7 l') - w5+’is(a7 33‘) - (w(5+it(aa y) - w6+is(a> y))| ’@(al‘”
+ [wstit(a, y) — wstis(e, y)| |p(ay) — o(a.2)]
<B](l, «, T, y) + C](lv «, T, y)

ou

Bj(lvaaxvy) = |wspit(a, ) — Wspis(ov, ) — (Wsrit(a, y) — Wstis(a, y))| |p(a.)]
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et
Cj(lv «, T, y) = |w5+it(a7 y) - w5+is(aa y)| |<,0(ay) - SO(Q:EH

ei(t—s)b(a,x) - ei(t—s)b(a,y) ||90||

ei(tfs)b(a,y) o 1‘ HSOH

B](l> «, T, y) <e—5b(o¢,z)

+ ‘67(5+it)b(a,z) - 67(6+it)b(a,y))

<675b(a,x)

(itt= (o) W) _ 1 ||

+ e_(sb(a7y) ‘e(5+it)(b(oc,y)—b(oc,x)) — 1‘

ei(t—s)b(a,y) _ 1‘ ||Q0||

< (7% p(a, )t - sldo(z ) ]
(7015 4 i) b, ) el

do(@,1)) [l

a une constante multiplicative pres. La suite ([b(7, ')])'yel“j étant bornée et ¢t appartenant

au compact K, on obtient

Bj(lvaaxvy)

=< —éb(a,x) |4 —db(av,y)
ey (T = sl) Nl + (e

D) 1) gl

D’autre part

Cj (la a, T, y) = e—6b(cx,y)
do(z,y)  —

pilt=s)b(ay) _ 1’ Il

si bien que pour tout j € [1,p+ ¢] et tous z,y € Aj, il vient

Z Aj(l,OZ,IE,y) < Z Bj(l7a7$ay)+cj(l7aa$ay)

acT do ('ra y) ael do(x, y)
1#j I#j
=Dy (eféb(a,w)ﬁ — | + e l@w) |gilt=s)bley) _ 1‘) llel]-
OZGFZ
1#5

En utilisant (4.16) et (4.17), il vient

> ALOBY) gy apr (Y
2 ") =
1
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et cette derniére majoration combinée avec (4.18) implique

1
(Esvata = Lovintal = It =L (7257 ) el

ce qui achéve la démonstration de la proposition. O
On déduit immédiatement le corollaire suivant :
Corollaire 4.2.13. L’application z — L, est continue sur {z € C | Re(z) > d}.

Démonstration. D’apres les arguments explicités dans I'étape 3 de la démonstration de la
proposition 2.2 de [BP00], 'application z — L, est analytique sur {z € C | Re (z) > ¢},
et donc continue sur ce domaine. Il reste & montrer la continuité de cette application en
0 + it pour tout ¢ € R. Démontrons-la dans le cas # < 1. Fixons ty € R; soient £ > 0 et
teR. On a

Lo yrtit — Lovitoll < | Lsrrrit — Lsvitll + [ Lovit — Loritoll -
Pour t dans un voisinage compact de ¢y, les assertions du 1) de la proposition 4.2.12

impliquent qu’il existe une constante C’ > 0 telle que

1
| Lssrrit — Loratl| < C'KPL (ﬁ)

1
et |[Lotit — Lotiro|| < C'lt — 1" L (\t — t0|) ’

ce qui implique la continuité. O

La proposition qui suit affirme que I’existence d’une valeur propre dominante, isolée,
simple est assurée pour L., uniformément en z suffisamment proche de 6. Notons p(z) le

rayon spectral de £, sur Lip (A) et |z + iy|,, = max (|z|, |y|) pour tous z,y € R.

Proposition 4.2.14. I existe ¢ > 0 et p. €]0,1] tels que pour tout z € C satisfaisant
|z — 0loc < € et Re(z) =9, on ait :

- p(2) > pe;

- L, a une unique valeur propre X\, de module p(z) ;

cette valeur propre est simple et lim A, =1;
z—0

le reste du spectre de L, est inclus dans un disque centré en l’origine de rayon pe.
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De plus, pour tout A > 0, il existe p(A) < 1 tel que p(z) < p(A) dés que z € C satisfait
|z —dleo =€, Re(2) 20 et |Im (2)] < A. Enfin p(z) =1 si et seulement si z = .

Démonstration. La preuve se fait en plusieurs étapes et repose sur les approches de [BP00],
[BP06], [DP96a] et [Peill]. On note p(s) le rayon spectral de L sur (C (A), |- |oo)-

1) Pour tout z € C avec Re(z) > 6, on a p(z) < poo(Re(2)). Nous allons majorer

le rayon spectral essentiel de £, sur Lip (A) par rps (Re(2)), ou r €]0,1] a été
donné dans le corollaire 4.1.8. Pour ce faire, nous montrons que L, vérifie presque
la propriété DF(s) 4.2.10 introduite dans la preuve de la proposition 4.2.9. Le
“presque” précédent signifie quun point de la propriété DF(s) ne sera pas satisfait :

ce point est le fait que dans le cas présent

lim sup 57% = rpso (Re (2))

n—-+4oo
n’est pas < p(z). Soit z € C de partie réelle > 0. L’opérateur L, est borné
sur (Lip (A), || -||) d’apres le corollaire 4.2.7 et I'injection de (Lip (A), || -||) dans
(Lip (A),] - |so) est compacte, donc le point i) de la propriété DF(s) est acquis pour
L. Concernant ’assertion ii), fixons n > 1 et ¢ € (Lip (A), || - ||). Alors

|L2¢]o = sup [L2p(z)]
TzEA

=sup | Y Tae (2)e P0Vp(y.)
2€A |yer(n)
< ( > mem,-)i\) 9loo-
v€l'(n)

D’autre part, si on fixe z,y € Aj, x # y pour j € [1,p+ ¢], il vient

1L p(z) — L2o(y)] < Z ]lAfm () ‘e—Zb(%x) _ e—zb(%?/)‘ lo(y.2)]
vl (n)

+ >0 Ay () OOV [o(r.a) — o(r.y))
v€l(n)

< ( > HwRe(z)(% )H) 0] o do (@, 9)

vE€T(n)

+ O | Lo 1a| _ligll doa, y).
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Finalement, d’apres la définition de [], il vient

[[L70]] < Snlelo + snllel|

avec

5um2 ( 5 me(m,.)\y) ot = O |y ]
v€l(n)

1

On constate alors que limsup s = 7poo (Re (2)). Ce résultat implique alors que le
n—--+00

rayon spectral essentiel de £, sur Lip (A) est < rps (Re (2)). Maintenant si p(z) >
Poo (Re (2)), V'opérateur L, est quasi-compact et toute valeur spectrale de module
> rpoo (Re (2)) est une valeur propre isolée et de multiplicité finie pour £,. Soit
donc A(z) une telle valeur propre, de module p(z) : il existe ¢ € Lip (A) satisfaisant

L.6 = A=), ce qui donne p(=)|6] < Lro(z)|dl, et donc p(2) < poo (Re(2)) :
contradiction. Ceci achéve la preuve du 1).

la fonction s — poo(S) est strictement décroissante sur [§, +00). Soient s, s’ deux

réels tels que § < s < s’. Pour tous k > 1 et x € A, il vient

—s'b(y,x (s'—3)b(v, sb(y,x
Z ]lAzc(«,)( (, )]lA (v.z) Z ]lAC Je~ )b(7,) o —sb(y )]lA(’y.a?),
v€ET (k) vET (k)

d’otu, d’apres le corollaire 4.1.6,

>l (@)e O, ()
veEL(k)

(s —s) Z ]lAc f(s’fs)d(o,'y.o)efsb('y,x)]]_A(,Y.x).
~veTl'(k)

D’apres la proposition 4.1.7, il existe une constante A > 0 telle que d(o,v.0) > Ak
pour tout v € I'(k), d’otr

> i, 2)e P01, (v.2)
~vel'(k)

< 6(5,_5 S —S Ak‘ Z ]IAZ(’Y) b(77$)]1A(ryx)
~vel'(k
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Donc ‘Els“,]l,\‘oo < els'=8)C (s —s) Ak ‘/L’;]IA‘OO, et il vient

Poo(s’) < 67(3/78)14/)00(5) < Poo(8).

Le 2) s’en déduit donc. Il est a noter que cette preuve donne un contréle sur la
décroissance de |poo(S) — poo(s’)|. Puisque po(d) = 1, on a en particulier p(z) < 1
pour tout z € C tel que Re (z) > 4. Il reste donc & examiner le cas ou z = ¢ + it :

c’est 'objet du point 3).

On a p(d +it) = 1,t € R, si et seulement si t = 0. On sait que p(d + it) < 1 pour
tout ¢t € R. Considérons ¢ € R tel que p(d +it) = 1. Toute valeur spectrale de L.
de module > r étant une valeur propre, il existe ¢ € Lip (A) et § € R tels que
Lsiid = €P¢. En particulier |¢| < Ls|¢|. L'égalité 0oLs = 0, et la continuité de
¢ entrainent alors que Ls |¢| = |¢| et donc que |¢| est proportionnelle a h. L’égalité
Lsiivd = € s'écrit aussi

1 Ak —éb(ar,z) QZS(OJCE) itb(a,x) 10 ¢(‘T)
7o) ; T (x) a;f e h(a.x) h(oa) et =e h(z)’

si bien que, par stricte convexité, pour tout j € [1,p + ¢], pour tous « € I'% et
x ¢ Aj, ona

¢>(0595) eitb(a,:c) _ €i9 (1’)
h(a.x) h(x)

Le groupe I'y étant engendré par une isométrie parabolique a;, dont on note le

point fixe x4,, on a pour tous n,m € Z \ {0} et = ¢ Ay

®(ai".xz) h(al.x) it(ba @) —b(at @) _ ¢ (4.19)
O(afx) h(alx) ' '

On sait également que pour z ¢ A; , on a

lim (b(a}*!, @) — b(a},2)) = Oet lim b(af,z) = +oo,

n—-—+oo n—-+o0o

ce qui entraine la densité de ’ensemble
{b(at’, z) — b(ay", ) | n,m € Z}

dans R. Pour tout u € R, il existe alors deux suites (ng),cy et (mi),ey telles

que la suite (b(a}*,z) — b(a)"*, x)), o tend vers u; puisque les suites (ay*.2), o et
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(a]"™.2),cn tendent vers zq,, égalité (4.19) nous fournit e = 1; on en déduit que
t=0.

Théorie des perturbations L’application z — L, étant une perturbation continue
de L5 sur {z € C | Re(z) > 0}, il existe € > 0 et p. €]0,1] tels que pour tout
z€{z € C | Re(z) = ¢} vérifiant |z — | < &, Popérateur £, admet une unique
valeur propre dominante \,, simple et proche de 1, isolée dans le spectre de L.,
et vérifiant [A.| > p. (voir par exemple [Hen95]). De plus, on sait que le reste du

spectre de L, est inclus dans un disque centré en 'origine et de rayon pe.
Conclusion Fixons 0 < € < A. Montrons dans un premier temps que

o =p(e,A):= sup p(6+it) < 1.
e<|t|<A
Supposons que p’ = 1. Alors il existe une suite (t4); d’éléments de [~A, —]U]e, 4]
telle que la suite (p(d + ity)), tende vers 1. Quitte a extraire une sous-suite, on
peut supposer que (tx);-, converge vers to € [€, A]. D’apres la proposition 4.2.12
et [Kat13], application ¢ — p(d + it) est semi-continue inférieurement sur R.

Donc 1 < p(d + iteo) : ceci est impossible d’apres le point 3) car |too| = €.

Soit n €]0,1 — p/4[. D’apres la proposition 4.2.12 et [Kat13], application z — p(z)
est semi-continue inférieurement pour z € C tel que Re (z) > 6. On en déduit que
pour tout ¢ € [—A, —e] U [e, 4], il existe p(t) > 0 tel que p(z) < p/y +n pour tout
z € C satisfaisant Re (z) > 0 et |z — § + it|oo < min (u(t), 5). Par compacité de
I'ensemble {d+it | |t| € [, A]}, il existe ty,...,tx € [-A, —€|U[e, A] et p1, ..., uny >0
tels que

N

{o+at ||t €[e, A} € | Bltr, ).

k=1
Soit pu = rnkin pi- On en conclut que p(z) < p/y + n pour tout z dans la bande
{x+iy | 6 <x <o+ p,ly| € e, Al}.
L’application s — poo(s) étant strictement décroissante sur [J, +oo[ d’apres le 2),
il vient poo(s) < poo(d + p) = p' pour tout s > 6 4+ . Du point 1) on déduit alors
que p(z) < p/ pour tout z € C tel que Re(2) = 0 + p. Le résultat suit en posant
pa =max (py +1,0).
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FIGURE 4.5 — Contrdle de p(z)

Remarque 4.2.15. Pour des commodités de calcul dans les démonstrations des proposi-

tions A.1 et C.1, on choisit € > 0 assez petit de facon a avoir

B

ff < (1)

h

pour tous x,y = % ; ceci est possible grice au lemme de Potter 3.2.4.

Soient A, I'unique valeur propre dominante de £, et h, I'unique fonction propre
associée a A, satisfaisant oo(h,) = 1; on note II, : Lip (A) — Lip (A) la projection
spectrale associée a A,. Il existe alors une unique forme linéaire o, : Lip (A) — C telle

que IT, = 0,h, et 0,(h,) = 1. Nous noterons enfin R, = L, — II.

Proposition 4.2.16. Les applications z — 11, z — h, et z —> X\, ont la méme

réqularité que la fonction z — L.

Démonstration. On adapte la preuve du lemme 2.5 de [BP00]. D’apres la proposition
précédente, il existe un disque D centré en 1 et de rayon < 1 — p. tel que A, € D pour
z € C satisfaisant Re (2) > § et |z — d| < e; de plus, pour un tel z, le reste du spectre de

L, est inclus dans un disque fermé centré en l'origine et disjoint de D. Il vient alors

1
M, — / (wld — £.)" duw.
oD

T 2ir
Puisque 0D N Spec (L.) = 0, pour tous z, 2’ € C proches de 4, on a
HHZ - HZ’H = Hﬁz - £Z’H :
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Posons C, = 0o (II;(h)); on a I, (h) = C,h, et
|Gz = Car| = oo (I2(h)) = 06 (I (k)] < [|A] [Tz = T[]

On a Cs =1 et donc C,,C, # 0 pour z, 2z’ suffisamment proches de §. On écrit alors

I (h) I.(h) ’ ’
h, — hyl|| = -
e = holl = || 52 - 25
IL.(h) I,/ (h)
<P - )| ) - MLl + || - 25
C, C,
=L = L]
Enfin on écrit
Az = Aur| = oo (L2hz) — 00 (Lorha)
< |Uo (Lzhz - Lzhz’)| + |0'0 (Ezhz’ - Ez’hz’)| ,
et le résultat découle des estimations précédentes. ]

4.2.3 Régularité de la valeur propre dominante

Dans les démonstrations des théorémes A,B et C, nous aurons a étudier des quantités du
type

S e Wp(Sl(y) — R), (4.20)
Tk .y=x

pour des fonctions ¢ admettant une transformée de Fourier suffisamment réguliére et a

support compact. La formule d’inversion de Fourier conduit a I’expression

1
o

> e Wo(S(y) - R)

Tk.y=x

[ e (La@) (et

L’étude du comportement lorsque R tend vers U'infini de la quantité (4.20) nécessite alors

une connaissance précise de celui de la fonction ¢t — A5 au voisinage de 0.

On établit en premier lieu un résultat concernant certaines mesures de probabilité

dépendant des facteurs de Schottky I';, 1 <i < p+q.

Proposition 4.2.17. Soient j € [1,p + ¢q] et x € A\ Aj. Notons M;(x) =

S h(ouz)e=®@) et introduisons la mesure de probabilité s sur [=C,+oo[ définie
ael;
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par
z 1 —b(a, )
uy = h(a.x)e ") Do,
’ J(x) a%l;;f (o)

ou D, représente la masse de Dirac en a € R. Cette mesure vérifie 'une des assertions

sutvantes.

1) Pourj e [1,p] ett — 0, on a

ﬁ?(t) - ( C’jm h(%j)ew(xujx)(,) e—z‘sign(t)%"r‘(l _ B)|t|ﬁL <|1|> (14 0(1)) ;

-sif=1

* Re (1 - ﬁ?(t)) = g (Mfgm)h(xaj)e%(xujx)o) It|L (“10 (1+o(1)),

ou x4, représente le point fize d’une isométrie parabolique a; engendrant T'; et les

(Cj)1<j<p sont les constantes apparaissant dans Uhypothése (Ps) ;

2) Pourj € [p+1, p+q], il existe une fonction f; : A — R vérifiant ao(]lAJc,fj) < 400
telle que pour t — 0, on ait

- si B €0, 1]
70 =1= fwo (WL ()
g1
i) = 1+ o (11E () )
“Re (1= (1)) = fla)o (1IZ (;)) .

Démonstration. Soit B €]0,1]. Considérons d’abord le cas ou j € [1, p] et fixons z € A\A;.
Le groupe I'; est alors un groupe ¢lémentaire parabolique “influent”. Du fait que h est

strictement positive sur A et du corollaire 4.1.6, on déduit I'existence de deux constantes
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m, M > 0 telles que

m Z eféd(o,a.o) < MJ(.QZ) <M Z eféd(o,a.o).
CYEF]' OZEF]'

D’autre part, I'hypothese (P») donne

L(T
Z eféd(o,oz.o) ~ Cj 1(1/3)
OAEFj
d(o,x.0)>T

Montrons & présent que la fonction de répartition F' de i satisfait

- Cj 25(za.|z) L(T) : 4
1—F(T) ~ (Mj(x) h(zq;)e™ V9 o ~TF uniformément en = ¢ A;. (4.21)

Fixons € > 0. Il existe Tp > 1 tel que pour tout 7' > Ty, tout € A\ A; et pour tout

a € T'; satisfaisant d(o, a.0) > T', on ait

i) —e <b(a,z) —d(o,x.0)+2 (xMx) < e (Lemme 6.7 de [DPPS15]) ;
i) (1 —e)h(zq;) < henw) < (14 )h(xq;) ;

(T) —dd(o,c.0) L(T)
i17) (1 —¢)C; Z e < (1+6)CJW,
a€l’;
d(o,a.0)>T
d’ou 'on déduit
. L(T+e+2(zq |z
(1- 6)26—65 MC,’] h(xaj)e%(a:ajlm)o ( ( aj >0[2 <1-— F]qc (T)
() (T +e+2 (xa]. ]a:)o)

d’une part et

T € Cj Ta,|T L(T_€+2(xaj‘x)0)
1-F(T)< (1 +e)%e’ Wh(x%)e%( o (T— €42 (xﬂj|x)o)ﬁ

d’autre part. On a (:L'aj |a:) =< d(o, (74,7)), cette quantité est donc bornée uniformément
en x € A\ A;; de plus, les fonctions
L(T +1) T+t

£t
oy VT T
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tendent vers 1 uniformément sur tout compact de R. Il vient alors

(1— )3 b (M?(];p) h(xaj)e%(“f“j"”’)o) I;? <1-FF(T)

T8’

. - Cj 20 :cujlsc
1_54Tyga+@%5<Mﬂ@h@%k( L)

pour 7' suffisamment grand. Donc (4.21) est vraie pour j € [1,p]. Rappelons maintenant

le résultat suivant que I'on peut trouver dans [Eri70] :

Proposition 4.2.18 ([Eri70]). Soit i une mesure de probabilité sur R™ telle qu’il existe
B €]0,1] et une fonction d variations lentes L satisfaisant p ([T, +00) ~ C% lorsque
T — +oc. Alors la fonction caractéristique fi(t) := [;7°° e**du(x) a le comportement

local suivant au voisinage de 0 :

- si B €)0,1]
filt) = 1= Ce = OF (1= gL () (14 o(1)
Ssif=1
*mo—1+ﬂm@<é>u+dm%
“Re(1 (1) = FOHIE () (1+o(1),
oﬂMnam%E@%iKthm

On déduit alors la partie 1) de la proposition 4.2.17 dans le cas j € [1,p] en appliquant
le résultat de Erickson & la mesure i qui satisfait (4.21).
Fixons & présent j € [p+ 1,p + ¢]. Lorsque T'; est parabolique, argument précédent

fonctionne encore, I'hypothése (N) entrainant cette fois-ci

_ L(j )
éd(o,a.0
E e~ ) =0 <3> )

a€el’;
d(o,a.0)>T

d’ou

A (Mjl(x)h(x“j)e%(ij)o) L}?O(T)
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ol . lim o(T) = 0 uniformément en ¢ A;. La deuxiéme partie du résultat suit comme
—+00

dans [Eri70], avec la fonction fj(x) donnée dans ce cas par

filz) = Mjl(m) h(:vaj)e%(%j 2),.

Remarquons que

J

o0 (Lasfj) :/A\A. Mjl(a» h(a,)e? 5 odo, (2)

M 26(xa,\x)
“m > e—0d(0,a.0) A\Aje 7 edog ((l))
OtGFj
doo ()
j/ —5 < +oo.
MA;j do (g, 2) e

Lorsque I'; est hyperbolique engendré par a; ayant pour point fixe attractif (respective-

ment répulsif) 7 (resp. z ), il vient

Z ef5d(o,a.o) - Z eféljn - eféT

acl’; nez*
d(o,a.0)>T |n\l]~§T

ou [; représente la longueur de I'axe de a;, et on raisonne comme pour les paraboliques

non-influents. La fonction fj(x) vaut dans ce cas

filx) = QMi(a:) h(x;;)ew(zaﬁlx)o N h(w;j)e%(%jx)o

Le fait que o, (]1 A fj) soit finie s’obtient de facon analogue. O

Rappelons que 1 est une valeur propre simple de L, et que 'on a Lsh = h et
0o(h) = 1. D’apres la proposition 4.2.14, pour t suffisamment proche de 0, 'opérateur
L5 admet une valeur propre simple dominante notée As ., associée a une fonction
propre hg; satisfaisant oo(hsyi:) = 1. La proposition précédente nous sert a préciser le

comportement local en 0 de la fonction ¢ — Asy ;.
Proposition 4.2.19. [l existe une constante Er > 0 telle que
- 51 5 €]0,1]

1

>\5+it =1- EFF(]- - B)e+i5ign(t)%‘t‘ﬁ‘[’ (|t|

) @+on)
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-sif=1

# Aspie = 1 — Epsign(t)ilt| (, ,) (1+0(1)) ;

* Re (1 — Aopit) = EI‘ML ( ) (1 + 0(1)).

Démonstration. Comme précédemment, nous ne détaillons la preuve que pour 5 < 1. On

a
Astit = Oo(Lotithstit) = 0o(Lsrith) + 0o (Loyit — Ls5)(hstit — h)).
D’apres la proposition 4.2.12, le second terme de cette expression est majoré par
2
oo(A) (]t]ﬂL (| |>) et il reste donc a préciser le comportement du premier terme au

voisinage de 0. On écrit

0o(Lstith) =14 0o(Lstith) — 1 =1+ 06(Ls1ith) — 0o(h)
p+q
=1+400((Lsyit — Ls)h) =1+ _S;

avec

5 Z /A _5b(a,x)(e—itb(a:$) — 1)doo(x)

aEF*

= | Mj(@) (5 (=) = 1) doo(a),

A\A

1
pour j € [1,p + ¢]. D’apres la proposition 4.2.17, on a S; = o <|t\f3L (’t|>) pour
j € [p+1,p+q], tandis que pour j € [1, p]

sj=—cjh<xaj>(/A\A_e%(%'@odao(x))eisig““)ﬁ?r( BIPL () (1 o(1)

2
1 _doo(®) | isien(n sz 8 0
— (/A\Aj do(waj)?) “OF D= BPL () (1+o(1),

Le résultat suit par sommation et la constante Er est donnée par

2
doo(z)
25

dO(CC, l‘Clj)

1<j<p \Aj
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4.2. Etude des opérateurs de transfert

4.2.4 Autour de la résolvante quand g =1

Dans les démonstrations des théoremes A et B dans le cas = 1, nous nous servirons
de lopérateur @, = (Id — Ez)_l pour z € C tel que Re (z) > §. Les propriétés suivantes
tirées de [MT12] soulignent son comportement en fonction de 1’éloignement de z avec 9.
Rappelons que les quantités A, et II, ont été définies respectivement dans la proposition

4.2.19 et apres la remarque 4.2.15.

Proposition 4.2.20. Il existe ¢ > 0 et C' > 0 tels que ||Q. — (1 — \.) 'L || < C pour
z tel que |z — d|loo < € et ||Q2|| < C pour z tel que |z — 0o = €. De plus, pour t proche

de 0
1

Ersien(t)ilt] (1)

i

Qs+it = (14 o(1))Ty + O(1)

Démonstration. Soit z € C de partie réelle > 6 tel que z # § et |z — §| < €, Ol € est
choisi comme dans la proposition 4.2.14. Avec les notations introduites apres cette méme

proposition, il vient
L,=XNII,+ R, =\, + L£,(Id — II,,).

Donc
Q.=(Md—L) ' =1—-A) "I +Td— L)' (1d —11.).

La proposition 4.2.14 implique H(Id — L)' (Id - 11,)

’ < C pour un tel z. Le premier

résultat en découle. II vient également H(Id - Ez)le < C pour z suffisamment loin de 9.

Maintenant pour ¢ proche de 0, le premier point nous permet d’écrire

Qsvit = (1 — Nogir) " Hopir + O(1)
= (1= Aogit) T+ (1= Asyir) " (o — IIs) + O(1).

La régularité de 'application ¢t — Ls;; donnée dans la proposition 4.2.12 et le dévelop-
pement limité de A5 ;; donné dans (4.2.19) impliquent que le second terme est un O(1).

Finalement
Qsvit = (1= Nspir) s+ O(1)

et le résultat découle de (4.2.19). O

On obtient directement le
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Corollaire 4.2.21. La fonction t — Re (Qs4it) est intégrable en 0.

Démonstration. D’apres la proposition précédente, on décompose Re (Qs.1i¢) en

Re (Qsrit = (1= Asiar) Tl ) +Re (1= Asa) 1) Ths.

La premiére partie est bornée par une constante C' > (0. Concernant le terme
Re ((1 — Asyir) 1), on écrit

Re (1 — Asyit)

Re (1= Assir) ) = [y
- +at

Les développements limités de (4.2.19) donnent alors

o« L)
= QEFWO +o(1)).

Re ((1 - )\5+it)_l>

Pour se convaincre que cette fonction est intégrable en 0, on écrit pour tout K > 0

1
/K L (W) 4 — K L (;) B /+oo L(y) .
~ 2 - ~ 2 - 1 T 2
~K 4| (ﬁ) 0 [ (%) £ yL(y)
[ 1 ‘|+oo 1
=|= = < 400
2 (1 ’
L(y) L L (?>
car lim L(z) = 400} le corollaire en découle. O

T—>+00
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Théoreme A

Ce chapitre est consacré a I’étude de la propriété de mélange du flot géodésique (g¢),cp
sur le fibré unitaire tangent T'X/I" de la variété X/I'. La mesure mr étant infinie, on
sait que pour tous boréliens 2, B de T'X/T tels que 0 < mp (A),mr (B) < +oo, on a
mr (AN g—¢.B) — 0 lorsque t — +00; on précise ici la vitesse de convergence vers 0.

Le groupe I' étant divergent, le théoreme de Hopf-Tsuji-Sullivan nous assure que le
flot est totalement conservatif : nous n’avons donc pas besoin d’émettre des hypotheses
supplémentaires sur les ensembles 2 et B pour éviter les exemples de Hajan et Kakutani
([HK70]) pour lesquels mp (AN g_;.B) peut étre nulle.

Le but de cette section est de prouver le théoreme suivant :

Théoréme A. Soient A,B C TIX/T deur ensembles mp-mesurables de mesure finie.
Sous la famille d’hypothéses (Hg) :

e si 3 €]0,1], on a lorsque t — +00

sin(Bm) mp(A)mr(B)
nEr t=PL(t)

mr(Ql N g_t.‘B) ~

e si =1, on a lorsque t — £o0



CHAPITRE 5. THEOREME A

- tL
ou L(t) = / ﬁdx pour tout t > 1 et ou
1

x
Do
Br = LG . (5.1)
e / oo(dz)
1$5<p Ua, do(x,a:aj)%é

Introduisons la notation suivante : pour toute fonction mp-intégrable ¢, on note

mr(p) = [rix ¢dmp. L'énoncé précédent s’écrit de fagon fonctionnelle comme suit

Théoréme A. Soient A, B € L' (T'X/I',mp) NL? (T'X/T, mr). Sous la famille d’hy-
pothéses (Hg), il vient :

e si 3 €]0,1], on a lorsque t — +0o0

sin(Bm) mp(A)mp(B)

mp(A-Bogy) ~ oy tlfﬁL(t) :

e si =1, on a lorsque t — £oo

mr(A-Bogi) ~ QW.

Dans la suite de ce chapitre, pour mieux mettre en évidence les similitudes entre les
démonstrations des théoremes A, B et C, nous notons R le parameétre temporel du flot
géodésique. Pour deux fonctions A, B € L' (T'X/I",mr) NL? (T'X/T, mr), nous notons

M (R; A, B) :=mp(A- Bogg)

:/QA([JJ—vx-HS])B (gR([x_,x+,5]))dmp([x_,x+,s])

ou [x_, x4, s] représente l'orbite du triplet (z_,z4,s) sous l'action de I'. Le but de la
prochaine section est d’exprimer la quantité M (R; A, B) en terme du codage du chapitre

4 et des opérateurs de transfert associés.

5.1 Etude de la quantité M (R; A, B)

A
Dans le chapitre 4, on a vu que les espaces 20 = A? x A x R/T" et D° x R/(T}) sont

en bijection et que le flot géodésique sur €2 est conjugué au flot spécial (Pr)rer sur
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5.1. Etude de la quantité M (R; A, B)

DY x R/(TY). Si on note ¢ la bijection entre D x R/(T) et Q°, puisque mr ne charge

que Q°, on peut écrire

M (R; A, B) = / A([[r—, 24, 8])) B (¢r([[z-, 2+, 8]])) dnr ([, 2+, 5]])
DOXR/(Ty)

ou [[x_, x4, s]] représente l'orbite de (x_, x4, s) sous I'action de (Ty), ot l'on a identifié A
(respectivement B) avec Ao ¢ (resp. Boc) et olt n, est la projection sur D° x R/(T|) de
la mesure v ® dt (voir sous-section 4.1.4). La stratégie que 1'on va suivre ici est inspirée de
[GHS8]. Identifions 'espace D° x R/(T}) avec un domaine fondamental S C D° x R pour
Paction de (Ty) et notons (¢g) g le flot sur S. Par densité dans L'(S, 7®@ds) NL2(S, 7®ds)
de 'espace vectoriel engendré par les fonctions de la forme u ® ¢ avec w lipschitzienne
sur DO et  continue a support compact sur R, on peut supposer que A = u ® @ et
B =v® 1, avec u, v, @,y des fonctions satisfaisant les régularités données ci-dessus et
vérifiant supp(u ® @) C S et supp(v ® 1) C S. De la définition de Ty et du fait que S
est un domaine fondamental on déduit que pour tous (y,z,s) € S et R € R, il existe un
unique entier k =k (R,z_,x4,s) € Z tel que T[k(:c_, 4,8+ R) € S, si bien que, pour
tous (y,z,s) € Set Re R

v 1/’ (Q;R(x—’x-ﬁ-’ 5)) = Z v %Z)(Trk-(fb“—,ﬂbm s+ R))

kEZ

On écrit alors M(R;u ® p,v @) = MT(R;u® p,v @)+ M~ (R;u ® ¢, v ® 1) ou

M (R;u®p,v @ 1)

=3 [ g U AN O VT s+ RS )

et

M~ (R;u®p,v Q1))

= 1%21 /DOX]R w(a_, 2)p(s)v @ Y(T " (v-, 24, s + R))dv(z_, 21 )ds.

La premiere étape consiste & montrer le lemme suivant :
Lemme 5.1.1.
1) R¥PL(R)M~(R;u @ @,v @1) = 0 pour R assez grand ;
2) R=PLR)M*(R;u® p,v®1) =0 pour —R assez grand.
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Démonstration.

1) Par T(-invariance de v ® ds, on écrit

M7 (R;u® ¢,v Q1)

- Z/ U®QO(T[ (x_,$+, ))U®1/}(.7}‘_,11}+,S+R)d1/(x_,.’[‘+)d
g1/ DOxR

Le codage des points de A (resp. des couples (z,y) € D) par des suites indexées
sur N\ {0} (resp. Z) va étre primordial dans la suite de I’argument. Il va nous
permettre d’identifier le triplet (x_, x4, s) avec une suite bi-infinie (v, ),,c7. Par un
argument de densité classique en dynamique symbolique, il suffit de prouver que
R'YWL(R)YM~(R;u ® ¢,v®1) = 0 pour des fonctions u et v dépendant seulement
des coordonnées (ay,)n>—q pour ¢ > 0. Fixons donc un tel ¢ > 0; sans perdre en

généralité, grace a la T\-invariance de v ® ds, on peut supposer ¢ = 0. Il vient alors

M~ (R;u® ¢,v®1)

= ’;/DOX]R“(@@(T (p(z—,z4), ))v®¢(p(337,z+),8—|—R)d17(1:,,m+)ds

ol p: D — A désigne la projection sur la seconde coordonnée. Il vient

M (Ru® @, v Q1) = Z/ u®gp(Tkx s — Sil(z )) v(x)Y(s + R)dr(z)ds.

k>1

Rappelons que opérateur P, adjoint de la transformation (z, s) — (T.z, s — [(x))
relativement a la mesure v ® ds, est défini au lemme 4.2.3 et est donné par : pour
tousz € Aett € R

r+q

P(v®@)(z,t) ZnAc > ’éb(a’z)Mw(t—kb(a,x)).
=t h(z)

Notons Ry = max supp ¥ + C' — minsupp ¢ + 1. Par compacité du support de 1, il
vient

PP (v @) (z,s+R) =0

pour R > Ry. Ainsi, dés que R > Ry, on a

M (R;u® @,v® 1) Z/ u® ¢ (z,s) P* (v @) (z,s + R)dv(zx)ds
k>1
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5.1. Etude de la quantité M (R; A, B)

=0,
d’ott R*™PL(R)M~(R;u ® ¢,v ® 1) = 0, ce qui achéve la démonstration du 1).
2) Le résultat suit des arguments précédents, en remarquant que

= Z/DO RU(@“—,M)@(H |R|)v @ (TF.(x—, 24, 8))di(z_, 24 )ds
k=0 %

=S [ Pruw @) aes + IR @ e, )i, 2)ds,
k>0 DOXR

Autrement dit, nous avons

e quand R — 400

M(Ryu® p,v®@9) =MT(R;u® @,v® 1)

_ pk — R xz,s)dv(x)ds ;
_l;/AXRP (u®p)(z,5s — R)v @1 (z,s)dv(z)ds ;

e quand R — —o0

M(Ryu® p,v @) =M (Rju® p,v Q1)

= %:1 /AxR u® ¢ (x,5) P* (v @) (2,5 + R)dv(z)ds.

Il ressort des égalités précédentes que dans les deux cas R — +oco et R — —o0, la
recherche d’un équivalent pour la quantité M(R;u ® ¢,v ® 1)) repose sur les mémes
arguments (quitte a échanger les roles des fonctions u, ¢ avec ceux des fonctions v, ) ;
nous nous contentons donc par la suite de démontrer le théoréme dans le cas ou R — +o0.
Nous supposons R > Ry pour assurer M(R;u® p,v®1) = MT(R;u® p,v®1), et nous
omettrons dorénavant le signe + pour alléger les notations. Dans la section suivante,

nous nous concentrons sur le cas 5 €]0, 1].
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5.2 Théoréme A pour § €]0,1]
Nous avons

M(Riu®@,v@1¢) =Y Mp(Ru® @,v Q1)
k=0

ou

My(Rsu®e,vev)= | PP (u® ) (z,s — Rv @1 (z,5)dv(z)ds

pour tout k > 1. Nous suivons & présent la démonstration du théoréme 1.4 dans [Goull]
pour faire apparaitre I’équivalent annoncé au début du chapitre. Nous considérons une
suite (ay)g>1 satisfaisant kL(ay) = af ol L est la fonction & variations lentes donnée dans

les hypotheses (Hg). Nous admettons pour le moment les deux propositions suivantes.

Proposition A.1. Soient u,v : A — R deux fonctions lipschitziennes et o,
R — R deux fonctions continues a support compact. Alors, uniformément en K > 2 et

R € [0, Kag], nous avons lorsque k — +00

1 R
M (R;u® @, v @ 1)) = erar (‘I’ﬂ (erak) nt(u® p)nr (v Y) +01~c(1)> ,

1
ou Vg est la densité de la loi stable asymétrique de paramétre B et ep = Elf.

Proposition A.2. Soient u,v : A — R deux fonctions lipschitziennes et o, : R —
R deux fonctions continues a support compact. Quand R > ay, il existe une constante
C > 0 ne dépendant que du support de ¢ telle que

L(R)
[Mi(Rsu® 9,0 @9)] < Chpig @ @l [lv e ¥l -

Nous démontrerons ces deux propositions dans les sous-sections 5.2.2 et 5.2.3 de ce

chapitre. Dans un premier temps, expliquons comment le théoreme A en découle.

5.2.1 Equivalent pour M(R;u® ¢,v ® 1)
La proposition A.1 nous permet d’écrire
M(Ru®p,v®@1) = MY R;u® @, v @) + M?(R;u® o, v @) + M3(R;u® @,v @)
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5.2. Théoréme A pour 3 €]0,1]

ou

MY R;u® p,v® 1)) = n1,(u® @)n, (v ® Y) Z ! \115( R ),

k | R<Kay L0k erak
or(1
M Riu®po@¢p) = > dO}
k | R<Kaj, T
et M3(Ryu® o, v @) := Z Mp(R;u® ¢, v @ ).
k| R2Kay

a) Contribution de M'(R;u ® ,v ® v). Suivant [Goull], on introduit la mesure

ur= Y. Dr sur R de telle maniére que
0<%<K @

£ () (e o

k| ReKay T
Identifions dans un premier temps la limite faible sur |0, K| de la suite de mesures

(RfﬂL(R)uR)R. Pour tout [z, y] C]0, K], on a

pnlle )= Y 1= L

R R R
k | $<q<y k | ggakgg

Rappelons maintenant quelques propriétés de la fonction A(t) = % et de son
inverse généralisée A* données dans le chapitre 3. Vu la définition de A, il vient
A(ayn) = n. L’inverse généralisée A* est une fonction & variations réguliéres d’indice

% satisfaisant a,, = A*(n).

Lemme 5.2.1. Dés que R est assez grand, on a

pra(®erea(t-g)cfuitcast)

Yy €z Yy €z

et {k:\RgakgR}c{MA(R)gkgA(R)}.
Yy x Yy x

Démonstration. De la croissance de linverse généralisée A* et des inégalités
A*(A(t)) =t et A*(A(t — 1)) <t pour tout ¢ > 1 (voir [Thol3]), on déduit

- A (%) < k implique % < A*(k);
<

k<A (% - 1) implique A*(k) <

qe
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La premiere inclusion découle alors du fait que A*(k) = ay. La seconde inclusion

est une conséquence de la croissance de la fonction A. O

On déduit de ce lemme ’encadrement suivant

Y 1<l < L
A(%)shea(E-1) A(%)kea(®)

qui s’écrit encore

A(f—l) —A(f) < pr([z,y)) <A(f> —A(];) ;

il vient alors

et finalement y
R L(R)pn(le.y) ~ [ Bz, (5.3)

Nous cherchons a présent a contrdler la quantité

s ()

era era
k\R<ak5Fk Ik

pour € > 0 assez petit. Dans cette optique, fixons n > 0. Pour tout R > 1 et tout

e > 0, il vient

1
<RPL(R) > —. (5.4)
k ‘ R<6(lk ak

RYPL(R) > ! \Ifﬁ( R)

era era
k| R<eay LK Ik

Soit maintenant N = N (g, R) le premier entier k tel que R < gay, : N croit avec R.

Le lemme de Karamata implique alors




5.2. Théoréme A pour 3 €]0,1]

1 ;

De I'égalité af, = NL(ay), on déduit que 2= = Pt ou
—B
~ N 3 L(R) R an)\ 2
=R Y < 1 <P ( ) .
R (R) an S € Llan) S e P max v R , (5.5)

ou la derniere inégalité est une conséquence du lemme de Potter 3.2.4 avec B = 1,
p= #, x = R et y = ay. De 'hypothese sur N, il vient % <eeteany_1 < R;

d’ou

a anN_1 a 1 a 1
aN _ GN-1 OGN <- N <=
R R an_1 ean_1 ~ €

pour N suffisamment grand. Finalement, cette derniere estimation combinée avec

(5.5) donne

N _
RYPL(R) - < 2.
an

D’apres (5.4), on déduit P'existence de e, > 0 tel que pour tout € < &, on ait

<. (5.6)

RYPL(R) > 1\115( R)

era era
k|R<ak€Fk %k

Finalement, pour tout > 0, il existe un €, > 0 tel que pour tout R suffisamment

grand, les propriétés (5.2), (5.3) et (5.6) impliquent

RYPL(R) Y 1 \Ifﬁ( R)
k| ReKay Tk erak

—otn + &1 [ 2wy () duate)

~0(n) + (5 [ () dz> (1 +0(1))

er Je, er

oi lim o(1) = 0. De I'intégrabilité de la fonction z — 2~ #Wg(z) sur [0, +oo[
R— 400

donnée dans [Zol86], on déduit que, quitte a diminuer e, > 0, il vient

€
/ ! zfﬁ\llg <Z> dz
0 er

d’otu finalement, quand R — +0o0

R"“PLR) > ! \I/ﬁ< I >~6/0Kz—5x115 (Z) dz. (5.7)

era era (&
k| ReKay CT ok r

<N
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Il découle alors immédiatement de la définition de M (R;u ® p,v ® ¢) et de (5.7)
que, lorsque R — +o00

K

prr (u® %):T[(” ®Y) /0;2;_”6\1//3(2)(12' (5.8)

RYPLIRYMYR;u® p,v @ 1h) ~

avec br = 6?.
Contribution de M?(R;u ® p,v ® ). Soit N = N(K, R) le premier entier tel que
Kay > R : N(R) croit avec R. Soit € > 0; pour R suffisamment grand et tout

k> N, on a |ox(1)] < . Le lemme de Karamata implique alors

En suivant les mémes étapes que dans le a) pour les termes négligeables de

M (R;u ® @,v®1)), on déduit de % = ‘117%13(‘1) que
n N

N
RYPL(R)— < K'7#
( )aN L(an)

et le lemme de Potter avec B=p=1¢et 2 = R et y = ay fournit R*PL(R) X <

an
K28 si bien que quand R — +o00

RYPL(R)M? (R;u® o, v @) = o (1). (5.9)

Contribution de M3(R;u ® @,v ® ). On écrit

MARuwpvev)< Y IM(Rucp0ad).
k| R=Kay

D’apres la proposition A.2, il vient

L(R
M Ru® 0,0 09) < gl vl Oy Y

et de la définition de la fonction A, on déduit
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si bien que

L(R) R?* 1
ME(Ru® 0@ 9)| < |lue ¢l H”(591“|<>OCF:S”g KwL(R)T
K

Le lemme de Potter (3.2.4) implique % <K 5 pour R suffisamment grand et

I’on en conclut que

RILR)MP(Riu® 9,00 4) < O llu® ¢l |lv @ vl K7 (5.10)

En combinant (5.8), (5.9) et (5.10), il vient

R'Y"PLIR)M(R;u® o0 @)

_ B, (u @ p)nr (v @ )
= r

+ox (1) + O(K™P),

/ngfﬁ\lllg(z)dz(l +0(1))

ou lim o(l)=0et lim og(1)=0 pour K fixé. En choisissant K assez grand, puis
R—+o00 R—+o00

en faisant tendre R vers l'infini, on obtient

Rl_’BL(R)M(R;U® 0,0 @ ) ~ BnT[(U® SO)TLT[(U ®'¢) /Jrooz_ﬁq]ﬁ(z)dz‘
0

Er

De [Z0l186], on déduit

/+Oozf8111ﬁ(z)dz _ Sin(ﬁﬂ') :
0

B
d’apres la section 1, on a également nr (u ® ¢) = mr(u® ¢) et ny,(v®Y) = mp(v 1),
e
et cette derniere remarque acheve la démonstration du théoréeme A avec C' = mE(BF)
I
5.2.2 Démonstration de la proposition A.1
Le but de cette partie est de démontrer le théoréme limite local suivant
Proposition A.1. Soient u,v : A — R deuz fonctions lipschitziennes et p,

R — R deux fonctions continues a support compact. Alors, uniformément en K > 2 et
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R € [0, Kag], nous avons lorsque k — +00

1 R
Mp(Ryu® p,v @) = eran (‘I’ﬁ (6rak

) nt (u® @)nT, (v 1p) + 0k<1)> )

1
ot Wy est la densité de la loi stable asymétrique de paramétre B et er = Ef?.

Dans cette démonstration, nous fixons R > 0 et considérons les entiers k tels que

Kap > R, ou K > 2 est fixé. On rappelle d’abord que pour un tel k

Mi(R;u® p,v ® 1) :/AXRPk (u® @) (z,s — R)v @ (z,s)v(dr)ds.

Il nous faut montrer que la suite de mesures

(akMk(R; UR v RY) — i\IJ[g ( r ) (I/(u) /R (:U)d:c) nr (v ® w)>k|Kak>R,

er eray

converge faiblement vers 0 lorsque & — 400 et ce uniformément en K et R. En utilisant
un argument di & Stone ([BP00] p.106), il est suffisant de vérifier que ap My (R; u®p, v®1)

est fini et que

MR s o0 9) = Wy (), (0 © Wr(E(0) — 0

erag

pour toute fonction ¢ : R — R qui admet une transformée de Fourier C* a support

compact. Plus précisément, introduisons la

Définition 5.2.2. Soit J la classe de fonctions test ¢ de la forme @(x) = e py(z) ou
t € R et pg appartient a l’ensemble des fonctions positives de R dans R, intégrables et

dont la transformée de Fourier est C*° et a support compact.

On montre d’abord que la quantité a; My (R;u ® ¢, v ® 1)) est finie pour tout ¢ € .
D’apres la formule d’inversion de Fourier et la définition de P*¥ donnée dans le lemme
4.2.3, on écrit

~ h(~.
Pk(u ® (70)(1-7 S — R) = Z 1, (x)e_éb(%x)wgo(s — R+ b(,% I‘))
vy h(z)

1 it(R—s) ( pk ~
=5 /R ¢ (£ uh) ()@ (t)dt.

Puisque h est une fonction propre strictement positive de 'opérateur Ls pour la valeur
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propre 1, la quantité précédente est bornée par ||uh||||@||1 & une constante multiplicative
prés. La fonction v ® 1) étant intégrable sur A x R, le terme My (R;u ® @, v ® 1)) est fini
lorsque ¢ € 2.

La proposition A.1 est alors une conséquence du lemme suivant et du théoréme de

convergence dominée

Lemme 5.2.3. Quand k — +o0

ay

s [ (Ehun) (@)@0 — 0 (=) w)E(0) — 0,

uniformément en x € A, s € supp v, R et K.

Démonstration. Fixons € > 0 selon la proposition 4.2.14. D’apres la formule d’inversion
de Fourier pour Wy et la définition de la fonction caractéristique gg de la loi stable de

parametre 3, on peut écrire

ay it(R—s) ( pk ~ 1 (R) Sy
Qﬂh(m)/Re (£6+zt“h) (z)p(t)dt equﬁ eran v(u)p(0) = Ki(k) + Ka(k)
ol
a it(R—s ~
Kalh) = s [ () ()ptonat
et
__ % it(R—s) (pk - _1/ it -
Kolk) =g | 07 (Chiun) @)@ — o [ gs(ertivip0)ar

1 gag itRiS k —~ t
1 : L uh )
27Th($) /—Ea;C c ' (£6+Z‘Itflcu > (CU)SD (ak)
L / 3k gi(ert)v(u)3(0)dt

o Ju gpgléer ® .

Puisqu’il existe p €]0, 1[ pour lequel ||Ls4it|| < p pour tout t € (supp @) N (R [—¢,¢]),
on a |K1(k)| = agp®, quantité qui tend vers 0 uniformément en z, s, R et K lorsque
k — +oo.

Contrélons a présent le terme Ky (k). En utilisant la décomposition spectrale de
Eéﬂ-i, on écrit pour tout t € [—eay, cay]

ﬁlgﬂ'i(“h) = A§+iiné+iﬁ(uh) + ngﬂi(“h)

ot Rs, ; + aunrayon spectral < p. < 1. La quantité K2(k) se décompose en Ly (k) + Lz (k)
ag
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ou
eay

B0 = gy Lo € R @z () at

et

Lo(k) == /mk i AR T, e (uh)( )A<t> dt
2 _27Th( ) 7€ak O+i L 6+Zé u X ()0 ak
1

T or 6 3k ga(ert)u (u)@(0)dt.

On a |L1(k)| < agp’ : cette quantité tend donc vers 0 uniformément en z, s, R et K
lorsque k — 400. On décompose Lo(k) en Mi(k) + Ma(k) ou

M1<k>:%;(x> [ (M (b)) - suh)(2) ) & (- ) a

—E(Zk ak

et

Maf) =g [ N Do) )2 () at

217r / € "k%(ert) v(u)@(0)dt.

Rappelons que la fonction caractéristique gg d’une loi stable de parametre (3 (voir chapitre
3) est donnée par gg(t) = exp (—F(l — B)eisien(t |t|f8) On peut remarquer que pour
tout t € R, on a |gg(t)| < e~ (1=BILA=-B)It . cette fonction est donc intégrable sur R. De
plus, la proposition 4.2.19 implique que pour ¢ proche de 0, la valeur propre dominante
As+it satisfait

. B
Nosis = eir(liﬁ)ezslgn(t)T|ept‘5L(%)(1+o( ).

La régularité de l'application ¢ — Ils,;; implique que 'intégrande de M; tend vers

0 uniformément en x, s € supp v, R et K ; il nous suffit donc de la majorer par une

u < L< >
||

fonction intégrable. De la proposition 4.2.12, on déduit

syt (uh)(z) — Ts(uh)(x)

L) (1
< max 477|ﬂ
L(ax) g

pour tout k assez large et uniformément en ¢t € [—eay, ax] de part le choix de £ énoncé

< HH“% — I

avec
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dans la remarque 4.2.15. Donc

B
My (b))~ o)) < ng)

De méme, les inégalités

v ~(1=B)T(1=B)ert|? 45 L(an) “ZELL (140(1)
k

5+z Se

et

@

L(i4)

min (1) < s
B

combinées avec le fait que a) = kL(aj) nous donnent

) 38
k e~ 1(1=ATA-Blertl g |1 < 1
A

e

S

8
A=AA=A)lert? g [ > 1

A une constante multiplicative pres, I'intégrande de M, est donc majorée pour k assez
grand par
‘t‘ze 1(1-A)r- Blert ¥ s1 It <1

i(t) =

|t\ P e~ T(1-B)T(1— B)lert|? sift) > 1
La quantité Ms(k) se décompose quant a elle en Ny (k) + No(k) + N3(k) ou

v(w)

it ~
Nik) = /[ ] e gg(ert) 3(0)dt,
cay,eay

27
o L Hotert (500-2 ()
No(k) = —= % t 0)—@p(— ) |dt
2k) =5 [, ¢ roslert) (P00 =2
[ (i) ()
t N3(k) = — @ ak \ t — | dt.
et Na(k) 2m —aake ' - Otig- —gslert) | & ak

Le terme Ni(k) tend vers 0 uniformément en x, s, R et K. Il en est de méme pour Na(k)

en appliquant I'inégalité des accroissements finis & @ sur [—¢, £]. Enfin, pour N3(k), inté-

grande tend vers 0 uniformément en s € supp v et 'on majore e Mg )\k T gs(ert)

par une fonction intégrable sur R, & savoir e~ 1(1=AT (1~ Ok +|gg(ert)| pour [t| < 1 et
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B
e~ i(1=AT(A=B)lert|2 |gs(ert)| lorsque [t| > 1. Cette derniére estimée conclut la preuve

du lemme. 0

5.2.3 Démonstration de la proposition A.2

Dans cette partie, on va donner un controle des termes My, non-influents dans la conver-

gence du théoreme A. Rappelons encore une fois la définition de la quantité M, :

Mi(R;u® 0,0 ® 1) :/AXRPk (u® @) (z,s — R)v @ (z,s)v(dr)ds,

ott I'opérateur P est défini dans le lemme 4.2.3. Pour démontrer la proposition A.2., il

nous suffit de vérifier que 'on a

_ L(R)
P e ) (.5 — B)| < CRED jlu g g

uniformément en x € A et s € supp . Il vient

P e ) (@5 =B <5 3 g @07 [wh)(.2)p(s = R+ by, 2))
vel (k)

-5
2ol Xl (2)e 0
€l (k)
M
b(v,x) ~ R—s

ot la notation a ~ b signifie que |a — b| < M : en d’autres termes, lorsque R tend vers
+00, les seules transformations v jouant un role ci-dessus sont celles qui rendent b(vy, x)

de l'ordre de R — s (au support compact de ¢ pres). Il suffit donc de montrer

L(R)

Z Tac (m)e‘éb(7’$)<CkR1+5

(5.11)

ou C' dépend seulement du support de ¢. La démonstration suit les étapes de celle du
théoréme 1.6 dans [Goull]. Puisque R > Kayg, on écrit R = way, pour un certain w > 1
et on introduit la troncature ¢ suivante : { = w?” % € {%’“, %}, pour p € (0,1) proche
de 1. Une estimation plus précise de p sera nécessaire au cours de la démonstration.
L’introduction de ¢ va nous permettre d’utiliser I’écart entre R et a; pour partitionner
I’ensemble

J=A{(a1,...,ar) | a1...a admissible, b(y,x) MR- s} (5.12)
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en J = J1 UJ2UJ3UJs ou

J1 =A{(a1,...,a) € J| Ir, d(o,,.0) > g} :

J2 = {(aa,..,a0) € J | V5, d(0,05.0) < g . Ir < t, d(o,,.0),d(0,r.0) = C} ;
Js = {(a1,..,a) € T | V5, d(0,0;.0) < % ; Alr, d(o, ar.0) = (};

34 = {(ar, s ap) € T |V, d(0,a;.0) < C}.

On va montrer qu’il existe C' > 0 telle que pour i € {1,2,3,4}

L(R)
R1+5

Y= Z Tpc ( ) —0b(v,2) < Ck

en utilisant les deux lemmes suivants :

Lemme 5.2.4. [l existe une constante C' > 0 telle que pour tout k > 1 et tout x € A

Z ]lAzc(y) (z)e07) L .
v€el'(k)

Démonstration. On a

> ﬂA,m )0 <3 e (@)e 0D n(y.2) < L5h(w) < [l
vel'(k 'yel" (k)

Lemme 5.2.5. Soit A > 0. Il existe une constante Ca > 0 telle que, pour tout k > 1
pour tout x € A et tout ¢ € [%, o]

_ e ¢
Z ]lAlc (x)e 8b(y,z) < CAi.
Y=a1...0
R—ALb(v,2)<R+A
Vi, d(o,a;.0)<C
Démonstration. Soit f : R — R une fonction strictement positive et dont la transformée

de Fourier est a support compact ; notons que

S g 00

1)
y=aj...ap
R—ALb(v,z)SR+A
Vi, d(o,a;.0)<(¢
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<

S da (@)eCe D f(R by, ).
min f o 1) ’

A Y=a1...0

[—A,A] R—A<Lb(y,z)<R+A

Vi, d(o,a;.0)<¢

La condition R — A < b(,z) < R+ A impose alors que la derniére somme apparaissant

est majorée par

~l>

S g (@) OO f(R by ).

Y=ag...a
R—ALb(v,z)SR+A
Vi, d(o,a;.0)<¢

A
Le parameétre ¢ étant grand dans ce lemme, le terme e¢ est proche de 1. D’apres la

formule d’inversion de Fourier, on obtient finalement

> g, @e 0

1)
Y=aj...a
R—ALb(v,z)SR+A
Vi, d(o,a;.0)<(¢

R

e < [ ar( pk
<< e (55_2 +it,C]lA) () F(t)dt
R

ol 'opérateur Eé—%—i—it,( est défini par : pour tout ¢ € Lip (A)

—(6—2+it)b(a,
E(S—%Jrz‘mépz Z ]lAf(a)e (= it)ite )4/3(04-')-
e

o~

R L itR [ pk c
Il nous reste donc a montrer que I'intégrale /ez <[’5—é+it,§]1A> (z)f(t)dt est < e
R

Décomposons-la en I1 + I, avec

I = / eith <£§_é+it,g1A> (x)f(t) dt

[_575]6
et
€
ir { k "
Bom [ (ks ) @F @)t
—&
ol ¢ est choisi comme dans la proposition 4.2.14. Remarquons tout d’abord que 'opérateur

Ls_ Lyitg est une perturbation continue de Lsi; pour tout ¢ € R. En effet, on peut
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déduire des hypotheses (P) et (N) que

! x

ﬁa—%ﬂtg — Lsyit wd—%—i—it(aa ) — wsit(a, )H + Z ||wspie(cr, -]

acA acA
d(o,a.0)<(¢ d(o,a.0)>¢
: Lp(a, L(¢)
< . o (E+it)b(a) ( () )H =z
= Z H]lAz(a)e € D[+¢ <
acA
d(o,a.0)<¢

Des inégalités

H]lAlc(a)e—(5+it)b(oz,-)H < e—bd(0a0) o ‘

. 1 1
e%b(a,) _ 1H j Z (1 + d(0,0é.O)) eéd(o,a.o)

satisfaites pour tout a € A, il vient

Hﬁa—gm,g — Lstit
a
Le lemme de Potter implique alors que pour k assez grand et ¢ > Ek

: < Ca " Liay) < % (5.13)

Hﬁg_lﬂt,c — Lyt

En combinant le fait que p(§ + it) < 1 pour |t| € supp f \ [~¢,&] et (5.13), on déduit
I'existence de p €]0, 1] tel que

. C .
<0 [ ey |foa< s [artfoa

[t|>e |t|>e

Puisque la suite (akpk) converge vers 0, on obtient la borne désirée pour I;. En outre,
d’apres la proposition 4.2.14 et 1’estimation (5.13), pour k suffisamment grand (et donc
¢ assez grand) et ¢ assez proche de 0, 'opérateur L;_ Liitg possede une unique valeur

propre >\t7 1 proche de 1, dominante et isolée dans le spectre de Lj_ Lyitc En particulier

= Pour estimer I, il suffit de montrer que

P‘t,% — Astit| <

<l (5.14)
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On écrit J = J1 + Jo ou

<}
_ k
J1 = / H‘Cé—é-i-it,c ‘dt
4
ok
et
_ k
Jo = / H‘C’E—é—‘rit,( ‘dt=
[~eel\[- 5, 2]

ou la constante Cy > 0 sera choisie ultérieurement. Concernant Ji, puisque [Asiq| < 1, il

C
vient |)\t7%] <1+ 0 d’ou E’g < C. La contribution de J; est alors bornée par

1, -

Tt
1

ag

pour C7 > 0.

C
De la proposition 4.2.19, on déduit qu'il existe ¢ > 0 telle que pour |t| € [—,¢], on a

~1
ag

C 1 C
Mol < sai] + = <1—ct)PL (=) + =,
Ml < Mol + 5 < 1= (77) + 5

avec, lorsque k — +o0

I s _ P 1
— NakﬁL(ak) ngakﬁL (ak) < | ’BL(>.
k C1 o ||

Dong, pour Cy suffisamment grand, on a

1
hal <=L (o)
< |t]
ol ¢ > 0. Dou
I3 1 k} £
Jo < C (1 — Clt’BL (t)) dt < C/eikC,tBL(%)dt_

S
ak

5l
2|Q

Posons u = tay ; le choix du € donné dans la remarque 4.2.15 nous permet d’utiliser le

L(%k B
lemme de Potter et de majorer L((a”k)) par utZ, selon les valeurs de u. Il vient

3 Eag

/e—kc/tﬁL(%) qr -t / e—helul?la| P L) g,

ag
51 Ch

Ak
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Eag 8
+5 _
<L [ ket T P Lhan) g,

ag
C1

Puisque ag = kL(ag), on obtient finalement

C B C [ _. ptE
J2<—/e cu du < — cu *du,
ag ay
Cl C’1
ce qui acheéve la démonstration du lemme 5.2.5. O

Revenons a présent a la démonstration de la proposition A.2. Pour tout
j €[1,p+4], on fixe y; € A\ Aj et on note I'(k,j) I’ensemble des trans-
formations v € I' de longueur symbolique |v| = k et telle que l’indice I(~)

soit égal a j. Introduisons les notations suivantes :
1. pour toust>0et A >0

A(t,A):={yeT |t—A <d(o,y.0) <t+A};

2. pour tous I € N*, ¢,e € R**

p+q

Q(l,c,e) Z Z e~ 90(7:y5)

J=1~er(l,5)
YEA(c,e)

3. un ensemble Q,(j1, jo2, j3) C I' défini pour tout r € [1, k] et tous ji, jo, js € [1,p+¢],
J1 # J2 et jo2 # js par

— Q1(j1, 2, 3) = A{ar..ay | oq €T, ap €T3}
— Qo (j1,j2,J3) = {oa.op | oy €050 €15, 0 €TLY, 2<r <k —1;
— O.(j1, 2, J3) = {ar.ap | ap_1 €T, ap €T, }

4. siy = ai...aq, € I'(k), k > 1, on note v = ¥**! = Id et pour tout j € [1,k], on

note y; = a1...a; et Vo= Qe Q.
Controle de ¥p. Par définition de Ji, si v = aj...ap avec (aq,...,ax) € J1, il existe
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r € [1,k] tel que d(o, a;.0) > %. La propriété de cocycle de b(7y, x) impose

k
- _17x) , —0b(ary ) —5b(y" T x)
Z — ]]_ e 6b(7r 1,7Y m)e Y e Y B
1 Z Z Azc(n,)( )
r=1 y=aq1...0k
M
b(y,z)~R—s
d(o,ar.o)2§

k
= ]l c
2 2 ZA e
r=1 j1,52,33  v€Q(j1,j2,53)
J1#J2,J27#73 M
b(v.2)~ R—s

(m)e%b(vr—l,7%)6*56(%7”1%)e*5b(vr+1,x).

La proposition 4.2.4 implique qu’il existe D = D(X,I") > 0 tel que

1b(yr—1,7"w) = b(Vr—1,y5,)| < D
|b(ar,’y’"+1.m) — b(ay,yj,)| <D
b(y" 1, @) — b(y" L, ys)| < D

pour tout r € [[]-ak;]]? tous jl7j2?j3 S [[1’p+ Q]]7 jl 7& j2 et j2 75 j3 et Y S Qr(jl,j%j?))

Alors

k
¥ = 1Y
DD P V=
r=1  ji1,j2,93  vEQ-(j1,52.J3)
J1#752.J2#73 M
b(v,z)~R—s

(2)e000r—1.951) e 0b(ar yiy) o —0b(Y" Hyjs)

En combinant Iestimée b(y, =) MR- savecla propriété de cocycle de b(7y, x), il vient

b(vr—1,7".x) + b(ay, ’yTH.a:) + b('yTJrl, x) Mp_ s,

d’ou
M+3D
~ R-—s.

b(Yr—1,Yj1) + b, yj,) + b('VH_l’ Yis)
D’apres le corollaire 4.1.6, la condition d(o, a;.0) > % implique

R

b(ar, yj,) = 5 C.

Donc b(yr—1,yj,) +b(v" 1, y55) < & —s+ M +3D+C. Notons A = M +3D + C. Soient
m,n € N* tels que b(v,—1,y;,) € [(m—1)A, (m+1)A] et b(v" L, y;,) € [(n—1)A, (n+1)A]
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pour m < N et n < N —m, ou

B _s+A
N = lQ QSA+ ]—i—l-

En utilisant les notations précédentes, on peut majorer ; par

k
Z Z (Q(r — 1,mA,2A + 2C)

r=1m+n<N

Q(L,R—s—(m+n)A,3A +2C)Q(k — r,nA,2A +2C)).

Pour 0 < n,m < N tels que n + m < N, le corollaire 4.1.6 entraine

p+q

QLLR—s—(m+n)A3A+2C)=>" 3 L GES)
J2=1 a€l},
a€A(R—s—(m+n)A,3A+2C)
=< Z eféd(o,a.o).
lal=1

a€A(R—s—(m+n)A,3A42C)

En combinant '’hypothese (S) de la famille (Hg) et le lemme de Potter, on obtient

Q(L,R—s—(m+n)A,3A+2C) < sup Z ¢—0d(0,a.0)

25-s  |al=1
a€A(t,3042C)
L(t)
<C sup —=
t>§fst1+/8
L(R)
S OR1+,3

ou C dépend seulement du support de . On peut donc majorer %El a une constante

multiplicative prés par

r=1 \Jj1=1y€l(r-1) j3=1~yel(k—r)

ko [rte ptq
Z ( Z Z ]lAlC(ﬁ) (yjl )e_éb(M’yjl )) ( Z Z ]lAlC(w) (ng)e_éb(w,yﬁ))

et le lemme 5.2.4 implique ¥ < kR~'"PL(R).

Controle de Yg. Si v = a...a avec (aq, ..., ax) € Jo, il existe r < ¢ dans [1, k] tels que

d(o, a;.0),d(0, @;.0) > (. On décompose 9 selon les valeurs de r et ¢ comme pour X,
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ce qui nous conduit & majorer Yo par la quantité

> > (Q(T—LmA,?A-l-QC)Q(l,R—C—s—(m+n+l)A,3A+QC)

r<t m+n+I<N

p+q
Qr—t—1,nA2A+20) | Y > e %w) | Q(k —t,1A,2A + 20)),
j=1 aGF;
d(o,a.0)=¢
—2(¢ — A
ot A=M—+5D+2C et N = {R CQAH + 1. 11 vient
p+q
QLR—(—s—(m+n+1)A3A+20)=> > e~ 00(aip)
Jo=1 aEF;Z
acA(R—(—s—(m+n+1)A,3A42C)
L(¢)

ou C dépend seulement du support de . Les hypotheses (P) et (N) sur les groupes

(I';); combinées avec le corollaire 4.1.6 impliquent

p+q

D3 e—éb(a,yj)ch(g)‘

j=1 aGF;f
d(0,a.0)>¢

On majore ensuite la quantité

> Q(r—1,mA2A +20)Q(r — t — 1,nA,2A 4+ 2C)Q(k — t,1A,2A + 2C)
m4n+I<N

par < C3 en utilisant le lemme 5.2.4; aprés sommation sur r < ¢, on obtient
£ X KL)%

B
a 2 R

k. —C = wP et — = 2w' P, on peut réécrire la derniére inégalité de la
L(ak) ag C

manieére suivante

Puisque k£ ~

5, < p O L(©) R

My @ oaImy B
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D’apres le lemme de Potter, pour € > 0, on a

N

w° et

L(ay) ~ L(R)

Donc
Sy < k- w BPTe (-4 =Bl (R).

SiBp > (1 —-p)(B+1) (“3 p= 114—:25

en choisissant € assez petit. Voila donc une premiére précision sur p. Au final ¥ <
ER™'PL(R).

Controle de ¥3. Si v = ... avec (aq, ..., ) € Js, il existe un unique r dans [1, k] tel

), I’exposant de w peut étre rendu négatif

que d(o, a,..0) > (. Nous traitons séparément les cas ou w < k et w > k. Lorsque w < k,

0nasoitr<gour>k—|—1—§,soi‘cr€{%,k—f—l—ﬂ,

a) Siré%our}k—i—l—g,onmajore

Z ]lAf( )(a?)ef‘sb(%‘l"YT'“)e*‘Sb(O‘T"YTH'I)e*‘Sb('VH’x) (5.15)
y=aj...a 7

M
b(7,2) % R—s
d(o,ar.0)=¢

par

> (Qr—1,mA,2A +20)Q(1,R — s — (m +n)A,3A + 20)

m+n<N

Q(k —r,nA2A 4+ 2C)),

ot A = M+3D+C et N = {%ﬁ} + 1. Comme pour X;, on majore
Q(1,R—s— (m+n)A,3A +2C) par C{717PL(C) et le lemme 5.2.4 nous permet

de controler

Y (Q(r—1,mA2A +2C)Q(k — r,nA, 2A + 20))

m+n<N

par C. Puisqu’il y a au plus — termes de cette nature, leur contribution totale est
w

au plus

L(§) RPH 5y

A+ WR L(R)[¢|oo

< k:w_lw(l_p)(6+l)+€R_B_1L(R),

CEC‘B‘IL(C) = Ckw™!
w
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car

B+1 < .
?ﬁﬂ = 20Ty (=P (B g f((é)) < max <2wlp, ;w"’1> P 9T e,

Si p est assez proche de 1 (i.e. p > ici), I’exposant de w est négatif, donc la

1+ 5
contribution est bornée par CkR™?~1L(R).

k
Supposons maintenant que r € [, k+1-— } La condition
w w

R—s—M<by,z) S R—s+M

et la propriété de cocycle de b(v, z) impliquent

M+3D
b(Vr—1, yj1) + b(a, ng) + b(VH-lv yj:a) ~ R-—s
pour tout r € [1,k], tout (j1,72,73) € [1,p + ¢], j1 # j2 et jo # js et tout
v € Q.(j1,j2,73). Fixons de tels indices r, j1, j2 et js ainsi que v € Q,(j1, j2, j3)-
La condition d(o, a,.0) < & impose b(ay, yj,) < & + C, et donc

R

b(vr—1,95) + 00V yy) > 5 —s = M —3D - C.

Cette derniere majoration donne

R s M+3D+C

1) b(’Yr—l)yJi) P 1 97 5

ou
L e R

Nous détaillons uniquement les arguments pour contréler la somme dans le cas 1),
I’autre se traitant de maniére similaire. Posons A = M + 3D et soient m,n,l € N*
tels que

b(r—1,91) € [(m — 1A, (m + 1)A]

blar,yj,) € [(n—1)A, (n+1)A]

b(v" ™ yj,) € [(1— 1)A, (1 + 1)A]

pourm<N,n<N-metl=N-m-—n,ouN = {RA_S}—i—l. La somme (5.15)
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k k
pour r € [, k+1-— } peut étre majorée par
w w

p+q
Z (Q(T’ — 1, mA, 2A + 20) Z Z e—&b(a,ij)
mAnt=N 72=1 a€A(IA 3A42C)T,
d(o,a.0)>¢

Q(k —r,nA2A + 20)),

puis par

p+q
(x) sup (Q(r — 1,mA, 2A +2C)) x (Z > eébm,ym))
" j2=1 a€l},
d(o,a.0)>¢

p+q
iy )
’ (Z > ]lAzcmz)(yja)e b(“ﬂ’m))

J3=1|ya|=k—r

ou la borne supérieure est prise sur m € N* satisfaisant mA > % —-:-_3Aa+0).
En combinant le lemme 5.2.5 et le fait que s appartient & un compact de R pour
la borne supérieure, les hypotheses (P2) et (N) pour le second terme et le lemme

5.2.4 pour la derniére somme, on peut majorer ce terme par

R
e €
C——("L(),
ar—1
, : 1 C o
pour C' dépendant seulement du support de la fonction ¢. De < —, on déduit
Qr—1 Qr

que Pexpression (%) est majorée par

Ce—ﬁg_ﬁ L(¢)

Ay

k
Puisque — < r <k+1 —5 et que la suite (a;); est a variations régulieres d’exposant
w

a R
lik. En outre, a, = — et — = 2w!'™*,
’wE+E w C

donc on obtient une majoration de la forme

1
B, le lemme de Potter implique a, >

1—

wl=P
Ce 2z wYRPIL(R)
1
pour C' = 3 + (1 = p)(1 4 B) + &. Puisque p < 1, la borne précédente est majorée
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par CR™8 “1L(R). L’entier r prenant au plus k valeurs, le résultat s’en déduit pour
3.

Si k < w, nécessairement r € [5, k+1-— g] : la démonstration dans ce cas est la méme
que pour le b).
Controle de 4. D’apres le lemme 5.2.5

-4
24 < Ce )
ag
: 67? e’2w1_p
mais C o = C o et

B —B—1%e

a w
kR P1L(R) ~ —E AL =
( ) L ak) (wak) (wak) ar 5

ce qui acheve la démonstration pour cette derniere somme, et finalement, la démonstration

de la proposition A.2.

5.3 Démonstration du Théoréme A pour =1

Cette partie est dédiée a la démonstration du théoréme A dans le cas § = 1. Les arguments
sont légerement différents du cas S < 1. Ceci est en partie di au comportement des
primitives des fonctions & variations régulieres d’exposant 8 = 1. En effet, avec les

notations de la famille d’hypotheses (Hg) et en notant

Bo) = [ Way,

le lemme de Karamata 3.2.3 affirme que L est une fonction & variations lentes satisfaisant

, () _

h

Rappelons également que le fait que la mesure de Bowen Margulis est infinie entralne
que la fonction L a une limite infinie en +oco. Les démonstrations présentées dans la
suite sont basées sur la démonstration du théoréme 2.1 dans le cas § =1 de [MT12]. En

reprenant les notations introduites a la section 1, le but de cette section est de montrer
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5.3. Démonstration du Théoréme A pour =1

que lorsque R — +o00

M(R;u® p,v® 1) ~ 1mF(U®§z;:L)F(U®¢)

Er

ol u,v : D° — R sont lipschitziennes et ,7) : R — R sont continues & support
compact. Les arguments exposés a la section 1 nous conduisent a ne traiter que le cas
R — +00. Le lemme 5.1.1 implique alors que pour R suffisamment grand

M(R;u® @, v®@¢) =M*(R;u® ¢, v®1))

= Pk — R)v z,s)v(dx)ds
% oo P B D s Ry a5 r(dod

Pour les besoins de I’étude de M (R;u ® ¢, v ® ¥), nous aurons a intégrer 'application
t — Qs+t pour t proche de 0. Or la proposition 4.2.20 nous assure que ¢ — Qg4 n’est
pas intégrable en 0. Pour éviter ce probleme, nous procédons comme dans la démonstration
du théoréme 6.1 de [DPPS15] et nous symétrisons la quantité P* (u ® @) (2,5 — R). On

3 k
introduit de ce fait la quantité (Psym) (u® @) (z,s — R) suivante :
. k
(P™) (@) (@5~ R)

= Y e BT (s R b(,2) + (s~ R b))
oy '

Nous sommes donc amenés a étudier M (R;u ® ¢, v ® 1) défini par

M(Ryu® p,v @) = Z /A . (Psym)k (u® @) (z,s — R)v @Y (x,s)v(dr)ds.
k=07 2%

Les fonctions ¢ et ¢ étant a support compact, il vient
M(R;u@p,0 @) = M(Ru® p,0 0 1)
pour R suffisamment grand. Il suffit donc de montrer que quand R — 400

nr,(u® @)y (v ® )
L(R)

M(R;u® @,v @) ~ C . (5.16)

En effet, il découle des arguments exposés dans la section 1 que nr,(u ® @) = mp(u ® @)
et np, (v ®@ 1Y) =mr(v ).
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Remarque 5.3.1. Si l'on fize les fonctions u,v (resp. la fonction ) dans lespace des
fonctions lipschitziennes (resp. dans l’espace des fonctions continues sur R a support
compact), on s’apercoit que pour démontrer (5.16), il suffit d’établir la convergence faible
vers Cnr (u ® @)nr (v @) de la suite de mesures (I:(R)M(R; UR VR ¢))R. D’apreés
Pargument de Stone déja mentionné dans la démonstration de la proposition A.1, il suffit
de montrer que L(R)M(R;u ® p,v ® 1)) est fini et converge vers Cny, (u® @)nt, (v ® 1))
pour toute fonction ¢ : R — R dans la classe € introduite dans la définition 5.2.2.

5.3.1 Démonstration de (5.16)

Soit () = e (x) pour t € R et g appartenant a ensemble des fonctions de R dans
R**, intégrable et dont la transformée de Fourier est C*° & support compact. Pour étre
en mesure d’intervertir des limites et des intégrales par la suite, on introduit la quantité

suivante pour £ > § : pour tout k> 1, tousz € Aet s€e R

(Fr™) we ) s = B

=3 eﬁb(vmw (p(s — R+b(y,2)) + (s — R —b(v,))).
el (k)
L(v)#d

On définit alors le terme Mg(R; u® p,v® 1) par

Me(Ryu ® p,v ® 1)) (5.17)
=T [ B won s - Rus v @opands 619

La convergence de la série de Poincaré du groupe I' en 'exposant £ > § assure que

Mg(R;u@)w,v@w :/
AxR

(Z (2™ (w@ ) (a5 - R)) o(@)(s)(dx)ds.

k=0

La formule d’inversion de Fourier pour ¢ donne alors

> (ﬁgym>k (u® ) (z,s — R)

k=0

S0 [ (L + £ L) () @)p(0

1
2mh(x) prd
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5.3. Démonstration du Théoréme A pour =1

Z%;@;) /Re“‘R‘S) [Z (Lkpi+ £y (uh)() | B(t)dt

k=0

pour tous x € A et s € R. On en déduit que le terme Mg(R; u® @, v 1) est égal a

1 e"=IRe it) (uh)(z)p v(x)y(s)v(dz)ds
/AxR (m@/R "Re (Qerir) (uh)( )sﬁ(t)dt) (2)3(s)v(dz)ds.

Pour démontrer (5.16), nous devons comprendre comment relier les quantités Mg (R;u ®
0, v @) et M(R;u® p,v®1). Cest Pobjet de la proposition suivante :

Proposition 5.3.2.

M(R;u® o)

— 1 ctR=5)Re N (uh) ()3 o(2)0(8)w(da)ds
_/AxR (m(x)/R Re (Qs+ir) (uh)( M(t)dt) (z)¢h(s)v(dz)ds.

Démonstration. Cette proposition énonce en fait les deux résultats suivants :

1) %@Ms(R;u ® @, v ® 1)) existe et vaut
1 oit(R—s) N (uh) (2)G o2Vl ) (de)ds
Joe <7rh(x) [ €I Re (@) (ub) )@(t)dt) ()4 (s)v(dr)d

2) cette limite vaut également M(R;u ® p,v @ 1)).

Pour démontrer le premier point, il suffit de vérifier que
/ e"TRe (Qeyar) (uh)(z)P(t)dt Ny / ¢"F=*)Re (Qssit) (uh)(x)@(t)dt  (5.19)
R R

uniformément en x € A et s € supp ¥. On admet ce résultat pour le moment : sa
démonstration, technique, fait 'objet de la sous-section suivante. Montrons maintenant
comment le second point découle du premier. Supposons dans un premier temps que
les fonctions u, v, ¢ et ¥ sont positives. Au vu de la définition (5.17), le théoréme de
convergence monotone implique que ME(R; u® @, v®1) converge vers M(R;u® @, v@).
L’intégrabilité de la fonction t — Re (Qg4it) (uh)(x)@(t) sur R donnée par le corollaire
4.2.21 impliquent que M(R;u ® o, v ® 1) est fini pour tous u, v, et 1 positives. Le

théoreme de convergence dominée implique que c’est également le cas pour des fonctions
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u, v, @ et 1 de signe arbitraire. En effet, dans ce cas, on majore

/A><]R (pfsym)k (u®p)(z,5 — R)v @ ¢(z, s)v(dz)ds

par
/ (Psym)k (lu] @ |e))(x, s — R)|v| @ [¢|(x, s)v(dx)ds. (5.20)
AxXR

Par définition de la classe de fonctions 7, si p € J, alors |p| € 7 ; on déduit de la
finitude de M (R; |u| @ ||, [v| @ |1]) que la famille de termes (5.20) est sommable.

Ces arguments fournissent aussi I'information supplémentaire suivante : pour tout ¢ € JZ,
la quantité L(R)M (R;u ® p,v ® 1)) est finie. O

Ainsi, la proposition 5.3.2 est une conséquence de la

Proposition 5.3.3. Uniformément en x € A et s € supp v, il vient quand R — 400

— L[ r | 5 nr,(u® p)
I= iy e Re @s) (ub) )30t ~ TR
Démonstration. Soit A > 0. On écrit I = I1 + Is ou
— 1 it(R—s) ] ~
= ) /|| e IRe (Qsat) (uh) (2)3 ()t
et )
I, = 7/ e (F=5)Re i) (uh)(x)p(t)dt.
2= 750 e s (@s10) (uh) (@)3(0)

Nous étudions la contribution de I;. On peut décomposer cette intégrale selon que le

parametre t est positif ou négatif. Détaillons le contrdle pour 'intégrale

J= ﬂhl(x) /t . M=) Re (Qp440) (uh) ()P(t)dt,

A

la contribution pour ¢ < — 5= se traitant de la méme maniere. En posant ¢t =y — 7=

R—s

dans J, on obtient

T= i ] @R (@ e ) (@2 (- 5 ) v

R—s
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5.3. Démonstration du Théoréme A pour =1

doit
IS =
2=y ) o TR Qo) (k) ()P0
1 it(R—s) R P B T

) Lo TR Qi) @) (20 -2 (1= T )
o1 it(R—s) N _

* /t e t (Re (Qs1it) — Re <Q6 H(t_Rﬂ_s))) (uh)(2)(t)dt

=K1 + Ko + K.

Commencons par le terme Kj. D’apres le corollaire 4.2.21, on a pour tout ¢ proche de 0

1
e @) ) = L)
4 (i)

donc

et le lemme de Potter combiné au fait que s vit dans un compact de R permet d’obtenir

la majoration suivante

| L(R) /A+7rdt
A i

Finalement, le lemme de Karamata implique que

lim  lim L(R)|K; + Ks| = 0. (5.21)

A—r+o00 R—r+00
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Pour |K3|, on a

1
1ol s e 108l | Qs |
R—s

Oy | [0

Puisqu’il existe M > 0 tel que le support de ¢ soit inclus dans [—M, M|, on déduit des
propositions 4.2.12 et 4.2.20 que

E(R_S> M

| Ks| 2—p— ﬁ;tL(%)(t—}is)Z—/(t ;1) t
<I~/(R)/M_R’W_S 1 1
- R Ja (t+R”5)E<t+;"S)tLG)

En remarquant que + = -£=2-le lemme de Potter implique que pour R suffisamment
t t(R—s)

grand, on a

d’ott 'on déduit

L(R) (M 1 - RM
K| <2 >/4 . thjL(R)/ —_at
& 2L(1) A eL(f)
1 RM T (R)2 1 RM 1
< / SO / —dt
L(R)Ja  j2f (%) L(R)Ja 3
1 1
e ——
L(R) VA
En combinant I'estimation ci-dessus et (5.21), il vient lim lim L(R)|J| = 0 uni-

A—r+o00 R—r+00
formément en x € A et en s € supp ¥. Donc

lim  lim L(R)||=0 (5.22)

A—>+00 R—+00
uniformément en x € A et en s € supp ¥. Montrons maintenant comment l'intégrale I

fournit le terme dominant. On écrit

1 it(R—s _ -
Iy :Wh(x)AtKRA_se (=) [Re (Qs+it) — Re ((1 — Agtit) 1) Ha} (uh)(x)@(t)dt
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+ Trhl@j)/tKﬁeit(R_s) [Re ((1 - )\6+it)_l) Hé} (uh)(x)(t)dt

=K + K.

A
D’apres la proposition 4.2.20, il vient |K;p| < 2E pour R suffisamment grand. On

décompose ensuite Ko en L1 + Lo ou

5= i o (70 21) [Re (02 ] R0

et

—

Ly = 7Th1({L') /|t|<1£8 Re ((1 — )‘5+it)_1) H(;} (uh)(g;)@(t)dt

Concernant Ly, puisque II5(uh)(x) = oo(uh)h(z) = v(u)h(z), il vient

L, = v(u) /|t|<A (e“(R_S) — 1) Re ((1 — /\5+z't)_1) P(t)dt.

™

D’apres le développement limité de Re ((1 - )\54_#)71) donné dans (4.2.19), le terme L;

satisfait

o R—s
LRI, =LY /MA e -1 L (%)

Er y E(R—s>2¢(Ry—s> dy
y
v L(R=s) [ (@) L") Er=s? [ y
‘Er L(R- 3)/IyI<A y LR-s)f (R;5)2 v (R - > .
et finalement
L(R)Ly = AEEZ;. (5.23)

Il reste maintenant a traiter le dernier terme Lo ; nous le décomposons en deux intégrales

selon le signe de t. Notons

M = Whl(a:) /O " [Re (1= M) ™) g | (uh) (@)@ (1)t

I'intégrale dont nous détaillons I’étude ; celle pour les ¢t négatifs se traite de la méme
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facon. Comme dans [MT12], notons H la fonction définie de la maniére suivante :

Re (1= Aspir) ') = gf;t;((t%)) (1+ H(t)

ou H(t) = o(1) quand t est proche de 0. Donc  sup |H(t)| tend vers 0 quand R tend
ot 7
vers l'infini. On écrit

_Z/(U)/RAS L(%)
0

o(t)dt + O H 7 L(%) d
=25 72 (%) @(t)dt + (ng:z/ls (t)|/0 = (%) t).

En posant y = %, il découle d’une intégration par parties que

() ) ey
By iy he? ()05

Les propriétés des fonctions a variations lentes imposent que le second terme du membre

de droite est négligeable devant le premier quand R — +00. De plus, la régularité de @

implique que @ (%) tend vers ¢(0) uniformément en s € supp v ; on en déduit

- v(u)§(0)

L M ~ _—
(R) R—+00 2FEr ’
uis

P ~ 1

L(R)L (v(w)$(0))-

En combinant ce résultat avec (5.22) et (5.23), il vient

2 ~ Erl
R—s+o00 Ep

LR
lim
R—+o0 7rh(x)

nt,(u® @)
Er

[ €I Re (Qsi) (uh) (@) (E)dt =

uniformément en x € A et s € supp . Ceci achéve la démonstration de la proposition
5.3.3. =
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5.3.2 Démonstration de la proposition 5.3.2

Cette sous-section est dédiée a la démonstration de 'assertion (5.19), i.e

/]R " F*)Re (Qe) (uh)(2)B(t)dt = /R e TIRe (Qsir) (uh)(2)@(t)dt

uniformément en x € A et s € supp ¥ et pour ¢ € JZ. Soient x € A et s dans le
support compact de ¥. On suit les étapes du paragraphe 6 de [MT12]. Pour montrer cette
convergence, 'idée est d’utiliser un développement limité de (1 — )\Hit)*l pour majorer
I'application ¢t — Re (Q¢4i¢) (uh)(x) par une fonction intégrable. Notons £ = d + ~ avec

k > 0. La premiere étape consiste a montrer la proposition suivante

Proposition 5.3.4. Il eziste des mesures finies v; sur RT de masse Pj, j € [1,p] telles

que
V= Aspwsa = 3B (e, +t1s,) i (s, — t1e, )] +o (1 () + oL (1)),
j=1

ot Ic; et Is; correspondent aux intégrales Ic et Is de la proposition 3.3.2 associées aux

mesures vj, j € [1,p].

Démonstration. Nous suivons les mémes étapes que dans la démonstration du dévelop-

pement limité de A5y (dans la proposition 4.2.19). Pour z = 6 + k + it, on écrit
Ay = 00(L:hy) = 06(Lh) + 06 (L, — Ls)(hy —h)).

D’apres la proposition 4.2.12, le second terme de cette expression est

OII éCI 1"

JO(£5+I{+ith) =1 + 00(,C5+,{+ith) —1= 1 =+ O-O([’(s—l-n-i—ith) — O'O(E(;h)
p+q

= 1%—2{:5%
j=1

ou

Z / L GED ( e~ (it+r)b(az) 1)doo(z).
A\A

aEF*
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Avec les notations de la proposition 4.2.19, il vient
_ , LT i) —
S; = /A\A]- M;(z) (uj( t+ikK) 1) doo(x)

et 'on déduit de la proposition 3.3.1 que la contribution de cette quantité est en

- /1 - /1

0 (K,L ()) +o0 (|t|L <’t’>) pour j € [p+ 1,p + ¢] et il suffit donc de controler les p
K

termes restants.

Soient j € [1,p] et x4, le point fixe du groupe élémentaire parabolique I'; = (a;) et

posons Ay (z) := b(a, ¥) —d(0, @.0) pour tous a € I'; et z € A\ A;. La suite (Aa;; (a:))neZ

tend vers —2 (a:\xaj) quand |n| — 400, uniformément en = ¢ A;. On décompose alors
o
Sj en Sjl + Sjg ou

Sjl — Z e—&d(o,a.o) A A.h(a'l,)e—éAa(x) (e—(it—i-n)b(a,:c) o e—(it—i—n)d(o,a.o)) dao(x)
el \A;

et

Sj2 — Z eféd(o,a.o) (ef(it%'@)d(o,a.o) _ 1) /A A.h(a.x)efJAa(x)dao(x).
aGF; \Ay

Alors

~ /1 ~ /1
Sl < CE(f +0) 3 e 800 — 0(ft]+ ) = o (L () +wL 1))

a€T? ld K

puisque (x) = +o0. Pour I’étude de la contribution de Sj2, on remarque que

lim L
r—>+00
SjQ = le/Aj(—t + ’LR) — Pj ou

1 —4d(o,.0) / —0Aq ()
v = — e o h(a.x)e 2 dog(x) | Di(o.a.0)-

J PZ A\Aj ( ) 0() d(o,a.0)

J OéGFj
Le coefficient de renormalisation P; qui vaut
P = Z e~dd(0a0) (/ h(a.x)e‘sAa(m)dao(x))
OtGF]' A\AJ

est fini d’apres 'hypotheése (P;) et le fait que corollaire 4.1.6 implique |A,(z)] < C

uniformément en x ¢ A;. Ces mesures satisfont lorsque 7' — 400

‘ )

1—v5([0,T]) ~ =2

L(T)
R (5.24)

o3

140



5.3. Démonstration du Théoréme A pour =1

avec doo(2)
- . —6Aq(x) _ Oo\T

C; air{lroo A\Ajh(oz.:n)e oo(dx) = h(zq;) / _—

AVA,

do (@, Tq,) @

Donc

Sj oo i(—t+ir)x
[ )t
j
+oo | )
=—(k+ it)/o e (1 _ 1[0, 2])d,

et en notant oo
Icj = / e " cos(tx)(1 — v4]0, z])dx
0

et
+oo
Ig; = / e " sin(tx)(1 — v4[0, z])dx,
0
il vient
S _ (L ples —t1 i (klg; — tI,
7 (=rloj —tls) +i(kls; — tlc)
et donc
p
. ~ /1 ~ /1
j=1

La proposition 3.3.2 nous permet alors de montrer

Proposition 5.3.5. Soit K > 0. Pour tout t € R tel que max (s, |t|) < e ou £ provient

de la proposition 4.2.14, la valeur propre dominante syt Satisfait

_ _ 1
1) 1= Al = Re (1= Agpie) |7 = —— —— pour [t < # ;

jil Cj kL <H>

1 1
pour |t| > K ;

2) |1 — Agnpitl T 2
'21 Cj (k5 + It])
‘]:

PN

()

3) ‘Re ((1 - >‘6+n+it)71)‘ =

P b”
N
=~
h
VRS
=~
N———



CHAPITRE 5. THEOREME A

pour |t| > k

Démonstration. De la proposition 5.3.4 on déduit
P 1 - (1
Re (]. — >\5+H+it) = Z P] |:/€ch + tISJ:| +o (’t’L <|t|)> +o (K}L (/{/))
j=1
et
u - (1
m (Asirtit) = —Im (1 — Agppopit) = Z P; [KJIS —tlc, }-f—o <\t\L <| |)>—i—o </<;L (m)) .
j=1
1) De (5.24) et des points i) et iii) de la proposition 3.3.2, on déduit
P

Re (1 - Appnsit) ~ 3G [ﬁi (i) (1401 ))mo('t| (K)>+tl }

j=1 "

SHORIEO)!

et le lemme de Karamata donne

L) () ()
Re (1= Asrsie) ~ (f) L(5).

Jj=1

Puisque |t| < k, on a

s

J

d’ou

Le point 1) en découle.

2) On utilise les propriétés ii) et iv) de la proposition 3.3.2. Dans ce cas

Ro(L = Aenes) é@{%(ﬁW“d D0 (e (7)) + 1)

(1) =0z ()
’|”;2|L <|1|) < JtL (,;) (ﬂL (Iil)>
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5.3. Démonstration du Théoréme A pour =1

on déduit

Re(l = Asrrit) ~ (ZC ) (s () +o (1 (7)) (5.25)

Concernant Im (Asq.14), la proposition 3.3.2 implique

m (Asyriit) = XP:PC { (,;) (1+0(1)) — tO ((Z‘L (é)) +/£ISJ.].

et le lemme de Karamata donne

0 (Asei) ~ (z) £(m)- (5.26)

Puisque |1 — Aspnriel = 5 ([Re (1= Asppir)| + [Im (1 = Asyepir)|), les estimations

(5.25) et (5.26) combinées avec le lemme de Karamata fournissent
z 1
1= Nsewral = (X6 ) e+ 1) E ()
j=1
ce qui acheve la démonstration de 'assertion 2).

3) Il suffit de constater que

Re (1 — Asqrtit)
|1 - )\5+K+it|2

Re ((1 - )\5+n+it)_1) =

et d’utiliser (5.25) et 2).

La proposition précédente implique

Proposition 5.3.6. Il existe kg > 0 tel que pour tout 0 < k < kg et tout compact K de
R, Uapplication t — Re (Qs4xrit) (uh)(x) est majorée par by (t) définie par

kL (1)
b : tr—>K+‘z‘ +/{f)(l

K

) L—pm (1)
. L (i)
Serei(y) e (a)
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CHAPITRE 5. THEOREME A

uniformément en x € A et t € K.

Démonstration. Soient k € [0,1] et t € R tels que max (., [t|) < &, pour le € donné dans

la proposition 4.2.14. Des arguments exposés dans la démonstration de la proposition
4.2.20, on déduit

Qsrvit = (1 — )\6+n+it)_l IIs + (1 — )\6+n+it)_1 (54 ptit — s) + O(1). (5.27)

Des assertions 3) et 1) de la proposition précédente, il vient

Re ((1 = Aotrtit) 1) ‘Re ( - Aé—i—n-‘rit)_l) ’ Ljsyzn + ‘Re ((1 _ )‘5+n+it)_l)‘ e
r L HME (m)
(K2 +|t]2)L (%) (k2 + [¢2) L <%‘)
@1(1)%@
il L (m) 1
) ey ("

Les applications t —— Ilsy; et K — Ilsy 14 héritant de la régularité des applications

p) ]l[n,a](‘t‘)

+

t— L5y et kK — L5414, la proposition 5.3.5 combinée avec le lemme de Potter nous

permet d’estimer le second terme de (5.27) de la maniere suivante :

‘ (1= Nogrrit) ' (Mspnpir — )

(it ey =) (4 (2) e ()

K

PN

Le résultat de la proposition 5.3.6 en découle en remarquant que 1 est négligeable devant

un terme de la forme ———— quand & Y\, 0. O
KL (%)

Rappelons que nous voulons montrer :

lim [ e IRe (Qerr) (uh) @Rt = [ IRe (Qsir) (uh) (@) P(E)d
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5.3. Démonstration du Théoréme A pour =1

uniformément en € A et s € supp ¥. D’une part, pour tous x € A et t # 0, la
suite (Re (Qsqxtit) (uh)()), tend vers Re (Qs1i) (uh)(x) quand x N\, 0. De plus, la
proposition précédente implique que pour tout s assez petit et tout ¢t appartenant au

support compact de @, il vient
L (i)
[Re (Qs+rtit) (uh) ()| < hu(t) + — 5

ou

kL <%) 1 K
hi(t) = l) L — (t) + (2 1 t2)[~/ (ﬁ) :

L ()

5 est intégrable sur tout compact
4z ()

d’apres le corollaire 4.2.21 et que hy(t) tend vers 0 ponctuellement quand k£ N\, 0. La

On remarque alors que la fonction t —

convergence attendue sera prouvée si ’on montre li{‘% Jg he(t)@(t)dt = 0. Supposons que
K

le support de @ soit inclus dans [—M, M| pour M > 0. Il vient

M kL (1 . M
/ B zor ()] 5
M K+t k) Jo K+t

<l (i) (In(k + M) — In(x))

et ce terme tend vers 0 quand k \, 0. D’autre part

J ()

— o)t <= / dt

1 1

M KL (H) ;

1
(z)
et ce terme tend également vers 0 quand k \, 0. La derniere partie repose sur l'astuce
suivante tirée de [MT12]. Soit A € [0, M]. Alors

=

0

M K q M K d
< B
L M (w2 4 12)L (1) ), W eL(h)

A KR K
j/o (k2 +12)L (1) e /A (k2 + 1)L (1) &
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CHAPITRE 5. THEOREME A

A
jﬁ
ou la derniere égalité est une conséquence du lemme de Karamata pour l'intégrale sur

@ A

[A, M]. On peut choisir A = A(k) en fonction de x de sorte que kK = ———. Des

+

)

| =

[0, A] et une conséquence du fait que est bornée sur [0, M] pour 'intégrale sur

propriétés des fonctions a variations lentes, on déduit que A(k) — 0 quand k — 0.

Pour une telle fonction A, il vient

/M LR S
M (52 + 1)L () L

et ce terme tend vers 0 quand K —» 0, car lim L(z) = +oo.
r—>+00
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Théoreme B

Dans ce chapitre, le but est d’obtenir une minoration du nombre de géodésiques fermées
de X/T" de longueur plus petite que R. Soit 4 ’ensemble des géodésiques fermées de
X/T et posons Ng(R) :=#{p € 4 | l(p) < R}. Plus précisément, nous montrons dans ce
chapitre que pour 3 €]0, 1] 5
Iggi—&l-lfo ﬁe'?RNg(R) > 1.
On a vu au chapitre 4 quune géodésique fermée de X /I est la projection sur X/T" de I'axe
d’une isométrie hyperbolique v € I'. S’il existe j € [1,p+ ¢] et n € Z* tel que v = az,
la condition /(p) < R implique |n| < % ; la contribution des géodésiques fermées de
longueur < R associées aux générateurs hyperboliques est linéaire en R et est donc
négligeable en comparaison de la minoration attendue en E%R.
Dans la suite, on supposera qu’une isométrie hyperbolique v de I' est de longueur
symbolique > 2. Quitte & conjuguer -, on peut supposer que -y satisfait i(vy) # I(7). Soit
Ng(R) le nombre de géodésiques fermées de longueur < R associées a une isométrie
hyperbolique 7, de longueur symbolique > 2. Le théoréme B revient alors a dire : quand
R— +0 R
Jim inf W&;(R) > 1. (6.1)
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CHAPITRE 6. THEOREME B

6.1 Démonstration du théoréme B

Le codage du flot géodésique développé au chapitre 4 permet de réécrire Ny (R) sous la
forme

Ny(R)= > ]%KR:Z% > Lpr(Sily).

©OEDp, |7p]>2 k22 " Tk g=g

En s’inspirant de [Lal89] et [DP96b], I'idée est d’approcher Ny (R) par des sommes du

type 1
Z% > Lo r (Skl(y)

k>2 Tk,y:x
pour un point z bien choisi. Nous expliquons a présent comment faire ce choix.

Fixons un entier n > 1; pour tout v € I'(n), notons
0 _ 0\ AD ).
- AG = (A0 A )
- z7 est un point de Ag que l'on fixe une fois pour toute.

Au chapitre 4 a été développé un codage de ’ensemble limite, et I'on sait que tout point
z € A% est égal & lim aq...qp.70 pour une unique suite A-admissible (ap),51- Nous
p—>+o00 Z
dirons dans la suite que les lettres aq, ..., aj sont les k-premieres “lettres de z”. Pour des
raisons techniques qui apparaitront dans la suite, on supposera chaque x7 non-périodique.
Nous pouvons également remarquer que pour tout n > 1, la famille <Ag>wer(n) forme
une partition de ’ensemble A ; cette partition est d’autant plus fine que n est grand.
Fixons a présent v € I'(n) et un point périodique z € Ag satisfaisant T*.z = & pour un
certain k > 2; on définit alors un unique y € A, tel que TF.y = 27 et que les k-premiéres
lettres de y soient égales a celles de x. Des remarques précédentes on déduit que les k+n
premieres lettres de y et de x coincident : il existe alors une suite finie A-admissible
(a1, .y apyn) et 'y € A\ A?(ak+n) tels que £ = aq...apn.7’ et y = aq...ap 1.y et Pon
déduit
1Skl(y) — Sil(x)] < |iy) — U(z)| + ... + ‘[(Tk_l.y) - [(T’f—l.x)y
< bty y') — bl g, )| + ..
+ bt y') — btk Qtp o, )|
n+1

r
<Pt et < = ¢n
—r
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6.1. Démonstration du théoréme B

pour le r €]0, 1] donné dans le corollaire 4.1.8. Il vient alors

> Z S 1, (1)1 rocn (Sl()) < Ng(R)

y€l(n) k=2 T’“y z7

et Ng Z Z Z ]lA ]l[UR—i-en](Sk[( ))

’YGF( ) k=2 T’“ y=a"
Le théoréeme B découle alors de la proposition suivante :
Proposition 6.1.1. Pour toute fonction v € Lip (A), uniformément en x € A°, il vient
quand R — +00

1 e(SR

> A > (W) R (Skl(y)) ~ Boo () h(x)ﬁ,

Démonstration. Notons N (¢, 2, R) :== > 1+ > ¥(y)Lj,r) (Skl(y)). Cette quantité se
k=22 Tky=x

N (¢, 2, R) = Z Z P(y)e 5@ pp (Syi(y))

réécrit

ou pr(t) = e‘”]l[oﬁR} (t). Fixons n > 0 et posons [ = {%] De I'encadrement

I—1 I
Z ednp]l[np,n(pﬂ)[(t) < pr(t) < Z edn(p+1)]l[np7n(p+1)[(t)’
p=0 p=0

on déduit

Zeé”pZ Z () Lot (Skl(y) — 1p) < N (¢, 2, R)

et N (1,2, R) < Z on(p+1) Z > W) (Skl(y) —np) -
p=0

k>2 Tk y=z
Admettons pour le moment la proposition suivante

Proposition 6.1.2. Pour toutes fonctions 1p € Lip(A) et ¢ : R — R a support

compact, on a

lim sup [pY 1 Y wly)e W (541(y) — mp) — o (1) () D[ =0,

—
P—>+00 1 A0 k>2 Tk yeg n

149



CHAPITRE 6. THEOREME B

De cette proposition et du lemme suivant donné dans [DP96b]

Lemme 6.1.3. Soient (up(x))p=0 une suite de fonctions strictement positives sur

un compact K et (vp)p>0 une série d termes positifs divergente. Sous [’hypothése

hmp*}Jroo SUPgek up(x) ‘ = 07 on a
N
ZO Uup ()
lim sup |2= —1/=0.
N—+00 zeK N
> Up
p=0

on déduit que

I

ednp
Ze‘””’Z Z D (y) Lo (Skl(y) — np)~(2p>ﬁao<w)h(w)

uniformément en 2 € A°. Puisque 113:1 ei;’p ~ %:7; pour 7 arbitraire, il vient quand
R — 400
e(SR
N (¢7x7 R) ~ /800 (1/’) h(x)i
0R
uniformément en z € A°. O

Expliquons a présent comment déduire le théoreme B de la proposition 6.1.1; le

lemme de Fatou donne

_ IR -
e %en g(: )go (]lA'y) h(z7) < Il%lglfofo /BeéRNg(R).
~vel'(n

Le résultat (6.1) s’en déduit en remarquant que

niriloo e~ %n ;( )ao (]IAW) h(z7) = X h(z)doo(z) = 1.
~yel'(n

6.2 Proposition 6.1.2

Comme pour le théoréme A, la démonstration est basée sur celle du théoreme 1.4 de

[Goull]; considérons une suite (aj)r>1 satisfaisant af = kL(ag), ou L est la fonction a
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6.2. Proposition 6.1.2

variations lentes donnée dans la famille d’hypotheses (Hg). Pour tout k > 1, notons

Zy (bp,m,p) = > (y)e W (Sil(y) —np) .
Tk.y=x

Nous admettons pour le moment les deux propositions suivantes :

Proposition B.1. Soient ¢ € Lip(A) et ¢ : R — R a support compact. Alors,
uniformément en K > 2, p € [0, Kay] et x € AY, nous avons lorsque k — +00

Ze ) = — (0 (L) 00 (6) M()F(0) + ou(1) )

erag

ou Vg représente la densité de la loi stable asymétrique de parameétre B et la constante er
1

B
vaut By .

Proposition B.2. Soient ¢ € Lip (A) et ¢ : R — R a support compact. Il existe une
constante C > 0 ne dépendant que de n et du support de ¢ telle que pour tout p > Kay,

L(p
26 (0] < Oh A el

on a

Nous démontrerons ces deux propositions dans les sous-sections suivantes. Dans un

premier temps, expliquons comment la proposition 6.1.2 en découle.

6.2.1 Démonstration de la proposition 6.1.2

Notons

PY 12 (o) — oo (8) h(r) P

k=2 n

D(x;p) =

)

ou 1 > 0 a été fixé dans la démonstration de la proposition 6.1.1. D’aprés la proposition

B.1, nous majorons D(x;p) par la somme D(z;p)! + D(z;p)? + D(x;p)3 + D(x;p)* on

D=y X s () oo ) )0) ~ oo () ) DD,

erka era
k|a7k<p<KakF k rag n

20N 1 np ~
D*(z;p) = pk |%<:ak erkar Vg (€FGk> oo (V) h(x)p(0)],
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CHAPITRE 6. THEOREME B

or(1)
erkay

D¥zp)=p >,

k | p<Kay

1
et D'wip)=p > TZk(¥,,.p)
k| p=Kay

a) Controle du terme D (x;p). Le terme D!(z;p) peut étre majoré par

e, )

e ka era
Fk|a7k§p<Kak k rag

B

Ay
L{ay)> O @

p Y 1\1,/3( np ): Lp) LL((C;:))Z;f?%( np )

ka era B era
k| %<p<Kak k Ik p k| %<p<Kak Dk

ou C' ne dépend que de ¥ et ¢. Puisque k =

L(ax) _ _ L(ax)
L(p) L P
ag

et de la convergence uniforme vers 1 de assurée par la proposition

ag

3.2.2, on déduit

S k:ik%< P ) _ L) 3 pi&,ﬁ( P ) 62)

era B era
k| %kip<Kak Ik b k| %QKK% A I

uniformément en p tel que 7 < p < Kay. A Tlaide de la mesure pp = > De
Ak

considérée sur 'intervalle {%, K ], on réécrit le membre de droite de (6.2) de la

maniere suivante

By hgu () - E e (L) ane) 69

era - L
k| % <p<Kay Tk Tk P

et des arguments exposés dans la démonstration du théoréme A (dans le a) de la

section 5.2.1), on déduit que la suite de mesures (%Mp) converge faiblement sur
p

[%, K} vers la mesure Sz~ "#dz. En combinant (6.2) et (6.3), on obtient

elp </: Uy (;;:) dz) (1+0(1)) — 717‘
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6.2. Proposition 6.1.2

ou lim lim o(1) = 0. Finalement
K—+00 p—>+00
3 nK
D'(z;p) < " S Ws(2)dz | (1+0(1) 1
Kep

d’ou l'on tire

lim lim sup D'(z;p) =0.

K—+4oc0 p—>+0 =

b) Contréle du terme D?(z;p). Rappelons que k = A(ay), et puisque pK < ag, on a
A(pK) < k par croissance de la fonction A et donc

ou la constante C' ne dépend que de 9 et . De la convergence faible sur }0, %} de

la suite de mesures (% up> vers la mesure Bz~ 7Adz et de I’étude des termes
P

négligeables menée au a) de la section 5.2.1, on déduit

p;(:L(pK) > 1‘1’/3< P >

ajg erag
Ak
k| p<32

-8 1
_P K n
= %5 L(pK)/O 2VUg <erz> dpp(2)

ou lim o(1)=0; dou
p—>r+00

lim lim sup D?*(z;p) =0.

K—400p—>+00 2EAO

c) Controle du terme D3(z;p). Soit € > 0. Soit N = N(p) le premier entier tel que
Kapy > p : Pentier N(p) croit avec p. Pour p suffisamment grand et tout & > N,

on a |og(1)| < e. Le lemme de Karamata 3.2.3 implique alors
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CHAPITRE 6. THEOREME B

) € 1 E P
D3(z;p) < — — <=L <¢eK.
(;p) €p§ €

Finalement sup D?(z;p) < eK et donc sup D3(z;p) = ok (1) ot lim o (1) =0
z€A0 €0 p—+0

a K fixé; dou lim lim sup D3(xz;p) = 0.
K —>+00 p—>+00 ;. c A0
d) Contréle de D*(x;p). D’aprés la proposition B.2, on majore D*(x;p) par
Cp=BL(p) >k | Kap<p 1 OU la constante C' ne dépend que de ¢ et 9. De la méme
maniére qu’au point b), on déduit de ap < £ que k < (& )B L (%)_1, et donc

L(p)
D*(ax;p) < K—F
L(%)
Le lemme de Potter entraine D*(z;p) =< K~ 2, et donc
lim  lim sup D*(a;p) = 0.

K—+00 p—>+00 zEAO

6.2.2 Démonstration de la proposition B.1

Nous suivons les étapes de la démonstration de la proposition A.1 basée sur [Goull].
Dans cette démonstration, nous allons travailler & p fixé, et considérer les entiers k tels

que Kag > p, ou K > 2 est fixé. On rappelle d’abord que pour un tel &

Zy (b, ,2,p) = Y. Y(y)e Wy (Syl(y) —up).

Tk.y=x

pour une fonction ¢ € Lip (A) et une fonction ¢ continue & support compact sur R.

Fixons la fonction 9 et 2 € A”; on veut établir la convergence suivante

np
erag

akZ (%, 0, 2,7) ;F% ( )ao () h(x)3(0) — 0 (6.4)

uniformément en K, p et € A, ce qui équivaut a la convergence faible vers 0 de la

suite de mesures

(w2 ) = s () oo ) h) [ 0a)

uniformément en K, R et x € A?. D’aprés Pargument de Stone déja évoqué dans la

démonstration de la proposition A.1, il est suffisant de vérifier que axZy (¢, ¢, x, p) est
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6.2. Proposition 6.1.2

finie et que

i (o) = - U () 00 (0) h@)2(0) , — 0 (65)

quand ¢ € J€, ou JZ a été introduite dans la définition 5.2.2. La formule d’inversion de

Fourier fournit )
Zi(Wopap) = 5= [ L @R,

et 'on en déduit que |Zx (¢, ¢, z,p)| < ||¥||sol|P]]1; cette quantité est donc finie pour
toute fonction ¢ € . Montrons a présent (6.5). La formule d’inversion de Fourier nous

permet de décomposer

axZ (0, 0, 2,7) — — Vs ( P ) 0o (1) h(z)B(0)

er eray

en K1 + K9 ou
ag

Kym g5 [ el ) piedr

[757810
et

ag I itnp pk -~ 1 it 2 >
Ky =35 [l () p(e)dt - o [ €5 galert)o (v) ha)B(0)at
—€ R
_i eay, iu%‘ck w( )A<U> d
o ) € i Y gy )
—eayg
i+ P

B 217r/ "ok gg(ert)oo (1) h(x)B(0)h(xo)dt,
R

avec le € > 0 donné dans la proposition 4.2.14. Cette derniére combinée avec le fait que @
a un support compact implique qu’il existe p €]0, 1] tel que pour tout ¢ € [—¢, &]*Nsupp @,
on ait ||LF, ;|| = p¥; on en déduit |K1| < ||@]] [|1]| p¥ax et ce terme tend vers 0 quand
k — 400, uniformément en K, p et z € A°. Nous nous intéressons a présent a K. La

décomposition spectrale de l'opérateur L5, « fournit
af

£’§+ii¢($) = /\]§+iiﬂé+ii(¢)($) + RYy ()

Ak
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CHAPITRE 6. THEOREME B

avec spec(Rs ;) C B(0,p:) et 0 < p. < 1. On décompose alors Ky en Ly + Loy + L3 ou
af

Eay
1 zu— u
Li=o ERE, 0@ () du,
—eay
eag
1 iu P [ u
=5 [ @k (Mo 0@ - T0)@) ¢ (&) du
—Eayg
et
gayg
_ %0 (¥) h(z) / <u> 0o (¥) h(z) / it 22 _
Ly = o k)\5+lu<p o du o e kgg(ept)go(())dt.
—eay, R

Du résultat concernant le rayon spectral de Rs;« , on déduit que [L;| = arp |3l 111,
quantité qui tend vers 0 uniformément en K, p et fn € A quand kK — +o0. Nous utilisons
le théoreme de convergence dominée pour Lo ; comme pour 'intégrale M; apparaissant
dans la démonstration de la proposition A.1, le choix du e expliqué dans la remarque
4.2.15 et le développement limité de Asy;; donné dans la proposition 4.2.19, impliquent

que l'intégrande de Lo est majorée a une constante multiplicative preés par

5 —ia-pra 07
) - |t|5e_1( —A)L(1=p)lert| si |t| <1

Le terme L3 se traite de la méme maniere que le terme My apparaissant dans la démons-

tration de la proposition A.1.

6.2.3 Démonstration de la proposition B.2

La quantité Zy (¢, ¢, x,p) peut s’écrire sous la forme

Zi (W, pomp) = Y ﬂAM ya)e 0 (b(y, 2) — np) .
~vel'(k
On en déduit qu’il existe M > 0 tel que

1Zk (b, 0,2,0)| < [Pl loe D Ly, (@)e 207

'yGF(k

M
b(7y,z) ~np
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6.2. Proposition 6.1.2

ou nous rappelons que la notation b(vy, x) M np signifie |b(y, x) — np| < M. 11 suffit donc

de montrer

Sb(va L(p
D Ay, (@)e 0 < Ckpl(ﬂz
~vel (k)

M
b(7y,x) ~np

ou C dépend seulement de 1 et du support de ¢ ; ce dernier résultat est une conséquence
de (5.11).
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Théoreme C

Ce chapitre est dédié a la recherche d’un équivalent pour la fonction orbitale du groupe I
Nr(o,R) =t{y €T | d(o,v.0) < R}.

Pour obtenir ’équivalent, nous montrons que Np(o, R) “se comporte” comme une somme
d’itérés de 'opérateur de transfert. Malheureusement, le codage exposé dans le chapitre 4
ne nous permet pas de coder les transformations v = ajas...ap. En adaptant ’approche
de S. Lalley (dans [Lal89]), nous sommes amenés a considérer non seulement les éléments
de I’ensemble limite de T' (codés par les suites admissibles infinies) mais aussi les points
d’une orbite I'.zg, zg ¢ Ap, qui correspondent eux aux suites finies (ay, ..., o). Nous
étudions ensuite les opérateurs de transfert associés a ce nouveau codage. Enfin nous

démontrons le théoréme en séparant les cas § €]0,1[ et 8 = 1.

7.1 Extension du codage aux suites finies

Nous notons A° := A° U .z pour xg le point base appartenant a 90X \ U;D;, fixé au

chapitre 4 et nous introduisons ’espace symbolique étendu suivant
»t.=%tu {prur*
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CHAPITRE 7. THEOREME C

ou ) représente la suite vide et I'* :=I"\ {Id}. Le sous-ensemble géométrique A0 de X

correspondant a cet espace symbolique peut étre vu de la maniere suivante :
- le point zg est associé a la suite vide;
- le point «j...a.x0 correspond a la suite admissible finie (v, ..., o) ;

- la suite infinie (o) correspond toujours & un unique point x € A par 'application

7 définie au chapitre 4.

1.0,0) a cet ensemble. Soit y; € I'. Si on

Nous voulons étendre le cocycle b(vy,x) = By (v~
pose

b*(’)/b ’72-560) = d(71_1'0772'0) - d(07 72-0)

pour tout o € I, la fonction z € T'.xg — b* (71, ) satisfait les trois propriétés suivantes :

(i) d’une part, quand la suite de points (72.0). tend vers un point =z € A, la

72
suite (72.20),, tend également vers z et (d(’yfl.o, ~2.0) — d(o,w.o))ﬂ{2 tend vers

Bu(71"-0,0) = b(71,2);

(ii) par ailleurs, le lemme 4.1.4 implique qu’il existe une constante C' > 0 telle que si

I'on choisit v2 € T satisfaisant i(y2) # I(71), on a

’(d(’Yfl‘O,’YQ-O) - d(Oa’m-O)) - d(Oa%-O)‘ < C,

d’ou [b*(v1,7v2.70) — d(0,71.0)| < C : cette propriété n’est pas sans rappeler le

corollaire 4.1.6.

(iii) enfin, la propriété de cocycle suivante est satisfaite : b*(v17y2, xo) = b* (71, v2.20) +

b* (727 ‘TO)'

Cette extension de la fonction b*(71,-) & 'ensemble T'.xg est alors naturelle. Si v s’écrit

~ = Qj...q pour ay,...,ax € A, on a
d(o,v.0) = b* (a1, ag...ax.xo) + b (a2, ag...a.x0) + ... + 0™ (g, x0). (7.1)

Dans la suite, nous notons encore b* le cocycle étendu : pour tous 1,72 € I', la fonction
x — b*(y1,z) est égale & By(77'.0,0) quand z € A et & d(y; '.0,72.0) — d(0,}2.0) si
T = Y9.20.

L’application T définie auparavant sur A? s’étend naturellement & I'.zg en posant

T.(y.20) := aj *.(7.20) pour tout v € T' de premicre lettre a; € A, avec la convention
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7.2. Régularité du cocycle étendu sur A

T.zg = 0. On peut donc écrire ensemble A° \ {zo} comme une union disjointe des
ensembles (Ag)j, ou l’ensemble 1~\9 est obtenu en ajoutant a I’ensemble A? les points
v.xo pour lesquels 7y s’écrit v = aj...a, avec ay € I'j. Chaque sous-ensemble A? est lui-
méme partitionné en une famille dénombrable de sous-ensembles d’adhérences disjointes :
Ag = UaeFj o. ({mo} U Uiz A?)

On peut également étendre la fonction plafond [ a ensemble I'.zy en posant [(xg) = 0
et [(v.xg) = b* (a1, ag...ax.zg) pour tout v = aj...ax, € I'*. Pour y = 7.x0, la relation
(7.1) devient

d(0,7.0) = [(y) + (T.y) + ... + (T*Ly) = Sil(y). (7.2)

On veut maintenant s’assurer que le caractere lipschitzien donné dans 4.2.4 pour la
famille de fonctions (x + b*(7y,x))yer sur A s’étend a I’ensemble A UT.zg : c’est le but

de la prochaine section.

7.2 Régularité du cocycle étendu sur A

Dans cette section, nous montrons la proposition suivante :

Proposition 7.2.1. [I existe une constante C = C(xo) > 0 telle que pour tout j €
[1,p+ q], pour tout v € T avec l(y) = j et tous x,y € A L7,

’b*(77 .’E) - b*(FY’y)’ < Cdo(x7y)'

Il suffit de démontrer cette proposition pour v € I' de longueur symbolique égale
a 1. En effet, supposons que v = «1...a pour k > 2 et notons 7, = ay...ax pour tout

€ [2,k—1]. En utilisant la propriété de cocycle de b*, on obtient pour tous z,y € /1\]\3

0% (7, ) = " (7, y)| <[b% (o, 72.2) — 0% (01, y2.9)| + [07 (72, 2) — b (72, 9)
b* (o, v2.2) — b (a1, y2.9)| + |07 (@2, 73.2) — 0™ (a2, 3.y

+ .+ [0 (g, ) — b (g, )] -

<|
<|

Si la proposition 7.2.1 est vraie pour tout o € A, on en déduit

|b*("}/,$) - b*(77y)| < C(.CU()) (dO(’yQ’xany'y) +o+ do(‘ra y)) :
Le corollaire 4.1.8 implique alors qu’il existe r €]0,1] et C = C(X,T") > 0 tels que
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CHAPITRE 7. THEOREME C

do(v2.2,72.y) < C.rF~tdo(,y), ..., do(ap-z, ap.y) < C.rdo(,y), si bien que
. . 1
16" (v, 2) = b" (7, 9)| < CC(x0)C(X, F)ﬁdo(%y)-

On va donc démontrer la proposition 7.2.1 pour une transformation v de longueur
symbolique 1, qui sera toujours notée o dans cette section. Trois cas sont a considérer :

(a) Les points x et y appartiennent & A \ A; : I'énoncé découle de la proposition
4.2.4.

(b) x € A ety € I'.xg : 'énoncé de la proposition se réécrit alors

Il existe une constante C = C(xg) > 0 telle que pour tout j € [1,p + q], pour tout

a € I'%, pour tous g € Lyi(g) #Jj et w € Ay(g), on a

9)’

Bx(ofl.o,o) — b*(a,g.xg)’ < Cdo(x, g.x0).

1) Supposons dans un premier temps que x € g. (A \ Al(g)). La démonstration de
cette proposition nécessite les résultats classiques suivants : on introduit certains
voisinages d’un point du bord a l'infini utilisé dans [Peill]. Soit € 9X. Notons
V(z,0,t) le sous-ensemble de 0X formé par les points y dont la projection ¥ sur le
rayon géodésique [ox) satisfait d(¥,0) > ¢; le do-diameétre d’un tel ensemble est <
e~ %, L’ensemble V(:c, 0,t) représente un sous-ensemble connexe et géodésiquement
convexe de X dont l'intersection avec 90X est égale & V(x,0,t). Les propositions

suivantes sont prouvées dans [Sch04].

Proposition 7.2.2. Soit k > 0 tel que X soit un k-espace hyperbolique au sens de

Gromov.

1. Soient K1 =6k >0,pe X,z € 0X ett > 1. Pour touty € V(z,p,t+Ki+k),
on a
V(z,p,t+ K1) C V(y,p,t) C V(z,p,t — K1).

2. Pour tout D > 0, notons Ko = 2D + 4k. Soient p et q deux points de X tels
que d(p,q) < D, z € OX et t > Ko. Alors

V(z,p,t+ K2) C V(z,q,t) C V(z,p,t — K2).

Soit y € A\ Ay tel que z = g.y. La relation de conformité (2.6) implique

do(, 9.70) = (9.4, 9-70) = /|9 (¥)llg/ (z0)lodo (y. 70)-
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7.2. Régularité du cocycle étendu sur A

Les 6galités |¢' (y)]o = e Bv(9770:0) ot |¢/(20)]o = e 9Br0(97"0:0) combinées au fait

que y € A\ Dy et au corollaire 4.1.6 entrainent
do(, g.20) = 6—ad(0,g.0)d0(y,x0) — ¢—ad(og.0)

Estimons & présent |B;(a™1.0,0) — b*(a, g.79)| : notons & (respectivement &)
'extrémité du rayon géodésique issu de o (resp. de a~'.0) et passant par g.o (voir
figure 7.1). On a

Be(at.0,0) < d(a"t.0,g.0) — d(0,g.0) < Ben(a t.0,0). (7.3)

FIGURE 7.1 — Estimation de d(a™!.0,g.0) — d(o, g.0)

Pour s’en convaincre, nous procédons de la maniére suivante : appelons r; (resp. r2) le
rayon géodésique [g.0&’) (resp. [g.0&")) tel que d(g.0,11(t)) = t (resp. d(g.0,r2(t)) =
t) pour tout ¢ > 0. De Be(a™t.0,0) = limy—, 4o (d(a .0,11(2)) — d(r1(t),0)) et

du fait que pour tout ¢t > 0, on a
d(a_l'oa r (t)) - d(rl (t)a 0) gd(a_l'oa gO) + d(g.O, r (t))
— d(r1(t), g-0) - d(g-0,0),

on déduit que Be(a™'.0,0) < d(a"t.0,9.0) — d(0, g.0). La seconde inégalité s’ob-

tient de la méme maniere en utilisant le rayon ra.

Les points &’ et £’ appartiennent & V (£, 0,d(0, g.0)) qui est connexe par arcs, donc

il existe un chemin continu ¢ : [0,1] — V(¢’,0,d(0, g.0)) d’extrémités &’ et £".
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CHAPITRE 7. THEOREME C

De la proposition 4.2.4 et de (7.3), on déduit alors qu’il existe £ € V (¢, 0,d (o, g.0))
tel que b*(a, g.20) = Be(a~'.0,0). Le fait que V(¢',0,d(0,g.0)) C D;(, combiné

avec la proposition 4.2.4 implique
1Bz(a.0,0) — b*(av, g.70)| = |By(a"t.0,0) — Be(a ™ .0,0)| < Cdo(x, &)
pour une constante C' > 0. Puisque £ € V(&' 0,d(0,g.0)), il vient do(&, &) <

e~94(0.99) On veut maintenant montrer un résultat similaire pour .

Supposons dans un premier temps que que i(g) # l(g); 'isométrie g est alors
hyperbolique. Notons a;;r son point fixe attractif et z;, son point fixe répulsif. Alors
T, € Al(g) et x;,y €A\ Al(g)-

FIGURE 7.2 — Points 0 et §

Il existe donc E = E(X,T’) > 0 et un point 6 € (z,z,) tels que d(0,6) < E et
la projection de y sur 'axe (x, x;) appartienne au rayon géodésique [6x]) (voir
figure 7.2) ; notons L = d(0,¢9.6) = d(¥,9.¥) la longueur de la projection de I'axe

de g. Si L > Ly := 5E + 10k, la proposition 7.2.2.1 impose
V(z),9,L—E)cV(z},6,L—E). (7.4)

Puisque le point ¢.6 appartient a la boule B(g.0,E) et que B(g.0,E) C
V(€¢,0,d(0,g.0)— E), on en déduit que le rayon géodésique [¢.6, :c;’) est inclus dans
V(¢,0,d(0,g.0) — E), dou zf € V(¢ 0,d(o,g.0) — E). D’apres la proposition
7.2.2.2, il vient

V(zf,0,L —3E —4k) C V(¢,0,L — 3E — 10k), (7.5)
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7.2. Régularité du cocycle étendu sur A

si bien qu’en combinant (7.4) et (7.5), on obtient
V(z},9,L—E) CV(¢,0,L —3E — 10k).

De z € V(l‘;r,y,L — E), on déduit z € V(¢,0,L — 3E — 10k) ; d’autre part,
I'inégalité triangulaire implique d(o,g.0) — 2E < L, d’ou le fait que le point z
appartient & V (¢, 0,d(0, g.0) — 5F — 10x). Finalement do(z, ') < Kfe~94(2:90) et
Pon conclut que do(z, &) < Ke 9490 ayec K > 0.

Quand i(g) = I(g), on procede de la méme maniere avec 'isométrie hyperbolique
/
g = ga.

On doit maintenant montrer I'inégalité pour tout g € I tel que d(6,¢9.0) < Lr.

L’ensemble de ces transformations étant fini, la quantité

m = min do(g.xo, x
g | d(0,9.0)<Lr o(g-70,)

est strictement positive. Le lemme 4.1.3 et le corollaire 4.1.6 impliquent qu’il existe

une constante C' > 0 telle que

IB.(a".0,0) — b*(a, g.20) — | < C < —do(, g.70).

3Q

La constante de ’énoncé est alors donnée par le maximum entre % et Kr.

Pour terminer la démonstration du (b), il reste a traiter le cas ou x et g.zy sont
proches, mais pas autant que dans le point 1. Pour cela, nous avons besoin de la

propriété suivante

Fait 7.2.3. Pour tout j € [p + q], tout a € I'j, tous g € I' avec i(g) # j et
r € Ny, il existe 2 € g. (A \ Al(g)) tel que do(z,x) < Cdo(z, g.20) et do(z,g.20) <
Cdo(x, g.x0), pour une constante C = C(xg) > 0.

Démonstration. Le point x appartient a A;,), donc il existe g’ € T avec i(g’) = i(g)

i(g
et ' € A tels que z = ¢'.2’. Soit k le premier indice < min (|¢'[,]g]) tel que les

k-iemes lettres de ¢’ et g soient différentes. Deux cas se présentent :

a) les deux lettres n’appartiennent pas au méme facteur de Schottky; dans ce cas,
on peut écrire ¢’ = aj..ap_10),.9) et g = aq...ap_10g.91. Fixons w € A\ Ayg.

Considérons u dans le bord 9;° de la composante connexe de D;(,4,) contenant g;.7¢

165
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(voir figure 7.3). Il vient

do(g.l'o, 041...04k.u) = e_%Bgl.xo (&;1..@1

00) g=38u(a oi 00) g (g1 1 )

en remarquant que m = min min min do(7y.z¢,u) > 0, on obtient
J€ll,p+d] ,(WE)FVuea;”O
i(y)=3

me—%ngo(al;l'"al _070)e_%zsu(agl.._al—l.o,o) < do(g.2o, 1 ...a.1).

Il existe également une constante M > 0 (que 'on peut choisir égale au do-diameétre
de 0X) telle que

a -1 -1

do(g-70, 9-w) < Mem5Bow (0 a1 0.0) =5 Bgy (et ar00).

Ces deux estimations fournissent alors :

do(g-$0a g-w) < %e—%(BglAw(a;l...afl.o,o)—Bu(agl...ozl_llo,o)) )
do(g.xo, 1...ap.u) ~ m

D’apres le corollaire 4.1.6, il existe une constante C'(X,I") > 0 telle que

do(g.20, g.w) < M ooy
do(g.x0, 01...ap.u) ~ m

Cette majoration étant valable pour tout u € 9°, on déduit de la compacité de
950 que do(g.70, g.w) < C'(z0)do(g-70, @1...c.05°). Puisque ¢ ay...ax.Dj(y,), on
en déduit que do(g.70, g.w) < C'(z0)do(x, g.70). L’inégalité triangulaire imposant
do(y.w,z) < do(x,g.29) + d(g.x0, g.w), le résultat suit en posant z = g.w et

C=1+ C,(l'o).

b) les deuzx lettres appartiennent au méme facteur de Schottky : il existe alors 5 € A
et n > n' € N* tels que g = ay...ap_1.8%g1 et ¢ = ai...ap_1.8" .¢}. Supposons
pour fixer les idées que 3 engendre I'y, [ € [1,p+ ¢]. Fixons u € g0 et w € A\Al(g).

Comme dans le a), il vient
- —1 -1 — —1 -1
me~3Bowo (B ol art0,0) =5 Bu(B "oyl o 0,0) < do(g.x0, v1...a—1 8" 1)

et

do(g.20, g.0) < M $5on(570 1107 0.0) = §Buyn (57007 00)
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FIGURE 7.3 — Action de aq...a5_1

De méme, en utilisant le corollaire 4.1.6 et en remarquant que les estimations
précédentes sont satisfaites pour tout u € 95, on en déduit l'existence d’une
constante C’(zg) > 0 telle que do(g.70,9.w) < C'(20)do(g-70, a1...a—15".05°).
Puisque z € ozl...ak_lﬁ”,.Di(ga) et que al...ak_lﬂnl.Di(gi) Nay..oap—1B".05° = 0,
on en déduit do(g.w, g.x0) < C'(x0)do(x, g.29). La conclusion du fait suit comme

précédemment en posant z = g.w. O

Reprenons a présent la démonstration du 2). On fixe z € A;(,, puis z € g. (A \ Al(g))
vérifiant les conclusions du fait 7.2.3. La proposition 4.2.4 et le cas 1) de la présente

démonstration appliqué en z impliquent qu’il existe C' = C(zp) > 0 telle que

B.(a"'.0,0) - b*(a,g.azo)‘ <|B.(at.0,0) — B.(a"to, o)‘

+ |B.(a"t.0,0) — b*(a,g.mo)‘

<Cdo(z, g.x0).

(c) Les points x et y appartiennent a I'.z : fixons j € [1,p+q],a €j et y1,72 €T
tels que i(g1) = i(g2) # j. Posons v1 = 7.51 et 2 = 7.[a.
1) Supposons d’abord que i(f1) # i(B2). Soient 21 € A\ Ay, et 20 € A\ Ay(y,). De la
proposition 4.2.4 et du lemme précédent, on déduit qu’il existe ' = C'(X,T', z9) > 0
telle que

5" (0 m1.0) — b* (@, y2.20)| <[B" (00, 1.20) = Boyoy (0, 0)

+|Byyi(0710,0) = By (07 0, 0)|

+ ‘872,22 (a_l.o,o) — b*(a,’yg.x'o)’
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=C" (do(71-0,71-2) + do(71.21,72-22)
+do(y2.22,72.20)) -

En combinant la propriété de conformité (2.6) et le corollaire 4.1.6, il vient

0" (v, y1.20) — b* (0, Yo.220)| =e ™20V (20, 21) + e794(70) 4, (8).21, 2. 22)
+ 7940200 q (25, 0)

< (e—ad(o;yl.o) + e—ad(o,*y.o) + e—ad(o,'yg.o)) )

Le lemme 4.1.3 implique alors que d(0,v.0)+d(o, 5;.0)—C < d(0,7;.0) < d(o,~.0)+
d(o, B;.0) pour i € {1,2}, d’ou

’b*(a7f}/1'x0) - b*(a7f>/2x0)| j eiad(oy’}ﬂo).

Puisque min(%y)eu RixA, do(z,y) >0, on a
1%

" (@, 1.20) — b* (@, 72.20)| < €M7 dg (1.0, Bo.20).
On conclut en utilisant une fois encore (2.6).

Sii(f1) = i(B2)) =1 € [1,p+4q] : il existe § € T}, ni,na € Z*, ny # ng et
B1,1, 821 €I tels que B = " P11 et Ba = B"2P21. Nous avons le

Fait 7.2.4. Il existe z € A tel que do(B1.20, 2) < Cd(B1.70, B2.x0) et do(B2.20, 2) <
Cd(By.xo, P2.20) pour une constante C' = C(xp) > 0.

Démonstration. Fixons w € Ayg, ) et u € agg . le bord de la composante connexe
de Dj(g,,) contenant 52 1.z¢. De la méme maniere que dans la démonstration du
fait 7.2.3, on a

a

me~ 882,120 (87"2.00) .~ §B.(57"2.0,0) < do(B8"™B2,1.20, 8% 1)

et
do(8™Ba1.70, B w) < Me™ 25%21-20 (8772.00) ;—§Bu(8"2.00)

En posant z = ™2.w, il découle du corollaire 4.1.6 et des estimations précédentes
que
do(B".B2,1.20,2) < C'do (8" B2,1.20, B3] )
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pour C" = C'(z9) > 0. Or ™ By 1.29 € B™. (0X\ D) et ™. (90X \ Dy)NB"2.050 =
(), donc
do (8™ B2,1.20,2) < C'do (8" Ba1.20, 8™ P1,1-20)-

Le fait découle alors de 'inégalité triangulaire en posant C =1+ C". O

Terminons a présent la démonstration de 1’étape (c). On peut décomposer

’b*(aa ’Yl-xﬂ) - b*(aa 72'1:0)| en
b (a, y1.@0) — b (at, v.2)| + |b" (v, v.2) — b (v, y2.20)] ;

La conclusion de la proposition 7.2.1 pour z = ~;1.2¢ et y = y2.x¢ s’obtient alors en
utilisant successivement le (b), la relation de conformité (2.6), la définition de z

puis (2.6) une derniere fois.

7.3 Spectre de 'opérateur de transfert étendu

On introduit maintenant 'opérateur de transfert associé a la fonction plafond b*. Pour
alléger les formules, nous notons dans la suite A=AU T.xg et ]\j = ]\9 pour tout
jell,p+d.

Pour z € C et toute fonction ¢ € C(A), on définit formellement 'opérateur £} de la

maniére suivante : pour tout x € A

pt+q

Lip(x) = Z Z ]l;\?(:v)e_zw(a’:’:)go(a.x).

7j=1 aEFJ.

6d(o,a.o)¢(a,x0). Comme pour L., on déduit

On remarque que Lp(zg) = Z?:{ aers €

des hypotheses (P1) et (IV) et du corollaire 4.1.6 que les sommes précédentes sont bornées

pour Re (z) > ¢. La convergence normale de ces séries de fonctions pour Re (z) > 0 et le

fait que ¢ € C ([\) impliquent que L% peut étre continument étendu sur A:en particulier,

l'opérateur L5 agit sur C (/~\) Notons p% son rayon spectral sur cet ensemble. L’opérateur
L5 étant positif, le théoréme de Perron-Frobenius implique que

1

pis = limsup ‘(,Cg)k]l[\ g

[e.e]

k—> 400
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Pour obtenir une propriété de trou spectral, on étudiera 'action de £} sur I'espace Lip(A),
défini par

Lip(A) := {p € C(A) | llell := [¢loo + [ig] < +00}
ol

1<G<pH+a g yel; do (7, y)
T#yY

La proposition suivante implique que l'opérateur £} est borné sur Lip(A) pour z € C tel
que Re(z) > 4.

Proposition 7.3.1. Chaque poids wi(y,-) = e"zz’*(%')]l;\C appartient a Lip([\) et il
1)

existe une constante C' = C(z) > 0 telle que pour tout v dans T'*, on a

I|lwi(y,-)|| < Ce~Re()d(er0),

Cette proposition est une conséquence du corollaire 7.2.1. La démonstration est en tout
point similaire a celle de la proposition 4.2.4.

Notons p* le rayon spectral de £ sur Lip ([N\) On a

Proposition 7.3.2. L’opérateur L} est quasi-compact sur Lip(A) et p* est une valeur
propre simple et isolée dans son spectre, associée d une fonction propre strictement

positive. De plus p* = p5 = 1.

Démonstration. Comme dans la preuve de la proposition 4.2.9, la premiere étape consiste

a montrer que I'opérateur L est quasi-compact sur Lip(A). De [Hen95], on déduit qu’il

suffit de montrer que 'opérateur £ satisfait la propriété suivante :

Définition 7.3.3 (Propriété DF(s)). L’opérateur L satisfait la propriété DF(s) sur
(Lip(A), || []) si

i) L est compact de (Lip(A),||-||) dans (Lip(A), |- |so) ;
it) pour tout k € N\ {0}, il existe des réels positifs Sy, sy tels que

*

limkinf(sk)% =s5<p

et [|(£5)" || < S Il + se|lel| pour tout o € Lin(A).

Nous suivons une fois encore les étapes des démonstrations données dans [BP0O]

et [Peill]. L’ensemble A = AUT .z étant compact, le théoreme d’Ascoli implique que
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7.3. Spectre de 'opérateur de transfert étendu

'inclusion (Llp( NIE ||) — (Lip([\), | - ]oo) est compacte, d’ot le fait que £} est compact

de (Llp( NIE H) dans (Lip([\),\ . |oo> Montrons a présent 'existence de deux suites
(sk)r>1 et (Sg)r>1 satisfaisant la relation suivante : pour tout k > 1 et tout ¢ € Lip(A)

(L5 el < skllell + Sklelos

avec s := liminf(sk)% < p*. Soient ¢ € Lip(A), k > 1 et j € [1,p+ q]. Pour tout = € A,

k— 00
rappelons que

( Z e—5b 'yx )

v€l(k)
L(v)#3

Donc

(5 k()| < (Z\Iwa% H)-leoo' (7.6)

[vI=k

Pour z,y € A, on majore ‘(L’})kgo(x) — (L’g)kgo(y)‘ par K + K3 ou

ST e p(y.z) — p(y.y)]

veT(k)
U7)#

et

Ky = > ‘6—51?*(%1/) b (r)

el (k)
W(v)#7

lo(v-y)] -

Les points = et y étant tous les deux dans ]\j et v satisfaisant {(y) # 7, le corollaire 4.1.8

implique qu’il existe r < 1 tel que

Ky <Ok [ 3 e | ] do (2, ),

v€r(k)
L(v)#3

d’ou
Ky < O£ 15 Il do(e, ). (77)
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Le second terme K5 est majoré par

> Nws (v )l 10ls - do(2, y)- (7.8)
~v€el' (k)

En divisant par do(z,y) dans (7.7) et (7.8), puis en prenant la borne supérieure sur x,y
et j dans (7.6), (7.7) et (7.8), il vient

[ecarbel| < (er ey az| ) llell+2 | X Tws(r )l | 9l
y€er(k)

Posons sy, := Cr* ‘(E})k]l;\r‘ et Sy =23 cr) [lw*(7,-)[|. On remarque que
oo

1
limsup s/ = rpi.
k— 400
La définition des normes ||-|| et |-|, combinée avec le théoreme de Beurling implique que
pio < p*, et donc
5% | < s liell + Sk [l

1 ~

pour tout k > 1 et avec s = ]lim inf s} < p*. Finalement £} est quasi-compact sur Lip(A).
—>+00

Donc p* correspond au module d’une valeur propre de multiplicité finie.

Dans la deuxieme étape, nous montrons p* = pi, = 1. La démonstration précédente
implique déja p}, < p*. Supposons que cette inégalité est stricte : il existe une valeur
propre A € C de module p* et une fonction propre ¢ € Lip ([X) telle que L3¢ = Ay, ce qui
implique p*|¢| < L3|p| par positivité de L5 ; d’on p* < pi,, ce qui contredit I'hypothese
pio < p*. Montrons maintenant que p* = 1. On a montré dans la proposition 4.2.9 que
l'opérateur L5 admet 1 comme rayon spectral, qui est une valeur propre simple associée
a la fonction propre strictement positive h définie au chapitre 4. Soit ¢ € Lip([\) une
fonction propre associée a une valeur propre de module p*. La restriction ¢|, appartient

a Lip(A) et satisfait pour tout =z € A

Lsp,(x) = Z ﬂA;(a>(x)e_éb(a’x)wm(@-x)
acA

= (L59)), ()
=Ap|, (z).
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7.3. Spectre de 'opérateur de transfert étendu

1
Donc p* = || < 1. D’autre part p* > limsup,, |(£5)" 13|z . Fixons ¢ > 0; il existe une
sous-suite (ny); telle que (L£3)" 15(x) < (p*)™ (1 +¢)™ pour tous k > 1 et x € A. Par

définition de L5, ceci implique que

L5t a(z) 2 (p7)"™ (1 +)™ (7.9)

pour tous k > 1 et x € A; la fonction propre h étant strictement positive, il existe
m, M >0 tels que m < h < M, d’ou

m _ h(x)

7S ap S Litli@) (7.10)
pour tous k > 1 et z € A. De (7.9) et (7.10) et d'un passage a la limite en k, on peut
déduire que p*(1 +¢) > 1 pour tout £ > 0. Finalement p* = 1.

Soit maintenant e une valeur propre de module 1 de Ly : il existe ¢ € Lip (JNX) telle

que Lip = e?p. Par le méme raisonnement que précédemment, pour tout x € A, on a

Lipia(@) = (L5p) 5 (@) = “pp(@).

Puisque 1 est I'unique valeur propre de module 1 de L5, on a 8 € 277 ; donc 1 est 'unique

valeur propre de module 1 de L3.

La prochaine étape consiste a prouver ’existence d’une fonction propre strictement
positive pour 1. L'opérateur L5 étant positif, le théoréme de Perron-Frobenius assure
qu’il existe une fonction positive ¢ telle que L5¢ = ¢. Montrons que ¢ est strictement

positive. Supposons que ¢ s’annule en z € A. Deux cas se présentent alors :

- soit il existe j € [1,p+ q] tel que z € A;; alors, en utilisant la définition des itérés

de L3, il vient pour tout k > 1

(L) (@)= > e ?0Do(v.a) = o(x) = 0. (7.11)

€T (k)

L(v)#7
Donc ¢(vy.z) = 0 pour tout k > 1 et tout v € I'(k) avec I(7) # j. La minimalité de
I’action de I" sur A et la continuité de ¢ sur A impliquent alors que ¢ est nulle sur A. Il
reste & montrer que c¢’est aussi le cas sur I'.zg. L’équation (7.11) évaluée en x assure
qu’il est en fait suffisant de prouver que ¢(xp) est nul. La méme équation permet

encore de réduire la preuve & montrer que la suite (Z,Yer(k.) e*‘Sd(O"y'o)Qﬁ(y.xo))k
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tend vers 0. Soit k > 1. Le corollaire 4.1.8 implique que pour tout |y| =k, on a

d(v.20) = |¢(v.20)| = |p(v.20) — d(7.y)| < [¢] do(v.0,7-y) < [¢] 7" do (0, y)

ouy € Af(y)' Le lemme 5.2.4 combiné avec le corollaire 4.1.6 implique pour sa part
qu’il existe une constante C' > 0 telle que > cp() e9d(07:0) < . ot le fait que
#(x0) =< Cr*. En prenant la limite en k, on voit que ¢(zo) = 0; pour résumer, si ¢

s’annule sur A, elle est nulle sur A.

- soit x € I'.zg : en utilisant les itérés de L3, il vient ¢(y.2) = 0 pour tout v € I tel
que z ¢ /N\l(,y). Par continuité de ¢ et par définition de I’ensemble limite, la fonction

¢ est nulle sur A et la discussion précédente assure que ¢ est nulle sur I".xg.

Donc ¢ est strictement positive. La prochaine étape concerne la dimension de I’espace
propre associé a 1. Pour montrer qu’elle vaut 1, introduisons I'opérateur normalisé P*

défini pour tout ¢ € Lip(A) par

1
Pro =555 (p0)

ol ¢ est une fonction propre strictement positive associée a 1. Cet opérateur est positif,
borné sur Lip(A), quasi-compact ; il vérifie P*(1 i) = 13 et son rayon spectral vaut 1.
Montrons que la dimension de ’espace propre associé a 1 est 1 pour cet opérateur. Soit

f une fonction propre pour P* associée a 1.

(i) Supposons dans un premier temps que |f| atteint son maximum |f|s en un point
xz de Aj, j € [1,p+ q]. Alors

[f (@) = |P*f ()] < PP fI(x) < [f(2)] (7.12)

En utilisant les itérés de P* et un argument de convexité, on obtient |f(v.z)| = |f(x)]
pour tout v € I avec I(vy) # j. Par minimalité de 'action de I" sur A, la fonction
|f| est constante sur A. C’est aussi le cas sur I'.zg. En effet, si on note M la valeur

de |f]| sur A, on a

T ] (L L) P

o |f (z0)| 1 |M — | f (7o)l
_ o —sd(opy.0) M — | f(7-T0
‘1 ‘ (o) E 2 ] d(y.x0).-
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Pour tout v € I'(k) et tout z € Aj,y ona M = |f(v.2)|]. Comme précédemment,

| f (z0)]
% )k: tend

vers 0; d’ou | f(zo)| = M. En appliquant (7.12) pour les itérés de P* et en utilisant

on majore |M — | f(v.20)|| par Cr* pour r €]0, 1] et la suite (‘1 -

une fois encore un argument de convexité, on déduit que |f| est constante sur I'.z,

et finalement |f| est constante sur A.

(ii) Si|f| atteint son maximum sur I'.zg, il découle de la minimalité de l’action de I"
au bord que |f]| est constante sur A, et 'argument précédent implique que |f| est

constante sur A.

De méme, on peut montrer que f est constante sur A. Ceci achéve la démonstration du

dernier point. O

Choisissons maintenant une fonction propre h* de £ pour 1 satisfaisant oo (h*) =1;
il existe I : Lip (/NX) — Ch* telle que pour tout ¢ € Lip ([\), on a

Lsp =115 (¢) + R5 (¢)

ou R* satisfait RII5 = I3RS = 0 et posséde un rayon spectral < 1. Il existe alors une
forme linéaire o* : Lip (A) — C satisfaisant o (h*) = 1 telle que pour tout ¢ € Lip(]&),
on a

Lsp=0"(p)h" + R*p. (7.13)

Pour tout k£ > 1, il vient
(L5 o =0"(p)h* + (R pet (£5)" 0 =0" (Lip) h* + (R Lio

la fonction h* étant strictement positive, on en déduit que o* est Lj-invariante. Soient
¢ € Lip (A) et k> 1. On écrit

Lo = ((£3)" ), = 0" () by + (B oia

I’égalité
00 () = 00 (1) = 70 (LEe1n)
entraine

70 (¢) = 0" (9) + 00 (B o) -

En passant a la limite en &, on voit que 0, (¢) = 0* (¢) et il vient 0* = 4. Dans la suite,
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nous remplacerons ¢* par oo. Rappelons que la décomposition spectrale de L5 donne
Ls =0o(-)h + R. (7.14)

On observe alors que h* est une extension de h dans Lip(A).
Remarque 7.3.4. En utilisant les itérés de L5 évalués en la fonction 13 et au point xo,

il vient

h*(xg) = lim Z e~ 9d(07-0)

k—>+oo
et cette quantité ne dépend pas du point xg € 0X.

Comme pour l'opérateur Ls, on cherche a étendre le trou spectral de £ a une petite
perturbation. On montre d’abord que ’application z — L} est une perturbation continue

de L3 pour Re(z) > § en se basant sur la

Proposition 7.3.5. Sous la famille d’hypothéses (Hg), pour tout compact K de R, il
existe une constante C' = Cg > 0 telle que pour tous s,t € K et k0

1) si B €]0,1]

1
a. ||L31s — Lipisll < Cls —t°L (5—) 7

t|
bo [|L5 1 pvit — L5l < CORPL =)

2) sif=1

X 1
b 13 v = vl < CRL (7).

La démonstration est la méme que celle de la proposition 4.2.12. Notons p*(z) le
rayon spectral de 'opérateur £ sur (Llp ( ) IE ||) En utilisant les arguments de la

démonstration de la proposition 4.2.14, on montre

Proposition 7.3.6. Il existe ¢ > 0 et p. €]0, 1] tels que pour tout z € C satisfaisant
|z —0]loo <€ et Re(z) =9, on a
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7.3. Spectre de 'opérateur de transfert étendu

- p*(2) > pe;

- L. a une unique valeur propre X5 de module p*(z) ;

cette valeur propre est simple et proche de 1 ;

le reste du spectre est inclus dans un disque de rayon pe.

De plus, pour tout A > 0, il existe p(A) < 1 tel que p*(z) < p(A) dés que z € C satisfait
|z —0loc = €, Re(2) =26 et |Im(2)| < A. Enfin p*(2) =1 si et seulement si z = 4.

La démonstration de la proposition C.1 nécessite également la remarque suivante

Remarque 7.3.7. On peut choisir le € > 0 de la proposition précédente suffisamment

petit pour que

=
&

N

=

Q

"
N
\.‘@
| 8
~

m =

pour tous T,y =

La proposition suivante précise le comportement local de la valeur propre dominante
*
o+it*

Proposition 7.3.8. Pour la constante Er > 0 donnée dans la proposition 4.2.19 et t

proche de 0
- si 5 €]0,1]
- B 1
Nipir = 1 — BrD(1 = g o (|t|> (1+0(1)) ;
-sipf=1
* . aa= 1
 Niyio = 1= Brsizn(ilE () (14 o(1)
1
o Re(1=5y) = SERIE () 1+ o(),

Remarque 7.3.9. Il n’y a rien de surprenant dans le fait que la constante soit encore
Er dans le cas de l'opérateur étendu. La démonstration de ce résultat est la méme que

celle de la proposition 4.2.19. On montre que
Nstit ~ 0o (L5 — L£5) 1) -
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La mesure oo ne chargeant pas I'.xq, il vient
0o ((Lsqir — L5) 1) = 0o (Lsvit — Ls) h) -

Dans la démonstration du théoréeme C dans le cas § = 1, nous nous servirons de
l'opérateur Q% = (Id — L'z)_l pour z € C tel que Re (z) > 0. Les propriétés suivantes sont

analogues aux propriétés 4.2.20 et 4.2.21 démontrées pour 'opérateur @, = (Id — ﬁz)fl.

Proposition 7.3.10. Il existe ¢ > 0 et C' > 0 tels que ||Q% — (1 — \2)7'LE|| < C pour
z tel que |z — dloo < € et ||QF|| < C pour z tel que |z — 0|oo = €. De plus, pour t proche
de 0

1

~ (1
Erpsign(t)i|t| L (m)

Q54it = (1+0(1))Io + O(1)

On obtient directement le corollaire suivant :

Corollaire 7.3.11. La fonction t — Re (Q;Ht) est intégrable en 0.

7.4 Démonstration du théoreme C

Pour commencer, rappelons que la fonction orbitale de I' est donnée pour tout R > 0 par

Nr(o,R) :=f{y €' | d(o,v.0) < R}

= Z 1g-(d(o,7.0) — R) +1
yeI'*

ou I'" =T\ {Id}. Nous démontrons ici le

Théoréme C.

sin(fr) h*(zg)  F

e Np(o,R) ~ - 5By RIPL(R) st B €]0,1[;
h* 6R )
e Np(o,R) ~ 52;1?) ;(R) si f=1.

Rappelons que la remarque 7.3.4 assure que h*(zo) = limg— 100 Y e9d(0.7:0) . cette
€T (k)
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quantité ne dépend donc pas de xg. On écrit

Nr(o, R) =e°f Z e94070) 5(d(0,7.0) — R) + 1
yerx

=l Z Z e_(sd(o’w'o)cp(d(o, ~v.0) — R)+1
k>1~el (k)

~e W (R, )
ot p(z) = g (z) et W(R, ) = k%:l Wi (R, ¢). Pour montrer le théoreme C, il suffit

de montrer la

Proposition 7.4.1. Pour toute fonction ¢ : R — R continue par morceauz satisfaisant

Jg p(x)dx > 0, il vient

e W(R,p) ~ Rl_ﬁCL(R)/Rgo(a:)dx si 8 €]0,1] ;

/ o(z)dz si f = 1.
R

e W(R,p) ~ =
(R, ¢) IR
Expliquons-le pour  €]0, 1[, les arguments étant les mémes lorsque f = 1; & un
nombre de transformations fini prés, on a Np(o,R) = §{y € I' | 1 < d(o,v.0) < R}.
Fixons € > 0 et encadrons Nr(o, R) par

2)-2

m(R) = Ez: fH{yel|1+4¢ <d(o,7.0) <14 (¢+1)e}
q=0

et

(2]

M(R) = EZ t{yeT |1+qe<d(o,7.0) <1+ (q+1)e}.
q=0

En appliquant la proposition 7.4.1 avec la fonction ¢ : ¢ +— eét]l[oﬁ] (t), il vient

R
e 1 [?]7 e0(1+qe) R e
m(R) ~ C de qz:% E(1 +qe) = BAL(1 + qe) - C/l mdx
et {R]
ede 1 le —! e0(1+qe) R ed®
M(R)~C de qgo “(1+¢o)"PL(1 + ge) 0 C/1 mdx

Finalement Nr(o, R) ~ OmlféiBRL(R)'
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7.4.1 Proposition 7.4.1 dans le cas § €]0, 1]

On suit les mémes étapes que dans les démonstrations des théoréemes A et B. Soient
K > 2 et (ax)r>1 une suite satisfaisant kL(ay) = af pour L la fonction & variations
lentes donnée dans la famille d’hypotheses (Hg). On admet dans un premier temps les

propositions suivantes

Proposition C.1. Soit ¢ : R — R une fonction d support compact. Uniformément en
K >2 et R€[0,Kay], il vient quand k — 400

1
Wi(R, ) = p—— (Co‘lfﬁ (

)0 +a),

erag

ou Wg est la densité de la loi stable asymétrique de parameétre 3, la constante er est égale
1

a EI—E‘ et CO = h*(xo) = hmk—)+oo Z e*5d(0,'y.o)‘
veTl'(k)

Proposition C.2. Soit ¢ : R — R une fonction a support compact. Quand R > ag, il
existe C > 0 ne dépendant que du support de o telle que

L(R)
Expliquons a présent comment déduire la proposition 7.4.1 a I’aide des propositions C.1

et C.2. Soit ¢ une fonction & support compact. On veut estimer W(R, ) = > Wi(R, ¢).
k>1

D’apres la proposition C.1, nous pouvons décomposer ce terme en W(R, ¢)+W?2(R, o)+
W3(R, ¢) ot

WY(R, ) = Co2(0) 3 1%< R )

' | R<Kay, ** erak
1 oy (1)
W2(R7 SO) = ; a
'k | R<ka, °F
et W(R, )= Y Wi(R,¢)
k| R>Kay,

a) Contribution de W'(R, ). Suivant [Goull], I'idée est d’écrire ce terme en utilisant

la mesure pp = Y. D g sur Uintervalle 0, K]. Il vient
0<%<K Uk

S w2 (D) ame. @1

R<Ka, €Tk erak er
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Cette mesure satisfait quand R — +oo
y
R L(B)pn(lo.) ~ [ 8277 dz, (7.16)

si bien qu’en combinant la définition de W(R, ¢), I'’étude des termes négligeables

menée au a) de la section 5.2.1 et (7.16), on obtient

RYPL(RYW(R, @) ~ Cbif(o)/fz—ﬁ% (z) dz.

La premiere étape fournit alors ’estimation suivante

RYPLRYW(R, o) ~ 5“,’;(;)) /0 gz—ﬁqfﬁ(zmz (7.17)

ot Er = ep.

b) Contribution de W?(R, ). Cette quantité est identique a la contribution M?(R;u®

©, v®1)) apparaissant dans la démonstration du théoréme A ; cette quantité satisfait

RYPLIR\WA(R,¢) =ox(1) o lim ox(1) =04 K fixé. (7.18)

R—+o00

c) Contribution de W3(R, ). Comme pour le terme M?3(R;u ® o, v ®1)) apparaissant

dans la démonstration du théoréme A, il vient

RY"PL(RW3(R, ) < CK~P. (7.19)

En combinant (7.17), (7.18) et (7.19), on obtient

R“PLR)W (R, o) = %Or)q)/oefz—%(z)dzu +o(1)) + ok (1) + O(K ),

ol " lim o(1) = 0. En choisissant K suffisamment grand et en faisant tendre R vers
—r400

I'infini, il vient finalement

RYPL(RYW (R, @) ~ B@(EO)%/JFOOZ_ﬁ‘Pg(z)dz.
T 0
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D’apres [Zol86]

Cy sin(Bm) .

et la proposition 7.4.1 suit avec C' = Yo

Démonstration de la proposition C.1

Rappelons que

Wi(R,p) = Y e 7% p(d(0,7.0) - R)
v€el'(k)

ou y est a support compact. Pour démontrer la proposition C.1, il suffit de démontrer

que

i) - 0wy (L) 50) —o (7.20)

pour une fonction test ¢ appartenant a la classe J# donnée dans la définition 5.2.2.
Montrons dans un premier temps que la quantité Wy (R, ) est finie pour ¢ € JZ. La

formule d’inversion de Fourier implique
1 7 * k -~
We(Ro o)l <gn [ | (63400 13 (@0)pl0)at]
1 *\k ~
<7 ~
<5 (69" 13 (a0) [ Bty

=1lly A*(z0) < 4o00.

Montrons a présent (7.20). Pour alléger les notations, on omettra le symbole * pour
tout objet en lien avec I'opérateur £5. La formule d’inversion de Fourier nous permet de

décomposer

asWi(R, ) — hZO)wg <eik> &(0)

en K1 + Ky ol
K= gE [ ek 1 wo)pdr
[_Eva]c

et



7.4. Démonstration du théoréeme C

avec le € > 0 donné dans la proposition 7.3.6. Les propriétés spectrales de £, évoquées
dans cette méme proposition et le fait que @ soit a support compact impliquent que
1£5 ;]| = p¥, pour 0 < p < 1 dépendant du support de ¢. Donc |K1| < ||@||, p*ak, et
ce terme tend vers 0 quand £ — 400, uniformément en K et R. Nous étudions ensuite

K. La décomposition spectrale de I'opérateur Ls; « fournit
ag
k k k
55+¢%1[\($0) = >\5+i&H5+¢%(1A)(ﬂco) + R5+¢%]1[\($0)

avec spec(Rgy;u ) C B(0,p:) et 0 < p: < 1.
ag
On décompose alors K9 en L1 + Lo + L3 ou

Eay
1 vl k ~( U
b [ty (L)
—E&ag
1 Eag
ar \F of
Lo = % / e )\5+ u (H5+z“(]1/~\)(x0) - Hg(]lA)(l‘O)) ¥ <ak> du
—E&ag
T R [ u ) it L ~
b= 5 [ e () a2 [ Faeropon
—eag R

On a |Li| < arp®||@||., si bien que L; tend vers 0 uniformément en K et R quand

o0
k — +o00. Nous utilisons le théoréeme de convergence dominée pour Lo : comme pour
Iintégrale M; dans la démonstration de la proposition A.1, le développement limité de
As+i¢ donné dans la proposition 7.3.8 implique que l'intégrande de Lo est majorée a une

constante multiplicative pres par

38
1] e~ T (1-ATA=Blert] 2 g 14 < 1

I(t) = 2 ) z
)2 e -OrA-B)lert® g 141 5 1

Le terme L3 se traite de la méme maniere que le terme M dans la démonstration de la

proposition A.1.

Démonstration de la proposition C.2

Soit ¢ : R — R une fonction a support compact. Pour montrer la proposition C.2, il

suffit de montrer qu’il existe des constantes C, M > 0 ne dépendant que du support de ¢
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telles que
_ L(R)
5d(0,7.

Z ¢—9d(0,7.0) < CkRH—ﬁ (7.21)

veT (k)

M

d(o,y.0)~R
ou d(o,~.0) YR signifie |d(o,7y.0) — R| < M. Nous suivons les étapes de la démonstration
R

du théoréeme 1.6 de [Goull]. On écrit R = way pour w > 1. Notons ¢ = w” ; € [%, 5],

pour p € (0,1). L’idée est de partitionner
J=A(a1,...,ax) | ai...ar A — admissible, d(o,~.0) 0 R}

en utilisant ( comme niveau de troncature. Plus précisément, on décompose J en J1 U
J2 UJ3UJy ou

R
={(a1,...,ax) € J| Ir, d(0,,.0) > 5} ;
R
32 = {(a1, ., ek) € T| V7, d(0,05.0) < 55 Ir <t, d(o, ar-0),d(0,01.0) > (} ;
R
s = {(a1,.n) € T | Vi, d(0,az.0) < 5 1 3lr, d(0,a0.0) > C} ;

Ja={(a1,...,a) € J | ¥4, d(0,a;.0) <

I
-

Nous montrons que pour tout ¢ € {1,2,3,4}, on a :

L(R)
RI+6°

Ei = Z 6—5d(0,0¢1...ak.0) < Ck

(al"“)ak)e\ji

La démonstration repose sur les deux lemmes suivants, analogues aux lemmes 5.2.4 et
5.2.5

Lemme 7.4.2. [ existe une constante C' > 0 telle que pour tout k € N

Z e—5d(o,fy.o) <C.
vET(k)

Démonstration. 11 vient

Z e—éd 0,7.0) _ Z e —dd(o,v.0 (’7-1'0)

el (k) yel (k)
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7.4. Démonstration du théoréeme C

Par stricte positivité sur A de la fonction h* définie dans la proposition 7.3.2, on a

Z 676d(o,'y.o)jc Z 676d(0’7‘0)h*<”y.1’0>jCﬁgh*(xo)th*H.
veT (k) veT (k)

Lemme 7.4.3. Soit A > 0. Il existe une constante C = C(A) > 0 telle que pour tout
ke N et tout £ € [%,oo], on a

Y=g ...
Vi, d(o,a;.0)<E

A
d(o,v.0)~R

La démonstration de ce lemme est en tout point similaire a celle du lemme 5.2.5. La
démonstration de la proposition C.2 est une réécriture de celle de la proposition A.2,

-1

en remplacant b(y,x) = B,(y~".0,0) par d(o,v.0). Seules les constantes apparaissant

seront différentes. Pour fixer les idées, traitons le cas de la quantité X;. Rappelons que
El — Z e—éd(o,al...ak.o).
(al,...,ak)€31

Le lemme 4.1.4 implique

k
Yy < Z Z 6—6d(0,a1...ap,1.o)e—éd(o,ap.o)e—6d(o,ap+1...ak.o)‘

De plus d(o,v.0) MR implique que

M+2C
~ R,

d(o, a1...0p—1.0) + d(0, ap.0) + d(0, py1...0.0)
Donc d(o, a1...cpp—1.0) + d(0, apt1...a5.0) < % +2C + M. Notons A = M + 2C. On
décompose la somme sur p en une somme sur m et n, tels d(o,a;...ap—1.0) € [(m —
DA, (m+1)A] et d(o, apt1...ax.0) € [(n—1)A, (n+1)A] pour m < N et n < N —m ou

R
BiA

N =
2A

+ 1.
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On majore ensuite ¥ par la somme sur p de la somme sur 1 < m,n < N tels que

m—+n < N, des quantités

Z 6—6d(0,w1.0) . Z e—Ed(o,a‘o) . Z e—éd(o,'yg.o)7

[71|=p—1 lo]=1 [v2|=k—p
Y1 EA(MA,A) acA(R—(m+n)A,2A) Yo EA(RA,A)

ou pour toust > 0et A >0
A(t,A):=={y el |t - A<d(o,7.0) <t+A}.

L’hypothéese supplémentaire (S) combinée avec le lemme de Potter donne

Z e—éd(o,a.o) <sup Z e—éd(o,a.o) (7'22)
jal=1 25 Jal=1
a€A(R—(m+n)A,2A) a€A(t,2A)
L(t) , L(R)
tSB e = RITE" (7.23)

On obtient finalement

< R1+5 Z Z 76d(0,’yl.0) Z eféd(o,'yg.o).

p=1~€T(p—1) y2€T(k—p)

Le lemme 7.4.2 fournit alors la majoration désirée. Les quantités Yo, 33 et Y4 se traitent

alors exactement comme leur pendant de la proposition A.2.

7.4.2 Proposition 7.4.1 dans le cas § =1

Comme dans la démonstration du théoréme A dans le cas 8 = 1, nous devons symétriser

la quantité (R, ) pour faire apparaitre Re (Q 3 +Zt> Nous introduisons donc

=3 3 %00 (o(d(0,7.0) — R) + p(~d(0,7.0) — R)).

k=1 ~€eT' (k)

On remarque que W (R, ¢) = W9(R, ¢) pour R assez grand, car ¢ est & support compact.

On étudie dans un premier temps la quantité

= Z Z ¢—¢d(0,7-0) (p(d(0,v.0) — R) + p(—d(0,7.0) — R))

k>1~eT (k)
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7.4. Démonstration du théoréeme C

pour & > §. L’argument de Stone nous permet de supposer que ¢ € 2. Le fait que
WE(R, @) est fini pour tout ¢ € . est une conséquence de 'étude & venir. Pour l'instant,
remarquons que la formule d’inversion de Fourier combinée avec la convergence de la

série de Poincaré en £ > 9§ implique

W) = 5 [ S ((,cw) (cg@’“) (L) (@0)@ (1)t

k>1

qui est fini pour ¢ € 7. Donc

WeR ) = = [ eRe (Q2) (1) @0)a(de - = [ et

On veut

Wi ) =~ [ eRe Qi) (L))t — — [ eMRpwar. (129

s

La premiére étape consiste & montrer que

~ [ €Re (Q24u) (L) an) (01t — — [ Re (Q5) (1) (w0) 301
Les arguments sont les mémes que ceux de la proposition 5.3.2. De plus, pour une
fonction ¢ positive, le théoréme de convergence monotone implique que W¥(R, ¢) tend
vers WO(R, ). Le fait que t — Re (Q(;_Ht) (13) (z0) soit intégrable en 0 implique que
W(R, @) est fini pour toute fonction ¢ positive (ce qui assure d’ailleurs que cette quantité
est finie pour tout ¢ € 7). Pour tout ¢ € S, on remarque que |p| € A et le résultat
provient du théoréme de convergence dominée et du fait que W&(R, ) < WO(R,|yp|).

Finalement

WOR, ) = [ Re Q50 (15, )0)@l0)de — ~ [ 500

™ JR

itR

D’apres le lemme de Riemann-Lebesgue, le terme [p e"*3(t)dt est négligeable devant

. Comme précédemment fixons A > 0. Nous décomposons

[l
—

(R)

1 /R e Re (Q540) (13)(w0)P(t)dt

™

en I + I ou
L = T /|t|>A ¢""Re (Q544e) (13)(wo)@(t)dt
R
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et
1 , . ~
k=2 /| ¢ Re (QF 1) (13) (x0) B(1)dl.
SR

™

Commencons par le terme I7. On peut décomposer cette intégrale selon le signe de t. Soit

J l'intégrale )
= R (@) (1) )0
bo

™

En posant ¢ = u — % dans J, on obtient

J= _jr/ww‘fWRRe (Q;H(u_g)) (15)(20)3 <u - ;) du.

Alors
2= fﬂ e Re (Q5140) (13) (20)B (1)t
+ ;/bweitRRe (Qgﬂ.(tg)) (15)(xo) (@(t) - (t - ;)) dt
+2 Joa (Re (@34a) ~ Re (@05 ) ) (L) (ao)Ble)ct
=K+ Ky + Ks.

Les arguments utilisés pour controler K; dans la démonstration de la proposition 5.3.3

L 3
impliquent que |K;| < ﬁ%(fl+ 7)1 et |[Ka| < ﬁ%. Pour |K3/, on a
K| < ! 5 . L L o(t)|d
| Ko \ﬂ/t>A§" jrozan| Q§+i(t_%) sit ~ Fopi(t-x) |@(¢)|dt.
Comme dans la démonstration de la proposition 5.3.3, on obtient
1 1
K3 = = —.
= T va
Donc lim  lim L(R)|J| =0.D’ou
A—400 R—>+00
lim  lim L(R)|L| = 0. (7.25)

A—+00 R—>+00

Concernant I, on écrit

1
Iy
)

et [Re (Q34it) — Re ((1 —A; +it)—l) Hg] (13)(z0)@(t)dt

<%
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7.4. Démonstration du théoréeme C

+ [ e [Re (1= Npya) ™) 5] (13) () B(0) e

A
D’apres la proposition 7.3.10, pour R suffisamment grand, on a |Li| < QE. Nous

décomposons ensuite Ly en My + My de la maniére suivante

Ly = |t\gé(eitR 1) [Re (1= Mo ™) ] () (o))t
* /tK {Re ((1 - )\g—kit)il) HE] (lA)(xo)@(t)dt
=M + M

En reprenant les arguments donnés pour controler M; dans la démonstration de la
proposition 5.3.3, il vient
- L(R
L(R)M; = AM.
L(R)

Il reste maintenant a traiter le dernier terme, qui donne I’équivalent recherché. On

décompose My en deux intégrales selon le signe de ¢. Notons

N = 7 [Re (0= X5 ™) 1] (L) () (e) .

Il vient B (o)
7 o) ~
L(R)N ~ 0),
(RN ~ 52250
d’ou
lim L(R)My = Cr@
plm  L(R)My = Cre(0)
lm 3 o0
—+00
ou Cr = yel“l(?k) . Le résultat suit pour Lo, puis pour Is.
r
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Géomeétrie ergodique et fonctions de comptage en mesure infinie

Ergodic geometry and counting functions in infinite measure

Résumé

Cette thése porte sur I'étude de certaines
propriétés dynamiques de variétés M = X/T" a
courbure sectionnelle négative pincée, ou X est
une variété de Hadamard et I' = 7y (M) agit par
isométries sur X. Nous considérons le cas de
certains groupes de Schottky I" de type divergent,
munis d’'une mesure de Bowen-Margulis mp
infinie sur le fibré unitaire tangent T'X/T'. Sous
ces hypothéses, nous définissons tout d’abord un
espace symbolique permettant de coder I'action
du groupe T" sur le bord de X et celle du flot
géodésique (g;):cr sur T'X/T'. Ces codages
nous permettent dans un premier temps de
préciser la vitesse de mélange du flot
géodésigue ; hous montrons ensuite comment
obtenir une minoration du nombre Ny (R) de
géodésiques fermées de longueur < R
contenues dans la variété M ; nous donnons
enfin un équivalent de la fonction orbitale

t{y € ' | d(o,7.0) < R} quand R tend vers l'infini.

Mots clés

Théorie ergodique, mesure infinie, flot
géodésique, fonction orbitale, mélange, exposant
critique, groupe de Schottky.

Abstract

We study here some dynamical properties of
manifolds M = X/I', endowed with a pinched
negative sectional curvature, where X is a
Hadamard manifold and I = 7 (M) acts by
isometries on X. More precisely, we consider
divergent Schottky groups I" whose
Bowen-Margulis measure mp is infinite on the
unit tangent bundle T!X/T". We first define a
coding of the action of I" on the boundary of X,
which will be useful to build a symbolic space
associated with the geodesic flow. Then we
precise the rate of mixing of the geodesic flow
(g¢)ter Oon TIX/T. In a second part, we study the
number of closed geodesics on M with length

< R. Finally, we give an asymptotic for the orbital
counting function §{y € I" | d(o,~v.0) < R} when R
goes to infinity.

Key Words

Ergodic theory, infinite measure, geodesic flow,
orbital function, mixing, critical exponent,
Schottky groups.
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