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Introduction

Le propos principal de ce mémoire de thèse est d’établir l’existence d’une structure d’algèbre de
Batalin-Vilkovisky à homotopie près sur la double construction cobar d’un ensemble simplicial.

Les algèbres de Batalin-Vilkovisky (ou BV-algèbres) sont apparues suites aux travaux de
I. Batalin et G. Vilkovisky [BV81] en théorie de jauge. Elles interviennent dans de nombreux
domaines, par exemple :

• en géométrie non-commutative (cohomologie de Hochschild [FTVP04, Men09, Tra08,
TT00], conjecture de Deligne cyclique [TZ04]) ;

• en physique théorique (BRST cohomologie [LZ93], théorie de jauge [BV81], théorie des
champs topologiques [Get94]) ;

• en géométrie différentielle (algébroïdes de Lie [KS95, Rog09]) ;

• en topologie algébrique (topologie des cordes [CS], homologie des espaces de lacets pointés
doubles avec action du cercle [Get94]).

Les algèbres de Batalin-Vilkovisky se distinguent des algèbres de Gerstenhaber par l’exis-
tence d’un opérateur supplémentaire, générateur du crochet de Gerstenhaber et vérifiant cer-
taines propriétés. Une algèbre de Gerstenhaber est à la fois une algèbre commutative graduée et
une algèbre de Lie de degré 1 avec certaines compatibilités.

Nous nous intéressons ici aux algèbres de Batalin-Vilkovisky liées aux espaces de lacets
pointés doubles.

Les espaces de lacets itérés, en particulier les espaces de lacets doubles, ont une structure
qui leur est propre : ils sont caractérisés par une opérade. Précisément, un espace de lacets
doubles est muni d’une action de l’opérade des petits disques D2. Et réciproquement, tout
espace 1-connexe muni d’une action de cette opérade D2 est homotopiquement équivalent à un
espace de lacets doubles. Cette opérade admet une bonne description algébrique en homologie.
En effet, sur un corps, le complexe des chaînes singulières de D2 forme un opérade C∗(D2).
Par suite, son homologie H∗(D2) est également une opérade et elle agit sur l’homologie d’un
espace de lacets doubles. Cette action de l’opérade H∗(D2) fournit un produit, le produit de
Pontryagin, et une autre opération, le crochet de Browder. Ces deux opérations forment une
structure d’algèbre de Gerstenhaber. En caractéristique nulle, elles sont les seules opérations
sans autres relations. Autrement dit, dans ce cas, l’homologie d’un espace de lacets doubles est
une algèbre de Gerstenhaber. De manière plus générale, l’opérade D2 qui caractérise les espaces
de lacets doubles, est en homologie l’opérade des algèbres de Gerstenhaber [Coh76].

Une action du cercle S1 sur l’espace de base d’un espace de lacets doubles conduit à une
action de l’opérade des petits 2-disques orientés fD2. Cette opérade caractérise les espaces de
lacets pointés doubles dans la catégorie des S1-espaces, [SW03]. En ce sens, la contribution de
cette opérade par rapport à D2 réside dans la prise en compte d’une action du cercle S1 sur un
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INTRODUCTION

espace topologique. E. Getzler [Get94] a montré que l’homologie H∗( fD2) de l’opérade fD2 est
l’opérade des algèbres de Batalin-Vilkovisky.

Présentation des résultats

L’objet fondamental sur lequel nous travaillons ici est la double construction cobar ; c’est un
modèle algébrique pour les espaces de lacets pointés doubles. L’objectif principal est d’obtenir
une structure de BV-algèbre homotopique explicite sur la double construction cobar de sorte à
relever la structure d’algèbre de Batalin-Vilkovisky naturellement présente sur l’homologie d’un
espace de lacets pointés doubles.

Plus précisément, fixons Y un espace topologique pointé et notons Ω2Y := Hom∗(S2, Y)
l’espace des lacets pointés doubles sur Y ; c’est à dire, l’espace des applications continues de la
2-sphère pointée S2 vers Y préservant les points bases. Alors, l’homologie H∗(Ω2Y) munie du
produit de Pontryagin · est une algèbre commutative graduée, et munie du crochet de Browder
[−;−] est une algèbre de Lie de degré 1. De plus, la compatibilité du crochet avec le produit de
la façon suivante

[a; b · c] = [a; b] · c + (−1)(|a|+1)|b|b · [a; c] ∀a, b, c ∈ H∗(Ω2Y), (0.1)

fait de (H∗(Ω2), ·, [−;−]) une algèbre de Gerstenhaber, [Coh76].
Supposons que Y est muni d’une action du cercle S1 respectant le point base. On munit l’espace
des lacets doubles Hom∗(S2, Y) d’une action de S1 comme suit :

S1 ×Hom∗(S2, Y)→ Hom∗(S2, Y)

(g, f ) 7→ (g · f )(s) = g f (g−1 · s)

où, l’action de S1 sur la 2-sphère S2 est donnée par la rotation d’axe nord-sud (le sud étant le
point base). Cette action de S1 induit sur l’homologie H∗(Ω2Y) un opérateur ∆. Celui-ci, est
un générateur du crochet de Browder, à savoir que (H∗(Ω2Y), ·, ∆) est une algèbre de Batalin-
Vilkovisky, [Get94] :

• ∆ ◦ ∆ = 0 ;

• le défaut de ∆ à être une dérivation pour le produit de Pontryagin est l’opération de
Browder [−,−] :

(−1)|a|[a; b] = ∆(ab)− ∆(a)b− (−1)|a|a∆(b), ∀ a, b ∈ H∗(Ω2Y). (0.2)

Notre étude porte sur un modèle algébrique des espaces de lacets pointés doubles, la double
construction cobar.

La construction cobar est un foncteur

Ω : DGC → DGA

de la catégorie des cogèbres différentielles graduées 1-connexes vers la catégorie des algèbres
différentielles graduées connexes. Cette construction fournit un modèle pour les espaces de
lacets. Plus précisément, soit Y un espace topologique 1-connexe. Notons C∗(Y) le complexe
de chaînes singulières de Y muni du coproduit d’Alexander-Whitney. Alors ΩC∗(Y) est quasi-
isomorphe au complexe de chaînes cubiques de ΩY comme dg-algèbre. Ici, ΩY est l’espace des
lacets pointés sur Y ; le produit de Pontryagin fait du complexe de chaînes cubiques C�

∗ (ΩY)
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une dg-algèbre.
Pour être itérée, la construction cobar requiert l’existence d’un coproduit. La construction cobar
d’une dg-cogèbre C peut être enrichie d’une structure de dg-algèbre de Hopf, par exemple
lorsque C est munie d’une structure de G-cogèbre homotopique, cf. [Kad04]. Dans ce cas,
la double construction cobar résultante Ω2C = Ω(ΩC) possède une structure de G-algèbre
homotopique, cf. [Kad05].

C ΩC Ω2C H∗(Ω2C)

G-cogèbre
homotopique

dg-algèbre
de Hopf

G-algèbre
homotopique

algèbre de
Gerstenhaber

Une G-cogèbre homotopique C est essentiellement une dg-cogèbre munie d’une famille de
co-opérations supérieures (∇1, {E1,k}k≥2) satisfaisant certaines propriétés. En particulier :

• ∇1 est une homotopie pour la cocommutativité du coproduit de C ;

• la coassociativité de ∇1 est contrôlée par la co-opération E1,2.

Dualement, une G-algèbre homotopique G est une dg-algèbre munie d’une famille d’opérations
supérieures (∪1, {E1,k}k≥2) satisfaisant certaines propriétés. En particulier :

• ∪1 est une homotopie pour la commutativité du produit de G ;

• l’associativité du ∪1 est contrôlée par l’opération E1,2.

L’homologie H∗(G) d’une G-algèbre homotopique G est une algèbre de Gerstenhaber. Les
algèbres de Gerstenhaber sont des algèbres de Lie de degré 1 munies d’un produit commutatif
tels que le crochet de Lie satisfasse la relation de Poisson (0.1). Nous appelons crochet de
Gerstenhaber un tel crochet. Le crochet de Gerstenhaber

[−;−] : H∗(G)⊗ H∗(G)→ H∗(G)

sur l’homologie d’une G-algèbre homotopique G, est donné par :

[a; b] := a ∪1 b− (−1)(|a|+1)(|b|+1)b ∪1 a pour tous éléments homogènes a, b ∈ G.

Dans un premier temps, on s’intéresse à la structure de dg-algèbre de Hopf de la construction
cobar ΩC d’une G-cogèbre homotopique. On définit explicitement une famille de co-opérations
{On}n≥2 sur C (cf. (3.8)) construites à partir des co-opérations structurelles de la G-cogèbre
homotopique C. On obtient un critère à l’obtention d’une antipode involutive sur ΩC.

Théorème A. Soit (C,∇1, {E1,k}k≥2) une G-cogèbre homotopique. L’involutivité de l’antipode sur ΩC
est équivalente à l’annulation de la famille des co-opérations {On}n≥2 sur C.

Par suite, on définit la notion de G-cogèbre homotopique involutive comme les G-cogèbres
homotopiques C telles que l’antipode résultante sur la construction cobar ΩC est involutive.

A. Connes et H. Moscovici [CM00] ont défini un opérateur de bord sur la construction cobar
d’une dg-algèbre de Hopf involutive. En introduisant la notion de BV-algèbre homotopique (à
la Gerstenhaber-Voronov) on démontre que la construction cobar ΩH d’une dg-algèbre de
Hopf involutive H est une BV-algèbre homotopique de BV-opérateur l’opérateur de Connes-
Moscovici. Cette dernière structure relève la structure de BV-algèbre obtenue par L. Menichi
[Men04] sur H∗(ΩH).
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C ΩC Ω2C H∗(Ω2C)

G-cogèbre
homotopique

involutive

dg-algèbre
de Hopf

involutive

BV-algèbre
homotopique

BV-algèbre

L. Menichi ’04

Nous appelons structure de Connes-Moscovici une structure de BV-algèbre homotopique sur la
construction cobar dont le BV-opérateur est l’opérateur de Connes-Moscovici.

Le modèle algébrique pour les espaces de lacets pointés doubles que nous considérons par
la suite est la double construction cobar.

Soit X un ensemble simplicial dont le 0-squelette est réduit à un point. Notons C∗(X) le
complexe de chaînes simpliciales sur X. Sa structure de dg-cogèbre est donnée par le coproduit
d’Alexander-Whitney. Notons |X| une réalisation géométrique de X.

H.-J. Baues [Bau81, Bau98] à construit un coproduit explicite

∇0 : ΩC∗(X)→ ΩC∗(X)⊗ΩC∗(X)

quand le 1-squelette de |X| est un point. Ce coproduit est tel que :

• (ΩC∗(X),∇0) est une dg-algèbre de Hopf ;

• H∗(Ω2C∗(X)) ∼= H∗(Ω2|X|) quand le 2-squelette de |X| est un point.

Ce coproduit correspond à une structure de G-cogèbre homotopique sur C∗(X). En étudiant
minutieusement cette structure, on obtient le résultat suivant.

Théorème B. Soit Σ2X une double suspension simpliciale. Alors,

• le coproduit de Baues détermine une structure de G-cogèbre homotopique réduite (donc involutive)
sur C∗(Σ2X) ;

• la double construction cobar Ω2C∗(Σ2X) munie d’une structure de Connes-Moscovici est quasi-
isomorphe à Ω2H∗(Σ2X), comme BV-algèbres homotopiques.

Le second point du Théorème B est un élément clé dans la preuve des Théorèmes D et F.
C’est un résultat de formalité qui s’énonce en toute généralité comme suit.

Théorème C. Soit C une G-cogèbre homotopique réduite (alors involutive) avec un coproduit dont tous
les éléments de C+ sont primitifs. Alors, Ω2C et Ω2H∗(C), munies de la structure de Connes-Moscovici,
sont quasi-isomorphes comme BV-algèbres homotopiques.

On obtient,

Théorème D. Soit Q le corps de coefficients. Alors, Ω2C∗(Σ2X) possède une structure de Connes-
Moscovici. La structure de BV-algèbre induite sur H∗(Ω2C∗(Σ2X)) est libre sur l’homologie réduite de
H+
∗ (X).

En conséquence, les BV-algèbres (H∗(Ω2C∗(Σ2X)), ∆CM) et (H∗(Ω2Σ2|X|), ∆) sont isomorphes.
Ici, ∆CM est l’opérateur de Connes-Moscovici.
En caractéristique 2, l’homologie H∗(Ω2Σ2|X|) est une algèbre de Gerstenhaber restreinte sur
l’homologie réduite H+

∗ (X). Dans un premier temps, on montre que la restriction est déjà
présente dans la notion de G-algèbre homotopique.
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Théorème E. Soit F2 le corps de coefficients. Soit G une G-algèbre homotopique. Alors, l’algèbre de
Gerstenhaber H∗(G) est restreinte, de restriction induite par l’application x 7→ x ∪1 x.

Rappelons que l’opération ∪1 est l’opération structurelle de G utilisée pour définir le crochet
de Gerstenhaber sur H∗(G) :

[a; b] = a ∪1 b + b ∪1 a, ∀a, b ∈ G.

On obtient,

Théorème F. Soit F2 le corps de coefficients. Alors, Ω2C∗(Σ2X) est munie d’une structure de Connes-
Moscovici. La structure induite d’algèbre de Gerstenhaber restreinte sur H∗(Ω2C∗(Σ2X)) est libre sur
l’homologie réduite H+

∗ (X).

En conséquences, les algèbres de Gerstenhaber restreintes H∗(Ω2C∗(Σ2X)) et H∗(Ω2|Σ2X|)
sont isomorphes.

Lorsque l’anneau de coefficient est Q, on déforme la structure de dg-algèbre de Hopf présente
sur construction cobar de Baues en une structure de dg-algèbre de Hopf involutive :

Théorème G. Soit Q l’anneau de base. Soit X un ensemble simplicial 1-réduit. Alors, la construction
cobar de Baues (ΩC∗(X),∇0, S) est quasi-isomorphe, comme dg-algèbre de Hopf à homotopie près, à une
dg-algèbre de Hopf involutive (ΩC∗(X),∇′, S′).

Ainsi, on obtient

Corollaire. La double construction cobar Ω(ΩC∗(X),∇′, S′) est munie d’une structure de Connes-
Moscovici.

Dans une première partie, on établit des résultats structuraux sur la construction cobar,
visant à obtenir un relèvement homotopique explicite d’une structure de BV-algèbre sur la
double construction cobar. Ces résultats interviennent à différentes itérations de la construction
cobar. En conclusion de cette première partie, nous obtenons par descente de structures, un
critère à l’obtention d’une structure de BV-algèbre homotopique (à la Gerstenhaber-Voronov) sur
la double construction cobar d’une G-cogèbre homotopique C, ceci en terme de co-opérations
structurelles de C.

Dans une seconde partie, nous appliquons le critère obtenu en première partie sur la G-
cogèbre homotopique C∗(X), où X est un ensemble simplicial et C∗(X) est le complexe de
chaînes simpliciales sur X muni du coproduit d’Alexander-Whitney. Nous précisons dans cette
partie la structure de G-cogèbre homotopique sur C∗(X) considérée telle que Ω2C∗(X) soit un
modèle pour les lacets doubles Ω2|X|. Nous donnons ensuite des résultats de comparaisons
entre la structure d’algèbre de Batalin-Vilkovisky obtenue lorsque X est une double suspension
et celle sur H∗(Ω2|X|) induite par l’action diagonale du cercle sur Ω2|X|. Nous terminons cette
partie en montrant que, si l’anneau des coefficients est Q, alors la structure de dg-algèbre de Hopf
(ΩC∗(X),∇0, S) se déforme en une structure de dg-algèbre de Hopf involutive (ΩC∗(X),∇′, S′) ;
la double construction cobar Ω(ΩC∗(X),∇′, S′) est alors munie d’une structure de BV-algèbre
homotopique.
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1
Objets de base

1.1 Gèbres différentielles graduées

On fixe k comme le corps commutatif de coefficients. Une grande partie des résultats reste
néanmoins vraie lorsque k est un anneau commutatif.

1.1.1 Catégories monoïdale et monoïdes

Soit C une catégorie monoïdale stricte de produit ⊗ et d’unité k. Un monoïde (unitaire) dans C
est un triplet (A, µ, η) où A est un objet de C, µ ∈ HomC(A⊗ A; A) et η ∈ HomC(k; A) sont tels
que les diagrammes suivants (1.1), (1.2) soient commutatifs :

A⊗ A⊗ A A⊗ A

A⊗ A A

µ⊗ 1

1⊗ µ

µ

µ (1.1)

A⊗ k A⊗ A k⊗ A

A

η ⊗ 11⊗ η

µ

(1.2)

Un monoïde augmenté est un monoïde (A, µ, η) muni d’une augmentation : ε ∈ Hom(A; k)
vérifiant ε ◦ µ = µ(ε⊗ ε).

Un comonoïde (coaugmenté) dans C est un monoïde (augmenté) dans la catégorie duale Cop.
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CHAPITRE 1. OBJETS DE BASE

1.1.2 Catégorie des espaces vectoriels gradués et dg-espaces vectoriels

Catégorie des espaces vectoriels gradués

Un k-espace vectoriel gradué M est une suite de k-espaces vectoriels Mn indexée par les entiers
Z. Un élément m ∈ Mn dans la n-ième composante de M, Mn, est dit homogène de degré
|m| = n. On note

Hom(M; N)

le k-espace vectoriel gradué des morphismes k-linéaires. Sa r-ième composante est

Hom(M; N)r = ∏
p∈Z

Hom(Mp; Np+r).

Le produit tensoriel sur k de deux k-espaces vectoriels M et N est

M⊗k N

de composantes
(M⊗k N)n =

⊕
p+q=n

Mp ⊗k Nq.

Soient deux applications d’espaces vectoriels gradués, f : M→ M′ et g : N → N′, l’application

f ⊗ g : M⊗ N → M′ ⊗ N′

suit la règle de signes de Koszul :

( f ⊗ g)(m⊗ n) = (−1)|m||g| f (m)⊗ g(n).

Ceci définit la catégorie monoïdale des espaces vectoriels gradués.

Catégorie des dg-espaces vectoriels

Un dg-espace vectoriel (M, dM) est un k-espace vectoriel gradué M muni d’un morphisme
k-linéaire dM : M→ M de degré −1 et de carré nul dMdM = 0. On note

(Hom(M; N), ∂)

le dg-espace vectoriel des morphismes k-linéaires Hom(M; N) de différentielle

∂( f ) = dN f − (−1)| f | f dM.

Les cycles de ce dg-espaces vectoriels, c’est à dire les applications f telles que dN f = (−1)| f | f dM,
forment le espace vectoriel gradué des morphismes de dg-espaces vectoriels, noté

Homdg(M; N).

Le produit tensoriel sur k de deux dg-espaces vectoriels (M, dM) et (N, dN) est le dg-espace
vectoriel

(M⊗k N, dM⊗k N)

de différentielle
dM⊗k N(m⊗ n) = dM(m)⊗ n + (−1)|m|m⊗ dN(n).

Ceci définit la catégorie monoïdale des dg-espaces vectoriels.

16



1.1. Gèbres différentielles graduées

Remarque 1.1.1. Par la suite, on notera M⊗k N simplement par M⊗ N.

Étant donné un dg-espace vectoriel (M, d) son homologie H(M, d) est un espace vectoriel
gradué définie en chaque degré ∗ comme

H∗(M, d) := Ker(d : M∗ → M∗−1)/ Im(d : M∗+1 → M∗).

Une application f : M→ N entre deux dg-espaces vectoriels induit une application d’espaces
vectoriels en homologie

H( f ) : H(M, d)→ H(N, d).

L’application f est appelée quasi-isomorphisme si elle induit un isomorphisme en homologie.
Deux applications de dg-espaces vectoriels f , g : M → N sont homotopes si il existe une
application d’espaces vectoriels gradués

h : M→ N

telle que
∂(h) = f − g.

L’application h est appelée l’homotopie entre f et g.

1.1.3 Algèbres

Définition 1.1.2. Une algèbre (resp. dg-algèbre) est un monoïde dans la catégorie des espaces
vectoriels (resp. des dg-espaces vectoriels). Une (dg-)algèbre augmentée est un monoïde (uni-
taire) augmenté dans la catégorie des (dg-)espaces vectoriels.

On note
µ(n) : A⊗n → A

pour n ≥ 2, le produit n-itéré : µ(n) = µ(n−1)(µ ⊗ 1) avec µ(2) = µ. Pour une dg-algèbre
augmentée, on note A+ = Ker(ε) la dg-algèbre réduite. Une telle dg-algèbre A+ n’est plus
unitaire.

La catégorie des (dg-)algèbre est une catégorie monoïdale pour le produit tensoriel. Pour
deux dg-algèbres augmentées A1 et A2, leur produit A1 ⊗ A2 est la dg-algèbre de produit

µA1⊗A2 := (µA1 ⊗ µA2)(1⊗ τ ⊗ 1),

d’unité
ηA1⊗A2 := ηA1 ⊗ ηA2 ,

et d’augmentation
εA1⊗A2 := εA1 ⊗ εA2 .

L’application τ : A⊗ A→ A⊗ A est

τ(a⊗ b) := (−1)|a||b|b⊗ a.

Définition 1.1.3. Un morphisme de dg-algèbres, disons A1 et A2, est un morphisme de dg-
espaces vectoriels f : A1 → A2 tel que :

µA2( f ⊗ f ) = f µA1 .

Si de plus A1 et A2 sont augmentées f est un morphismes d’algèbres augmentées s’il respecte
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également les augmentations :
εA2 f = εA1 .

Un tel morphisme induit un morphisme de dg-algèbres réduites f : A+
1 → A+

2 .

Définition 1.1.4. Soient f , g : A → B deux morphismes d’algèbres. Une ( f , g)-dérivation est
une application h : A→ B vérifiant

h ◦ µ = µ( f ⊗ h + h⊗ g).

L’ensemble des (1, 1)-dérivations f : A→ A est noté Der(A).

Définition 1.1.5. Une algèbre A est dite connexe si elle est augmentée (A0 ∼= k) et si elle vérifie
An = 0 pour n ≤ −1. Une algèbre A est dite n-connexe si elle est connexe et Ar = 0 pour
1 ≤ r ≤ n.

Algèbre libre

Soit V un k-espace vectoriel gradué. L’algèbre (unitaire) tensorielle sur V est

TV = k⊕
⊕
n≥1

V⊗n

de produit
(v1 ⊗ · · · ⊗ vr) · (vr+1 ⊗ · · · ⊗ vn) = (v1 ⊗ · · · ⊗ vn),

et d’unité 1 ∈ k. Elle est augmentée, d’augmentation ε(v1⊗ · · · ⊗ vn) = 0 pour n ≥ 1 et ε(1) = 1.
Une algèbre A est libre si elle est isomorphe à TV pour un k-espace vectoriel V.

Proposition 1.1.6. Soit j : V ↪→ TV l’inclusion canonique.

1. Pour toute algèbre (unitaire) A, il y a une bijection Hom(V; A) ∼= Homalgèbres(TV; A).

2. Soient f , g : TV → B deux morphismes d’algèbres. Il y a une bijection entre les ( f , g)-dérivations
TV → B et Hom(V; B).
En particulier, il a une bijection

Der(TV) ∼= Hom(V; TV).

Démonstration. 1. La bijection de Homalgèbres(TV; A) dans Hom(V; A) est la restriction à V,
i.e f 7→ f ◦ j. La bijection réciproque envoie g : V → A sur G ∈ Homalgèbres(TV; A) de
n-ième composante la composée µ(n) ◦ g⊗n, pour n ≥ 1 et de 0-ième composante l’identité
1→ 1.

2. La bijection des ( f , g)-dérivations TV → B sur Hom(V; B) est donnée par D 7→ D ◦ j. La
bijection réciproque entre Hom(V; B) et les ( f , g)-dérivations TV → B est donnée par
h 7→ D(h) de n-ième composante

µ(n)

(
∑

i+1+j=n
( f⊗i ⊗ h⊗ g⊗j)

)
,

pour n ≥ 1, et de 0-ième composante nulle.
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1.1. Gèbres différentielles graduées

Ainsi, pour un dg-espace vectoriel (V, dV) il existe une unique dérivation dTV : TV → TV
induite par dV . De plus, le fait que d2

V = 0 implique que d2
TV = 0. Munie de cette différentielle,

(TV, dTV) est une dg-algèbre, libre comme algèbre.

Corollaire 1.1.7. Soient (V, dV) un dg-espace vectoriel et (B, dB) une dg-algèbre. Soient f , g : V → B
et h : V → B tels que f − g = dBh + hdV . Alors la (F, G)-dérivation D(h) vérifie F− G = dBD(h) +
D(h)dTV . Réciproquement, soient F, G ∈ Hom(TV; B) deux morphismes de dg-algèbres et H : TV → B
une homotopie telle que F−G = dBH + HdTV qui est une (F, G)-dérivation. Alors, f − g = dBh+ hdV ,
où f = F ◦ j, g = G ◦ j et h = H ◦ j.

1.1.4 Cogèbres

Définition 1.1.8. Une cogèbre (resp. dg-cogèbre) (C,∇, ε) est un comonoïde dans la catégorie
des espaces vectoriels (resp. dg-espaces vectoriels). L’application ∇ : C → C⊗ C est appelée
le coproduit de C et ε : C → k sa counité. Une (dg-)cogèbre coaugmentée (C,∇, ε, η) est un
comonoïde (counitaire) coaugmenté dans la catégorie des (dg-)espaces vectoriels. Une (dg-
)cogèbre est cocommutative si le coproduit vérifie ∇ = τ∇.

On utilise également la notation de Sweedler :

∇(c) = ∑
(c)

c1 ⊗ c2 (1.3)

pour c ∈ C. On oubliera parfois la somme lorsque le contexte sera clair. On note

∇(n) : C → C⊗n+1

pour n ≥ 1, le coproduit n-itéré : ∇(n) = (∇⊗ 1)∇(n−1) avec ∇(1) = ∇. On utilise la notation
de Sweedler :

∇(n)(c) = c1 ⊗ c2 ⊗ · · · ⊗ cn+1,

pour c ∈ C.
Pour une dg-cogèbre coaugmentée, c’est à dire munie d’une coaugmentation η : k→ C telle que
εη = 1k, alors C est isomorphe à Im(η)⊕Ker(ε). On note C+ = Ker(ε) la dg-cogèbre réduite
dont le coproduit est

∇(c) = ∇(c)− c⊗ 1− 1⊗ c.

Le produit tensoriel de deux dg-cogèbres (coaugmentées) est une dg-cogèbre (coaugmentée) de
coproduit

∇C1⊗C2 := (1⊗ τ ⊗ 1)(∇C1 ⊗∇C2);

de counité et de coaugmentations

εC1⊗C2 := εC1 ⊗ εC2 ;

ηC1⊗C2 := ηC1 ⊗ ηC2 .

Définition 1.1.9. Un morphisme de dg-cogèbres, disons C1 et C2, est un morphisme de dg-
espaces vectoriels f : C1 → C2 tel que :

( f ⊗ f )∇C1 = ∇C2 f .
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Si de plus C1 et C2 sont coaugmentées f est un morphismes d’algèbres augmentées s’il respecte
également les coaugmentations :

f ηA1 = ηA2 .

Un tel morphisme induit un morphisme de dg-cogèbres réduites f : C+
1 → C+

2 .

Définition 1.1.10. Une cogèbre C est dite connexe si elle est coaugmentée (C0 ∼= k) et si elle
vérifie Cn = 0 pour n ≤ −1. Une cogèbre C est dite n-connexe (n ≥ 1) si elle est connexe et
Cr = 0 for 1 ≤ r ≤ n.

Définition 1.1.11. Soient f , g : C → D deux morphismes de cogèbres. Une ( f , g)-codérivation
est une application h : C → D vérifiant

∇ ◦ h = ( f ⊗ h + h⊗ g)∇.

L’ensemble des (1, 1)-codérivations f : C → C est noté Coder(C).

Soit (C, d,∇, ε, η) une dg-cogèbre coaugmentée. On définit une filtration sur C :

F0C = Im(η) ;

FrC = Im(η)⊕ {x ∈ C+ | ∇(n)
= 0 pour n ≥ r}, pour r ≥ 1.

Si la filtration est exhaustive, i.e
⋃

r FrC = C, la dg-cogèbre C est dite conilpotente.

Cogèbre colibre

Soit V un k-espace vectoriel gradué. La cogèbre tensorielle (counitaire) sur V est la cogèbre

Tc(V) = k⊕
⊕
n≥1

V⊗n

de coproduit

∇TcV(v1 ⊗ · · · ⊗ vn) = (v1 ⊗ · · · ⊗ vn)⊗ 1 +
n−1

∑
i=1

(v1 ⊗ · · · ⊗ vi)⊗ (vi+1 ⊗ · · · ⊗ vn)

+ 1⊗ (v1 ⊗ · · · ⊗ vn),

et de counité, l’augmentation ε(v1 ⊗ · · · ⊗ vn) = 0 pour n ≥ 1 et ε(1) = 1. Elle est coaugmentée,
de coaugmentation η(1) = 1 ∈ k ⊂ Tc(V). Une dg-cogèbre C est colibre si elle est isomorphe à
Tc(V) pour un espace vectoriel gradué V. La cogèbre tensorielle Tc(V) est conilpotente.

Proposition 1.1.12. Soit p : Tc(V) � V la projection canonique.

1. Pour toute cogèbre conilpotente (counitaire) C, il y a une bijection

Hom(C; V) ∼= Homcogèbres(C; Tc(V)).

2. Soient f , g : C → Tc(V) deux morphismes de cogèbres. Il y a une bijection entre les ( f , g)-
codérivations C → Tc(V) et Hom(C; V).
En particulier, il y a une bijection

Coder(Tc(V)) ∼= Hom(Tc(V); V).
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Démonstration. 1. La bijection de Homcogèbres(C; Tc(V)) dans Hom(C; V) est la projection sur
V, i.e f 7→ p ◦ f . La bijection réciproque envoie g : C → V sur G ∈ Homcogèbres(C; Tc(V))

de n-ième composante la composée g⊗n ◦ ∇(n−1), pour n ≥ 1 et de 0-ième composante
l’identité 1→ 1.

2. La bijection des ( f , g)-codérivations C → Tc(V) sur Hom(C; V) est donnée par D 7→ p ◦D.
La bijection réciproque entre Hom(C; V) et les ( f , g)-codérivations C → Tc(V) est donnée
par h 7→ coD(h) de n-ième composante(

∑
i+1+j=n

( f⊗i ⊗ h⊗ g⊗j)

)
◦ ∇(n−1),

pour n ≥ 1, et de 0-ième composante nulle.

Ainsi, pour un dg-espace vectoriel (V, dV) il existe une unique codérivation dTV : Tc(V)→
Tc(V) induite par dV . De plus, le fait que d2

V = 0 implique que d2
TV = 0. Munie de cette

différentielle, (Tc(V), dTV) est une dg-cogèbre, libre comme cogèbre.

1.1.5 Bigèbres

Définition 1.1.13. Une dg-bigèbre B est une cogèbre (B,∇, ε) dans la catégorie des dg-algèbres.
Ainsi, en notant (B, d, ·) la dg-algèbre sous-jacente et (B,∇, ε) la cogèbre sous-jacente, la compa-
tibilité de ces deux structures est donnée par :

∇(a · b) = ∑
(a·b)

(a · b)1 ⊗ (a · b)2 (1.4)

= ∇(a) ·′ ∇(b) = ∑
(a),(b)

(−1)|a
2||b1|a1 · b1 ⊗ a2 · b2, (1.5)

(d⊗ 1 + 1⊗ d)∇ = ∇d, (1.6)

ε(a · b) = ε(a)ε(b).

Une dg-bigèbre est augmentée (resp. coaugmentée) si elle est augmentée comme dg-algèbre
(unitaire) (resp. si elle est coaugmentée comme dg-cogèbre (counitaire)). L’augmentation et la
counité coïncident ; de même pour la coaugmentation et l’unité. Ici, B+ désigne B+ = Ker(ε).

Remarque 1.1.14. La dg-algèbre et dg-cogèbre B+ n’est en général pas une dg-bigèbre ; le copro-
duit réduit n’est pas nécessairement un morphisme d’algèbres.

Proposition 1.1.15. Soit ∇ : V → TV ⊗ TV une application de dg-espaces vectoriels. On note
∇′ : TV → TV ⊗ TV le morphisme de dg-algèbres induit par ∇.

1. Si ∇ est coassociative sur V, alors ∇′ est coassociative sur TV.

2. Si ∇ est cocommutative, alors ∇′ aussi.

3. Si (ε⊗ 1)∇(v) = (1⊗ ε)∇(v) = v pour tout v ∈ V, alors ε est une counité pour ∇′.
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Et réciproquement pour chacun des trois points. En particulier, si les points 1 et 3 sont satisfaits, (TV,∇′)
est une dg-bigèbre counitaire.

Démonstration. On procède par récurrence sur la longueur n ≥ 1 des tenseurs v1⊗· · ·⊗ vn ∈ TV.
Les hypothèses fournissent l’étape initiale n = 1. On suppose de manière respective vraie chaque
assertion pour n ≥ 1. Il suffit alors de montrer chaque assertion sur un produit vw = v⊗ w
supposant vraie l’assertion pour v et w.

1. C’est une conséquence directe du fait que∇′ étant un morphisme d’algèbre,∇′(∇′ ⊗ 1) et
∇′(1⊗∇′) le sont également. En effet, avec la notation de Sweedler,

(∇′ ⊗ 1)∇′(v⊗ w) = (v1w1)1 ⊗ (v1w1)2 ⊗ v2w2

= (v1)1(w1)1 ⊗ (v1)2(w1)2 ⊗ v2w2

= [(v1)1 ⊗ (v1)2 ⊗ v2] ·TV⊗3 [(w1)1 ⊗ (w1)2 ⊗ w2]

= [(∇′ ⊗ 1)∇′(v)] ·TV⊗3 [(∇′ ⊗ 1)∇′(w)].

2. Ceci est clair si l’on montre que τ∇′ est un morphisme d’algèbre. Avec la notation de
Sweedler, on a :

τ∇′(v⊗ w) = τ((vw)1 ⊗ (vw)2) = τ(v1w1 ⊗ v2w2)

= (v2w2 ⊗ v1w1) = (v2 ⊗ v1) ·TV⊗2 (w2 ⊗ w1)

= [τ∇′(v)] ·TV⊗2 [τ∇′(w)].

3. L’augmentation est un morphisme d’algèbre. Ainsi,

(ε⊗ 1)∇′(v⊗ w) = [(ε⊗ 1)∇′(v)] ·TV⊗2 [(ε⊗ 1)∇′(w)] = vw.

Définition 1.1.16. Un morphisme de dg-bigèbres est un morphisme de cogèbres dans la catégo-
rie des dg-algèbres.

Remarque 1.1.17. Un morphisme de dg-bigèbres unitaires et counitaires est un morphisme de
dg-bigèbres augmentées et coaugmentées.

Définition 1.1.18. Soient (A, dA, µ, η) et (C, dC,∇, ε) une dg-algèbre et une dg-cogèbre respecti-
vement. On munit le dg-espace vectoriel

(Hom(C; A), ∂)

du produit de convolution

^: Hom(C; A)⊗Hom(C; A)→ Hom(C; A)

f ⊗ g→ f ^ g := µ( f ⊗ g)∇.

L’associativité de µ et la coassociativité de∇ implique celle de ^. La composée ηε en est l’unité.
La différentielle commute avec ^. On appelle l’algèbre de convolution de A et C cette dg-algèbre
(Hom(C; A), ∂,^, ηε).
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1.1.6 Algèbres de Hopf

Définition 1.1.19. Soit (H, d, µ, η,∇, ε) une dg-bigèbre. Une antipode S : H → H est un
morphisme de dg-espaces vectoriels qui est l’inverse de l’identité dans l’algèbre de convolution
Hom(H,H). Explicitement, S satisfait

S(a1)a2 = ηε(a) = a1S(a2)

pour tout a ∈ H.

On en déduit immédiatement :

Proposition 1.1.20. Une antipode, lorsqu’elle existe, est unique.

Définition 1.1.21. Une dg-algèbre de Hopf (H, d, µ, η,∇, ε, S) est une dg-bigèbre H munie
d’une antipode S. Si, de plus, l’antipode est involutive (S2 = id), la dg-algèbre de Hopf H est
dite involutive.

Une antipode satisfait les propriétés suivantes.

Proposition 1.1.22. [Swe69, Proposition 4.0.1]

i. S(a2)⊗ S(a1) = (−1)|a
1||a2|S(a)1 ⊗ S(a)2 (anti-morphisme de cogèbre) ;

ii. S(η(1)) = η(1) (morphisme unitiare) ;

iii. S(ab) = (−1)|a||b|S(b)S(a) (anti-morphisme d’algèbre) ;

iv. ε(S(a)) = ε(a) (morphisme counitaire).

v. Les équations suivantes sont équivalentes :

(a) S2 = S ◦ S = id ;

(b) S(a2)a1 = ηε(a) ;

(c) a2S(a1) = ηε(a).

vi. SiH est commutative ou cocommutative, alors S2 = id.

Proposition 1.1.23. Soit B une dg-bigèbre connexe (i.e Bn = 0 pour n ≤ −1 et B0 = k). Alors B est
une dg-algèbre de Hopf.

Démonstration. L’équation µ(1⊗ S)∇(b) = ηε(b) pour tout b ∈ B se lit comme µ(1⊗ S)∇(b) =
µ(1⊗ S)∇(b) + µ(1⊗ S)(b⊗ 1 + 1⊗ b) = µ(1⊗ S)∇(b) + b + S(b) = ηε(b). C’est à dire :

S(b) = ηε(b)− b− µ(1⊗ S)∇(b).

Or, ∇(b) ∈ ⊕i+j=|b|,i,j>0Bi ⊗ Bj pour tout élément homogène b ∈ B. On définit alors S par
récurrence sur le degré de b. On vérifie facilement que S est une application de dg-espaces
vectoriels.

On conclut cette partie en décrivant les morphismes de dg-algèbres de Hopf.

Définition 1.1.24. SoitH1 etH2 deux dg-algèbres de Hopf d’antipodes S1 et S2 respectivement.
Un morphisme f : H1 → H2 de dg-algèbres de Hopf, est un morphisme de dg-bigèbres qui
satisfait

S2 f = f S1.
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Proposition 1.1.25. Un morphisme de dg-bigèbres entre deux dg-algèbres de Hopf est un morphisme de
dg-algèbres de Hopf.

Autrement dit, la catégorie des dg-algèbres de Hopf est une sous-catégorie pleine de la
catégorie des dg-bigèbres.

Exemple 1.1.26. [Kas95, Theorem III.2.4] Soit V un espace vectoriel gradué. On considère sur
l’algèbre tensorielle libre TV, le coproduit

∇sh : T(V)→ T(V)⊗ T(V)

qui est primitif sur V ⊂ T(V) et que l’on étend comme morphisme d’algèbre ; ainsi (T(V), ·,∇sh)

est une bigèbre graduée. Explicitement, pour v ∈ V, on a :

∇sh(v) = v⊗ 1 + 1⊗ v.

On note ·′ le produit de T(V)⊗ T(V). Comme morphisme d’algèbre, on obtient que ∇sh(v⊗
w) = ∇sh(v) ·′ ∇sh(w) ce qui donne :

∇sh(v⊗ w) = (v⊗ 1 + 1⊗ v) ·′ (w⊗ 1 + 1⊗ w) = vw⊗ 1 + v⊗ w + (−1)|v||w|w⊗ v + 1⊗ vw,

où l’on note simplement vw pour v · w. Par récurrence, on obtient

∇sh(v1 ⊗ · · · ⊗ vn) = v1 · · · vn ⊗ 1 +
n−1

∑
r=1

∑
σ∈Sh(r,n)

Sign(σ)vσ(1) · · · vσ(r) ⊗ vσ(r+1) · · · vσ(n)

+ 1⊗ v1 · · · vn, (1.7)

pour vi ∈ V. Ici, Sh(k, n) désigne l’ensemble des (k, n)-shuffles, c’est à dire, l’ensemble des
permutations σ ∈ Sn vérifiant

σ(1) < σ(2) < · · · < σ(r) et σ(r + 1) < σ(r + 2) < · · · < σ(n).

Le signe, Sign(σ) = Sign(σ; v1, ..., vn), est le signe associée à la permutation σ sur les éléments
v1, ..., vn, sans prendre en compte la signature de la permutation. Par exemple, si σ est la
transposition de 1 avec 2, Sign(σ; v1, v2) = (−1)|v1||v2|. En vertu de la Proposition 1.1.15, on a :

Proposition 1.1.27. Le coproduit ∇sh est coassociatif et cocommutatif.

Par la Proposition 1.1.23 il existe une antipode S : TV → TV. Celle-ci est donnée par

S : TV → TV

v1 ⊗ v2 ⊗ · · · ⊗ vn 7→ (−1)nvn ⊗ · · · ⊗ v2 ⊗ v1.

Ceci résulte du fait que V est primitif pour le coproduit. L’antipode restreinte à V est en
conséquence −Id. Étendue comme anti-morphisme d’algèbre sur TV, on obtient le résultat.

1.2 Constructions bar-cobar

On rappelle les constructions bar-cobar.
Commençons par définir les morphismes tordants entre une dg-algèbre A et une dg-cogèbre C.

Définition 1.2.1. L’ensemble des morphismes tordants Tw(C; A) est le sous-ensemble de l’al-
gèbre de convolution (Hom(C; A), ∂,^, ηε) constitué des morphismes de degré −1, f ∈
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Hom(C; A)−1 solutions de l’équation :

∂( f ) + f ^ f = 0, (1.8)

et qui sont nuls quand composés avec l’augmentation et nuls quand composés avec la coaug-
mentation.

Construction bar

Soit (A, d, µ, η) une dg-algèbre augmentée. La construction bar est un foncteur de la catégorie
des dg-algèbres augmentées vers la catégorie des dg-cogèbres conilpotentes.

B : DGA0 − augmentées→ DGC0 − conilpotentes

A 7→ B A.

La cogèbre sous-jacente de B A est la cogèbre tensorielle colibre :

Tc(s A+) = k⊕
⊕
n≥1

(s A+)⊗n

de coproduit

∇B A(s a1 ⊗ · · · ⊗ s an) = (s a1 ⊗ · · · ⊗ s an)⊗ 1

+
n−1

∑
i=1

(s a1 ⊗ · · · ⊗ s ai)⊗ (s ai+1 ⊗ · · · ⊗ s an) + 1⊗ (s a1 ⊗ · · · ⊗ s an).

La codifférentielle dB A : B A→ B A est l’unique codérivation de composante

Tc(s A+) s A+ ⊕ (s A+)⊗2 s A+.
− s dA+ s-1 + s µA+ (s-1⊗ s-1)

Cette codérivation s’écrit alors comme la somme de deux codérivations d1 + d2 où d1 est la
codérivation induite par dA+ et d2 celle induite par µA+ . L’associativité de µA+ implique d2

2 = 0,
le fait d2

A+ = 0 implique d2
1 = 0 et le fait que dA+ est une dérivation pour µA+ implique que

d1d2 + d2d1 = 0. Ainsi, d2
B A = 0. Explicitement,

dB A(s a1 ⊗ · · · ⊗ s an) =
n

∑
i=1

(−1)η0 s a1 ⊗ · · · ⊗ s dA+(ai)⊗ · · · s an

+
n−1

∑
i=1

(−1)η1 s a1 ⊗ · · · ⊗ s µA+(ai ⊗ ai+1)⊗ · · · s an,

où

η0 =
i−1

∑
s=1
|as|+ i

η1 =
i

∑
s=1
|as|+ i.

(1.9)
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Construction cobar

La construction cobar est la construction duale de la construction bar. Elle fut introduite par
J. Adams [Ada56] comme modèle pour les chaînes cubiques d’espaces de lacets pointés. C’est
un foncteur de la catégorie des dg-cogèbres coaugmentées vers la catégorie des dg-algèbres
augmentées.

Soit (C, dC,∇C, ε) une dg-cogèbre coaugmentée ; on a ainsi, C = C+ ⊕ k. La construction
cobar est un foncteur

Ω : DGC0 − coaugmentées→ DGA0 − augmentées

C 7→ ΩC.

L’algèbre sous-jacente de ΩC est l’algèbre tensorielle libre :

Ta(s-1 C+) = k⊕
⊕
n≥1

(s-1 C+)⊗n

de produit

µΩC((s-1 c1 ⊗ · · · ⊗ s-1 cr)⊗ (s-1 cr+1 ⊗ · · · ⊗ s-1 cn)) = (s-1 c1 ⊗ · · · ⊗ s-1 cn).

La différentielle dΩC : ΩC → ΩC est l’unique dérivation induite par

s-1 C+ s-1 C+ ⊕ (s-1 C+)⊗2 Ta(s-1 C+).
− s-1 dC+ s+(s-1⊗ s-1)∇C+ s

Cette dérivation s’écrit alors comme la somme de deux dérivations d1 + d2 où d1 est la dérivation
induite par dC+ et d2 celle induite par ∇C+ . La coassociativité de ∇C+ implique d2

2 = 0, le fait
d2

C+ = 0 implique d2
1 = 0 et le fait que dC+ est une codérivation pour ∇C+ implique que

d1d2 + d2d1 = 0. Ainsi, d2
ΩC = 0. Explicitement,

dΩC(s-1 a1 ⊗ · · · ⊗ s-1 an) =
n

∑
i=1

(−1)ε0 s-1 a1 ⊗ · · · ⊗ s-1 dC+(ai)⊗ · · · s-1 an

+
n−1

∑
i=1

(−1)ε1 s-1 a1 ⊗ · · · ⊗ (s-1⊗ s-1)∇C+(ai)⊗ · · · s-1 an,

où

ε0 =
i−1

∑
s=0
|as|+ i

ε1 =
i−1

∑
s=0
|as|+ i− 1.

Adjonction

Le foncteur Ω restreint aux dg-cogèbres conilpotentes est un adjoint à gauche du foncteur B. En
fait :

Lemme 1.2.2. Pour toute dg-algèbre augmentée A et dg-cogèbre conilpotente C, il y a des bijections
naturelles

Homdg-alg(ΩC; A) ∼= Tw(C; A) ∼= Homdg−cog(C;B A).
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Démonstration. Soit f : ΩC → A un morphisme de dg-algèbres. Par liberté de ΩC, il se restreint
à un unique morphisme linéaire f̃ : s-1 C+ → A. La compatibilité avec la différentielle dA f −
f dΩC = 0 équivaut à dA f̃ + f (s-1 dC+ s−(s-1⊗ s-1)∇C+ s) = 0 sur s-1 C+. C’est à dire, à dA f̃ +
f̃ s-1 dC+ s−µA( f̃ ⊗ f̃ )(s-1⊗ s-1)∇C+ s = 0. En posant α tel que α ◦ s = f̃ , on obtient dAα+ αdC+ +

α ^ α = 0. On remarque que f étant un morphisme d’algèbres augmentées, α : C+ → A+. On
procède de même pour la bijection de droite.
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2
Les G-(co)algèbres homotopiques

Dans ce chapitre, on s’intéresse principalement à trois types de structures algébriques :

1. les G-algèbres homotopiques (ou algèbres de Gerstenhaber-Voronov) ;

2. les G-cogèbres homotopiques (ou cogèbres de Gerstenhaber-Voronov) ;

3. les BV-algèbres homotopiques.

En homologie on obtient que :

1. si A est une G-algèbre homotopique, alors H∗(A) est une algèbre de Gerstenhaber ;

2. si A est une BV-algèbre homotopique, alors H∗(A) est une algèbre de Batalin-Vilkovisky.

2.1 Algèbres et cogèbres de Hirsch, G-algèbres et G-cogèbres homo-
topiques

Une propriété remarquable de la structure de G-algèbre homotopique est qu’elle s’interprète
comme la donnée d’un produit sur la construction bar associée à la dg-algèbre sous-jacente.
Plus précisément, ce produit est un morphisme de dg-cogèbres, donc confère une structure de
dg-bigèbre à la construction bar, et doit vérifier une conditions d’asymétrie (voir Remarque
2.1.5). De manière moins restrictive, l’absence de cette condition d’asymétrie pour un produit

µ : B A⊗B A→ B A,

sur la construction bar d’une dg-algèbre A, conduit à des opérations

Ej,k : A⊗j ⊗ A⊗k → A,

pour j, k ≥ 0, (j, k) 6= (0, 0), satisfaisant certaines relations. Une telle structure est connue sous
le nom d’algèbre de Hirsch.

Une version encore plus générale de ces algèbres de Hirsch existe : les B∞-algèbres — intro-
duites dans [GJ94] — dans lesquelles l’algèbre sous-jacente A est une A∞-algèbre.
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À titre de comparaison on regroupe ces différentes structures :

A Tc(sA+)

dg-algèbre (dA, µA) dg-cogèbre d induite par dA et µA

A∞-algèbre {µk} dg-cogèbre d induite par µk pour k ≥ 0
G-algèbre hom. (dA, µ, {E1,k}) dg-bigèbre d induite par dA et µ ; produit µE “asymétrique“
Algèbre de Hirsch (dA, µ, {Ei,j}) dg-bigèbre d induite par dA et µ ; produit µE

B∞-algèbre ({µk}, {Ei,j}) dg-bigèbre d induite par µk pour k ≥ 0 ; produit µE

Définition 2.1.1. Une algèbre de Hirsch (A, d, µA, µE) est la donnée d’un produit

µE : B A⊗B A→ B A

sur la construction bar de la dg-algèbre (A, d, µA) tel que B A soit une dg-bigèbre unitaire.

En vertu du Lemme 1.2.2, le produit µE correspond à une cochaîne tordante Ẽ : B A⊗B A→
A. Sa (i, j)-ème composante est

Ẽi,j : (s A)⊗i ⊗ (s A)⊗j → A.

On note Ei,j : A⊗i ⊗ A⊗j → A la composante

Ei,j(a1 ⊗ ...⊗ ai ⊗ ai+1 ⊗ ...⊗ ai+j)

:= (−1)∑
i+j−1
s=1 |as|(i+j−s)Ẽi,j(s⊗i⊗ s⊗j)(a1 ⊗ ...⊗ ai ⊗ ai+1 ⊗ ...⊗ ai+j)

= Ẽi,j(s a1 ⊗ ...⊗ s ai ⊗ s ai+1 ⊗ ...⊗ s ai+j), (2.1)

pour tous éléments homogènes a1, · · · , ai+j ∈ A.
Le degré de Ei,j est i + j− 1.

On explicite ce que donnent les relations d’unitarité, d’associativité du produit µE ainsi que
la compatibilité avec la différentielle.

La condition d’unitarité

Pour tout s a = s a1 ⊗ ...⊗ s ai ∈ BA on a :

µE(1A ⊗ s a) = µE(s a⊗ 1A) = s a (2.2)

Le produit étant déterminé par sa projection sur A on obtient :

prµE(1A ⊗ s a) = Ẽ0,i(1A ⊗ s a) = pr(s a1 ⊗ ...⊗ s ai) =

{
a1 si i = 1;

0 si i 6= 1,

ainsi que la relation symétrique. Ainsi,

E0,i = Ei,0 = 0 pour tout i 6= 1 et E0,1 = E1,0 = IdA. (2.3)
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2.1. Algèbres et cogèbres de Hirsch, G-algèbres et G-cogèbres homotopiques

La condition d’associativité

Par simplicité, on note Ei,j(a1, ..., ai; b1, ...bj) pour Ei,j((a1 ⊗ ...⊗ ai)⊗ (b1 ⊗ ...⊗ bj)). Sur A⊗i ⊗
A⊗j ⊗ A⊗k on obtient :

E1,k(Ei,j(a1, ..., ai; b1, ...bj); c1, ..., ck)+

i+j

∑
n=1

∑
0≤i1≤...≤in≤i
0≤j1≤...≤jn≤j

(−1)α1 En+1,k(Ei1 ,j1(a1, ..., ai1 ; b1, ...bj1), ...

..., Ei−in ,j−jn(ain+1, ..., ai; bjn+1, ...bj); c1, ..., ck)

=
j+k

∑
m=1

∑
0≤j1≤...≤jm≤j
0≤k1≤...≤km≤k

(−1)α2 Ei,m+1(a1, ..., ai; Ej1,k1(b1, ..., bj1 ; c1, ...ck1), ...

..., Ej−jm ,k−km(bjm+1, ..., bj; ckm+1, ...ck))

+ Ei,1(a1, ..., ai; Ej,k(b1, ..., bj; c1, ...ck)) (2.4)

où

α1 =
n

∑
u=1

(
iu+1

∑
s=iu+1

|as|+ iu+1 − iu

)(
ju

∑
s=1
|bs|+ ju

)

α2 =
m

∑
u=1

(
ju+1

∑
s=ju+1

|bs|+ ju+1 − ju

)(
ku

∑
s=1
|cs|+ ku

)

avec

i0 = 0; j0 = 0; k0 = 0;

in+1 = i; jn+1 = jm+1 = j; km+1 = k.

Pour i = j = k = 1, c’est à dire sur A⊗ A⊗ A, la relation (2.4) donne :

E1,1(E1,1(a; b); c) = E1,1(a; E1,1(b; c)) + E1,2(a; b, c) + (−1)(|b|−1)(|c|−1)E1,2(a; c, b)

− E2,1(a, b; c)− (−1)(|a|−1)(|b|−1)E2,1(b, a; c). (2.5)
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Le produit comme application de complexes

Sur A⊗i ⊗ A⊗j, la projection de dBµE = µE(dB ⊗ 1 + 1⊗ dB) donne :

dAEi,j(a1, ..., ai; b1, ..., bj)

+ ∑
0≤i1≤i
0≤j1≤j

(−1)β2 Ei1,j1(a1, ..., ai1 ; b1, ..., bj1) · Ei−i1 ,j−j1(ai1+1, ..., ai; bj1+1, ..., bj) =

=
i

∑
l=1

(−1)β3 Ei,j(a1, ..., dA(al), ..., ai); b1, ..., bj)

+
i−1

∑
l=1

(−1)β4 Ei−1,j(a1, ..., al · al+1, ..., ai); b1, ..., bj)

+
j

∑
l=1

(−1)β5 Ei,j(a1, ..., ai); b1, ..., dA(bl), ..., bj)

+
j−1

∑
l=1

(−1)β6 Ei,j−1(a1, ..., ai); b1, ..., bl · bl+1, ..., bj) (2.6)

où

β2 =
i1

∑
s=1
|as|+

j1

∑
s=1
|bs|+ i1 + j1 +

(
i

∑
s=i1+1

|as|+ i− i1

)(
j1

∑
s=1
|bs|+ j1

)
β3 =η0(s a)

β4 =η1(s a)

β5 =
i

∑
s=1
|as|+ i + η0(s b)

β6 =
i

∑
s=1
|as|+ i + η1(s b).

Les signes

η0(s a) =
l−1

∑
s=1
|as|+ l

η1(s a) =
l

∑
s=1
|as|+ l,

pour s a = s a1 ⊗ · · · ⊗ s ai, sont les signes relatifs à la différentielle de la construction bar, cf.
(1.9). De même avec s b = s b1 ⊗ · · · ⊗ s bj.

Remarque 2.1.2. Lorsque la cochaîne tordante Ẽ : B A⊗B A→ A est de composantes nulles sauf
les composantes E1,0 et E0,1, alors A est une dg-algèbre commutative.

Définition 2.1.3. Lorsque la cochaîne tordante Ẽ : B A⊗B A → A à ses composantes Ẽi,j = 0
pour i ≥ 2, alors (A, d, µA, {E1,j}) est appelée une G-algèbre homotopique.

Remarque 2.1.4. La famille des opérations E1,j, abstraction faite du produit de A, définit une struc-
ture d’algèbre de Braces sur A. L’existence d’un produit sur une algèbre de Braces entraîne une
série de relations avec les opérations E1,j formant automatiquement une G-algèbre homotopique,
cf. [GV95].
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Remarque 2.1.5. Dire que Ei,j = 0 pour i ≥ 2 équivaut à ce que pour tout entier r, Ir :=
⊕n≥r(s-1 A+)⊗n soit un idéal à droite pour le produit µE : B A⊗B A→ B A, cf. [LR10, Proposi-
tion 3.2].

L’équation (2.6) donne, pour une G-algèbre homotopique A, les trois égalités suivantes.

Sur A⊗1 ⊗ A⊗1 :

dAE1,1(a; b)− E1,1(dAa; b) + (−1)|a|E1,1(a; dAb) = (−1)|a|
(

a · b− (−1)|a||b|b · a
)

. (2.7)

On notera parfois ∪1 l’opération E1,1 qui est une homotopie à la commutativité du produit de A.
Sur A⊗2 ⊗ A⊗1 :

E1,1(a1 · a2; b) = a1 · E1,1(a2; b) + (−1)|a2|(|b|−1)E1,1(a1; b) · a2. (2.8)

Sur A⊗1 ⊗ A⊗2 :

dAE1,2(a; b1, b2) + E1,2(dAa; b1, b2) + (−1)|a|+1E1,2(a; dAb1, b2) + (−1)|a|+|b1|E1,2(a; b1, dAb2)

= (−1)|a|+|b1|+1
(

E1,1(a; b1)b2 + (−1)(|a|−1)|b1|b1E1,1(a; b2)− E1,1(a; b1b2)
)

.

(2.9)

Définition 2.1.6. Un ∞-morphisme de G-algèbres homotopiques, disons entre A et A′, est un
morphisme de dg-algèbres unitaires entre les constructions bar associées :

f : B A→ B A′.

Un tel morphisme est une collection d’applications

fn : A⊗n → A′,

n ≥ 1, de degré 1− n, sujettes aux relations suivantes (2.10) et (2.11),

∑
1≤r≤k+l, 0≤ki≤1

k1+...+kr=k
l1+...+lr=l

± fr(EA
k1 ,l1 ⊗ ...⊗ EA

kr ,lr) = ∑
1≤w≤l, 0≤v≤1

i1+...+iv=k
j1+...+jw=l

±EA′
v,w( fi1 ⊗ ...⊗ fiv ; f j1 ⊗ ...⊗ f jw),

(2.10)

pour tout k ≥ 1, l ≥ 1, et

∂ fn = ∑
j+k+l=n

± fn−1(1⊗j ⊗ µA ⊗ l⊗l) + ∑
j+k=n

±µA′( f j ⊗ fk), (2.11)

pour tout n ≥ 1, où, ∂ est la différentielle de Hom(A⊗n, A′).

On s’intéresse maintenant à la structure de Gerstenhaber en homologie. Pour fixer les
conventions nous rappelons que :

Définition 2.1.7. Une algèbre de Gerstenhaber (G, ·, { , }) est une algèbre commutative graduée
(G, ·) munie d’un crochet de degré 1,

{ ; } : G⊗ G → G
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satisfaisant les relations suivantes :

{a, b} = −(−1)(|a|+1)(|b|+1){b, a} (Anti-symétrie de degré 1); (2.12)

{a, b · c} = {a, b} · c + (−1)(|a|+1)|b|b · {a, c} (Identité de Poisson de degré 1);
(2.13)

{a, {b, c}} = {{a, b}, c}+ (−1)(|a|+1)(|b|+1){b, {a, c}} (Identité de Jacobi de degré 1). (2.14)

Proposition 2.1.8. Soit (A, dA, ·, E1,k) une G-algèbre homotopique. Alors, le crochet

{a; b} = E1,1(a; b)− (−1)(|a|−1)(|b|−1)E1,1(b; a)

de degré 1 définit une structure d’algèbre de Gerstenhaber sur l’homologie H(A, dA).

Démonstration. L’égalité (2.7) montre la commutativité à homotopie près du produit de A, qui
est alors commutatif en homologie. En effet, il suffit de poser E#

1,1(a; b) := (−1)|a|E1,1(a; b) pour
chaque éléments homogènes pour obtenir l’homotopie. La condition d’antisymétrie de degré 1
est vérifiée par construction. La relation de Jacobi de degré 1 se déduit l’équation (2.5). En effet,
remarquons en premiers lieux qu’en appliquant (2.5), on obtient :

E1,1(a; {b; c}) = E1,1(a; E1,1(b; c))− (−1)(|b|−1)(|c|−1)E1,1(a; E1,1(c; b))

= E1,1(E1,1(a; b); c)− (−1)(|b|−1)(|c|−1)E1,1(E1,1(a; c); b) + R

où,

R = −E1,2(a; b, c)− (−1)(|b|−1)(|c|−1)E1,2(a; c, b)

− (−1)(|b|−1)(|c|−1)
(
−E1,2(a; c, b)− (−1)(|b|−1)(|c|−1)E1,2(a; b, c)

)
= 0.

De là,

{a; {b; c}} =E1,1(a; {b; c})− (−1)(|a|−1)(|b|+|c|)E1,1({b; c}; a)

=E1,1(a; {b; c})

− (−1)(|a|−1)(|b|+|c|)
(

E1,1(E1,1(b; c); a)− (−1)(|b|−1)(|c|−1)E1,1(E1,1(c; b); a)
)

=E1,1(E1,1(a; b); c)− (−1)(|b|−1)(|c|−1)E1,1(E1,1(a; c); b)

− (−1)(|a|−1)(|b|+|c|)
(

E1,1(b; E1,1(c; a))− (−1)(|b|−1)(|c|−1)E1,1(c; E1,1(b; a))
)

+ L,

où,

L = −(−1)(|a|−1)(|b|+|c|)
[

E1,2(b; c, a) + (−1)(|c|−1)(|a|−1)E1,2(b; a, c)

− (−1)(|b|−1)(|c|−1)
(

E1,2(c; b, a) + (−1)(|b|−1)(|a|−1)E1,2(c; a, b)
)]

.
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Par définition,

−{{a; b}; c} =− E1,1(E1,1(a; b); c) + (−1)(|a|−1)(|b|−1)E1,1(E1,1(b; a); c)

+ (−1)(|c|−1)(|a|+|b|)
(

E1,1(c; E1,1(a; b))− (−1)(|a|−1)(|b|−1)E1,1(c; E1,1(b; a))
)

.

Ainsi, on obtient,

{a; {b; c}} − {{a; b}; c} =− (−1)(|b|−1)(|c|−1)E1,1(E1,1(a; c); b)

− (−1)(|a|−1)(|b|+|c|)E1,1(b; E1,1(c; a))

+ (−1)(|a|−1)(|b|−1)E1,1(E1,1(b; a); c)

+ (−1)(|c|−1)(|a|+|b|)E1,1(c; E1,1(a; b))

+ L.

Finalement, appliquant une dernière fois l’égalité (2.5) sur le 3-ième et 4-ième terme, on obtient

{a; {b; c}} − {{a; b}; c} =− (−1)(|b|−1)(|c|−1)E1,1(E1,1(a; c); b)

− (−1)(|a|−1)(|b|+|c|)E1,1(b; E1,1(c; a))

+ (−1)(|a|−1)(|b|−1)E1,1(b; E1,1(a; c))

+ (−1)(|c|−1)(|a|+|b|)E1,1(E1,1(c; a); b)

+ L + L′

=− (−1)(|b|−1)(|c|−1)E1,1({a; c}; b) + (−1)(|a|−1)(|b|−1)E1,1(b; {a; c})
+ L + L′

=(−1)(|a|−1)(|b|−1){b; {a; c}}
+ L + L′,

où,

L′ = (−1)(|a|−1)(|b|−1)
(

E1,2(b; a, c) + (−1)(|a|−1)(|c|−1)E1,2(b; c, a)
)

+ (−1)(|c|−1)(|a|+|b|)
(
−E1,2(c; a, b)− (−1)(|a|−1)(|b|−1)E1,2(c; b, a)

)
.

On vérifie aisément que L + L′ = 0.

La relation de Poisson de degré 1 se déduit des équations (2.8) et (2.9). En effet, quitte à
modifier E1,2(a; b1, b2) par (−1)|b1|E1,2(a; b1, b2) dans (2.9), on a :

{a; bc} =E1,1(a; bc)− (−1)(|a|−1)(|b|+|c|−1)E1,1(bc; a)

∼E1,1(a; b)c + (−1)(|a|−1)|b|bE1,1(a; c)

− (−1)(|a|−1)(|b|+|c|−1)
(

bE1,1(c; a) + (−1)|c|(|a|−1)E1,1(b; a)c
)

∼
(

E1,1(a; b)− (−1)(|a|−1)(|b|+|c|−1)+|c|(|a|−1)E1,1(b; a)
)

c

+ b
(
(−1)(|a|−1)|b|E1,1(a; c)− (−1)(|a|−1)(|b|+|c|−1)E1,1(c; a)

)
∼{a; b}c + (−1)(|a|−1)|b|b{a; c},

où ∼ est la relation d’équivalence : a ∼ b si et seulement si a est homotope à b.

35



CHAPITRE 2. LES G-(CO)ALGÈBRES HOMOTOPIQUES

La commutativité du crochet avec la différentielle se déduit l’équation (2.7). En effet,

dA{a; b} =dAE1,1(a; b)− (−1)(|a|−1)(|b|−1)dAE1,1(b; a)

=− E1,1(dAa; b)− (−1)|a|E1,1(a; dAb) + (−1)|a|
(

a · b− (−1)|a||b|b · a
)

−(−1)(|a|−1)(|b|−1)
(

E1,1(dAb; a)− (−1)|b|E1,1(b; dAa) + (−1)|b|
(

b · a− (−1)|a||b|a · b
))

=− E1,1(dAa; b)− (−1)|a|E1,1(a; dAb)

− (−1)(|a|−1)(|b|−1)
(

E1,1(dAb; a)− (−1)|b|E1,1(b; dAa)
)

+ (−1)|a|
(

a · b− (−1)|a||b|b · a
)
− (−1)(|a|−1)(|b|−1)+|b|

(
b · a− (−1)|a||b|a · b

)
=− E1,1(dAa; b)− (−1)|a|E1,1(a; dAb)

− (−1)(|a|−1)(|b|−1)
(

E1,1(dAb; a)− (−1)|b|E1,1(b; dAa)
)

=− {dAa; b} − (−1)|a|{a; dAb}.

Proposition 2.1.9. Un ∞-morphisme de G-algèbres homotopiques induit en homologie un morphisme
d’algèbres de Gerstenhaber.

Démonstration. Prenons la convention fi := f̃i(s⊗i), alors l’équation (2.10) donne pour k = l = 1 :

E1,1( f1(a); f1(b))− f1E1,1(a; b) = (−1)|a|−1 f2(a; b) + (−1)|a|(|b|−1) f2(b; a). (2.15)

On obtient,

{ f1(a); f1(b)} = E1,1( f1(a); f1(b))− (−1)|a|−1)(|b|−1)E1,1( f1(b); f1(a))

= f1E1,1(a; b) + (−1)|a|−1 f2(a; b)− (−1)|a|(|b|−1) f2(b; a)

− (−1)|a|−1)(|b|−1)
(

f1E1,1(b; a) + (−1)|b|−1 f2(b; a)− (−1)|b|(|a|−1) f2(a; b)
)

= f1({a; b}).

2.2 Cogèbres de Hirsch, G-cogèbres homotopiques

On développe dans cette section la notion duale (au sens catégorique) des algèbres de Hirsch : les
cogèbres de Hirsch. Ce type de structures, notamment les G-cogèbres homotopiques, apparait sur
les chaînes d’un ensemble simplicial. Dualement aux G-algèbres homotopiques, ceci correspond
à un dg-coproduit sur la construction cobar de sorte que celle-ci soit une dg-bigèbre. Un tel
coproduit, dans le cas de la construction cobar d’un ensemble simplicial, a été construit par
Baues [Bau81, Bau98] et correspond au coproduit sur les chaînes cubiques de l’espace des lacets
pointés. Cette construction cobar est également une dg-algèbre de Hopf. Nous utiliserons la
structure de G-cogèbre homotopique sur les chaînes de l’ensemble simplicial de base comme
moyen de contrôler l’involutivité de l’antipode.

Définition 2.2.1. Une cogèbre de Hirsch (C, d,∇C, E = {Ei,j}) est la donnée d’un coproduit
∇E : ΩC → ΩC⊗ΩC sur la construction cobar de la dg-cogèbre (C, d,∇C) tel que ΩC soit une
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dg-bigèbre counitaire.

En vertu du Lemme 1.2.2, le coproduit ∇E correspond à une cochaîne tordante

E : s-1 C+ → ΩC⊗ΩC.

Sa (i, j)-composante est notée

Ei,j : s-1 C+ → (s-1 C+)⊗i ⊗ (s-1 C+)⊗j.

Pour simplifier les notations on pose C := s-1 C+.
Ainsi, on a

Ei,j : C → C⊗i ⊗ C⊗j
.

Le degré de Ei,j est 0.
On explicite ce que donne la relation de counité, la compatibilité avec la différentielle et la

coassociativité du coproduit.

La condition de counité

L’existence d’une counité (ε⊗ 1)∇E = (1⊗ ε)∇E = Id, donne :

E0,1 = E1,0 = IdC et E0,k = Ek,0 = 0 pour k > 1. (2.16)

La condition de compatibilité avec la différentielle

On étudie la relation (dΩ ⊗ 1 + 1⊗ dΩ)∇E = ∇EdΩ.

Sur la composante C⊗k ⊗ C⊗l ⊂ ΩC⊗ΩC, on obtient :

d
C⊗k⊗C⊗l Ek,l − Ek,ldC =− ∑

i+2+j=k
((1⊗i ⊗∇C ⊗ 1⊗j)⊗ 1⊗l)Ek−1,l

− ∑
i+2+j=l

(1⊗k ⊗ (1⊗i ⊗∇C ⊗ 1⊗j))Ek,l−1

+ ∑
k1+k2=k
l1+l2=l

µΩ⊗Ω(Ek1 ,l1 ⊗ Ek2,l2)∇C,

(2.17)

où, k1 + l1 > 0 et k2 + l2 > 0.

Les termes µΩ⊗Ω(Ek1,l1 ⊗ Ek2 ,l2)∇C se lisent comme suit. On note

Ek,l(a) = a|
←−
k ⊗ a|

−→
l et ∇C(a) = a1 ⊗ a2.

Alors,
µΩ⊗Ω(Ek1,l1 ⊗ Ek2 ,l2)∇C = ±(a1|

←−
k1 ⊗ a2|

←−
k2 )⊗ (a1|

−→
l1 ⊗ a2|

−→
l2 ).

Sur C⊗ C ⊂ ΩC⊗ΩC, l’équation (2.17) donne :

dC⊗CE1,1 − E1,1dC = ∇C + τ∇C; (2.18)
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ce qui donne sur C+ ⊗ C+ :

dC+⊗C+E1,1
+ + E1,1

+ dC+ = ∇C+ − τ∇C+ , (2.19)

en posant E1,1 = (s-1⊗ s-1)E1,1
+ s.

Ainsi, E1,1
+ est une homotopie pour la cocommutativité du coproduit ∇C+ . On la distingue des

autres co-opérations Ei,1 en la notant parfois ∇1 comme version duale du ∪1-produit.

La condition de coassociativité

Sur la composante C⊗i ⊗ C⊗j ⊗ C⊗k
on obtient :

i+j

∑
n=0

∑
i1+...+in=i
j1+...+jn=j

(µ
(n)
Ω⊗Ω(Ei1 ,j1 ⊗ ...⊗ Ein ,jn)⊗ 1⊗k)En,k

=
j+k

∑
n=0

∑
j1+...+jn=j

k1+...+kn=k

(1⊗i ⊗ µ
(n)
Ω⊗Ω(Ej1 ,k1 ⊗ ...⊗ Ejn ,kn))Ei,n.

(2.20)

En particulier pour i = j = k = 1 on a :

(E1,1 ⊗ 1)E1,1 + (1⊗ 1)E2,1 + (τ ⊗ 1)E2,1 = (1⊗ E1,1)E1,1 + (1⊗ 1)E1,2 + (1⊗ τ)E1,2.

C’est à dire,

(E1,1 ⊗ 1)E1,1 − (1⊗ E1,1)E1,1 = (1⊗ (1 + τ))E1,2 − ((1 + τ)⊗ 1)E2,1. (2.21)

Les co-opérations E1,2 et E2,1 contrôlent le défaut de coassociativité de E1,1.

Définition 2.2.2. Une G-cogèbre homotopique (C, d,∇C, Ei,1) est une cogèbre de Hirsch dont
les co-opérations Ei,j sont nulles pour tout j ≥ 2.

Remarque 2.2.3. Dire que Ei,j = 0 pour j ≥ 2 équivaut à ce que pour tout entier r, Jr := ⊕n≤rC
⊗n

soit un coidéal à gauche pour le coproduit ∇E : ΩC → ΩC⊗ΩC.

2.3 Algèbres de Batalin-Vilkovisky et BV-algèbres homotopiques à
la Gerstenhaber-Voronov

Dans cette courte section, nous rappelons la définition d’une algèbre de Batalin-Vilkovisky et en
définissons une version homotopique à la Gerstenhaber-Voronov.

Définition 2.3.1. [Get94] Une algèbre de Batalin-Vilkovisky A est une algèbre de Gerstenhaber
munie d’un opérateur ∆ : A∗ → A∗+1 tel que :

1. ∆2 = 0 ;

2. {a, b} = (−1)|a|∆(a · b)− (−1)|a|∆(a) · b− a ·∆(b) pour tous éléments homogènes a, b ∈ A,

où {−,−} est le crochet de Gerstenhaber.

L’exemple qui nous intéresse, est celui découvert par E. Getzler sur l’homologie des espaces
de lacets doubles ; l’opérateur de BV est induit par l’action diagonale de S1 sur la sphère S2 (à la
source) et sur X (au but).
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Théorème 2.3.2. [Get94] Soit X un S1-espace topologique connexe pointé. Alors, l’homologie de l’espace
des lacets pointés doubles H∗(Ω2X) est une algèbre de Batalin-Vilkovisky.

Définition 2.3.3. Une BV-algèbre homotopique A est une G-algèbre homotopique munie d’une
application de dg-espaces vectoriels ∆ : A→ A sujette aux deux relations suivantes :

∆2 = 0;

{a; b} =(−1)|a|
(
∆(a · b)− ∆(a) · b− (−1)|a|a · ∆(b)

)
+ dAH(a; b) + H(dAa; b) + (−1)|a|H(a; dAb),

pour tous éléments homogènes a, b ∈ A, où, {−,−} est le crochet de Gerstenhaber

{a, b} = E1,1(a; b)− (−1)(|a|+1)(|b|+1)E1,1(b; a),

et H : A⊗ A→ A est une application de degré 2.

Proposition 2.3.4. L’homologie H∗(A) d’une BV-algèbre homotopique A est une algèbre de Batalin-
Vilkovisky.

Définition 2.3.5. Un ∞-morphisme entre deux BV-algèbres homotopiques est un ∞-morphisme,
disons f , entre les G-algèbres homotopiques sous-jacentes, tel que l’application linéaire f1

commute avec l’opérateur de BV, i.e. f1∆ = ∆ f1.

Digression. L’opérade BV codant les algèbres de Batalin-Vilkovisky est l’opérade libre sur les
générateurs µ, {−;−}, ∆ quotientée par les relations relatives aux algèbres de Gerstenhaber et
celles relatives à l’opérateur de BV. Bien qu’elle ne soit pas une opérade quadratique (la relation
{a, b} = (−1)|a|∆(a · b)− (−1)|a|∆(a) · b− a · ∆(b) n’est pas homogène) il est possible d’adapter
la théorie de Koszul des opérades quadratiques aux opérades inhomogènes quadratiques. De
là, on obtient une résolution cofibrante BV∞ de l’opérade BV voir [GCTV12]. Une résolution
minimale de BV est construite dans [DCV13]. Sur un corps de caractéristique nulle, l’opérade des
complexes de chaînes de l’opérade des 2-petits disques orientés, C∗( fD2) est connue pour être
formelle [Šev10, GS10]. Cette formalité est utilisée dans [GCTV12] pour montrer l’existence d’un
quasi-isomorphisme de l’opérade BV∞ vers l’opérade C∗( fD2) relevant le quasi-isomorphisme
de résolution BV∞ → BV . Ainsi, le complexe de chaînes d’un espace de lacets doubles, C∗(Ω2X),
est une algèbre sur l’opérade BV∞. De plus, cette structure relève la structure d’algèbre de
Batalin-Vilkovisky de H∗(Ω2X) démontrée par Getzler.

La double construction cobar est un modèle des chaînes cubiques des espaces de lacets
doubles. On s’attend alors à ce qu’elle soit une algèbre sur l’opérade BV∞, au moins en ca-
ractéristique nulle. En fait, on peut en amont avoir les mêmes attentes concernant le cas de
l’opérade G∞ résolution cofibrante minimale de l’opérade de Gerstenhaber G. En effet, on sait
par les travaux de F. Cohen [Coh76] que l’homologie d’un espace de lacets doubles est une
algèbre de Gerstenhaber. Et la formalité, en caractéristique nulle, de l’opérade C∗(D2) fournit un
quasi-isomorphisme de G∞ vers C∗(D2) relevant le quasi-isomorphisme de résolution G∞ → G.
Suite aux résultats de T. Kadeishvili [Kad05], la double construction cobar (sur un ensemble
simplicial) est une G-algèbre homotopique. Cette structure algébrique — connue aussi sous
le nom d’algèbre de Gerstenhaber-Voronov [GV95] — est équivalente à l’opérade C∗(D2), cf.
[MS02]. En revanche, l’utilisation de la quantification d’Etingof-Kazhdan pour les bigèbres de
Lie [EK98] permet d’obtenir d’une G-algèbre homotopique une G∞-algèbre [TT00].
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3
Construction cobar sur des gèbres

Ce chapitre est dédié à l’étude de la construction cobar sur des sous-catégories de la catégorie
des cogèbres 1-connexes telles que la catégorie des dg-bigèbres 1-connexes et la catégorie des
dg-algèbres de Hopf involutives 1-connexes. Les restrictions successives à ces sous-catégories
se traduisent par un ajout de structure sur la construction cobar. On obtient le tableau de
correspondances suivant :

C ΩC
dg-cogèbre dg-algèbre
dg-bigèbre G-algèbre homotopique

dg-algèbre de Hopf involutive BV-algèbre homotopique

La structure de G-algèbre homotopique sur la construction cobar est due à T. Kadeishvili [Kad05],
celle de BV-algèbre homotopique à L. Menichi [Men04].

La structure de BV-algèbre homotopique sur la construction cobar présentée ici a pour
BV-opérateur, l’opérateur de Connes-Moscovici [CM00]. Ce dernier joue un rôle essentiel dans
l’homologie de Hochschild cyclique des algèbres de Hopf (involutives). Il requiert l’existence
d’une antipode involutive pour être une application de complexes. Comme nous le verrons dans
la Section 4.2, la construction cobar d’un ensemble simplicial est munie d’une structure de dg-
algèbre de Hopf. Une telle structure correspond à une structure de G-cogèbre homotopique sur
les chaînes d’un ensemble simplicial. En vue d’obtenir une structure de BV-algèbre homotopique
sur la double construction cobar, nous analysons l’antipode de la construction cobar d’une
G-cogèbre homotopique. On dégage ainsi un critère d’involutivité pour l’antipode en terme
de co-opérations On, n ≥ 2, sur la G-cogèbre homotopique. On étudiera ce critère dans la
Section 4.3 où la G-cogèbre homotopique sera le complexe de chaînes d’un ensemble simplicial.
Schématiquement, nous avons :
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C
G-cogèbre

homotopique

B = ΩC
dg-bigèbre

ΩB = Ω2C
G-algèbre

homotopique

C
G-cogèbre

homotopique
avec On = 0

H = ΩC
dg-algèbre de

Hopf involutive
(S2 = Id)

ΩH = Ω2C
BV-algèbre

homotopique

Section 2.2 Section 3.1

Section 3.3 Section 3.2

3.1 Structure de G-algèbre homotopique sur la construction cobar
d’une dg-bigèbre

Dans cette section nous rappelons la structure de G-algèbre homotopique définie par T. Kadeish-
vili [Kad05] sur la construction cobar d’une dg-bigèbre. La méthode employée est constructive,
la structure, explicite.

Tout au long de cette section (B, d, ·, η,∇, ε) sera une dg-bigèbre 1-connexe et B+ sera la
dg-bigèbre réduite de différentielle d : B+ → B+ de degré −1, de coproduit ∇ : B+ → B+ ⊗ B+

et de produit · : B+ ⊗ B+ → B+. La notation de Sweedler (cf. 1.1.4) sera réservée au coproduit
non-réduit (et ses itérés) de B. On construit les opérations

E1,k : (ΩB)+ ⊗ ((ΩB)+)⊗k → (ΩB)+,

pour k ≥ 1. Commençons par l’opération E1,1.
On pose en premier lieu E1,1(s-1 a; s-1 b) := s-1(a · b). On étend ensuite ceci à l’aide de l’équation
(2.6) à :

E1,1(s-1 a1 ⊗ ...⊗ s-1 am; s-1 b) :=
m

∑
l=1

(−1)γ1 s-1 a1 ⊗ ...⊗ s-1(al · b)⊗ s-1 al+1 ⊗ ...⊗ s-1 am,

pour tous éléments homogènes a1, a2, · · · , am, b ∈ B, avec

γ1 = |b|
(

m

∑
s=l+1

|as| −m + l

)
,

où

αm
l :=


m− 1 si l = 1;

1 si l = m > 1;

1 + m− l si 1 < l < m;

0 sinon.

D’autre part, on pose avec un léger abus de notation

E1,1(s-1 a; s-1 b1 ⊗ s-1 b2) := (−1)|a
2||b1|+|a2| s-1(a1 · b1)⊗ s-1(a2 · b2).

L’abus venant du fait que les termes (−1)|a||b1|+|a| s-1(b1)⊗ s-1(a · b2) et s-1(a · b1)⊗ s-1(b2) font
parti de cette somme ; le coproduit évalué sur l’élément a n’est pas réduit.
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À l’aide de l’équation (2.6) on étend (toujours avec le même abus de notation) E1,1 à

E1,1(s-1 a; s-1 b1 ⊗ ...⊗ s-1 bn) := (−1)γ2+|a|+1 s-1(a1 · b1)⊗ ...⊗ s-1(an · bn),

avec

γ2 = γ2(a) = κn(a) +
n

∑
u=2

(|au| − 1)

(
u−1

∑
s=1
|bs| − u + 1

)

+
n

∑
s=1

(|as| − 1)(2n− 2s + 1) +
n−1

∑
s=1

(|as|+ |bs|)(n− s),

où

κn(a) :=

{
∑1≤2s+1≤n |a2s+1| si n est pair;

∑1≤2s≤n |a2s| si n est impair.

Finalement,

E1,1(s-1 a1 ⊗ ...⊗ s-1 am; s-1 b1 ⊗ ...⊗ s-1 bn)

:=
m

∑
l=1

(−1)γ3 s-1 a1 ⊗ ...(a1
l · b1)⊗ ...⊗ s-1(an

l · bn)⊗ ...⊗ s-1 am (3.1)

avec

γ3 =
n

∑
u=1
|bu|

(
m

∑
s=l+u

|as|+ m− l − u + 1

)
+ κn(al) +

n

∑
u=2

(|au
l | − 1)

(
u−1

∑
s=1
|bs| − u + 1

)

+
n

∑
s=1

(|as
l | − 1)(2n− 2s + 1) +

n−1

∑
s=1

(|as
l |+ |bs|)(n− s),

où

κn(a) :=

{
∑1≤2s+1≤n |a2s+1| si n est pair;

∑1≤2s≤n |a2s| si n est impair.

De la même manière on obtient les opérations

E1,k : (ΩB)+ ⊗ ((ΩB)+)⊗k → (ΩB)+

pour k ≥ 1, définies par :

E1,k(s-1 a1 ⊗ ...⊗ s-1 an; b1, ..., bk) =

∑
1≤i1≤i2≤...≤ik≤n

± s-1 a1 ⊗ ...⊗ s-1 ai1−1 ⊗ ai1 � b1 ⊗ ...⊗ s-1 aik−1 ⊗ aik � bk ⊗ s-1 aik+1 ⊗ ...⊗ s-1 an

(3.2)

quand n ≥ k et valant zéro quand n < k. Ici, a � b := s-1(a1 · b1)⊗ ...⊗ s-1(as · bs) pour b :=
s-1 b1 ⊗ ...⊗ s-1 bs et a ∈ B+.

Proposition 3.1.1. [Kad05] Soit B une dg-bigèbre 1-connexe. Alors la construction cobar (ΩB, dΩ)

avec les opérations E1,k définies en (3.2) est une G-algèbre homotopique.
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3.2 Structure de BV-algèbre homotopique sur la construction cobar
d’une dg-algèbre de Hopf involutive

On établit une structure de BV-algèbre homotopique sur la construction cobar d’une dg-algèbre
de Hopf munie d’une antipode involutive. A. Connes et H. Moscovici [CM00] ont définit un opé-
rateur de bord sur la construction cobar d’une algèbre de Hopf involutive. L. Menichi démontre
dans [Men04] que cet opérateur que l’on nomme ici l’opérateur de Connes-Moscovici, induit en
homologie une structure d’algèbre de Batalin-Vilkovisky.

Dans cette sectionH sera une dg-algèbre de Hopf 1-connexe munie d’une antipode S : H →
H involutive. On utilisera les mêmes notations que dans la section précédente concernant la
structure de dg-bigèbre sous-jacente.

L’opérateur de Connes-Moscovici est donné par la formule suivante :

∆CM(s-1 a1 ⊗ s-1 a2 ⊗ ...⊗ s-1 an) =
n

∑
k=1

(−1)ζk+k+1 s-1 S(an−1
k )ak+1 ⊗ s-1 S(an−2

k )ak+2 ⊗ ...⊗ s-1 S(a1
k)ak−1, (3.3)

où le signe (−1)ζk est déterminé ci-après et où l’on note

∇(j)(a) = a1 ⊗ · · · ⊗ aj+1

suivant la convention de Sweedler.
On écrit autrement l’opérateur ∆CM, en faisant un abus de notation relatif au coproduit non
réduit. Les opérateurs impliqués seront également utilisés pour définir de façon “lisible” l’ho-
motopie de la Proposition 3.2.1 qui suit.
Si la dg-bigèbre H n’était pas réduite à H+, l’opérateur ∆CM pourrait s’écrire d’une manière
plus synthétique

∆CM(s-1 a1 ⊗ s-1 a2 ⊗ ...⊗ s-1 an) = πn

(
n−1

∑
i=0

(−1)iτi
n

)
(s-1 a1 ⊗ s-1 a2 ⊗ ...⊗ s-1 an). (3.4)

où τn est la permutation cyclique

τn(s-1 a1 ⊗ s-1 a2 ⊗ ...⊗ s-1 an) := (−1)(|a1|−1)(∑n
i=2 |ai |−1) s-1 a2 ⊗ s-1 a3 ⊗ ...⊗ s-1 an ⊗ s-1 a1

et

πn := (s-1 µ)⊗n−1τn−1,n−1(S⊗n−1 ⊗ 1⊗n−1)((τ∇)(n−2) ⊗ 1n−1) s⊗n

avec

τn,n(a1 ⊗ a2 ⊗ ...⊗ an ⊗ b1 ⊗ ...⊗ bn) := (−1)∑n−1
i=1 |bi |(∑n

j=i+1 |aj|)a1 ⊗ b1 ⊗ a2 ⊗ b2 ⊗ ...⊗ an ⊗ bn.

Le signe (−1)ζk est le signe de Koszul associé à l’opérateur πnτk−1
n . Par exemple,

∆CM(s-1 a⊗ s-1 b) = (−1)|a|−1 s-1(S(a)b) + (−1)|a|(|b|−1)+1 s-1(S(b)a).

L’involutivité de l’antipode fait de ∆CM une application de complexes de carré nul.
La proposition suivante est une adaptation de [Men04, Proposition 1.9] à notre contexte.
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Proposition 3.2.1. Soit H une dg-algèbre de Hopf involutive 1-connexe. Alors la cobar construction
(ΩH, dΩ) est une BV-algèbre homotopique d’opérateur de BV, l’opérateur de Connes-Moscovici ∆CM
défini en (3.3).

Démonstration. L’homotopie est donnée par H(a; b) := H1(a; b)− (−1)(|a|−1)(|b|−1)H1(b; a).

H1(s-1 a1 ⊗ ...⊗ s-1 am; s-1 b1 ⊗ ...⊗ s-1 bn)

:= ∑
1≤j≤p≤m−1

(−1)ξ j+n+1πs
m+n−1τ

s,n+m−1−j
m+n−1 ρ

(p−j+1)
n+m (s-1 a1 ⊗ ...⊗ s-1 am ⊗ s-1 b1 ⊗ ...⊗ s-1 bn)

(3.5)

avec

ξ j =


m

∑
s=1
|as| pour j = 1;

m

∑
s=m−j+1

|as| pour j > 1.

Où,

πs
m = πm(s-1)⊗m

τs,i
m := (τs

m)
i

τm(a1 ⊗ a2 ⊗ ...⊗ am) := (−1)|a1|(∑n
i=2 |ai |)a2 ⊗ a3 ⊗ ...⊗ am ⊗ a1

ρ
(i)
m+1 := (1⊗i−1 ⊗ µ⊗ 1⊗m−i)(1⊗i−1 ⊗ τm−i+1,1)s⊗m+1

τk,1(a1 ⊗ ...⊗ ak ⊗ b) := (−1)|b|(∑k
i=2 |ai |)a1 ⊗ b⊗ a2 ⊗ ...⊗ ak.

La Proposition [Men04, Proposition 1.9] donne

{a; b} = (−1)|a|
(
∆CM(a · b)− ∆CM(a) · b− (−1)|a|a · ∆CM(b)

)
+ d1H(a; b) + H(d1a; b) + (−1)|a|H(a; d1b).

sur la construction cobar (ΩA, d0 + d1). Les opérateurs impliqués dans l’équation ci-dessus
commutent avec la différentielle d0. En conséquence, on peut remplacer d1 par dΩ dans cette
équation.

3.3 Critère d’involutivité de l’antipode sur la construction cobar d’une
G-cogèbre homotopique

Dans cette section, on considère une G-cogèbre homotopique (C, d,∇, Ek,1) de co-opérations

Ek,1 : C → C⊗ C⊗k
,

pour k ≥ 1. L’antipode (dont l’existence est assurée par la Proposition 1.1.23) sur la construction
cobar ΩC s’exprime en fonction de ces co-opérations. Ceci nous permet de définir une famille
de co-opérations On : C → C⊗n

, n ≥ 2 qui en contrôlent l’involutivité.

Expression de l’antipode de la construction cobar sur une G-cogèbre homotopique

L’antipode
S : ΩC → ΩC,
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comme toute antipode, est un anti-morphisme d’algèbres, cf. iii) de la Proposition 1.1.22, c’est
à dire ici, un morphisme d’algèbres de (ΩC, µΩ) vers ΩC(12) := (ΩC, µΩ(12)

:= τµΩ). De plus,
c’est également une application de complexes. Ainsi, elle correspond par le Lemme 1.2.2 à
une cochaîne tordante F ∈ Tw(C, ΩC(12)). Une telle cochaîne s’écrit comme la somme de ses

composantes Fi : C → C⊗i
. On rappelle la notation C := s-1 C+.

Proposition 3.3.1. L’antipode S : ΩC → ΩC a pour cochaîne tordante la cochaîne F de composantes :

F1 = −IdC; (3.6)

Fn = ∑
1≤s≤n−1

n1+...+ns=n−1
ni≥1

(−1)s+1(1⊗n1+...+ns−1 ⊗ Ens ,1)...(1⊗n1 ⊗ En2 ,1)En1,1, n ≥ 2. (3.7)

Démonstration. Il suffit de regarder les composantes de la relation1 µΩ(1⊗ S)∇ = ηε sur un
élément c ∈ C. Pour n = 1,

µΩ(1⊗ S)∇(c) = ηε(c) = 0

= µΩ(1⊗ S)(E0,1 + E1,0)(c) = F1(c) + c

D’où F1(c) = −c. On suppose vraie l’équation (3.7) pour n ≥ 1. La (n + 1)-ième composante de
S(c) = c− µΩ(1⊗ S)∇(c) est :

Fn+1(c) = (n + 1)-ième composante de
(
−µΩ(1⊗ S)(

n

∑
i=1

Ei,1)(c)
)

Fn+1(c) = −µΩ(
n

∑
i=1

(1⊗ Fn+1−i)Ei,1)(c)

Fn+1(c) = −µΩ(
n

∑
i=1

(1⊗i ⊗ ∑
1≤s≤n−i

n1+...+ns=n−i
nj≥1

(−1)s+1(1⊗n1+...+ns−1 ⊗ Ens ,1)...(1⊗n1 ⊗ En2,1)En1 ,1)Ei,1)(c)

Fn+1(c) = −µΩ(
n

∑
i=1

∑
1≤s≤n−i

n1+...+ns=n−i
nj≥1

(−1)s+1(1⊗i+n1+...+ns−1 ⊗ Ens ,1)...(1⊗i+n1 ⊗ En2,1)(1⊗i ⊗ En1,1)Ei,1)(c)

Fn+1(c) = −µΩ( ∑
1≤s′≤n

n0+n1+...+ns′=n
nj≥1

(−1)s′(1⊗n0+n1+...+ns′−1 ⊗ Ens′ ,1)...(1⊗n0+n1 ⊗ En2 ,1)(1⊗n0 ⊗ En1 ,1)En0 ,1)(c).

Les trois premiers termes sont : F1 = −IdC, F2 = E1,1 et F3 = −(1⊗ E1,1)E1,1 + E2,1.

Critère d’involubilité de l’antipode de la construction cobar sur une G-cogèbre homotopique

Étudions de plus près l’opération S2 − Id qui va nous donner les obstructions On.
On regarde sa restriction sur C. Sa première composante est zéro, puisque F1 ◦ F1 = −Id ◦−Id =

Id. Pour n ≥ 2, la n-ième composante de S2 − Id restreinte à C est la n-ième composante de S2 ;

1On peut également considérer µΩ(S ⊗ 1)∇ = ηε. Ceci donne des Fn équivalents mais d’expression plus
compliquée due à l’apparition de permutations. Par exemple F3 = −(E1,1 ⊗ 1)E1,1 − (τ ⊗ 1)E2,1.
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elle est donnée par :

On :=
n

∑
s=1

∑
n1+...+ns=n

µ
(s)
Ω(12)

(Fn1 ⊗ ...⊗ Fns)Fs. (3.8)

Les termes (Fn1 ⊗ ...⊗ Fns)Fs arrivent dans C⊗n1 ⊗ C⊗n2 ⊗ · · · ⊗ C⊗ns et le produit s-itéré µ
(s)
Ω(12)

permute ces s blocs comme la permutation

1 2 · · · s− 1 s
s s− 1 · · · 2 1

 
dans Ss.

Explicitons les deux premiers termes :

O2 = F2 − τF2 = E1,1 − τE1,1

et

O3 = (1 + τ3)F3 + τ2,1(F2 ⊗ 1)F2 + τ1,2(1⊗ F2)F2

= (τ1,2 − 1− τ3)(1⊗ E1,1)E1,1 + τ2,1(E1,1 ⊗ 1)E1,1 + (1 + τ3)E2,1,

où les permutations sont τ1,2(a⊗ b⊗ c) = ±b⊗ c⊗ a, τ2,1(a⊗ b⊗ c) = ±c⊗ a⊗ b et τ3(a⊗ b⊗
c) = ±c⊗ b⊗ a ; les signes étant déterminés par la règle de Koszul.
On a alors,

Proposition 3.3.2. Soit (C, d,∇C, Ek,1) une G-cogèbre homotopique.

1. La construction cobar ΩC est une dg-algèbre de Hopf involutive si et seulement si toutes les
obstructions On : C → C⊗n définies en (3.8) pour n ≥ 2, sont nulles.

2. Supposons que C est 2-connexe. Si toutes les obstructions On : C → C⊗n sont nulles alors la
double construction cobar Ω2C est une BV-algèbre homotopique d’opérateur de BV, l’opérateur de
Connes-Moscovici défini en (3.3).

Donnons un énoncé plus précis du second point.
Soit M un dg-espace vectoriel et soit M≤n le sous-espace vectoriel des éléments m ∈ M de

degré |m| ≤ n. La structure de G-cogèbre homotopique sur une cogèbre connexe C préserve la
filtration C≤n. En effet, le degré de la co-opération Ek,1 : C → C⊗k ⊗ C est 0. Alors,

Proposition 3.3.3. Soit (C, d,∇C, Ek,1) une G-cogèbre homotopique i-connexe, i ≥ 2. S’il existe un
entier n tel que Ok = 0 pour ki ≤ n− 1, alors Ω2(C≤n) est une BV-algèbre homotopique.

Démonstration. Le degré de Ok : C → C⊗k
est 0 donc celui de O+

k : C+ → (C+)⊗k est k− 1. Alors
sur C≤n−1 = (s-1 C+

≤n) les seules co-opérations Ok : C≤n−1 → (C≤n−1)
⊗k éventuellement non

nulles, sont celles avec ki ≤ n− 1.

Remarque 3.3.4. Les deux propositions précédentes s’étendent facilement aux cogèbres de Hirsch :
les co-opérations définies en (3.8) s’expriment de la même manière en termes de Fn ; les termes Fn

relatif à l’antipode sont plus complexes, et en un sens, plus symétriques puisqu’ils sont composés
de termes Ei,j où j ≥ 1. On restreint cependant notre étude aux G-cogèbres homotopiques,
l’objectif étant d’appliquer ces résultats au complexe de chaînes d’un ensemble simplicial qui
est une G-cogèbre homotopique.

Remarque 3.3.5. Pour une cogèbre de Hirsch (C, Ei,j) la condition de cocommutativité du copro-
duit sur ΩC est Ei,j = τEj,i pour tout (i, j). En accord avec la Proposition 1.1.22 on voit que la
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condition d’involutivité de l’antipode est plus faible que celle de cocommutativité du coproduit.
Quand la cogèbre de Hirsch est une G-cogèbre homotopique, la cocommutativité du coproduit
signifie que la structure de G-cogèbre homotopique est quasiment triviale : E1,1 = τE1,1 et
Ek,1 = 0 pour k ≥ 2.
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II
Applications topologiques

49





4
Sur la double construction cobar d’un
ensemble simplicial

Ce chapitre est découpé en trois sections.
La première section est consacrée à la mise en place des outils simpliciaux. Dans la deuxième,
on explicite le coproduit de Baues en termes de co-opérations définissant une structure de
G-cogèbre homotopique sur le complexe de chaînes d’un ensemble simplicial X.
La troisième section est dévouée à l’étude des obstructions définies dans le chapitre précédent,
dans le cas d’une suspension et d’une double suspension simpliciale. Lorsque l’ensemble
simplicial X est 0-réduit nous établissons que les co-opérations de la structure de G-cogèbre
homotopique C∗(ΣX) (une fois 1-réduite) sont toutes nulles à l’exception de E1,0 = id =

E0,1 et E1,1. Ceci nous permet de démontrer que si X est un ensemble simplicial 0-réduit,
alors les obstructions à l’involutivité de l’antipode sur ΩC∗(Σ2X) sont toutes nulles. (Par suite
Ω2C∗(Σ2X) est une BV-algèbre homotopique.) Nous établissons également un théorème de
formalité, obtenant comme application un quasi-isomorphisme de BV-algèbre homotopiques
entre Ω2C∗(Σ2X) et Ω2H∗(Σ2X).

4.1 Ensembles simpliciaux, suspensions

On rappelle ici les principales propriétés des objets simpliciaux et introduisons quelques nota-
tions. On suit la référence [May92] à laquelle on renvoi pour plus de détail ou compléments.

La catégorie simpliciale

On définit la catégorie simpliciale ∆op comme suit. Les objets sont les ensembles n = {0, · · · , n}
indexés par les entiers n ≥ 0. Les morphismes sont les applications croissantes : φ : n → m,
φ(i) ≤ φ(j) si i < j. On définit les morphismes de cofaces et de codégénéréscences :

δi : n− 1→ n

δi(j) =

{
j si j < i;

j + 1 si j ≥ i.
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ςi : n + 1→ n

ςi(j) =

{
j si j ≤ i;

j− 1 si j > i.

Toute application φ : n → m différente de l’identité se factorise de manière unique
comme suit. Soient i1, ..., is les éléments de m \ φ(n) ordonnés dans l’ordre décroissant et soient
j1, ..., jr les éléments de n ordonnés dans l’ordre croissant tels que φ(js) = φ(js + 1). Alors,
φ = δi1 δi2 · · · δis ς j1 ς j2 · · · ς jr , m = n− r + s.

La catégorie des ensembles simpliciaux

Soit C une catégorie. Un objet simplicial dans C est un foncteur (contravariant)

F : ∆op → C.

Les morphismes sont les transformations naturelles entre ces foncteurs.
On appelle n-simplexes les éléments de F(n). Les morphismes di = F(δi) et si = F(ςi) sont

appelés les opérateurs de faces et de dégénérescences respectivement. Ils vérifient les relations
simpliciales usuelles, cf. [May92, (i)-(iii) de la Définition 1.1].

Un ensemble simplicial X est un foncteur X : ∆op → Set, vers la catégorie des ensemble. On
note par Xn l’ensemble X(n).

Définition 4.1.1. Un ensemble simplicial X est dit r-réduit si Xn = ∗, pour 0 ≤ n ≤ r.

Complexes simpliciaux

Soit F : Set→ k−mod le foncteur de la catégorie des ensembles vers la catégorie des k-espaces
vectoriels, qui à un ensemble X associe le k-espace vectoriel libre F(X) engendré par X. Si
X : ∆op → Set est un ensemble simplicial alors la composée F(X) : ∆op → k − mod est un
k-espace vectoriel simplicial. On pose

d =
n

∑
i=0

(−1)idi,

sur le k-espace vectoriel F(X)n = F(Xn). Ceci fait de F(X) un complexe de chaînes.
Le complexe de chaînes normalisées C∗(X) est défini comme le quotient Cn(X) = Fn(X)/Dn(X)

où Dn(X) est le k-espace vectoriel libre engendré par l’ensemble des éléments dégénérés
∪n−1

i=0 si(Xn−1), cf.[May92, page 95]. La différentielle

d =
n

∑
i=0

(−1)idi,

passe au quotient, d(Dn(X)) ⊂ Dn−1(X).
L’homologie d’un ensemble simplicial X à coefficients dans k, H∗(X; k) est l’homologie du

complexe de chaînes normalisées (C∗(X), d).

Coproduit d’Alexander-Whitney

Soient X un ensemble simplicial et ∇top : X → X× X la diagonale simpliciale. On note ∇AW la
composée
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C∗(X) C∗(X× X) C∗(X)⊗ C∗(X)
∇top AW

où, pour x× y ∈ (X× X)n, AW est défini par :

AW(x× y) =
n

∑
i=0

di+1 · · · dn(x)⊗ di
0(y).

Soit ε : C∗(X)→ k définie par ε(σ) = 1 si σ ∈ X0 et ε(σ) = 0 si σ ∈ Xn pour n > 0.

Proposition 4.1.2. (C∗(X), d,∇AW , ε) est une dg-cogèbre, cocommutative à homotopie près.

La preuve de l’affirmation d’être une dg-cogèbre est faite dans [May92, p.133-137]. La cocom-
mutativité à homotopie près résulte par exemple d’une action de l’opérade des surjections, voir
[MS03, BF04], fournissant en particulier l’homotopie à cette cocommutativité. Nous expliciterons
l’homotopie comme co-opération issue du coproduit de Baues sur la construction cobar d’un
ensemble simplicial, ΩC∗(X).

Suspension simpliciale

Définition 4.1.3. [May92, Définition 27.6 p.124] Soit X un ensemble simplicial tel que X0 = ∗.
La suspension simpliciale ΣX de X est définie comme suit : (ΣX)0 = a0 et (ΣX)n = {(i, x) ∈
N≥1 × Xn−i}/

(
(i, sn

0(∗)) = sn+i(a0) =: an+i

)
. Les opérateurs de faces et de dégénérescences

sont engendrés par :

• d0(1, x) = an pour tout x ∈ Xn ;

• d1(1, x) = a0 pour tout x ∈ X0 ;

• di+1(1, x) = (1, di(x)) pour tout x ∈ Xn, n > 0 ;

• s0(i, x) = (i + 1, x) ;

• si+1(1, x) = (1, si(x)).

Les opérateurs si(j, x) pour i ≥ 1, j ≥ 2 et di(j, x) pour i ≥ 0, j ≥ 2 sont déterminés par les
opérations ci-dessus et le fait que ΣX est un ensemble simplicial.

Proposition 4.1.4. [May92, Lemme 27.7 p.125] La suspension (réduite) de la réalisation géométrique
de X est canoniquement homéomorphe à la réalisation géométrique de ΣX.

4.2 Coproduit de Baues

Dans cette partie nous détaillons le coproduit de Baues sur la construction cobar d’un ensemble
simplicial et explicitons les co-opérations résultantes sur le complexe de chaînes de l’ensemble
simplicial en question.

Le coproduit sur la construction cobar d’un ensemble simplicial X fournit par H-J. Baues mu-
nit cette construction d’une structure de dg-bigèbre compatible avec la structure de dg-bigèbre
des chaîne cubiques de l’espace des lacets pointés Ω|X|. Plus précisément, il a obtenu (cf. [Bau98,
Théorème 3.5]) un morphisme de dg-bigèbres injectif de la construction cobar ΩC∗(X) dans les
chaînes cubiques de la construction cobar géométrique. La construction cobar géométrique est un
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foncteur de la catégorie des ensembles simpliciaux (1-réduits) vers la catégorie des monoïdes
topologiques (connexes). L’image d’un ensemble simplicial X par ce foncteur est homotopi-
quement équivalente à Ω|X|, [Bau80]. Utilisant ce coproduit, Baues a obtenu un isomorphisme
d’algèbres H∗(Ω2C∗(X)) ∼= H∗(Ω2|X|).

Soit X un ensemble simplicial 1-réduit, c’est à dire X0 = X1 = ∗. On rappelle que C∗(X) est
le complexe des chaînes normalisées. La construction cobar de X, ΩC∗(X), est la construction cobar
de la dg-cogèbre (C∗(X),∇AW) munie du coproduit d’Alexander-Whitney. Nous rappelons les
conventions de [Bau81, Bau98]. Pour σi ∈ X, [σ1|σ2|...|σn] est le tenseur s−1σi1 ⊗ s−1σi2 ⊗ ...⊗
s−1σir où les indices ij sont tels que σij ∈ Xnij

avec nij ≥ 2. Pour un sous-ensemble b = {b0 <

b1 < ... < br} ⊂ {0, 1, ..., n} la notation ib désigne l’unique fonction

ib : {0, 1, ..., r} → {0, 1, ..., n}

injective préservant l’ordre, telle que Im(ib) = b. Soit σ ∈ Xn et 0 ≤ b0 < b1 ≤ n. La notation
σ(b0, ..., b1) réfère à l’élément i∗b σ ∈ Xb1−b0 où b = {b0, b0 + 1, ..., b1 − 1, b1}. Soit maintenant
b ⊂ {1, ..., n− 1}, l’élément σ(0, b, n) désigne i∗b′σ où b′ = {0} ∪ b ∪ {n}.
Le coproduit de Baues sur la construction cobar, noté ∇0, est défini sur les éléments σ ∈ Xn,
n ≥ 2 par :

∇0 : ΩC∗(X)→ ΩC∗(X)⊗ΩC∗(X)

s−1σ = [σ] 7→ ∑
b={b1<b2<...<br}

b⊂{1,...,n−1}

(−1)ζ [σ(0, ..., b1)|σ(b1, ..., b2)|...|σ(br, ..., n)]⊗ [σ(0, b, n)] (4.1)

où

ζ = r|σ(0, .., b1)|+
r

∑
i=2

(r + 1− i)|σ(bi−1, ..., bi)| − r(r + 1)/2,

il est étendu comme morphisme d’algèbre sur la construction cobar.
Baues a également montré que ce coproduit est cocommutatif à homotopie près, d’homotopie
∇1 définie sur les générateurs par :

∇1 :ΩC∗(X)→ ΩC∗(X)⊗ΩC∗(X)

s-1 σ 7→
n−1

∑
i=1

∑
b⊂{1,...,i−1}

c⊂{i+1,...,n−1}

(−1)ζ ′(r,s)[σ(0, b, i, c1)|σ(c1, c2)|...|σ(cs, n)]⊗ [σ(0, b1)|...|σ(br, i, c, n)]

(4.2)

où, b = {b1 < b2 < ... < br}, c = {c1 < c2 < ... < cs} et

ζ ′(r, s) = ζ(r) + ζ(s) + (#(b) + i)(#(c) + n).

Celle-ci est étendu sur la construction cobar comme homotopie-dérivation (voir Définition 6.0.3)
entre τ∇0 et ∇0.

Proposition 4.2.1. Les co-opérations Ek,1 : C∗(X)→ C∗(X)⊗k ⊗ C∗(X) du coproduit de Baues sont,
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pour chaque k ≥ 1,

Ek,1(s-1 σ) = ∑
0≤j1<j2<...<j2k≤n

± s-1 σ(j1, ..., j2)⊗ s-1 σ(j3, ..., j4)⊗ · · · ⊗ s-1 σ(j2k−1, ...j2k)⊗

s-1 σ(0, ..., j1, j2, ..., j3, j4, · · · , j2k−1, j2k, ..., n). (4.3)

Démonstration. Fixons un n-simplexe σ, le coproduit de Baues est une somme sur chaque sous-
ensemble b = {b1 < b2 < ... < br} ⊂ {1, ..., n− 1}. Pour un tel sous-ensemble b, soit b0 := 0,
br+1 := n et βl ∈ b ∪∅ définis comme suit. Pour l = 1,

β1 := min
1≤i≤r+1

{bi | bi − bi−1 ≥ 2},

et soit η1 l’indice tel que bη1 = β1 ; pour l ≥ 2,

βl := min
ηl−1+1≤i≤r+1

{bi | bi − bi−1 ≥ 2}

où ηl est l’indice tel que bηl = βl . De plus, on pose αl := bηl−1. Soit k l’entier tel que 1 ≤ l ≤ k.
Explicitement, k est donné par :

k = #{1 ≤ i ≤ r + 1 | bi − bi−1 ≥ 2}.

Ainsi, le coproduit ∇0 se récrit comme

∇0([σ]) =
n

∑
k=0

∑
0≤α1≤β1≤α2≤···≤αk≤βk≤n

βi−αi≥2, 1≤i≤k

± s-1 σ(α1, ..., β1)⊗ s-1 σ(α2, ..., β2)⊗ · · ·

· · · ⊗ s-1 σ(αk, ..., βk)⊗ s-1 σ(0, ..., α1, β1, ..., α2, · · · , αk, βk, ..., n).

On obtient ainsi,

Ek,1(s-1 σ) = ∑± s-1 σ(α1, ..., β1)⊗ s-1 σ(α2, ..., β2)⊗ · ⊗ s-1 σ(αk, ..., βk)⊗
s-1 σ(0, ..., α1, β1, ..., α2, · · · , αk, βk, ..., n).

Le résultat s’obtient en posant j2l−1 = αl et j2l = βl . Puisque X est 1-réduit, les éléments
σ(jl , ..., jl+1) avec jl+1 − jl = 1 appartiennent à X1 = ∗ = s0(∗) et sont dégénérés.

Remarque 4.2.2. Ces co-opérations sont, au signe près, les co-opérations

τ1,kAW(1213141 · · · 1k + 11) : C∗(X)→ C∗(X)⊗k ⊗ C∗(X)

définies dans [BF04] (voir aussi [MS03]), où ici τ1,k permute les facteurs suivant la permutation

1 2 · · · k k + 1
2 3 · · · k + 1 1

 
.

Ainsi, le coproduit de Baues correspond à l’action de la seconde filtration de l’opérade des
surjections, cf. [BF04]. En outre, l’homotopie ∇1 s’interprète également en terme d’opérade des
surjections et plus précisément en terme de la troisième filtration de cette opérade. De surcroit,
cette homotopie ∇1 est elle-même cocommutative à une homotopie ∇2 et ainsi de suite. Cette
structure {∇i}i≥0 est connue sous le nom de dg-algèbre de Hopf avec coproduits de Steenrod.
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Elle correspond à une structure de G-cogèbre homotopique étendue sur le complexe C∗(X), voir
[Kad03].

Remarque 4.2.3. D’autres modèles pour les espaces de lacets pointés existent. En particulier, T.
Kadeishvili et Saneblidze ont construit dans [KS05] un modèle des lacets pointés qui est un
ensemble cubique dont le complexe de chaînes est canoniquement isomorphe à la construction
cobar. La diagonale de Serre [Ser51] pour les ensembles cubiques fait du complexe de chaînes
de ce modèle une dg-algèbre de Hopf ; et ainsi, munit la construction cobar d’une structure de
dg-algèbre de Hopf via l’isomorphisme canonique. Cette structure coïncide avec celle de Baues
[Bau98]. Ceci donne une interprétation de la diagonale de Serre sur cet ensemble cubique en
terme de G-cogèbre homotopique C∗(X). Par la suite, ils ont développé suivant le même schéma
une construction cobar d’un ensemble cubique. Ils obtiennent un modèle des lacets pointés
doubles sur |X| qui est un ensemble permutahédral, cf. [KS02]. Le complexe de chaînes de ce
modèle est canoniquement isomorphe à la double construction cobar de X. En tant que complexe
de chaînes d’un ensemble cubique, la première construction cobar bénéficie d’une structure
de G-cogèbre homotopique faible c’est à dire non nécessairement coassociative. Le coproduit
résultant sur la double construction cobar n’est pas coassociatif. En revanche, Saneblidze et
Umble [SU02] ont montré qu’il provient d’une diagonale sur les ensembles permutahédraux et
s’avère être coassociatif à homotopie près, et plus précisément, A∞-coassociatif. Il est conjecturé
[SU11, Conjecture 1 à la fin de l’article] un quasi-isomorphisme d’A∞-bigèbres entre la double
construction cobar et les chaînes permutahédrales de l’espace des doubles lacets pointés.

4.3 Structure de G-cogèbre sur le complexe d’un ensemble simpli-
cial ; formalité

On étudie la structure de G-cogèbre homotopique issue du coproduit de Baues sur C∗(Y) dans
les cas où Y est une simple et une double suspension simpliciale. Ceci afin d’étudier les co-
opérations On définies dans la Section 3.3. Les obstructions données par les On se réduisent à la
seule co-opération O2 dans le cas d’une simple suspension. En outre, la trivialité de la structure
de G-cogèbre homotopique sur le complexe d’une double suspension conduit à l’annulation
des obstructions. De plus, les BV-algèbres homotopiques Ω2C∗(Σ2X) et Ω2H∗(Σ2X) sont quasi-
isomorphe. Nous utiliserons ce résultat dans la prochaine section. Nous montrerons que la
structure de G-algèbre homotopique sous-jacente de Ω2C∗(Σ2X) relève la structure d’algèbre de
Gerstenhaber restreinte de H∗(Ω2|Σ2X|) à coefficients dans F2, démontrée par F. Cohen.

4.3.1 Simple suspension, obstruction

Soit ΣX une suspension simpliciale au sens de la définition 4.1.3. Un élément non-dégénéré
σ ∈ (ΣX)n+1, s’écrit alors sous la forme σ = (1, x) pour un x ∈ Xn. De plus, la 0-face d0(1, x)
d’un tel élément vaut an et est alors dégénérée. En conséquence, le coproduit d’Alexander-
Whitney du complexe C∗(ΣX) est primitif.

Proposition 4.3.1. [HPS07, Lemme 3.1] La dg-cogèbre (C∗(ΣX),∇AW) des chaînes d’une suspension
simpliciale est primitive, i.e. ∇AW = 0.

Démonstration. Les chaînes étant normalisées, il suffit d’évaluer le coproduit sur les éléments de
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type (1, x) pour un x ∈ Xn. On obtient,

∇AW((1, x)) =
n+1

∑
i=0

di+1 · · · dn(1, x)⊗ di
0(1, x)

= (1, x)⊗ a0 + a0 ⊗ (1, x).

Corollaire 4.3.2. [HPS07, Corollaire 3.2] La différentielle sur la construction cobar ΩC∗(ΣX) est
linéaire.

Démonstration. La partie quadratique de la différentielle est l’unique dérivation induite par le
coproduit réduit de C∗(ΣX) qui est nul par la Proposition 4.3.1.

Il peut sembler naturel de définir le shuffle-coproduit (primitif sur les générateurs) comme
coproduit sur la construction cobar ΩC∗(ΣX). Ce dernier munit la construction cobar d’une
structure de dg-algèbre de Hopf cocommutative, donc involutive. Ainsi, la Proposition 3.2.1
s’applique, et l’on obtient une structure de BV-algèbre homotopique sur la double construction
cobar Ω2C∗(ΣX) pour X un ensemble simplicial 1-réduit. Cependant, ce coproduit ne correspond
pas au coproduit de Baues défini en Section 4.2 qui fait de la construction cobar un modèle
de l’espace des lacets en tant que dg-bigèbre. La différence apparait dans la structure de G-
cogèbre homotopique sur C∗(ΣX). En effet, le shuffle-coproduit correspond à une structure de
G-cogèbre homotopique triviale sur C∗(ΣX), i.e. E1,k = 0 pour tout k ≥ 1. En revanche, bien
que le coproduit d’Alexander-Whitney soit cocommutatif, la co-opération E1,1, qui est alors une
application de chaînes, n’est pas nécessairement triviale. En fait, nous avons,

Proposition 4.3.3. La structure de G-cogèbre homotopique Ek,1 sur C∗(ΣX) correspondant au coproduit
de Baues, est :

E1,1(s-1 σ) = ∑
1<l<n

± s-1 σ(0, ..., l)⊗ s-1 σ(0, l, l + 1, ..., n);

Ek,1 = 0 pour k ≥ 2.

Démonstration. Pour un élément non-dégénéré σ ∈ (ΣX)n, l’élément d0σ = σ(1, ..., n) est dégé-
néré. En conséquence, la co-opération

E1,1(s-1 σ) = ∑
k<l
± s-1 σ(k, ..., l)⊗ s-1 σ(0, ..., k, l, l + 1, ..., n)

est réduite à
E1,1(s-1 σ) = ∑

1<l<n
± s-1 σ(0, ..., l)⊗ s-1 σ(0, l, l + 1, ..., n).

Les co-opérations supérieures Ek,1 pour k ≥ 2,

Ek,1(s-1 σ) = ∑
0≤j1<j2<...<j2k≤n

± s-1 σ(j1, ..., j2)⊗ s-1 σ(j3, ..., j4)⊗ · · · ⊗ s-1 σ(j2k−1, ...j2k)⊗

s-1 σ(0, ..., j1, j2, ..., j3, j4, · · · , j2k−1, j2k, ..., n),

sont identiquement nulles. En effet, pour l ≥ 3 les termes σ(jl , ..., jl+1) sont dans l’image de d0,
donc dégénérés.

La trivialité des co-opérations supérieures Ek,1 pour k ≥ 2 n’implique pas l’annulation des
obstructions supérieures On car la co-opération E1,1 apparait dans tous les On. Cependant, la
famille des On peut être réduite à O2 dans le sens suivant,
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Proposition 4.3.4. Soit (C, d,∇C, Ek,1) une G-cogèbre homotopique avec Ek,1 = 0 pour k ≥ 2. Si
O2 = E1,1 − τE1,1 est identiquement nulle, alors On aussi, pour n ≥ 2.

Démonstration. La coassociativité du coproduit ∇ : ΩC → ΩC ⊗ ΩC donne en particulier
l’équation suivante, cf. (2.21)

(1⊗ E1,1)E1,1 − (E1,1 ⊗ 1)E1,1 = ((1 + τ)⊗ 1)E2,1.

En conséquence, l’annulation de la co-opération E2,1 implique que E1,1 est coassociative. Couplé
avec l’annulation de O2, ceci fait de E1,1, une co-opération coassociative et cocommutative. Cette
double propriété entraine l’annulation des On supérieures : dans l’équation (3.7) en Section 3.3,
les termes Fi, pour i ≤ n, qui interviennent dans On sont

Fn =(−1)n(1⊗n−2 ⊗ E1,1) · · · (1⊗ E1,1)E1,1.

D’autre part, chaque terme µ
(s)
Ω(12)

(Fn1 ⊗ ...⊗ Fns)Fs de la somme

On =
n

∑
s=1

∑
n1+...+ns=n

µ
(s)
Ω(12)

(Fn1 ⊗ ...⊗ Fns)Fs

peut s’écrire comme±σ ◦ Fn où σ est une permutation (dépendante du terme considéré). En effet,
le terme (Fn1 ⊗ ...⊗ Fns)Fs est égal à (−1)n1+...+ns+s+nFn par coassociativité. La permutation σ

citée ci-dessus est celle qui apparaît dans le produit µ
(s)
Ω(12)

, elle dépend des entiers n1, ..., ns.

=

FIGURE 4.1 – Coassociativité de E1,1.

=

FIGURE 4.2 – Cocommutativité de E1,1.

Utilisant les mouvements correspondants à la cocommutativité (Figure 4.2) et de nouveau
ceux de la coassociativité de E1,1, on peut supprimer la permutation σ pour obtenir±Fn. En effet,
il suffit de ”déplacer“ une co-opération E1,1, en utilisant la coassociativité, face aux transpositions
élémentaires puis d’utiliser la cocommutativité.

= =

FIGURE 4.3 – Annulation d’une transposition élémentaire.
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Un calcul direct montre que les termes positifs et négatifs sont en nombre égal : le signe de
(Fn1 ⊗ ...⊗ Fns)Fs est (−1)n1+...+ns+s = (−1)n+s et le nombre de décompositions de n en une
somme de s entiers ≥ 1 est (n−1

s−1).

Remarque 4.3.5. Ainsi, seule l’obstruction O2 : C∗(ΣX)→ C∗(ΣX)⊗ C∗(ΣX) subsiste. Celle-ci
mesure de défaut de cocommutativité de E1,1. Le complexe C∗(ΣX) est muni d’une structure
plus riche que celle de G-cogèbre homotopique. Par exemple, l’homotopie à la cocommutativité
du coproduit ∇0 fournit une homotopie à la cocommutativité de E1,1. Ainsi, sur l’homologie
H∗(ΣX), le coproduit H∗(∇AW) et la co-opération H∗(E1,1) dont tous deux cocommutatifs et
coassociatifs. Ceci confère à l’homologie H∗(ΣX) une structure de G-cogèbre homotopique
d’obstructions On nulles. Alors, la construction cobar ΩH∗(ΣX) est une algèbre de Hopf cocom-
mutative. En résulte, par la Proposition 3.2.1, une structure de BV-algèbre homotopique sur la
double construction cobar Ω2H∗(ΣX). Cependant, Ω2H∗(ΣX) n’est a priori pas quasi-isomorphe
à Ω2C∗(ΣX). Détaillons ceci.
La formalité de la dg-cogèbre C∗(ΣX) fournit une contraction avec conditions de jauges entre
les complexes (ΩC∗(ΣX), d0) et (ΩH∗(ΣX), 0) — il s’avère en outre, que les morphismes, à part
l’homotopie contractante, sont des morphismes de dg-algèbres. Cette contraction permet de
transférer la structure de dg-cogèbre (vue comme A∞-cogèbre) de ΩC∗(ΣX) vers ΩH∗(ΣX),
qui devient alors une A∞-cogèbre. Cette dernière structure est minimale, d = 0, et le coproduit
∇ : ΩH∗(ΣX) → ΩH∗(ΣX)⊗ΩH∗(ΣX) est coassociatif. Il correspond de plus, au coproduit
défini par la structure de G-cogèbre homotopique (H∗(ΣX), H∗(∇AW), H∗(E1,1)). On obtient
ainsi un quasi-isomorphisme de dg-algèbres (Ω2C∗(ΣX), dΩ) → (Ω2H∗(ΣX), ∂) où ∂ est la
différentielle définie par la structure d’A∞-cogèbre de ΩH∗(ΣX), qui n’est en généralement pas
une dg-cogèbre.

4.3.2 Structure de BV-algèbre homotopique sur la double construction cobar d’une
double suspension

Théorème 4.3.6. Soit Σ2X une double suspension. Alors :

1. la structure de G-cogèbre homotopique C∗(Σ2X), définie par le coproduit de Baues, est triviale ;

2. la double construction cobar Ω2C∗(Σ2X) est une BV-algèbre homotopique de BV-operator l’opéra-
teur de Connes-Moscovici.

Démonstration. On sait par la Proposition 4.3.3 que les co-opérations Ek,1 pour k ≥ 2 sont triviales.
En conséquence, pour montrer la première assertion il reste a montrer que E1,1 est triviale. Ceci
est une conséquence directe du fait que d1(1, (1, x)) = (1, d0(1, x)) = (1, an) = sn+1(1, a0) est
dégénéré. Ainsi, la dernière co-opération

E1,1(s-1 σ) = ∑
1<l<n

± s-1 σ(0, ..., l)⊗ s-1 σ(0, l, l + 1, ..., n)

devient triviale puisque l > 1.
La seconde assertion quant à elle découle de l’annulation des obstructions On : la Proposition
3.3.2 donne la structure annoncée de BV-algèbre homotopique sur Ω2C∗(Σ2X).

On explicite à titre d’exemple, la structure de BV-algèbre homotopique obtenue sur Ω2C∗(Σ2X).
On observe que le coproduit ∇0 de (4.1) est le shuffle-coproduit ; on l’écrit comme

∇0([a1|...|an]) = ∑
I0∪I1

±[aI0 ]⊗ [aI1 ]
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où la somme est prise sur toutes les partitions I0 t I1 de I = {1, ..., n} avec I0 = {i1 < i2 <

... < ik} et I1 = {j1 < j2 < ... < jn−k}. On note aI0 l’élément ai1 ⊗ ai2 ⊗ ...⊗ aik et aI−1
0

l’élément
aik ⊗ ...⊗ ai2 ⊗ ai1 ; on fait de même pour aI1 .

Explicitons maintenant l’opérateur de BV sur un 2 et un 3-tenseur. On note a = [a1|a2|...|ak]

un élément de ΩC∗(Σ2X) et [a1, a2, ..., an] un élément de Ω2C∗(Σ2X).
Ainsi, [a1, a2, ..., an] est l’élément [[a1,1|a1,2|...|a1,k1 ], [a2,1|a2,2|...|a2,k2 ], ..., [an,1|an,2|...|an,kn ]].
L’opérateur de BV est alors,

∆CM([a, b]) = ∆CM([[a1|...|am], [b1|...|bn]]) = ±[[am|...|a1|b1|...|bn]]± [[bn|...|b1|a1|...|am]].

∆CM([[a1|...|am], [b1|...|bn], [c1|...|cr]]) = ∑
I0∪I1

±[[aI−1
1
|b1|...|bn], [aI−1

0
|c1|...|cr]]

+ ∑
I0∪I1

±[[bI−1
1
|c1|...|cr], [bI−1

0
|a1|...|am]]

+ ∑
I0∪I1

±[[cI−1
1
|a1|...|am], [cI−1

0
|b1|...|bn]].

Remarque 4.3.7. D’un point de vu topologique, considérons un CW-complexe X connexe (dénom-
brable) avec un sommet. Les modèles de James/Milgram Ji(X) sont des H-espaces homotopique-
ment équivalent à ΩiΣiX, voir [Mil66, Théorème 5.2]. De plus, pour i ≥ 1, le complexe de chaînes
cellulaires C∗(Ji(ΣX)) est une dg-algèbre de Hopf cocommutative et primitivement engendrée
et C∗(Ji+1(X)) est isomorphe à ΩC∗(Ji(ΣX)), [Mil66, Théorèmes 6.1 et 6.2]. Alors, utilisant la
Proposition 3.2.1 nous obtenons une structure de BV-algèbre homotopique sur ΩC∗(Ji(ΣX)) qui
est similaire à celle obtenue dans le contexte simplicial. De plus, il y a un quasi-isomorphisme
de dg-algèbres

ΩC∗(J1(ΣX)) C∗(J2(X)) C∗(Ω2Σ2X).
C∗(j2)

La proposition suivante est une conséquence de la trivialité de la structure de G-cogèbre
homotopique de C∗(Σ2X).
Munissons ΩH∗(Σ2X) du shuffle-coproduit. Par la Proposition 3.2.1, Ω2H∗(Σ2X) est munie
d’une structure de BV-algèbre homotopique que l’on appelle canonique.

Théorème 4.3.8. Soit k un corps. Soit C une G-cogèbre homotopique triviale (donc involutive) et dont
tous les éléments de C+ sont primitifs pour le coproduit. Alors, la double construction cobar Ω2C munie
de la structure de Connes-Moscovici de la Proposition 3.2.1 est quasi-isomorphe, comme BV-algèbre
homotopique, à la double construction cobar Ω2H∗(C) munie de la structure de BV-algèbre homotopique
canonique.

D’après le point 1 du Théorème 4.3.6 et la Proposition 4.3.1, les hypothèses du Théorème
4.3.8 ci-dessus sont vérifiées pour C = C∗(Σ2X). Ce qui nous donne :

Proposition 4.3.9. Soit k un corps. La double construction cobar Ω2C∗(Σ2X) munie de la structure
de BV-algèbre du Théorème 4.3.6 est quasi-isomorphe, comme BV-algèbre homotopique, à la double
construction cobar Ω2H∗(Σ2X) munie de la structure de BV-algèbre homotopique canonique.

La démonstration de cette proposition s’appuie sur le théorème de transfert d’A∞-cogèbres.
Ce dernier permet de transférer la structure d’A∞-cogèbre le long d’une contraction :

(C, d) (H, d)

p

i

ν
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où, p et i sont des morphismes de complexes et ν une application linéaire tels que :

pi = Id

ip− Id = dν + νd

pν = νi = ν2 = 0 (Conditions de jauge).

Ce type de contraction existe toujours sur un corps lorsque (H, d) désigne l’homologie (H(C, d), 0)
de (C, d).

Théorème 4.3.10 (Théorème de transfert). [Gug82] Soient (C, d,∇) une dg-cogèbre connexe telle
que C1 = 0 et (H, d) un dg-espace vectoriel. On les suppose reliés par une contraction comme ci-dessus.
Alors, il existe sur H une structure d’A∞-cogèbre (H, ∂i), ainsi qu’un A∞-quasi-isomorphisme

f : (C, d,∇)→ (H, ∂i).

Les ∂i sont donnés par :

∂0 = dH

∂1 = (p⊗ p)∇i

∂2 = p⊗3(∇ν⊗ Id + Id⊗∇ν)∇i,

et plus généralement, pour i ≥ 2,

∂i = ∑
0≤ki−1≤i−1
0≤ki−2≤i−2

···
0≤k1≤1

±p⊗i+1(Id⊗ki−1 ⊗∇ν⊗ Id⊗i−1−ki−1)(Id⊗k ⊗∇ν⊗ Id⊗i−1−k)...

...(∇ν⊗ Id + Id⊗∇ν)∇i.

Le quasi-isomorphisme f équivaut à une cochaîne tordante τ : C → ΩH de composantes τ = ∑i≥0 τi où
τi : C → H⊗i+1 est :

τ0 = p

τ1 = (p⊗ p)∇ν

τ2 = p⊗3(∇ν⊗ Id + Id⊗∇ν)∇ν

et plus généralement, pour i ≥ 2,

τi = ∑
0≤ki−1≤i−1
0≤ki−2≤i−2

···
0≤k1≤1

±p⊗i+1(Id⊗ki−1 ⊗∇ν⊗ Id⊗i−1−ki−1)(Id⊗k ⊗∇ν⊗ Id⊗i−1−k)...

...(∇ν⊗ Id + Id⊗∇ν)∇ν.

Démonstration de la Proposition 4.3.9. Le complexe de chaînes C est formel comme dg-cogèbre.
Plus précisément, sur un corps on dispose d’une contraction (cf. [Gug82]),

(C, d) (H∗(C, d), 0)

p

i

ν
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où, p et i sont des morphismes de complexes et ν une application linéaire tels que :

pi = Id (4.4)

ip− Id = dν + νd (4.5)

pν = νi = ν2 = 0 (Conditions de jauge). (4.6)

Le théorème de transfert d’A∞-cogèbre [Gug82] transfère la structure de dg-cogèbre (vue comme
une A∞-cogèbre) de C vers H∗(C, d). Comme conséquence directe du fait que le coproduit sur C
est primitif, la structure d’A∞-cogèbre (H∗(C, d), δi) obtenue par transfert est réduite au seul
coproduit

H(∇C) : H∗(C, d)→ H∗(C, d)⊗ H∗(C, d),

également primitif. En effet, le théorème de transfert montre l’existence d’une différentielle et
dérivation δ : ΩH∗(C, d)→ ΩH∗(C, d). Celle-ci s’écrit comme δ = ∑i≥1 δi avec δi(H∗(C, d)) ⊂
(H∗(C, d))⊗i+1. Notons H pour H∗(C, d). Explicitement nous avons,

δ0 = dH = 0

δ1 = (p⊗ p)∇Ci = ∇H

δ2 = p⊗3(∇Cν⊗ Id + Id⊗∇Cν)∇Ci,

et plus généralement, pour i ≥ 2,

δi = ∑
0≤ki−1≤i−1
0≤ki−2≤i−2

···
0≤k1≤1

±p⊗i+1(Id⊗ki−1 ⊗∇Cν⊗ Id⊗i−1−ki−1)(Id⊗k ⊗∇Cν⊗ Id⊗i−1−k)...

...(∇Cν⊗ Id + Id⊗∇Cν)∇Ci.

Dans notre cas,∇C est primitif et puisque ν satisfait les conditions de jauges, seul δ1 n’est pas nul.
De plus, la cochaîne tordante τ : C → ΩH donnée par le Théorème de transfert, de composantes
τ = ∑i≥0 τi où τi : C → H⊗i+1, est :

τ0 = p

τ1 = (p⊗ p)∇Cν

τ2 = p⊗3(∇Cν⊗ Id + Id⊗∇Cν)∇Cν

et plus généralement, pour i ≥ 2,

τi = ∑
0≤ki−1≤i−1
0≤ki−2≤i−2

···
0≤k1≤1

p⊗i+1(Id⊗ki−1 ⊗∇Cν⊗ Id⊗i−1−ki−1)(Id⊗k ⊗∇Cν⊗ Id⊗i−1−k)...

...(∇Cν⊗ Id + Id⊗∇Cν)∇Cν

Elle est ainsi réduite à
τ0 = p : C → H.

Ainsi, p devient un morphisme d’A∞-cogèbres i.e. Ωp est un morphisme de dg-algèbres de
composantes (Ωp)n sur (s-1 C)⊗n données par :

(Ωp)n = s-1 p s⊗ s-1 p s⊗ · · · ⊗ s-1 p s .
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On obtient la contraction

(ΩC, d) (ΩH, 0)

Ωp

Ωi

Γ

où,

ΩpΩi = Id (4.7)

ΩiΩp− Id = dΓ + Γd (4.8)

ΩpΓ = ΓΩi = Γ2 = 0 (Conditions de jauge), (4.9)

et où Γ est définie par ses restrictions Γn à chaque composante (s-1 C)⊗n par :

(Γ)n = ∑
k1+···+ks+1=n−s

1≤s≤n

±Id⊗k1 ⊗ (s-1 ν s)⊗ Id⊗k2 ⊗ (s-1 ∂ν s)⊗ Id⊗k3 ⊗ (s-1 ∂ν s)⊗ Id⊗k4

⊗ · · · ⊗ (s-1 ∂ν s)⊗ Id⊗ks+1 ,

où, ∂ν := dν + νd. De façon équivalente, en posant Γ1 := s-1 ν s, on a :

Γn = Id⊗ Γn−1 ± s-1 ν s⊗∂Γn−1 ± s-1 ν s⊗Id⊗n−1, n ≥ 2.

La structure de G-cogèbre homotopique de C munit ΩC d’une structure de dg-cogèbre ; on note
(ΩC, d,∇0) la dg-cogèbre obtenue. Cette structure de dg-cogèbre sur ΩC, vue comme structure
d’A∞-cogèbre, se transfère en une structure d’A∞-cogèbre sur ΩH qui est alors A∞-équivalente
à la dg-cogèbre (ΩC, d,∇0). Montrons que la structure d’A∞-cogèbre (ΩH∗(Σ2X), ∂i) obtenue
est réduite au coproduit H∗(∇0). Les coproduits supérieurs

∂i : ΩH → (ΩH)⊗i+1,

sont donnés par les formules :

∂0 = 0

∂1 = (Ωp⊗Ωp)∇0Ωi = H∗(∇0)

∂2 = (Ωp)⊗3(∇0Γ⊗ Id + Id⊗∇0Γ)∇0Ωi

et plus généralement, pour i ≥ 2,

∂i = ∑
0≤ki−1≤i−1
0≤ki−2≤i−2

···
0≤k1≤1

±(Ωp)⊗i+1(Id⊗ki−1 ⊗∇0Γ⊗ Id⊗i−1−ki−1)(Id⊗k ⊗∇0Γ⊗ Id⊗i−1−k)...

...(∇0Γ⊗ Id + Id⊗∇0Γ)∇0Ωi.

Remarquons maintenant que chaque terme de Γ contient au moins une opération ν et que le co-
produit∇0, qui est un shuffle-coproduit, consiste en une déconcaténation suivie de permutations.
Ainsi, dans chaque terme de∇0Γ, apparait au moins une fois l’opération ν. La post-composition
avec Ωp annule alors chaque terme par la condition de jauge pν = 0.
En conclusion, seul le terme H∗(∇0) subsiste.

Le même argument montre que l’A∞-quasi-isomorphisme entre les dg-cogèbres (ΩC, d,∇0)
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et (ΩH, 0, H∗(∇0)) est strict. En effet, la cochaîne tordante

τ : ΩC → Ω2H,

de composantes τi : ΩC → (ΩH)⊗i+1 est :

τ0 = Ωp

τ1 = (Ωp⊗Ωp)∇0Γ

τ2 = (Ωp)⊗3(∇0Γ⊗ Id + Id⊗∇0Γ)∇0Γ,

et plus généralement, pour i ≥ 2,

τi = ∑
0≤ki−1≤i−1
0≤ki−2≤i−2

···
0≤k1≤1

±(Ωp)⊗i+1(Id⊗ki−1 ⊗∇0Γ⊗ Id⊗i−1−ki−1)(Id⊗k ⊗∇0Γ⊗ Id⊗i−1−k)...

...(∇0Γ⊗ Id + Id⊗∇0Γ)∇0Γ.

En conséquence, la double construction cobar Ω2C est quasi-isomorphe comme BV-algèbre
homotopique à Ω2H.
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5
Relèvement de structure sur la double
construction cobar

Dans la première section, nous démontrons sur F2 (respectivement sur Q) que la structure de G-
algèbre homotopique sous-jacente de Ω2C∗(Σ2X) relève la structure d’algèbre de Gerstenhaber
restreinte (resp. d’algèbre de Gerstenhaber) de H∗(Ω2|Σ2X|) obtenue par F. Cohen.
Dans la seconde section, nous montrons en corollaire des résultats précédents, que la structure
de BV-algèbre homotopique sur la double construction cobar Ω2C∗(Σ2X) relève la structure
d’algèbre de Batalin-Vilkovisky de H∗(Ω2|Σ2X|) obtenue par E. Getzler.

5.1 Relèvement de la structure d’algèbre de Gerstenhaber restreinte
de F. Cohen

Cette section est essentiellement consacrée à la preuve du théorème suivant ainsi qu’à la version
rationnelle, énoncée et traitée à la fin. La preuve s’appuie sur la Proposition 4.3.9 démontrée
dans la section précédente.

Théorème 5.1.1. Soit F2 le corps de base. Soit Σ2X une double suspension simpliciale. Alors, la
structure de G-algèbre homotopique, construite par T. Kadeishvili sur Ω2C∗(Σ2X), induit sur l’homologie
H∗(Ω2C∗(Σ2X)), une structure d’algèbre de Gerstenhaber restreinte, libre sur H+

∗ (X) ;

En conséquence,

Corollaire 5.1.2. Soit F2 le corps de base. Les deux algèbres de Gerstenhaber restreintes, H∗(Ω2C∗(Σ2X))

et H∗(Ω2|Σ2X|), sont isomorphes.

Entre autres, nous montrons que sur F2, les G-algèbres homotopiques possèdent une restric-
tion à homotopie près donnée par l’opération E1,1 évaluée sur les termes diagonaux.

5.1.1 L’homologie d’une G-algèbre homotopique comme algèbre de Gerstenhaber
restreinte

Dans cette partie, le corps de base est F2.
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Définition 5.1.3. Une algèbre de Lie restreinte de degré 1 sur F2 est un espace vectoriel gradué
L connexe, muni d’un crochet de Lie de degré 1,

[−;−]1 : Lj ⊗ Lk → Lj+k+1, j, k ≥ 0,

et d’une restriction,
ξ : Ln → L2n+1, n ≥ 0,

satisfaisant les relations :

1. [−;−]1 est symétrique ;

2. [x; [y; z]1]1 + [y; [z; x]1]1 + [z; [x; y]1]1 = 0 ;

3. [ξ(x); y]1 = [x; [x; y]1]1 ; et,

4. ξ(x + y) = ξ(x) + [x; y]1 + ξ(y) ;

ceci pour tous éléments homogènes x, y, z ∈ L.

Définition 5.1.4. Une algèbre de Gerstenhaber restreinte (de degré 1) sur F2 est une algèbre de
Lie restreinte de degré 1, G, qui est de plus une algèbre commutative graduée, telle que :

1. [x; yz]1 = y[x; z]1 + [x; y]1z, pour tous éléments homogènes x, y, z ∈ G ;

2. ξ(xy) = x2ξ(y) + ξ(x)y2 + x[x; y]1y, pour tous éléments homogènes x, y ∈ G.

Définition 5.1.5. Un morphisme d’algèbres de Gerstenhaber restreintes, est un morphisme
d’espaces vectoriels gradués, de degré 0, respectant le produit, le crochet et la restriction.

Proposition 5.1.6. L’homologie H∗(A, d) d’une G-algèbre homotopique (A, d, ·, E1,k) sur F2 est une
algèbre de Gerstenhaber restreinte.

Démonstration. D’après la Proposition 2.1.8 le crochet [x; y]1 = E1,1(x; y) + E1,1(y; x) et la multi-
plication forment une algèbre de Gerstenhaber. On pose

ξ(x) := E1,1(x; x),

pour tout x ∈ A. Il suffit alors de vérifier que ξ induit une application en homologie, qui vérifie
les propriétés relative à la restriction. Montrons en premiers lieux que les propriétés 3 et 4 de la
Définition 5.1.3 sont vraies sur A, et que la propriété 2 de la Définition 5.1.4 est vraie à homotopie
près.

Montrons l’égalité [ξ(x); y]1 = [x; [x; y]1]1. On a

[x; [x; y]1]1 = E1,1(x; E1,1(x; y) + E1,1(y; x)) + E1,1(E1,1(x; y) + E1,1(y; x); x)

= E1,1(x; E1,1(x; y)) + E1,1(x; E1,1(y; x)) + E1,1(E1,1(x; y); x) + E1,1(E1,1(y; x); x).
(5.1)

D’après l’équation (2.5), les deux premiers termes satisfont :

E1,1(x; E1,1(x; y)) = E1,1(E1,1(x; x); y) + E1,2(x; x, y) + E1,2(x; y, x) ;

E1,1(x; E1,1(y; x)) = E1,1(E1,1(x; y); x) + E1,2(x; y, x) + E1,2(x; x, y).

Leur somme vaut alors

E1,1(E1,1(x; x); y) + E1,1(E1,1(x; y); x).
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De même, le dernier terme de (5.1) s’écrit :

E1,1(E1,1(y; x); x) = E1,1(y; E1,1(x; x)) + E1,2(y; x, x) + E1,2(y; x, x) = E1,1(y; E1,1(x; x)).

Ainsi,

[x; [x; y]1]1 = E1,1(E1,1(x; x); y) + E1,1(y; E1,1(x; x)) = E1,1(ξ(x); y) + E1,1(y; ξ(x)) = [ξ(x); y]1.

L’égalité ξ(x + y) = ξ(x) + [x; y]1 + ξ(y) quant à elle, est immédiate :

ξ(x + y) = E1,1(x + y; x + y)

= E1,1(x; x) + E1,1(y; x) + E1,1(x; y) + E1,1(y; y)

= ξ(x) + [x; y]1 + ξ(y).

(5.2)

L’égalité ξ(xy) = x2ξ(y) + ξ(x)y2 + x[x; y]1y est vraie à homotopie près sur les chaînes. Ceci
résulte des équations (2.8) et (2.9) qui permettent d’écrire sur les chaînes (désignant par ∼ la
relation d’homotopie),

ξ(xy) = E1,1(xy; xy)

= xE1,1(y; xy) + E1,1(x; xy)y

∼ x2E1,1(y; y) + xE1,1(y; x)y + xE1,1(x; y)y + E1,1(x; x)y2

∼ x2ξ(y) + x[x; y]1y + ξ(x)y2

Montrons maintenant que ξ induit une restriction en homologie.
D’après l’équation (2.7) l’opération E1,1 est une homotopie à la commutativité du produit. En
particulier,

dE1,1(x; x) + E1,1(dx; x) + E1,1(x; dx) = xx + xx = 0, pour tout x ∈ A.

Ainsi, si x ∈ A est un cycle,

dξ(x) = dE1,1(x; x) = E1,1(dx; x) + E1,1(x; dx) = 0 + 0 = 0.

Si y = dx ∈ A est un bord,

ξ(y) = E1,1(y; y) = E1,1(dx; dx) = dE1,1(dx; x)+E1,1(d2x; x)+ dx · x+ xdx = dE1,1(dx; x)+ d(x2),

est également un bord. Ainsi, pour x ∈ A un cycle et y ∈ A, on obtient d’après (5.2) :

ξ(x + dy) = ξ(x) + [x; dy] + ξ(dy)

= ξ(x) + d[x; y] + [dx; y] + dE1,1(dy; y)

= ξ(x) + d[x; y] + dE1,1(dy; y) + d(y2).

Ainsi, ξ induit une application en homologie qui est une restriction.

Remarque 5.1.7. Une G-algèbre homotopique définit une structure d’algèbre de Lie restreinte de
degré 1 sur le complexe de chaînes.

Proposition 5.1.8. Un morphisme de G-algèbres homotopiques induit un morphisme d’algèbres de
Gerstenhaber restreintes en homologie.

Démonstration. La Proposition 2.1.9 affirme qu’un tel morphisme induit un morphisme d’al-
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gèbres de Gerstenhaber en homologie. De plus, le morphisme, notons-le f , satisfait l’égalité
(2.15), qui donne sur F2 :

E1,1( f1(x); f1(y)) + f1E1,1(x; y) = f2(x; y) + f2(y; x).

En prenant x = y, on obtient
f1(ξ(x)) = ξ( f1(x)).

Corollaire 5.1.9. Les deux algèbres de Gerstenhaber restreintes, H∗(Ω2C∗(Σ2X)) et H∗(Ω2H∗(Σ2X)),
sont isomorphes.

Démonstration. Ceci résulte de la Proposition 5.1.6 et de la Proposition 4.3.9.

On définit maintenant l’algèbre de Gerstenhaber restreinte libre.

Soit L1r une algèbre de Lie restreinte de degré 1. Alors, l’algèbre commutative libre sur L1r,
S(L1r) forme une algèbre de Gerstenhaber restreinte. En effet, l’identité de Poisson

[xy; z]1 = x[y; z]1 + [x; z]1y,

revient à dire que l’application

ad1(x) := [−; x]1 : S(L1r)→ S(L1r)

y 7→ [y; x]1

est une dérivation de degré +1 pour l’algèbre (S(L1r), ·). On considère une base de L1r comme
k-espace vectoriel. Il suffit alors d’étendre l’application ad1(l) : L1r → L1r ⊂ S(L1r) comme
dérivation de S(L1r) pour tout l ∈ L1r. Et faire de même pour [x;−]1 : L1r → S(L1r) pour tout
x ∈ S(L1r).
On étend la restriction via la relation de multiplication (deuxième point de la Définition 5.1.4).

Soit V un dg-espace vectoriel V0 = 0. Si L1r(V) désigne l’algèbre de Lie restreinte de degré 1,
libre sur V, alors S(L1r(V)) est l’algèbre de Gerstenhaber restreinte, libre sur V.

5.1.2 Démonstration du théorème

Nous utiliserons le théorème de comparaison suivant, dont on trouve la démonstration dans
[ML95, Théorème 11.1 p. 355]. On considère une suite spectrale E d’espaces vectoriels sur un
anneau commutatif, telle que pour chaque p, q, on a la suite exacte :

0 E2
p,0 ⊗ E2

0,q E2
p,q Tor(E2

p−1,0, E2
0,q) 0.

χ σ

(5.3)

Théorème 5.1.10 (Théorème de comparaison). Soit Φ : E→ E un morphisme de suites spectrales
(d’espaces vectoriels sur un anneau commutatif) de premier quadrant, chacune d’elles vérifiant la propriété
(5.3), et tels que Φ commute avec les applications χ, χ, σ, σ dans (5.3). Alors, deux des conditions parmi
les suivantes impliquent la troisième :

1. Φ2
p,0 : E2

p,0 → E2
p,0 est un isomorphisme pour tout p ≥ 0 ;
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2. Φ2
0,q : E2

0,q → E2
0,q est un isomorphisme pour tout q ≥ 0 ;

3. Φ∞
p,q : E∞

p,q → E∞
p,q est un isomorphisme pour tout p, q.

Démonstration du Théorème 5.1.1

Le second point est immédiat une fois montré le premier. En effet, les deux algèbres sont alors
isomorphes à S(L1r(H+

∗ (X)) comme algèbres de Gerstenhaber restreintes.
D’après la Proposition 4.3.9 et le Corollaire 5.1.9, il ne reste qu’à démontrer que la structure de
G-algèbre homotopique de la double construction cobar Ω2H∗(Σ2X), induit en homologie une
structure d’algèbre de Gerstenhaber restreinte, libre sur H+

∗ (X).
On note [−;−]1 le crochet de Gerstenhaber sur H∗(Ω2H∗(Σ2X)),

[x; y]1 = E1,1(x; y) + E1,1(y; x),

et ξ1 la restriction,
ξ1(x) = E1,1(x; x)

pour tout x ∈ H∗(Ω2H∗(Σ2X)).

On dispose de l’inclusion ι : H+
∗ (X) ∼= s−2H+

∗ (Σ2X) ↪→ H∗(Ω2H∗(Σ2X)). Ainsi, par liberté
des foncteurs S, et L1r on a le diagramme commutatif suivant :

SL1r(H+
∗ (X)) H∗(Ω2H∗(Σ2X))

H+
∗ (X)

SL1r(ι)

i
ι

où SL1r(ι) est un morphisme d’algèbres de Gerstenhaber restreintes. Il suffit de montrer que
SL1r(ι) est un isomorphisme. Pour cela on construit deux suites spectrales E et E reliées par un
morphisme Φ : E→ E satisfaisants :

TH+
∗ (ΣX)⊗ SL1r H+

∗ (X) = E2 E2
= H∗(ΩH∗(Σ2X))⊗ H∗(Ω2H∗(Σ2X)).

T(ι)⊗ S(L1r(ι))

On conclu à l’aide du théorème de comparaison, utilisant le fait que T(ι) et Φ∞ sont des isomor-
phismes.

Considérons l’application

π : ΩH∗(Σ2X)⊗Ω2H∗(Σ2X)→ ΩH∗(Σ2X)

définie par
π(x⊗ y) = ε(y)x, avec ε l’augmentation de ΩH∗(Σ2X). L’espace total

E := ΩH∗(Σ2X)⊗Ω2H∗(Σ2X)

est muni de la différentielle d et d’une homotopie contractante s définies comme dans [AH56,
Axiomes (R1),(R2),(D1),(D2)] et que l’on détaille plus bas. Ces dernières font de l’espace total,
un espace acyclique, [AH56, Lemme 2.3]. Notons

B = ΩH∗(Σ2X)
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et
A = Ω2H∗(Σ2X)

de sorte que E = B⊗ A. On définit une filtration de E par

FrE =
⊕
p≤r

Bp ⊗ A.

Suivant [AH56], on obtient une suite spectrale Er associée à cette filtration, d’aboutissement
l’homologie de E , et de deuxième page

E2
p,q = Hp(ΩH∗(Σ2X))⊗ Hq(Ω2H∗(Σ2X)).

L’espace total étant acyclique, la page E∞ est E∞
0,0 = F2, E∞

p,q = 0 si (p, q) 6= (0, 0).

La suite spectrale suivante est utilisée par F. Cohen [Coh76, III,p.228] comme une suite
spectrale de dg-algèbres, modèle de la suite spectrale de Serre associée à la fibration des chemins,

Ωn+1Σn+1X → PΩnΣn+1X → ΩnΣn+1X, n > 0.

Par cette méthode, il montre que l’homologie H∗(Ωn+1Σn+1X) est, en particulier, l’algèbre de
Gerstenhaber restreinte de degré n, libre sur H∗(Σn+1X).

On définit une suite spectrale Er dont la deuxième page est

E2
p,q = (T(H+

∗ (ΣX)))p ⊗ (S(L1r(H+
∗ (X))))q,

et dont les différentielles sont définies de sorte que Er soit une suite spectrale de dg-algèbres, de
transgressions

t(Σx) = x

t(ξk
0(Σx)) = ξk

1(x)

t(ad0(Σx1) · · · ad0(Σxk−1)(Σxk)) = ad1(x1) · · · ad1(xk−1)(xk),

pour tout Σx, Σx1, ..., Σxk ∈ H+
∗ (ΣX), où l’on a noté :

• ξ0(x) = x2 la restriction de TH+
∗ (ΣX) comme algèbre de Lie restreinte de degré 0 ;

• ξ1 la restriction de SL1r(H+
∗ (X)) ;

• [−;−]0 le crochet de Lie de TH+
∗ (ΣX) ;

• [−;−]1 le crochet de Gerstenhaber de SL1r H+
∗ (X) ; et,

• adj(x)(y) = [y; x]j, pour j = 0 ou 1.

La r-ième transgression t = dr : Er
r,0 → Er

0,r−1, est donc étendue à dr : Er
p,q → Er

p−r,q+r−1 comme
dérivation.

Prenons l’exemple d’un générateur Σx ∈ H+
n (ΣX) de degré n ; la suite spectrale est :
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2n 3n• • • •

• • • •

• • • •

• • • •
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Les crochets sont tous nuls puisque [Σx; Σx]0 = 2(Σx)2 = 0 et [ξ0(Σx); Σx]0 = [Σx; [Σx; Σx]0]0 ;
reste Σx, la restriction ξ0(Σx) = (Σx)2 et ses itérations, plus les produits résultants. Cette suite
spectrale se décompose en suites spectrales élémentaires sur les éléments transgressifs Σx,
ξ0(Σx),ξ2

0(Σx),..., et de différentielle, la transgression correspondante. En effet, T(Σx) s’écrit
additivement comme l’algèbre extérieure sur les éléments transgressifs Σx, ξk

0(Σx), k ≥ 1 et
S(L1r(x)) s’écrit additivement comme l’algèbre polynomiale sur l’image de ces éléments trans-
gressifs, x, ξk

1(x), k ≥ 1. Les suites spectrales élémentaires sont alors de la forme

Λ(y)⊗ P(t(y)),

où y parcourt les éléments transgressifs de T(Σx). Une telle présentation de T(Σx) se généralise
à TH+

∗ (ΣX) via les [−;−]0-produits élémentaires. Cette présentation est due à P. J. Hilton [Hil55].
Considérons l’algèbre de Lie libre L(H+

∗ (ΣX)) sans restriction, de crochet [−;−]0. Les [−;−]0-
produits élémentaires sont définis comme suit.
Les éléments x ∈ H+

∗ (ΣX) sont des [−;−]0-produits élémentaires de poids 1. Supposons que les
[−;−]0-produits élémentaires de poids j ont été définis pour j < k. Alors, un produit de poids k
est un élément [x; y]0 tel que :

1. x est un [−;−]0-produits élémentaires de poids u ;

2. y est un [−;−]0-produits élémentaires de poids v ;

3. u + v = k ;

4. x < y, et si y = [z; t]0 pour z et t élémentaires, alors z ≤ x.

On ordonne les générateurs (Σxi)i de H+
∗ (ΣX) par dimension ; les [−;−]0-produits élémentaires

sont alors les éléments

Σxk, · · · , [Σxk; Σxl ]0, · · · , [Σxj; [Σxk; Σxl ]0]0, · · ·

où j < k < l. D’après [Hil55] on obtient

L(H+
∗ (ΣX)) ∼= span{y | y un [−;−]0 − produits élémentaires},
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comme espaces vectoriels. En notant pj les [−;−]0-produits élémentaires, nous avons l’isomor-
phisme d’espaces vectoriels

TH+
∗ (ΣX) ∼=

⊗
j

P(pj),

où P désigne l’algèbre polynomiale. Pour prendre en compte la restriction, nous écrivons
P(pj) comme ∧k≥0(p2k

j ) où, ∧ désigne l’algèbre extérieure1. On obtient une décomposition en
[−;−]0-produits élémentaires et ξ0-produits élémentaires,

TH+
∗ (ΣX) ∼=

⊗
j

∧
k≥0

(p2k

j ).

D’autre part, rappelons que L1r = s-1 Lr s, c’est à dire que [x; y]1 = s-1[s x; s y]0 et ξ1(x) =

s-1 ξ0(s x). On obtient alors que

SL1r(H+
∗ (ΣX)) ∼= S(span{y, ξk

1(y) | y un [−;−]1 − produits élémentaires, k ≥ 1}).

Alors, la suite spectrale E, se décompose en produits tensoriels de suites spectrales élémentaires
de la forme

∧(y)⊗ P(t(y)),

où y parcourt l’ensemble des [−;−]0-produits élémentaires et ξ0-produits élémentaires.
Ainsi, la suite spectrale E converge vers E∞

0,0 = F2, E∞
p,q = 0 si (p, q) 6= (0, 0).

Revenons à l’application
T(ι)⊗ S(L1r(ι)) : E2 → E2.

Les deux suites spectrales E2 et E2 satisfont la condition (5.3) relative au théorème de comparai-
son. Pour utiliser ce théorème, il suffit alors de montrer : que l’application Φ2 := T(ι)⊗ S(L1r(ι))

induit un morphisme de suites spectrales Φ : E → E ; que T(ι) est un isomorphisme ; que
Φ∞ : E∞ → E∞ est un isomorphisme.

On montre maintenant que cette application Φ2 :

TH+
∗ (ΣX)⊗ SL1r H+

∗ (X) H∗(ΩH∗(Σ2X))⊗ H∗(Ω2H∗(Σ2X))
T(ι)⊗ S(L1r(ι))

induit un morphisme de suites spectrales.
Pour cela, détaillons la différentielle de E = B⊗ A. Les axiomes (R1) et (R2) déterminent

l’homotopie contractante montrant l’acyclicité de E :

s(1) = 0, s(s-1 x) = x, s(x) = 0, pour s-1 x ∈ A (R1)

s(xy) = s(x)y + ε(x)s(y), pour x ∈ E , y ∈ A. (R2)

Les axiomes (D1) et (D2) déterminent la différentielle de E :

d(x) = (1− sd)(s-1 x), pour x ∈ B (D1)

d(xy) = d(x)y + (−1)|x|xd(y), pour x ∈ E , y ∈ A. (D2)

1Pour lever toute ambigüité, rappelons que sur F2, l’algèbre extérieure ∧V d’un espace vectoriel V, est définie
comme l’algèbre tensorielle TV quotientée par l’idéal engendré par {v⊗ v | v ∈ TV}.
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Alors, pour tout x ∈ s-1 H+
p+1(Σ

2X) ⊂ Bp, on obtient

d(x) = s-1 x ∈ s−2 H+
p+1(Σ

2X) ⊂ F0E ,

car le coproduit ∇0 est primitif sur H+
∗ (Σ2X). Ainsi, sur de tels éléments x de degrés p, on a

dr(x) = 0 si r < p. De plus, pour tout x ∈ s-1 H+
p+1(Σ

2X) ⊂ Ep
p,0 ⊂ Bp, on obtient

dp(x) = s-1 x ∈ s−2 H+
p+1(Σ

2X)⊂ Ep
0,p−1 ⊂ Ap−1.

Plus généralement, les éléments de Bp = ΩH∗(Σ2X)p de degré p, qui sont des cycles (après
desuspension) pour dA sont alors dans Ep

p,0. D’autre part, par construction de l’opération

E1,1 : Ω2H∗(Σ2X)⊗Ω2H∗(Σ2X)→ Ω2H∗(Σ2X),

le crochet de Gerstenhaber [−;−]1 = E1,1(1− τ) est compatible avec les suspensions, c’est à dire,
pour tout x, y ∈ s−2 H+

∗ (Σ2X) ⊂ s-1 ΩH∗(Σ2X), on a [x; y]1 = s-1[s x; s y]0. Et de même pour la
restriction, ξ1(x) = s-1 ξ0(s x). Alors,

t(ad0(s-1 x1) · · · ad0(s-1 xk−1)(s-1 xk)) = ad1(x1) · · · ad1(xk−1)(xk)

t(ξk
0(s

-1 x)) = ξk
1(x),

pour tout s-1 x, s-1 x1, ..., s-1 xk ∈ s-1 H+
∗ (Σ2X). Finalement, puisque Φ2 est un morphisme d’al-

gèbres, on déduit qu’il commute avec les différentielles. Par suite, Φ est un morphisme de suites
spectrales.
Le morphisme Φ∞ est clairement un isomorphisme ; de même pour T(ι). Ceci termine la dé-
monstration.

Version rationnelle

Théorème 5.1.11. Soit Q le corps de base. Soit Σ2X une double suspension simpliciale. Alors, la
structure de G-algèbre homotopique, construite par T. Kadeishvili sur Ω2C∗(Σ2X), induit sur l’homologie
H∗(Ω2C∗(Σ2X)), une structure d’algèbre de Gerstenhaber, libre sur H+

∗ (X) ;

En conséquence,

Corollaire 5.1.12. Soit Q le corps de base. Alors, les deux algèbres de Gerstenhaber, H∗(Ω2C∗(Σ2X))

et H∗(Ω2|Σ2X|), sont isomorphes.

Démonstration du Théorème 5.1.11. La preuve est essentiellement la même qu’en caractéristique
2. On remplace le foncteur L1r par L1 adjoint du foncteur oubli des algèbres de Lie de degré 1
vers les espaces vectoriels gradués. L’algèbre symétrique S(V) sur un espace vectoriel gradué V,
est TV/I où I est l’idéal engendré par les éléments v⊗ w− (−1)|v||w|w⊗ v. Alors, S(L1(V)) est
une algèbre de Gerstenhaber de crochet [v, w]1 = vw− (−1)(|v|−1)(|w|−1)wv pour v, w ∈ V. La
différence notable réside dans la décomposition de la suite spectrale modèle E. En effet, sur un
générateur Σx ∈ H+

n (ΣX) de degré n pair, la suite spectrale est :
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2n 3n• • • •
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et sur un générateur Σx ∈ H+
n (ΣX) de degré n impair, la suite spectrale est :
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La suite spectrale E se décompose alors en suites spectrales élémentaires de la forme

P(y)⊗ S(t(y)) et S(z)⊗ P(t(z))

où, y et z parcours les [−;−]0-produits élémentaires de TH+
∗ (ΣX) de degrés pairs et impairs

respectivement.

5.2 Relèvement de la structure d’algèbre de Batalin-Vilkovisky de E.
Getzler

On s’intéresse ici à la structure de BV-algèbre homotopique sur la double construction cobar
Ω2C∗(Σ2X), notamment à montrer qu’elle induit une structure d’algèbre de Batalin-Vilkovisky
en homologie isomorphe à la structure d’algèbre de Batalin-Vilkovisky obtenue sur H∗(Ω2Σ2|X|)

74



5.2. Relèvement de la structure d’algèbre de Batalin-Vilkovisky de E. Getzler

par l’action diagonale de S1.
Le corps de base est Q.

Algèbre de Batalin-Vilkovisky libre

On se fixe un espace vectoriel connexe V et un opérateur ∆ : V∗ → V∗+1 tel que ∆2 = 0. On
définit l’algèbre de Batalin-Vilkovisky libre sur (V, ∆) comme

S(L1(V ⊕ ∆(V))).

L’opérateur ∆ est étendu comme BV-opérateur via la formule

∆(xy) = ∆(x)y + (−1)|x|x∆(y) + (−1)|x|[x; y]1,

pour tous éléments homogènes x, y ∈ L1(V), et

∆([x; y]1) = [∆(x); y]1 + (−1)|x|−1[x; ∆(y)]1,

pour tous éléments homogènes x, y ∈ L1(V).
Notons que si ∆ : V → V est nulle, alors ∆ : S(L1(V))→ S(L1(V)) est le BV-opérateur donné
par l’extension du crochet de Gerstenhaber. La structure de Batalin-Vilkovisky obtenue est
appelée la structure d’algèbre de Batalin-Vilkovisky canonique sur l’algèbre de Gerstenhaber S(L1(V)),
cf. [TT00, Section 1.1].
De plus, si l’algèbre de Gerstenhaber libre S(L1(V)) est une algèbre de Batalin-Vilkovisky
de BV-opérateur nul quand restreint à V, alors S(L1(V)) est l’algèbre de Batalin-Vilkovisky
canonique.

Algèbre de Batalin-Vilkovisky sur l’homologie d’un espace de lacets doubles.

Explicitons la structure de Batalin-Vilkovisky sur H∗(Ω2Σ2X) obtenue par E. Getzler [Get94], cf.
Théorème 2.3.2.

Soit Y un S1-espace, c’est à dire, un espace topologique pointé en ∗, muni d’une action de
S1 telle que g · ∗ = ∗ pour tout g ∈ S1. E. Getzler montre [Get94] que l’action diagonale de S1

sur Ω2Y, donnée par (g · f )(s) := g · f (g−1 · s) pour tout f ∈ Hom∗(S2, Y), g ∈ S1 et s ∈ S2,
induit une structure d’algèbre de Batalin-Vilkovisky sur H∗(Ω2Y). Pour Y = Σ2X = S2 ∧ X
une double suspension, on munit Y de l’action canonique de S1 sur S2 et triviale sur X i.e.
g · (s ∧ x) = (g · s) ∧ x pour tous g ∈ S1 et s ∧ x ∈ S2 ∧ X. Alors, l’adjonction X → Ω2Σ2X est
équivariante pour l’action triviale sur X et l’action diagonale sur Ω2Σ2X. En conséquence, cf.
[GM08], H∗(Ω2Σ2X) est une algèbre de Batalin-Vilkovisky canonique libre sur H+

∗ (X).

Relèvement de la structure d’algèbre de Batalin-Vilkovisky

Rappelons que, d’après le Théorème 4.3.6, Ω2H∗(Σ2X) est une BV-algèbre homotopique et par
suite, que son homologie H∗(Ω2H∗(Σ2X)) est une algèbre de Batalin-Vilkovisky.
D’autre part, l’ensemble simplicial X est vu comme muni d’une action de S1 triviale. Alors,
l’inclusion

ι : (H+
∗ (X), 0)→ H∗(Ω2H∗(Σ2X)),

se relève en un unique morphisme d’algèbres de Batalin-Vilkovisky,

SL(ι) : S(L1(H+
∗ (X)))→ H∗(Ω2H∗(Σ2X)),
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faisant commuter le diagramme habituel.
Regardons l’opérateur

H(∆CM) : H∗(Ω2H∗(Σ2X))→ H∗(Ω2H∗(Σ2X)),

induit par l’opérateur de Connes-Moscovici ∆CM : Ω2H∗(Σ2X)→ Ω2H∗(Σ2X). Par construction,
nous avons :

∆CM|s-1 ΩH∗(Σ2X) = 0 et a fortiori ∆CM|s−2 H+
∗ (Σ2X) = 0.

Alors,
H(∆CM)|H+

∗ (X) = 0.

De plus, d’après le Théorème 5.1.11, l’algèbre de Gerstenhaber sous-jacente H∗(Ω2H∗(Σ2X)) est
l’algèbre de Gerstenhaber libre sur H+

∗ (X). Ainsi, nous obtenons,

Théorème 5.2.1. Soit Q le corps de base. Soit Σ2X une double suspension simpliciale. Alors, la structure
de BV-algèbre homotopique (de BV-opérateur l’opérateur de Connes-Moscovici) sur Ω2C∗(Σ2X), induit
sur l’homologie H∗(Ω2C∗(Σ2X)), une structure d’algèbre de Batalin-Vilkovisky canonique, libre sur
H+
∗ (X).

En conséquence,

Corollaire 5.2.2. Les deux algèbres de Batalin-Vilkovisky, (H∗(Ω2C∗(Σ2X)), ∆CM) et (H∗(Ω2|Σ2X|), ∆),
sont isomorphes.
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6
Structure de BV-algèbre homotopique
sur la double construction cobar dans le
cas rationnel

Ce chapitre est consacré à la déformation de la structure de dg-algèbre de Hopf de la construction
cobar de Baues lorsque l’anneau de coefficients contient Q. Nous obtenons alors une structure
de BV-algèbre homotopique sur la construction cobar de la construction cobar déformée.

Nous détaillons la déformation de la construction cobar en une dg-algèbre de Hopf co-
commutative et montrons comment l’antipode est déformée. On étend la déformation de la
structure de dg-bigèbre de la cobar construction traitée dans [Bau98] à une déformation de la
dg-algèbre de Hopf. La construction cobar obtenue (ΩC∗(X),∇′0, S′) vient avec des homotopies-
(anti)dérivations connectant la structure de dg-algèbre de Hopf (∇′0, S′) avec la structure initiale
(∇0, S).

Soit DGA0 la catégorie des dg-algèbres connexes (associatives). Pour un dg-espace vectoriel
libre V, on note L(V) la dg-algèbre de Lie libre qui est l’algèbre de Lie graduée libre sur le
dg-espace vectoriel libre V. On pose V≤n (resp. V<n) le sous-dg-espace vectoriel d’éléments
v ∈ V tels que |v| ≤ n (resp. |v| < n). En outre, V≥n (resp. V>n) sera le sous-ensemble gradué
d’élément v ∈ V tels que |v| ≥ n (resp. |v| > n).

Définition 6.0.3. Soit f , g : A → B deux applications entre deux dg-espaces vectoriels A et B.
Une homotopie-dérivation entre f et g est une application F : A→ B satisfaisant :

dF + Fd = f − g (6.1)

F(ab) = F(a)g(b) + (−1)|F||a| f (a)F(b). (6.2)

Autrement dit c’est une ( f , g)-dérivation, cf. Définition 1.1.4, et une homotopie entre f et g.

Définition 6.0.4. Soit f , g : A → B deux applications entre deux dg-espaces vectoriels A et B.

77



CHAPITRE 6. STRUCTURE DE BV-ALGÈBRE HOMOTOPIQUE SUR LA DOUBLE CONSTRUCTION

COBAR DANS LE CAS RATIONNEL

Une homotopie-anti-dérivation entre f et g est une application Γ : A→ B satisfaisant :

dΓ + Γd = f − g (6.3)

Γ(ab) = (−1)|a||b|(Γ(b)g(a) + (−1)|Γ||a| f (b)Γ(a)). (6.4)

L’essentiel de cette section est de montrer qu’une dg-bigèbre à homotopie près vérifiant la
propriété n-good+ ci-dessous, s’étend en une dg-bigèbre à homotopie près vérifiant la propriété
(n + 1)-good+. Cette condition exprime une dg-bigèbre à homotopie près de la forme TV pour
laquelle le coproduit est coassociatif et cocommutatif sur T(V≤n) avec une antipode sur T(V≤n).
On appliquera ceci à la construction cobar (ΩC∗(X),∇0, S) qui est 1-good+ pour obtenir une
dg-algèbre de Hopf involutive (ΩC∗(X),∇′0, S′) par un procédé récursif.

Définition 6.0.5. Une dg-bigèbre à homotopie près (A,∇, G1, G2) est un objet A dans DGA0

munie d’un coproduit ∇ dans DGA0 tel que (A,∇) est une cogèbre dans DGA0 qui est co-
commutative à homotopie G1 près et coassociative à homotopie G2 près. De plus, ces deux
homotopies G1 et G2 sont des homotopies-dérivations.

Définition 6.0.6. Soit (A,∇, G1, G2) une dg-bigèbre à homotopie près telle que A = TV comme
algèbre libre, où V est un dg-espace vectoriel avec V0 = 0. De plus, on requiert que l’augmen-
tation de TV soit la counité de ∇. Le 5-uplet (A,∇, G1, G2, V) est dit n-good si les conditions
suivantes (6.5), (6.6), (6.7) sont vérifiées.

∇ = τ∇ et (∇⊗ 1)∇ = (1⊗∇)∇ sur V≤n (6.5)

d(V≤n+1) ⊂ L(V≤n) ⊂ T(V) = A (6.6)

V≤n ⊂ ker(∇). (6.7)

Si, de plus, il existe une application de complexes S : A→ A telle que la condition

µ(1⊗ S)∇ = ηε = µ(S⊗ 1)∇ sur V≤n (6.8)

est satisfaite, alors A est dite n-good+.

On va déformer une dg-bigèbre satisfaisant la condition n-good+ en une dg-bigèbre sa-
tisfaisant la condition (n + 1)-good+. On rappelle en premiers lieux la théorie concernant la
déformation des dg-bigèbres à homotopie près ; ceci recouvre les pages 428 à 437 de [Ani89].

On considère un espace vectoriel gradué V tel que V0 = 0. L’algèbre tensorielle T(V) munie
du crochet

[x; y] := x⊗ y− (−1)|x||y|y⊗ x

pour tout x et y dans T(V), est une algèbre de Lie. On va donner une base de l’algèbre universelle
enveloppante UL(V) = T(V). Pour k éléments homogènes x1, ..., xk de L(V), on pose

C(x1, ..., xk) =
1
k! ∑

σ∈Sk

(−1)εxσ(1) ⊗ · · · ⊗ xσ(k)

qui est un élément de l’algèbre tensorielle libre T(V), où (−1)ε est le signe Sign(σ) défini en
1.1.26. On définit U0(V) = R, U1(V) = L(V) puis

Uk(V) = spanR{C(x1, ..., xk) | xi ∈ L(V)} ⊆ T(V).

On note I(V) l’idéal d’augmentation de T(V), i.e. I(V) = ⊕n≥1V⊗n. Pour un coproduit (non
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nécessairement coassociatif ou cocommutatif mais counitaire)

∇ : TV → TV ⊗ TV

on définit
φ∇ : I(V)⊗2 → I(V)⊗2 ⊕ I(V)⊗3

de composantes ((φ∇)1, (φ∇)2) données par :

(φ∇)1 = 1− τ;

(φ∇)2 = ∇⊗ 1− 1⊗∇,

Lorsque le coproduit ∇ est le shuffle-coproduit ∇Sh : T(V)→ T(V)⊗ T(V) cf. Exemple 1.1.26,
on note φ∇Sh simplement par φ. De façon évidente, si ∇ est coassociatif et cocommutatif alors
φ∇∇ = 0. On définit maintenant un ”inverse à gauche” de ∇Sh,

m : ⊕k−1
i=1 Ui ⊗Uk−i → Uk

par

m(x1 ⊗ C(x2, ..., xk)) =
1
k

C(x1, ..., xk).

m = 0 sur ⊕k−1
i=2 Ui ⊗Uk−i.

et

λ : I(V)⊗2 ⊕ I(V)⊗3 → I(V)⊗2

par

λ(a⊗ b) =
−i
k

τ(a⊗ b) sur Ui ⊗Uk−i

λ(a⊗ b⊗ c) =
i + j

k
(1 + τ)(m(a⊗ b)⊗ c) sur Ui ⊗Uj ⊗Uk−i−j.

Établissons quelques propriétés.

Lemme 6.0.7. 1. φ∇Sh = 0.

2. m∇Sh = 1 sur ⊕k−1
i=2 Ui.

3. ∇Shm + λφ = 1 sur ⊕k−1
i=1 Ui ⊗Uk−i.

4. φλφ = φ.

5. Ker(∇Sh) = Im(1−m∇Sh).

Démonstration. Le point 1 résulte de la coassociativité et la cocommutativité de ∇Sh.
Montrons le point 2 : les seuls éléments non annulés par m sont ceux arrivant dans U1 ⊗Uk−1 ;
qui ne sont autres que xi ⊗ C(x1, ..., x̂i, ..., xk) pour 1 ≤ i ≤ k. Ces k éléments étant tous égaux
après application de m, on obtient le résultat.
Le point 4 découle des points 1 et 3.
Pour le point 5 : l’inclusion Im(1−m∇Sh) ⊂ Ker(∇Sh) découle directement du point 2 ; quant à
l’autre inclusion, elle est immédiate : x = x−m∇Sh(x) si ∇Sh(x) = 0.
On montre maintenant le point 3.
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On rappelle que φ = (φ1, φ2) = (1− τ,∇Sh ⊗ 1− 1⊗∇Sh).
Soit C(x1, · · · , xi)⊗ C(xi+1, · · · , xk) ∈ ⊕k−1

i=1 Ui ⊗Uk−i. Son image par λφ1 donne

−i
k

C(xi+1, · · · , xk)⊗ C(x1, · · · , xi) +
k− i

k
C(x1, · · · , xi)⊗ C(xi+1, · · · , xk),

et par λφ2 donne

i
k

C(x1, · · · , xi)⊗ C(xi+1, · · · , xk) +
i
k

C(xi+1, · · · , xk)⊗ C(x1, · · · , xi)− fi,

où fi est l’élément suivant ; on note x := xi+1, · · · , xk, ∇Sh(C(x)) = ∑(x) C(x1)⊗ C(x2) et j(x1)

la longueur de la liste x1. Alors,

fi := (1 + τ)∑
(x)

1 + j(x1)

k
m(C(x1, · · · , xi)⊗ C(x1))⊗ C(x2).

On a fi = 0 si i > 1, sinon

f1 :=
1
k
(1 + τ)∑

(x)
C(x1, x1)⊗ C(x2) =

1
k
∇Sh(C(x1, · · · , xk)).

D’autre part,

∇Shm(C(x1, · · · , xi)⊗ C(xi+1, · · · , xk)) =

{
0 si i > 1 ;
1
k∇Sh(C(x1, · · · , xk)) si i = 1.

Revenons sur la Définition 6.0.6. Les éléments de V≤n sont des éléments primitifs de ∇. À ce
titre, et en vertu de l’Exemple 1.1.26, demander au coproduit d’être un morphisme d’algèbres
implique que sur T(V≤n), ∇ est le shuffle-coproduit ∇Sh : T(V≤n)→ T(V≤n)⊗ T(V≤n).
Pour un coproduit ∇ dans DGA0 coassociatif, si v ∈ V est dans Ker(∇) alors dv aussi. On
suppose maintenant que ∇ n’est plus nécessairement coassociatif ou cocommutatif sur Vn+1. Si
v ∈ Im(1−m∇)n+1 alors dv ∈ Im(1−m∇)n = Ker(∇)n. Ainsi, d((1−m∇)Vn+1) ⊂ L(Vn). En
conséquence, quitte à remplacer Vn+1 par (1−m∇)Vn+1, la condition (6.6) est satisfaite si (6.5)
et (6.7) le sont ; par voie de conséquence, si (6.7) l’est.

Lemme 6.0.8. [Ani89, Corollary 3.12 et Proposition 5.5] Soit A := (A = TV,∇, G1, G2, V) une
dg-bigèbre à homotopie près. On suppose qu’elle vérifie la condition n-good. Alors, il existe une dg-algèbre
à homotopie près (A,∇n+1, Gn+1

1 , Gn+1
2 , Vn+1) qui étend A et qui vérifie la condition (n + 1)-good. De

plus, il y a une homotopie-dérivation Fn+1 : ∇ ' ∇n+1 qui satisfait Fn+1(a) = 0 pour |a| < n, a ∈ A.

Démonstration. Posons q = 1− ε : A→ A+ et q′ = q⊗2⊕ q⊗3 : A⊗2⊕ A⊗3 → (A+)⊗2⊕ (A+)⊗3.
Soient Vn+1, An+1 = T(Vn+1) ⊂ A, ∇n+1 : An+1 → An+1 ⊗ An+1 et Fn+1 : A→ A⊗ A définis
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par :

∇n+1(v) = ∇(v) pour |v| ≤ n (6.9)

∇n+1(v) = ∇(v)− λφ∇(v) pour |v| = n + 1 (6.10)

Fn+1(v) = λφλq′(G1(v), G2(v)) pour |v| = n, n + 1 (6.11)

Fn+1(v) = 0 pour |v| > n + 1 (6.12)

∇n+1(v) = ∇(v)− F(dv) pour |v| > n + 1 (6.13)

Vn+1
k = Vk pour |v| 6= n + 1, n + 2 (6.14)

Vn+1
k = (1−m∇)Vk pour |v| = n + 1, n + 2. (6.15)

La coassociativité et la cocommutativité de ∇n+1 sur Vn+1
≤n+1

Posons φn+1 comme l’application φ où l’on a remplacé ∇Sh par ∇n+1. Alors on a sur Vn+1
≤n+1 :

φ∇n+1∇n+1
= φ∇n+1(∇− λφ∇) = φ(∇− λφ∇) = (φ− φλφ)∇ = 0.

par le point 4 du Lemme 6.0.7.

Homotopie-dérivation entre ∇n+1 et ∇

Sur (Vn+1)≤n+1 on a :

dq⊗2G1 + q⊗2G1d = ∇− τ∇ = φ1∇
dq⊗3G2 + q⊗3G2d = (∇⊗ 1)∇− (1⊗∇)∇ = φ2∇.

Ainsi, utilisant le fait que λ et φ commutent avec d, car µ,τ et ∇Sh commutent avec d, ainsi que
le point 4 du Lemme 6.0.7, on obtient :

dFn+1 + Fn+1d = λφ(dq′(G1, G2) + q′(G1, G2)d) = λφλφ∇ = λφ∇,

sur (Vn+1)≤n+1. On étend Fn+1 comme homotopie-dérivation. Le résultat est clair par construc-
tion de∇n+1. Ainsi, en vertu du Corollaire 1.1.7,∇n+1 étant étendu comme morphisme d’algèbre,
Fn+1 est une homotopie entre ∇ et ∇n+1.

La coassociativité et la cocommutativité à homotopies près de ∇n+1 sur T(Vn+1)

Les dérivations Gn+1
1 et Gn+1

2 découlent directement du Lemme suivant.

Lemme 6.0.9. [Ani89, Lemme 5.1] Soient f ,g,h : (TV, d)→ (B, d) trois morphismes de dg-algèbres qui
coïncident sur V≤n. Soient F et G deux homotopies-dérivations entre f et g, et entre h et g respectivement.
Alors il y a une homotopie-dérivation H entre f et h telle que H = F− G sur T(V≤n).

En effet, Fn+1 est une homotopie-dérivation entre∇ et∇n+1 ; G1 est une homotopie-dérivation
entre ∇ et τ∇ ; τFn+1 est une homotopie-dérivation entre τ∇ et τ∇n+1. On procède de manière
similaire pour Gn+1

2 . Ainsi, sur V≤n on a :

Gn+1
1 = −Fn+1 + G1 + τFn+1 (6.16)

Gn+1
2 = −(∇n+1 ⊗ 1− 1⊗∇n+1)Fn+1 − (Fn+1 ⊗ 1− 1⊗ Fn+1)∇+ G2. (6.17)
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Lemme 6.0.10. Soit A := (A = TV,∇, G1, G2, V) une dg-bigèbre à homotopie près. On suppose
qu’elle vérifie la condition n-good+ pour une application S : A → A. Alors, il existe une dg-algèbre
à homotopie près (A,∇n+1, Gn+1

1 , Gn+1
2 , Sn+1, Vn+1) qui étend A et qui vérifie la condition (n + 1)-

good+. De plus, il y a une homotopie-dérivation Fn+1 : ∇ ' ∇n+1 et une homotopie-anti-dérivation
Γn+1 : S ' Sn+1 qui satisfont Fn+1(a) = 0 et Γn+1(a) = 0 pour |a| < n, a ∈ A.

Démonstration. On ne s’intéresse qu’à la construction de Sn+1 et Γn+1, le reste étant fait dans le
Lemme 6.0.8.
Rappelons que (Vn+1)k = Vk pour k ≤ n. Soit Sn+1 = S− Rn+1 où Rn+1 = µ(1⊗ S)∇n+1 − ηε.
Alors, Rn+1 = 0 sur V≤n. Sur (Vn+1)n+1 :

µ(1⊗ Sn+1)∇n+1 = µ(1⊗ S)∇n+1 − µ(1⊗ Rn+1)∇n+1

= µ(1⊗ S)∇n+1 − Rn+1

= µ(1⊗ S)∇n+1 − µ(1⊗ S)∇n+1 + ηε

= ηε.

Soit Fn+1 l’homotopie entre ∇ et ∇n+1, i.e. dFn+1 + Fn+1d = ∇ − ∇n+1. En posant Γn+1 =

−µ(1⊗ S)Fn+1 on obtient l’homotopie recherchée. En effet,

dΓn+1 + Γn+1d = −µ(1⊗ S)(dFn+1 + Fn+1d) = µ(1⊗ S)(∇n+1 −∇) = Rn+1 = S− Sn+1.

Par construction Fn+1 vérifie Fn+1 = 0 sur (Vn+1)<n ∪ (Vn+1)>n+1. Ainsi, il en est de même
pour Γn+1.
On étend ensuite Sn+1 sur T(V≤n) comme anti-morphisme d’algèbre et on étend Γn+1 comme
homotopie-anti-dérivation. L’égalité µ(Sn+1⊗ 1)∇n+1 = ηε sur (Vn+1)≤n+1 est une conséquence
directe de la coassociativité de ∇n+1 sur (Vn+1)≤n+1.

Lemme 6.0.11. Soit (A = TV,∇, G1, S) une dg-algèbre de Hopf cocommutative à homotopie G1 près
et d’antipode S. On suppose que (A,∇, G1, S, V) vérifie la condition 1-good+. Alors, il y a un coproduit
∇′ et une antipode S′ tels que (A,∇′, S′) est une dg-algèbre de Hopf cocommutative. De plus, il y a une
homotopie-dérivation F : ∇ ' ∇′ et une homotopie-anti-dérivation Γ : S ' S′.

Démonstration. Une itération du Lemme 6.0.10 donne pour chaque n ≥ 1 une dg-bigèbre à
homotopie près (A,∇n+1, Gn+1

1 , Gn+1
2 , Sn+1, Vn+1) qui est n-good+. On définit alors, ∇′(v) =

∇n(v) et S′(v) = Sn(v) pour |v| = n. On a : µ(1⊗ S′)∇′ = ηε. L’homotopie-dérivation F est
définie comme ∑n≥1 Fn et l’homotopie-antidérivation Γ est définie comme ∑n≥1 Γn.

Proposition 6.0.12. Soit Q ⊂ R et soit X un ensemble simplicial 1-réduit. Alors, il existe un coproduit
∇′ et une antipode S′ sur ΩC∗X tels que (ΩC∗(X),∇′, S′) est une dg-algèbre de Hopf cocommutative.
De plus, il a un homotopie-dérivation F : ∇0 ' ∇′ et une homotopie anti-dérivation Γ : S0 ' S′, où ∇0

est le coproduit de Baues (4.1) et S0 est l’antipode résultante.

Démonstration. Comme rappelé à la Section 4.2 le coproduit ∇0 est cocommutatif à homotopie
près notée ici G1. On applique le Lemme 6.0.11 à (ΩC∗(X),∇0, G1, 0, S, s-1 C+

∗ X) qui satisfait la
condition 1-good+.
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Thèse de Doctorat

Alexandre QUESNEY

Un relèvement d’une structure d’algèbre de Batalin-Vilkovisky sur la double
construction cobar

A lift of a Batalin-Vilkovisky algebra structure on the double cobar construction

Résumé
Dans une première partie, on établit des résultats structuraux
sur la construction cobar, visant à obtenir un relèvement
homotopique explicite d’une structure de BV-algèbre sur la
double construction cobar. Ces résultats interviennent à
différentes itérations de la construction cobar. En conclusion,
nous obtenons par descente de structures, un critère à
l’obtention d’une structure de BV-algèbre homotopique (à la
Gerstenhaber-Voronov) sur la double construction cobar Ω2C
d’une G-cogèbre homotopique C, ceci en terme de
co-opérations structurelles de C.
Dans une seconde partie, nous appliquons le critère
précédent sur la G-cogèbre homotopique C∗(X), où C∗(X)
est le complexe de chaînes simpliciales sur un ensemble
simplicial X. La structure de G-cogèbre homotopique
considérée sur C∗(X) est telle que la double construction
cobar Ω2C∗(X) est un modèle pour les lacets doubles Ω2|X|.
Nous donnons ensuite des résultats de comparaisons entre
la structure d’algèbre de Batalin-Vilkovisky obtenue sur la
doubles construction cobar Ω2C∗(X) lorsque X est une
double suspension et celle sur H∗(Ω2|X|) induite par l’action
diagonale du cercle sur Ω2|X|. Pour finir, lorsque l’anneau
des coefficients est Q, nous déformons la structure de
dg-algèbre de Hopf sur la construction cobar de Baues
ΩC∗(X) en une structure de dg-algèbre de Hopf involutive
(∇′ , S′). On obtient alors une structure de BV-algèbre
homotopique sur la double construction cobar
Ω(ΩC∗(X),∇′ , S′) pour tout ensemble simplicial X.

Abstract
In a first part we establish structural results on the cobar
construction. The goal is to obtain a homotopy BV-algebra
structure on the double cobar construction. In summary we
have a criterion for obtaining of a homotopy BV-algebra (à la
Gerstenhaber-Voronov) on the double cobar construction
Ω2C of homotopy G-coalgebra C. This involves the structural
co-operations of the homotopy G-coalgebra C.
In a second part, we apply the previous criterion to the
homotopy G-coalgebra C∗(X). The homotopy G-coalgebra
structure on the simplicial chain complex C∗(X) is such that
the resulting double cobar construction Ω2C∗(X) is a model
for the double loop space Ω2|X|. Next, we give comparison
results between the BV-algebra structure obtained on
Ω2C∗(X) when X is a double suspension and the BV-algebra
structure on H∗(Ω2|X|) given by the diagonal action of the
circle. Finally, when Q is the coefficient ring, we deform the
Hopf dg-algebra structure on the Baues cobar construction
ΩC∗(X) into a involutive Hopf dg-algebra structure (∇′ , S′).
Then we obtain a homotopy BV-algebra structure on the
double cobar construction Ω(ΩC∗(X),∇′ , S′) for any
simplicial set X.
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