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Résumé

Dans cette these nous nous intéressons a la prise en compte des préférences du décideur pour le calcul
des plus courts chemins multi-objectif. Les préférences du décideur sont modélisées a priori par une
fonction d’utilité basée sur une intégrale de Choquet. Plutdt que de calculer I’ensemble des solutions
efficaces puis de sélectionner une solution optimale selon cette fonction d’utilité, nous cherchons
a directement construire une solution efficace optimale au regard des préférences. Le travail réal-
isé développe une regle de coupe, propose une relation de dominance et valide ces propositions sur
un probléme de routage multi-objectif rencontré dans les réseaux informatiques. La régle de coupe
permet de réduire 1’espace de recherche en calculant une somme pondérée bornant la fonction d’u-
tilité. Plusieurs méthodes pour le calcul d’une telle somme pondérée sont proposées, analysées et
comparées. Nous définissons une nouvelle relation de dominance capable de prendre en compte la
fonction d’utilité et raffinant la relation de dominance de Pareto. Des conditions suffisantes de cette
dominance sont proposées, elles permettent de réduire le nombre de solutions calculées et les temps
de calcul par rapport aux méthodes existantes. Nous montrons que les préférences d’un administra-
teur réseau, dans le cadre du routage multi-objectif au niveau IP, peuvent étre modélisées a 1’aide
d’une fonction d’utilité basée sur I’intégrale de Choquet. Les résultats précédents sont appliqués pour
la résolution de ce probleme.

Mots-clés : optimisation combinatoire multi-objectif’; plus courts chemins ; préférences ; intégrale de
Choquet ; algorithme d’étiquetage.

Abstract

The purpose of this thesis is to handle decision maker preferences for computing multi-objective
shortest paths. Decision maker preferences are modeled a priori with a utility function based on
a Choquet integral. Instead of computing the set of efficient solutions and choosing afterward an
optimal solution according to the utility function, we aim to directly compute an efficient optimal
solution satisfying decision maker preferences. In this thesis we develop a pruning rule, propose a
dominance relation and valid these propositions in a multi-objective routing problem for computer
networks.

The pruning rule allows to reduce the search space by computing a weighted sum that bounds the
utility function. Several methods for computing such weighted sum are proposed, analyzed and
compared. We define a new dominance relation that considers the utility function and refines Pareto
dominance. Sufficient conditions for this dominance are proposed, they allow to reduce the number
of solutions computed and computing time compared to existing methods. We highlight that network
administrator preferences, for multi-objectif routing in IP network, can be modeled with a utility
function based on the Choquet integral. Previous results are applied for solving this problem.

Keywords: multi-objective combinatorial optimisation; shortest paths; preferences; Choquet integral;
labeling algorithm.
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Introduction

Dans le cadre de cette these, nous nous somme intéressés a 1’optimisation d’une fonction d’utilité
dans un probléeme de plus court chemin multi-objectif. Cette approche est utilisée pour résoudre des
problémes dans le monde réel, notamment pour routage dans les réseaux internet [ ] ou pour le
transport dans les réseaux routiers [ ]. Différentes contributions sont proposées dans le cadre de
cette problématique et une discussion de I’application de ces contributions a un probleme de routage
dans les réseaux internet est développée.

Le probléme de plus court chemin

Le probleme de plus court chemin est un des problémes d’optimisation combinatoire les plus étudiés.
De nombreux probléemes applicatifs peuvent étre modélisés sous la forme de ce probléme combinatoire.
Ce probleme consiste a construire un chemin minimisant un objectif dans un graphe modélisant un réseau
internet, de transport en commun ou routier. Pour un réseau internet, les routeurs du réseau sont mod-
élisés par les nceuds du graphe et les liens du réseau par les arcs. Il s’agit d’un des premiers problémes
d’optimisation combinatoire étudiés dans la littérature. Ainsi une formalisation de ce probleme est pro-
posée par Euler au 18°M€ giacle [ ]. De nombreux travaux ont été réalisés sur ce probleme depuis
les années 60. Les algorithmes d’étiquetage (ou de labeling), dont I’algorithme de Dijkstra [ ] est
I’exemple le plus connu, sont parmi les algorithmes les plus efficaces pour la résolution du probléme de
plus court chemin [ ]. Les algorithmes d’étiquetage sont basés sur 1’utilisation d’un ensemble de
labels (étiquettes) qui définit un arbre de chemins d’un nceud source aux autres nceuds du graphe. Cet
arbre correspond a un sous-graphe du graphe initial. Un label est associé & un nceud (ou une feuille)
de cet arbre, il correspond a un chemin entre le nceud source du graphe et son propre nceud. Les algo-
rithmes d’étiquetage sont des algorithmes itératifs pour lesquels a chaque itération 1’arbre des chemins
soit s’agrandit d’une branche (i.e. d’'un nouveau nceud et d’un nouveau label) soit corrige une branche en
améliorant le chemin permettant d’atteindre un nceud. L’arbre obtenu a la terminaison de 1’algorithme est
un arbre de plus courts chemins du nceud source a tous les nceuds. Deux familles d’algorithmes d’étique-
tage existent : les algorithmes de label correcting et les algorithmes de label setting. L arbre des chemins
peut étre corrigé dans les algorithmes de label correcting mais pas dans les algorithmes de label setting.

La prise en compte de plusieurs objectifs

De nombreux problemes comportent plusieurs objectifs non-redondants a optimiser. Par exemple,
on peut considérer I’optimisation simultanée d’un objectif de colit et d’un objectif de qualité. La prise
en compte de plusieurs objectifs non-redondants implique en général la non-existence d’une unique
solution optimale sur chaque objectif. En revanche, il existe un ensemble de solutions dites efficaces
pour lesquelles aucune autre solution n’est meilleure sur chacun des objectifs. Deux problématiques
surviennent alors : comment choisir une solution parmi 1’ensemble des solutions efficaces et comment
construire un ensemble de solutions efficaces comprenant la solution efficace choisie. Pour répondre a
la premiere problématique il est parfois possible de faire intervenir un décideur, qui est un expert du
domaine d’application capable d’exprimer ses préférences entre les solutions efficaces. Les deux prob-
Iématiques impliquent deux étapes dans le processus de prise en compte des objectifs. On distingue
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trois méthodologies pour organiser ces deux étapes. La méthodologie a posteriori propose de calculer
un ensemble complet de solutions efficaces puis d’utiliser une méthode d’aide a la décision pour choisir
une solution préférée. La méthodologie a priori propose de définir un modele mathématique définissant
les préférences du décideur, puis d’utiliser ce modele durant la résolution du probléme pour construire
directement une solution préférée. La méthodologie interactive propose de résoudre le probleme combi-
natoire et de choisir une solution de maniere itérative via plusieurs interactions avec le décideur. Dans
le cadre du routage réseau, il n’est pas possible de demander I’intervention d’un décideur humain pour
chaque résolution d’un probléme de plus court chemin, dans ce cas il est nécessaire de faire appel a
la décision automatique. La décision automatique implique une méthodologie comme I’approche a pri-
ori. Dans un premier temps un modele des préférences du décideur est construit. En aide a la décision
multi-critere (MCDM) il est admit que le modele doit étre créé par un expert MCDM qui pose les bonnes
questions au décideur. Ensuite ce modele est réutilisé pour construire directement une solution préférée
selon ce modele dans un grand nombre de problemes de plus court chemin. Le premier chapitre de cette
theése aborde les différentes problématiques concernant la prise en compte de plusieurs objectifs dans les
problémes d’optimisation combinatoire.

Modélisation des préférences

La modélisation des préférences consiste a construire un modele mathématique représentatif des
préférences du décideur : un modele de préférence. Une littérature trés abondante [ ] présente la
modélisation des préférences pour un probleme de décision prenant en compte plusieurs criteres *. De
nombreux modeles de préférence pour représenter les préférences du décideur existent. On considere
dans nos travaux que le modele de préférence est une fonction d’utilité agrégeant les valeurs des chemins
(ou solutions) sur les objectifs en une unique valeur appelée utilité. L’utilité d’une solution, définie sur
une échelle de satisfaction, donne une évaluation globale de la satisfaction du décideur pour chaque
solution, ce qui permet ensuite de comparer les solutions et de déterminer la meilleure d’entre elles.
La modélisation des préférences avec une fonction d’utilité est fréquemment utilisée dans la littérature
[ ] dans le cadre de I’aide a la décision multi-critere. Ce type de modele est aussi apprécié en
optimisation combinatoire multi-objectif.

Si la fonction d’utilité est “simple” (voire simpliste) alors 1’optimisation de cette fonction dans un
probléme multi-objectif est équivalente a un probléme mono-objectif. Le cas le plus connu de fonction
d’utilité simple est une somme pondérée. Pour optimiser une telle fonction d’utilité, un algorithme de plus
court chemin mono-objectif peut étre utilisé. Dans le cas contraire, si la fonction d’utilité est “complexe”
alors certaines propriétés, utiles a I’optimisation de cette fonction, ne peuvent &tre exploitées pour réduire
ce probléme a un probleme mono-objectif.

La modélisation des préférences a 1’aide d’une somme pondérée, souffre néanmoins de nombreux
défauts et limitations : I'impossibilité de modéliser la commensurabilité entre les criteres qui permet
de comparer la satisfaction d’une solution sur les différents criteres ; I’'impossibilité de modéliser une
complémentarité ou une substituabilité entre les criteres.

Pour résoudre les limitations de la somme pondérée, différents modeles de préférence on été proposés
dans la littérature. Dans la théorie MAUT [ ], une fonction d’utilité est composée d’une fonction
d’utilité partielle pour chaque objectif et d’une fonction d’agrégation. Les fonctions d’utilité partielles
permettent d’établir la commensurabilité entre les objectifs, les valeurs obtenues grace a ces fonctions
étant comparables car définies sur une méme échelle de satisfaction. La fonction d’agrégation agrege
les valeurs obtenues par les fonctions d’utilité partielles en une unique valeur définie sur cette échelle

x. La différence exacte entre le terme critere et le terme objectif est définie dans le chapitre 1, voir la section 1.2.3.
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de satisfaction, elle permet d’établir une pondération et/ou une complémentarité et/ou une substituabilité
entre chaque ensemble de criteres. Nous avons choisi d’utiliser une fonction d’utilit¢é MAUT composée de
fonctions d’utilité partielles linéaires par morceaux monotones croissantes et d’une intégrale de Choquet
pour agréger les objectifs. Les fonctions d’utilité partielles linéaires par morceaux sont largement util-
isées dans la littérature, elles sont notamment utilisées dans les méthodes MACBETH [ ]let UTA
[ ]. L’intégrale de Choquet est une fonction d’agrégation utilisée récemment pour la modélisation
des préférences multi-critere [ ]. Contrairement aux fonctions d’agrégation habituellement utilisées
(la somme pondérée par exemple) 1’intégrale de Choquet permet de modéliser a la fois une pondération
entre les criteres et une substituabilité ou une complémentarité pour des ensembles de criteres. Ainsi I’in-
tégrale de Choquet peut étre utilisée pour a la fois modéliser les préférences du décideur dans le cadre de
I’aide a la décision multi-critere, mais aussi pour modéliser la préférence pour une solution équilibrée en
optimisation robuste [ ]. L’intégrale de Choquet permet aussi de modéliser de nombreuses fonctions
d’agrégation [ ] comme une somme pondérée, une fonction d’agrégation max ou min, une norme
de Tchebycheyv, une fonction OWA [ |

Le probléme de plus court chemin multi-objectif

En 1980, plusieurs méthodes pour la résolution de différents problemes de plus court chemin bi-
objectif ont été proposées par Hansen [ ]. Depuis, de nombreuses méthodes pour la résolution du
probléme de plus court chemin bi-objectif ou multi-objectif ont été publiées dans la littérature. Le deux-
ieéme chapitre présente chacune de ces méthodes et propose une nouvelle classification. Les différentes
comparaisons des temps de calcul disponibles dans la littérature montrent que les méthodes exactes les
plus efficaces sont des algorithmes d’étiquetage. La plupart des algorithmes d’étiquetage pour le prob-
léme de plus court chemin multi-objectif utilisent la dominance de Pareto pour comparer deux labels
correspondant a deux chemins différents mais associés avec le méme nceud du graphe. Un premier label
domine un deuxieme label selon Pareto si le premier label est meilleur ou égal que le deuxieme label
sur chacun des objectifs considérés. Les labels dominés selon Pareto sont supprimés dans 1’algorithme
d’étiquetage, ce qui permet en général de réduire 1’explosion combinatoire (i.e. le nombre de labels
g2énérés).

Comme dans le cas mono-objectif un algorithme d’étiquetage multi-objectif est dit de label correct-
ing, soit dit de label setting. Pour certains problémes de plus court chemin, les algorithmes de label
correcting sont plus rapides que les algorithmes de label setting, pour d’autres problemes de plus court
chemin c’est I’inverse [ s ]. Pour cette raison nous avons choisi de travailler sur des méthodes
générales pouvant étre appliquées dans n’importe quel algorithme d’étiquetage.

Dans la classification des méthodes existantes nous proposons de différencier les méthodes pour ré-
soudre des problemes de plus courts chemins d’un nceud source a tous les nceuds et les méthodes pour
des problemes de plus court chemin d’un nceud source a un (ou quelques) nceud puits. Ces deux prob-
lemes possedent des applications différentes, ainsi dans le cadre du routage dans un réseau internet si
on souhaite établir pour un routeur une table de routage vers I’ensemble des autres routeurs du réseau
il est nécessaire de résoudre un probléme de plus court chemin de ce routeur vers tous les autres rou-
teurs/nceuds. Par contre si on souhaite établir une route pour un flux de paquets précis entre deux routeurs
(routage on-demand) alors il est uniquement nécessaire de résoudre le probleme de plus court chemin
du neeud source au nceud puits. Notons que dans le cadre de problemes de plus court chemin d’un noeud
a un neeud, il est possible de calculer une estimation de la distance restant a parcourir pour atteindre le
nceud puits pour chaque label, contrairement aux problémes d’un nceud a tous les nceuds pour lesquels la
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notion de nceud puits n’existe pas. L’exploitation de cette information permet de supprimer un nombre
important de labels dans un algorithme d’étiquetage.

Problématique

La problématique abordée dans cette theése est 1I’optimisation d’une fonction d’utilité basée sur 1’in-
tégrale de Choquet et des fonctions d’utilité linéaires par morceaux dans le cadre de problemes de plus
courts chemins multi-objectifs. Cette fonction d’utilité est complexe, elle ne permet pas en général de ré-
duire un probléme multi-objectif en un probléme mono-objectif. Pour ce probleme en particulier aucune
méthode n’était proposée dans la littérature, il existait néanmoins plusieurs méthodes sur des probléma-
tiques proches.

Concernant I’optimisation d’une fonction d’utilité complexe, pour le probleme de plus court chemin
multi-objectif, différentes méthodes ont néanmoins été proposées dans la littérature : pour optimiser une
intégrale de Choquet concave [ ], une norme de Tchebychev [ ] ou une fonction d’agrégation
OWA [ ]. Ces méthodes sont toutes basées sur des algorithmes d’étiquetage pour le probleme de
plus court chemin multi-objectif. Afin de prendre en compte ces fonctions d’utilité, ces différents travaux
proposent de supprimer des labels dans 1’algorithme d’étiquetage en calculant une borne inférieure pour
chaque label. Pour calculer ces bornes inférieures, des chemins optimaux selon chaque objectif et/ou des
chemins optimaux selon une somme pondérée bornant inférieurement la fonction d’utilité [ ] sont
calculés préalablement a I’exécution de I’algorithme d’étiquetage.

On note que I’ensemble de la littérature concernant I’optimisation d’une fonction d’utilité pour le
probléme de plus court chemin multi-objectif s’intéresse uniquement au probléme de plus court chemin
d’un neeud a un neeud.

Contributions concernant le calcul d’une borne inférieure

Durant cette thése nous avons dans un premier temps travaillé a 1’amélioration et a la généralisation
des travaux précédents. Ainsi la premiere méthode que nous proposons pour optimiser une intégrale de
Choquet quelconque est une généralisation des travaux de Galand et Perny (2007) [ ] concernant
I’optimisation d’une intégrale de Choquet concave. Notre méthode repose sur le calcul d’une somme
pondérée bornant inférieurement 1’intégrale de Choquet. Ensuite entre chaque nceud du graphe et le
nceud puits, un chemin optimal selon cette somme pondérée est construit. Ces chemins permettent de
définir une borne inférieure pour chaque label. Cette borne inférieure permet, a ’aide d’une regle de
coupe, de supprimer des labels durant I’exécution de 1’algorithme d’étiquetage. Les temps de calcul
montrent que cette méthode permet de réduire de maniere significative les temps de calcul par rapport a
une méthode calculant I’ensemble des solutions efficaces. Cette méthode souffre néanmoins de temps de
calcul importants quand 1’intégrale de Choquet n’est pas concave.

Lorsque I’intégrale de Choquet n’est pas concave, la somme pondérée calculée ne permet pas de
calculer une borne inférieure satisfaisante pour les labels. La régle de coupe utilisant cette borne in-
férieure ne permet de supprimer que peu de labels durant I’exécution de 1’algorithme d’étiquetage. Nous
avons alors proposé d’utiliser une nouvelle méthode utilisant des bornes inférieures et supérieures sur
les objectifs pour calculer une meilleure somme pondérée bornant I’intégrale de Choquet. Pour chaque
objectif nous calculons une borne inférieure et une borne supérieure qui encadre 1’ensemble des solu-
tions efficaces. L utilisation de ces bornes dans un programme linéaire nous permet de construire une
somme pondérée qui borne inférieurement 1’intégrale de Choquet uniquement sur I’espace des objectifs
situé entre ces bornes. Les expérimentations indiquent que cette méthode permet d’améliorer les temps
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de calcul de facon significative par rapport a la méthode précédente quand I’intégrale de Choquet n’est
pas concave.

Nous proposons ensuite deux méthodes pour calculer une somme pondérée bornant inférieurement
une fonction d’utilité comprenant une intégrale de Choquet et des fonctions d’utilité partielles linéaires
par morceaux. Sur chaque objectif nous proposons de calculer une fonction linéaire bornant la fonction
d’utilité partielle associée a cet objectif. Ces fonctions linéaires peuvent ensuite &tre aisément intégrées
a la somme pondérée bornant I'intégrale de Choquet, définissant ainsi une nouvelle somme pondérée
bornant inférieurement la fonction d’utilit€. Dans un deuxiéme temps, nous proposons une méthode
pour calculer pour chaque objectif une fonction affine bornant la fonction d’utilité partielle associée a cet
objectif. Les fonctions affines peuvent &tre utilisées de la méme maniere que les fonctions linéaires. Ces
fonctions peuvent €tre intégrées a la somme pondérée bornant 1’intégrale de Choquet, définissant ainsi
une nouvelle somme pondérée augmentée d’une fixe bornant la fonction d’utilité. Cette somme pondérée
augmentée peut ensuite étre utilisée de la méme manicre qu’une somme pondérée habituelle.

Dominance selon une fonction d’utilité

Aucune proposition n’existait dans la littérature pour optimiser une fonction utilité dans le cadre du
probléme de plus court chemin d’un nceud a tous les nceuds ou pour optimiser une fonction d’utilité avec
des objectifs non additifs. Nous avons alors proposé des nouvelles méthodes pour ces problemes.

Dans le cadre du probléme de plus court chemin d’un nceud source a tous les nceuds, il n’est pas
possible d’utiliser les travaux précédents sur le calcul d’une borne inférieure. En effet, un label peut
étre propagé vers un nceud proche ou bien vers un nceud tres éloigné, ainsi aucune borne inférieure
intéressante ne peut étre calculée en général pour un label. La dominance de Pareto était le seul outil
a notre disposition pour supprimer des labels. Pour deux labels associés 2 un méme nceud si un label
est meilleur que 1’autre sur chaque objectif alors ce deuxieme label peut étre supprimé, autrement dit
uniquement les labels efficaces sont conservés.

Nous avons alors cherché a définir une nouvelle forme de dominance capable de prendre en compte
une fonction d’utilité. Considérons deux labels, si le premier label est bien meilleur que le deuxieme
label sur chaque objectif a I’exception d’un seul objectif alors aucun label ne domine selon Pareto 1’autre
label. Cependant le deuxiéme label du point de vue de nombreuses fonctions d’utilité semble beaucoup
moins intéressant que le premier label. On peut alors se demander si il n’est pas possible, considérant
uniquement la fonction d’utilité et le premier label, de supprimer ce deuxiéme label.

Dans un premier temps, nous proposons la définition de la dominance selon une intégrale de Choquet.
Comme il semble difficile de vérifier exactement cette dominance entre deux labels, on propose une
condition suffisante. Ainsi pour deux labels si cette condition suffisante est vérifiée alors la dominance
selon I'intégrale de Choquet est aussi vérifiée entre ces deux labels. Cette condition suffisante peut alors
étre utilisée dans un algorithme d’étiquetage de la méme maniere que la dominance de Pareto et comme
elle ne prend pas en compte de noeud puits elle peut Etre utilisée pour résoudre le probleme de plus court
chemin d’un nceud a tous les noeuds. De plus cette condition suffisante permet de supprimer plus de labels
que la dominance de Pareto. La vérification de cette condition suffisante peut étre réalisée rapidement,
néanmoins elle nécessite un temps de calcul plus important que la vérification de la dominance de Pareto.
Quand I’intégrale de Choquet modélise une forte complémentarité ou une forte substituabilité entre les
objectifs peu de labels en plus de ce ceux habituellement supprimés avec la dominance de Pareto peuvent
étre supprimés. Ainsi pour ces cas de I’intégrale de Choquet on observe un temps de calcul plus important
pour un algorithme d’étiquetage utilisant cette condition suffisante que le méme algorithme utilisant la
dominance de Pareto. Nous avons alors proposé, pour deux labels, d’utiliser cette condition suffisante a la
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place de la dominance de Pareto uniquement si une fonction de test sur la différence entre les deux labels
est vérifiée. Cette méthode permet d’améliorer de facon significative les temps de calcul de 1’algorithme
d’étiquetage.

Nous avons ensuite travaillé sur la définition d’une dominance selon une fonction d’utilité composée
d’une intégrale de Choquet et de fonctions d’utilité linéaires par morceaux dans un probleme de plus
court chemin multi-objectif composé non seulement d’objectifs additifs mais aussi d’objectifs bottleneck
ou multiplicatifs. On retrouve ces objectifs non additifs dans de nombreux problemes de routage dans
les réseaux internet, par exemple un objectif de maximisation de la bande passante se modélise avec un
objectif bottleneck. Comme précédemment nous proposons une condition suffisante pour deux labels
qui si elle est vérifiée permet d’affirmer qu’un label est dominé par un autre label selon cette fonction
d’utilité et pour ce probleme de plus court chemin.

Contribution au routage multi-objectif

Pour établir le routage des paquets dans un réseau internet, chaque routeur construit généralement
une table de routage en déterminant I’ensemble des chemins vers les autres routeurs du réseau. En général
des algorithmes d’étiquetage sont utilisés pour construire ces chemins [ , ]. Souvent seul un
objectif de cofit est pris en compte, le routage est alors dit “best-effort””. Récemment de nombreuses
méthodes pour le routage multi-objectif prenant en compte des objectifs de qualité de service ont été
publiées [ , ]. Le routage par contraintes est une des approches présentées pour prendre en
compte des objectifs de qualité de service [ ]. Cette approche implique que les chemins empruntés
par les paquets doivent respecter des contraintes sur certains objectifs. Pour cela, il est nécessaire de
résoudre un probléme de plus court chemin multi-objectif sous contraintes. Dans la littérature, pour
résoudre ce type de probleme, on trouve de nombreux algorithmes d’étiquetage optimisant une fonction
d’agrégation : une somme pondérée [ ], une fonction min-max pondérée [ , ] ou une
norme de Tchebytchev [ ].

Dans le cadre du routage par contraintes, les contraintes sur les objectifs peuvent étre vues comme
une modélisation (simpliste) des préférences de I’administrateur du réseau (i.e. le décideur) : un chemin
vérifiant I’ensemble des contraintes est pleinement satisfaisant, dans le cas contraire le chemin est in-
satisfaisant. Si un tel modele de préférence est facile a définir pour I’administrateur, il ne permet pas en
général de modéliser fidelement ses préférences. Une telle modélisation des préférences implique qu’un
chemin satisfaisant toutes les contraintes sera toujours préféré a un chemin globalement plus performant
mais ne satisfaisant pas une contrainte.

Dans le cadre général du routage multi-objectif, plutot que de définir des contraintes sur les objectifs,
nous proposons de définir une fonction d’utilité composée d’une intégrale de Choquet et de fonctions
d’utilité partielles linéaires par morceaux pour modéliser les préférences de I’administrateur. Une telle
fonction d’utilité permet non seulement de modéliser des contraintes sur des objectifs a I’aide des fonc-
tions d’utilité partielles, mais aussi de modéliser un grand nombre de fonctions d’agrégation : une somme
pondérée, une fonction d’agrégation max pondérée ou une norme de Tchebychev. Cette fonction d’utilité
permet aussi de modéliser une complémentarité ou une substituabilité sur chaque ensemble d’objectifs
[ ]. On peut alors considérer que cette approche est un généralisation de différentes approches ex-
istantes dans la littérature comme la satisfaction de contraintes sur les objectifs, ou ’agrégation des
objectifs a I’aide d’'une somme pondérée.

Afin optimiser cette fonction d’utilité, nous proposons d’utiliser la dominance selon cette fonction
d’utilité dans un algorithme d’étiquetage. Dans le cadre de routage multi-objectif, il est parfois nécessaire
de modéliser la bande passante maximale des chemins avec un objectif bottleneck. Nous montrons que la
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méthode proposée est efficace pour prendre en compte un tel objectif. Ces travaux sur le routage ont été
réalisés dans la continuation de travaux antérieurs a cette these sur 1’algorithme RMC [ , ]
produit d’une coopération entre ’université de Valenciennes et ALCATEL.

Plan de la these

La these est composée de 5 chapitres. Le premier chapitre présente la problématique et le cadre
général de cette thése, notamment le domaine de 1’optimisation combinatoire multi-objectif et celui de
I’aide a la décision multi-critere. Le deuxieme chapitre propose un cadre général, une classification et une
présentation de I’ensemble des méthodes non interactives proposées dans la littérature pour la résolution
du probléme de plus court chemin multi-objectif. Nous présentons les algorithmes permettant le calcul de
I’ensemble des solutions efficaces et les algorithmes optimisant une fonction d’utilité (ou fonction d’a-
grégation). Le troisieme chapitre présente nos contributions pour le probleme de plus court chemin d’un
nceud a un autre nceud. Les méthodes proposées permettent de calculer des bornes inférieures qui sont
ensuite utilisées dans une regle de coupe pour supprimer des labels dans les algorithmes d’étiquetage. Le
quatrieéme chapitre présente nos contributions pour le probleme de plus court chemin d’un nceud a tous
les nceuds. Ce chapitre définit des conditions suffisantes pour déterminer la dominance entre deux labels
selon une fonction d’utilité. Le cinquieme chapitre présente le routage prenant en compte la qualité de
service et notre contribution au routage multi-objectif. Plusieurs perspectives dans la continuation de ces
travaux sont également présentées.






Notations

Notation Signification

R ensemble des réels

Ry CR ensemble des réels positifs ou nul

X ensemble des solutions

P nombre d’objectifs

n nombre de variables

P={1,...,p} ensemble des objectifs

xz € {0,1}" une solution

X c{0,1}" ensemble des solutions d’un probléme combinatoire en variable binaire
Qr CR espace de définition de I’objectif k € P
Q=01 x---xQ, espace des objectifs

2kt X — Qg fonction objectif de I’objectif k € P

y €N le vecteur de colits

Y =2X)CQ espace des objectifs

ECR échelle commune de satisfaction

U:Q—¢ fonction d’utilité

ViP5 ¢ fonction d’agrégation

ug : Qp = € fonction d’utilité partielle de 1’objectif k € P
T, norme de Tchebychev

1BIB norme euclidienne

Ar € Ry, a € Ry poids de I'objectif k € P associé a une somme pondérée
oy R =R somme pondérée

=<DM;~DM, IDM
=P

<GBR

<v,3u

B

peP —[0,1]

m: P —->R

or € 10,1]

e€ Ry

<k, <k

relations de préférence du décideur

relation de dominance de Pareto

relation de dominance GBR (pour des objectifs bottleneck)
relations de dominance selon une fonction d’utilité U

ensemble des parties de P

fonction de capacité

fonction de Mobius

indice de Shapley du critere k € P

une petite valeur positive

relation d’inégalité selon le sens d’optimisation de I’objectif k € P
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Notations

Notation Signification
Ey(X)CcX ensemble maximal complet des solutions efficaces
E(X)C Ey(X) un ensemble complet de solutions efficaces
En(X) C Epq(X) un ensemble minimal complet de solutions efficaces
ES( ) C Ep(X) ensemble des solutions supportées
yl e Q point idéal
yN e Q point nadir
n nombre de nceud
N=A{1,...,n} ensemble des nceuds
ACNXN ensemble des arcs
c:A—RP fonction de cofit
G=(N,Ac) un graphe
seN le nceud source
teN le nceud puits
I't(i)c N ensemble des nceuds successeurs du neeud ¢ € N
'~(i)cN ensemble des nceuds prédécesseurs du nceud i € N
v; € Nyie{l,...,n} unnceud
r=(v1,...,0) un chemin de v; a v;, séquence de [ nceuds
R ensemble des chemins
Rie C Ree ensemble des chemins de ¢ € N a un nceud quelconque
Re; C Reo ensemble des chemins d’un nceud quelconque a j € N
R;j C R, ensemble des chemins de ¢ a j
r:RZ2 SR opérateur binaire de I’objectif k € P
0, R élément neutre de I’opérateur binaire ®
-3 [ fonctions objectif additives & minimiser
[-max [ fonctions objectif maximales a minimiser
[-min [ fonctions objectif minimales & maximiser
-I1 [ fonctions objectif multiplicatives a minimiser
Q un nombre indéterminé de fonctions objectif
4; un label associé au nceud 7 € N
L; ensemble des labels associés au nceud 1 € N
£ ensemble des labels ouverts
g N - R fonction d’évaluation de I’objectif k € P




CHAPITRE 1

Préférences du décideur
et optimisation
combinatoire
multi-objectif

Il existe de nombreux problemes dans le monde réel pouvant étre modélisés par des problemes com-
binatoires, par exemple la recherche d’un chemin dans un réseau routier ou de télécommunication. Pour
ces problémes, on va en général chercher a optimiser un objectif comme le coiit de ce chemin. Parfois
il est nécessaire de prendre en compte plusieurs objectifs. Cependant il n’existe pas en général une so-
lution qui soit optimale sur chacun des objectifs. La notion de solution optimale unique a un probleme
d’optimisation combinatoire multi-objectif (cf. §1.1, de la présente page) quand elle existe n’a plus de
sens. Il est possible de calculer un ensemble de solutions de compromis pour lesquelles il n’existe aucune
autre solution qui soit meilleure sur chacun des objectifs. Ces solutions sont dites efficaces. L’ ensemble
des solutions efficaces pouvant &tre important, il se pose alors la question de cerner la meilleure solution
efficace d’un probleme multi-objectif. L’aide a la décision multi-critere (cf. §1.2, page 22) propose des
réponses a cette question. Il faut pour y répondre collecter des informations sur les préférences d’un ex-
pert du domaine capable d’exprimer ses préférences sur les solutions du probleme. Cet expert est appelé
le décideur. Les informations préférentielles exprimées par le décideur permettent alors de construire
un modele de préférence, qui permet par exemple de choisir la meilleure solution. L’intervention du dé-
cideur et la résolution du probleme d’optimisation sont les deux étapes principales d’un tel processus.
Plusieurs méthodologies existent pour organiser ces deux étapes (cf. §1.3, page 36).

1.1 Optimisation combinatoire multi-objectif

Un probleme d’optimisation est défini par un ensemble de variables, un ensemble de contraintes et
une fonction objectif. Une solution d’un tel probléme est une affectation de I’ensemble des variables véri-
fiant I’ensemble des contraintes. Résoudre un probléme d’optimisation consiste a construire une solution
qui soit optimale au regards de la fonction objectif. Un probléeme d’optimisation discret est un probleme
d’optimisation dans lequel les variables sont entieres ou réelles. La fonction objectif d’un tel probleme
peut par exemple étre une somme, une fonction maximale, une fonction minimale ou une multiplication.
Un probleme d’optimisation combinatoire est un probleme d’optimisation discret en contraintes linéaires
qui possede une structure particuliere. On sait aussi que le nombre de solutions d’un probleme combi-

11
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natoire est fini [ ] mais souvent trop élevé pour pouvoir les énumérer. Il n’existe cependant pas
de définition précise de ce qu’est un probleme d’optimisation combinatoire. Parmi ces problemes, on
retrouve le probleme de sac a dos, le probleme de tri, le probleme de plus court chemin, le probleme
d’affectation (quadratique). Le probléme de plus court chemin est détaillé dans le chapitre 2.

Un probleme d’optimisation combinatoire mono-objectif avec n variables et m contraintes se mod-
élise donc de la maniere suivante :

opt. z(x)
sc. Az <b (1.1)
reX i=1,...,n

Les variables sont z1, ..., T,, la fonction objectif est z : X" — R et les contraintes sont définies par
Ax < b. Avec A € RO™X7) yne matrice de contraintes, b € R™ les limites des contraintes et X" C N’}
I’espace de définition des variables. “opt.” indique que la fonction objectif z doit é&tre minimisée ou
maximisée. Une solution réalisable x est un vecteur de X" qui satisfait les m contraintes linéaires du
probleme. L’ensemble des solutions réalisables du probléme est alors défini par X. Par abus de langage
on considere qu’une solution est une solution réalisable.

Pour chaque variable i € {1,...,n}, une valeur réelle c(i) € R représentant le coit* de cette
variable est définie. ¢ : {1,...,n} — R est la fonction de cofit. Pour une solution = € X", la fonction
objectif z : X" — R agrege les colits des variables x1,...,x,. Dans la littérature on peut trouver
différentes fonctions objectif :

— z(x) = Y1, c(i)x; : I’ objectif est dit additif.

— z(x) = min}" ; ¢(i)z; : si I’objectif est 2 maximiser alors il est appelé max min ou bottleneck. De

maniere équivalente un objectif min max est aussi dit bottleneck.

— z(x) =7, c(i)z; : Iobjectif est dit multiplicatif (ou quadratique).

Un objectif additif correspond par exemple a un coiit (monétaire, écologique ou autre), un objectif bot-
tleneck a une capacité et un objectif multiplicatif a un risque.

1.1.1 Optimiser plusieurs objectifs

Un probléme d’optimisation combinatoire multi-objectif (repris sous I’acronyme MOCO pour “Multi-
Objective Combinatorial Optimization”) est un probléme combinatoire dans lequel plusieurs fonctions
objectif doivent &tre optimisées simultanément. Soient z1, ..., 2, : X" — R I’ensemble des fonctions
objectif avec p le nombre d’objectifs et P = {1, ..., p} I’ensemble des objectifs. Un probléme d’optimi-
sation combinatoire multi-objectif avec n variables et m contraintes se modélise de la maniere suivante :

vopt z(z) = (z1(x),. .., 2(x))

sc. Axr<b (1.2)
reX"
“vopt” indique que chaque fonction objectif doit étre minimisée ou maximisée. z = (z1,...,2p) : X" —

RP est le vecteur des fonctions objectif. On considere que sauf indication contraire chaque fonction
objectif doit &tre minimisée.

Soient ¢1,...,¢p : {1,...,n} = Rles fonctions de coiit sur chaque objectifetc: {1,...,n} — R?
la fonction vectorielle de coit telle que Vi € N, c(i) = (c1(2),...,cp(0)) et z(i) = (21(4), ..., 2p(4)),
Vi € {1,...,n}. On définit y = z(x) le point de la solution = dans [’espace des objectifs Y = z(X).

*. Ces travaux se situent dans le contexte de la minimisation, ainsi le terme de cofit est utilisé pour désigner aussi bien la
capacité, la performance, le risque ou méme le cofit associé a une variable ou a une solution.
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1.1.1.1 Solutions efficaces

Il n’existe pas en général une solution qui optimise tous les objectifs simultanément. En 1’absence
d’une solution optimale sur I’ensemble des objectifs, la dominance au sens de Pareto (<p) [ ] peut
étre utilisée pour comparer les solutions entres elles. Par souci de simplicité nous définissons 1’inégalité
<k, Vk € P telle que <= < (<p<<) siI’objectif £ doit étre minimisé et <;<> (<p<>) sil’objectif
k doit étre maximisé.

Définition 1.1. Dominance au sens de Pareto [ ].

Soient 2%,z € X deux solutions et y®,y* € Y t.q. y® = z(x?) et y® = z(x®) leur points respectifs dans
Iespace des objectifs Y = z(X), alors :

e y* <p-domine y° (y* <p yP) si et seulement si Yp <k y,’i,Vk: € Pety; # y,’i

b

e 1% <p-domine =¥ si et seulement si z(x®) < p-domine z(x").

o y? est non < p-dominé si et seulement si Vy € Y, y ne <p-domine pas y°.
o 1% est dit < p-efficace si est seulement si z(x®) est non < p-dominé.
e y® faiblement < p-domine y° si et seulement si y* < p-domine y° et Ik € P, t.q. Yp = yz

o 1 est dit faiblement < p-efficace si et seulement si il n’existe pas de solution v € X t.q.zi(x) <
zi(x®), Vk € P.

Notons aussi que deux solutions 2% et x® égales sur tous les objectifs sont dites équivalentes :
2p(2%) = zx(2®), Vk € P. D’autres définitions de la notion de dominance existent dans la littérature,
citons la dominance au sens de Lorenz [ ].

Définition 1.2. Ensembles de solutions efficaces [ 1.

e E(X) C X désigne un ensemble complet de solutions efficaces, i.e. pour chaque point non dominé
dans Y = z(X) il existe au moins une solution correspondante dans E(X).

o FE(X) désigne I’ensemble maximal complet des solutions efficaces, i.e. toutes les solutions efficaces
appartiennent a cet ensemble.

o En(X) C Eyn(X) désigne un ensemble minimal complet des solutions, i.e. il existe exactement une
solution efficace dans E,,(X) pour chaque point non dominé dans'Y .

La taille de I’ensemble maximal complet des solutions efficaces £ (X ) peut étre exponentielle par
rapport au nombre n de variables [ ]. Par exemple considérons un probleme MOCO en variables
binaires (X = {0, 1}), sans contraintes avec deux objectifs 2 minimiser, les deux objectifs étant con-
tradictoires de tels sorte que c(i) = (—1,1) pour chaque variable i € {1,...,n}. Chaque vecteur de
variables dans {0, 1}" représente une solution efficace. Il en est de méme pour un ensemble minimal
complet des solutions efficaces E,,(X) pour certains problémes MOCO, voir [ ] dans le cadre du
probleme de plus court chemin multi-objectif.

Un ensemble complet de solutions efficaces permet de définir des bornes dans I’espace des objectifs
tel que toute solution a I’extérieur de ces bornes soient nécessairement non efficace.

Définition 1.3. Point nadir et idéal.
e Le point idéal y! d’un probléme MOCO est défini tel que, Vk € P :

Vo € E(X), yi <k z(x) et Iz € E(X), yj, = 2x(2)
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z9
J Yy
V [
*
*
V *
*
k \/
y e \/
z1

(T T T T T

Figure 1.1 — Les étoiles et les triangles représentent les points des solutions d’un probléme MOCO. Les
solutions lexicographiques optimales (3/), les solutions supportées (37 et 7/), les solutions efficaces (v,
7 et /\), les solutions non efficace (x) et les points nadir 3™V et idéal y”.

e Le point nadir yV d’un probléme MOCO est défini tel que, Vk € P :

Vo € E(X), yi >k zx(z) et 3z € B(X), y = z.(x)

Considérons que tous les objectifs doivent étre minimisés, alors le point idéal y' représente le vecteur
des bornes minimales des solutions efficaces (y,ﬁ = mingecp(x) Yk) et le point nadir y"N représente le

vecteur des bornes maximales des solutions efficaces (y,iv = maXyc p(x) yr) [ ].
Avec deux objectifs (p = 2), le point idéal et le point nadir peuvent étre facilement calculés [ 1.
Avec plus de deux objectifs (p > 2), il est difficile de calculer le point idéal et le point nadir [ ].

Les différentes définitions 1.2, 1.6, 1.4, 1.3 données ci-dessus sont illustrées par la figure 1.1.

1.1.2 Résolution des problemes d’optimisation combinatoire multi-objectif

1l existe différentes approches pour la résolution d’un probleme d’optimisation (combinatoire) multi-
objectif, ces approches sont discutées dans les paragraphes suivants. Une approche qui n’est pas consid-
érée dans cette these est le Goal Programming [ ] pour I’ optimisation (combinatoire) multi-objectif.
Ces méthodes proposent de définir dans un premier temps des points (goals) dans 1’espace des objec-
tifs. Dans un deuxiéme temps ces méthodes cherchent a minimiser la déviation par rapport a ces points
[ 1, 1a solution la plus proche possible de ces points dans I’espace des objectifs est calculée. Le Goal
Programming a été une des premieres approches et une des plus étudiées pour résoudre des problémes
multi-objectifs [ ].
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1.1.2.1 Optimisation lexicographique

Résoudre un probleme multi-objectif par optimisation lexicographique consiste, dans un premier
temps, a ranger les objectifs selon leur ordre d’importance. La fonction de permutation (.) : P — P
permet de ranger les objectifs de telle sorte que si k& € P est I’objectif le plus important alors k est
considéré comme le premier objectif ((k) = 1). Dans un deuxiéme temps, I’optimisation lexicographique
consiste a optimiser les objectifs les uns apres les autres dans leur ordre d’importance. Ainsi dans le cas
bi-objectif ((1) = 1 et (2) = 2) il faut construire une solution optimale selon le deuxieéme objectif parmi
les solutions qui sont optimales selon le premier objectif.

Définition 1.4. Optimisation lexicographique

Une solution © € X est lexicographique optimale selon une permutation des objectifs (.) : P — P
tq. :

2 () = 2y (2) Ve=1,...,1-1

vz’ € X 3l € Ptq. {
v T 20 @) <k 20 (@)

Dans le cas bi-objectif le calcul d’une solution lexicographique optimale pour chaque permutation
permet de déterminer le point idéal et le point nadir.

L’ optimisation lexicographique suppose qu’il n’existe aucune compensation entre les objectifs. Ainsi
I’objectif le plus important sera toujours optimisé en priorité : il n’est pas possible de compenser une
légere dégradation sur le plus important des objectifs par une amélioration (méme conséquente) sur les
autres objectifs.

1.1.2.2 Scalarisation du probléme multi-objectif a I’aide d’une somme pondérée

La scalarisation d’un probléme multi-objectif consiste a agréger les objectifs a I’aide d’une somme
pondérée.

Définition 1.5. Somme pondérée [ 1.
Pour un point y € RP dans I’espace des objectifs, et un vecteur de poids \ € Rﬂ, la somme pondérée
px : R? — R est définie par :

p
PAY) =Y e
k=1

avec A € Rﬁ un vecteur de poids défini a priori, tel que ), . p A\, > 0.

Une solution optimale d’un probléme MOCO selon une somme pondérée ¢, (ou une fonction d’u-
tilité) est une solution (réalisable) x € X du probléme MOCO qui minimise la somme pondérée :
z(x) = min{py(2(2’)) : 2/ € X}. Si au moins un poids est non nul (3~ .p Ax > 0ou (0,...,0) <p N)
alors toutes les solutions optimales selon ) sont faiblement efficaces et au moins une solution optimale
est efficace [ ]. Si tous les poids sont non nuls (A; > 0, Vk € P) alors toutes les solutions optimales
selon ) sont efficaces [ ]. La minimisation d’une somme pondérée est illustrée sur la figure 1.2.

Si chaque objectif est additif, alors la scalarisation du probléeme MOCO produit un probléme mono-
objectif équivalent [ ]. Ce probleme mono-objectif est défini par I’objectif (additif) 2’'(z) = px(2(z)),
la fonction de cofit ¢/(i) = @y (c(i)) et les mémes contraintes que le probléme MOCO original (cf. Equa-
tion 1.2, page 12). Ainsi un probléme de plus court chemin multi-objectif devient un probleme de plus
court chemin mono-objectif pour lequel il existe des algorithmes d’une complexité polynomiale [ ].

Néanmoins toutes les solutions efficaces d’un probléeme MOCO ne peuvent étre obtenues en scalar-
isant ce probleme, quels que soient les poids A € Rﬁ.
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Figure 1.2 — Minimisation d’une somme Figure 1.3 — Minimisation de la fonction d’a-
pondérée ¢(g.5,0.5)- Le trait en gras représente grégation max. Le trait en gras représente la
la courbe de niveau de la somme pondérée. Les courbe de niveau de la fonction d’agrégation
étoiles (x) représentent les points des solutions max. Les étoiles (x) représentent les points des
du probleme. solutions du probleme.
Définition 1.6. Solutions supportées [ ].

Une solution x € X d’un probléme MOCO est dite supportée s.s.i. il existe un vecteur de poids stricte-
ment positifs A\ € RE, Vk € P, A\, > 0 t.q.x est une solution optimale selon la somme pondérée
correspondante @). Une solution supportée est par définition efficace, puisque le vecteur de poids est
strictement positif. En général il existe des solutions efficaces qui ne sont pas supportées, on dit que ces
solutions sont non-supportées.

Une solution x € X d’un probleme MOCO est dite supportée extréme s.s.i. il existe au moins deux
vecteurs de poids strictement positifs \*, \0 € RE (AL >0, )\2 > 0, Yk € P) et différents \* # X\, tels
que la solution soit optimale selon les deux sommes pondérées correspondantes pya, Qyb.

En général il existe beaucoup plus de solutions non-supportées que de solutions supportées [ 1.

1.1.2.3 Recherche de solutions de compromis

L approche dite recherche de solutions de compromis consiste a construire des solutions dont le
vecteur de cofits représente sur chaque objectif un compromis par rapport aux cofits des autres solutions
efficaces. Supposons que chaque objectif soient treés important et qu’une solution mauvaise sur au moins
un objectif ne puisse étre considérée comme une solution optimale si il existe une solution qui n’est
mauvaise sur aucun objectif, alors cette approche doit étre préférée a I’approche précédente consistante a
optimiser une somme pondérée. Cette approche est notamment utilisée en optimisation robuste [ 1,
ou pour le routage QoS (cf. Chapitre 4.5, page 117).

Définition 1.7. Fonctions d’agrégation min ou max pondérées.

Soit A € Rﬁ un vecteur de poids permettant la pondération des objectifs, la fonction d’agrégation
V.:RP - Rest:

e une fonction d’agrégation max pondérée si : V(y) = maxgecp A\ X yg, Vy € RP;

e une fonction d’agrégation min pondérée si : V(y) = mingep A\g X yg, Vy € RP.



CHAPITRE 1 — Préférences du décideur et optimisation combinatoire multi-objectif 17

AR2

* mingep{ys} =14

21

Figure 1.4 — Maximisation de la fonction d’agrégation min. Le sens d’optimisation des deux objectifs a
été inversé en maximisation afin d’illustrer la recherche d’une solution de compromis dans le cadre de la
maximisation. Le trait en gras représente la courbe de niveau de la fonction d’agrégation min. Les étoiles
(x) représentent les points des solutions du probleme.

La minimisation d’une fonction d’agrégation min pondérée permet de construire des solutions de
compromis (cf. Figure 1.4, de la présente page). Si tous les objectifs sont a maximiser alors la maximi-
sation d’une fonction d’agrégation max pondérée permet de construire des solutions de compromis (cf.
Figure 1.3, page ci-contre).

Définition 1.8. Norme de Tchebychev [ 1.
Pour un point y € RP dans I’espace des objectifs, la norme de Tchebychev Y, : RP — R est définie
comme une mesure de distance par rapport a un point y* € RP qui peut étre le point idéal du probléme
(y!) ou un point défini a priori :
X _ax
max o X |y — Ykl

avec a € RP un vecteur de poids défini a priori.
La norme de Tchebychev augmentée Y7 est :

P
max ay X |yp — yr| + € X Zak X Yk
keP 1

avec € € R une petite valeur positive.

Méme si les objectifs ont des sens d’optimisation différents, la minimisation de la norme de Tcheby-
chev par rapport au point idéal des solutions efficaces permet de construire des solutions de compro-
mis (cf. Figure 1.5, page suivante) (griace a ’utilisation de la valeur absolue). De plus le vecteur de
poids « permet de prendre en compte des objectifs définis sur des échelles différentes. Ainsi la norme
Tchebychev peut étre utilisée dans un plus grand nombre de problemes que les fonctions d’agréga-
tion min ou max. Cette approche est une des plus utilisées pour construire des solutions de compromis
[ , ; 1.

Une solution optimale selon une norme de Tchebychev T, est nécessairement faiblement efficace et
il existe au moins une solution optimale selon Y, qui est efficace. Cette propriété est aussi vérifiée pour
les fonctions d’agrégation min et max. Si A\, > 0, Vk € P alors les solutions optimales selon la norme
de Tchebychev augmentée T sont nécessairement efficaces. L’ optimisation de la norme de Tchebychev
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Figure 1.5 — Minimisation d’une norme de
Tchebychev T (g.330.66) par rapport au point
y*. Le trait en gras représente la courbe de
niveau de la norme de Tchebycheyv. Les étoiles
(x) représentent les points des solutions du
probleme.

Figure 1.6 — Minimisation de la norme eu-
clidienne ||.||2. Le trait en gras représente la
courbe de niveau de la norme euclidienne. Les
étoiles (x) représentent les points des solutions
du probleme.

dans un probléme MOCO avec des objectifs additifs est en général un probleme d’une complexité NP-
complet [ ], cela est notamment le cas dans le cadre du probléme de plus court chemin multi-objectif
[ ]. La minimisation de la norme euclidienne ||y|l2 = /> ,cp(yx)? permet de construire des
solutions de compromis [ , ] (cf. Figure 1.6, de la présente page). D autres normes, ||.||3
ou ||.||4 par exemple, peuvent étre utilisées pour construire des solutions de compromis.

1.1.2.4 Optimisation d’une fonction d’utilité

Dans le chapitre suivant (cf. §1.2.3.2, page 28) nous définissons précisément la notion de fonction
d’utilité. Considérons pour I’instant qu'une fonction d’utilité U : R? — R est une fonction d’agrégation
des objectifs qui généralise la notion de somme pondérée, de fonction d’agrégation max, de fonction
d’agrégation min et de norme de Tchebychev.

Définition 1.9. Fonction d’utilité croissante.
Une fonction d’utilité U : RP — R est croissante si pour deux points quelconques y*,y" € Rﬁ dans
I’espace des objectifs :

Vk € P,y <k yp = U(y") <U(y")

Une fonction d’utilité U : RP — R est strictement croissante si pour deux points y®,y" € Rﬁ dans
I’espace des objectifs :
Y <p 1yt = U(y®) < U(y*)

Théoreme 1.1. Fonction d’utilité croissante et solutions efficaces.

Pour un probléme MOCO donné : si la fonction d’utilité U est croissante alors il existe au moins une
solution optimale selon U qui est efficace. Si la fonction d’utilité est strictement croissante alors toutes
les solutions optimales selon U sont efficaces.
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Le théoréeme 1.1 permet de montrer qu’une solution optimale selon une somme pondérée ¢, avec
un vecteur de poids strictement positifs (A\y > 0,Vk € P) est une solution efficace. En effet une telle
somme pondérée est une fonction strictement croissante. De maniere identique, si les poids de la somme
pondérée ¢, sont positifs ou nuls alors au moins une solution optimale selon ¢ est efficace puisque une
telle somme pondérée est croissante. Il en est de méme pour la norme de Tchebychev et la norme de
Tchebychev augmentée.

1.1.2.5 Construction d’un ensemble représentatif de I’ensemble des solutions efficaces

Pour chacune des approches pour résoudre les probleémes MOCO, il existe au moins une solution ef-
ficace parmi les solutions optimales. Ainsi la construction d’un ensemble complet de solutions efficaces
permet d’assurer qu'une solution optimale soit déterminée quelle que soit I’approche multi-objectif util-
isée (cf. §1.3.1, page 37). La construction d’un ensemble complet de solutions efficaces est I’approche la
plus communément adoptée pour la résolution d’un probleme MOCO. Dans ce cas la notion d’optimalité
est équivalent a la notion d’efficacité (cf. Définition 1.1, page 13).

La construction d’un ensemble complet de solutions efficaces est en général un probleme “intractable”
puisque le nombre de solutions efficaces de nombreux problemes MOCO est exponentiel [ , 1.
C’est notamment le cas du probleme de plus court chemin multi-objectif [ , 1.

1.1.2.6 Méthodes de résolution pour les différentes approches de I’optimisation multi-objectif

L’ optimisation lexicographique et I’optimisation d’une somme pondérée peuvent en général étre réal-
isées avec un algorithme mono-objectif. L’ optimisation d’une fonction d’utilité ou d’une norme de Tch-
eychev est en général basée sur des algorithmes pour la construction d’un ensemble représentatif de
solutions efficaces. Dans le cadre du probleme de plus court chemin multi-objectif, I’optimisation d’une
fonction d’utilité ou d’une norme de Tchebychev est détaillée dans la section 2.4. Les méthodes pour con-
struire de fagcon approchée ou exacte un ensemble complet (ou représentatif) de solutions efficaces sont
discutées dans les sous-sections suivantes (cf. §1.1.3, de la présente page) et (cf. §1.1.4, page suivante).

1.1.3 Méthodes de résolution approchées

Les méthodes de résolutions approchées calculent un ensemble de solutions E(X ) du probleme
MOCO qui “approxime” (ou approche) I’ensemble des solutions efficaces E(X ). Le terme “approxime”
possede plusieurs significations. Il existe plusieurs méthodes (par exemple, I’hypervolume [ D
pour calculer la proximité de I’ensemble approché E(X) avec I’ensemble exact F(X). Il existe deux
familles d’algorithmes MOCO approchés, les algorithmes avec garantie de performance qui garantissent
a priori la proximité de 1’ensemble approché et les métaheuristiques (et heuristique) qui ne garantissent
pas la proximité de 1’ensemble approché. Ces algorithmes sont particulierement utiles quand le probleme
MOCO est intractable.

Les algorithmes avec garantie de performance proposent des algorithmes polynomiaux pour résoudre
de facon approché les problemes Np-complet. La proximité de £(X) par rapport 2 F(X) est définie telle
queVz € E(X), 32’ € BE(X),Vk € P, z(x) < (14€)z,(2’) avec e € R la variable d’approximation.
Ces algorithmes utilisent des schémas d’approximation polynomiaux, qui sont en général dérivés d’al-
gorithmes mono-objectif. Pour de nombreux problémes MOCO il existe des algorithmes avec garantie de
performance : le probléme de plus court chemin multi-objectif [ , ]; le probleme d’affectation
multi-objectif [ ]; le probléme d’arbre couvrant multi-objectif [ 1; le probléeme de voyageur de
commerce multi-objectif [ ]. Pour un état de I’art général, on réfere a [ ].
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Les métaheuristiques multi-objectif sont plus populaires que les algorithmes avec garantie de per-
formance MOCO. Elles ne garantissent pas la proximité de I’ensemble £(X) avec I’ensemble E(X).
Ehrgott et Gandibleux [ ] proposent un état de 1’art des métaheuristiques pour les probléemes MOCO,
une bibliométrie plus générale des métaheuristiques multi-objectif est proposée par Jones et al [ 1,
Il existe deux familles de métaheuristiques : les algorithmes de recherche locale et les algorithmes a
population.

e Parmi les algorithmes de recherche locale on cite les algorithmes tabou [ ] et les algorithmes
GRASP [ 1.

e Parmi les algorithmes a population on cite les algorithmes génétiques [ , , ], les
algorithmes d’optimisation par essaims particulaires SMPSO [ ] et les algorithmes de colonie
de fourmis [ ].

Notons que les algorithmes génétiques sont les métaheuristiques multi-objectif les plus populaires [

1.
Dans ce cadre du probleme de plus court chemin multi-objectif, la littérature rapporte quelques mé-
taheuristiques spécifiques dérivées, par exemple, d’algorithmes génétiques [ , , Jou
d’algorithmes de colonie de fourmis [ ].

1.1.4 Meéthodes de résolution exactes

Ehrgott et Gandibleux [ ] proposent un état de 1’art de I’ensemble des méthodes (exactes et
approchés) spécifiques aux problémes MOCO.

Parmi les méthodes pour résoudre exactement un probleme MOCO on différencie deux approches : les
méthodes de résolution habituellement employées dans le cadre mono-objectif et qui sont généralisée au
cadre multi-objectif (cf. §1.1.4.1, de la présente page), les méthodes de résolution spécifiquement multi-
objectif qui utilisent dans des sous-routines des méthodes de résolutions mono-objectif (cf. §1.1.4.2, page
suivante).

1.1.4.1 Généraliser des méthodes mono-objectif au cas multi-objectif

Concernant les méthodes mono-objectif généralisée au cas multi-objectif on notera : les méthodes
séparation et évaluation (B&B) et les méthodes de programmation dynamique (DP).

Les méthodes B&B consistent a énumérer toutes les solutions guidé par une stratégie de recherche
en profondeur ou en largeur sur un arbre de profondeur p défini sur {0, 1}? (avec des variables binaires).
Les nceuds de I’arbre correspondent a des vecteurs x € {0, 1}!, avec [ le niveau de ’arbre. Afin d’éviter
de construire toutes les feuilles de I’arbre, on évalue les nceuds de I’arbre afin de déterminer si il existe
une solution intéressante qui peut étre construite a partir de ce nceud. Ces méthodes ont montré leur
efficacité pour certains problémes d’optimisation combinatoire mono-objectif, tel que le probleme de
sac a dos [ ]. Néanmoins ces méthodes ne s’adaptent pas facilement au cas multi-objectif [ ]
car I’évaluation d’un nceud de I’arbre n’est pas triviale. En effet on ne cherche plus & construire une
unique solution mais un ensemble de solutions efficaces. Un nceud de 1’arbre peut par exemple étre
évalué en calculant le point idéal de I’ensemble des nceuds de I’arbre sous le nceud évalué. Si ce point
idéal est dominé au sens de Pareto par une solution connue alors I’ensemble des solutions qui peuvent étre
construites a partir du nceud ne contient aucune solution intéressante. Une manieére ensuite d’améliorer
I’évaluation d’un nceud peut étre de calculer un ensemble de points (plutdt que seulement un point idéal)
qui domine I’ensemble des solutions qui peuvent étre construites a partir du nceud [ ]. Des méthodes
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de séparation et évaluation ont été proposés pour le probleme d’arbre couvrant multi-objectif [ Jou
pour le sac a dos [ , ].
Les méthodes de programmation dynamique [ ] (DP) proposent de résoudre une suite de sous-

problémes du probleme d’optimisation combinatoire en augmentant la taille des sous-problemes résolus
au fur et a mesure afin de résoudre le probleme original in fine. Contrairement aux méthodes B&B les
méthodes DP sont totalement adaptées au type de probleme d’optimisation combinatoire traité. Néan-
moins une évaluation similaire a celle employée dans les algorithmes B&B peut parfois étre utilisée. Ces

méthodes s’appliquent tres bien sur les problémes de plus court chemin mono-objectif [ , ].
Pour certains problemes les méthodes de programmation dynamique peuvent s’étendre au cas multi-
objectif. C’est par exemple le cas du probleme de plus court chemin multi-objectif [ , ] (cf.
§2.2, page 50) mais aussi du probleme de sac a dos multi-objectif [ , 1.

1.1.4.2 Méthodes spécifiques au multi-objectif

En plus de la généralisation des méthodes mono-objectif il existe plusieurs méthodes exploitant spé-
cifiquement la structure d’un probléme bi-objectif. Certaines de ces méthodes ont été adaptées pour
optimiser plus de 2 objectifs.

e [es méthodes dites e-contrainte [ ] proposent de supprimer le deuxieéme objectif (ou le premier)
et d’ajouter une borne supérieure sur 1’objectif supprimé afin d’obtenir un probléme mono-objectif
sur-contraint (cf. Figure 1.7, page suivante). A chaque itération ce probléme est résolu et la borne
supérieure est diminuée. Ce qui permet d’obtenir in fine un ensemble complet de solutions efficaces.
Une solution z° lexicographique optimale ((1) = 1 et (2) = 2) est calculée dans un premier temps.
Puis une procédure itérative permet de construire les autres solutions efficaces : a une itération ¢, la
solution optimale ! de cette itération est construite en résolvant le probléme d’optimisation com-
binatoire mono-objectif (le premier objectif) ol une contrainte sur le second objectif est ajoutée :
29(1) < zo(z'71) + €, avec € € [0, 1] une petite valeur positive (le pas) et 2/~ 1a solution optimale de
I’itération ¢t — 1. Le pas e doit etre suffisamment petit de telle sorte qu’aucune solution efficace soit ou-
bliée, ainsi ces méthodes s’adaptent mieux quand les objectifs sont définis sur I’ensemble des entiers.
Pour que ces méthodes fonctionnent efficacement, il faut aussi pouvoir ajouter une contrainte sur un
objectif au probleéme mono-objectif sans augmenter de fagon significative la difficulté de résolution du
probleme mono-objectif. Cette méthode est utilisée dans le cadre du plus court chemin avec un objectif
additif associé a un objectif bottleneck [ ] ou a deux objectifs bottleneck [ , ].

e Les méthodes dites “ranking” [ , ] proposent d’utiliser un algorithme de ranking (mono-
objectif) afin de générer I’ensemble maximal complet des solutions efficaces. Un algorithme de rank-
ing permet de construire toute les solutions du probleme une a une selon leur valeur sur I’objectif
considéré, de la meilleure a la moins bonne solution. L’algorithme de ranking permet de construire
toutes les solutions selon le premier objectif jusqu’a construire une solution z € X, z;(x) > y{v
qui dépasse la borne supérieure des solutions efficaces sur le premier objectif (cf. Figure 1.8, page
suivante). Toutes les solutions efficaces sont donc construites de cette maniere. L’efficacité de cette
méthode dépend de I’efficacité de ’algorithme de ranking mono-objectif utilisé. Notons que cette
méthode construit clairement un nombre de solutions beaucoup plus grand que I’ensemble des solu-
tions efficaces.

e [es méthodes dites dichotomie [ , ] proposent de construire plusieurs sommes pondérées
pour construire I’ensemble de solutions supportées extrémes. La figure 1.9 montre que les sommes
pondérées définies par leurs vecteurs de poids A', ..., A% permettent de trouver tous points supportés
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extrémes. Ces méthodes sont en général efficaces puisque 1’utilisation de somme pondérée permet
de transformer le probléeme multi-objectif en un probléme mono-objectif. Une extension pour le cas
tri-objectif est donnée dans [ ].

La méthode dite 2-phase [ ] propose de construire un ensemble complet de solutions support-
ées extrémes pendant la premiere phase, puis de construire le reste des solutions efficaces pendant
la deuxieme phase (cf. Figure 1.10, page 23). L’ensemble des solutions supportées extrémes sont
généralement construites avec la méthode de dichotomie. Ensuite, a 1’aide de 1’ensemble des solutions
supportées extrémes, le reste des solutions efficaces peuvent étre construites a I’aide d’un algorithme
de DP multi-objectif [ ], d’un algorithme de B&B multi-objectif [ ] ou d’un algorithme
de ranking mono-objectif [ ]. Przybylski et al proposent une généralisation pour des problémes
MOCO comportant plus de deux objectifs [ , 1.

Mentionnons encore la méthode de Degoutin et Gandibleux [ ] (voir [ ] pour une générali-
sation au multi-objectif) et la méthode de Sylva et Crema [ ]. Ces méthodes reposent sur I’ajout
de contraintes sur les objectifs et sur I’optimisation (a plusieurs reprises) d’une somme pondérée afin
calculer un ensemble complet de solutions efficaces.

2 Modélisation des préférences en aide a la décision multi-critere

La premiere section 1.2.1 donne le cadre général de 1’aide a la décision multi-critere, les sections

1.2.2,1.2.3,1.2.4,1.2.5 suivantes définissent le modele de préférence utilisé dans le cadre de cette these.
Dans cette section on utilise des notations spécifiques a 1’aide a la décision multi-critere. Les notations

qu

1 sont utilisés dans le reste de la thése sont définies dans la section suivante.
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Figure 1.9 — Méthode de dichotomie. Les solutions
xt, 22, 23 et 2" sont calculées apres 4 itérations,
grace a I’optimisation des sommes pondérées ¢ (1 ),
©(0,1)> P(0.5,0.5) €L ©(0.6,0.4) respectivement. La zone
barrée ne sera pas explorée par la méthode de di-

chotomie.
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Figure 1.10 — Méthode en 2-phase, deuxiéme phase,
calcul des solutions non supportées. (x) : les solu-
tions obtenues durant la premiere phase. Durant la
deuxiéme phase : la solution ! a été obtenue par le
ranking utilisant la somme pondérée P11y les so-
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lutions 2, 23 et 2* ont été obtenues par le ranking

utilisant la somme pondérée P65 La solution z*
11’11

est la derniére solution obtenue. La zone barrée ne

sera pas explorée durant la deuxieme phase.

1.2.1 Aide a la décision multi-critere

Selon Roy [ ], I'aide a la décision peut étre définie comme 1’activité de personnes qui utilisent
des modeles (mathématiques) afin d’aider le décideur durant le processus de décision. Des méthodes
d’aide a la décision existent dans plusieurs domaines comme 1’informatique décisionnelle et la recherche
opérationnelle.

En général le décideur doit prendre en compte lors de la prise de décision différents points de vues,
parfois contradictoires comme le cofit et la qualité [ ]. Pour ces raisons il existe rarement un seul
critere qui satisfasse a tout point de vue. Plusieurs critéres de décision sont alors pris en compte. Le
domaine de I’aide a la décision multi-critere (MCDA) [ , , ] propose de modéliser les
préférences du décideur sur les différents criteres de décision [ ]. Ce domaine de recherche est en
pleine expansion depuis les années 80 [ ]. On notera des domaines proches qui partagent parfois
des outils avec 1’aide a la décision multi-critére : la décision dans I’incertain [ ] ou les criteres
modélisent les conséquences des scénarios impliqués par la prise de décision et la décision collective
[ ] ot les criteres modélisent les avis des personnes responsables de la prise de décision.

Dans une perspective d’aide a la décision multi-critere, un ensemble d’alternatives X et un ensem-
ble d’attributs P = {1,...,p} sont définis. L’ensemble des alternatives X peut étre défini en extension
(chaque alternative de X est définie a priori) ou en compréhension (les alternatives doivent €tre con-
struites, par exemple les alternatives sont les solutions d’un probléme combinatoire). Chaque alternative
x € X est définie par un nombre p d’attributs. Les attributs représentent 1’information brute que le dé-
cideur posséde au début du processus de décision. A chaque attribut & € P correspond un ensemble
Q. tel que la fonction z; : X — € associe chaque alternative x € X sa valeur sur I’attribut k. Soit
Q =y x --- x €, I’espace sur lequel sont définis les attributs, i.e. ’espace des attributs. Par abus de
langage un critere est parfois utilis€ comme équivalent a un attribut puisque chaque critére correspond un
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attribut. Dans notre cadre de travail, on consideére qu’un critere doit plus précisément permettre d’évaluer
et comparer les alternatives selon un point de vue particulier [ ]. Ces propriétés sont détaillées dans
la section 1.2.3. Dans le cadre de cette theése on considere que pour chaque attribut k € P, ’ensemble
. est un sous-ensemble de R. Par analogie avec 1’optimisation multi-objectif on note Y = z(X) C 2
I’ensemble des alternatives dans I’espace des attributs. Un vecteur d’attributs y € Y est appelé point
car il correspond 2 une alternative dans ’espace des attribut. On dit que deux alternatives 22 et z° sont
équivalentes s.s.i. z;,(2%) = 2 (x?) sur ’ensemble des attributs k € P.

Il existe trois problématiques de décision [ ] : la problématique du choix ou la “meilleure” alterna-
tive ; la problématique du tri ou I’ensemble des alternatives est totalement ordonné selon les préférences
du décideur ; la problématique du rangement ol une classe est associée a chaque alternative. Dans le
cadre du probleme de choix la meilleure alternative peut étre considérée comme la solution optimale au
regard des préférences du décideur.

Dans le cadre de 1’aide a la décision multi-critére, le processus de décision peut étre divisé en trois
étapes distinctes. Les travaux sur 1’aide a la décision multi-critere s’intéressent en général a une seule de
ces étapes. On définit ces trois étapes : (1) structuration multi-attribut du probléme de décision ; (2) mod-
élisation des préférences ; (3) recherche d’alternatives préférées (résolution du probleme de décision).

1.2.1.1 Structuration multi-attribut du probléme de décision

Dans un premier temps, il est nécessaire d’identifier I’ensemble des points de vue qui influent sur
la qualité (dans le sens des préférences du décideur) d’une alternative. Ces points de vue permettent de
définir différents attributs sur les alternatives. Ensuite un ensemble cohérent (P) de ces attributs [ ]
est construit de tel sorte que cet ensemble soit (1) exhaustif, i.e. il n’existe pas d’attributs en dehors de cet
ensemble permettant de différencier les alternatives entre elles, et (2) non-redondant, i.e. tous les attributs
pour différencier les alternatives entre elles. Les attributs peuvent ensuite &tre hiérarchisés de telle sorte
que des sous-ensembles d’attributs définissent chacun un unique attribut. Par exemple un attribut de colit
monétaire et un attribut de cott écologique permettent de définir un attribut de cofit global. Cette étape du
processus de décision n’est pas d’avantage détaillée dans cette these, pour plus d’information on reporte
a la littérature MCDA [ , ].

1.2.1.2 Modélisation des préférences du décideur

La modélisation des préférences du décideur consiste a construire, a partir d’informations préféren-
tielles du décideur, un modele (mathématique) de préférence. Ce modele de préférence doit permettre de
comparer les alternatives entre elles, ce qui permet de proposer une recommandation au décideur.

1.2.1.3 Recherche d’alternatives préférées

Dans le cadre de la problématique du choix cette recommandation est un petit sous-ensemble d’alter-
natives de X composé d’alternatives choisies selon le modele de préférence : des alternatives préférées.
Quand I’ensemble des alternatives X est définie en extension et que cet ensemble X n’est pas trop grand,
alors il suffit de comparer les alternatives les unes avec les autres a I’aide du modele de préférence afin
de sélectionner des alternatives préférées. La recherche d’alternatives préférées quand I’ensemble d’al-
ternatives est défini en compréhension par un probléeme MOCO est discuté dans la section 1.3.
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1.2.2 Modélisation des préférences en aide a la décision multi-critére

La modélisation des préférences consiste a construire un modele de préférence a partir d’informations
préférentielles du décideur. L’ information préférentielle peut définir des préférences sur les criteres/attributs
ou sur les alternatives. L’ information préférentielle peut étre de type cardinal (évaluation d’une alterna-
tive (resp. critere) sur une échelle de satisfaction (resp. importance)) ou de type ordinal (comparaison
entre les criteres ou entre les alternatives). Dans la littérature [ ] en général on considere qu’il est
difficile pour le décideur d’exprimer une information (fiable) de type cardinal ou une information (fiable)
sur les criteres. Ainsi I’information ordinale sur les alternatives peut étre considérée comme I’information
la plus facile a exprimer pour le décideur.

1.2.2.1 Ordre et préordre

Afin de définir I'information préférentielle de type ordinal des définitions sur les ordres sont données.

Définition 1.10. Ordre et Préordre [ ].

Soient deux relations binaires -, ~ et la relation binaire 7~ définie comme [’union des deux relations
et ~ telle que, V2%, 2> € X : 2% = 2¥ <= 2% = 2P et —(2¥ 1 29); 2 ~ 2¥ = 2% = ¥ et
xb =z

Une relation > sur ’ensemble X est un ordre s.s.i. Va®, 2%, 2¢ € X :

o (x> x%) (irréflexivité)

o 2% > 2l et zb = 2¢ = 2% = 2 (transitivité)

o 2% = 20 = (2 = 29) (asymétrie)

La relation > est un ordre complet si la relation est définie pour chaque paire d’alternatives x®, 2° € X :

2% = ¥ ou 2 = 2% Dans le cas contraire ~ est un ordre partiel.
Une relation - sur I’ensemble X est un préordre s.s.i. Va®, 2%, 2¢ € X :

o 1% = x® (réflexivité)

o 2% = b et b 2¢ = x% = 2 (transitivité)

La relation >~ est un préordre complet si la relation est définie pour chaque paire d’alternatives x*, x° €
X s 2% > 2 2% ~ 2 ou 2¥ = x Dans le cas contraire - est un préordre partiel.

La relation de dominance de Pareto (cf. Définition 1.1, page 13) entre les solutions est un ordre non
complet.

1.2.2.2 Préférences du décideur

Supposons que le décideur exprime une information de type ordinal sur les alternatives du probleme
de décision, alors I’information préférentielle obtenue est une relation de préférences > pas, ~par, DM
définie sur I’ensemble des alternatives X telle que pour deux alternatives 2%, 2° € X :

e le décideur préfere x* a x, % =par P

e le décideur est indifférent entre 2% et 2, 2% ~pas 0.

La relation - ps est définie comme 1’union de > pjs et ~pps (cf. Définition 1.10). Par souci de simplic-
ité on considere que les relations binaires > pas, ~par, 25pa sont aussi définies sur €2 de telle sorte que

~

2(x%) Z=par z(x?) s.s.i. 2 Zpar x°. En supposant la rationalité du décideur, la relation de préférence

~

> pu correspond a un préordre sur X et = pjys correspond a un ordre sur X [ 1.
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Sil’ensemble des alternatives X n’est pas trop grand, alors il est possible de demander au décideur de
construire une relation de préférence (préordre) >~ pys complete. A I’aide du préordre >~ pys complet les
alternatives préférées peuvent étre déduites directement. Dans le cas contraire un modele de préférence
doit étre construit afin de comparer les alternatives de maniére automatique.

1.2.2.3 Modéele de préférence

Un modele de préférence doit permettre de construire un préordre >~ complet qui vérifie la relation
de préférence >~ pys du décideur : Vo, 2° € X, 2% > pys «® alors le modele de préférence doit préférer
x% a 2. De nombreuses méthodes existent pour construire un modele de préférence [ ]. La plupart
de ces méthodes peuvent étre rangées dans une des deux familles suivantes :

o Les méthodes de surclassement proposent de construire un modele de préférence permettant unique-
ment de comparer les alternatives deux a deux. Les alternatives sont comparées sur chacun des criteres
puis une agrégation de ces comparaisons permet d’établir si une alternative est préférée a une autre.

Ces méthodes constituent 1’école francaise [ ] de I’aide a décision multi-critére fondée par
B. Roy. Parmi ces méthodes citons : la méthode ELECTRE [ , , ] et la méthode
PROMETHEE [ , ].

e Les méthodes de critere unique de synthese proposent de synthétiser (ou agréger) tous les critéres
en un unique critere. Grace au critere de synthese obtenu il est possible de de comparer toutes les
solutions entre elles puisque ce critére unique défini un préordre complet. Parmi ces méthodes citons :
la méthode Analytic Hierarchy Process (AHP) [ , , ] et les méthodes issues du cadre
Multi-Attribute Utility Theory (MAUT) [ ] : MACBETH | ], UTA [ ] (cf. §1.2.3, de la
présente page).

La famille des méthodes a critere unique de synthese est la famille la plus populaire dans la littérature
[ ]. Néanmoins, ces deux familles de méthodes pour construire un modele de préférence ont
chacune des avantages et des inconvénients. Ainsi les méthodes de surclassement sont particulierement
utiles quand les critéres ne peuvent pas étre rendus commensurables entre eux, i.e. quand il est difficile
de comparer les performances d’une alternative sur les différents criteres. Les méthodes a critére unique
de synthese permettent d’obtenir une évaluation pour chaque alternative qui ne dépend pas des autres al-
ternatives. Dans le cadre de la problématique du choix, une méthode a critere unique de synthése permet
de savoir rapidement si une alternative est meilleure (préférée) a toutes les autres. Pour cela il suffit de
comparer cette alternative avec la meilleure alternative connue. Ceci n’est pas toujours possible avec les
méthodes de surclassement pour lesquelles I’alternative doit étre comparée a I’ensemble des autres al-
ternative. Dans le cadre de 1’optimisation combinatoire multi-objectif qui correspond a la problématique
du choix, il semble raisonnable d’utiliser un modele de préférence construit avec une méthode a critere
unique de synthese.

Notons aussi qu’une fois construit, un modele de préférence permet alors non seulement de repro-
duire les préférences du décideur sur un ensemble d’alternatives X trés grand, mais aussi de reproduire
les préférences du décideur sur une instance (i.e. un ensemble d’alternatives) du probleme MCDA com-
parable a I’ensemble d’alternatives sur lequel a été défini le modele de préférence.

1.2.3 Théorie de ’utilité multi-attribut

La théorie MAUT [ , ] propose un cadre pour la modélisation multi-critere. Les méthodes
MAUT sont des méthodes a criteére unique de synthese. Le critére unique de synthese est défini sur une
échelle de satisfaction £ qui, sans perte de généralité, est définie comme un sous-ensemble de R. Une
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fonction d’utilité (ou de valeur) U : 2 — £ C R est construite. Cette fonction d’utilité est le modele de
préférence. Cette fonction associe a chaque vecteur dans 1’espace des attributs {2 un niveau de satisfaction
défini dans &.

Définition 1.11. Le modele MAUT [ ].
Soit U : @ — £ C R une fonction d’utilité MAUT. Pour un point y € 2 défini dans ’espace des
attributs, I'utilité U (y) de ce point est définie par :

U(y) = V(ul(yl)a"'7uk(yk)a"'aup(yp)) (13)

Avec,

® up,...,up, les fonctions d’utilité partielles ; uy, : Q0 — & donne le niveau de satisfaction (défini sur &)
de chaque valeur de Qy, ;

o V : &P — £ une fonction d’agrégation.

Dans le cadre de la théorie MAUT, un critere k € P est constitué d’un attribut £ € P et d’une
fonction d’utilité partielle ug. Chaque fonction d’utilité partielle uy, k € P permet d’établir une relation
de préférence entre les valeurs prises par 1’attribut sur 2. Ces fonctions d’utilité partielles permettent
ainsi d’obtenir la commensurabilité entre les critéres.

Il existe plusieurs méthodes dans la littérature pour construire une fonction d’utilit¢ MAUT, notons
la méthode UTA [ , ] et la méthode MACBETH | s ]. La méthode UTA est
décrite dans le paragraphe §1.2.3.3. D’autres méthodes telles, que la méthode GRIP [ ], permettent
d’utiliser sans la construire une fonction d’utilité MAUT.

1.2.3.1 Fonctions d’utilité partielles linéaires par morceaux

Dans le cadre de cette thése on considére que chaque attribut est défini sur un sous-ensemble de
réels : 0, C R. Chaque fonction d’utilité partielle uy, k € P est donc une fonction arithmétique définie
sur le sous-ensemble de réels .

Des méthodes a critere unique de synthese telles que AHP associent un poids (ou importance) A\, € R
a chaque critere k € P. Le poids associé a chaque critére définit alors une fonction d’utilité partielle uy,
linéaire : ug(yx) = Ak X Yr, Yyr € Qr C R. Considérer que chaque fonction d’utilité partielle est
une fonction linéaire peut poser probléme puisque la perception de préférence du décideur n’est pas
nécessairement linéaire par rapport a 1’échelle des attributs (cf. Exemple 1.1, de la présente page).

Exemple 1.1. Fonctions d’utilité partielles.

Pour un attribut k € P définissant la distance a parcourir pour un chemin (alternative), mesuré en
kilometres Q) = {0km, ..., 1000km}, le critere équivalent sera défini sur une échelle & = [0,... 1]
évaluant la satisfaction du décideur quant a la distance de ’alternative. Une fonction uy, : Qy, — £ telle
que ug(y) = % permet d’assurer que le critére k soit commensurable par rapport aux autres criteres
eux-mémes définis sur £. Néanmoins la fonction uy ne modélise pas nécessairement la satisfaction du
décideur concernant les distances. Ainsi considérons que le décideur percoit peu de différence de sat-
isfaction entre une distance de 200km et une distance de 210km, par contre il percoit une importante
différente de satisfaction entre une distance de 190km et une distance de 200km. Alors une fonction
d’utilité partielle modélisant précisément les préférences du décideur sur I’attribut k est nécessairement
non linéaire, ce qui n’est pas le cas de la fonction uy, définie auparavant.
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Figure 1.11 — Soient k£ € P un critere et y;, la valeur d’une alternative sur I"attribut k. uy, uj, : [0,2] —
[0, 4] sont deux fonctions d’utilité partielles, telles que uy(yx) = Y X yi est une fonction continue et u),
une fonction linéaire par morceaux qui approxime uy.

Afin de poser un cadre formel permettant la construction des fonctions d’utilité partielles u1, ..., u,
a partir d’une relation de préférence =~ p s établie par le décideur, on considere que les fonctions d’utilité
partielles sont continues et linéaires par morceaux (cf. Définition 1.12). Ce type de fonction est notam-
ment utilisé dans les méthodes UTA [ ] et MACBETH [ ], ces fonctions permettent d’approx-
imer n’importe quelle autre fonction arithmétique (cf. Figure 1.11).

Afin de définir une fonction d’utilité linéaire par morceaux les espaces de définitions des attributs
Q1,...,8, doivent étre séparés en intervalles. Soient uy, la fonction d’utilité partielle définie sur I’attribut
k € P, et C R I'espace de définition de I’attribut k. €2 est séparé en 7 intervalles, sur chacun
de ces intervalles la fonction d’utilité partielle u est linéaire. Par exemple pour la fonction d’utilité
partielle de la figure 1.11 1’espace de définition 2, de I’attribut k est [0, 2], cet espace est séparé en trois
(1, = 3) intervalles [0,0.5],]0.5,1] et ]1,2]. 2} = 0,... ,z,:”l < o0 sont les bornes qui définissent
ces intervalles. Dans notre exemple ces bornes sont : z,i =0, z,% = 0.5, zg =1let z,‘i = 2. Lutilité de
chacune de ces bornes est : u;(0) = 0, ug(0.5) = 0.25 ug(1) = 1 et ux(2) = 4. Les méthodes UTA
(cf. §1.2.3.3, page suivante) et MACBETH permettent de calculer I’utilité pour chacune de ces bornes
ug(z}), ..., uk(2"). En connaissant I'utilité de chacune de ces bornes il est possible de calculer I'utilité
de n’importe quelle valeur de €2, (cf. Définition 1.12, de la présente page).

Définition 1.12. Fonction d’utilité partielle linéaire par morceaux [ 1.
Soit uy, : Qp — & la fonction d’utilité partielle définie sur Uattribut k € P, avec ), C R I’espace de
définition de I’attribut k et une échelle de satisfaction commune & C R. Qy, est divisé en Ty, intervalles.

z; =0,... ,z,:”l < 400 sont les bornes qui définissent ces intervalles : ¥j € {1,... 7} : zi < ziﬂ.
L'utilité pour chacune de ces bornes uy(2}), ..., ug(z;*) est définie a priori.

L’utilité d’une alternative x € X sur le k-éme critére est définie par une interpolation linéaire : z(z) €
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[zi, zi“] avecj € {1,..., 7},
wi(yr) = w(2]) + 07 x (zx(z) — 2]) (1.4)
. Gy (i
Avec Gi = W le coefficient d’inclination de uy, sur le j-eme intervalle. ©) = {9%, NS

k k
est ’ensemble des coefficients d’inclination uy,.

1.2.3.2 Fonction d’agrégation et fonction d’utilité

La fonction d’agrégation V : (&P — £ permet d’agréger les utilités des criteres pour chaque alterna-
tive. Ainsi chaque alternative est évaluée par une valeur sur une échelle commune de satisfaction, i.e. un
critere de synthese. Les fonctions d’agrégation présentées précédemment peuvent étre utilisée : somme
pondérée (cf. Définition 1.5, page 15), fonction min ou max (cf. Définition 1.7, page 16). Les fonctions
d’agrégation sont discutées dans la sous-section 1.2.4 suivante.

La fonction d’utilit¢ U obtenue doit permettre de reproduire aussi bien que possible les préférences
du décideur sur ’ensemble des alternatives : pour deux alternatives 2%, 2° € X, U(z(2%)) > U(z(z?))
— 2% Zpy xb, o préférée a xb. Ainsi, dans le cadre de la problématique du choix, I’alternative
préférée est I’alternative x* € X ayant la plus grande utilité U (z(x?)) parmi I’ensemble des alternatives :
U(z(z%)) > U(2(2?)),vzb € X.

1.2.3.3 Construire de la fonction d’utilité : exemple de la méthode UTA

La méthode UTilités Additives (UTA) [ s ] est une des premicres méthodes MAUT pro-
posées dans la littérature. Cette méthode propose de construire une fonction d’utilité¢ U : U(y) =
Zi:l uk(yk), Yy € 2, avec Vk € P, uy, ..., u, des fonctions d’utilité partielles linéaires par morceaux

croissantes (cf. Définition 1.12). Notons que la fonction d’agrégation de U est la somme. L’échelle com-
mune de satisfaction & = [0, 1] est définie entre 0 et 1. Soit X 1’ensemble des alternatives. Pour construire
cette fonction d’utilité, le décideur doit définir un ordre non complet > p,s (et une équivalence ~pjs)
de ses préférences entre des alternatives de X (cf. §1.2.2, page 24). Cet ordre non complet > p,s sur X
est I’information préférentielle du décideur qui est exploitée pour construire la fonction d’utilité. Cette
méthode propose une régression depuis I’ordre non complet > s vers I’ordre complet >; induit par la
fonction d’utilité U : 2 >y 2P s.s.i. U(z(2%)) > U(z(x?)). Cette régression implique que pour deux
alternatives 2, x® € X, si % est préférée a 2° par le décideur (¢ > pys «?) alors I’utilité de 2 est plus
importante que 1’utilité de x* (U (z%) > U(z")).

Cette régression peut étre modélisée avec probléme linéaire (cf. Equation 1.5). La résolution de
ce probleme linéaire permet alors de construire une fonction d’utilité U. Il n’est pas toujours possible
de construire une fonction d’utilit¢ U pour laquelle >¢; constitue une régression exacte de >pas (cf.
Exemple 1.2, page suivante), on parle alors d’incohérences. Dans le cas de la méthode UTA cela signi-
fie qu’il n’existe pas de fonctions partielles linéaires par morceaux croissantes u1, ..., u, telles que :
vz, zb € X, 2% =puy 2t = 3P ug(zk(22)) > D°F_ ug (21, (2?)). La méthode UTA prend en compte
ces incohérences par une erreur d’évaluation o(x) € Ry pour chaque alternative x € X. Le probleme
linéaire pour construire cette fonction d’utilit¢ minimise la somme des erreurs d’évaluation des alterna-
tives. Une petite valeur strictement positive 6 € R, > 0 permet de modéliser une préférence > ps
entre deux alternatives.
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min )y o(x) (a)
sc. (U(2(z) + o(2%) = (U(2(2") + o(2?)) > 6 Va2’ € X tq.2* =py 2* (D)
(U(z(z) + o ( 4) = (U(2(2") +o(a®) =0 Va2’ € X tq.2* ~py z*  (c)
up(2) < up(z]™) ke P Ve {lm—1} (@) g
ZkeP k(zt) =1 (e)
ug(z}) =0 Vk e P (f)
o(z?) € Ry Ve e X (9)
ug(2) € [0,1] Vke P, Vje{l,...,—1} (h)

Le programme linéaire (1.5) est défini de la maniére suivante : la fonction objectif (a) minimise
les incohérences ; les équations (b) et (c) définissent la régression entre > pys, ~pys et U ; I’équation
(d) implique que les fonctions d’utilité linéaires par morceaux sont croissantes ; les équations (e) et (f)
permettent de normaliser la fonction d’utilit¢ U entre 0 et 1; les équations (g) et (k) définissent les
variables du probléme linéaire.

Concernant la méthode MACBETH [ ], la fonction d’utilité est une somme pondérée avec des
fonctions d’utilité partielles linéaires par morceaux : U = Y 7_, Ay X ug(yx). La méthode MACBETH
demande dans un premier temps au décideur d’exprimer ses préférences séparément sur chaque critere,
i.e. d’exprimer ses préférences sur des valeurs y; € (2 de chaque attribut. Grace a cette information
préférentielle les fonctions d’utilité partielles linéaires par morceaux sont construites. Puis dans un deux-
ieme temps cette méthode demande au décideur d’exprimer ses préférences sur des alternatives x € X.
Cette information préférentielle permet de construire les poids de chaque critere : A1, ..., A,. La méthode
MACBETH nécessite une quantité d’information préférentielle moindre par rapport a la méthode UTA.

1.2.4 Indépendance préférentielle et interactions entre criteres

La plupart des méthodes MAUT (cf. §1.2.3, page 26) telles que les méthodes UTA, MACBETH pro-
posent d’utiliser comme fonction d’agrégation une somme pondérée : ) (cf. Définition 1.5, page 15).
L’agrégation des criteres par une somme pondérée implique que les criteres respectent la propriété
d’indépendance préférentielle (cf. Définition 1.13 et Exemple 1.2).

Définition 1.13. Indépendance préférentielle [ ]

Soient y¢, y? € &P des vecteurs d’utilités et A, B C P deux ensembles de critéres t.q. A|JB = P et
AN B = 0. On note (y4, y%) le vecteur composé des utilités y;, pour chaque critére k € A et des utilités
yg pour chaque critere k € B.

La relation de préférence = pyy vérifie I'indépendance préférentielle s.s.i. Vy¢, y® € &P, VA C P :

By € &, (WY a) o (U Upa) = V! € €, (W yhy ) Sour (U )

Selon Bouyssou et Pirlot [ ], une fonction d’utilité construite dans le cadre MCDA doit véri-
fier 'indépendance préférentielle, i.e. la relation de préférence induite par la fonction d’utilité vérifie
I’'indépendance préférentielle. Il existe néanmoins de nombreuses applications dans le cadre MCDA qui

n’utilisent pas cette hypothese [ ]. Lexemple 1.2 illustre les limites de 1’indépendance préféren-
tielle.
Exemple 1.2. Limites de I’indépendance préférentielle [ ].

Un directeur pédagogique souhaite construire une fonction d’utilité U afin de sélectionner les meilleurs
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étudiants qui postulent pour un cursus en management. Les étudiants sont évalués sur 3 matiéres, math-
ématiques, statistiques et langues. Les évaluations des étudiants sur les 3 matieres sont données sur une
échelle de 1 a 10.

Les postulants ont généralement un bagage scientifique important, alors, pour le directeur les mathéma-
tiques et les statistiques sont importantes comparées aux langues. Néanmoins il ne souhaite pas favoriser
les étudiants avec un bagage scientifique important et des manquements importants en langage. De plus,
les mathématiques et les statistiques sont considérées comme étant redondantes puisque habituellement
un étudiant bon en statistiques est aussi bon en mathématiques et inversement. Par conséquent, pour des
étudiants bons en mathématiques le directeur préféra un étudiant bon en langues a un étudiant bon en
statistiques.

Considérons I’ étudiant x° :

mathématiques  statistiques langues
étudiant x° 16 13 7

L’étudiant x® est fortement pénalisé par ses faibles performances en langues. Ainsi le directeur préfere
un éleve moins bon en statistiques mais meilleur en langues. Le décideur préfere donc I’ étudiant suivant :

mathématiques  statistiques langues
étudiant z° 16 11 9

Ainsi le directeur préfere x° a x® : x® =py x% Considérons maintenant des étudiants mauvais en

mathématiques. Dans ce cas, comme les postulants sont supposés avoir un bagage scientifique important,
un étudiant bon en statistiques est préféré a un étudiant bon en langues. Soient x¢, 2% deux étudiants
mauvais en mathématiques :

mathématiques  statistiques langues
étudiant x° 6 13 7
étudiant z? 6 11 9

Considérons les arguments donnés précédemment alors x€ est préféré a x® (x° >=py x%), malgré les
faibles performances de x en langues. Soit un vecteur de poids X\ = (A1, A2, X3) € RE avec Ay le poids
des mathématiques, A2 le poids des statistiques et \s le poids des langues. p) est la somme pondérée
définie par le vecteur de poids \ qui aggrége les notes des éleves en une note globale (i.e. un critere
unique de synthese).

On cherche alors a construire une somme pondérée @) respectant les préférences du directeur. Le di-
recteur préfere Iéleve x° a Uéleve x® alors px((16,13,7)) < ¢A((16,11,9)), ce implique que les
langues sont plus importantes que les statistiques, i.e. \3 > Xo. Le directeur préfére I’éléve x© a I’éleve
x% alors ©((6,11,9)) < px((6,13,7)), ce implique que les statistiques sont plus importantes que les
langues, i.e. Ao > As. Alors n’existe alors pas de vecteur de poids \ € Rﬁ tel que la somme pondérée @)
respecte les préférences du directeur : px((16,13,7)) < ©x((16,11,9)) et p»((6,11,9)) < ©r((6,13,7)).
De telles préférences sont un exemple typique d’interaction entre le critere de mathématiques et le critere
de statistiques.

De plus si I’aide a la décision est prise dans un cadre large, englobant certaines méthodes d’optimi-
sation robuste [ ] ou d’intelligence artificielle [ ], alors I’'indépendance préférentielle n’est pas
vérifiée de maniere générale.

Dans la littérature MCDA on trouve trois comportements pour agréger les criteéres :
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e Pondération des criteres : pour le décideur les critéres ont une importance différente les uns des autres.
La pondération peut se faire a 1’aide d’une somme pondérée ou une moyenne arithmétique pondérée.

o Complémentarité des criteres : pour le décideur il existe une synergie entre les criteres. Ainsi il préfere
une alternative moyenne sur tous les criteres (équilibrée) plutdt qu’une alternative bonne sur certains
criteres mais mauvaise sur les autres. La complémentarité peut se modéliser avec la fonction min
ou la norme de Tchebychev (avec y* = y” le point nadir) (cf. §1.1.2.3, page 16). La notion de
complémentarité entre les criteres peut étre associée avec la notion d’interaction positive entre les
criteres et la notion de compromis. Dans 1’exemple 1.2 les criteres mathématiques et langues sont
complémentaire de méme que les criteres statistiques et langues.

o Substituabilité des criteres : pour le décideur les criteres peuvent se compenser, ainsi il préfere une
alternative bonne sur un seul critére et mauvaise sur les autres a une alternative moyenne sur tous les
criteres. La substituabilité peut se modéliser a I’aide d’une fonction max, d’'une norme de Tchebychev
(avec y* = y! le point idéal) et d’une norme euclidienne (cf. §1.1.2.3, page 16). On associe 2 la notion
d’interaction négative avec la notion de substituabilité. Dans I’exemple 1.2 les critéres mathématiques
et statistiques sont substituables.

Certaines fonctions d’agrégation permettent de modéliser plusieurs décisions habituelles simultanément.
La fonction Ordered Weighted Averaging OWA (cf. Définition 1.14) permet de modéliser la complé-
mentarité et la substituabilité en méme temps (cf. Figure 1.12) L’intégrale de Choquet (cf. §1.2.5, de
la présente page) permet de modéliser la pondération, la complémentarité et la substituabilité en méme
temps (cf. Figure 1.13).

Définition 1.14. Fonction OWA | , ].
Pour un point y € &P représentant une alternative, la fonction OWA W' : &P — € avec o € Rﬁ un
vecteur de poids est définie par :

v (y) = Z o X Y(k)
kepP

avec (.) une permutation telle que y(1y < -+ < y(p).

Définition 1.15. Fonction d’aggrégation concave ou convexe ou linéaire
Soit U : £P — £ une fonction d’aggrégation :

o U est convexe s.s.i. Yy®,y? € EP et VA € [0,1] :

Uy + (1 =2 < AU + (1= 2.0
o U est concave s.s.i. Yy®,y® € P et VA € [0,1] :

UAy* + (1= A)y) > AU + (1= N).U )
o U est linéaire s.s.i. Vy®,y® € P et Y\ € [0,1] :

UMy 4+ (1 =N ) =AU+ (1 —N).U@H)

Dans le cadre de la maximisation d’une fonction d’agrégation V, si V' est concave alors aucune
interaction négative n’est modélisée, si V' est convexe alors aucune interaction positive n’est modélisée,
Dans le cadre de la minimisation d’une fonction d’agrégation V', si V' est concave alors aucune interaction
positive n’est modélisée, si V' est convexe alors aucune interaction négative n’est modélisée. Dans tous
les cas une fonction d’agrégation V' linéaire ne modélise aucune interaction positive ou négative.
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Figure 1.12 — Minimisation d’une fonc-
1 > A 3 owa 1
tion d’agrégation OWA (02,0.8)" Le trait
en gras représente la courbe de niveau de
la fonction owa. Les étoiles (%) représen-

tent les points des solutions du probleme.

AR2

Figure 1.13 — Minimisation d’une inté-
grale de Choquet C), : p({1}) = 0.5,
p({2}) = 0.9, u({1,2}) = 1. Le trait
en gras représente la courbe de niveau
de I'intégrale de Choquet. Les étoiles (x)
représentent les points des solutions du

probleme.

1.2.5 Intégrale de Choquet

Lintégrale de Choquet est un outil mathématique défini par Choquet [ ]. Elle est utilisée dans
le cadre de la logique floue [ s , ] et dans le cadre de 1’aide a la décision multi-critere
[ , ]. Grabisch [ ] propose une extension de MAUT ol l'intégrale de Choquet est util-
isée comme fonction d’agrégation (cf. Figure 1.13, page ci-contre). L’intégrale de Choquet permet de
modéliser la pondération, la complémentarité et la substituabilité de chaque ensemble de criteres. Elle
est définie a 1’aide d’une fonction de capacité | ] aussi appelée mesure floue [ ]. La fonction
de capacité p (cf. Définition 1.16, de la présente page) est une généralisation de 1’idée de poids sur les
criteres utilisé dans la somme pondérée (A, k& € P), telle qu’un poids est non seulement défini pour
chaque critére mais aussi pour chaque ensemble de criteres. Ainsi pour un ensemble de criteres A C P,
1(A) donne le poids de 1’ensemble des critéres A. On définit I’ensemble des ensembles de criteres par
P ={A: AC P}, ie. I'ensemble des parties de P.

Définition 1.16. Fonction de capacité [ 1.

Une fonction de capacité i : B(P) — [0, 1] est une fonction d’ensemble satisfaisant :
(i) u(0) =0, u(P) =1 (la fonction de capacité est normalisée) ;
(ii)) VA, B C P, A C B=u(A) < u(B) (la fonction de capacité est croissante).

Par souci de simplicité p(k) désigne le poids du critere k € P : u(k) = p({k}). Pour un vecteur
d’utilités y € RE 'intégrale de Choquet est définie comme la somme pondérée des composantes ordon-
nées du vecteur y. La pondération de chaque composante ;. du vecteur y est définie par rapport a 1’ordre
des composantes.

Définition 1.17. Intégrale de Choquet [ 1.
Soit jv une fonction de capacité définie sur P. L’intégrale de Choquet C,, : §P — £ C Ry, d’une alter-
native y € (2 est définie ainsi :
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Figure 1.14 — Représentation d’une intégrale
de Choquet C),. La surface en couleur est égale
a la valeur de I’intégrale de Choquet pour le
vecteur d’attributs (5,20, 12,16) selon I’ex-
pression (1.7) : Cy((5,20,12,16)) = 1.0 x
(5—-0)4+0.9x (12—-5)4+0.5 x (16 — 12) +
0.25 x (20 — 16). Chaque couleur représente
une partie de cette somme.

(1.0-0.9) x5

(0.9 —0.5) x 12
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(0.5 —0.25) x 16
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Figure 1.15 — Représentation d’une intégrale
de Choquet C),. La surface en couleur est égale
a la valeur de I’intégrale de Choquet pour le
vecteur d’attributs (5,20, 12,16) selon I’ex-
pression (1.6) : C,((5,20,12,16)) = (1.0 —
0.9)x5+(0.9-0.5) x 12+ (0.5—0.25) x 16+
(0.25 — 0.0) x 20. Chaque couleur représente
une partie cette somme.

Cu(y) = 2 h 1[0 (Yiky) = 11(Yirg1))] X Yy (1.6)

avec (.) est une fonction de permutation telle que y(1y < - -+ < y(p), Yy = {(k), ..., ()} et Y1) = 0.
Une autre expression de l'intégrale de Choquet est :

Couly) = 3y 1Y) > vy — Y1) (1.7)
avec y(gy = 0.

Les deux expressions de I’intégrale de Choquet, définies par les équations (1.6) et (1.7), sont illustrées
par les figures 1.15 et 1.14 respectivement. Comme le montre ces figures, pour toute alternative y € €2
ces deux expressions sont strictement équivalentes.

L’intégrale de Choquet généralise la plupart des fonctions d’agrégation utilisées en MCDA [GP99],
min,max,somme pondérée, OWA (cf. §1.1.2, page 14). Comme I'intégrale de Choquet peut modéliser
une fonction max ou min alors elle peut étre convexe ou concave (cf. Définition 1.15, page précédente)
selon la fonction de capacité .

Exemple 1.3. Intégrale de Choquet et indépendance préférentielle.

Suite de I’exemple 1.2. 1l existe au moins une intégrale de Choquet C,, qui permet de modéliser fidele-
ment les préférences du directeur pédagogique. Cette intégrale de Choquet est définie par la fonction
de capacité p telle que : u(0) = 0, pn({1}) = 0.5, p({2}) = 0.5, u({3}) = 0.2, u({1,2}) = 0.6,
w({1,3}) = 0.8, u({2,3}) = 0.8, u({1,2,3}) = 1. Cette intégrale de Choquet modélise non seulement
une pondération entre les objectifs comme la somme pondérée ) mais aussi une substituabilité entre le
critere de mathématiques et le critere de statistiques.
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Le directeur préfere I’éléve x® a I'éleve x° alors C,,((16,13,7)) < C,,((16,11,9)), ce qui est vérifié par
I'inéquation suivante : C,,((16,13,7)) =7 x 0.4+ 13 x 0.1 + 16 x 0.5 = 12.1 < C,,((16,11,9)) =
9% 0.4+ 11 x 0.1+ 16 x 0.5 = 12.7 Le directeur préfere I'éleve x¢ a I’éléve x@ alors C,,((6,11,9)) <
C,((6,13,7)), ce qui est vérifié par I'inéquation suivante : C,,((6,11,9)) = 9.4 < C,((6,13,7)) =9.8
L’intégrale de Choquet C|, modélise donc bien fidélement les préférences du directeur contrairement a
n’importe quelle somme pondérée .

Définition 1.18. Cas particuliers de I’intégrale de Choquet [ ].

L’intégrale de Choquet C\, définit une somme pondérée quand la fonction de capacité y est additive :

VA C P, (A) = 3 e (k).

o L’intégrale de Choquet C,, définie une fonction OWA quand la fonction de capacité p est symétrique :
VA,B€ P, |A| = |B| & u(4) = u(B),

de plus si n(A) = 0,VA C P alors C,, définit une fonction min et si i(A) = 1,YA C P alors C),
définit une fonction max.

e L’intégrale de Choquet C,, est dite convexe quand la fonction de capacité i est submodulaire. j1 est
submodulaire s.s.i. :

VA, B C P, w(A| JB) + u(A[)B) < u(A) + u(B).

o L’intégrale de Choquet C,, est dite concave quand la fonction de capacité p est supermodulaire. p est
supermodulaire s.5.1. :

VA, B C P, w(A| JB) + u(A[)B) = u(A) + u(B).

Il existe différents états de I’art sur I’intégrale de Choquet [ , R s ].

1.2.5.1 Autres représentations de I’intégrale de Choquet

En utilisant une fonction d’ensemble autre que la fonction de capacité il est possible de représenter
différemment 1’intégrale de Choquet [ , 1. La fonction de Mdbius m : 3 — R est une de
ces fonctions d’ensemble.

Définition 1.19. Représentation de Mobius [ , ].

e La transformation de Mobius m : B(P) — R de la fonction de capacité p est une fonction d’ensemble
définie par :
m(4) = Y pca(-)"Vu(B), vACP

La transformation peut étre inversée et |1 peut étre retrouvé depuis mpar : i(A) =3 pc am(B), VA C
P, B

e Une fonction d’ensemble m : \B(P) — R est la transformation de Mobius d’une fonction de capacité
si et seulement si :
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(i) m(0) =0, > 4cpm(A) =1;
(ii) > pcapy M(BU{k}) = 0,VA C P,Vk € A.

o Soit m la transformation de Mobius d’une fonction de capacité p. Vy € &P, avec £ C R, la représen-
tation de Mobius Cy, de ’intégrale de Choquet C,, est donnée par :

Cnly) = ZAgB m(A) X minge yg

Lindice de Shapley [ ] défini I'importance qu'une fonction de capacité . attribue a chaque
critére. Ainsi I’importance d’un critere n’est pas seulement déterminée par son poids seul p(k) mais
aussi par le poids 1(A) de tous les ensembles de criteres A C P contenant k, k € A.

Définition 1.20. Indice de Shapley [ ]
Soit p une fonction de capacité. Pour un critére k € P I'indice de Shapley ¢y (u) est défini par :

k(1) = X ac pypy EEEAL (A U{RY) — p(A)]

Lindice d’interaction généralise I'indice de Shapley au-dela d’un seul critere [ ]. Grace aux
indices de Shapley et aux indices d’interaction il est possible de donner une autre représentation de
Iintégrale de Choquet [ ].

1.2.5.2 Construction d’un modele de préférence basé sur I’intégrale de Choquet

A notre connaissance il existe deux logiciels : MYRIAD [ s ] et KAPPALAB [ ] pour
construire, dans le cadre MCDA, une fonction de capacité . et donc I'intégrale de Choquet C, correspon-
dante. Pour construire la fonction de capacité, ces méthodes résolvent un probleme d’optimisation avec
des contraintes linéaires (telle le probleme 1.5, page 29) défini a partir de I’information préférentielle du
décideur. L’intégrale de Choquet est une fonction plus riche que la plupart des fonctions d’agrégation
habituellement utilisées dans le cadre MAUT. Ainsi la construction d’une intégrale de Choquet a partir
d’information préférentielle provoque moins d’incohérences (cf. §1.2.3.3, page 29) que les autres fonc-
tions d’agrégation telle que la somme pondérée. Des incohérences peuvent néanmoins exister [ 1.
En contrepartie de la richesse de I’intégrale de Choquet, la définition précise d’une fonction de capacité
demande plus d’information préférentielle de la part du décideur qu'une somme pondérée par exemple. Il
est aussi plus difficile de construire les fonctions d’utilité partielles d’un modele MAUT quand ’intégrale

de Choquet est utilisée comme fonction d’agrégation [ ], car on ne suppose pas 1’indépendance
préférentielle.
Pour finir notons I’existence d’intégrales de Choquet bi-polaire [ ]. Ces intégrales de Choquet

utilisent deux fonctions de capacité afin de modéliser plus fidelement les préférences du décideur en
différenciant le cas ou le décideur trouve une alternative bonne et celui ou il trouve une alternative
mauvaise. Le décideur doit fournir plus d’informations préférentielles pour determiner une intégrale
de Choquet qu’un intégrale de Choquet bipolaire [ ]. Notons aussi I’existence des fonctions de
capacité K-additive | ] ou seules les interactions avec moins de k critéres sont modélisées. La
transformation de Mobius m de la fonction de capacité p K-additive vérifie VA C P, |[A] > k =
m(A) = 0. Les intégrales de Choquet basées sur des fonctions de capacité K -additives sont moins
riches que I’intégrale de Choquet usuelle, mais permettent un compromis entre richesse, difficulté de
construction et interprétation du modele de préférence.
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1.2.6 Paradigme de I’optimisation et aide a la décision multi-critere

Le cadre de nos travaux est I’optimisation ol 1’on considére que chaque attribut correspond a un
objectif. Ainsi chaque attribut k¥ € P (défini sur 21;) est naturellement ordonné de fagon croissante ou
décroissante par rapport aux préférences du décideur. Un attribut correspond donc a un objectif avec
un sens d’optimisation : maximisation ou minimisation. On va par exemple naturellement chercher a
minimiser un attribut de cofit et 2 maximiser un attribut de qualité. Ainsi dans le cadre de la problématique
du choix le probleme de décision peut étre considéré comme un probleme d’optimisation (cf. §1.1.2.4,
page 18).

On consideére que pour chaque attribut £ € P la fonction d’utilité partielle uy est croissante si
I’attribut £ doit étre minimisé et uy, est décroissante si I’ attribut £ doit étre maximisé. Ainsi chaque critére
k € P (i.e. ’association de I’attribut £ et de uy) doit &tre minimisé. De plus la fonction d’agrégation
V est croissante (cf. Définition 1.9, page 18). Ainsi la fonction d’utilité U est aussi croissante et donc
vérifie la dominance de Pareto. La fonction d’utilité U doit étre minimisée.

1.3 Articulation entre un algorithme d’optimisation combinatoire multi-
objectif et une méthode d’aide a la décision multi-critere

Le domaine de recherche de I’optimisation combinatoire multi-objectif (MOCO) et le domaine de
recherche 1’aide a la décision multi-critére (MCDA) ont été présentés dans les sections §1.2 et §1.1 respec-
tivement. La problématique de cette these se situe a la conjonction de ces deux domaines. On considere
un probleme de décision multi-critere ou I’ensemble des alternatives est défini en compréhension par un
probleme d’optimisation combinatoire multi-objectif. Alors une méthode de résolution MOCO doit est
utilisée en association avec une méthode MCDA.

Afin d’obtenir un socle commun aux définitions MCDA et MOCO, nous utilisons des notations iden-
tiques pour ces deux domaines. Ainsi une solution correspond a une alternative, on emploie le terme
de solution par la suite. L’ensemble des alternatives X est I’ensemble des solutions X. Sans perte de
généralité I'ensemble © = Q; x -+ x €, est défini comme I’ensemble R? (ou RY). On considere que
le modele de préférence est une fonction d’utilité respectant le paradigme de 1’optimisation (cf. §1.2.6,
page ci-contre).

Considérons que la phase de structuration multi-attribut du probleme MCDA est déja réalisée (cf.
§1.2, page 22) : les attributs sont définis ainsi que le probléme d’ optimisation combinatoire multi-objectif
définissant I’ensemble des alternatives en compréhension. Le probleme de décision consiste a : (a) con-
struire un modele de préférence, (b) résoudre le probleme d’optimisation combinatoire multi-objectif.
L’ordre selon lequel se déroule ces deux phases permet de catégoriser les méthodes d’articulation entre
un algorithme MOCO et une méthode MCDA en trois méthodologies différentes [ ]. Une méthode
a posteriori détermine le modele de préférence a posteriori de la résolution du probleme MOCO. Une
méthode a priori détermine le modele de préférence a priori de la résolution du probléme MOCO. Durant
la résolution du probleme MOCO le modele de préférence est exploité afin construire le plus directement
possible la solution préférée. Une méthode interactive détermine le modele de préférence et résout le
probléme MOCO de maniere simultanée. La figure 1.16 illustre ces trois différentes méthodologies qui
sont présentées plus en détail dans la suite de cette section.
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Figure 1.16 — Articulation d’un algorithme MOCO et d’une méthode d’aide a la décision multi-critere.
Les trois méthodologies a posteriori (a), a priori (b) et interactive (c) sont représentées.

1.3.1 Méthodes a posteriori

La méthodologie a posteriori consiste a, dans un premier temps calculer un ensemble complet de
solutions efficaces F/(X) (ou une approximation E(X ), cf. §1.1.3), puis dans un deuxieéme temps d’u-
tiliser une méthode d’aide a la décision multi-critére pour sélectionner une solution préférée de F(X).
Cette méthode peut étre basée sur une représentation graphique des solutions efficaces ou sur la construc-
tion d’un modele de préférence sur I’ensemble E(X). Un exemple d’application de la méthodologie a
posteriori dans le cadre de la conception d’un avion est donné par Chiba et al [ 1.

Dans la méthodologie a posteriori, n’importe quelle méthode MCDA peut étre utilisée avec n’im-
porte quel algorithme MOCO qui calcule un ensemble complet de solutions efficaces. Par exemple on
peut générer les solutions efficaces de fagon approché avec un algorithme a garantie de performance puis
utiliser une méthode de surclassement pour sélectionner une solution préférée. Le modele de préférence
étant alors construit “sur mesure” pour I’instance du probléme considéré. Un des avantages de la méthodolo-
gie a posteriori est que la méthode MCDA et 1’algorithme MOCO peuvent étre développés séparément.

1.3.2 Meéthodes interactives

La méthodologie interactive propose de résoudre le probleme d’optimisation (combinatoire) multi-
objectif et le probleme d’aide a la décision multi-critere de maniere simultané. Une méthode interactive
est présentée habituellement comme une procédure itérative en deux étapes [ ]1:

1. I’étape de calcul : considérant I’information préférentielle connue (ou un modele de préférence
partiellement déterminé), des solutions du probleme sont construites. Ces solutions dites de référence
peuvent étre des solutions efficaces.

2. I’étape de dialogue : le décideur réagit aux solutions de référence, de I'information préférentielle
est alors recueillie ce qui permet d’orienter la recherche vers des nouvelles solutions de référence
et de faire progresser la détermination du modele de préférence.

(a)

(b)

(©
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En général les méthodes interactives permettent avant tout au décideur d’explorer I’ensemble des
solutions efficaces plutdt que de construire un modele de préférence. Ainsi le modele de préférence est
généralement trés incomplet méme a la fin de la procédure. En revanche, ce modele incomplet suffit a
identifier rapidement une solution préférée de maniere a minimiser le nombre d’itération et donc le temps
nécessaire a I’élicitation des préférences. Pour cette raison, en général, le modele de préférence ne peut
pas étre réutilisé pour d’autres instances du probléme MOCO.

Les méthodes interactives ont suscitées un grand intérét durant les années 70 et 80 [ ] et
connaissent a I’heure actuel un important regain d’intérét pour leur utilisation en collaboration avec des
métaheuristiques [ , R R ]. Parmi la littérature on note : la méthode
STEM [ ] qui est une des premieres méthodes interactives de la littérature ; une méthode inter-
active basée sur la méthode UTA (cf. §1.2.3.3, page 29) [ ]; des méthodes interactives basées sur
la méthode GRIP [ , 1; un état de I’art [ 1; plusieurs méthodes interactives basées
sur la norme de Tchebychev (cf. Définition 1.8, page 17) [ , , ]. Un exemple d’applica-
tion de la méthodologie interactive pour choisir des contremesures apres un accident nucléaire est donné
par Perny et Vanderpooten [ 1.

1l existe dans la littérature plus d’une dizaine de méthodes interactives pour des problemes de plus
court chemin multi-objectif. Ces méthodes permettent, entre autre, de résoudre des problemes de trans-
port [ ], de planification [ ] et de recherche de solutions de compromis [ , ,

1.

1.3.3 Méthodes a priori

La méthodologie a priori consiste a, dans un premier temps déterminer un modele de préférence a
I’aide d’une méthode MCDA, puis dans un deuxiéme temps construire une solution préférée (ou optimale)
selon ce modele de préférence a I’aide d’une méthode de résolution MOCO.

Dans le cadre de la méthodologie a priori, le modele de préférence est déterminé sans connaitre les
solutions de I'instance du probleme MOCO que 1’on souhaite résoudre. Le modele de préférence peut
par exemple étre déterminé avec de 1’information préférentielle obtenue par rapport aux solutions d’une
instance similaire de ce probleme MOCO. Contrairement & une méthode interactive ou une méthode a
posteriori, le modele de préférence utilisé dans une méthode a priori doit nécessairement &tre défini de
maniere précise, car le décideur ne peut pas intervenir apres la résolution du probleéme MOCO.

L’utilisation d’une méthodologie interactive ou a posteriori implique I’intervention d’un décideur
a posteriori ou durant la résolution du probleme MOCO considéré. Alors ces deux méthodologies ne
peuvent s’ appliquer qu’a des problemes de décision suffisamment importants pour que le décideur puisse
consacrer du temps a leurs résolutions. Si il est 1égitime de demander a un décideur de dépenser du temps
pour exprimer ses préférences concernant la conception d’un avion [ ], il est moins légitime de lui
demander de dépenser du temps pour exprimer ses préférences pour choisir le chemin emprunté par une
voiture dans un réseau routier [ ]. Soit une instance d’un probleme MOCO pour lequel un modele
préférence est connu, une méthode a priori peut alors étre appliquée pour résoudre cette instance sans
Iintervention du décideur. On peut alors parler de décision automatique.

La plupart des méthodes MCDA peuvent étre utilisées pour construire le modele de préférence dans
une méthode a priori : par exemple une méthode de surclassement [ ] ou une méthode a critere
unique de synthese [ ]. L’algorithme MOCO utilisé doit permettre de construire une solution opti-
male selon le modele de préférence. Pour cela I’algorithme MOCO doit étre capable de prendre en compte
le modele de préférence durant la résolution du probleme MOCO. Contrairement aux algorithmes MOCO
pour le calcul de I’ensemble des solutions efficaces pour lesquels il existe une littérature abondante
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depuis les années 70, ce n’est que récemment que de nombreux algorithmes MOCO prenant en compte
un modele de préférences ont été proposés dans la littérature. Ces algorithmes sont en général basés sur
des algorithmes pour le calcul de I’ensemble des solutions efficaces (cf. Sections 1.1.4 et 1.1.3) auxquels
des heuristiques, des regles de coupe ou des bornes ont été ajoutées afin de réduire les temps de calcul.
Il peut s’agir d’algorithmes exacts ou d’algorithmes approchés. 1.1.4

Concernant les méthodes approchées on cite les travaux de Branke et Deb [ ] qui proposent de
prendre en compte une pondération des criteres dans un algorithme génétique. Fernandez et al [ ]
proposent d’utiliser un modele de préférence déterminé a 1’aide d’une méthode de surclassement dans
un algorithme génétique. Saad et al [ ] proposent d’agréger les objectifs avec une intégrale de
Choquet dans un algorithme génétique.

Concernant les méthodes exactes, différents types d’algorithmes pour les problémes MOCO ont été
adaptés pour prendre en compte un modele de préférence. Lehuédé et al [ , , ]
proposent d’optimiser une fonction d’utilit¢ MAUT composée de fonctions d’utilité partielles linéaires par
morceaux et d’une intégrale de Choquet dans un algorithme de programmation par contraintes. Junker
[ ] propose de prendre en compte un préordre dans un algorithme de programmation par contraintes.
Perny et Spanjaard [ ] proposent des algorithmes pour prendre en compte un préordre quelconque
dans un probléme d’arbre couvrant multi-objectif. Pour ce méme probléme Galand et al [ ] pro-
posent un algorithme de séparation et évaluation (B&B) minimisant une fonction d’utilit¢ composée
d’une intégrale de Choquet concave et d’une fonction d’utilité partielle convexe (Ia méme fonction d’u-
tilité partielle est appliquée a tous les criteres). Galand et al [ ] proposent pour le probléme de
sac a dos multi-objectif un algorithme de séparation et évaluation maximisant une intégrale de Choquet
convexe. Dans la littérature il existe aussi plusieurs algorithmes d’étiquetage qui exploitent un modele
de préférence pour le probleme de plus court chemin multi-objectif. Ces algorithmes sont présentés en
détail dans la section 2.4.1.

1.4 Problématique

Nous avons présenté dans ce chapitre les domaines de 1’aide a la décision multi-critére (MCDA) et
de I’optimisation combinatoire multi-objectif (MOCO), ainsi que les méthodologies pour articuler un
algorithme MOCO avec une méthode d’aide a la décision multi-critere.

La méthodologie a priori, dans le cadre de la décision automatique, constitue une approche intéres-
sante pour la résolution de problemes multi-objectif pour lesquels il n’est pas possible de faire intervenir
le décideur pour la résolution de chacune des instances du probleme.

La mise en place d’'une méthode a priori pour un probleme dans le monde réel est liée a deux prob-
lématiques :

(1) la définition d’un modele de préférence adapté a ce probleéme,

(2) la proposition d’un algorithme capable, en un temps raisonnable, de construire une solution op-

timale selon ce modele de préférence.
La définition d’un modele de préférence (1) ne fait pas partie de la portée de cette theése. Pour cette
problématique de nombreuses méthodes proposées dans la littérature MCDA pour la construction d’un
modele de préférences (cf. §1.2.2.3, page 25) peuvent étre utilisées. La proposition d’algorithmes d’effi-
caces pour optimiser un modele de préférence (2) est la problématique qui nous intéresse dans cette theése.
Notons que les points (1) et (2) sont parfois contradictoires. Par exemple si le modele de préférence est
une somme pondérée alors il est possible de scalariser (cf. §1.1.2.2, page 15) le probléme MOCO. Alors
un algorithme mono-objectif peut étre utilisé pour résoudre la scalarisation de ce probléme en un temps
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raisonnable, du point de vue du (2) cet algorithme est tres satisfaisant. Par contre une somme pondérée
ne permet pas en général de modéliser les préférences du décideur de maniere satisfaisante (cf. Exem-
ples 1.1 et 1.2), ce qui du point de vue du (1) n’est pas satisfaisant. Afin de disposer d’un modele de
préférence, qui puisse s’adapter pour de nombreux problémes du monde réel, on s’intéresse a I’optimi-
sation d’un modele de préférence complexe. Par conséquent on suppose que le modele de préférence ne
permet pas de réduire le probléme MOCO en un probléme mono-objectif équivalent.

Quand aucune méthode efficace n’est connue pour prendre en compte le modele de préférence di-
rectement dans la résolution du probleme MOCO, des algorithmes MOCO construisant I’ensemble des so-
lutions efficaces (cf. §1.2, page 13) peuvent étre utilisés. A la suite de la construction de 1’ensemble des
solutions efficaces une solution préférée selon le modele de préférence est sélectionnée dans cet ensem-
ble. Par exemple, dans le cadre du routage dans les réseaux, I’algorithme RMC demande dans un premier
temps au décideur de définir des poids sur chacun des criteres. Ces poids permettent de déterminer une
norme de Tchebychev (cf. Définition 1.8, page 17) qui constitue alors le modele de préférence. Ensuite
I’ensemble maximal complet des solutions efficaces est construit par un algorithme d’étiquetage, puis
la solution optimale selon cette norme de Tchebychev est sélectionnée dans cet ensemble de solutions.
L’ algorithme RMC est détaillé dans la sous-section 4.6.3.2.

Le nombre de solutions efficaces pouvant étre exponentiel [ ], les temps de calcul pour un algo-
rithme construisant I’ensemble maximal complet des solutions efficaces peut €tre important (ce qui du
point de vue du (2) n’est pas satisfaisant). Pour cette raison il est nécessaire autant que possible de pren-
dre en compte le modele de préférences directement dans 1’algorithme MOCO afin d’éviter le calcul de
I’ensemble des solutions efficaces et ainsi réduire les temps de calcul. Un des challenges actuels de I’op-
timisation combinatoire multi-objectif [ ] est de proposer ce type d’algorithmes qui permettent
d’optimiser directement un modele de préférence. En effet relativement peu de travaux ont été réalisés
sur ce type d’algorithmes contrairement aux algorithmes permettant la construction d’un ensemble de
solutions efficaces [ ]. Des algorithmes efficaces pour optimiser un modele de préférence (i.e. avec
des temps de calcul proches de ceux d’algorithmes mono-objectif équivalents) permettrait (dans le cadre
de la décision automatique) de considérer 1’approche multi-critere pour des problemes pour lesquels
actuellement uniquement 1’approche mono-critére est considérée.

Le routage dans les réseaux internet (cf. §4.6, page 117) constitue un domaine d’application pour les
méthodes a priori. Pour router les paquets de données dans un réseau, chaque routeur résout des prob-
lémes de plus courts chemins. En général uniquement un objectif de colit est pris en compte pour calculer
ces chemins sur lesquels sont ensuite routés les paquets. Néanmoins pour le calcul de ces chemins il peut
étre intéressant de prendre en compte aussi des objectifs de qualité de service, par exemple la bande
passante maximale du chemin ou le délai de transmission du chemin. On parle alors de routage multi-
objectif. La prise en compte de plusieurs objectifs nécessite alors la définition d’un modele de préférence
permettant de différencier les solutions efficaces entres elles. Dans le cadre du probleme de routage dans
un réseau le décideur est I’administrateur de ce réseau. Comme chaque routeur construit et réactualise
régulierement ses plus courts chemins, il semble difficile de demander a 1I’administrateur du réseau de
participer de manieére interactive ou a posteriori a la résolution de chaque probléme de plus court chemin.
La méthodologie a priori semble alors étre la plus appropriée pour résoudre ce type de problemes. Le
routage par contraintes (cf. §4.6.3, page 121) constitue un exemple de méthodologie a priori appliquée au
routage (multi-objectif) dans les réseaux. Des contraintes sur les objectifs sont déterminées par 1’adminis-
trateur, elles sont définies par des bornes inférieures ou supérieures sur les objectifs. Ces contraintes sont
équivalentes a un modele de préférence : une solutions satisfaisant I’ensemble des contraintes est néces-
sairement préférée a une solution ne satisfaisant pas toutes les contraintes. Ainsi les solutions préférées
du probleme sont celles qui satisfont toutes ces contraintes. De nombreux algorithmes prenant en compte
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directement ces contraintes durant la résolution de probleme de plus court chemin multi-objectif ont été
proposés dans la littérature [ , ].

Les travaux de cette these se situent dans le cadre d’une méthodologie a priori basée sur un modele
de préférences défini comme une fonction d’utilité MAUT composée d’une intégrale de Choquet et de
fonctions d’utilité partielles linéaires par morceaux. Dans le chapitre 4.5 nous étudions 1’application
de cette méthodologie dans le cadre du routage dans les réseaux internet. Cette fonction d’utilité est
particulierement appropriée pour la représentation des préférences multi-critere. En effet cette fonction
d’utilité permet de modéliser la grande majorité des fonctions d’utilité utilisées en MCDA comme la
norme de Tchebychev ou les fonctions d’utilité construites par les méthodes UTA et MACBETH (cf. §1.2.3,
page 26). Elle permet de modéliser une commensurabilité entres les criteres et les trois comportements
usuels pour agréger les préférences : pondération, substituabilité et complémentarité entre les criteres
(cf. §1.2.4, page 30). Cette fonction d’utilité permet aussi de modéliser des contraintes sur les objectifs
ou de modéliser une préférence pour des solutions de compromis.

La problématique qui nous intéresse dans cette theése est de proposer des algorithmes efficaces pour
I’optimisation de cette fonction d’utilité dans des problémes de plus courts chemins multi-objectifs.
Compte tenu des possibilités de modélisation d’une telle fonction d’utilité, ces algorithmes peuvent étre
utilisés non seulement dans le cadre du routage dans les réseaux internet, mais aussi par exemple pour le
calcul de plus courts chemins multi-objectifs dans des réseaux routiers.

Il existe de nombreuses variantes du probleme de plus courts chemins multi-objectifs, dans cette
these différentes méthodes sont proposées pour ces différentes variantes. Parmi les différentes variantes
de ce probleme on cite le probleme de plus court chemin d’un nceud du graphe a un autre nceud du
graphe et le probleme de plus courts chemins d’un nceud du graphe a tous les autres nceuds du graphe.
Ces deux variantes correspondent a des problématiques de routage différentes (cf. §4.7.2, page 133).
Dans le chapitre 3 on propose des méthodes pour prendre en compte cette fonction d’utilité dans un
algorithme d’étiquetage pour le probleme de plus court chemin d’un nceud a un nceud avec des objectifs
additifs. Dans le chapitre 4 on propose des méthodes pour prendre en compte cette fonction d’utilité dans
un algorithme d’étiquetage pour le probleme de plus courts chemins d’un nceud a tous les nceuds avec
des objectifs additifs et bottleneck.



CHAPITRE 2

Le probleme de plus
court chemin
multi-objectif

Le probleme de plus court chemin multi-objectif (MOSP) est un des problémes d’optimisation com-
binatoire multi-objectif les plus étudiés [ ]. Le probléme MOSP consiste a calculer un (ou plusieurs)
chemin efficace dans un graphe modélisant par exemple un réseau de télécommunications. Ce prob-
Iéme est particulierement étudié dans le cadre du transport urbain [ , , ] et du routage
réseau [ , ]. Ainsi le routage de paquet de données, dans les réseaux de télécommunica-
tions, prenant en compte plusieurs métriques (objectifs), nécessite la résolution de problemes MOSP (cf.
Chapitre 4.5, page 117).

De nombreux méthodes exactes existent pour le probleme MOSP certaines de ces méthodes sont
efficaces (en temps de calcul et en espace mémoire) méme pour les instances de grandes tailles [ 1.
Deux algorithmes a garantie de performance ont été proposés dans la littérature, un algorithme [ ]
ne permet de résoudre que des instances particulieres (graphes acycliques), un autre [ ] est plus
lent a exécuter que les algorithmes exacts, voir [ ]. Des algorithmes génétiques sont proposés, pour
certains [ , ] les temps de calcul ne sont pas comparés avec des algorithmes exacts, pour un
autre [ ] les temps de calcul se révelent plus importants que pour un algorithme exact. Pour finir un
algorithme de colonie de fourmi [ ] est proposé, cet algorithme ne fonctionne que sur des instances
particulieres (graphes acycliques). Pour Miiller et Weihe [ ] il n’est pas nécessaire d’utiliser
des approximations afin de résoudre le probléeme MOSP en un temps raisonnable. En effet, ces auteurs
montrent que pour un grand nombre d’instances, le probleme MOSP (bi-objectif) n’est pas intractable

[ ]. Pour toutes ces raisons nous ne considérons que la résolution exacte du probleme MOSP.
Ce chapitre propose un état de I’art a la fois exhaustif et détaillé de la littérature MOSP, ce qui n’est pas
le cas des précédents états de 1’art de la littérature [ , , s , s , ].

Ce chapitre s’attarde particulierement sur les algorithmes d’étiquetage qui représentent une majorité des
algorithmes pour le probléme MOSP proposés dans la littérature. Ces algorithmes sont une généralisa-
tion au cas multi-objectif d’algorithmes usuels de résolution de probleéme de plus court chemin mono-
objectif : algorithmes de Dijkstra, de Bellman et A*. Nous proposons un algorithme d’étiquetage (cf.
Algorithme 2.1, page 51) générique pour le probleme MOSP, ensuite chaque algorithme d’étiquetage de
la littérature est défini comme une variante de cet algorithme générique.

La section 2.1 définit le probleme de plus court chemin multi-objectif. La section 2.2 présente les
algorithmes d’étiquetage permettant de construire un ensemble complet de solutions efficaces. La section
2.3 présente les méthodes spécifiques au multi-objectif (cf. §1.1.4, page 20) pour construire un ensemble
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complet de solutions efficaces. La section 2.4 présente les algorithmes capables d’exploiter un modele de
préférence pour construire directement une solution préférée. Ces algorithmes peuvent Etre utilisés dans
le cadre de méthodes a priori.

2.1 Le probleme de plus court chemin

Le probleme de plus court chemin consiste a construire un ou plusieurs plus courts (ou meilleurs)
chemins dans un graphe. Les graphes sont utilisés dans la littérature pour modéliser des réseaux de nature
diverse :

o des réseaux de transport [ ], des notions de précédence ou des contraintes en RO de transport.

e des réseaux de télécommunication [ ], une application des travaux réalisés pendant cette these
est proposée dans le cadre du routage dans les réseaux internet (cf. Chapitre 4.5, page 117).

e des réseaux génétiques, en bio-informatique.

Dans tous les domaines mentionnés ci-dessus, il existe de nombreuses applications utilisant des algo-
rithmes pour résoudre divers problemes de plus court chemin.

Un graphe est défini comme un ensemble de nceuds, et un ensemble d’arcs entre certaines paires
nceuds. Dans le cadre du probleme de plus court chemin, a chaque arc est associé un coiit, parfois une
performance.

Définition 2.1. Graphe [ ].
Un graphe G = (N, A, ¢) est défini tel que :
o N ={1,...,n} est 'ensemble des nceuds, n = |N| le nombre de nceeuds.

e A C N x N est’ensemble des arcs orientés. Chaque arc représente un lien entre deux neeuds.
e ¢ : A — RP est une fonction qui associe a chaque arc un vecteur de p valeurs réelles positives (colts).

Le graphe ne possede pas d’arc multiple, i.e. il n’existe pas deux arcs différents reliant la méme paire de
neeuds. Ainsi un arc a reliant deux neeuds i et j est défini tel que a = (i, 7).

Par mesure de simplicité on utilise la notation ¢(i, j) a la place de la notation ¢((i, j)), pour I’arc
entre des nceuds ¢, j € N. Les graphes non orientés peuvent étre considérés comme un sous-ensemble
des graphes orientés, ot pour chaque arc (i,5) € A il existe un arc (j,7) € A avec c(i,7) = c(J,1).
Sans perte de généralité nous considérons que les graphes sont orientés. Pour chaque nceud ¢ € N,
I'*(i) = {j : (i,j) € A} désigne son ensemble de nceuds successeurs et T~ (i) = {j : (j,i) € A}
désigne son ensemble de nceuds prédécesseurs. La densité d’un graphe est définie par le rapport entre
le nombre d’arc et le nombre de noeuds %. Un graphe est complet s.s.1. % = |N|. On considére que
le graphe ne possede pas d’arc multiple, ainsi chaque chemin est uniquement défini par sa séquence de
nceuds (cf. Définition 2.2, de la présente page).

Définition 2.2. Chemin [ ].

e Un chemin (ou route) r = (vi,va, ..., v4_1, V) est une séquence alternative de t neeuds (v, . ..,v; €
N)etdet—1arcs ((v1,v2),...,(vi—1,v) € A).

e Un sous-chemin 1’ de r est une sous-séquence de r telle que v’ = (vj, v 41,...,vq), avec 1 < 1 <
d<t.

e Le chemin nul r = (v1) contient un unique sommet (v1 € N) et aucun arc.
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e Uncheminr = (vy,...,v;) est un cycle si et seulement si vi = vy.

e Soit { ’opérateur binaire d’agrégation des chemins tel que :
</U17 s 7vt><><vt-‘rl7 L) Ul> = <Ula <oy Uty Ut 1, - - a/Ul>

Un graphe est dit acyclique si il n’existe aucun cycle dans le graphe. Habituellement on considere
qu’un algorithme de plus court chemin calcule des chemins entre un nceud source et un nceud puit,
néanmoins de nombreux algorithmes de plus court chemin permettent en réalité de calculer un chemin
optimal entre un nceud source et chaque nceud du graphe. Afin de catégoriser ces différents algorithmes
et de mettre en avant leurs différences, nous définissons plusieurs ensembles de chemins.

Définition 2.3. Ensembles de chemins [ ].
Soit un graphe G = (N, A, c) eti,j € N deux neeuds, on définit les ensembles de chemins suivants :

o R; ; est’ensemble des chemins du neeud i au nceud j.

Rie = U,,en Riw, est’ensemble des chemins du neeud i a n’importe quel nceud va € N.

Re; = leeN R, j est ’ensemble des chemins de n’importe quel neeud vi € N au neeud j.

Ree = U, en Bore = Uy,en Rew, est Uensemble des chemins de n’importe quel neeud vy € N a
n’importe quel nceud vo € N.

2.1.1 Le probleme de plus court chemin mono-objectif

Pour un graphe G = (N, A, ¢), considérant un nceud source s € N et un nceud puits t € N,
la résolution du probleme de plus court chemin (“shortest path”, SP) est un chemin de colt (ou de
longueur) minimal entre une source et un nceud puits. Le coflit d’un chemin est défini par la fonction
objectif z qui agrege les cofits des arcs composant le chemin. La fonction objectif z est associée avec un
opérateur binaire & : Ri — R (voir aussi [ 1), tel que le coiit du chemin r = (vy,...,v1) est
défini par z(r) = ¢(v1, v2) @ c(ve,v3) ® - -+ ® c(vy, V1) = Raerc(a). L opérateur binaire est associatif
(¥ @y")@y° =y @ (¥ @y°) : y* ¥ € Ry), commutatif (1 ®y" = y*@y*: 9%,y € Ry) et possede
un élément idempotent (Fy* € Ry t.q. y* ® y* = y?). Cette élément idempotent est 0 si I’opérateur
binaire ®j; = + est une addition et 1 si I’opérateur binaire ®; = X est une multiplication. Ainsi le colit
d’un chemin ne dépend pas de I’ordre des arcs dans la séquence définissant le chemin. Les fonctions
objectif peuvent étre une :

somme : z(r) = ) ., c(a), alors I’opérateur binaire est ’addition ® = +;

maximum : z(r) = maxue, ¢(a), alors I’opérateur binaire est le maximum ® = max ;

minimum : z(r) = min,e, c(a), alors I’opérateur binaire est le minimum ® = min ;

multiplication : z(r) = ], c(a), alors I’opérateur binaire est la multiplication ® = x.

Notons qu’une fonction objectif minimale doit €tre en générale maximisée contrairement aux autres
fonctions objectif. Un probléme SP avec comme objectif la maximisation d’un opérateur minimum peut
facilement €tre transformé en un probleme équivalent ot 1’objectif est de minimiser un opérateur max
[ ]. Ainsi ces deux objectifs sont équivalents, ils sont dits “bottleneck’.
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2.1.1.1 Différents problémes de plus court chemin

La résolution d’un probleme de plus court chemin peut désigner un chemin ou un ensemble de
chemins. Ainsi plutdt que de calculer un plus court chemin entre deux noeuds du graphe, le décideur peut
aussi vouloir calculer un plus court chemin entre un nceud et tous les autres nceuds. C’est pourquoi on
associe un probleme SP distinct a chaque ensemble de chemins R, ;, R o, [lee :

e le probleme SP R, ; de plus court chemin d’un nceud source s a un nceud puits ¢, la résolution de ce
probléme est un plus court chemin de s a ¢, une solution de ce probleme est un chemin r € R ; ;

e le probleme SP R, de plus court chemin d’un nceud source s a n’importe quel nceud j € NV, la
résolution de ce probleme est un ensemble de chemins contenant, pour tout nceud j € N, un plus
court chemin allant de s a j, une solution est un chemin r € R, ;

e le probleme SP I, o de plus court chemin de n’importe quel nceud ¢ € N a n’importe quel nceud
j € N, la résolution de ce probleme est un ensemble des chemins contenant, pour toute paire de
nceuds 4, j € N, un plus court chemin allant de 4 a j, une solution est un chemin 7 € IR .

Pour chacun de ces problemes il existe des algorithmes d’une complexité polynomiale. Pour le probleme
R, ; on peut utiliser I’algorithme A* [ ]. Pour le probleme de plus court chemin Ry, on peut
utiliser I’algorithme de Dijkstra [ ] ou I’algorithme de Bellman [ ]. Pour le probleme R, o On
peut utiliser I’algorithme de Roy-Floyd-Warshall [ ]. Ces trois algorithmes minimisent une fonction
objectif additive, Gondran et Minoux [ ] proposent des généralisations de ces algorithmes quand
I’ objectif est défini sur un semi-anneau (la fonction objectif est additive, multiplicative, maximum, mini-
mum ou autre). Le probleme %, o n’est pas considéré dans cette theése. On note que le probleme R, ; peut
étre résolu facilement en inversant le sens des arcs puis en utilisant un algorithme pour le probleme Ry ,.
Dans la pratique une telle modification du graphe ne nécessite pas de temps de calcul supplémentaire.

2.1.1.2 Algorithmes d’étiquetage

Les algorithmes de Dijkstra, de Bellman et A* sont considérés dans la littérature comme des algo-
rithmes d’étiquetage (ou “labeling”) [ ]. Les algorithmes d’étiquetage sont des algorithmes de pro-
grammation dynamique qui construisent le(s) chemins optimaux en associant a chaque chemin r € Ry ;
(avec i € N un nceud quelconque) un label (étiquette) £. On dit que le label £ est associé avec le nceud .
L’ensemble des labels représente une structure de donnée efficace pour stocker I’ensemble des chemins
Ry o. Les algorithmes d’étiquetage sont parmi les plus efficaces pour résoudre le probleme de plus court
chemin [ ]. Par mesure de simplicité on consideére que la fonction objectif est redéfinie pour les
labels telle que z(¢) = z(r). Ces algorithmes suivent le schéma suivant [ , ] : durant 1I’étape
d’initialisation un label ¢* associé au nceud source s, modélisant le chemin (s) et avec un cofit nul est
construit puis ajouté a la liste de labels a propager £ = {¢®}. Ensuite durant 1’étape de sélection un
label associé a un nceud ¢ € N est sélectionné et extrait de £. Durant I’étape de propagation ce label est
propagé vers chaque nceud adjacent j € I'"(4). Ainsi un nouveau label est créé a chaque nceud adjacent,
si ce label a un cofit moindre que le label déja associé au nceud adjacent alors ce dernier est supprimé et
le nouveau label est ajouté a £. Dans le cas contraire, si le nouveau label a un colit supérieur au label déja
associé au nceud adjacent, alors il est supprimé. Si ce nceud adjacent n’a jamais été associé a un label alors
le nouveau label est directement ajouté a £. L’étape de propagation est répétée jusqu’a ce que I’ensem-
ble £ soit vide. Notons que dans le cadre mono-objectif, a chaque itération de I’étape de propagation,
chaque nceud est associé avec au plus un label, ce qui n’est plus vrai dans le cadre multi-objectif. La plu-
part des algorithmes de plus court chemin proposés dans la littérature sont des algorithmes d’étiquetage
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[ ]. Ainsi la plupart des réseaux informatique reposent sur I'utilisation d’algorithmes d’étiquetage
(cf. Chapitre 4.5, page 117).

Les différents algorithmes d’étiquetage se distinguent par la structure de données utilisée pour stocker
les labels ainsi que la stratégie employée pour sélectionner un label a propager a chaque itération. Parmi
les algorithmes d’étiquetage, on différencie habituellement deux sous-familles d’algorithmes : les algo-
rithmes dits de “label setting” (LS) proposent de sélectionner le label de colit minimal a chaque itération
[ 1. Supposons que le label sélectionné soit associé a un nceud ¢ € IV, alors le chemin associé au la-
bel sélectionné est un plus court chemin de s a ¢. En effet les labels qui seront propagés a partir des labels
non encore propagé, auront un colit nécessairement plus élevé que leur label géniteur (car on considere
que le coit des arcs sont positifs, c(a) € R4, Va € A) et donc que les labels sélectionnés précédemment.
Ceci implique également qu’au maximum un label par nceud est propagé durant 1’exécution de I’algo-
rithme. Les algorithmes de LS se distinguent les uns des autres par la structure de données utilisée pour
stocker les labels de £. Les algorithmes qui ne peuvent pas étre considérés comme des algorithmes de
label-setting sont dit de “label correcting” (LC) [ 1. En effet les labels qui sont sélectionné dans les
algorithmes LC ne sont pas assurés d’€tre des plus courts chemins, ils doivent donc parfois &tre supprimés
(ou corrigés) plus tard dans I’exécution de I’algorithme. Les algorithmes de LC se différencient par la
stratégie employée pour sélectionner un label dans £ a chaque itération. L’algorithme de Dijkstra est un
algorithme de LS, I’algorithme de Bellman (une variante de la méthode originale [ 1) est un algo-
rithme de LC. Pour une étude complete des différents algorithmes d’étiquetage mono-objectif on réfere
al ; ]

Concernant 1’algorithme A*, il utilise une fonction ¢ : N — Ry qui donne une borne inférieure
pour chaque sommet ¢ € N de colt d’un chemin R; ;. I’évaluation d’un label est I’addition du cofit
du chemin associé au label avec la borne inférieure du sommet associé au label. A chaque itération, le
label qui a I’évaluation minimale est sélectionné. Si la fonction ¢ respecte certaines conditions alors au
maximum un label par nceud est propagé durant 1I’exécution de I’algorithme, alors I’algorithme est dit
de LS. L’algorithme A* est plus performant que 1’algorithme de Dijkstra ou 1’algorithme de Bellman
néanmoins, cet algorithme ne permet de résoudre qu’un sous-probleme R,;,t € N du probleme plus
général R, o résolu par les deux autres algorithmes.

2.1.1.3 Modélisation sous la forme de problemes d’optimisation en variables entiéres

Les problémes de plus court chemin peuvent &tre modélisés sous la forme de problemes d’optimisa-
tion en variables enticres avec des contraintes linéaires. Ainsi le probleme R, ; peut se modéliser de la
maniére suivante [ ]:

opt. z(x)
S.C. D jert(s) Tog — 2ojer—(s) Tis = 1 (a)
Do jer+() Tij — Xjer-i Tia =0  Vie N\{s,t} (b) (2.1)
jer+() Ttg — 2jer-) Tit = —1 (c)
zij € {0,1} v(i,j) € A

OuVi,j € N, z;; = 1silarc (7, 7) fait partie de la solution (chemin) et z; ; = 0 sinon. La contrainte
(a) implique que les chemins contiennent un arc sortant du nceud source. Les contraintes (b) impliquent
que les chemins contiennent, soit un arc entrant et un arc sortant, soit aucun arc sortant et aucun arc
entrant, pour chaque nceud (ni source, ni puits) du graphe. La contrainte (¢) implique que les chemins
contiennent un arc entrant du nceud puits. Le probleme de plus court chemin 2 o peut aussi étre modélisé



48 CHAPITRE 2 — Le probleme de plus court chemin multi-objectif

sous la forme d’un probléme d’optimisation en variables entieres [ ]:
opt. z(x)
s.C. Zjerﬂs) Ls,j — Zjel“*(s) Tjs =mn—1 (a) 2.2)
Zjef“"(i) Tij — Ejer—(i) ri; = —1 vie N\ {s} (b)
Tij € N4 V(Z,]) eA

OuVi,j € N, x; ; indique le nombre de solutions (chemins) qui contiennent I’arc (4, j). Le probleme 2.2
calcule un chemin optimal (R, ;) pour chaque nceud ¢ € N\ {s}. La contrainte (a) implique que n — 1
chemins optimaux contiennent un arc adjacent a s, i.e. n — 1 chemins “commencent” au nceud s. La
contrainte (b) implique qu’un chemin se “termine” a chaque nceud ¢ € N \ {s}. La résolution des prob-
lemes linéaires (2.2) et (2.1) avec un algorithme de simplex n’est pas efficace par rapport a la résolution
de problemes MOSP équivalents avec un algorithme d’étiquetage [ ]. Néanmoins, des résultats trés
récents sur le sujet [ ] montrent que pour I’optimisation de fonctions d’utilité convexes il pourrait
étre intéressant d’utiliser des algorithme de résolution de programme linéaire pour résoudre un probleme
de plus court chemin.

2.1.1.4 Variantes du probleme de plus court chemin

1l existe de nombreuses variantes du probleme de plus court chemin mono-objectif, tel que le prob-

léme de plus court chemin multi-modal [ ], le probléme de plus court chemin avec contraints
[ ] (cf. §4.6.3, page 121), le probleme de plus court chemin stochastique [ ], le probleme
de ranking [ , ].

2.1.2 Le probleme de plus court chemin multi-objectif (MOSP)

On trouve dans la littérature de nombreuses applications au probleme MOSP : dans le domaine du
transport [ , , , , , ], dans le domaine des télécommunications
[ s , s ] (cf. Chapitre 4.5, page 117), en planification de satellites [ ,

], dans le domaine militaire [ ] ou pour modéliser d’autres probléemes MOCO [ ].

2.1.2.1 Les notations multi-objectif

Le passage au multi-objectif implique que sur chaque objectif £ € P est défini une fonction de
colit ¢ : A — R, un opérateur binaire ®y, : Ri — R qui agrege les cofits, une fonction objectif zy, :
Re o — R . Toutes les fonctions objectif n’étant pas a minimiser alors par mesure de simplicité on définit
I'inégalité < telle <<= < sil’objectif k est a minimiser et <;<=>>> si|’objectif k est 2 maximiser. De
méme on définit les éléments neutres 01, . . ., 0, associ€s aux opérateurs binaires @1, ..., Qp : 0, Qpyr =
Yk, Vyr € R4. Pour un objectif £ € P : 0 = 0 si ®j est I'opérateur +; 0, = —oo (ou 0 si les cofits
sont définis sur R ) si ®j est 'opérateur max; 0 = 1 si ®; est 'opérateur X ; 0 = 400 si ®y, est
I’opérateur min. On note que aussi que la notion d’efficacité est définie telle qu’un chemin (ou solution)
r € R;jdunceud ¢ € N auj € N est dit efficace s.s.i. 7 est efficace par rapport a I’ensemble des
cheminsdeiaj: ' € R;jtq.r #retz(r) <p 2(r).

Un probléme MOSP est défini selon I’ensemble des solutions du probleme R, ou R et selon les
objectifs du probleme. Les objectifs sont notés tels que [ , ] :1-_ désigne [ fonctions ob-
jectif additives 2 minimiser ; /- min désigne [ fonctions objectif minimales a maximiser ; /- max désigne
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[ fonctions objectif maximales a minimiser; /- [[ désigne [ fonctions objectif multiplicatives 2 min-
imiser (chaque cofit sur ces objectifs est strictement positif) ; [-® désigne [ fonctions objectif définies par
I’opérateur ® dont le sens d’optimisation n’est pas défini ; Q- ) | désigne un nombre indéfini de fonctions
objectif additives & minimiser, méme chose pour Q- min, Q- max, Q- [] et Q-®. Par exemple le prob-
leme MOSP R, ; avec objectifs (- min 1- max est un probleme MOSP du nceud source s au nceud puits ¢
avec un nombre indéfini de fonctions objectif minimales a maximiser et une fonction objectif maximale
a minimiser.

2.1.2.2 Complexité du probleme MOSP

Le nombre de solutions efficaces est un élément déterminant de la difficulté d’un probléme MOSP
[ , , ]. Concernant le probleme R, ;, le nombre de solutions efficaces a été étudié
dans plusieurs articles (cf. §2.2.3, page 58). On note que le nombre de solutions efficaces du probleme
R o peut étre calculé a partir du nombre de solutions efficaces du probleme R, ; si ¢ a été choisit aléa-
toirement dans N. Hansen [ ] montre que la taille de I’ensemble maximal complet de solutions
efficaces d’un probleme R, [-Y (I > 2) est au pire exponentielle par rapport au nombre de nceuds.
Il en est de méme pour n’importe quel ensemble complet de solutions efficaces [ ]. Néanmoins en
pratique le nombre de solutions efficaces pour le probleme R, ; est en général assez faible par rapport
a d’autre probleme MOCO [ ]. Pour des instances non artificielles [ s , ] du
probleme 2- > le nombre de solutions efficaces est en général limité a une fraction du nombre de nceuds
du graphe |Ep(Rsy)| < %. Il en est de méme sur les instances artificielles 2- ) | générées aléatoire-
ment [ , , s ], a ’exception des instances de type grille [ , ]
qui possedent un nombre de solutions efficaces beaucoup plus important mais en général inférieur au
nombre de nceud. Plus les valeurs sur les objectifs sont corrélées plus le nombre de solutions efficaces
est petit, voir [ Jet[ ] qui utilisent des instances de transport urbain avec des valeurs sur les
objectifs qui sont corrélées de maniére tres différentes. Les rares expérimentations sur des instances 3-)
[ , ] montrent que le nombre de solutions efficaces augmentent de fagon trés importante
par rapport aux instances 2- ) .. Gandibleux et al [ ] montrent, sur des instances Q- > (- min
avec 2 ou 3 objectifs, que I'utilisation d’un objectif bottleneck a la place d’un objectif additif augmente
sensiblement le nombre de solutions efficaces Les résultats de Iori et al [ ] sur des instances 1-
> t-min (avec [ + ¢ > 4) confirment les résultats précédents : plus le nombre d’objectifs additifs et
surtout plus le nombre d’objectifs bottleneck est important plus le nombre de solutions efficaces est im-
portant. Ainsi sur certaines instances, le nombre de solutions efficaces est |Eys(Rs+)| = 25 X |N|. De
méme plus le graphe est dense plus le nombre de solutions efficaces est important. L’influence de la
densité semble légere dans le cas bi-objectif [ s ] mais tres forte avec plus de deux objectifs
[ , ]. Miiller et Weihe [ ] proposent une caractérisation des graphes dont le nombre
de solutions efficaces est polynomial par rapport au nombre de nceuds.

Le nombre de solutions efficaces pouvant augmenter de facon exponentielle par rapport au nombre
de nceuds alors la construction d’un ensemble complet de solutions efficaces du probleme MOSP I ; (et
par conséquent I, ,) est un probleme NP-difficile.

2.1.2.3 Etat de art

Concernant la résolution du probleme MOSP, différents états de I’art sont disponibles dans la littéra-
ture (cf. Table 2.1, page suivante). Current et Min [ ] proposent une classification de 1’ensemble
des algorithmes de résolution du probleme MOSP. Une actualisation de 1’article précédent est proposée
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Auteur Type d’état de I’art Type de méthodes | citation
Current et Min 1986 classification — [ ]
Current et Marsh 1993 classification — [ ]
Huarng et al 1996 comparaison temps de calcul exacte, F'(X) [ ]
Skriver 2000 analyse exacte, F(X) [ ]
Ehrgott et Gandibleux 2002 classification — [ ]
Tarapata 2007 classification — [ ]
Climaco et Pascoal 2010 classification exacte [ ]

Table 2.1 — Etats de I’art sur le probleme MOSP, “exact” signifie que 1’état de 1’art concerne uniquement
les méthodes exactes, E'( X ) signifie que uniquement les méthodes pour construire un ensemble complet
de solutions efficaces sont concernées et “—" signifie que toutes les méthodes sont concernées.

par Current et Marsh [ ]. Huarng et al [ ] proposent une comparaison des temps de calcul des
différents algorithmes exacts construisant 1I’ensemble des solutions efficaces. Skriver [ ] présente
en détail les principaux algorithmes exacts de la littérature construisant I’ensemble des solutions effi-
caces. Ehrgott et Gandibleux [ ] proposent une classification de 1’ensemble des algorithmes pour
le probleme MOSP. Tarapata [ ] reprend la classification précédente et ajoute certaines publications
plus récentes, néanmoins de nombreux articles ne sont pas cités. Climaco et Pascoal [ ] utilise une
classification (identique a celle de Current et Min) des algorithmes exacts.

2.1.2.4 Présentation du chapitre

Ce chapitre est un état de 1’art concernant les algorithmes de résolution du probleme de plus court
chemin multi-objectif. La résolution d’un probléme MOSP peut étre (a) un ensemble complet de solutions
efficaces (£(X)) ou (b) une solution qui optimise une fonction d’utilité. Les algorithmes pour résoudre
le premier cas (a) sont traités dans les sections 2.2 et 2.3. La section 2.2 présente les algorithmes d’éti-
quetage et la section 2.3 présente les autres algorithmes. De plus, contrairement aux autres états de 1’art,
nous proposons de différencier les algorithmes de résolution du probleme MOSP R ; (cf. §2.2.3, page 58)
de ceux de résolution du probleme MOSP R, (cf. §2.2.2, page 55). Les algorithmes pour résoudre le
deuxieme cas (b) sont traités dans la section 2.4. Précisons que tous les algorithmes pour I’optimisation
d’une fonction d’utilité sont des algorithmes d’étiquetage.

Il existe dans le cadre du probléme de plus court chemin de nombreuses méthodes dites de “pre-
processing” | ]. Ces méthodes sont utilisées quand différentes instances du probleme R, ; sont
résolues sur un méme graphe, i.e. avec des noeuds source et des nceuds puits différents. Ces méthodes
permettent en autre de réduire le nombre de nceuds ou d’arcs du graphe original, ce qui permet in fine
de réduire les temps de calcul de I’algorithme de plus court chemin utilisé pour résoudre chacune de ces
instances. Ces méthodes sont particulierement utiles dans le cadre de problémes de transports routiers,
ou la taille des graphes est particulierement importante [ , ]. Certaines de ces méthodes ont
été adaptées aux problemes multi-objectifs [ , , ]. Ces méthodes ne sont pas détaillées
dans cette these.
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2.2 Les algorithmes d’étiquetage pour le probleme MOSP

Les algorithmes d’étiquetage permettent de résoudre deux types de problemes MOSP, le probleme
MOSP R, ; et le probleme MOSP R, ,. Le probleéme MOSP R, o étant plus général, tout algorithme qui
résout le probleme MOSP R,  résout le probleme MOSP R, ; quel que soit le nceud puits.

La sous-section 2.2.1 présente le principe général des algorithmes d’étiquetage. Dans cette section
nous proposons des théorémes permettant de valider 1’utilisation d’un algorithme d’étiquetage pour un
probléme MOSP avec des objectifs qui ne sont pas des sommes. Ensuite la sous-section 2.2.2 présente
les algorithmes d’étiquetage existant pour le probleme R, . Pour finir, la sous-section 2.2.3 présente les
algorithmes d’étiquetage existant pour le probleme R ;.

2.2.1 Principe des algorithmes d’étiquetage

Les algorithmes d’étiquetage utilisent des d’étiquettes (labels) comme structure de données efficace
pour stocker des chemins avec leurs sous-chemins. Une étiquette ou label ¢; = [y1,...,yp, i, 4], j € N,
correspond a un chemin r = (s, ...,1,j) € Ry j tel que z(r) = (y1,...,yp) est le vecteur des colits du
chemin r et i € N est le nceud auquel est associé le plus long sous-chemin ' = (s,...,i) € R, de
r. Ainsi ’ensemble des labels forme 1’arbre des plus courts chemins du nceud source a tous les autres
nceuds et il est donc possible par récursion de reconstruire ces chemins a partir des labels. On note L;,
1 € N I’ensemble des labels ¢; associé au nceud .

La “propagation” d’un label /;, j € NN, consiste a la création de nouveau labels associés aux nceuds
adjacents a4 : j € I'" (7). Ces nouveaux labels correspondent aux extensions du chemin associé a £; par
les arcs (i, ), j € [T (i :). £ est 'ensemble des labels ouverts, i.e. ’ensemble des labels qui n’ont pas
encore été propagés. Le label initial est [01,...,0,, s, x|. Une régle de dominance < est utilisée pour
comparer les labels entre eux. Le schéma général des algorithmes d’étiquetage est décrit par 1’algorithme
2.1.
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Algorithme 2.1. : Algorithme d’étiquetage général

1. Imitialisation : L, := (,Vi € N, le label initial £/, = [01,...,0p, %, % est ajouté a
I’ensemble des labels du nceud source Lg := {{s} et a I’ensemble des labels ouverts
L= {ls}.

2. Sélection : Le label courant ¢;, associé au nceud i € N, est sélectionné parmi 1’ensemble
des labels ouverts £ suivant une regle de sélection. ¢; est retiré de cet ensemble : £ :=
£\ {e_i}.

3. Propagation : Le label ¢; est propagé aux nceuds adjacents a i : Vj € 't (i), {; :=
[21(6;) @1 ¢1(4, ), - - -, 2p(li) ®p (4, ), i, £;]. Chaque label propagé, ¢;, j € T (i) est
ajouté a I’ensemble des labels de j et a I’ensemble des labels ouverts : L; := L; (J{/;}
et £:= LU{¢4}

4. Regle de dominance : La dominance < est vérifiée dans les ensembles de labels asso-
ciés aux nceuds adjacents de 4 : les labels dominés sont supprimés, Vj € I't (i), L, :=
Li\{t; € L;: EIE? €L, z(ﬁg’) < z(£3)}. Les labels dominés sont aussi supprimés de
I’ensemble des labels ouverts : Vj € IV, £:= £\ {{] € £ HE? € Ly, z(é?) < z(45)}

5. Test de terminaison : Si £ = () alors I’algorithme se termine et | J; ; L; correspond a
I’ensemble des chemins <-efficaces construits, sinon aller en 2.

Précisons que si le graphe est acyclique alors I’algorithme d’étiquetage est équivalent a une équation
de programmation dynamique : un label ¢; (i € V) est sélectionné uniquement si il n’existe plus de
label ouvert associé aux nceuds précédents du nceud i, I'~ () [ s , ]. 1l existe de
multiples variantes de I’algorithme d’étiquetage qui sont présentés dans les sous-sections 2.2.2 et 2.2.3.
On démontre ci-dessous que de maniére générale les algorithmes d’étiquetage terminent (cf. Théoréme
2.5, page 55) et qu’ils construisent I’ensemble maximal complet des solutions efficaces (cf. Définition
1.2, page 13).

2.2.1.1 Construction de I’ensemble des solutions efficaces

Le principe d’optimalité de Bellman [ ] qui indique que “une solution optimale est composée
uniquement de sous-solutions optimales” est vérifié dans le cadre du probléme de plus court chemin
mono-objectif avec un objectif additif a minimiser. Ce principe permet d’utiliser des algorithmes de pro-
grammation dynamique pour résoudre de maniere exacte ce probleéme, tous les algorithmes d’étiquetage
étant des algorithmes de programmation dynamique. Le principe fort d’efficacité est une généralisation
du principe d’optimalité de Bellman dans le cadre du probléeme MOSP.

Définition 2.4. Principe d’efficacité fort [ ].
Un chemin efficace est composé uniquement de sous-chemins efficaces.

Théoreme 2.1. Validité du principe d’efficacité fort.
Le principe d’efficacité fort est vérifié si Vy®,y?,y¢ € RP, Yk € P :

i <k Yo = Y Ok Y5 <k Y O Ui

avec ®y I'opérateur binaire et <y, I'inéquation associé a I’ objectif k.
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Preuve du Théoreme 2.1.
On suppose que Vy®, y®,y¢ € RP, chaque objectif k € P est défini (Qy, <y, <p) tel que :

YE <p yh = yP QpYs <k Yh Ok yf (2.3)

Siyp = yz alors par définition yi @y, y;, = yz ®k Yy Par conséquent :

i <k b = yi Ok y§ <k Y O Ui (2.4)

Selon (2.3) et (2.4), si la dominance de Pareto est vérifiée entre y* et y® alors elle est aussi vérifiée entre
ya®yc etyb®yc .

v <py =y @y <py’ @y 2.5)
Soient v = (s,v1,...,v) € Rgy, un chemin efficace. r* = (s,vi,...,vy) € Rsy, un sous-chemin
quelconque de r. Si 7® n’est pas efficace alors il existe un chemin r° € Ry 4, tel que rb <p r® Alors
le chemin r°0 vy, . . ., v;) domine le chemin v : z(r°) @ z({vp, ..., v)) <p 2(r), avec z(r) = 2(r*) ®
z2({vp, ..., v)). Ainsi le chemin r n’est pas efficace.
Réduction par I’absurde : le principe d’efficacité fort est vérifié.

O

On peut facilement montrer que les probleémes MOSP Q- " et Q- > Q-] (si les cofits sont positifs
c(i,j) € RE,V(i,j) € A) vérifient le théoréme 2.1 et donc le principe d’efficacité fort.

Corollaire 2.1. Validité du principe d’efficacité fort [ 1.
Le principe d’efficacité fort est vérifié dans le cadre du probléme Q- ".

Si le principe d’efficacité fort est respecté alors il suffit que la régle de dominance vérifie la dom-
inance de Pareto (< p) entre les labels pour que I’algorithme d’étiquetage construisent 1’ensemble des
solutions efficaces (cf. Théoreme 2.2, de la présente page).

Théoreme 2.2. Construction de 1’ensemble maximal complet des solutions efficaces [ ].

Dans le cadre du probléeme MOSP Q- , si uniquement des labels dominés sont supprimés durant I’exé-
cution de l’algorithme d’étiquetage (cf. Algorithme 2.1, page précédente) alors I’ensemble maximal
complet des solutions efficaces est construit a la fin de I'algorithme : | J;c y Li = Enf(Rse).

Preuve du Théoreme 2.2.
Soitr € E(Rg.e) un chemin efficace de s a un neud quelconque de N :

o Sir est composé d’aucun arc alors r = (s). Ce chemin est construit durant Uinitialisation de I’algo-
rithme d’étiquetage.

e Si r est composé d’un seul arc alors v = (s,v1). Le chemin (s) étant efficace alors ce dernier est
construit lors de Uinitialisation de I’algorithme puis étendu vers le neeud vy car vy € T (s).

o Sir est composé de | arcs alors v = (s,v1,...,v;_1,v;). Le chemin (s,v1,...,v_1) étant efficace
(cf. Définition 2.4, page précédente) alors il est construit puis étendu vers vy car v; € I'" (v;_1).

Par récurrence, tout chemin efficace de s a un autre neeud est construit par ’algorithme d’étiquetage (cf.
Algorithme 2.1, page 51) si uniquement les labels correspondant aux chemins dominés sont supprimés
par l'algorithme.

(]
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2.2.1.2 Construction de I’ensemble des solutions efficaces avec des objectifs bottleneck

Dans le cadre du probleme plus général Q- @-max (- min (avec au moins un objectif bottle-
neck), le principe d’efficacité fort n’est pas vérifié [ ]. Martins et Santos [ ] proposent alors
un principe d’efficacité plus général.

Définition 2.5. Principe d’efficacité faible [ ]
Pour chaque point non-dominé il existe une solution efficace qui est composée uniquement de sous-
chemins efficaces.

Théoreme 2.3. Validité du principe d’efficacité faible.
Le principe d’efficacité faible est vérifié si Vy®, y°, y¢ € RP, Vk € P :

YL <k yh = v @k v§ <k yh @k Y§

Preuve du Théoreme 2.3.
On suppose que Yy*, y°, y¢ € RP, chaque objectif k € P est défini (Qy, <y, <) tel que :

Yk <k Yh = Y O Y <k UL Ok Ui (2.6)
Siyp = yz alors par définition yi} @y, yj, = yz ®k Yy Par conséquent :
Yh <k Yp = Y Ok Y <k UL Ok Ui 2.7)

Selon 2.6 et 2.7, si la dominance de Pareto est vérifiée entre y® et y° alors y* & y° est meilleur ou égale
a yb ® y° sur chaque objectif :

v =<py =y @y <y @y, VkeP (2.8)

Soient r = (s,v1,...,v) € Rsy, un chemin efficace, r* = (s,vi,...,vs) € Ry, un sous-chemin

quelconque de r. Si v® n’est pas efficace alors il existe un chemin r° € R 4, tel que rb <p r Alors le
chemin ' = r°O(vy, . .., v;) domine ou a un vecteur de coiits égal au chemin r :

2(r') = 2(r®) @ 2((vh, - . ., ) <p 2(r) = 2(r?) Qp 2((vp, ..., v)), Vk € P (2.9)

Comme r est efficace alors z(r') = z(r) et donc 1" et r sont deux chemins équivalents, i.e. leur point
dans I’espace des objectif est identique. Alors il existe un troisiéme chemin v € Ry tel que tous les
sous-chemins de ce chemins sont efficaces et que r",r', r sont trois chemins équivalents.
Le principe d’efficacité faible est vérifié.
O

On peut facilement montrer que le probleme Q- > Q-]] @-max Q-min (avec des coiits positifs
c(i,j) € RE V(i,5) € A) vérifie le théoreme 2.3 et donc le principe d’efficacité faible. Si le principe
d’efficacité faible est vérifié alors I'utilisation de la dominance de Pareto pour supprimer des labels
implique qu’un ensemble complet de solutions efficaces est construit (| J;cy Li = E(X)). Certaines
solutions efficaces ne sont pas construites : en effet, le label associé au sous-chemin non efficace d’une
solution efficace peut avoir été supprimé avant d’avoir été propagé. En pratique il est parfois nécessaire
de connaitre 1’ensemble maximal complet de solutions efficaces [ ], par exemple si il n’est pas pos-
sible d’emprunter un chemin efficace alors il est intéressant de connaitre un chemin efficace équivalent.
Dans le but de construire 1I’ensemble maximal complet de solutions efficaces dans le cadre du probleme
Q->. Q-]] @-min Q- max, une dominance plus faible que la dominance de Pareto peut &tre utilisée :
la dominance < ggr [ ].
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Définition 2.6. Dominance GBR [ ].
Soit un probleme MOSP avec [ fonctions objectif additives ou multiplicatives (z1, . . . , z1) et p—1 fonctions
objectif bottleneck (2141, . .., z142). Pour deux vecteurs de coiits y®, y® € RP, la dominance GBR entre

y® et y¥ est définie telle que :
y* <cer Y == Vk € {1,.., [}y <pybet Ik e {1,...,1} tq. ¥} <p vp

L utilisation de la régle de dominance GBR dans un algorithme d’étiquetage pour le probleme MOSP
(avec des objectifs bottleneck) implique que 1’algorithme d’étiquetage construit 1’ensemble maximal
complet des solutions efficaces Eps(Rs.o).

Théoreme 2.4. Construction de 1’ensemble maximal complet des solutions efficaces avec des objectifs
bottleneck [ 1.

Dans le cadre du probléme MOSP Q- Q-]] Q- min Q- max, si uniquement des labels dominés selon
la dominance <gpgr sont supprimés durant I’ exécution de I’algorithme d’étiquetage (cf. Algorithme 2.1,
page 51), alors I’ensemble maximal complet des solutions efficaces est construit : | J;c y Li = En(Rs.e).

Preuve du Théoreme 2.4.
Identique a la preuve 2.2.

2.2.1.3 Terminaison des algorithmes d’étiquetage

La terminaison des algorithmes d’étiquetage est associé avec 1’existence d’un cycle avec des cofits
négatifs ou nuls [ ]. Dans le cadre général du probleme MOSP avec plusieurs objectifs quelconque
(-® la notion de cofit positif (ni négatif ni nul) est redéfini.

Définition 2.7. Coit positif.

Soit un objectif k € P associé a un opérateur binaire Qy, avec un sens d’optimisatiton défini par
I’inéquation <y, et un élément neutre Q. Un coiit y,, € R est positif si O <y yr (afin de respecter la
notion d’élément neutre) et 0 < y. (afin de respecter la notion usuel de coiit positif).

Ainsi pour un objectif multiplicatif, un cofit est positif si il est supérieur a 1, neutre si il est égale
a 1 et négatif si il est inférieur a 1. Le théoréme 2.5 (ci-dessous) montre que sous certaines conditions
I’algorithme d’étiquetage 2.1 termine.

Théoreme 2.5. Terminaison de 1’algorithme d’étiquetage [ 1.
L’algorithme d’étiquetage 2.1 termine si pour tout cycle r € Rq o -
(a) r a des coiits positifs ou nuls, i.e. le vecteur de coiits du cycle domine le vecteur d’éléments
neutres [ ]:(01,...,0,) <p 2(r).
(b) il existe un objectif k € P tel que le coiit de r sur cet objectif soit positif (0, <y zr(r)) et
lopérateur binaire de I’objectif est strictement croissant, Yy, yz e R:0; < P = e <k
YL @ yh.

La non existence de cycle nul ou négatif est une condition courante dans les problemes de graphes,
ainsi la plupart des graphes modélisant un réseau routier ou de télécommunication respectent les con-
ditions (a) et (b). Les opérateurs binaires + et x respectent la condition (b), les opérateurs binaires
bottleneck (max,min) ne respectent pas la condition (b).
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2.2.1.4 Types d’algorithmes d’étiquetage

Chaque algorithme d’étiquetage pour le probleme MOSP peut étre classé dans ’'une des trois caté-
gories suivantes en fonction de la regle de sélection :

e algorithme de mise en étiquette “label setting” (LS), le label ouvert minimisant une fonction d’agré-
gation des cofits est sélectionné, ce label doit correspondre & un chemin efficace.

e algorithme de correction d’étiquette “label correcting” avec stratégie de sélection de nceud (LC/N), un
nceud est sélectionné puis les labels ouverts associés a ce nceud sont sélectionnés puis propagés les uns
apres les autres.

e algorithme de correction d’étiquette “label correcting” avec stratégie de sélection de label (LC/L), une
regle simple sur I’ensemble des labels ouverts est utilisée afin de sélectionner rapidement un label, le
label sélectionné est quelconque.

Les trois catégories sont définies plus précisément dans la sous-section 2.2.2.

2.2.2 Algorithmes d’étiquetage pour le probleme R, ,

Le tableau 2.2 catégorise chaque algorithme d’étiquetage pour le probleme MOSP R, o proposé dans
la littérature. La plupart de ces algorithmes emploient la dominance de Pareto (<p) dans la regle de
dominance, excepté les algorithmes proposés dans [ , ] qui emploient la dominance <ggr
(cf. Définition 2.6, page ci-contre). Chacun de ces algorithmes est décrit en détails dans cette sous-
section. Les algorithmes LS sont présentés dans un premier temps, puis les algorithmes LC/N, pour finir
les algorithmes LC/L sont présentés.

Auteurs Objectifs Type Ensemble Citation
Hansen 1980 2->° LS En(Rse) | [ ]
Daellenbach and De Kluyver 1980 | 2->° LC/N E M(Rs,.) [ ]
Martins 1984 Q- LS En(Rse) | [ ]
Corley and Moon 1985 Q-> LC/N En(Rse) | [ ]
Henig 1986 2->° DP, LC/N | Ep(Rse) | [ ]
Brumbaugh-Smith et Shier 1989 2-> LC/N En(Rse) | [ ]
Martins et Santos 2000 Q-> LC/L.LS | Epn(Rse) | [ ]
Guerriero et Musmanno 2001 Q-> LC/L En(Rse) | [ ]
Gandibleux et al 2006 @->_ 1-min | LS En(Rse) | [ ]
Paixao et Santos 2007 Q-> LC/L,LS | En(Rse) | [ ]
Tori et al 2010 @->_ Q-min | LC En(Rse) | [ ]

Table 2.2 — Littérature sur les algorithmes d’étiquetage pour le probleme R .. La colonne “Ensemble”
indique I’ensemble de solutions calculé par 1’algorithme.

2.2.2.1 Algorithmes de mise en étiquette (label setting, LS)

Si la reégle de sélection d’un algorithme d’étiquetage respecte le principe LS alors cet algorithme est
de Ls.

Définition 2.8. Principe LS pour une regle de sélection.
Le label sélectionné a chaque itération de I’algorithme d’étiquetage correspond a un chemin efficace.
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Si ce principe est respecté alors un nombre minimal de propagation de label (itération) est garantie,
puisque exactement un label sera propagé pour chaque chemin efficace de R . Si le principe LS n’est
pas respecté alors 1’algorithme d’étiquetage est un algorithme LC. Considérons que les cofits sur les arcs
soient positifs (cf. Définition 2.7, page 54) ou nuls alors il existe une condition suffisante pour que le
principe LS soit vérifié.

Théoreme 2.6. Condition pour qu’une régle de sélection vérifie le principe LS [ ]

Soit U; un label associé a un neud i € N, sélectionné durant une itération de I’algorithme d’étique-
tage. Si le point du label courant z({;) est non dominé par rapport a I’ensemble des labels ouverts £
(Bl € £t.q. 2(€)) <p 2(4;)), alors le principe LS (cf. Définition 2.8, page précédente) est vérifié et {;
correspond a un chemin efficace de s a 1.

Le théoreme 2.6 implique que le label sélectionné soit efficace a chaque itération. Tous les algo-
rithmes LS de la littérature utilisent une fonction d’agrégation des objectifs A : ]R}_OIr — R, telle que le
label ouvert minimisant h est sélectionné a chaque itération. La fonction h doit étre strictement croissante
sur chaque objectif (cf. Définition 1.9, page 18). Cette fonction peut étre une fonction lexicographique,
une somme pondérée, .... En général une structure de données triée est utilisée pour £ afin de con-
server les labels ordonnés selon la fonction h. Le choix de la structure de données est trés important
[ , ] afin d’éviter d’appliquer la fonction & a tous les labels ouverts afin de trouver le plus
petit. Le principe LS implique que le nombre d’itérations des algorithmes LS est minimal. En effet, dans
les algorithmes LS il y a exactement une itération par solution efficace (du probleme R, ,). Or, chaque
solution efficace devant étre propagée, il n’est pas possible de faire moins d’une itération par solution
efficace. Néanmoins, a chaque itération un temps de calcul non négligeable est requis pour sélectionner
un label non dominé.

Hansen [ ] propose un algorithme LS pour le probleme 2- > . La fonction de sélection h est
une fonction lexicographique (cf. Définition 1.4, page 15). Martins [ ] généralise 1’algorithme de
Hansen au probléme multi-objectif Q- > et démontre que le principe LS est vérifié.

Martins et Santos [ ] proposent d’utiliser une structure de liste triée pour stocker chaque ensem-
ble de labels L1, ..., L, afin que les labels soient ordonnés selon I’ordre lexicographique dans chacun
de ces ensembles. Cette méthode permet réduire le temps de calcul lors de la vérification de la regle de
dominance. De plus, garder une telle liste ordonnée ne nécessite aucun temps de calcul supplémentaire
[ ] car I’insertion des nouveaux labels dans une telle liste est faite durant la vérification de la regle
de dominance. Cette méthode peut aussi étre utilisée dans les algorithmes de LC/N.

Gandibleux etal [ ] proposent une adaptation de I’algorithme de Martins au probleme 2- > 1- min.
h est une fonction lexicographique et les auteurs proposent la régle de dominance <gpp (cf. Définition
2.6, page 54).

Paixao et Santos [ ] étudient I’'impact de différentes structures de données pour stocker I’ensem-
ble des labels ouverts £ : une liste, un tas binaire, ... Ils étudient aussi différentes fonctions h : une
somme, une fonction lexicographique, ... Les différentes versions de 1’algorithme LS ainsi obtenues sont
comparées a 1’algorithme de Guerriero et Musmanno [ ] (LC/L avec stratégie FIFO). La sélection
des labels selon une somme pondérée apparait comme une des meilleures stratégies et celle selon un
ordre lexicographique comme I’une des moins performantes. L’ utilisation d’une structure de tas binaire
apparait comme une des structure de donnée les plus performantes pour stocker les labels ouverts, Raith

[ ] en arrive a la méme conclusion. Les temps de calcul entre la meilleure version de I’algorithme
LS proposé et ceux de I’algorithme LC/L (FIFO) proposé sont similaires.
Iori et al [ ] proposent une généralisation de I’algorithme de Gandibleux et al [ ] pour

le probléme ¢- > (- min (avec ¢ un nombre quelconque d’objectifs additifs). Les auteurs proposent de
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conserver mais de ne pas étendre les labels qui sont < p-dominés mais non <gpgr-dominés, ces labels
sont alors dit “cachés”. Les chemins efficaces engendrés depuis ces labels cachés peuvent étre retrouvés
a partir des chemins efficaces générés depuis les labels qui <p-dominent les labels cachés. Dans un
deuxiéme temps ils proposent d’utiliser une somme pondérée pour sélectionner le label courant : h(¢)
=a. Y ) + B30, 41 2k(0), avec o, B € Ry \ {0} sont deux valeurs strictement positives.
L’influence des valeurs de « et 3 sur les temps de calcul est ensuite étudiée.

2.2.2.2 Algorithmes de correction d’étiquette avec une stratégie de sélection de nceud (LC/N)

Les algorithmes de correction d’étiquette (label correcting) avec stratégie de sélection de nceud
(LC/N) sont des variantes de 1’algorithme général d’étiquetage. A chaque itération de I’algorithme, plutot
que de propager un un seul label ouvert (le label courant), les algorithmes LC/N propagent I’ensemble
des labels ouverts associés I; € L; ()£ aunnceud i € N (le nceud courant). Ainsi le neeud courant i
est sélectionné pendant la phase de sélection puis la phase de propagation est répétée pour chaque label
ouvert associé a 7. Lors de I’application de la regle de dominance, plusieurs labels ont été ajoutés dans les
ensembles de labels (L;, j € I'"(i)) associés aux nceuds adjacents au nceud courant. La vérification de la
regle de dominance étant une étape critique pour le temps de calcul des algorithmes d’étiquetage. Alors
plusieurs algorithmes spécifiques pour vérifier la regle de dominance , appelés “MERGE”, sont proposés
dans la littérature. On note aussi que comme plusieurs labels sont propagés a chaque itération, il est en
général impossible de vérifier le principe LS.

Corley et Moon [ ] proposent une adaptation de I’algorithme de Bellman [ ] pour le prob-
1éme de plus court chemin Q- ) . L’algorithme sélectionne les nceuds les uns aprés les autres selon leur
numéro dans I’ensemble des nceuds N = {1,2,...,n}. Chaque nceud est propagé exactement n fois
durant I’algorithme, et si il reste encore des labels ouverts (£ # ()) a la fin de la procédure alors il existe
un cycle r négatif (i.e. 3k € Pzi(r) < 0). A une itération de I’algorithme, soit ¢ le nombre de fois
que chaque nceud a été sélectionné. Durant cette itération, seuls les labels correspondant a des chemins
composés de exactement ¢ arcs sont sélectionnés et propagés. Un algorithme MERGE basé sur le tri des
ensembles de labels L1, ..., L, est proposé.

Henig [ ] propose une équation de programmation dynamique qui peut étre assimilée a un
algorithme LC/N. Néanmoins cette équation n’est valide que dans le cadre des graphes acycliques. De
plus, aucun détail n’est fourni sur la regle de sélection du noeud courant.

Brumbaugh-Smith et Shier [ ] proposent un cadre général pour I’algorithme de correction d’é-
tiquette avec stratégie de sélection de nceud. Soit 1 I’ensemble des nceuds auxquels est associé au moins
un label dans £. Plusieurs stratégies sont proposées pour sélectionner le nceud courant dans 91. Deux des
stratégies proposées sont : “first in first out” (FIFO) ou le premier nceud entré dans D1 est sélectionné et
“last in first out” (LIFO) ou le dernier noeud entré dans 91 est sélectionné. Les autres stratégies proposées
sont des variantes de ces deux stratégies. Les résultats numériques montrent que la stratégie FIFO est la
plus efficace de toutes. De plus, un algorithme MERGE spécifique est proposé : cet algorithme repose sur
le tri, selon I’ordre lexicographique, des ensemble, de labels L1, ..., L,, I’'idée est identique a celle de
Martins et Santos [ ] (cf. §2.2.2.1, page 55). On note que 1’algorithme proposé, dans le cadre de la
programmation dynamique et uniquement pour des graphes acycliques, par Daellenbach et De Kluyver
[ ] est équivalent a 1’algorithme de Brumbaugh-Smith et Shier.

Guerriero et Musmanno [ ] proposent deux nouvelles stratégies pour sélectionner le nceud
courant. Ces deux nouvelles stratégies donnent des temps de calcul similaires a la stratégie FIFO.
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2.2.2.3 Algorithmes de correction d’étiquette avec stratégie de sélection de label

Les algorithmes de correction d’étiquette (label correcting) avec stratégie de sélection de label (LC/N)
sont la variante la plus simple de 1’algorithme général d’étiquetage. Le principe LS n’étant pas (néces-
sairement) respecté, la regle de sélection peut étre quelconque. Ainsi I’ensemble des labels ouverts (£)
n’est pas ordonné et des regles de sélection simples sont utilisées : par exemple la reégle “First In First
Out” (FIFO) ou le premier label entré dans £ est sélectionné.

Guerriero et Musmanno [ ] propose un algorithme LC/L pour le probleme Q- ). Plusieurs
régles de sélection sont proposées, notamment les stratégies FIFO et LIFO. L algorithme est comparé
avec ’algorithme LC/N de [ ] (stratégie FIFO) et avec 1’algorithme LS de Martins [ ]. Les

différentes regles de sélection proposées pour 1’algorithme LC/L donnent des temps de calcul similaires.
Les temps de calcul de I’algorithme LC/L sont meilleurs que ceux de 1’algorithme LC/N et similaires avec
ceux de I’algorithme de LS.

Martins et Santos [ ] proposent une nouvelle regle de sélection, basée sur une fonction de sélec-
tion A (aussi utilisée dans les algorithmes LS) et une liste doublement chainée. Cette regle de sélection
est comparée a la regle FIFO proposée par Guerriero et Musmanno | ] : ces deux regles de sélection
donnent a I’algorithme LC/L des temps de calcul similaires.

2.2.3 Algorithmes d’étiquetage pour le probleme R, ;

Les algorithmes d’étiquetage pour résoudre le probleme R ; sont basés sur les algorithmes d’éti-
quetage pour le probleme R, o (cf. §2.2.2, page 55). Il en est de méme dans le cas mono-objectif :
I’algorithme d’étiquetage A* qui permet de résoudre le probleme R, ;, est basé sur I’algorithme de Di-
jkstra qui permet de résoudre le probleme R o (cf. §2.1.1, page 45). Tous les algorithmes présentés ici
s’intéressent aux problemes (- Y ou 2- > et la dominance utilisée est toujours la dominance de Pareto.

2.2.3.1 Définitions

Les algorithmes d’étiquetage pour le probleme R, ; utilisent une étape supplémentaire par rapport
aux algorithmes R o afin de propager moins de label et donc diminuer le nombre d’itérations.

Définition 2.9. Regle de coupe.
Dans I’algorithme d’étiquetage (cf. Algorithme 2.1, page 51), une regle de coupe peut étre ajoutée entre
I’étape de propagation et I’étape de regle de dominance :

3bis. Regle de coupe : Pour chaque label propagé {;,j € TV (i), si la regle de coupe est
vérifiée alors le label propagé {; est supprimé de I’ensemble des labels ouverts et de
I’ensemble des labels associés au neeud j, £ = £\ {{;} et Ly = L; \ {{;}.

Cette regle de coupe est aussi parfois appelée “goal dominance” | ] puisque les labels sont (en
général) comparés aux labels associés au nceud puits ¢ (le goal).

De nombreux algorithmes pour le probleme R, ; utilisent, dans la regle de coupe, une fonction vec-
torielle g : N — RIJ’F appelée fonction d’évaluation (ou heuristique) (cf. Figure 2.1, de la présente page)
(cf. Définition 2.10, de la présente page). Cette fonction donne une évaluation du cofit chemin restant a
parcourir depuis un nceud ¢ € N jusqu’au nceud puits ¢. Une fonction scalaire équivalente est utilisée
dans I’algorithme A*.
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@1(1) < min{z (1) : 7 € Rig}
@:::IIZ:__________“_____::jZ::::%@

(1) < min{za(r) : 7 € R}

Figure 2.1 — La fonction d’évaluation ¢ : N — Ri pour deux objectifs.

Définition 2.10. Fonction d’évaluation.
Une fonction d’évaluation q : N — Rﬁ_ donne pour tout nceud i € N des bornes inférieures aux cofits
des cheminsde v at:

qr(1) <min{zx(r) : 7 € Ri4}, Vk € P, Vie N

La fonction d’évaluation q est optimiste [ Js.s.i.:
qr(1) = min{zx(r) : v € R;1+}, Vk € P, Yie N
La fonction d’évaluation q est admissible (ou monotone *) [ ] s.s.0.
qk (i) + ek (i, 5) > qr(5), Yk € P, V(i,j) € A

Notons que si une fonction d’évaluation g est optimiste alors elle est admissible. Pour calculer une
fonction d’évaluation ¢ optimiste, il suffit de résoudre le probleme de plus court chemin (2, ;) de n’im-
porte quel nceud au neeud puits ¢ pour chaque objectif k£ € P sur le graphe G’ = (N, A, ¢;). Dans ce cas,
q représente le point idéal pour les chemins R, ;. Il est intéressant de calculer une fonction d’évaluation
q optimiste dans le cas multi-objectif [ ] mais pas dans le cas mono-objectif.

Dans le cas mono-objectif un résultat connu est : si la fonction d’évaluation ¢ est admissible alors
I’algorithme A* génére au pire un seul et unique label pour chaque nceud du graphe durant toute 1’exé-
cution de I’algorithme [ 1. D’autres propriétés d’une fonction d’évaluation sont définies dans les
articles suivants [ s s ].

2.2.3.2 Présentation des algorithmes

Tung et Chew [ ] proposent un algorithme LS pour le probleme 2 — > . La fonction de sélection
pour un label /; associé au nceud i € N est h(f) = >, - p 2 ({;)+qx (i), avec q une fonction d’évaluation
optimiste. La régle de coupe est vérifiée pour le label ¢; s.s.i. : 3¢, € Ly, t.q. z(¢) < zi(4:) + qi(i),
Vk € P. Comme la comparaison entre le label ¢; et le label /; utilise uniquement I’inégalité < sur
chaque objectif et non la dominance de Pareto qui est plus stricte, alors I’ensemble minimal complet
des chemins de s a t est calculé car les labels équivalents sont supprimés. Aucune regle de dominance
n’est pas utilisée dans I’algorithme et g, est calculé de maniere eoptimiste. La sélection des labels vérifie

le principe LS (cf. Définition 2.8, page 55). Tung et Chew [ ] propose une généralisation de leur
précédent algorithme [ ] au probléme MOSP Q- avec un nombre indéfini d’objectifs additifs.
Hallam et al [ ] propose une variante de I’algorithme de Tung et Chew [ ]. La regle de

dominance (avec la dominance de Pareto) est utilisée contrairement a I’algorithme de Tung et Chew.
Cet algorithme est utilisé dans une application militaire consistant a calculer un chemin minimisant le

*. On n’utilise ce terme uniquement pour qualifier une fonction d’utilité pas pour qualifier une fonction d’évaluation, voir
page 67
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temps de parcours ainsi que la probabilité de détection pour un sous-marin militaire. Des contraintes
sont ajoutées sur les objectifs afin de satisfaire certaines restrictions sur les cofits. Ces contraintes sont
introduites dans 1’algorithme par le biais de la regle de coupe, soit §;, € R la borne maximale pour
I’objectif k, alors la regle de coupe est aussi vérifiée pour le label ¢; € L; s.si.: 3k € P t.q. z;(¢;) +
ar(j) = Ok

Steward et White III [ ] proposent une généralisation au multi-objectif de I’algorithme d’éti-
quetage A*. L’algorithme est appelé multi-objectif A* (MOA™). 1l s’agit d’un algorithme de LC/N. La
stratégie de sélection n’est pas précisée. La reégle de dominance n’est pas utilisée pour chaque label ou-
vert indépendamment, mais elle est utilisée sur I’ensemble des labels ouverts d’un neeud £; = £ L;.
Ainsi un label ouvert ¢; € L; () £ est supprimé uniquement si I’ensemble des labels ouverts L; N £ du
neeud ¢ sont dominés par un label ¢, € L; \ £ déja propagé du nceud. De méme la régle de coupe est
vérifié pour un label ouvert £; € L; (\£s.s.i.: 3 € Ly, t.q. V0 € LN L, 2(4) <p 2(¢5) +q(j). Une
méthode pour améliorer le calcul de la fonction d’évaluation g est proposée par Dagupta et al [ 1.
Cette amélioration n’est pas utile si ¢ est optimiste.

Skriver et Andersen [ ] propose d’ajouter une regle de coupe a I’algorithme LC/N de Brumbaugh-
Shier et Smith [ ] (stratégie FIFO). Cette régle de coupe est vérifiée pour un label £; € L; s.s.i. :
Jk € P tqy) < z(l;) + qp(j) = max{z(r) : 7 € E(Rs4)}, avec vV le point nadir du probleme
R ;. Cette regle de coupe est nécessairement vérifiée pour un nombre moindre de labels que la regle
de coupe de Tung et Chew [ ] car V4 € Ly, Vk € P, y,]cv > zr(¢;). Néanmoins la vérification de
cette regle de coupe demande moins de temps de calcul que pour la regle de coupe de Tung et Chew
[ ]. En effet, chaque label propagé est comparé avec un unique vecteur de codts, le point nadir. La
régle de dominance est employée et un algorithme de MERGE est proposé, les temps de calcul de cet
algorithme sont légerement moindre que ceux de 1’algorithme MERGE proposé par Brumbaugh-Smith et
Shier [ ].

Mandow et Pérez-de-la-Cruz [ ] proposent un algorithme LS pour le probléme MOSP Q- >
appelé NAMOA*. La fonction de sélection h est une fonction lexicographique sur les cofits des labels aug-
mentés des cofits donnés par la fonction d’évaluation. Ainsi le principe LS (cf. Définition 2.8, page 55)
est vérifié si la fonction d’évaluation g est admissible [ ]. L’algorithme NAMOA* propage alors
nécessairement moins de labels que 1’algorithme MOA*. Ainsi les auteurs ont montré que NAMOA™ utilise
nettement moins d’espace mémoire que MOA™. La régle de coupe est vérifiée pour un label £; € L; s.s.i.:
30, € Ly, t.q. 2(¢) <p 2(€5) + q(7). Ainsi les labels équivalents ne sont pas développés, néanmoins ils
sont conservés de telle sorte que I’ensemble maximal des chemins efficaces est obtenu a la fin de I’algo-
rithme. La comparaison des temps de calcul entre NAMOA* et MOA™ montre que ces deux algorithmes ont
des temps de calcul similaires, comme c’est le cas pour les algorithmes LS et LC pour le probleme R o

[ , ]. Une comparaison plus approfondie [ ] de ces deux algorithmes montre
que I’algorithme NAMOA* est plus rapide que 1’algorithme MOA* sur les instances de grande taille.
Raith [ ] propose d’utiliser un algorithme d’étiquetage LC/N ou LS dans lequel est ajouté une

regle de coupe. Cette régle de coupe est vérifiée pour un label ¢; s.s.i. : 3¢, € Ly, t.q. 2(6) <p 2(¢;).
Lutilisation de cette reégle de coupe permet de réduire de fagon importante les temps de calcul des
algorithmes LC/N et LS, puisque seuls les chemins efficaces R, ; sont calculés.

Sauvanet et al [ ] proposent un algorithme LS pour résoudre le probleme 2- > . La fonction de
sélection utilisée / est une fonction lexicographique. La regle de coupe est vérifiée pour un label ¢; € L;
s.s.d.: 3 € Ly, tq. 2(6;) <p 2(¢;) + q(j). Une deuxieéme régle de coupe est proposée pour un label
lj € Ljssi.:3k € P tqy) < zx(¢) + qr(j) = max{z,(r) : r € E(Rs;)}, avec y” le point nadir
du probleme R ;. Pendant I’initialisation deux chemins r} rb e R; ; sont calculés pour chaque nceud

17"
© € N, le chemin r{ étant construit en optimisant uniquement le premier objectif et rf en optimisant
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Auteurs Objectifs | Type Ensemble | g optimiste | Citation

Tung et Chew 1988 2- LS E(Rs4) oui [ ]

Tung et Chew 1992 Q-> LS E(Rs+) oui [ ]
Steward et White III 1991 Q-> LC/N En(Rsy) | non [ ]

Skriver et Andersen 2000 2->° LC/N E(Rs+) oui [ ]
Hallam et al 2001 2-3° LS E(Rs4) oui [ ]
Mandow et Pérez-de-la Cruz 2005 | Q- LS En(Rst) | non [ ]
Raith 2010 23" LC/N.LS | Ea(Rey) | - [Rail0]
Sauvanet et al 2011 2->° LS En(Rsyt) | oui [ ]
Machuca et al 2010 —— comparaison MOA* et NAMOA*——- [ ]

Table 2.3 — Littérature sur les algorithmes d’étiquetage pour le probléme MOSP Ry ;. La colonne “En-
semble” indique I’ensemble de solutions calculé par 1’algorithme. La colonne “q optimiste” indique si la
fonction d’évaluation q est supposée &tre optimiste.

le deuxieme objectif. Soit ¢; € L; un label propagé durant I’itération de 1’algorithme représentant un
chemin r € R; 4, deux labels ¢, ¢ représentant les chemins r(r¢ et 7Or? respectivement sont ajoutés a
Lt.

On cite aussi Harikumar et Kumar [ ], Mandow et Pérez-de-la Cruz [ ], qui proposent
des formalismes généraux pour la recherche heuristique dans les problemes multi-objectifs.

2.2.4 Conclusion sur les algorithmes d’étiquetage

Pour le probleme R, o, on note que les différentes comparaisons de temps de calcul proposées dans la
littérature [ , , , , ] montrent qu’aucune stratégie de sélection du label
courant ne réduit significativement le temps de calcul par rapport a 1’algorithme LS proposé par Martins
[ ]. On peut voir dans la littérature que les algorithmes de LS et ceux de LC sont équivalents,
dans le sens ou pour certaines instances les algorithmes LS sont légerement plus performants et pour
d’autres instances les algorithmes LC sont légerement plus performants [ , ]. Dans le cadre
des algorithmes LS, la structure de données utilisée pour stocker I’ensemble des labels ouverts £ semble
influer de fagon importante sur les temps de calcul [ , ]. Pour cette raison les stratégies de
sélection employées dans les algorithmes LC/N et LC/L sont plus faciles a mettre en ceuvre que les
stratégies de sélection des algorithmes LS. La stratégie de sélection du label courant FIFO est parmi les
plus efficaces pour les algorithmes LC/N [ , ], de mé&me pour les algorithmes LC/L [ ,

, 1. Pour les algorithmes Ls, la fonction de sélection somme h(¢) = > -7 _; z(¢) est parmi les
plus efficaces [ ]. Les algorithmes LC/L semble avoir des temps de calcul légérement inférieurs a
ceux des algorithmes LS ou LC/N [ s s , ].

Pour le probleme MOSP R ; la seule comparaison existante porte sur les algorithmes NAMOA™ et
MoA*. Il est donc difficile de distinguer une meilleure stratégie de sélection ou une meilleure régle de
coupe. Néanmoins il semble encore possible d’améliorer significativement les temps de calcul pour le
probleéme R, ; contrairement au probleme 75 ,.. En effet de nouvelles régles de coupe plus efficaces
sont envisageables alors qu’il semble impossible d’améliorer la regle de dominance (avec <p) pour le
probleme Q- Y. Par exemple, I’algorithme NAMOA* [ ] propose d’utiliser plusieurs fonctions
d’évaluation ¢', . .., ¢' simultanément, et la régle de coupe est testée en utilisant chacune de ces fonc-
tions. Si la régle de coupe est vérifiée avec toutes les fonctions d’évaluation alors le label peut étre
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supprimé. Une idée similaire a été proposée par Ehrgott et Gandibleux [ , ] : un ensemble de
points bornant I’ensemble des solutions efficaces dans 1’espace des objectifs, les points dans notre cas
représentant 1’addition des vecteurs de cofits des labels et des vecteurs de cofits donnés par les fonctions
d’évaluation. Les auteurs de NAMOA*, comme pour la plupart des algorithmes présentés dans le cadre
de la recherche heuristique (A*), ne précisent pas comment calculer les fonctions d’évaluations utilisées
dans 1’algorithme d’étiquetage. De telles fonctions peuvent étre calculées a priori en utilisant des in-
formations extérieures au graphe, par exemple la distance a vol d’oiseau entre les nceuds si le graphe
représente un réseau routier peut étre utilisée pour les calculer. Dans le cadre de notre travail nous ne
considérons pas que de telles informations extérieures au graphe puissent étre utilisées. On peut alors
calculer ces fonctions d’évaluation en optimisant plusieurs sommes pondérées [ , ] telles que,
pour un sommet i € N, {¢*(i),...,q (i)} représente un ensemble de points qui domine I’ensemble des
chemins de i a ¢ : pour tout cheminr;; € R;;deiatilexisted € {1,...,1} tq.¢' (i) <p z(r;+). Des
méthodes similaires existent par exemple pour le probleme sac a dos [ , 1.

2.3 Méthode spécifique au multi-objectif pour le probleme MOSP

La sous-section 1.1.4 du chapitre 1 présente les méthodes spécifiques au multi-objectif pour résoudre
les problemes MOCO, telles que e-constraint, 2-phase, ranking, dichotomie,. .. Ces différentes méthodes
étant génériques aux problemes MOCO elles peuvent aussi étre appliquées pour le probleme MOSP. Cette
section présente la littérature concernant I’application de telles méthodes pour résoudre le probleme
MOSP.

2.3.1 Algorithmes e-contraint pour le probleme MOSP avec un objectif additif

Comme nous ’avons vu précédemment, une méthode e-contrainte nécessite de pouvoir intégrer
facilement des contraintes sur un objectif (dans le cas bi-objectif). Hors dans le cadre du probléeme de
plus court chemin il est relativement facile d’ajouter une contrainte (borne minimale) sur un objectif
max a minimiser (ou min a maximisé) puisqu’il suffit de retirer les arcs du graphe qui ne satisfont pas la
contrainte. Ainsi I’ajout d’une contrainte a un probleme de plus court chemin mono-objectif peut étre fait
durant Iinitialisation et I’algorithme de Dijkstra (par exemple) peut étre ensuite appliqué sur le nouveau
graphe afin de résoudre ce probleme sur-contraint. La méthode e-contraint peut facilement étre appliqué
au probleme MOSP avec un seul objectif additif et un ou plusieurs objectifs bottleneck.

Hansen [ ] propose le premier algorithme de ce type pour le probleme MOSP 1->_ 1-min.
Dans un premier temps, le probleme de plus court chemin mono-objectif sur I’objectif additif est résolu,
ce qui permet d’initialiser la borne inférieure sur 1’objectif bottleneck. Ensuite (1) la borne inférieure est
augmentée, (2) les arcs avec un cofit supérieur a la borne inférieure sont supprimés puis (3) le probleme
de plus court chemin sur I’objectif additif est résolu. Les étapes (1), (2) et (3) sont répétées jusqu’a ce
que le dernier plus court chemin obtenu ne soit pas efficace.

Martins [ ] propose de généraliser 1’algorithme de Hansen pour le probleme MOSP bi-objectif
avec un objectif quelconque et un objectif bottleneck (min) : 1- ® 1-min. Martins suppose qu’il existe
un algorithme de plus court chemin pour résoudre le probleme mono-objectif sur 1’objectif quelconque
(1—®). Par exemple, si I’objectif quelconque est un objectif additif (1- > "), alors I’algorithme de Dijkstra
[ ] peut étre utilisé. Un deuxiéme algorithme est présenté par Martins [ ], cet algorithme
utilise un algorithme de ranking pour résoudre le probleme mono-objectif afin de calculer I’ensemble
maximal complet des solutions efficaces.
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Berman et al [ ] proposent I’introduction d’une fonction de mesure bottleneck qui permet de
diminuer la complexité de I’algorithme par rapport a 1’algorithme de Hansen dans les graphes denses.

Pelegrin et Fernandez [ ] propose une variante de 1’algorithme de Hansen : un algorithme dit de
“quickest path” est utilisé pour résoudre le probléme de plus court chemin mono-objectif. L utilisation
de cet algorithme permet de générer I’ensemble maximal complet des solutions efficaces. Cette variante
proposée est nettement moins performante que 1’algorithme de Hansen.

Pinto et al [ ] proposent une généralisation de 1’algorithme de Hansen pour le probleme
1->" 1-min 1-max, ol une paire de contraintes est ajoutée sur les deux objectifs bottleneck. Pinto
et Pascoal [ ] proposent d’améliorer 1’algorithme précédent [ ] en changeant I’ordre selon

lequel sont fixés les paires de contraintes sur les deux objectifs bottleneck . Cette amélioration de 1’algo-
rithme permet d’éviter de résoudre le probleme mono-objectif sur certaines paires de contraintes et ainsi
de diminué les temps de calcul sur I’ensemble des instances considérées.

Auteurs Objectifs Ensemble | Citation
Hansen 1980 1-Y" 1-min E(Rsy4) [ ]
Martins 1984 1-® 1-min En(Rsy) | [ ]
Berman et al 1990 1-> 1-min E(Rsy4) [ 1
Pelegrin et Fernandez 1998 | 1-) 1-max En(Rsy) | [ 1
Pinto et al 2009 1-3° 1-max 1-min | E(Rs;) | [ ]
Pinto et Pascoal 2010 1-) 2-max E(Rs;) [ ]

Table 2.4 — Littérature sur les méthodes e-contrainte pour le probléeme MOSP. Les objectifs sont définis
dans la sous-section 2.1.2. La colonne “Ensemble” indique 1’ensemble de solutions calculé par I’algo-
rithme. Les méthodes proposées se limitent aux probléemes MOSP avec un seul objectif additif et plusieurs
objectifs bottleneck.

2.3.2 Méthodes de Ranking pour le probleme MOSP

Les méthodes de ranking utilisent un algorithme de ranking mono-objectif afin de générer I’ensemble
des solutions efficaces. Les algorithmes de ranking construisent les solutions une a une selon leur colit
sur 1’objectif considéré, de la meilleure des solutions a la moins bonne des solutions.

Climaco et Martins [ ] proposent, dans le cadre du probleme MOSP 2- ", d’utiliser un algo-
rithme de ranking sur le premier objectif afin générer I’ensemble des chemins {r € Rsy, 21(r) < yi¥},
seuls les chemins efficaces sont conservés. L’ algorithme de ranking est arrété quand la derniére solution
r € R4 construite est supérieure au point nadir y™N (cf. Définition 1.3, page 13) sur le premier objec-
tif : z1(r) > yi¥. La borne z1(r) < yi¥ évite de générer 1’ensemble des solutions du probleme. Une
stratégie spécifique est utilisée afin d’éviter au maximum les comparaisons entre les chemins qui servent
a vérifier lesquels sont efficaces. Ces mémes auteurs proposent une seconde méthode [ ] similaire
a cette premiere méthode [ ]. Les auteurs démontrent que cette méthode construit I’ensemble max-
imal des solutions efficaces. Azedo et Martins [ ] proposent d’adapter un algorithme de Ranking
mono-objectif spécifique aux graphes acycliques qui leur permet de générer toutes les solutions selon un
ordre lexicographique. La borne de Climaco et Martins est utilisée.

Martins et al [ ] proposent d’utiliser un algorithme de ranking dit de “déviation”. Dans la
méthode proposée 1’algorithme de ranking est modifié afin d’éviter de générer les solutions non effi-
caces, en ajoutant une reégle de dominance basé sur la dominance de Pareto. Les solutions sont générées
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selon un ordre lexicographique ou selon une somme pondérée. Ainsi 1’algorithme mono-objectif ainsi
modifié est a mi-chemin entre un algorithme de ranking mono-objectif et un algorithme LC multi-objectif.
L’ensemble maximal des chemins efficaces du nceud source a tous les nceuds est construit. Les temps de
calcul de cet algorithme sont semblables a ceux des algorithmes d’étiquetage. Notons que 1’algorithme
est capable contrairement aux algorithmes d’étiquetage de construire trés rapidement un petit ensemble
de solutions efficaces.

Paixao et Santos [ ] propose une méthode de ranking qui utilise le méme algorithme de ranking
que Martins et al. Contrairement a la méthode de ranking de Martins et al, la méthode proposée calcul
uniquement les chemins efficaces d’un nceud source a un nceud puits. Durant Iinitialisation de I’algo-
rithme une solution efficace r* € R, ; est calculée en scalarisant le probleme MOSP. Pour chaque objectif
k € P, la méthode utilise 1’algorithme de ranking afin de générer I’ensemble des solutions qui ont un
colit sur I’objectif £ moindre que la solution initiale r* : {r € Rg; : zi(r) < zx(r*),r € E(Rs4+)}.
L’union de tous ces ensembles est I’ensemble maximal complet des solutions efficaces : Ep/(Rs:) =
Ureptr € Rop : 2i(r) < zi(r*),r € E(Rsy)}

Raith et Ehrgott [ ] proposent d’utiliser un algorithme de ranking dit “near shortest path” sur
une version scalarisé du probleme MOSP. Cet algorithme de ranking est utilisé de telle sorte que seuls
les chemins 7 € R, ; tels que Zzzl Ap-2(r) < Zi:l )\k.y,iv sont générés, avec A1, Ao des coefficients
construit en fonction du point nadir 4 et du point idéal 3y” (cf. Définition 1.3, page 13).

Un reproche peut étre fait a certaines de ces méthodes [ , , , , ] est
qu’elles permettent uniquement de construire les solutions efficaces du nceud source au nceud puits (R 1)
et elles sont comparées a des algorithmes d’étiquetage pour le probleme R .

Auteurs Objectifs | Ensemble | Citation
Climaco et Martins 1981 | 2-Y En(Roy) | [ ]
Climaco et Martins 1982 | 2-3° Env(Rsy) | [ ]
Azevedo et Martins 1991 | Q- En(Rsy) | [ ]
Martins et al 2007 Q-> En(Rse) | [ ]
Paixao et Santos 2008 Q-> Env(Rsy) | [ ]
Raith et Ehrgott 2009 2->° En(Rsy) | [ ]

Table 2.5 — Littérature sur les méthodes de ranking pour le probleme MOSP. La colonne “Ensemble”
indique I’ensemble de solutions calculé par 1’algorithme.

2.3.3 Méthodes en 2-phases pour le probleme de plus court chemin bi-objectif

On note, I’algorithme de White [ ] qui propose de calculer un ensemble complet de solutions
supportées extrémes du probleme R, ;. Cette méthode n’est pas une méthode en 2-phases mais elle cor-
respond a la premiere phase des méthodes en 2-phases. Il s’agit donc d’une méthode de dichotomie (cf.
§1.1.4, page 20). Le probleme MOSP est scalarisé a I’aide d’une somme pondérée (cf. Définition 1.5,
page 15), puis résolu a I’aide de 1’algorithme du simplex. En effet I’ensemble des contraintes du prob-
leme R, ; modé€lis€ en variable binaire (cf. Equation 2.2, page 48) est unimodulaire. Alors les solutions
efficaces de la relaxation continue (z; ; € R ) de ce probleme sont des solutions composées uniquement
de variables entieres [ ]. L’opération est répétée pour obtenir un ensemble complet de solutions
supportées extrémes.
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Deux méthodes en 2-phases pour le probleme de plus court chemin sont proposée dans la littérature :
[ Jet] ]. Les deux méthodes proposent d’utiliser une méthode de dichotomie pour calculer
un ensemble complet des solutions supportées extrémes. Plusieurs articles [ , , ] mon-
trent que I’ utilisation d’un simplex pour résoudre la relaxation continue du probleme de plus court chemin
R, o n’est pas une méthode efficace pour construire un ensemble complet de solutions supportées ex-
trémes. Pour cette raison, Raith et al proposent aussi d’utiliser un algorithme d’étiquetage mono-objectif
(cf. §2.1.1, page 45) dans la méthode de dichotomie pour résoudre les différentes scalarisation mono-
objectif du probleme MOSP. Notons aussi un résultat intéressant de Mote et al [ ] qui montrent
que les chemins supportés sont composés de sous-chemins supportés.

Durant la deuxieme phase, des algorithmes sont utilisés pour construire 1I’ensemble des solutions effi-
caces qui n’ont pas été construites durant la premiere phase. Mote et al [ ] proposent d’utiliser un
algorithme LC/L multi-objectif (cf. §2.2, page 50) ou la regle de sélection n’est pas définie et la regle de
dominance utilise la dominance de Pareto. Cet algorithme est initialisé avec les solutions supportées ex-
trémes calculées durant la premiere phase. Raith et Ehrgott [ ] proposent d’utiliser trois algorithmes
différents pour la deuxieéme phase : deux algorithmes d’étiquetage (LS et LC/N) multi-objectif et un al-
gorithme de ranking mono-objectif. Les algorithmes d’étiquetage sont initialisés avec I’ensemble des
solutions supportées extrémes construites durant la premiére phase comme dans la méthode de Mote et
al. Tandis que 1I’algorithme de ranking mono-objectif est utilisé pour résoudre une scalarisation du prob-
leme MOSP dans le but de construire I’ensemble des solutions efficaces situées dans chaque aire définie
par deux points extrémes consécutifs (calculés durant la phase 1). On réfere a [ , ] pour plus
de détail sur I’utilisation de 1’algorithme de ranking mono-objectif. Raith et Ehrgott montrent que les
temps de calcul de la méthode en deux phases utilisant des algorithmes d’étiquetage multi-objectif est
plus efficace que I'utilisation d’un algorithme de ranking pour la deuxiéme phase de la méthode. Dans
le cadre de I’utilisation d’algorithmes d’étiquetage pour la deuxieéme phase, on peut considérer que 1’ini-
tialisation d’un algorithme LS, LC/N multi-objectif avec un ensemble de solutions supportées extrémes
est équivalent a un prétraitement dans 1’algorithme 2.1 dans le but de supprimer plus de labels durant la
vérification de la regle de dominance.

Les méthodes en 2-phases par rapport aux algorithmes d’étiquetage (cf. §2.2, page 50) sont plus rapi-
des pour certaines classes d’instances et plus lentes pour d’autres classes d’instances [ , 1.
De plus I'utilisation d’une méthode en 2-phases pour un probléme avec plus de deux objectifs est difficile

[ I

Auteurs Objectifs | Ensemble | Citation
Mote et Murthy et Olson 1991 | 2->° En(Rse) | [ ]
Raith et Ehrgott 2009 2-3° En(Rse) | [ 1

Table 2.6 — Littérature sur les méthodes en 2-phases pour le probleme MOSP. La colonne “Ensemble” in-
dique I’ensemble de solutions calculé par 1’algorithme. Les méthodes proposées concernent uniquement
le probleme de plus court chemin bi-objectif (deux objectifs additifs).

2.3.4 Conclusion sur les méthodes spécifiques au multi-objectif

Les différentes comparaisons des temps de calcul [ , , ], montrent que les méth-
odes de ranking pour le probleme R ; offrent des temps de calcul aux mieux équivalent a ceux des
algorithmes d’étiquetage pour le probleme I, o. La méthode de ranking [ | pour résoudre I o
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n’offre pas des temps de calcul satisfaisant par rapport a 1’algorithme LC/L avec stratégie FIFO [ 1.
L’approche e-contrainte se limite aux problemes 1- . Q- max. Néanmoins, I’utilisation d’un algorithme
MOSP bi-objectif (2-) ) dans une méthode e-contrainte afin de résoudre un probleme 2- ) (- max,
semble possible mais n’a pas été testée. Concernant les méthodes en 2-phases, I’utilisation d’un algo-
rithme de ranking pour résoudre la deuxieme phase ne semble pas €tre une piste intéressante [ 1.
Lorsqu’un algorithme d’étiquetage est utilisée pour la deuxieéme phase alors cette méthode en 2-phase
est équivalente a un algorithme d’étiquetage (cf. Algorithme 2.1, page 51) initialisé avec des (quelques)
solutions supportées. Cette initialisation réduit les temps de calcul de I’algorithme d’étiquetage [ ].
Néanmoins il est difficile d’appliquer un méthode en 2-phase avec plus de deux objectifs.

Compte tenu de Ia littérature, les algorithmes d’étiquetage, contrairement aux méthodes spécifiques
aux multi-objectif, constituent les méthodes les plus génériques (s’adaptent facilement aux différents
problémes) et les plus efficaces pour résoudre les différents probleémes MOSP.

2.4 Intégration a priori des préférences dans un algorithme exact

Dans cette section nous abordons la recherche d’une solution préférée d’un probleme MOSP a I’aide
d’un algorithme exact. La sous-section 2.4.1 présente la problématique général de I’intégration des
préférences ainsi que les méthodes proposées dans la littérature pour répondre a la problématique général.
La sous-section 2.4.2 présente le cadre de I’intégration des préférences modélisées sous la forme d’une
fonction d’utilité. La sous-section 2.4.3 présente la littérature concernant I’optimisation d’une fonction
d’utilité dans un probleme MOSP.

2.4.1 Problématique général de I’intégration a priori des préférences

Afin d’intégrer a priori les préférences d’un décideur dans un algorithme pour le probléeme MOSP,
ces préférences doivent étre étre définie a 1’aide d’un modele de préférence. Ce modele de préférence
peut étre une fonction d’utilité, une modele de surclassement, des contraintes sur les objectifs, ... (cf.
§1.2, page 22). Si un modele de préférences est connu a priori, alors il n’est pas nécessaire de calculer
I’ensemble des solutions efficaces du probleme (cf. §1.3.3, page 38). Nous avons vu précédemment que le
nombre de solutions efficaces d’un probleme MOSP peut étre important (sous-section 2.1.2). Alors I’inté-
gration a priori des préférences dans un probleme MOSP doit permettre d’éviter de construire I’ensemble
des solutions efficaces et ainsi réduire le temps de calcul de facon importante.

Perny et Spanjaard [ ] proposent un cadre général pour intégrer des préférences dans les algo-
rithmes d’étiquetage. Les auteurs utilisent une relation de préférence (X par,<par,~par) qui est définie
par un modele de préférence non déterminé. Ils proposent un algorithme LC/N (voir algorithme 2.1) ou
les sommets sont sélectionnés les uns a la suite des autres (comme dans I’algorithme de Bellman [ ]
et celui de Corley et Moon [ ]). La régle de dominance utilise la dominance <pjs : un label [
associé a un nceud ¢ € N est supprimé si il existe un autre label li? associé au nceud ¢ tel que lﬁ? <pm lf.
L’algorithme permet d’obtenir une solution non < p,,-dominé s.s.i. la relation de préférence < pjys véri-
fie la régle dite “d’indépendance” : Vi, j,d € N trois nceuds quelconque, Vr?, 1’ € R; j, V¢ € R;q4,
r® <py = r2Or¢ <py r?Orc . Quand la relation de préférence (< pas) ne respecte cette regle,
les auteurs proposent d’utiliser une relation de dominance <',,,, qui approxime < py (chaque solution
non < pyr-dominée est aussi non <’ ~dominée) et qui respecte la régle d’indépendance.
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2.4.2 Intégration d’une fonction d’utilité dans un algorithme d’étiquetage

La grande majorité de la littérature sur I’intégration des préférences dans un algorithme MOSP con-
sidere que les préférences du décideur sont modélisées sous la forme d’une fonction d’utilité U (cf.
§1.2.3, page 26). Dans ce cadre, on utilise la notion d’optimalité plutdt que la notion d’efficacité ou de
non dominance, les chemins étant évalués sur une échelle unique. Ainsi, au lieu du principe d’efficac-
ité (cf. Définition 2.4, page 52), on peut utiliser le principe d’optimalité de Bellman, également appelé
principe d’optimalité fort (cf. Définition 2.11, de la présente page).

Définition 2.11. Principe d’optimalité fort [ ].
Un chemin optimal est composé uniquement de sous-chemins optimaux.

Un résultat connu [ , ] est que, si la fonction d’utilité U et le vecteur d’opérateurs bi-
naires ® vérifie la propriété de monotonie alors le probleme multi-objectif peut étre réduit a un probleme
mono-objectif.

Définition 2.12. Monotonie de (U, ®) [ 1.
Une fonction d’utilité U : Rﬁ — R devant étre minimisée et un vecteur d’opérateurs binaires @ =
(®1,...,®yp) vérifient la propriété de monotonie s.s.1. :

Uy") <U®W) = U(y* @y <UG @y°), Yy o' y° € RY

La notion de monotonie d’une fonction d’utilité est similaire a la notion d’indépendance préféren-
tielle (cf. Définition 1.13, page 30) d’une relation de préférences, voir aussi Perny et Spanjaard [ ].
Si (U, ®) est monotone alors 1’algorithme de LS peut &tre défini de la maniére suivante :

e La fonction de sélection du label courant h(¢) = U(¥).

e La notion de dominance < est définie telle que pour deux labels ¢;, ¢; € L; associés avec le nceud
i € N, ¢, domine ¢; ssi U (l) < U(¢;)

L’algorithme est alors équivalent a I’algorithme de Dijkstra et un seul et unique label est propagé pour

chaque nceud. Ainsi le probleme d’optimiser cette fonction d’utilité correspond a un probléme mono-

objectif de complexité polynomial ou 'unique objectif est 2’(r) = U(z(r)).

Le cas le plus courant de monotonie est celui ot chaque opérateur binaire est une somme ® =
(4,...,+) et la fonction d’utilité est une somme pondérée U (y) = v (y), avec A € RP. Carraway et al
[ ] donnent un autre cas de monotonie quand les cofits sont positifs : I’opérateur binaire est une
multiplication ® = (..., x) et la fonction d’utilité est le produit des cofits U(y) = [[,cp v, ", avec
aeNE.

Chaque algorithme présenté dans la sous-section (2.4.3) suivante, optimise une fonction d’utilité¢ U
(avec ® = (+,...,+)) ne vérifiant pas la monotonie. De plus, toutes les fonctions d’utilité U utilisée
dans la littérature sont croissantes sur chacun des objectifs : y* <p 3° = U(y®) < U(y®),Vy®, 3 €
Rﬁ (cf. §1.2, page 22). Ces algorithmes sont tous proposés pour le probléme MOSP ([2, ) d’un nceud
source s € N a un nceud puits ¢ € N. Pour cette raison certains de ces algorithmes utilise une fonc-
tion d’évaluation ¢ : N — R% (cf. Définition 2.10, page 59) qui donne pour chaque sommet i € N
des bornes inférieures aux colts des chemins de i a ¢t : Vk € P, qx(i) < min{zx(r) : 7 € Ri}.
De plus, on définit une fonction vectorielle ¢* : N — R, qui correspond au vecteur de cofits des
chemins Ti/\,t’ i € N optimisant la somme pondérée ¢, : RY — Ry : Vi € N, ¢*(i) = z(rﬁt), avec

r}, = arg min,c R 2(2(r)). La somme pondérée o, étant une fonction d’utilité, alors la propriété de
monotonie est vérifiée pour I’optimisation de ¢ dans le probleme MOSP Q- > (® = (+,...,+)). Dans

ce cas, pour calculer ¢ il suffit de résoudre le probléme de plus court chemin mono-objectif R, ; surle
graphe G’ = (N, A, c) ot Ma) = pa(c(a)) = Y8 _, Ag-cx(a), Va € A.
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2.4.3 Algorithmes pour optimiser une fonction d’utilité dans un probleme MOSP

A I’exception de I’algorithme de Reinhardt et Pisinger [ ], tous les algorithmes présentés dans
cette section concernent le probléme MOSP Q- >
Carraway et al [ ] proposent une équation de programmation dynamique (DP) pour I’ opti-

misation d’une fonction quelconque U dans un graphe acyclique. Cette équation définit un algorithme
LC/N. Le graphe étant acyclique, chaque nceud est sélectionné une seule et unique fois. Les auteurs pro-
posent la notion de préférence locale <;, i € N, qui est utilisée dans des regles de dominance appliquées
localement : un label [{' associé au nceud 4 est supprimé si il existe un autre label lf associé au nceud 1 tel
que lg’ =i lf'. La construction de la préférence local <;, 7 € N n’est précisée.

White et al [ ] proposent un algorithme de LC/N (U*) basé sur la connaissance a priori d’un
ensemble de fonctions d’évaluation ¢',...,¢' : N — R pour le probleme R, avec U une fonction
d’utilité quelconque. Parmi ces fonctions il en existe au moins une, ¢ (1 < ¢ < [) qui permette d’obtenir
un chemin optimal 7* sur chacun des neeuds du chemin : Vi € r*, ¢'(i) = z(r}), r¥ désignant le sous-

chemin de ¢ a ¢ du chemin optimal 7* € R ;. Nembhard et White [ ] proposent deux algorithmes
BU™ et DU* qui sont des améliorations de 1’algorithme de White et al [ ].
Henig [ ] propose une méthode pour optimiser une fonction d’utilité U convexe pour le prob-

1éme MOSP 2- Y. Cette méthode détermine les deux solutions supportées extrémes adjacentes r%, r® €
Rs; qui encadre le point y* € R‘i des solutions optimales (selon U) dans I’espace des objectifs :
21(r?) < yb ys < 22(r?) et 20(r?) < w3,y < z1(rP). Une méthode de dichotomie est utilisée
(cf. §1.1.4.2, page 21) pour déterminer ces solutions supportées extrémes. La fonction d’utilité U étant
strictement convexe alors les solutions optimales sont nécessairement des solutions supportées extrémes.
Alors 7% ou r° est une solution optimale.

Paixao et al [ ] proposent un algorithme LC/L pour optimiser la distance euclidienne ||y||2 =
V(1) + -+ + (yp)?. Une somme pondérée ¢, (y) avec A, = 1/,/p, Vk € P est utilisée pour calculer
la fonction vectorielle ¢*. Cette somme pondérée borne inférieurement la distance euclidienne @y (y) <
llyll2, Vy € RE. Deux regles de coupe sont utilisées et la fonction d’évaluation ¢ est optimiste. Un
label ¢; vérifie la premiére regle de coupe s.s.i. |[¢*(s)|]2 < ||¢; + gjl|2, ¢*(s) représentant le vecteur
de cofits d’un chemin de s a ¢ optimal selon ). La deuxieme regle utilise la somme pondérée ¢, elle
permet de supprimer plus de labels que la premiere regle de coupe mais son utilisation nécessite plus de
temps de calcul. La sélection du label courant suit la stratégie FIFO. Les temps de calcul de 1’algorithme
sont comparés a un algorithme LC pour le probleme 75 .. Un algorithme de ranking est aussi proposé,
les chemins sont générés selon I’objectif donné par la somme pondérée des coiits ¢y (c(4,5)),V(i,j) €
A. Lalgorithme s’arréte quand le dernier chemin généré r,; € R, vérifie la régle d’arrét suivante :
|75 4ll2 < wa(2(r)), avec 75, € Ry le meilleur chemin de s & ¢ connu.

Galand et Perny [ ] proposent un algorithme LS appelé BCA* (voir aussi [ ]) pour I’ optimi-
sation d’une norme de Tchebychev T, (cf. Définition 1.8, page 17) par rapport a un point de référence
y*. Les poids aq, ..., oy sont calculés en fonction du point nadir y™ et du point idéal 3. La fonction
de sélection pour un label ¢; € £; associé au nceud @ € N est h(¢;) = To(2(4;) 4+ q(i)). Un label
l; € L;, associé au nceud ¢ € N, vérifie la regle de coupe s.s.i. son colit augmenté avec la fonction
d’évaluation g et agrégé par la fonction T, est meilleur que celui du meilleur chemin connu 3, € R ¢ :
Ta(=(r%,) < Tal=(6) + q(0)).

Climaco et al [ ] proposent un algorithme LS pour optimiser une norme de Tchebychev T,
par rapport a un point de référence y* et avec un vecteur de poids o € Rﬁ définis a priori par le
décideur. La fonction de sélection h est une fonction lexicographique. La particularité de cet algorithme
est qu’il calcule les K-meilleurs chemins selon Y. Un label ¢; € L; vérifie la regle de coupe s.s.i.




70 CHAPITRE 2 — Le probleme de plus court chemin multi-objectif

Yo (lK) < To(l;) avec ¢ le K-eme meilleur label associé au nceud ¢ connu. Afin de construire les
K-meilleurs chemins, la régle de dominance (voir algorithme 2.1) n’est pas utilisée, car des chemins non
efficaces peuvent faire partis des K -meilleurs chemins.

Galand et Spanjaard [ ] proposent un algorithme LS basé sur NAMOA* pour optimiser une fonc-
tion d’agrégation OWA W2¥* (cf. Définition 1.14, page 32) convexe. La fonction d’évaluation ¢ (cf.
Définition 2.10, page 59) et la fonction vectorielle ¢* (cf. §2.4.2, page 67) sont utilisées, avec un vecteur
de poids A = (%, ceey %) La somme pondérée ¢, donne une borne inférieure de la fonction Owa W24 :
Vy € RE, oa(y) < 9%%(y). Pour un label quelconque ¢; associé a un neeud ¢ € N, la fonction
e(¢;) € RY est définie par rapport a g et ¢*

e(;) = min W% (y)
e Sy > Sy Grl6) +a}(0) 10
yr > 2, (4) + qi(4) Vk e P :
y e RE

Le probleme 2.10 peut étre résolu en résolvant 2P problemes linéaires. Les auteurs proposent deux défi-
nitions pour la régle de coupe : (a) le label ¢; est supprimé si ming,cr, U(4;) < e(¢;), ou (b) le label ¢;
est supprimé si ming,er, U(¢:) < U(2(¢;) + q(7)), Ly est ’ensemble des labels associés au nceud t. Les
temps de calcul montrent que I’utilisation de la régle de coupe (a) est nettement plus efficace que la regle
de coupe (b).

Galand et Perny [ ] proposent un algorithme LS pour optimiser une fonction d’utilit¢ U com-
posée d’une unique fonction d’utilité partielle u (v = u; = - - - = uy) convexe et d’une intégrale de Cho-
quet convexe (cf. §1.2.5, page 32) : U(y) = Cp(u(y1), ..., u(yp)). Le modele de préférence est proposé
dans un cadre d’optimisation robustesse et non dans un cadre d’aide a la décision multi-criteére. La fonc-
tion vectorielle ¢* est définie telle que @) borne inférieurement U : ) (y) = > wep MUk SU(y), Yy €
Rﬁ. Pour calculer un tel vecteur de poids A, les auteurs proposent d’utiliser I’indice de Shapley ¢ (cf. Déf-
inition 1.20, page 35) de I'intégrale de Choquet C), : Ay = ¢y, Vk € P. L’évaluation d’un label ¢; € L;
est définie, par rapport & g et ¢*, telle que e(¢;) = max{U (2(£;) + q(i)), >r_, Me-(26(4;) + g7 (i ))} La
fonction de sélection h des labels est la fonction e : h = e. Larégle de coupe est définie telle que : un label
i, i € N est supprimé s.s.i. ming,cr, U(¢;) < e(¢;). Galand et al [ ] propose un algorithme iden-
tique a I’algorithme de Galand et Perny, avec une fonction d’utilité identique. Les auteurs proposent aussi
d’utiliser un algorithme de ranking mono-objectif, les chemins sont générés selon la somme pondérée
) (la monotonie est vérifiée). L’algorithme s’arréte lorsque la derniere solution générée r vérifie une
regle d’arrét : U(r*) < u(px(2(r))), avec 7* la meilleure solution connue selon U.

Sauvanet et Néron [ ] propose un algorithme LS basé sur BCA* pour optimiser une norme de
Tchebychev Y, par rapport & un point de référence y* défini a priori : Yo (y) = maxs_; ak.|y} — Ykl
avec ag,as € R,. La fonction d’évaluation g est optimiste (cf. Définition 2.10, page 59). La fonc-
tion vectorielle ¢* est calculée avec A = (1/2,1/2). L’évaluation d’un label ¢; € L; est e(¢;) =
min{ Yo (21(4;) + q1, 22(¢;) + @), Ya(21(¢;) + a7, 22(¢;) + g2)}. Un label ¢; vérifie 1a régle de coupe
s.s.i. ming, ez, To(f) < e(£;). La fonction de sélection h est définie par rapport a g et ¢*.

Reinhardt et Pisinger [ ] proposent trois reégles de dominance pour un algorithme de LC pour
le probleme MOSP Q- > . La fonction d’utilité est définie comme la somme des fonctions d’utilité par-
tielles : U(y) = > 7_; uk(yk), y € RP. Les fonctions d’utilité partielles sont strictement croissantes.
Deux dominances <pp1, <gp2 sont proposées. Un label ¢; € L; est supprimé si il existe un autre la-
bel ¢; € L; associé au méme neeud @ € N t.q. ¢; <pp1 ¢ < u(z(4;)) <p u(z(¢;)) ou b; <pp2 0}
& Zk Ok () < Yh_ ) On.zw(l]). Avec Oy = mm{uk( ) : y € R} la plus petite dérivée de uy,
st zg(li) < zx(0)), 0k = 1sizi(€;) = zi(€)) et 0, = max{dy(y) : y € R} la plus grande dérivée
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Auteurs Objectifs Fct. utilit¢ | Ensemble | Type Citation
Henig 1986 2-3° U, convexe R DP [ ]
Carraway et al 1990 Q-® U Ry DP [

White et al 1992 Q-® U R LC/N [
Nembhard et White 1999 — U Ry LC/N [ ]
Paixao et al 2003 Q-> [|.]]2 R+ LC,ranking | [ ]
Climaco et al 2006 Q-> T, Rs ¢ LS [
Galand et Perny 2006 Q-> T, R LS, ranking | [ ]
Galand et Spanjaard 2007 Q-> powa R4 LS [ ]
Galand et Perny 2007 Q-> Cuu R LS, ranking | [ ]
Sauvanet et Néron 2010 2-3° T, Ry LS [ ]
Galand et al 2010 Q-> C, R4 LS, ranking | [ ]
Reinhardt and Pisinger 2011 | Q- > uk Rs, LC/N [ ]
Reinhardt and Pisinger 2011 | 1- > Q- max b uk R4 LC/N [ ]

Table 2.7 — Littérature sur I’optimisation d’une fonction d’utilité¢ dans un probleme MOSP. La colonne
“Ensemble” indique 1’ensemble de solutions calculé par 1’algorithme. La colonne “Préférences” indique
la fonction d’utilité¢ optimisée, U désigne une fonction d’utilité quelconque, C, désigne I’agrégation
des objectifs par ’intégrale de Choquet, T, désigne 1’agrégation des objectifs par la norme de Tcheby-
chev, ||.||2 désigne I’agrégation des objectifs par une norme euclidenne, ¥* désigne 1’agrégation des
objectifs par la fonction OWA.

de uy, si z(¢;) < zx(¢;). Si les fonctions d’utilité partielles w1, ..., u,—1 sont des fonctions d’identité
(ur(yr) = yk, Yk € {1,...,p — 1}, Vyi € R) et u,, est une fonction strictement croissante, alors une
troisiéme dominance est proposée < pp3 est proposée. Soit 8 = max{wu,(y® + y°) — u(y?) — [u(y® +
y°) — u(y?)] : vy %, 9" € R} la différence de variation maximum entre deux valeurs y¢,y” pour une
méme augmentation y°. Un label ¢; € L; est supprimé si il existe un autre label ¢, € L; associé au méme
nceud? € N tq. {; <RrpP3 f; = U(Z(fz)) + 8 < U(z(&))

Reinhardt et Pisinger [ ] proposent aussi une dominance < gp4 pour le probleme 1- ) Q- max.
Les fonctions d’utilité partielles sont des fonctions d’identité : uy(yx) = yx, Vk € P, Vyi € R, Un label
¢; € L; est supprimé si il existe un autre label ¢; € L; associé au méme nceud ¢ € N t.q. {; <ppa
& z21(6) — z1(6) + Y8 _o min{0, 2 (¢;) — 2(¢;)} < 0. Cette dominance indique que les coits des
labels sur les objectifs bottleneck n’est pas pris en compte si ce cofit est au désavantage du label que
I’on souhaite supprimer. On voit que, comme pour la dominance <z pg (cf. Définition 2.6, page 54), les
colits de labels sur des objectifs bottleneck ne peuvent pas étre pris en compte pour la suppression d’un
label.

2.5 Conclusion

Concernant la littérature sur les méthodes pour calculer I’ensemble des solutions efficaces d’un prob-
Iéme MOSP (cf. Sections 2.2 et 2.3) quelques remarques générales peuvent étre formulées. Dans cet état
de I’art nous avons proposé de différencier les méthodes pour résoudre le probleme R, ; et les méthodes
pour résoudre le probleme R ,, cette différenciation n’est en général pas faite dans la littérature. La
résolution d’un probléme de plus courts chemins d’un nceud a tous les neeuds (f25 o) permet de résoudre
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n problemes de plus court chemin d’un nceud a un nceud (R ;). Ainsi il faut prendre en compte cette
différence entre ces deux problemes (1 ¢ et s o) quand on compare une méthode pour le probleme Ry ¢
et une méthode pour le probleme I o. On remarque aussi que dans la littérature, les travaux provenant
de I’intelligence artificielle (tels que I’algorithme NAMOA™) et ceux venus de la recherche opérationnelle
(tel que I’algorithme de Tung et Chew) en général s’ignorent mutuellement.

Concernant la littérature sur les méthodes pour optimiser une fonction d’utilité (cf. §2.4, page 66),
aucun algorithme proposé ne permet de résoudre le probleme R o (cf. Table 2.7, page suivante). Cette
problématique est abordée dans le chapitre 4. On note aussi que la plupart des algorithmes optimisent des
fonctions concaves ou convexes : norme euclidienne, norme de Tchebychev, OWA, ..., qui sont pour la
plupart des cas particuliers de I’intégrale de Choquet. Dans le chapitre 3 nous proposons un algorithme
qui optimise une fonction d’utilité MAUT basée sur I’intégrale de Choquet quelconque pour le probleme
Ry 4. Pour finir on note qu’aucun algorithme n’est proposé pour optimiser une fonction d’utilité dans un
probleme (Q- max Q- ) avec plusieurs objectifs bottleneck. Cette problématique est aussi traitée dans
le chapitre 4.



CHAPITRE 3

Optimisation d’une
fonction d’utilité basée
sur ’intégrale de
Choquet pour le
probleme MOSP nceud a
neud

On s’intéresse dans ce chapitre a la minimisation d’une fonction d’utilit¢ multi-critere U dans un
probléme de plus court chemin (R, ;) entre un nceud source s € N et un nceud puits ¢ € N. On con-
sidere I’utilisation d’un algorithme d’étiquetage pour résoudre ce probleme, ce type d’algorithme étant
considéré comme efficace pour ce probleme de plus court chemin (cf. §2.5, page 70). Dans le cadre du
probleme R ; les méthodes proposées dans la littérature pour intégrer une fonction d’utilit€é U consis-
tent a comparer les labels a une solution connue du probleme. En section 3.1 on propose une regle de
coupe générale qui généralise ces différentes approches. Cette régle de coupe nécessite le calcul d’une
borne inférieure pour chaque label. Afin de supprimer un maximum de labels, cette borne inférieure doit
prendre en compte le chemin qui reste a parcourir pour atteindre le noeud puits. La borne inférieure doit
étre calculée en résolvant (durant I'initialisation de 1’algorithme d’étiquetage) un ou plusieurs problemes
de plus court chemin mono-objectif.

On s’intéresse tout d’abord, en section 3.2, a I’optimisation d’une fonction d’utilité basée sur I’inté-
grale de Choquet dans le probleme MOSP avec uniquement des objectifs additifs (Q- ). Pour calculer
les bornes inférieures des labels on propose différentes méthodes pour construire une somme pondérée
qui borne inférieurement I’intégrale de Choquet. On propose notamment (cf. §3.2.2, page 85), I'utilisa-
tion de bornes inférieures et supérieures sur les objectifs afin d’améliorer la borne calculée par la somme
pondérée. Des méthodes sont aussi proposées (cf. §3.2.4, page 95) pour calculer une somme pondérée qui
borne inférieurement une fonction d’utilité constituée de 1’intégrale de Choquet et de fonctions d’utilité
partielles linéaires par morceaux. Certaines de ces méthodes ont fait 1’objet d’une publication [ 1.
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3.1 Regles de coupe

Notre ambition est d’optimiser une fonction d’utilité U dans un probleme MOSP R ;. On suppose que
le graphe est connexe. On utilise I’algorithme d’étiquetage général (cf. Définition 2.1, page 51) avec une
regle de coupe (cf. Définition 2.9, page 59). On suppose que ’instance du probléme MOSP, composée
du graphe G = (N, A) et de p fonctions objectif (21, ..., 2,), respecte les conditions de terminaison
des algorithmes d’étiquetage (cf. Théoréme 2.5, page 55) : les cofits sur les arcs sont positifs, Va € A,
(01,...,0,) <p c(a). Les p fonctions objectif (P I’ensemble des objectifs) sont définies par p opérateurs
binaires (®1, ..., ®;). Un opérateur binaire @y, k € P, peut par exemple €tre une addition ®; = +,
une multiplication ®; = X, une fonction maximale ®; = max, une fonction minimale ®; = min (cf.
§2.1.2, page 48). Soient {2 = 1 x --- x £}, C RP I'espace des objectifs, y € {2 un vecteur de colits et
& C R 1’échelle de satisfaction commune des objectifs, U : 2 — &.

Exemple 3.1.

Considérons un graphe G = (N, A, ¢) défini sur la figure 3.1 et deux fonctions objectif additives P =
{1, 2}. On s’intéresse au probléme MOSP (2- ) d’un neeud source s = 1 a un neeud puits t = 3 (R 3).
Les coiits sur les arcs sont positifs ou nuls £ = 1 X Q9 = Ri. Les solutions efficaces et non efficaces du

(11,4)

©0.9) (5,10)
Figure 3.1 — Un graphe G = (N, A, ¢), les nceuds N = {1, 2, 3}. Deux cofits sont définis sur les arcs du
graphe, c(a) € Q. Le graphe contient des arcs multiples afin de simplifier 1’exemple.

probléme sont définies sur la figure 3.2. On considere la minimisation d’une fonction d’utilité U = C,,
qui est définie par une intégrale de Choquet. On ne considere pas de fonction d’utilité partielle afin de
simplifier I’exemple. La fonction de capacité (cf. Définition 1.16, page 32) est définie telle que : () = 0,
w({1}) = 0.7, u({2}) = 0.7 u({1,2}) = 1. Cette fonction de capacité est submodulaire (cf. Définition
1.18, page 34). La solution optimale de ce probleme selon C|, est définie sur la figure 3.3.

Afin de prendre en compte la fonction d’utilité U dans 1’algorithme d’étiquetage, la définition 3.1
ci-dessous propose une regle de coupe (cf. Définition 2.9, page 59) générale. Soit 75, le meilleur (selon
U) chemin connu entre s et ¢ au cours de 1’algorithme. Ce chemin n’est pas nécessairement le chemin
optimal (selon U). Ce chemin peut étre construit durant I’exécution de 1’algorithme d’étiquetage (alors
U(z(rs;)) = min{U(z(l¢)) : ls € Li}) ouapriori de I’algorithme d’étiquetage en résolvant un probleme
de plus court chemin mono-objectif. Dans la suite de cette section on présente différentes définitions
permettant de calculer, pour chaque nceud ¢ € N et chaque label ¢; € L;, une borne inférieure notée
BORNE_INF(/;) du plus court chemin pouvant étre obtenue en développant ¢;. La définition 3.1 présente
I’utilisation d’une borne inférieure dans une regle de coupe.

Définition 3.1. Regle de coupe générale.
Soit U : @ — £ une fonction d’utilité croissante (cf. Définition 1.9, page 18). Soit £; un label associé au
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z2
z2
(5.19) *
* T (7,18) *
*(8,17) *
* (10,16) *
* g *
* 16,14 *
eIz T+ I *(12 12)
* * 12 *
(10,13) * (19;12)
(12,12) ]
(14,9) "
* (21,8) *
*
21
zZ1
!

Figure 3.3 — La zone bleu représente les points
dans I’espace des objectifs qui sont meilleurs
que le point (12, 12) qui représente la solution
optimale pour I'intégrale de Choquet C),.

Figure 3.2 — Espace des objectifs, les points des
solutions efficaces sont en bleus et les points
des solutions non efficaces sont en noires.

neeud 1 propagé dans 1’algorithme d’étiquetage. Le label {; peut étre supprimé si :
U(z(rs+)) < BORNE_INF(/;),

avec BORNE_INF({;) une borne du label {;, inférieure a la valeur de la fonction d’utilité U pour n’im-
porte quelle propagation du label {; : N'r;y € R;, BORNE_INF((;) < U(2(€;) ® 2(1i¢)).

Théoreme 3.1. Validité de la régle de coupe 3.1.

Soit BORNE_INF une borne inférieure pour chaque label telle que Vr;; € R;; BORNE_INF({;) <
U(z(4;) ® z(rit)). Alors Ualgorithme d’étiquetage (cf. Algorithme 2.1, page 51) utilisant la régle de
coupe 3.1 permet de construire au moins une solution optimale selon U.

Preuve du Théoreme 3.1.

Soitrs; = (vi,...,v) € Rs; un chemin optimal selon la fonction d’utilité U, avec vy, . ..,v; € N des
neeuds et vi = s le neeud source, vi = t le neeud puits. Tout sous-chemin rs,, € R, du chemin rg;
est associé avec un label 0,,, avec 1 < i < I. Si aucun label £, , ..., L, n’est supprimé par la regle de

coupe alors un chemin optimal rs ; est construit par I’algorithme d’étiquetage. Si un label {,,, (1 < i <)
est supprimé par la regle de coupe alors, par définition, I’ utilité du meilleur chemin connu (U(r;t)) est
inférieure a ’utilité du chemin optimal (U (r4+)) et donc le chemin 75t est optimal selon U. Au moins un
chemin optimal selon U entre s et t est construit.

O

3.1.1 Monotonie de la fonction d’utilité

Nous avons vu que dans le cadre du probléme MOSP, si la fonction d’utilité¢ U vérifie la monotonie
(cf. Définition 2.12, page 67) alors I’optimisation de la fonction d’utilité U correspond a un probléme de
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plus court chemin mono-objectif [ ]. Méme si la fonction d’utilité U ne vérifie pas la monotonie
alors il est quand méme possible d’exploiter la propriété de monotonie pour calculer une borne inférieure
pour la régle de coupe 3.1.

Dans un premier temps nous définissons la propriété de linéarité pour une fonction U. Cette propriété,
comme nous le voyons ensuite, peut étre associée avec la propriété de monotonie. On considere par la
suite que les opérateurs binaires sont identiques ®1 = --- = ®p, on utilise ® = @1 = --- = @ et
® = (®1,...,®,). Ainsi si tous les opérateurs binaires sont des additions alors le probleme MOSP
correspondant est Q- .

Définition 3.2. Fonction linéaire.
Une fonction d’agrégation (ou d’utilité) des coiits U : 2 — & est linéaire s.s.i. :

Uy oUW =U@Wy"®y"), Vy'.y’ e

Théoreme 3.2. Condition nécessaire et suffisante pour la monotonie.
Une fonction d’agrégation ou d’utilité U vérifie la monotonie si il existe une fonction g : £ — & crois-
sante et une fonction d’agrégation linéaire U’ : Q@ — & tels que :

Yy € Q, Uly) = g(U'(y))

Preuve du Théoreme 3.2.

Soient une fonction d’utilit¢ U composée d’une fonction g croissante et une fonction d’agrégation
linéaire U'. Soit deux vecteurs de coiits Yy®,y* € Q tels que U(y®) < U(y®) (ou g(U'(y%)) <
g(U'(y?))) alors comme g est croissante : U'(y*) < U’(y®). La fonction d’agrégation U’ est linéaire
alorsVy© € Q, U (y* Q y°) < U’(yb ® y©). Et donc, comme la fonction g est croissante alors la fonction
U est monotone :

Yyt e Q, Uy ®@y°) < Uy’ ®y°)

O
Le théoréme précédent nous indique que la si la fonction d’utilité U est linéaire alors cette fonction
vérifie la monotonie. Notons que Perny et Spanjaard [ ] proposent un axiome d’indépendance qui est

une définition plus générale de la monotonie telle que considérée dans cette these. Le théoreme suivant
nous permet définir différents cas de linéarité (et donc de monotonie) pour différents problemes MOSP,

Q- Z’ Q- H, (- min, - max.

Théoréme 3.3. Conditions suffisantes pour la linéarité.

Soit U une fonction d’utilité composée d’une fonction d’agrégation V et de fonctions d’utilité partielles

Ul ..Uy, VY € QU(y) = V(wi(y1), ..., up(yp)). U est linéaire si :

(a) La fonction d’agrégation V' est définie par I’opérateur binaire : Yy € &, V(y) =11 @ - - - ® Yp.

(b) Chaque fonction d’utilité partielle uy, k € P est linéaire par rapport a I’opérateur binaire ®y, :
Yy, y" € @ ur(yp) @k ur(yp) = ur(yg Ok yp)-

Preuve du Théoreme 3.3.

Soit U une fonction d’utilité vérifiant les conditions (a) et (b) du théoréme 3.3. Soient y*,y® € § deux
vecteurs de coilts. Les fonctions d’utilité partielles u1, . . . , u, sont linéaires :

V(@) =V (w(6) @ 1R, - up(u) © (1))
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La fonction d’agrégation V' est définie par I’opérateur binaire R, alors on peut décomposer la fonction
d’agrégation :

V (uly" ®9")) = un(uf) ® w1 (4) © wau) © .y 1 (41) © () © (1)
La fonction d’agrégation peut donc étre recomposée en séparant les vecteurs de coiits y* et 3° :
V(u(y*®y") =V () & V (uls")

O

Grace aux théoremes précédents on peut définir clairement la forme d’une fonction d’agrégation
vérifiant la monotonie pour différents probleme MOSP. Et ainsi il nous est possible de déterminer avec
quelle fonction d’agrégation I’optimisation de cette fonction dans le probléme MOSP associé est équiva-
lent a un probleme de plus court chemin mono-objectif. Considérons une fonction d’utilit¢ U composée
d’une fonction d’agrégation V' et de fonctions d’utilité partielles w1, . . ., ug. Le théoréme 3.3 permet de
construire plusieurs cas de monotonie :

e Les fonctions objectif sont additives (2 = ®; = --- = ®, = +)(probleme Q- ). La fonction
d’agrégation V est la somme des coiits : V(y) = Y7 _; ug(yx). Les fonctions d’utilité partielles sont
linéaires uy (yx) = oYk, @@ € Rﬂ. La fonction d’utilité U est alors une somme pondérée :

p
Ve, Uly) = ox Xy
k=1

Nous avons vu précédemment (cf. §1.1.2.2, page 15) que pour optimiser une somme pondérée dans
un probleme MOCO il suffit de scalariser les objectifs a I’aide d’une somme pondérée.

e Les fonctions objectif sont multiplicatives (®; = --- = ®, = x)(probleme Q-[]). La fonction
d’agrégation V est le produit des cotits V (y) = [[5_; ux(yx). Les fonctions d’utilité partielles sont
des fonctions puissances uy(yi) = (yx)**, o € NI (cf. §2.4.2, page 67).

3.1.2 Regle de coupe utilisant un point idéal

Une borne simple peut étre utilisée dans la régle de coupe 3.1 a condition que la fonction d’utilité U
soit croissante (cf. Définition 1.9, page 18). Cette condition est nécessaire dans le cadre de I’optimisation
multi-objectif (cf. §1.1.2.4, page 18). Cette borne utilise une fonction d’évaluation g : N — 2 telle que
décrite dans la définition 2.10. En supposant que cette fonction d’évaluation soit optimiste (cf. Définition
2.10, page 59), alors ¢(i) correspond alors pour chaque neeud ¢ € N au point idéal (cf. Définition 1.3,
page 13) des solutions efficaces de i at : Vk € P, qx(i) = min,, ,ep, , 2 (7i)-

Définition 3.3. Borne inférieure définie par une fonction d’évaluation.

Soit q : N < € une fonction d’évaluation (cf. Définition 2.10, page 59) permettant de borner inférieure-
ment les coilts des chemins de n’importe que neud i € N au neeud puits t : q(i) <p z(ri7t), Vi € Ry
U : Q — & une fonction d’utilité croissante (cf. Définition 1.9, page 18). Soit £; un label associé au
neeud i propagé dans ’algorithme d’étiquetage, alors q(i) correspond a la propagation idéale de {; pour
atteindre le neeud puits t. La borne inférieure du label ; est :

BORNE_INF®(4;) = U (2(£;) ® q(i))
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Cette borne inférieure est proposée par Futtersack et Perny [ ] (voir aussi [ ]) dans le
cadre de I’optimisation d’une norme de Tchebychev et par Paixao et al [ ] dans le cadre de
I’optimisation de la norme euclidienne. Cette borne inférieure 3.3, peut étre utilisée dans la regle de
coupe 3.1. En effet selon la définition de la fonction d’évaluation ¢ (cf. Définition 2.10, page 59) Vr; ; €
Ri+, q(i) <p z(rit) et comme la fonction d’utilité U est croissante cette borne inférieure est vérifiée :
Vrit € Ri, BORNE_INF*({;) < U(z(€;) ® 2(rit))-

Exemple 3.2. Utilisation de la régle de coupe 3.1 avec la borne inférieure 3.3, suite de I’exemple 3.1.
Cet exemple illustre I’application de la regle de coupe 3.1 avec la borne inférieure 3.3, dans un algo-
rithme d’étiquetage (cf. Algorithme 2.1, page 51) pour le probleme de ’exemple 3.1. On suppose que
la fonction d’évaluation q (cf. Définition 2.10, page 59) est optimiste : q(1) = (5,8), q(2) = (5,4) et
q(3) = (0,0). Soit 3, € R un chemin connu de s at, tel que 2(r3,) = (10,13). On consideére deux
labels 05, by associés au nceud 2 : z(02) = (0,9) et z(¢5) = (11,4). L'utilisation de la borne 3.3 avec la
régle de coupe 3.1 permet alors de supprimer le label U}, (cf. Figure 3.4, de la présente page) :

C,(10,13) = 10x0.3+13x 0.7 = 12.1 > BORNE_INF*(fy) = C,(5,13) = 5x0.3+13x 0.7 = 10.6

Cette borne ne permet pas de supprimer le label {5 (cf. Figure 3.5, de la présente page) : C,(10,13) =
12.1 < 13.6 = BORNE_INF?(/,) = C,,(16, 8).

z2 z2
* *
* *
* *
* *
* 1 *
2(r) = (10,13) 2(r.4) = (10,13)
* * K * K
/ * * * *
LA ) +a(2) = (5,13)
* *
- 2(65) + a(2) = <y . ’
| Z1 | Z1
T ' ' ' ' T ' ' ' '

Figure 3.4 — Le vecteur vert (0,9) correspond ~ Figure 3.5 — Le vecteur vert (11,4) correspond
au label lo, le vecteur rouge (5,4) correspond  au label ¢}, le vecteur rouge (5,4) correspond
a q(2). Le point bleu correspond a la meilleure  a ¢(2). Le point bleu correspond a la meilleure
solution connue. solution connue.

Il est possible de généraliser la borne 3.3 en calculant un ensemble de [ fonctions d’évaluation ) =
{q',...,q'} plutot qu’une unique fonction d’évaluation g.

Définition 3.4. Ensemble bornant.
Soient ¢ : N — Q, a € {1,...,1} des fonctions de coiits sur les nceuds. Soit Q = {q',... ,ql} un
ensemble bornant inférieurement les chemins, entre les nceuds du graphe et le nceud puits, tel que :

Vi e N, Vﬁ'ﬂf S RZ‘J, Elq €N t.q. q(l) <p Z(Ti7t)
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Un ensemble bornant est une généralisation de la notion de fonction d’évaluation bornant inférieure-
ment les chemins telle que définie en 2.10. L’ensemble bornant ] peut étre construit en scalarisant (cf.
§1.1.2.2, page 15) le probleme MOSP a plusieurs reprises avec plusieurs sommes pondérées afin de cal-
culer un certain nombre de solutions supportées. La méthode de dichotomie (cf. §1.1.4.2, page 21) peut
par exemple étre utilisée pour calculer ces solutions supportées. Ce type de méthode est donc difficile
a utiliser avec plus de deux objectifs. Dans le cas bi-objectif, si on souhaite calculer un ensemble £ de
taille /, il faut calculer un ensemble [ + 1 de solutions supportées. Ensuite, pour un nceud ¢ € N, chaque
paire de solutions supportées adjacentes ¢, et rg,i (z1(rge) < zl(rgt)) permet de définir les valeurs de
la fonction d’évaluation ¢ sur le nceud i : (i) = (21(r2;), z2(r5 ).

Définition 3.5. Borne inférieure définie par un ensemble bornant.
Soit 9 un ensemble bornant. U : 2 — & une fonction d’utilité croissante (cf. Définition 1.9, page 18).
Soit £; un label associé au neeud i € N, la borne inférieure du label {; est :

BORNE_INF®(£;) = mingeq U (2(¢;) ® q(4))

Cette borne inférieure est une généralisation des travaux de Sauvanet et Néron [ ] pour I’ opti-
misation de la norme de Tchebychev dans le cadre du probleme MOSP 2- > . Elle est aussi utilisée dans
le cadre du calcul de I’ensemble des solutions efficaces [ , ]. La borne inférieure 3.3, peut
étre utilisée dans la regle de coupe 3.1. En effet selon la définition de I’ensemble bornant Q, Vr; ; € R; 4,
3¢’ € Q, tel que ¢/(7) <p z(r;) et comme la fonction d’utilité U est croissante, cette borne inférieure
est valide : Vr;; € R;4, BORNE_INFY(£;) < U(2(6;) ® ¢' (1)) < U(2(6;) ® 2(riy)).

Exemple 3.3. Utilisation de la régle de coupe 3.1 avec la borne inférieure 3.3, suite de I’exemple 3.1.
Cet exemple illustre I’application de la regle de coupe 3.1 avec la borne inférieure 3.3, dans un al-
gorithme d’étiquetage pour le probleme de I’exemple 3.1. Les fonctions d’évaluation q',q*> € Q sont
calculées telles que : ¢*(1) = (5,13), ¢*(1) = (10,8), ¢'(2) = (5,8), ¢*(2) = (8,4), ¢*(3) = (0,0)
et ¢>(3) = (0,0). Les deux fonction d’évaluation q* et q* sont calculées en résolvant 3 scalarisation du
probléme MOSP a l’aide des sommes pondérées o1 o), ¥(0,1), $(0.5,0.5) (¢f. Figure 3.6).

Soit 15, € Rs 4 un chemin connu de s a't, tel que 2(r ;) = (10, 13). On considere deux labels (2, ;
associés au neud 2 : z(l2) = (0,9) et z(¢4) = (11,4). L'utilisation de la borne inférieure avec la régle
de coupe 3.1 permet alors de supprimer le label U}, (cf. Figure 3.7, page 81) :

Cu(ty +q'(2)) = C,(16,12) = 14.8 } -

— < °(¢}) = mi
C,(10,13) = 12.1 < BORNE_INF’(f}) mm{ Cu(ly + ¢2(2)) = C,u(19,8) = 15.7

Cette regle ne permet pas de supprimer le label {3 (cf. Figure 3.8, page 81) : C,,(10,13) = 12.1 >
BORNE_INF’(#}) = min{C,,(4,17) = 13.5,C,,(8,13) = 11.5}.

3.1.3 Regle de coupe utilisant une fonction linéaire pour borner inférieurement une fonc-
tion d’utilité

Si il est possible de calculer une fonction linéaire bornant inférieurement une fonction d’utilité U,
alors un autre type de borne inférieure pour un label ¢; peut étre calculé.

Définition 3.6. Fonction d’agrégation bornant une fonction d’utilité.
Soit U une fonction d’utilité. La fonction d’agrégation U donne une borne inférieure de la fonction U
sur 2 s.8.0. :

Yy eQ, Uy) <U(y)
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22

(10,13) *
*

21

Figure 3.6 — Les trois points en bleus représentent les trois solutions supportées calculées, les deux
points rouges représentent les valeurs des fonctions d’évaluation ¢! et ¢ pour le nceud 1.

Perny et Spanjaard [ ] proposent une définition semblable dans le cadre de I’optimisation d’une
relation de préférence = (cf. §1.2.2.2, page 25). En bornant les fonctions d’utilité partielles et la fonction
d’agrégation alors il est possible de calculer une fonction d’agrégation bornant la fonction d’utilité. Si
pour chaque objectif £ € P, la fonction d’utilité partielle u;, borne inférieurement wy, (sur €2;) et la fonc-
tion d’agrégation V_ borne inférieurement V' (sur &) alors la fonction d’agrégation U borne inférieurement
U (sur ).

Définition 3.7. Fonction d’évaluation d’une fonction d’agrégation monotone.
Soit U : Q& — & une fonction d’agrégation monotone par rapport , la fonction d’évaluation ¢% : N — Q
(cf. Définition 2.10, page 59) est définie par rapport U telle que :

Vi € N, Vris € Riy, U(q(1) < U(riz)

Dans le cadre du probleme Q- la somme pondérée est linéaire et donc monotone (cf. Défini-
tion 3.2, page 76), d’autres cas de monotonie sont présentés dans la sous-section 3.1.1. Puisque U est
monotone alors il est facile de calculer a priori la fonction d’évaluation Y. L optimisation de U dans le
probleéme de plus court chemin R, ; (qui permet de définir q¥ pour chaque nceud i € N) est équivalent
a un probléme mono-objectif puisque U est monotone.

Définition 3.8. Borne inférieure définie par une fonction d’agrégation monotone.

Soient U : & — & une fonction d’utilité et U une fonction d’agrégation linéaire (cf. Définition 3.2,
page 76) qui borne inférieurement U (cf. Définition 3.6, page précédente). ¢¥- est la fonction d’évaluation
définie selon U (cf. Définition 3.7, de la présente page). Soit ; un label associé au nceud i € N propagé
dans Ualgorithme d’étiquetage. La borne inférieure du label ; est :

BORNE_INF®((;) = U (2(£;) ® ¢ (4))

Cette borne inférieure est une généralisation des travaux de Paixao et al [ ] dans le cadre
de ’optimisation de la norme euclidienne (U = |[|.||2) et des travaux de Galand et Spanjaard [ ]
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Z2 z2
* *
2(l2) +q' (2 = (5,17) *
* * *
* *
* *
z2(rs) = (10,13) z(rs) = (10,13)
* * * * *
*; * * * *
2(l2) +¢°(2) = (8,13)
*
* 2(5) +q*(2) = (16,12) x|k
2(65) + ¢*(2) = (19,8
| Z1 | Z1
7 ' ' ' ' 7 ' ' ' '

Figure 3.7 — Le vecteur vert (0,9) correspond  Figure 3.8 — Le vecteur vert (11,4) correspond
au label /o, les vecteurs rouges (5,8) et (8,4) au label £}, les vecteurs rouges (5, 8) et (8,4)
correspondent & ¢! (2) et ¢?(2) respectivement.  correspondent a ¢'(2) et ¢?(2) respectivement.
Le point bleu correspond a la meilleure solu- Le point bleu correspond a la meilleure solu-
tion connue. tion connue.

dans le cadre de I’optimisation d’une fonction d’agrégation OWA (U = W%"%). Elle est aussi utilisée
pour le probleme de plus court chemin dans les travaux suivants [ , , ]. Cette borne
inférieure 3.8, peut étre utilisée dans la reégle de coupe 3.1. En effet selon la définition de la fonction
d’évaluation ¢¥ : Vr; s € Ry, U(2(4) ® ¢2(5)) < U(2(¢;) ® 2(ri+)). Comme la fonction d’agrégation
U borne inférieurement la fonction d’utilité U : Vr; 4 € R;;, BORNE_INFC({;) < U(2(€;) ® 2(1i+)).

Exemple 3.4. Utilisation de la régle de coupe 3.1 avec la borne inférieure 3.8, suite de I’exemple 3.1.
Soit une somme pondérée o 3.7y qui permet de borner inférieurement l’intégrale de Choquet C), (cf.
Exemple 3.1, page 74). La construction de la somme pondérée est décrite en section 3.2.1. La somme
pondérée o.3,0.7) est linéaire (cf. Définition 3.2, page 76) comme il s’agit d’un probleme 2- > La
fonction d’évaluation q?©-3:97) est construite telle que : ¢¥©-3.07 (1) = (14,9), g¥©-3.07(2) = (10,4) et
q*©300(3) = (0,0). Soit 5 ; € Ry un chemin connu de s at, tel que z(r} ;) = (12,12). On considere
deux labels (o, V', associés au neeud 2 : z(l2) = (0,9) et z(¢5) = (11,4). L'utilisation de la borne 3.8
avec la regle de coupe 3.1 permet de supprimer le label {5 (cf. Figure 3.9) :

C(12,12) = 12 < BORNE_INF({2) = ¢(9.3,0.7)(f2 + ¢7©307(2)) = 10 x 0.3 + 13 x 0.7 = 12.1
Cette borne ne permet pas de supprimer le label U}, (cf. Figure 3.10) : C,,(12,12) = 12 > BORNE_INF®({y) =
@(0.3,0.7) (6’2 + q@(0'3’0‘7) (2)) =21 x03+8x0.7=119
3.1.3.1 Généralisation

Une approche similaire a celle des ensembles bornant peut étre utilisée en définissant plusieurs fonc-
tions d’agrégation monotones bornant la fonction d’utilité U. Ces fonctions peuvent ensuite tre utilisées
simultanément.
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z2 zZ9
* *
* *
* *
* *
* *
* *
xoxz(ri,) = (12,12) Loxz(rn,) = (12,12)
* ) * * *
T2) + g#©:3.0.7(2) = (10,13)
* *
* Z((é) 4L q#@(o,s,nj) (2) = (217 8) *
Z1 Z1
* *

Figure 3.9 — Le vecteur vert (0,9) correspond
au label /5, le vecteur rouge (10, 4) correspond
a ¢¥03.07(2). Le point bleu correspond a la
meilleure solution connue.

Figure 3.10 — Le vecteur vert (11,4) corre-
spond au label ¢4, le vecteur rouge (10,4) cor-
respond a ¢¥(0-3.0.9(2). Le point bleu corre-
spond a la meilleure solution connue.

Définition 3.9. Borne inférieure selon un ensemble de fonctions d’agrégation monotones.

Soit U : Q& — & une fonction d’utilité 3 = {U!,. .. ,Ql} un ensemble de | fonctions d’agrégation
. e s . Ul Ul . y . . .

monotones qui bornent inférieurement U. Soient ¢= ,...,q=, les fonctions d’évaluation des fonctions

d’agrégation de 3. Soit {; un label associé au nceud i € N propagé dans I’algorithme d’étiquetage. La

borne inférieure du label {; est :

BORNE_INFY(£;) = max {U (2(;) ® ¢%(4)) }
u€
Cette borne inférieure 3.9, peut étre utilisée dans la régle de coupe 3.1. En effet, selon la définition des
)
fonctions linéaires 4l et des fonctions d’évaluation qgl, ey @Y Vi € Ry, VU € 3L U (2(6:) @ ¢4(5))
< U(z(¢;) ® z(r;+)). Comme la fonction d’agrégation U borne inférieurement la fonction d’utilité U :
Vris € Ry, BORNE_INFY(4;) < U(2(6;) ® 2(ris)).

Exemple 3.5. Utilisation de la régle de coupe 3.1 avec la borne inférieure 3.9, suite de I’exemple 3.1.

Soient deux sommes pondérées (.3,0.7) € (0.7,0.3) qui chacune indépendamment borne inférieure-
ment l’intégrale de Choquet C|, (cf. Exemple 3.1, page 74). Comme tous les objectifs sont additifs
alors les sommes pondérées p(o.3,0.7) et P(0.6,0.4) Sont monotones. Les fonctions d’évaluation g*©-3.07 et
q¥©6.09 des sommes pondérées (o 3,0.7) €t P(0.6,0.4) Sont construites telles que : g¥©3.07 (1) = (14,9),
q¢(0‘3,0.7) (2) — (10’ 4)’ (]90(0‘3‘0'7) (3) — (0, 0)’ q‘P(O.6,0.4) (1) — (10’ 13)’ q‘P(O.G,OA) (2) — (5’ 10) et
q*© 609 (3) = (0,0). Soit r5, € Rsy un chemin connu de s at, tel que z(rs;) = (12,12). On con-
sidere deux labels Us, U}, associés au nceud 2 : z(2) = (0,9) er z(¢4) = (11, 4). L'utilisation de la borne
3.9 avec la régle de coupe 3.1 permet alors de supprimer le label {5 (cf. Figure 3.11, page ci-contre) :

©(0.6,0.4)(5,19) = 10.6 } _ 121,

C,(12,12) = 12 > BORNE_INF?(¢; :max{
ul ) (t:) ©(0.3,0.7)(10,13) = 12.1
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Cette borne permet aussi de supprimer le label U, (cf. Figure 3.11, de la présente page) : C,,(12,12) = 12
Z BORNE_INFd(EZ’) == max{90(0.6’0.4)(16, ].4) = 152, @(0.3,0.7) (21, 8) = 119} =154

z2 .
2(2) + 70000 (2) = (5,19) A
' +
’ *
) *
I *
i ] * 4({/'/2) + #0609 (2) = (16, 14)
*
*x xz(riy) = (12,12) | .
- | . z(r; ) = (12,12)% N
Z([Q) + q‘r’(u_zs.UJ) (2) _ (107 13)
' *
’ *

2(0y) + g¥©-3.01(2) = (21,8)

21 21
T ' ' ' ' T ' ' ' '
Figure 3.11 — Le vecteur vert (0,9) corre- Figure 3.12 — Le vecteur vert (11,4) corre-
spond au label /9, les vecteurs rouges (10,4) spond au label ¢}, les vecteurs rouges (10,4)
et (5,10) correspondent a ¢¥(0:3.0.7(2) et et (5,10) correspondent a ¢¥(©3.07(2) et
q¥(0-6.0-4) (2) respectivement. Le point bleu cor- q¥(0:6.0-4) (2) respectivement. Le point bleu cor-
respond a la meilleure solution connue. respond a la meilleure solution connue.

3.1.4 Conclusion : bornes inférieures des labels

Nous avons proposé dans cette section une généralisation de différentes travaux existants sur les
bornes inférieures qui peuvent €tre utilisées dans la régle de coupe (cf. Définition 3.1, page 74). La
derniere borne inférieure (BORNE_INF?) peut étre considérée comme une nouvelle proposition. Ces 4
bornes inférieures sont toutes basées sur la résolution a priori d’un ou de plusieurs problemes de plus
court chemin mono-objectif. Les deux premieres bornes inférieures sur le calcul d’une fonction d’évalua-
tion en résolvant pour chaque objectif indépendamment le probléme de plus court chemin mono-objectif.
Les deux autres bornes inférieures sont basées sur le calcul d’une fonction d’agrégation monotone qui
borne la fonction d’utilité puis sur 1’optimisation de cette fonction d’agrégation en résolvant un probleme
de plus court chemin mono-objectif.

3.2 Calcul d’une fonction d’agrégation monotone bornant une fonction
d’utilité basée sur I’intégrale de Choquet

Considérons le probleme MOSP (R, +) avec un nombre indéfini de fonctions objectif (Q->"). Les
colits des arcs sont positifs, = Q; x --- x Q, = ]Rﬁ et vérifient les conditions de terminaison
de I’algorithme d’étiquetage (cf. Théoreme 2.5, page 55). On cherche a minimiser une fonction d’utilité
U = W}, composée d’une intégrale de Choquet C), : &P — & (cf. Définition 1.17, page 33) et de fonctions
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d’utilité partielles u1, .. ., u, linéaires par morceaux et croissantes (cf. Définition 1.12, page 28). Pour
un vecteur de cofits y € €2 la fonction W} avec uy, : ) € R — § € R, les fonctions d’utilité partielles
est définie telle que :

\Ijﬁ(y) = C,u(ul(yl)7 HERR up(yp))

L’intégrale de Choquet est par définition croissante (cf. Définition 1.9, page 18). Les fonctions d’utilité
partielles sont aussi croissantes, alors la fonction d’utilité W), est croissante. Les bornes 3.3 et 3.3 peuvent
donc étre utilisées avec cette fonction d’utilité.

Une somme pondérée est linéaire dans le cadre du probleme Q- (cf. §3.1.1, page 75). Ainsi, une
somme pondérée U = ) (A € R, t) bornant la fonction dutilit¢ U = W}; doit étre construite. Les sous-
sections suivantes proposent dlfferentes méthodes pour construire une somme pondérée bornant V).
Dans un premier temps des méthodes pour calculer une somme pondérée bornant I’intégrale de Choquet
sont proposées : Vy € Q, V(y) = ¢a(y) = >_%_1 Ak X yx. Dans un deuxieme temps des méthodes
pour construire des fonctions linéaires bornant les fonctions d’utilité partielles sont proposées : Vy € €2,
Vk € P, u,(yr) = o X yg. On en déduit une somme pondérée U (y) = ZZ:1 Ak X ag X yi borne la
fonction d’utilité W} pour tout y € 2.

3.2.1 Construire une somme pondérée bornant I’intégrale de Choquet

Une somme pondérée ¢, borne inférieurement I'intégrale de Choquet (cf. Définition 3.6, page 79)
S.8..:

Vy € RE, oa(y) < Culy) 3.1

Résoudre I’équation (3.1) ne peut étre fait en posant programme linéaire puisque I’intégrale de Choquet

n’est pas une fonction linéaire. Néanmoins on montre * dans le théoréme suivant qu’une somme pondérée
bornant I'intégrale de Choquet peut étre calculée en résolvant un probleme linéaire.

Théoréme 3.4.
Soit 1 une fonction de capacité, C,, 'intégrale de Choquet correspondante et \ € ]Rﬁ_ un vecteur de
poids. L’équivalence suivante est alors vérifiée :

Yy €RY, oa(y) < Culy) ©VAC P, Y M < p(A) (32)
keA

Preuve du Théoreme 3.4.

Les deux sens de I’équivalence 3.4 sont démontrés ci-dessous :

e = Soit 1 une fonction de capacité et A € Rﬁ’r un vecteur de poids tel que : YA C E, Y .. 4 A < pu(A).
Yy € R‘ﬁ_ un vecteur de coiits quelconque et (.) une permutation telle que 0 < Yy < 0 < Yp)-
Selon la définition d’une somme pondérée : px(y) = > _1 Ak X Yk = Y_p_y Ak) X Yk L'équation
suivante est vérifiée :

p p
2\ Z Z)‘J)_Z/\ X Y(k)

=1 |j= j=k+1

w

Soit Yoy = 0, alors @y peut étre définie de la maniere suivante :

p p
o) =D [yw — -1 x DAy
J=k

k=1

*. Ce résultat a été présenté a la conférence MCDM 2009 et est publié dans les actes de la conférence [ 1.
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Selon la définition de I'intégrale de Choquet (cf. Définition 1.17, page 33) : C,,(y) = 22:1 [y(k) — y(k_l)] X

H(Y(g)). avee Y = {(1) . ()} Ainsi Culy)=oa(y) = 0y [y = 1] % (1(¥iw) = X0 A ).
Selon la définition de la permutation (.) : Yk) — Yk—1) = 0. Selon la définition du vecteur de poids
AeRE: u(Yiy) = 25— Ay = 0 Alors Cu(y) — ¢a(y) > 0.

o < Soient 1 une fonction de capacité et A € Rﬁ un vecteur de poids tel que : Vy € RE, oy (y) <
C,.(y). Pour un sous-ensemble d’objectifs A C P on définit yt e ]R]j_ un vecteur de coliits tel que :
Vk € A, y/{C4 =1letVk € P\ A, y,‘;‘ = 0. Pour I’intégrale de Choquet C,, I'équation suivante est
vérifiée :

|P\A]| P
Culy™) = D 0= 0 x p(Yiy) + Ix p(A)+ D [1=1] x u(Yy) = u(A)
k=1 k=|P\A|+1

Pour la somme pondérée ) I’équation suivante est vérifiée :

oA =D Aex 1+ ) Ax0=) X\

keA kePCA keA

On obtient donc Iinéquation suivante j1(A) > >, 4 M.
(]

Parmi I’ensemble des vecteurs de poids satisfaisant les contraintes de 1’équation 3.2, tous ne per-
mettent pas d’obtenir des bornes de la méme qualité. Supposons qu’une fonction objectif f permette
de sélectionner le meilleur vecteur de poids, on peut construire une somme pondérée ¢, bornant C, en
résolvant le probleme linéaire (3.3) suivant.

max f(\)

s.C. Z A <u(A) YVACP (3.3)
keA
A, €]0,1] Vk e P

Afin que la somme pondérée ¢, soit strictement croissante, on considére que chaque poids est strictement
positif : Vk € P, A €]0, 1]. Le choix d’une fonction objectif est un probleme complexe étudié dans la
sous-section 3.2.3.

L’intégrale de Choquet étant idempotente (C\,(y1,...,Yp) = Y1 = -+ = Yp) alors la somme des
poids est nécessairement inférieure ou égale a 1 : Y 7_, A, < 1. Tout les objectifs étant & minimiser
alors chaque poids Ak, k € P, est positif ou nul : 0 < Ag. Si la fonction de capacité y est submodulaire
avec une inégalité stricte telle que : 3A, B C P AN B =0, u(A) 4+ p(B) = u(AU B). Alors la somme
des poids A construit avec le probleme linéaire (3.3) est strictement inférieure a 1 : Zizl A < 1. Et
donc la borne inférieure 3.8 sera moins haute et la reégle de coupe 3.1 permettra de supprimer moins de
labels.

3.2.2 Utilisation de bornes sur les objectifs pour construire une somme pondérée

L’équation (3.1) indique que la somme pondérée doit borner I’intégrale de Choquet pour chaque point
dans €2 et on considére donc que chaque point représente une solution. Néanmoins il n’est pas néces-
saire de prendre en compte 1’ensemble des points potentiels €2 mais puisque 1’on souhaite uniquement
construire une solution optimale, alors 1’espace de recherche peut €tre restreint.
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Définition 3.10.
La somme pondérée @ borne (inférieurement) l’intégrale de Choquet C,, s.s.i. il existe une solution
optimale v € Ry selon Cy, (C(2(rsy)) < Cpu(z(rs,)) Vryy € Rsy) telle que :

(PA(Z(I'S,t)) < CM(Z(I'S,t)) (3.4)

Théoréme 3.5.
Si la somme pondérée py vérifie I’équation (3.4), alors cette somme pondérée peut étre utilisée pour
calculer la borne 3.8 dans la regle de coupe 3.1. Au moins une solution optimale sera construite.

Preuve du Théoreme 3.5.

Soit {j avec j € N, un label correspondant a un chemin rs; de s a i. Ce chemin v ; est un sous-chemin
du chemin v, de s a t optimal selon U, tel que p)(2(rs:)) < Cu(2(rsy)). Alors le label U; n’est pas
supprimé par la régle de coupe 3.1 et la borne BORNE_INFC (cf. Définition 3.8, page 80) : Vr;t € Ry,
Vrie € Rig,

BORNE_INF®({;) = @) (2(€;) + ¢9 (1)) < @a(2(€i) + 2(rit)) < Cu(z(rsy)) < Cul(z(ryy))

Ainsi, le coiit agrégé, selon la somme pondérée oy, du label {; associé au neeud © augmenté de la valeur
de la fonction d’évaluation q¥* pour le neeud i est nécessairement moins important que le coiit agrégé
de n’importe quel chemin de s a t selon 'intégrale de Choquet.

(]

Notons que I’équation (3.4) de la définition précédente est une redéfinition de 1’équation (3.1). La
définition 3.4 et le théoreme 3.5 peuvent étre généralisés dans le cadre de 1’utilisation d’une fonction
d’agrégation linéaire U bornant inférieurement la fonction d’utilité U. En pratique 1’équation (3.4) ne
peut étre utilisée pour calculer une somme pondérée  puis aucun chemin optimal selon C', n’est connu
a priori. On peut néanmoins exploiter certaines propriétés de cet ensemble de chemins.

Définissons ¢ la borne inférieure et £ la borne supérieure encadrant les cofits de rs¢ : Vk € P,

2k(rst) € [§, &] C € C Ry. Les bornes inférieure £ et sup€rieure & peuvent étre déterminées a pri-
ori,ou calculées durant I’initialisation de 1’algorithme d’étiquetage. Comme 1’intégrale de Choquet est
une fonction croissante, au moins une solution optimale selon C), est efficace (cf. §1.1.2.4, page 18).
Alors plutot que de considérer des bornes pour une unique solution optimale, on peut considérer des

bornes sur I’ensemble des solutions efficaces : Vry; € E(Rsy), 2(rs¢) € [€, £]P. Ces bornes peuvent

étre définies par le point idéal (y) et le point nadir (y'V) : § = mingep uk(y,é) et £ = maxpcp uk(y,]cv)
Ainsi définissons I’équation (3.5) suffisante pour vérifier I’équation (3.4) :

vy € [£,€], oa(y) < Cu(y) 3.5)

L’équation (3.5) ne peut pas €tre résolue en posant un probleme linéaire, alors 1’équation (3.6) qui peut
étre résolue avec un probleme linéaire est proposée :

Yy € {£, €17, ealy) < Culy) (3.6)

Théoreme 3.6.
Les équations (3.5) et (3.6) sont équivalentes :

Yy € [, oaly) < Culy) Yy € {£,E}7, oaly) < Culy)
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Preuve du Théoreme 3.6.

Soity € [£, £]P un vecteur de coiits et (.) la fonction de permutation telle que Yy < -+ < Y(p)- On définit
B € R? un vecteur de réels tel que : Vk € P, By = pu(Yiy) — u(Yieg1)) — Ay etl € {1,...,p+ 1}
un entier tel que :

o simingep{d ,_, Buy} > 0alorsl =p+1;

o si mingep{d 1_, By} < 0alorsl = arg mingep{d> %_, By }-

Selon la définition de | on peut en déduire que :

-1
Vee{l,...,1—1}) By =0 (3.7)
k=t
t
Vee{l,....,p} Y By <0 (3.8)
k=l

Les inéquations (3.7) et (3.8) sont démontrées par les points a) et b) respectivement :
a) Sil = p+ 1 alors mingep{}_}_, By} > 0 et on peut en déduire directement que ¥t € P =
{1, 1= 1}, 35 By > 0.
b) Sil = argminep{d t_, By} alors
—VEe {1, =1} 0 By = S0, By + 2k Buay = Yok B et done Y By > 0.
=€ {l . ph YR By = Xkmt By — Lkt By = iy By et done 34y Biay <0

L’inéquation suivante permet de prendre en compte la borne £ pour les objectifs (1) a (I — 1) :

-1
Zﬁ X Yy > <Zﬁk>> X Yy = (Zﬁ ) (3.9)
k=1

Notons que y(1y > §. L’inéquation (3.9) est démontrée par induction avec les points c), d) et e) :

c) Pourt =1 — 1 alors on peut en déduire directement l’inéquation suivante : ZL;It By X Yky =
(Z 5(k) X Y@i-1)-

d) Pour un objectift € {1,...,1— 2} on suppose que cette inéquation est vérifiée : Zi;lt By X Yk

-1
> (Zk:t 5(16)) XYt
— 1—

e) Pourt —1: ijt 1By X Yy = Bie—1) X Y—1) + (Zk:lt 5(19)) X Y(p) alors selon (3.7) cette

inéquation est aussi vérifiée Zk —1 By X Y <Zk 11:—1 B(k)> X Y(t—1)-

L’inéquation suivante permet de prendre en compte la borne & pour les objectifs (1) a (p) :

p
Zﬁ(k X Y(i <Zﬁ<k> X Yp) > <Zﬁ(k>> x & (3.10)
k=l

Notons que Y,y < &. L'inéquation (3.10) est démontrée par induction avec les points f), g) et h) :

f) Pour t = [ alors on peut en déduire directement l'inéquation suivante : Zk:l By X Yy =

(Sl By) * v )
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g) Pour un objectift € {l+1,...,p} on suppose que cette inéquation est vérifiée : Zzzl Biky X Y(x)
> (Xt By) X Y-
h) Pourt + 1 : Z}ill By X Yy = Ba+1) X Yus1) + (ZZ:Z ﬁ(k)) X y(y) alors selon (3.8) cette
inéquation est aussi vérifiée Z}ill By X Yoy = (Z}ilz ,B(k)> X Y(t41)-
Le théoréme 3.6 est démontré par les points i) et j) :

i) {§, EYP est un sous ensemble de €, &JP, alors la premiére partie (<=) de I’équivalence du théoréme
3.6 est vérifiée :

Yy € {£,€37, 0 < Culy) — ealy) < Vy € [£,€]7, 0 < Culy) — ea(y)

Jj) Pour tout vecteur de coiits y € [£, &]P, on définit un deuxieme vecteur de coiits ' € {&, EYP tel que
Vk e {1,...,1—1}, yzk) ={etVke{l,...,p} yzk) = &. Selon les inéquations (3.9) et (3.10),
'inéquation y By X Yky = S Bry X ka) est vérifiée, alors la deuxieme partie (=) de
I’équivalence du théoreme 3.6 est vérifiée :

Yy € {& €37, 0 < Culy) —oaly) = Yy € [£,€]F, 0 < Culy) — ealy)
O
Comme précédemment plusieurs vecteurs de poids donnant des bornes de diverses qualités peuvent
&tre obtenues en résolvant le programme linéaire (3.11). Supposons qu’une fonction objectif f permette

de sélectionner le meilleur vecteur de poids, on peut construire une somme pondérée ) bornant C, en
résolvant le probleme linéaire (3.11) suivant.

max f(\) B
s poa(y) < Culy) Vyelg ¢ (3.11)
Ak €]0,1] Vk € P

On note que si§ = 0et0 < ¢ alors les problemes linéaires (3.3) et (3.11) sont équivalents. Le probléme
de la détermination d’une fonction objectif pour (3.11) est étudié dans la sous-section 3.2.3.

Exemple 3.6. Des vecteurs de poids pour une somme pondérée bornant 1’intégrale de Choquet.

Soient pxa, Py, xc trois sommes pondérées qui bornent inférieurement I’intégrale de Choquet C,,. La
table 3.1 donne la fonction de capacité yu et les vecteurs de poids N, AP, \°. Pour calculer les vecteurs
de poids la fonction objectif utilisée est la somme des poids : Vy € Q, f(y) = pr(y) = D pep A\t
Le vecteur \* est calculé avec le probléme linéaire (3.3). Le vecteur \° est calculé avec le probleme
linéaire (3.11), avec des bornes € = 12 et & = 69 (qui sont calculées avec les points nadir et idéal). Le
vecteur \° est calculé avec le probleme linéaire (3.11), £ = 20 et & = 25. Lutilisation de bornes sur
les objectifs, § et & permet d’améliorer considérablement la somme des poids. Ainsi la somme des poids
de \b (0.3 +0.074 4 0.274 = 0.648), utilisant les bornes sur les objectifs, représente une amélioration
de 30% par rapport a la somme des poids de \* (0.3 + 0.2 = 0.5). Si des bornes plus strictes sur
les objectifs peuvent étre calculées alors I’amélioration est encore plus importante. Ainsi la somme des
poids de \© est 0.314 + 0.214 + 0.414 = 0.942, ce qui représente une amélioration de 88% par rapport
a la somme de \*. On note que dans le cas du vecteur A%, 0.3 + 0.079 = 0.379 > u({1,2}) = 0.3 ce
qui implique que I’équation (3.1) n’est pas respectée. Cet exemple montre que quand la différence entre
la borne supérieure (€) et la borne inférieure (€) sur les objectifs approche 0 alors la somme des poids,
calculés en utilisant ces bornes avec le probléeme linéaire (3.11), approche 1.

L’impact de la qualité de la borne inférieur BORNE_INF€ ol la somme pondérée (, bornant la fonc-
tion d’utilité W), calculée avec le programme linéaire (3.11) est évaluée dans le paragraphe suivant.
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[ensemble [ 0 [ {1} [ {2} [ {38} [{L2} [{1.3} [ {23} [ P]

o 0] 03 0.2 0.2 0.3 05 0.4 1
\° — 103 0.0 0.2 - - - -
AP -1 03 ]0079] 0279 - - - -
G — 10314 | 0214 | 0414 - - - -

Table 3.1 — Une fonction de capacité n définie sur chaque ensemble d’objectifs et des vecteurs de poids
A%, \b, \¢ définis sur chaque objectif. Chaque somme pondérée @ye, ©ys, @xe borne inférieurement
I'intégrale de Choquet C),.

3.2.2.1 Evaluations numeériques

Dans le but d’évaluer I'utilisation de bornes sur les objectifs on considere des graphes construit
par le générateur ggen. Ce générateur a été utilisé pour évaluer 1’algorithme RMC [ ] développé
en collaboration avec Alcatel. Les graphes générés ont des cofits positifs sur les arcs définis entre 1 et
10. Le nombre de nceuds des graphes est : n = 1000 ou 3000 ou 6000 ou 10000. Le nombre d’arcs
des graphes est défini selon le nombre de nceuds du graphe tel que : m = 5 ou 50 ou 500 xn. Nous
définissons la densité du graphe comme le nombre moyen d’arcs pour chaque nceud, i.e. 5 ou 50 ou 500.
Pour chaque combinaison de taille et de densité, un ensemble de 20 graphes a été générer et est utilisé
pour I’expérimentation. Nous ne testons pas les combinaisons de 10000 nceuds avec m = 50 X n ou
m = 500 X n a cause de son cofit prohibitif en espace mémoire.

Notre probléme consiste a construire un chemin, dans les graphes définis ci-dessus, minimisant une
intégrale de Choquet. Nous proposons de tester nos propositions sur 7 intégrales de Choquet : 4 intégrales
de Choquet Cja, C ., Ce, Ca définies sur 3 objectifs (cf. Table 3.2, de la présente page) et 3 intégrales
de Choquet C'ye, C) 5, Cyo définies sur 5 objectifs (cf. Table 3.3, de la présente page).

[ensemble | O [{1} [ {2} [ 8} [ {12} [{1.3} [ {23} ] P |

ne 00| 02 | 02 | 0.1 0.6 0.7 0.7 1.0
ub 00| 03 | 0.1 | 02 0.9 0.3 0.8 1.0
ue 00| 05 | 0.7 | 06 0.8 0.9 0.8 1.0
u? 00| 04 | 03 | 03 0.4 0.4 0.3 1.0

Table 3.2 — Fonctions de capacité pour I'intégrale de Choquet avec 3 objectifs.

[ ensemble [ [A[=0 [ [A[=1 [ [A]=2[[A]=3 [ [A][=4 ] [A[=5 |

ue 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 1.0
u! 0.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
g 0.0 0.3 0.4 0.4 0.4 1.0

Table 3.3 — Fonctions de capacité pour I'intégrale de Choquet avec 5 objectifs.

L’algorithme d’étiquetage général (cf. Algorithme 2.1, page 51) est utilisé, la fonction de sélec-
tion est identique a celle utilisée dans 1’algorithme de Martins (cf. §2.2.2, page 55) : une fonction
lexicographique. Dans cet algorithme la régle de coupe de la définition 3.1 avec la borne inférieure
BORNE_INF® (cf. Définition 3.8, page 80) est utilisée afin de prendre en compte la fonction d’utilité. La
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somme pondérée bornant inférieurement I’intégrale de Choquet est construite durant I’initialisation de
I’algorithme d’étiquetage avec les programmes linéaires (LP1->") ou (LP2->"):

e (LP1-Y"): utilisation du programme linéaire (3.3) avec une fonction objectif somme f(X) = > 7 _ Ag.

e (LP2-Y"): utilisation du programme linéaire (3.11) avec une fonction objectif somme f(X\) = > "7 _; A.

Les bornes § et € sur les objectifs sont calculées a partir du point idéal et d’une approximation du point
nadir.

Les tables 3.4 et 3.5 montrent les temps de calcul pour 1’algorithme d’étiquetage décrit ci dessus, pour
I’optimisation des intégrales de Choquet Cya, Cp, Cpye, Cpa €t Cpe, €5, Cyo O les sommes pondérées
bornant ces intégrales de Choquet sont construites selon (LP1-) ") ou (LP2-)").

préférences temps de calcul (s) déviation (%)
m=5XxXn m=>50XxXn m =500 X n
fet. prografiimie 1000 | 3000 | 6000 | 10000 || 1000 | 3000 | 6000 || 1000 | 3000 | 6000 || max | moy.
cap. linéaire
o (IBY) 0.087 | 0240 | 2.56 | 3.60 || 024 | 122 ] 421 || 286 | 679 | 21.87 652 | 241
» TP 0.027 | 0085 | 034 | 055 || 009 | 047 | 133 || 1.19 | 410 | 14.03 00 | 00
- LPI-S) 0300 | 1.850 | 940 | 3292 || 047 | 8.84 | 29.87 || 7.93 | 3244 | 13741 374 | 125
ub (DB 0.140 | 0390 | 3.50 | 795 || 037 | 556 | 1781 || 597 | 21.55 | 9540 00 | 00
o LPLS) 0011 | 0030 | 007 | 0.13 || 0.08 | 027 ] 065 | 089 | 390 | 1186 00 | 00
» TP 0.014 | 0035 | 008 | 0.14 || 0.09 | 028 | 071 || 093 | 405 | 12.09 || 2727 | 10.16
- (TIBY) 0.043 | 0.106 | 048 | 072 || 0.08 | 030 | 133 || 125 | 518 | 1259 300 | 98.9
nd (BB 0.016 | 0053 | 012 | 023 || 005 | 025 | 082 || 1.05 | 440 | 975 00 | 00
[ Algorithme de Martins || 0.466 | 4.657 | 19.00 | 63.99 || 2.35 | 26.54 | 99.26 || 9.80 | 58.63 | 20418 [ -] - |

Table 3.4 — Expérimentations sur des problemes de plus court chemin d’un nceud a un nceud (R ;)
avec 3 objectifs additifs. Temps de calcul en secondes pour I’algorithme d’étiquetage 2.1 avec la re-
gle de coupe 3.1 et la borne inférieure 3.8 ol les sommes pondérées bornant les intégrales de Choquet
Cua, Cpp, Cpe, Ca sont construites selon les programmes lin€aires (LP1->") ou (LP2-)") et pour I’algo-
rithme de Martins (cf. §2.2.2, page 55). La déviation est le pourcentage de temps de calcul supplémentaire
pour chaque programme linéaire et chaque intégrale de Choquet par rapport au meilleur temps de calcul
entre (LP1-Y") et (LP2-)") pour la méme intégrale de Choquet.

Les temps de calcul montrent que 1’ajout de la reégle de coupe 3.1 avec la borne inférieure 3.8 dans
I’algorithme d’étiquetage permet une amélioration importante relativement au méme algorithme sans la
regle de coupe, i.e. I’algorithme de Martins. On note que I'utilisation de cette reégle de coupe est moins
intéressante quand I’intégrale de Choquet C), est concave que quand I'intégrale de Choquet est convexe
(cf. Définition 1.15, page 32). On note que dans ce cas, la somme des poids de la somme pondérée bornant
I'intégrale de Choquet est inférieure a 1. L utilisation de bornes sur les objectifs (LP2-) ) permet alors
d’améliorer de maniére significative les temps de calcul par rapport & (LP1->"). Quand la fonction de
capacité est submodulaire (1) alors 1’utilisation de bornes sur les objectifs (LP2-> ) souffre d’un temps
de calcul 1égerement plus important par rapport a (LP1-) ) a cause du temps de calcul des bornes £ et £

3.2.3 Fonctions objectif d’un probléeme linéaire pour construire une somme pondérée

Les problémes linéaires (3.3) et (3.11) définissent le domaine de définition des poids, mais clairement
tous les vecteurs de poids respectant les contraintes de ces problémes linéaires ne sont pas équivalents
(cf. Exemple 3.7, page 92). Pour cette raison il est important d’utiliser la bonne fonction objectif afin
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préférences temps de calcul (s) déviation (%)
m=5XxXn

fet. probleme
S 1000 3000 6000 10000 max moy.

cap. linéaire
(LP1->") 1.04 | 10.28 | 45.10 148.13 1.21 0.28
Cle (LP2->)) 1.06 | 10.63 | 44.60 | 149.24 3.40 1.52
(LP1->") 0.02 0.10 0.19 0.47 0.0 0.0
Cor P25 002 | 0.10 | 020 049 || 526 | 238
(LP1->") 0.04 0.51 0.76 1.56 240 167
Cus (LP2->)) 0.02 0.15 0.33 0.52 0.0 0.0

[ Algorithme de Martins  [[ 1.24 [ 12.66 [ 57.59 [ 197.78 || - -]

Table 3.5 — Expérimentations sur des problemes de plus court chemin d’un nceud a un nceud (R ;) avec 5
objectifs additifs. Temps de calcul en secondes pour I’algorithme d’étiquetage 2.1 avec la régle de coupe
3.1 et la borne inférieure 3.8 ol les sommes pondérées bornant les intégrales de Choquet Ce, Cu £,Cus
sont construites selon les programmes linéaires (LP1-> ) ou (LP2-)>") et pour I’algorithme de Martins
(cf. §2.2.2, page 55). La déviation est le pourcentage de temps de calcul supplémentaire par rapport
a la meilleure méthode (LP1->") ou (LP2-)") pour construire la somme pondérée bornant une méme

intégrale de Choquet.

de sélectionner le vecteur de poids qui permettra de supprimer un maximum de labels dans la regle de
coupe 3.1.

La borne inférieure BORNE_INF® (cf. Définition 3.8, page 80) doit étre la plus haute possible pour
chaque label. Alors chaque poids A\, k € P, de la somme pondérée ) utilisée dans cette borne inférieure
doit &tre maximisé. Il faut donc construire un vecteur de poids A qui soit Pareto efficace par rapport
aux autres vecteurs de poids admissibles selon les problemes linéaires (3.3) ou (3.11). La fonction f :
[0,1]7 — R doit alors étre strictement croissante (cf. Définition 1.9, page 18) de maniere a calculer
un vecteur de poids efficace. La fonction f doit de plus étre linéaire de maniere a étre intégrée dans les
programmes linéaires (3.3) ou (3.11). Les fonctions objectif proposées I ci dessous sont toutes croissantes
et linéaires. Comme la fonction objectif f doit étre maximisée, alors elle peut contenir des agrégations
minet ) .

e La somme des poids :
FO) =220 M (3.12)

La somme des poids est la fonction objectif la plus simple proposée, elle est utilisée comme fonction
de référence.

e Une agrégation minimale plus une somme marginale :

SO =mingep A +ex Y0 1 Mg (3.13)

e > 0 une petite valeur positive. Cette fonction permet de calculer un vecteur équilibré de poids grace
a I’agrégation min. La fonction objectif contient une somme pondérée marginale, ainsi la fonction
objectif est strictement croissante.

e Une agrégation minimale par rapport a I’indice de Shapley plus une somme marginale :

fON) = mingep(Ar — dr(p) +€x D01 M (3.14)

. Ces travaux ont fait I’objet d’une publication [ ].
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avec € > 0 une petite valeur positive et ¢(u) le vecteur de valeurs de Shapley (cf. Définition 1.20,
page 35). L' utilisation des indices de Shapley dans la fonction objectif permet de prendre en compte le
fait que les objectifs les plus importants pour I’intégrale de Choquet doivent aussi étre plus importants
dans la somme pondérée. Ainsi la somme pondérée ¢ est plus proche de I'intégrale de Choquet C,.

e Une somme de poids plus une fonction d’agrégation minimale marginale :

SN = e x mingep(Ar — &) + >0 M (3.15)

avec € > 0 une petite valeur positive et ¢(u) le vecteur de valeurs de Shapley (cf. Définition 1.20,
page 35). Cette fonction permet, grice a I’agrégation min, d’obtenir un vecteur de poids équilibré
parmi I’ensemble des vecteurs de poids qui maximisent la somme des poids.

Exemple 3.7. Analyse des différentes fonctions objectif pour calculer les vecteurs de poids.

Soient pxa, b, e trois sommes pondérées qui bornent inférieurement l’intégrale de Choquet C,. La
table 3.6 donne les fonctions de capacité p et les vecteurs de poids \*, AP, \°. Le vecteur \* est calculé
avec le probléme linéaire (3.3) et la fonction objectif (3.12). Le vecteur A est calculé avec le probleme
linéaire (3.3) et la fonction objectif (3.13). Le vecteur \° est calculé avec le probleme linéaire (3.3) et
la fonction objectif (3.14). Le vecteur de poids \° est plus équilibré que les vecteurs de poids \* et \°.
De plus I’objectif 2 n’est pas pris en compte dans le vecteur de poids \*. Comme supposé, le vecteur de
poids X\ est le plus proche des indices de Shapley.

[ensemble [[ O [ {1} [ {2} [ {3} [{1,2} [{1,3} [ {23} [ P ]

° 0] 03 021 02 0.3 05 0.4 1
e ~ 1703 00 | 02 - - - -
A - 10151015 02 - _ _ _
A° — 1027101 [ 02 - - - -

M) — 1036 [ 026 | 0.36 - - - -

Table 3.6 — Une fonction de capacité i définie sur chaque ensemble d’objectifs et des vecteurs de poids
A2, Ab, ¢ définis sur chaque objectif. Chaque somme pondérée @ya, b, @xc borne inférieurement
I’intégrale de Choquet C,,. ¢(1t) est I’indice de Shapley de f.

3.2.3.1 Evaluations numeériques

Dans le but d’évaluer I’utilisation des différentes fonctions objectif (3.12), (3.13), (3.14) et (3.15) on
considere 1’optimisation des différentes intégrales de Choquet présentées précédemment (cf. §3.2.2.1,
page 89) : les intégrales de Choquet Clye, Cp, Cpye, C,a pour 3 objectifs (cf. Figure 3.2, page 89) et les
intégrales de Choquet C'ye, C) s, Cyo pour 5 objectifs (cf. Figure 3.3, page 89). Les graphes utilisés sont
identiques a ceux présentés dans le paragraphe 3.2.2.1.

L’algorithme d’étiquetage utilisé est identique a celui décrit dans le paragraphe 3.2.2.1. Pour con-
struire les sommes pondérées bornant inférieurement les intégrales de Choquet Cya, Cp, Cpe, Ca et
Clue, Cy5, Cpo on considere uniquement la résolution du programme linéaire (3.11) L'utilisation de ce
programme linéaire permettant de meilleurs temps de calcul en général que I’utilisation du programme
linéaire (3.3). Les bornes € et £ sur les objectifs sont calculées a partir du point idéal et d’une approxima-
tion du point nadir. Les différentes fonctions objectif (3.12), (3.13), (3.14) et (3.15) permettent de définir

plusieurs programmes linéaires :
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e (3): utilisation du programme linéaire (3.11) avec la fonction objectif somme (3.12).
e (min) : utilisation du programme linéaire (3.11) avec la fonction objectif minimale (3.13).
e (min-e-) ) : utilisation du programme linéaire (3.11) avec la fonction objectif (3.14).
e (D -e-min) : utilisation du programme linéaire (3.11) avec la fonction objectif (3.15).
préférences temps de calcul (s) déviation (%)
m=5Xxn m=>50Xxn m = 500 X n
fet. programime 1000 | 3000 | 6000 | 10000 || 1000 | 3000 | 6000 || 1000 | 3000 | 6000 || max | moy.
cap. linéaire
[} 0.029 | 0.081 | 040 | 0.61 || 0.095 | 048 | 138 128 | 439 | 1429 || 240 | 0386
Coa (min) 0.193 | 0.874 | 1095 | 19.56 || 0.247 | 10.20 | 24.77 532 | 1292 | 10440 || 3106 | 1234
H (min-e-3) 0.185 | 0.863 | 12.38 | 21.80 || 0.246 | 10.18 | 2534 || 5.31 | 13.08 | 106.60 || 3473 | 1308
(>--e-min) 0.032 | 0083 | 043 | 061 || 0.093 | 051 | 142 125 | 430 | 1401 || 1034 | 2.94
) 0.178 | 0446 | 7.71 | 13.87 || 0403 | 622 | 1825 597 | 21.55 | 95.40 || 97.54 | 27.64
c (min) 0.202 | 0.817 | 13.34 | 2049 || 0.489 | 7.94 | 22.78 516 | 18.36 | 89.88 || 139.7 | 57.9
ub (min-e-y.) 0.474 | 4904 | 1850 | 59.51 || 1.743 | 15.88 | 67.26 || 11.93 | 63.95 | 239.79 || 1126 | 386
(>--e-min) 0.153 | 0400 | 7.11 | 12.81 || 0204 | 561 | 13.70 || 5.04 | 1924 | 61.76 || 479 | 048
> 0.018 | 0.056 | 0.13 | 022 |] 0.091 | 031 | 070 || 097 | 425 | 12.09 833 | 1.15
Coe (min) 0.018 | 0056 | 0.12 | 022 |[ 0.09T | 031 | 070 || 095 | 430 | 12.30 173 | 039
" (min-e-3) 0.018 | 0.057 | 0.2 | 022 || 0.091 | 031 | 070 || 098 | 484 | 1250 || 13.88 | 233
(> -e-min) 0.018 | 0.058 | 0.2 | 022 || 0.091 | 031 | 070 || 094 | 508 | 1287 || 1952 | 295
> 0.021 | 0059 | 0.16 | 026 || 0.092 | 031 | 0.77 105 | 440 | 11.75 8.64 | 2.04
c (min) 0.026 | 0.069 | 023 | 037 || 0.092 | 033 | 0.85 139 | 478 | 12.96 48 | 21.98
nd (min-e-3) 0.020 | 0.060 | 0.16 | 026 || 0.092 | 032 | 0.77 121 | 418 | 12.14 || 17.47 | 338
(>--e-min) 0.020 | 0059 | 0.16 | 025 || 0.092 | 032 | 0.77 1.03 | 405 | 11.65 322 | 032
[ Algorithme de Martins [ 0.466 | 4.657 | 19.00 | 63.99 [[ 235 [ 26.54 [ 99.26 [ 9.80 [ 58.63 [ 20418 [ - | -]

Table 3.7 — Expérimentations sur des problemes de plus court chemin d’un nceud a un nceud (R ;)
avec 3 objectifs additifs. Temps de calcul en secondes pour 1’algorithme d’étiquetage 2.1 avec la régle
de coupe 3.1 et la borne inférieure 3.8 ou les sommes pondérées bornant les intégrales de Choquet
Clua, C”b, Cle, C’ud sont construites par la résolution des programmes linéaires (> ), (min), (min-e-) ),
(3> _-e-min) et pour I’algorithme de Martins (cf. §2.2.2, page 55). La déviation est le pourcentage de
temps de calcul supplémentaire par rapport au meilleur programme linéaire utilisé pour construire la
somme pondérée bornant une méme intégrale de Choquet.

Pour les intégrales de Choquet Cye, Ca, Ce, Cyyo les différentes fonctions objectif proposées pour
construire la somme pondérée induisent des temps de calcul similaires. Pour I’intégrale de Choquet C);a
I’utilisation des programmes linéaires (min) et (min-e-» ) induit des temps de calcul moins bon que les
temps de calcul induit par les programmes linéaires () et (3 -e-min). Pour I'intégrale de Choquet C'»
I’utilisation des programmes linéaires (D), (min) et (min-e-» ) induit des temps de calcul moins bon
que les temps de calcul induit par le programme linéaire (D -e-min). Pour I’intégrale de Choquet Cor
I"utilisation du programme linéaire (>_) induit des temps de calcul moins bon que les temps de calcul
induit par les autres programmes linéaires (min), (min-e-» ) et (3 -e-min). Ces différences de temps
de calcul mettent en évidence deux probléme majeur pour le calcul d’un vecteur de poids A telle que la
somme pondérée  borne inférieurement une intégrale de Choquet C), :

e Lutilisation des programmes linéaires (min) et (min-e-» ) n’est pas efficace a cause de la proéminence
de I’agrégation min dans ces deux fonctions. L’exemple 3.8 illustre ce probleme.

e L’utilisation du programme linéaire (> ) n’est pas efficace quand la fonction de capacité est submod-
ulaire (cf. Définition 1.18, page 34) sur de nombreux ensembles d’objectifs. Pour une telle intégrale
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préférences temps de calcul (s) déviation (%)
m=5Xn

fet. probleme
R 1000 | 3000 | 6000 | 10000 max | moy.

cap. linéaire
) 1.06 | 10.63 | 44.60 | 143.53 6.77 | 1.70
Che (min) 1.17 | 12.23 | 47.36 | 13443 15.05 | 791
(min-€-Y ) 1.06 | 10.87 | 4490 | 141.37 5.16 2.03
(3 --e-min) 1.10 | 11.12 | 46.99 | 144.30 7.34 | 5.27
&) 0.036 0.20 0.82 0.64 355 163
C,r (min) 0.025 0.08 0.18 0.33 4.17 | 1.82

(min-e-y ) 0.024 0.08 0.19 0.32 5.57 1.39
(> --e-min) 0.025 0.08 0.19 0.32 557 | 243

) 0.029 0.10 0.37 0.47 4.44 1.81
Cus (min) 0.029 0.10 0.37 0.46 2.78 1.25
(min-e-) ) 0.030 0.10 0.36 0.45 348 | 0.86
(O --e-min) 0.031 0.10 0.37 0.47 6.89 | 3.53

[ Algorithme de Martins  [[ 1.4 [ 12.66 | 57.59 [ 197.78 || - -]

Table 3.8 — Expérimentations sur des problemes de plus court chemin d’un nceud a un nceud (R ;)
avec 5 objectifs additifs. Temps de calcul en secondes pour 1’algorithme d’étiquetage 2.1 avec la regle
de coupe 3.1 et la borne inférieure 3.8 ou les sommes pondérées bornant les intégrales de Choquet
Cle, C'/L s, Cug sont construites par la résolution des programmes linéaires (32), (min), (min-e-» "), O -
e-min) et pour I’algorithme de Martins (cf. §2.2.2, page 55). La déviation est le pourcentage de temps
de calcul supplémentaire par rapport au meilleur programme linéaire utilisé pour construire la somme
pondérée bornant une méme intégrale de Choquet.

de Choquet les poids A1, . .., A\, calculés grace au programme linéaire () ) ne sont pas équilibrés (cf.
Exemple 3.7, page 92). Par exemple pour une intégrale de Choquet C), telle que VA C P, A # 0,
p(A) = 1 alors le programme linéaire (> ) donnera un vecteur de poids A = (1,0, ..., 0) totalement
déséquilibré. Alors la régle de coupe 3.1 utilisant la borne inférieure 3.8 ne permet de supprimer que
des labels qui ont un colit élevé sur le premier objectif.

Ainsi le programme linéaire () _-e-min) est ainsi le seul programme linéaire qui permette a 1’algorithme
d’étiquetage de ne souffrir d’aucune perte importante de performance quelque soit I’intégrale de Choquet
optimisée.

Exemple 3.8. Probleme lié a 1’utilisation d’une fonction objectif min.

Soient une borne inférieure ¢ = 10 et une borne supérieure & = 100 sur les 3 objectifs additifs et une
fonction de capacité 1 telle que 11(9) = 0, p({1}) = 0.6, u({2}) = 0.1, u({3}) = 0.3, u({1,2}) =
0.9, u({1,3}) = 1.0, u({2,3}) = 0.4, n({1,2,3}) = 1.0. Le programme linéaire (3.11) permettant
de construire les vecteurs de poids \,\ est défini selon i, &, € et posséde la contrainte suivante :
A1 x 104-A2 x 100+ A3 x 10 < C,((10,200, 10)) = 100X 0.1+10x 0.14+10x 0.9 = 19. Considérons que
[’on cherche a optimiser une fonction min dans le programme linéaire (3.11) alors on cherche un vecteur
de poids équilibré. Un vecteur de poids parfaitement équilibré est \y = Ay = A3 = 0.158. Il n’existe
pas de meilleur vecteur de poids parfaitement équilibré car : 10 x 0.158 4100 x 0.158 + 10 x 0.158 =
19. Considérons que I’on cherche a optimiser une fonction »_, dans le programme linéaire (3.11) alors
on peut obtenir : \| = Ny = 0.45 et Xy = 0.1. En effet ce vecteur de poids vérifie la contrainte :
0.45 x 10 + 0.1 x 100 4 0.45 x 10 = 19. Ce deuxiéme vecteur de poids (N') bien que moins équilibré
que le premier vecteur de poids (\) donne pour la plupart des labels une meilleure borne inférieure 3.8
et permet donc de supprimer plus de labels que le premier vecteur de poids. Notons que ce probléme est
dii a utilisation de bornes &, sur les objectifs.
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3.2.4 Définition de fonctions linéaires ou affines bornant les fonctions d’utilité partielles

Nous avons vu précédemment comment construire une somme pondérée ¢,/ qui borne inférieure-
ment I'intégrale de Choquet C, qui est la fonction d’agrégation de la fonction d’utilit¢ Wj;. Afin de
proposer une somme pondérée ,, qui borne inférieurement la fonction d’utilité ¥, il faut pouvoir
prendre en compte les fonctions d’utilité partielles. Ceci implique de calculer des fonctions linéaires
bornant inférieurement les fonctions d’utilité partielles. Ces fonctions peuvent alors étre définies de la
maniere suivante : Vy € Q, Vk € P, u;(yx) = ai X yg. Elle doivent aussi borner les fonctions d’utilité
partielles telles que : Vy € 2, Vk € P, u;,(y) < ug(y). Alors la somme pondérée ¢, bornant W7 est
définie telle que : Vk € P, A, = A}, X . Dans le paragraphe 3.2.4.1 on propose une méthode pour
construire des fonctions linéaires bornant des fonctions d’utilité partielles linéaires par morceaux.

Dans le cadre du probléme MOSP - ) une somme pondérée ) est linéaire et donc monotone. Une
fonction fonction affine : U : Q@ — &, U(y) = pa(y) + ~ composé d’une somme pondérée ¢, et d’une
valeur fixe v € R est aussi monotone. En effet selon le théoréme 3.2 la fonction affine U est monotone
car elle peut étre décomposée par une fonction d’agrégation linéaire ¢, et une fonction croissante g
définie telle que Vy € &, g(y) = y + ~. Ainsi il est possible d’utiliser une fonction affine U bornant
la fonction d’utilit¢ U = W}, compos¢ d’une intégrale de Choquet et de fonctions d’utilité partielles
U1, ..., up pour calculer la borne inférieure BORNE_INF® (cf. Définition 3.8, page 80). Nous avons vu
précédemment comme construire une somme pondérée s bornant I'intégrale de Choquet : Vy € €,
©a(y) < C,(y). Dans le paragraphe 3.2.4.2 nous montrons comment construire des fonctions affines
(uy,(y) = agr X yr + vk, 7 € R) bornant les fonctions d’utilité partielles : Vy € €, u;,(y) < ux(y).
Ces fonctions affines peuvent alors étre utilisées pour calculer les bornes inférieures BORNE_INF€ (cf.
Définition 3.8, page 80) et BORNE_INF (cf. Définition 3.9, page 82) de la méme fagon que des fonctions
linéaires. Alors la fonction affine U = ¢y + ~ bornant ¥, est définie telle que : No= AxAet

Y= 22:1 Ak X Ve

3.24.1 Construction de fonctions linéaires bornant les fonctions d’utilité partielles

Soit un objectif £ € P et une fonction linéaire par morceaux uy. Soit Oy, 1’ensemble des coefficients
d’inclinaison de la fonction d’utilité linéaire par morceaux wuyg. Si le degré d’inclinaison oy, de la fonction
linéaire uy, (yx) = o X yg est plus petit que le plus petit degré d’inclinaison de la fonction linéaire par
morceaux uy :

o = min 6 (3.16)

0,EO
alors la fonction linéaire wy, est par définition inférieure a uy pour chaque valeur y, € Ry @ uy(yx) =
Ok X yr < uk(Yr)-
Exemple 3.9. Fonction linéaire bornant une fonction d’utilité partielle.
Soit une fonction d’utilité linéaire par morceaux uy, définie telle que E}c =0, Zi =057z =1, E% = 1.5,
zZy = 2 et O = {0.5,2,1,0.25}. La fonction linéaire w;,(yx) = ax X yi bornant uy, calculée grace
a l’équation (3.16), est définie par o, = 0.25. Ces deux fonctions uy, et uy, sont illustrées sur la figure
3.13.

3.2.4.2 Construction de fonctions affines bornant les fonctions d’utilité partielles

Considérons un objectif k € N avec uy : {2, — & la fonction d’utilité partielle associée. Soient £,

et &, des bornes supérieures et inférieures sur chaque objectif k € P définie par rapport & une solution
optimale rg ; € Ry, selon U telle que : §k < zp(rsy) et &y, > zip(rsy).
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22

Figure 3.13 — Une fonction linéaire (—) bornant inférieurement une fonction d’utilité partielle (—)
linéaire par morceaux.

Soit ug, une fonction d’utilité partielle linéaire par morceaux et croissante (cf. Définition 1.12, page 28),

Tk est le nombre de segments de la fonction d’utilité ug. Les segments sur lesquels sont définis la fonc-

tion wy, sont : [z}, 22],..., [2F, z;”l]. Avec z},..., 2" les bornes des segments. Une fonction affine

e ) = . i
u(yr) = ax X yg + v, bornant inférieurement wuy uniquement entre £ . et &;.. Soient z;f et zﬁc’“ deux

bornes des segments de uy, telles que [Eé’“ , ZQ“] est le plus grand sous-segment de [¢, &l ie.

uk(Ejﬁ),l € {1,...,Tk}}
uk(§k),l S {1,...,Tk}}

Alors la fonction affine u;, = o X yi + v bornant uy peut étre construite avec le probléme linéaire
(3.17) suivant :

U, = min{l: uk(%)

<
I, = max{l:up(z}) <

~—

a
b

C

d

max o X ((§, +&x)/2) + W
sc. o X2+ yp <up(zh) V€ (L., k)
ag X &+ < uk(y)
ap X &, + vk < uk(§,)
o € R+
Y € R

~ —

(3.17)

NN N N
~

Sl+1

P | . = ) :
Soit [Z},,Z, "] un segment de uy, uy, est donc linéaire entre Z; et Z, . Pour s’assurer que u;,, qui est
1

une fonction affine, est inférieure a uy sur le segment [zk,zﬁjl] alors il suffit de vérifier que u;, est
inférieure a uy, sur les extrémités éf,g et Zﬁjl de ce segment. Ainsi le probleme linéaire (3.17) exploite le
fait qu’il suffit de vérifier que w;, borne inférieurement u;, uniquement sur les extrémités des segments,
car uy, est linéaire par morceaux. La fonction objectif (a) permet au probleme linéaire (3.17) de calculer
la fonction affine u;, maximale sur la valeur (§ T £;,)/2 qui est située entre les deux bornes g, et &
Alors la fonction d’agrégation U composée de la fonction affine w;, sera la plus proche possible de la
fonction d’utilité U quand la valeur sur le k-éme objectif atteint (£ et £;,)/2. Ceci permet d’une certaine
maniére de maximiser la borne inférieure BORNE_INE® (cf. Définition 3.8, page 80). La contrainte (b)



CHAPITRE 3 — Optimisation d’une fonction d’utilité 97

du probléme linéaire (3.17) assure que la fonction u;, est inférieure & uy, entre Ei:’“ et EL’“. Les contraintes
(c) et (d) assurent que la fonction w, est inférieure sur [€, , E%“} et [, Ziﬂ’“]

Exemple 3.10. Fonction affine bornant une fonction d’utilité partielle.

Soit une fonction d’utilité linéaire par morceaux uy, définie telle que E}c =0, Ei = 0.5, Ei =17z, =15
zp = 2 et Oy = {0.5,2,1,0.25}. La fonction linéaire w;,(yr) = o X yx, + Yk bornant uy, calculée grace
a I’équation (3.17), est définie par o, = 3/2 et vy, = —5. Ces deux fonctions uy, et w, sont illustrées sur
la figure 3.14.

22

21

1

Figure 3.14 — Une fonction affine (—) bornant inférieurement, sur I'intervalle [{ k,Zk}, une fonction
d’utilité partielle (—) linéaire par morceaux.

3.2.5 Conclusion : construction d’une fonction d’agrégation monotone bornant une fonc-
tion d’utilité basée sur I’intégrale de Choquet

Nous avons proposé différents programmes linéaires permettant de calculer une somme pondérée
©x, qui est une fonction linéaire et donc monotone, bornant une fonction d’utilité basée sur 1’intégrale
de Choquet. Cette somme pondérée est ensuite utilisée pour calculer la borne inférieure BORNE_INF®
(cf. Définition 3.8, page 80) de chaque label et ainsi de supprimer un certain nombre de ces labels dans
I’algorithme d’étiquetage grace a la reégle de coupe générale (cf. Définition 3.1, page 74). L objectif de
nos travaux est que la régle de coupe permette de supprimer un maximum de label afin de diminuer
le temps de calcul de I’algorithme d’étiquetage. Dans ce but, la borne inférieure BORNE_INF® doit étre
la plus haute possible pour chaque label évalué. Ainsi, il est naturel de chercher a maximiser les poids
A1, ..., Ap de la somme pondérée ).

Nous avons vu dans un premier temps, comment construire une somme pondérée bornant une inté-
grale de Choquet quelconque. Malheureusement, en général la somme des poids d’une somme pondérée
bornant I'intégrale de Choquet est strictement inférieure a 1. Nous avons alors proposer d’utiliser des
bornes sur les objectifs afin d’améliorer la somme pondérée bornant 1’intégrale de Choquet, i.e. aug-
menter les poids Aq, ..., \,. Les résultats numériques nous montrent une amélioration importante des
temps de calcul pour des intégrales de Choquet trés différentes. Ensuite nous avons proposé et étudié dif-
férentes fonctions objectif pour calculer les poids de la somme pondérée. Ainsi nous avons montré qu’il
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est préférable d’utiliser une fonction objectif permettant de calculer un vecteur de poids (A1,...,\,)
équilibré.

Pour finir nous avons proposé deux méthode pour construire une fonction d’agrégation linéaire (i.e.
une somme pondérée), ou une fonction d’agrégation affine, bornant une fonction d’utilité. En effet, nous
avons montré (cf. Théoreme 3.2, page 76) qu’une fonction d’agrégation affine peut également étre utilisée
dans la borne inférieure BORNE_ INF€.

3.3 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté les différentes bornes inférieures pouvant étre utilisées afin de
comparer les labels avec une solution connue du probleme durant I’exécution de 1’algorithme d’étique-
tage. Cette regle de coupe permet de supprimer des labels durant I’exécution de 1’algorithme d’étiquetage
pour le probleéme MOSP d’un sommet a un autre sommet (/2,5 ). Les expérimentations confirment 1’im-
portance d’un calcul d’une borne inférieure de bonne qualité. Deux types de bornes utilisées dans la
littérature ont été identifiées. Nous avons généralisé ces différentes bornes afin de pouvoir les utiliser
autant que possible dans le cadre général de I’optimisation d’une fonction d’utilité dans un probléme
MOSP Q-®.

Dans le cadre particulier de 1’optimisation d’une fonction d’utilité basée sur I'intégrale de Cho-
quet pour le probleme MOSP Q- >, plusieurs propositions ont été faites, notamment pour 1’optimisation
d’une intégrale de Choquet convexe. Dans la littérature il n’existe pas de méthode pour calculer une
somme pondérée bornant une intégrale de Choquet quelconque. Nous avons proposé différents prob-
lémes linéaires pour calculer une somme pondérée bornant une intégrale de Choquet quelconque. En
particulier nous proposons d’utiliser des bornes sur les objectifs afin d’améliorer significativement la
somme pondérée calculée et donc les temps de calcul de I’algorithme d’étiquetage. Nous avons aussi
vu que la fonction objectif utilisée dans le programme linéaire a une forte influence sur la qualité de la
somme pondérée calculée.

Dans la littérature il n’existe pas de méthode pour calculer une fonction d’agrégation monotone bor-
nant inférieurement une fonction d’utilité contenant des fonctions d’utilité linéaires par morceaux. Nous
avons proposé deux méthodes pour construire des fonctions linéaires ou affines bornant les fonctions d’u-
tilité partielles linéaires par morceaux. Ces fonctions linéaires ou affines permettent ensuite de construire
une fonction d’agrégation monotone bornant la fonction d’utilité.



CHAPITRE 4

Dominance selon une
fonction d’utilité basée
sur ’intégrale de
Choquet

Nous avons présenté dans le chapitre précédent une régle de coupe générale nous permettant de
supprimer des labels dans un algorithme d’étiquetage pour optimiser une fonction d’utilité U dans le
probleme de plus court chemin R, ; d’un nceud source s € N a un nceud puits ¢ € N. Cette regle de
coupe ne peut étre utilisée pour optimiser une fonction d’utilité dans le cadre du probleme de plus court
chemin R, d’un nceud source s € N a tous les nceuds du graphe. Ainsi a I’heure actuelle seule la dom-
inance de Pareto est utilisée pour résoudre ce probleme dans le cas multi-critere, méme en présence de
préférences. Néanmoins on sait que si la fonction d’utilité U (probleme Q- > ) est une somme pondérée,
alors la dominance de Pareto peut étre remplacée par une comparaison entre les valeurs des labels sur U
puisque U est monotone (cf. Définition 2.12, page 67). Alors le probleme est réduit & un probleme mono-
objectif. Nous avons montré précédemment (cf. §3.1.1, page 75) qu’il n’est pas possible d’utiliser une
telle comparaison si la fonction d’utilité n’est pas équivalente & une somme pondérée. Dans ce cas 13, la
littérature ne propose que d’utiliser la dominance de Pareto pour supprimer des labels. Ainsi la fonction
d’utilité n’est pas prise en compte. Dans ce chapitre nous proposons une méthode pour supprimer plus
de labels que la dominance de Pareto en prenant en compte la fonction d’utilité.

Dans le cadre du probleme R, o il n’est pas possible d’utiliser des informations en rapport avec le
nceud final, puisque tous les noeuds sont des nceuds finaux. Ainsi les bornes proposées dans le chapitre
précédent ne sont plus valides. On propose dans ce chapitre un nouveau type de dominance qui prend en
compte une fonction d’utilité U : la U-dominance. Notons que la U-dominance n’utilise pas de fonction
d’évaluation. De plus cette dominance est une définition “plus forte” de la dominance selon Pareto. Si un
premier label domine selon Pareto un deuxieme label alors le premier label U-domine le deuxiéme label.

Dans la section 4.1, on propose une définition générale de la U-dominance pour une fonction d’utilité
U générale. Dans la section 4.2, on s’intéresse a la C,-dominance ou la fonction d’utilit€ est limitée a
une intégrale de Choquet. La C),-dominance ne pouvant étre vérifiée facilement on présente dans la
sous-section 4.2.1 une condition suffisante pour la C,-dominance. Dans la section 4.3, on propose une
généralisation de cette condition suffisante pour la dominance selon une fonction d’utilité composée
de fonctions d’utilité partielles linéaires par morceaux et d’une intégrale de Choquet dans un probleme
de plus court chemin avec des objectifs additifs, bottleneck ou multiplicatifs. Dans la section 4.4, on
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évalue I’'impact de I’utilisation de la U-dominance (a I’aide de ces deux conditions suffisantes) dans un
algorithme de label setting (cf. §2.2, page 50) par rapport a I’ utilisation de la dominance de Pareto.

4.1 Dominance selon une fonction d’utilité

On considere un graphe G = (N, A, c¢), avec N I’ensemble des nceuds, A I’ensemble des arcs et
¢ : A — Q la fonction de coiits. 2 C Rﬁ est I’espace des objectifs. On considere p objectifs avec
P = {1,...,p} I'ensemble des objectifs. On note s € N le nceud source. Soit une fonction d’utilité
U : © — £ croissante ou décroissante sur chaque objectif modélisant les préférences du décideur définie
a priori, avec £ C R” une échelle commune de satisfaction (cf. §1.2.3, page 26). On cherche a construire
pour chaque nceud ¢ € IV un chemin rg; € R, ; entre s et ¢ optimal selon U. Chaque chemin du nceud
source a un autre nceud est une solution de ce probleme, avec I ; I’ensemble des solutions.

Dans un algorithme d’étiquetage (cf. §2.1, page 51), considérons deux labels ¢;, ¢; € L; associé a un
méme nceud ¢ € N. Ces deux labels correspondent chacun a un chemin du nceud source s € N au nceud
i. Une dominance, notée <, permet de comparer les vecteurs de coiits de ces deux labels. Si le label ¢
domine le label ¢; (z(¢;) < z(¢;)) alors le label ¢; peut étre supprimé. Ce label peut &étre supprimé car
toute propagation (cf. §2.2, page 50) du label ¢ est meilleure que la méme propagation identique du
label ;. Une propagation correspond a un chemin du nceud ¢ vers un (autre) nceud du graphe. Ainsi pour
chaque chemin 7 ; généré a partir du label £, il existe un meilleur chemin 7, ; généré a partir du label
l;.

Dans la littérature peu de types de dominance (ou relation de dominance) ont été proposés. Sans infor-
mation préférentielle uniquement la notion d’efficacité et de dominance au sens de Pareto (cf. Définition
1.1, page 13) peuvent étre utilisées pour savoir si un chemin est meilleur qu’un autre. Habituellement
cette dominance, noté <p est utilisée. Dans le cadre du probleme MOSP avec des objectifs additifs ou
multiplicatifs Q- —Q->_ (cf. Chapitre 2, page 43), cette dominance permet de calculer 1’ensemble
maximal complet des solutions efficaces. Dans le cadre du probléme MOSP avec en plus des objectifs
bottleneck, Gandibleux et al [ ] proposent une généralisation de la dominance de Pareto (cf. Déf-
inition 2.6, page 54), noté <gpRr, permettant de calculer I’ensemble maximal complet des solutions
efficaces.

Ces dominances ne prennent en compte aucune information sur la fonction d’utilité. Ainsi, I’ensem-
ble maximal complet des solutions efficaces qu’elles permettent de construire, contient non seulement
les solutions optimales mais aussi un grand nombre de solutions inutilement construites. Si la fonction
d’utilité est monotone (cf. Théoreme 3.2, page 76) alors une dominance simple, qu’on note <, peut
étre utilisée. Cette dominance peut étre définie telle que ¢; domine ¢; selon la fonction d’utilité U i.e.
U <y U, ssi U(L;) < U(¥;). La fonction d’utilité monotone la plus connue est la somme pondérée.
L’hypothese de monotonie de la fonction d’utilité est une hypothese en général considérée comme trop
limitative dans le cadre de la modélisation des préférences (cf. §1.2, page 22). Carraway et al [ ]
ont émis I'idée d’utiliser une dominance <y; prenant en compte la fonction d’utilit€ U et un nceud du
graphe ¢ € N. Les auteurs ne proposent pas de méthode pour vérifier une telle dominance entre deux
labels. Une certaine forme de dominance prenant en compte une fonction OWA convexe a été proposée
par Galand et Spanjaard [ 1, les auteurs proposent de comparer les deux labels ¢; et £, par rapport
a la fonction OWA convexe : WV (¢;) < WO ({l) = ¢; “domine” ;. Aucun cadre général pour la
dominance selon une fonction d’utilité n’est proposé dans la littérature. Aucune méthode n’est proposée
pour la dominance selon une intégrale de Choquet. Pour ces raisons nous proposons de calculer une
dominance <y prenant en compte la fonction d’utilité U.
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4.1.1 Définition de la dominance selon une fonction d’utilité

Pour un label ¢; associé au nceud ¢ € N et correspondant a un chemin r,; € R, ; du nceud source s
au nceud ¢, une propagation de ce chemin vers un nceud ¢t € N est un label ¢; correspondant & un chemin
7s,i0O7;,+ dunceud source s au nceud javec un chemin ;¢ € R; ;. Le vecteur de colits du label /; est égal
az(4;) ®z(r;j), avec ® le vecteur des opérateurs binaires (cf. §2, page 43). La notion de dominance
selon une fonction d’utilité * dans le cadre du probleme de plus court chemin multi-objectif peut étre
définie de la maniere suivante.

Définition 4.1. Dominance selon une fonction d’utilité pour le probleéme MOSP.
Soient deux labels (;, ], € L; associé avec un neud i € N et U une fonction d’utilité. Le label U}, domine
¢; selon la fonction d’utilité, £}, U-domine {;, i.e. U; <y {; s.s.i. :

Vt € N, Vrit € Riy, U(z(£)) ® 2(rit)) < U(2(;) ® 2(rit))
Le label U domine faiblement {; selon la fonction d’utilité (i.e. {; Sy 4;) s.s.0. :
Vt e N, Vrit € Riy, U(z() @ 2(rit)) < U(2(;) ® 2(rit))

Soient deux labels, associés a un nceud ¢ € N, que ’on souhaite comparer selon la U-dominance.
Les propagations possibles de ces deux labels sont 1’ensemble des chemins de ¢ a tous les noeuds : i.e.
R; « = UienR; 1. Notons que le chemin (i) € R; o est un chemin du nceud ¢ au neeud ¢ composé d’aucun
arc. L’ensemble des vecteurs de cofits de ces extensions, i.e. Uienz(R; ), sont donc un sous-ensemble
assez large de €2. Notons que dans le cadre du probléeme de plus court chemin d’un nceud a un autre nceud
les extensions possibles d’un label sont limitées aux chemins vers 1I’unique nceud puits. Alors I’ensemble
des vecteurs de cofits de ces extensions est un sous-ensemble de €2 plus petit 3.2.2, nous exploitons
notamment cette propriété pour calculer des bornes sur les objectifs (cf. §3.2.2, page 85). Pour cette
raison dans le cadre du probleme de plus court chemin d’un nceud a tous les nceuds, on considére que
I’ensemble des vecteurs de cofits des extensions possibles des labels est simplement 2. Alors on peut
définir la U-dominance de maniere plus générale qui pourrait étre exploitée dans d’autres problémes que
celui de plus court chemin. Plutét que de définir la U-dominance entre deux labels on peut la définir
entre les deux vecteurs de cofits de ces labels. De cette maniere la U-dominance peut étre utilisée avec
d’autres structures de données que I’on peut associer a des vecteurs de cofits.

Définition 4.2. Dominance selon une fonction d’utilité.
Soient y®,y" € Q deux vecteurs de coiits de labels. Si pour tout vecteur de coiits y° € S lutilité de
2(y*) ® z(y°) est plus petite que I'utilité de z(y*) ® z(y°) alors y* U-domine y° :

y* Su ) = Vy e, U((y") @ 2(y)) < U(2(y") ® 2(y°))

Si pour tout vecteur de coiits y¢ € S lutilité de z(y*) Q z(y°) est plus petite ou égale a l'utilité de
2(y®) ® z(y°) alors y* U-domine faiblement y° :

y* Su ) = VY e Q, U((y") @ 2(y)) < U(2(y") ® 2(y°))

Diftérentes propriété de la U-dominance peuvent étre définies. Ainsi la relation de dominance J;s est
transitive puisque Vy®, y°, y¢ € € si y® <y y° et y® <y y© alors par définition y® <,, y°. Si la fonction
d’utilité est strictement croissante ou strictement décroissante sur chaque objectif, alors la relation de

*. Ce travail a été présenté a la conférence IEEE SSCI 2011 et est publi¢ dans les actes de la conférence [ 1.



102 CHAPITRE 4 — Dominance selon une fonction d’utilité

dominance <; est une approximation de la dominance selon Pareto : i.e. Vy%,y* € Q, y* <p ¥ =
¥ <y yb . Si la fonction d’utilité est croissante ou décroissante sur chaque objectif, alors la relation de
dominance =;; est une approximation de la dominance selon Pareto : i.e. V4%, € Q, y® <p y* =
y® S yP. Sila fonction d’utilité U est monotone (cf. §3.1.1, page 75) alors la relation de dominance <
est équivalente de la relation de dominance <, en effet pour une paire de vecteurs de cofits 3, 3* € Q
quelconques on obtient les inéquations suivantes :

<oy S UW) <UY) eV e Uy @y) <Ul ®y°) <y <uvy

Nous avons vu précédemment (cf. §2.4.2, page 67) qu’un algorithme d’étiquetage utilisant la dominance
la <7 est équivalent a un algorithme d’étiquetage pour le probleme de plus court chemin mono-objectif.
Pour une fonction d’utilité croissante ou décroissante sur chaque objectif, le probleéme d’ optimisation
suivant peut &tre résolu pour vérifier si un vecteur de coiits y* € €2 domine (faiblement) le vecteur de

coits 3 :
duly®,y’) = max U(y"®y°) - U@y’ ®@y°)

s.c. y‘eQ “.1)

Si 6y (y% y?) < 0 alors par définition y* =y b, de méme si 6y (y? y°) < 0 alors par définition
y® <y yb. Si U est une fonction linéaire et que les objectifs sont tous additifs alors le probleéme (4.1) est
équivalent a un programme linéaire. Si la fonction d’utilité U n’est pas linéaire alors le probleme (4.1)
n’est pas nécessairement linéaire et dans certains cas ce probleme est méme non convexe. Pour cette
raison, plutot que de résoudre exactement le probleme (4.1) on propose des conditions suffisantes pour la
dominance entre deux vecteurs de cofits (correspondant a deux labels) selon une fonction d’utilité basée
sur I’intégrale de Choquet.

4.1.2 Utilisation de la dominance selon une fonction d’utilité

Pour les raisons exposées dans le chapitre 2, on considere 1’utilisation d’un algorithme d’étiquetage
pour résoudre un probleme de plus court chemin d’un nceud a tous les nceuds. Pour utiliser la dominance
selon une fonction d’utilité U dans 1’algorithme d’étiquetage général (cf. Algorithme 2.1, page 51), il
suffit d’utiliser la relation de dominance <y dans la régle de dominance. Soit L; I’ensemble des labels
associés au nceud ¢ € N, si durant la derniere itération de 1’algorithme d’étiquetage un ou plusieurs labels
ont été ajoutés a L; alors la régle de dominance doit étre vérifiée sur L;. Ainsi I’ensemble des labels de
L; U-dominés par un autre label de L; sont supprimés :

L, =1, \ {Ez S Ll,Ew; S Li,Z(Ej) <U Z(@;)}

Les labels ouverts supprimés de L; doivent aussi &tre supprimés de I’ensemble des labels ouverts £.

Avec une telle régle de dominance basée sur la relation de dominance <7, I’ensemble des chemins
optimaux selon U du nceud source a tous les nceuds sont nécessairement calculés. On peut considérer
qu’il est uniquement nécessaire de calculer une solution optimale selon U du nceud source a tous les
nceuds. Alors la relation de dominance =i peut étre utilisée a la place de la relation de dominance <.
Néanmoins dans ce cas, tout les labels dominés selon la relation de dominance =y ne doivent pas étre
supprimés car une solution optimale selon U de ce probleme peut étre faiblement U-dominée. Alors pour
deux labels ¢/, ¢; € L; équivalents tels que ¢, Sy ¢; et {; Sy ¢}, alors un de ces deux labels doit étre
conservé.
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4.2 Dominance selon I’intégrale de Choquet

On considere dans cette section que la fonction d’utilit€ U se limite a une intégrale de Choquet C,
et que les objectifs sont tous des objectifs additifs : @ = (+,...,+). On utilise alors le terme de C),-
dominance (jcu) a la place du terme U-dominance (Zp7). Un cas plus général ou la fonction d’utilité
U est composée d’une intégrale de Choquet et de fonctions d’utilité partielles linéaires par morceaux
est présenté dans la section 4.3 suivante. Rappelons que les cofits des chemins sont positifs ou nuls :
QC ]Rﬁ. Le probleme (4.1) est alors défini de la maniere suivante :

dc, (y*,y") = max Cu(y” +y°) Cou(y® +y°) (4.2)

Avec une telle fonction d’utilité U, le probléme (4.2) n’est pas équivalent a un programme linéaire,
sauf si la fonction de capacité de I’intégrale de Choquet est linéaire, ce qui n’est pas le cas de maniere
générale. De plus, la fonction objectif du probleme (4.2) n’est pas croissante, comme le montre I’exemple
4.1.

Exemple 4.1.

On considére le probléme MOSP avec 3 objectifs additifs (Q = (+,+,+)), on cherche a vérifier la
dominance selon une fonction d’utilité U entre deux vecteurs de coiits y*,y°. Soient y*,y° € Q =
[0, 100]? deux vecteurs de coiits tels que y* = (100, 0, 100), y* = (0,0, 50) et j1 une fonction de capacité
telle que p({1}) = 0, p({2}) = p({3}) = 0.5, p({1,2}) = p({1,3}) = 0.6 et u({2,3}) = 0.7. La
Jonction d’utilité U est I'intégrale de Choquet C, : U = C,,. Soit fya » : §& — § une fonction vectorielle
telle que fya v (y°) = Cpu(y* @ y°) —C’H(yb ® y°). La fonction f,a ,» est la fonction objectif du probleme
(4.2) : 6c, (Y, yb) = maxyceq fya 0 (Y°). On étudie la fonction fya b selon le vecteur de coilts y© € 2.
On considere que le premier coiit y§ € [0,100] de y© varie entre 0 et 100 et les deux autres coiits
y5 = y5 = 0 sont fixés a 0.

e Pour y§ € [0, 50] on obtient :

Fyap(W©) =10.0 x (100 + 0) + 0.4 x (0 + y§) + 0.6 x (100 + 0)]
—[0.3 % (0+0) + 0.2 x (04 §) + 0.5 x (50 4 0)]
=0.2 x y§ + 35

Alors fya b est strictement croissante sur [0, 50] x [0] x [0].

e Poury{ € [50,100] on obtient : fa ,»(y¢) = —0.1xw1+50, ce qui implique que f,a ,» est strictement
décroissante [50,100] x [0] x [0].

La fonction fya ,» n’est donc ni croissante ni décroissante sur le premier objectif. Cet exemple peut aussi

étre appliqué aux autres objectifs. Cet exemple illustre la complexité de calculer 5y (y®,y®) par rapport
aux problémes (4.1) et (4.2) pour une fonction de capacité i et des vecteurs de coiits y*, y° € Q.

4.2.1 Condition suffisante de dominance selon une intégrale de Choquet

Le théoréme 4.1 ci-dessous, définit une condition suffisante de la dominance selon une intégrale de
Choquet. Pour ce théoreme le lemme suivant est démontré.

Lemme 4.1.
Pour tout vecteurs de coiits y*,y® € Q, et tout ensemble d’objectifs A € B I'inéquation suivante est
vérifiée :

a

. a b . a . b b
m — %) <m —m < max(y® — 43
kelg(yk Yr) < kelg(yk) kelg(yk) < me ;f(yk Yr) (4.3)
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Preuve du Lemme 4.1.
Soient t,l € Atel que t = argminge(y) et |l = argmingea yz
(min) Comme —yf < —ylb alors yi — yf < y{ — mingea Y. La partie gauche de I’équation (4.3) est
prouvée : mingeA(yf — yp) < (mingea yf) — (mingea yp).
(max) Comme yi < yi* alors (mingca yg) — yf’ <y’ - yf’. La partie droite de I’équation (4.3) est
prouvée : (minge 4 yj') — (mingea y]lz,) < maxpeca Yj — y,’i
O
Soient y?, y® € Q deux vecteurs de cofits, on chercher 2 vérifier si y* C},-domine yP dc,, (Y, yP) <
0. Pour cela on définit une approximation supérieure d¢, de d¢, peut étre utilisée :

Yy, y’ € Q, 3¢, (v y") > bc, (v °) = max O (T + ) — Culy® +y°)

Ainsi pour deux labels £2, (% associés au nceud i € N, si 0, (1, £°) < 0 alors £¢ U-domine ¢% et le label
Eﬁ? peut alors étre supprimé. Le théoréme suivant utilise une approximation supérieure ¢, de ¢, pour

définir une condition suffisante de la dominance selon une intégrale de Choquet.

Théoréme 4.1. Condition suffisante de 1a dominance selon 1’intégrale de Choquet.
Soient deux vecteurs de coiits y*,y" € Q, et une intégrale de Choquet Cy. y* domine y? selon I'intégrale
de Choquet (y* <c, yb) Si:

de, (uy") = Y mlA) x (maxyf — i) + Y m(A) x (minyf —yj) <0
Aept € Aep— €

Avec m : P(P) — R la représentation de Mobius (cf. Définition 1.19, page 35) de la fonction de
capacité [i.

Preuve du Théoreme 4.1.

Si SC# est une approximation inférieure de ¢, telle que définie par I’équation (4.2) alors le théoreme
4.1 est valide. On montre dans cette preuve que d¢, telle que définie dans le théoreme 4.1 est bien
une approximation inférieure de oc,. Pour calculer SCH on utilise la représentation de Mobius m :
PB(P) — R de l'intégrale de Choquet (cf. Définition 1.19, page 35). On note que la transformation de
Mobius, contrairement a la fonction de capacité, peut étre négative pour certains ensembles d’objectifs.
En utilisant cette représentation I’équation (4.2) peut étre définie de la maniére suivante :

dc, (y*,y") = max Aem {gﬂg(yk +yp) — gug(yk + Yk (4.4)

avec 3 I’ensemble des parties de I’ensemble des objectifs P. Puisque I’on connait y*, y°, la variable de
ce probleme est y© € S, pour pouvoir résoudre cette équation on cherche a y retirer cette variable. Dans
un premier temps on définit I’ensemble des ensembles d’objectifs B+ = {A C P : 0 < m(A)} qui ont
un Mobius positif ou nul, et ’ensemble des ensembles d’objectifs B~ = {B C P : m(B) < 0} dont le
Mobius est négatif. L’équation (4.4) peut alors étre présentée de la maniére suivante :

G, (1) = mag 3 () ¢ i+ o) ~ yinok + )|
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On peut alors définir une approximation inférieure SCM de o¢,, en décomposant Iéquation précédente en
2P composantes, chaque composante correspondant a un sous-ensemble d’objectifs. Pour un ensemble
d’objectifs A € P la composante associée est [minge 4(y2 + y<) — mingea(y2 + y5)]. Les composantes
associées & un ensemble d’objectifs dont le Mobius est positif ou nul (B ), doivent étre maximisées par
rapport a y¢ € S2. Les composantes associées a un ensemble d’objectifs dont le Mébius est négatif (8~)
. A . . . 2z N C y . . PR N A
doivent étre minimisées par rapport a y° € 2. Alors I’approximation supérieure 0¢,, de ¢, peut étre
définie de la maniére suivante :

a b a . b : b c
6c, (" y") <3, (% ") = Y m(A) xm max [mm(yk +yk) — min(yy +yk)}

k
Aept 4.5)
+ Z m(A) X min HllIl (i +yi) min(yZ + i)
i yeeQ keA

Considérons un ensemble d’objectifs A C BT dont le Mobius est positif ou nul. En utilisant le lemme
4.1 on obtient I’inégalité suivante :

\V/CEQ, : a cy s b ) < ma. a c b ey a a b 4.6
Y r]glelg(yk+yk) gfrgg(yk+yk)_rlgej<(yk+yk Yk — k) gleg(yk Yr) (4.6)

Soit un objectif t € Atel que t = argmaxpeca(y} — y,lz,) On définit alors un vecteur de coiits y© € S tel
que Yk € A\ {t}, yi ~ 400 et yi = 0. On peut en déduire que minge A(yg + y5) — minkeA(yz +y5)
= (y¢ + ) — (W2 + yf) = y& — yb. Ainsi le vecteur y° peut étre retiré de la composante associée
avec ’ensemble d’objectifs A, mais aussi avec n’importe quelle composante associée a un ensemble
d’objectifs dont le Mobius est positif :

: b c
max |min + min ( + ) = max < — ) 4.7
en [ke (Wi + yk) — o \ Yk T Yk ] X\ Yk~ Yk (4.7)
De maniere identique, avec l’aide du lemme 4.1 le vecteur y© peut étre retiré de chaque composante
associée avec un Mobius négatif. Ainsi pour un ensemble d’objectifs B € 3~ dont le Mobius est négatif
on obtient :

. . b c b
_ 4.8
min [ggg (Yk + vi) — min (yk + yk)} min (yk yk) (4.8)

En utilisant les composantes définies par (4.7) et (4.8) dans I’équation (4.5) on obtient :

gcu(ya,yb) = Z m(A) x max (yk — yk) + Z m(A) x gun <yk - yk>

Aept Aep—

Le théoreme 4.1 est démontré.
O

L’exemple suivant illustre 1'utilisation de la condition suffisante de la C,-dominance (cf. Théoréme
4.1, page ci-contre) dans un algorithme d’étiquetage pour le probleme de I’exemple 3.1.

Exemple 4.2. Dominance selon une intégrale de Choquet, suite de I’exemple 3.1.

Soient trois labels (3, (5, (5 tels que z(¢3) = (4,5), 2(£4) = (0,9), 2(¢5) = (11,4). On cherche a
optimiser I’intégrale de Choquet C,, définie par la fonction de capacité pu : p(0) = 0, p({1}) = 0.7,
w({2}) = 0.7 n({1,2}) = 1. La représentation de Mébius m : N — [—1, 1] de la fonction de capacité
est: m(0) =0, m({1}) = 0.7, m({2}) = 0.7 et m({1,2}) = —0.4. On compare le label £* aux labels
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et (¢ selon la Cy-dominance. Sur les figures 4.1 et 4.2, la zone bleu désigne I’espace des points non
C-dominés par le label 1* : {y € £ : 0 < d¢, (2(£*),y)}. La condition suffisante de C,,-dominance (cf.
Théoréme 4.1, page 104) entre le label (5 et le label (% 4.1 n’est pas vérifiée car ¢, (2(€), 2(€°)) > 0 :

50, (2(07),2(£°)) =0.7x (4= 0) +0.7x (5—9) — 04 x (5—-9) =2.8 — 2.8+ 1.6 = 1.6

Par contre, grace cette condition suffisante on peut montrer que le label t5 C|,-domine le label {5 4.2, en
effet ¢, (2(£), 2(£°)) <0 :

30, (2(£9),2(£°)) = 0.7 x (4 = 11) + 0.7 x (5 —4) = 0.4 x (4 —11) = 4.9+ 0.7 - 2.8 = —1.4

Z2 z2

sl 21

" "
(—I T T T T (—I

Figure 4.1 — Le vecteur vert (0,9) correspond ~ Figure 4.2 — Le vecteur vert (11,4) correspond
au label £3, le vecteur vert (4, 5) correspond au  au label /5, le vecteur vert (4, 5) correspond au
label /5. label /5.

4.2.2 Conclusion

Nous avons présenté dans cette section une condition suffisante de la dominance selon une intégrale
de Choquet (C,-dominance). Cette condition suffisante peut étre vérifiée rapidement si le nombre d’ob-
jectifs n’est pas trop élevé. Elle permet de supprimer plus de labels dans un algorithme d’étiquetage que
la simple utilisation de la Dominance de Pareto comme le montre 1I’exemple 4.2. Les temps de calcul
d’un algorithme d’étiquetage utilisant cette condition suffisante de la C),-dominance pour supprimer des
labels sont présentés dans la section 4.4.
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4.3 Relation de dominance avec différents types d’objectifs et des fonc-
tions d’utilité linéaires par morceaux

Considérons maintenant une fonction d’utilit¢ U = W}, composée d’une intégrale de Choquet C), et
de fonctions d’utilité€ partielles linéaires par morceaux w1, . . . , u, (cf. Définition 1.12, page 28).

Yy € €, \Ifﬁ(y) = Cu(ul(yl)’ e »up(yp))

Dans cette section on présente une condition suffisante de la dominance selon cette fonction d’utilité (¥);-
dominance). Pour chaque critere £ € P la fonction d’utilité uy, est croissante si la fonction objectif z
doit étre maximisée ou décroissante si la fonction objectif zj, doit &tre minimisée. On considere dans cette
section des objectifs de type somme, bottleneck ou multiplicatif et des cofits entiers positifs = R .
Pour deux vecteurs de cofits y®,3° € €, le premier vecteur de cofits y® Wj;-domine le deuxieme

vecteur de colits yb si (5\pﬁ < 0, avec (5% défini tel que :
vy, ¥ € Q, Suu(y®,y") = max Wi (y* +y°) — Uiy’ +°)
y yeeN

De la méme manicre que pour la dominance selon une intégrale de Choquet, le théoreme suivant utilise
une approximation supérieure § vy de (5qu pour définir une condition suffisante de la W}}-dominance ainsi

Théoreme 4.2. Condition suffisante de la dominance selon une fonction d’utilité composée de fonctions
d’utilité partielle et d’une intégrale de Choquet

Soient deux vecteurs de coiits y*,y® € § et une fonction d’utilité Wi, avec ui, ..., up des fonctions
d’utilité partielles linéaires par morceaux et ji une fonction de capacité. y* domine y° selon la fonction
d’utilité WY (y* <yn yP) si :

duy(y"y") = A§+ m(A). ma 0.9 (v, k) + Ag_ m(A). min O.gi™ (u vi) <0 (49)

Avec Oy, I’ensemble des coefficients d’inclinaison (cf. Définition 1.12, page 28) la fonction d’utilité par-
tielle linéaire par morceaux uy, associée avec l’objectif k € P. Pour chaque objectif k € P, la valeur
de g™ (yi, yz) et gznin(yg,y,g) dépend de la fonction objectif. Si la fonction objectif zi est additive
(R = +) et objectif k est a minimiser alors gj, est défini telle que :
max/,a ,by _ min/ a by _ _a Db
g1 Wi wr) = 91" Wi k) = Yk — Uk
Si la fonction objectif zj, est une fonction minimale (®j, = min) et [’objectif k est a maximiser alors gy,
est défini telle que :
g (yp, yp) = max {yf — 3,0}
g™ (yf, yp) = min {yf — y7, 0}
Si la fonction objectif zy, est une fonction maximale (R, = max) et ’objectif k est a minimiser alors gy,
est défini telle que :
gr (i yp) = min {yg — vy, 0}

gy, yb) = max {y? — y},0}
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Si la fonction objectif zy, est multiplicative (Qy = x) et I'objectif k est a minimiser alors gy, est défini
telle que :

g (Y, yp) = max {§k-(y;% — ) En- (Yl — yi)}
gy, ) = min {8 — ), G- (0 — G }
Avec § , = min Qy, une borne inférieure et £, = max Qy, une borne supérieure de I’objectif k € P.

Preuve du Théoreme 4.2.
En utilisant la représentation de Mobius de I'intégrale de Choquet alors la fonction 5‘1’11 peut étre définie
telle que :

Swu(y® by _ A). : a c\ o b c
vy (", 9" A%%M( ). max [gggw(yk @k yf) — minug(y} S yk)]

] (4.10)

A). mi i a c\ ot b c
+A§ m(A) yr?euslz [%12 uk (Y @k Vi) ggguk(yk Q% Y5

On démontre que g\yﬁ, telle que définie dans le théoréme 4.2, est une approximation supérieure de (5\1,;1.
De méme que dans la preuve 4.1 précédente on peut diviser I’équation précédente en 2P composantes.
Pour un ensemble d’objectifs A € B, la composante associée avec cet ensemble est [minge 4 up(yg Ok
y$) — mingea uk (vl @ y)). Grdce au lemme 4.1 on obtient I’équation :

. a c\ _ b (&
min [uk(yk Rk Vi) — k(Y Ok yk)}

< min ug (Y @ y§) — min ug(y) C
< min uk (Y Ok Yk) min uk(Yg Ok Yi)

< max [un (O 95) — we(v) S b))

Considérons que le Mobius de ’ensemble d’objectifs A est positif ou nul : 0 > m(A). Soitl € A un
objectif de A tel que | = arg maxpca [uk (Yt @k i) — uk(yz Ok yg)] Alors on définit un vecteur de
coiits y© € Q tel que yi = Oy, et Vk € P\ {l}, yj, ~ +00. Pour ce vecteur de coiits I’égalité suivante est
vérifide : minge 4 up (Y @k y§) — mingea uk(yh @k y5) = w(yf @1 yf) — w(y) @1 y5), La composante
associée avec A, ou avec tout ensemble d’objectifs dont le Mobius est positif ou nul, peut étre définie de
la maniere suivante :

max |min u(y?® @5 y¢) — min ug(y? @ ¢
ey [keA k(Yk @k Yi) Py k(YL @k Yi) @11

a c b c
= max max |ug Rk — Ug Rk }
max max [ Wk @k Yi) — ur(Yp @k vi)
De maniére identique, on peut définir la composante associée avec un ensemble d’objectifs B € B+
dont le Mobius est négatif :

min | (min g (y¢ @k y5)) — (min ug (vl Q5 ys
min [(keA R (Yk ®r yi)) — (min e (y, Or vk)) @
= min min |ug(y¢ Qk v5) — uk (Yl Ok ys
heA ypei, { k(U @k Yi) k(Yr @k Yi)
On s’intéresse a résoudre les équations maxyecq, [ur(yj ®rYg) — uk (yb @ ys)] et mingeeq, [uk(y) @k
Yp) — ug (yz @ Yy )). Comme les fonctions d’utilité partielles uy, . . . ,u, sont des fonctions linéaires par
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morceaux, alors la différence maximale entre les deux vecteurs y* @ y¢ et y* @ y© selon uy, peut étre
bornée en utilisant la dérivée maximale maxg, co, 0 et la dérivée minimale ming, co, 0. de la fonction
d’utilité partielle uy. Alors pour tout objectif k € P la différence entre uy,(y? @, y5) et ug(yb @y y§) est
bornée par :

ming, co, Ok [(¥f ®k ¥5) — (Yh @k y§)] ,
< ug(yp @k vg) — uk(yg @k Y§)
< maxg,co, Ok [(VE @k v5) — (b @k y§)]

Par conséquent pour chaque objectif k € P, en utilisant les inéquations suivantes on peut retirer la
fonction d’utilité uy, des équations (4.11) et (4.12) :

ma w(uf @k ) — k(v @k ) < max max Op. [ (uf @k ) — (uf @ 37)]

ykEQ yceEN 6Oy,
min min@.[ ¢ e yd) — (Y2 @ C]<minu @ o ye) — uk(yl Qp ys
min oin O | (v © vi) — (U @ )| < i, k(Yk @k Yk) — ur(yg Ok Yi)

Selon la définition de la fonction d’utilité V", si la fonction objectif zi est a minimiser alors les coeffi-
cients d’inclinaison {0}, . .., 07"} sont tous positifs :

max max Ox. [(yf @k y5) — (v @k y5)] = max k. | max (y§ @k v5) — (yh @ y§
jnax max 0 (i @r vk) — (W8 ®n y7)] Jmax O ygegk(yk kYR — (YR @k y5)

(4.13)
min min 0. [(y¢ @k ) — (v2 @k yE)| = min 0. | min (v @k v5) — (y2 Q5 y§
in min Oy (v ®x y&) = (v @1 9i)] = min O in (i @ k) = (K ©n v)
Selon la définition de la fonction d’utilité U, si la fonction objectif zi est a maximiser alors les coeffi-
cients d’inclinaison {04, . . ., 6,F} sont tous négatifs :

max max Or.((yft @ y5) — (), @k y§)) = max . Lm (Wi @k vi) — (f Ok yi)]

in
SISO 0,€0 LEQ (4.14)
min min 0. [(y¢ @k v5) — (v2 @k y§)] = min 0. | max (y¢ @k y§) — (¥8 @k vk
Jin xoin - (4 @k u0) — (v ©x v0)] = ooin Oy | max (i @ i) — (K 5 v)
Considérons des bornes inférieures § e ,ép et supérieures &1, . . . ,Zp sur les objectifs, telles que que

Vk € P, § p = min €, et Ek = max Q. Ainsi tout vecteurs de coiits y¢ € €2 est défini entre ces bornes,
en effet [gl,ép] X ... [ép,gp] = Q. Alors selon la définition des opérateurs binaires @1, ..., ®p, pour
chaque objectif k € P une des deux inéquations suivantes est vérifiée :

(v @k &) — (Up @k &) < (Wi @k vi) — (R @1 ) < (5 ©k &) — (Y7 Ok &)
ou

(yf @1 &) — (U @k &) < (Wi @k v5) — (R @1 05) < (Yp @k &) — (Y7 % €,

On peut alors retirer le vecteur de coiits y© des équations (4.13) et (4.14) en utilisant les inéquations
précédentes :

max (i ®k yE) — (uk @ yf) = max {2 ) — (Whor €, i @i &) — Wh @k &) |

min (yi @ y5) — (45 Ok y§) = min {(yz‘i @) — (W k&), (W @k &) — (47 Ok &)

Y€
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L’équation précédente peut étre clarifiée selon le type d’objectif (4, X, min, max) considéré. Si @y, = +
alors la fonction objectif zi. est a minimiser et on obtient :

max B max { (f @1 €,) ~ (0 @1 ,), (0 9 &) — (o} 01 €0) | = max O (off — o)

Si ®i = min alors la fonction objectif zi, est a maximiser et on obtient :

mev O mase { (v @k &) — (0 O €)1 0 91 &) — (o @1 &)} = manx . min {ujf — 9,0}

Si ® = max alors la fonction objectif zj, est a minimiser et on obtient :

mevs Op. mae { (v @5 &) — (0 1 £, (0 ©1 &) — (o} ©1 €) | = max O max {f — o}, 0}

Si ®p = X alors la fonction objectif zi. est a minimiser et considérons que fp = 0, =1, on obtient :

max ;. max {(yz ®kE,) — (W Ok €L (Wi @k &) — (UR @i gk)}

= 1uax 0. max {g-(y;‘i =4 €Wk — yi)}

Le théoreme 4.2 est prouvé.

4.3.1 Conclusion

Nous avons présenté dans cette section comment calculer une approximation supérieure gqjﬁ de (S\p}i
permettant d’établir une condition suffisante pour la dominance selon une fonction U = W, composée
d’une intégrale de Choquet C), et de fonctions d’utilité partielles u1, . . . , u,. Ainsi cette méthode permet
calculer un chemin optimal selon une fonction dutilit¢ W}; entre un noeud source et tous les nceuds
du graphe, tout en supportant des objectifs de type additif, multiplicatif ou bottleneck. Aucune autre
méthode pour ce probleme n’est disponible dans la littérature. Ce probléme représente de nombreuses
difficultés par rapport a un probléme de plus court chemin mono-objectif qui sont : les interactions entre
les objectifs, les fonctions d’utilité partielles linéaires par morceaux et les objectifs non additifs. Aucune
autre méthode pour résoudre ce probléme n’est disponible dans Ia littérature. Les temps de calcul, pour
quelques instances de ce probléme, d’un algorithme d’étiquetage utilisant cette condition suffisante pour
supprimer des labels sont présentés dans la section suivante.

Une perspective existe concernant I’ intégration de fonctions d’utilité partielles linéaires par morceaux
dans le calcul de gq,ﬁ. L’intégration des fonctions d’utilité dans I’équation 4.9 est effectuée en utilisant les
dérivées 9,1, e 9,:’“ de chaque fonction d’utilité uy, k € P. Ces dérivées ont été définies comme les co-
efficients d’inclinaison (cf. Définition 1.12, page 28). On utilise ensuite dans cette équation la plus petite
et la plus grande des dérivées. Il serait possible de considérer uniquement les dérivées de la fonction uy,
uniquement entre min{yj’, y,l;} et £,.. En effet toute propagation de y® et y® est définie entre min{yg, y,l;}
et &, sur I’objectif k € P.

4.4 Evaluation numérique

Dans le but d’évaluer I’utilisation de la dominance selon une fonction d’utilité on considere des
graphes construits par le générateur ggen. Les graphes générés ont des colts positifs sur les arcs définis
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entre 1 et 10. Le nombre de nceuds des graphes est : n = 1000 ou 3000 ou 6000 ou 10000. Le nombre
d’arcs des graphes est défini selon le nombre de nceuds du graphe tel que : m =5 X n ou 50 X n ou
500 x n. Nous définissons la densité du graphe comme le nombre moyen d’arcs pour chaque nceud,
i.e. 5 ou 50 ou 500. Pour chaque combinaison de taille et de densité, un ensemble de 50 graphes a été
généré et est utilisé pour I’expérimentation. Nous ne testons pas les combinaisons de 10000 nceuds avec
m = 50 x n oum = 500 X n a cause de son colit prohibitif en espace mémoire. Le nceud source est
choisi aléatoirement.

La dominance selon une fonction d’utilité est utilisée dans un algorithme d’étiquetage (cf. Algo-
rithme 2.1, page 51). Cet algorithme d’étiquetage utilise la fonction lexicographique comme fonction de
sélection.

4.4.1 Spécificité de I’algorithme d’étiquetage

Afin d’utiliser de maniere efficace la U-dominance dans un algorithme d’étiquetage, il faut éviter de
vérifier cette U-dominance pour chaque paire de labels /7, Ef associés a un méme nceud. En effet 1’éval-
uation des conditions suffisantes pour la U-dominance des théoremes 4.1 et 4.2 est plus complexe que
I’évaluation de la dominance de Pareto. Afin de limiter le nombre de tests de vérification des conditions
suffisantes pour la U-dominance, pour une paire de labels £ et Ef, on vérifie dans un premier temps la
dominance de Pareto entre £¢ et £? qui est aussi une condition suffisante pour la U-dominance (cf. §4.1.1,
page 101). Ensuite, si la dominance de Pareto n’est pas vérifiée alors on évalue la condition suffisante du
théoréme 4.1 ou 4.2 uniquement si :

B< S alld) — z(eh)
kepP
Avec [ le seuil de différence pour vérifier la U-dominance, par défaut on utilise 5 = 10. La valeur
de [ peut aussi étre modifiée en fonction de la taille du graphe de la fonction d’utilité ou des valeurs
des cofits sur les arcs. Quelque soit le seuil de différence utilisé 1’algorithme d’étiquetage, 1’algorithme
d’étiquetage reste exacte puisque aucun label non U-dominé n’est supprimé.

4.4.2 Dominance selon une intégrale de Choquet avec des objectifs additifs

On cherche ici a évaluer I’efficacité de la condition suffisante de la dominance selon une intégrale
de Choquet C), définie par le théoreme 4.1. Cette condition suffisante est utilisée pour évaluer la C),-
dominance avec une intégrale de Choquet C, dans I’algorithme d’étiquetage général (cf. Algorithme 2.1,
page 51). La fonction de sélection du label courant est la fonction lexicographique (cf. Définition 1.4,
page 15). Cet algorithme d’étiquetage permet de résoudre exactement I’optimisation d’une intégrale de
Choquet dans un probléme de plus court chemin multi-objectif d’un nceud a tous les nceuds. De maniere
a évaluer I’algorithme pour différents profils de décideurs, plusieurs intégrales de Choquet sont définies
par les fonctions de capacité p®, P, uC, u, p€, uf, 119 de la table 4.1. Les fonctions de capacité p® et u°
sont des fonctions (quasi)-linéaires (peu ou aucune interactions) (cf. §1.2.5, page 32), les intégrales de
Choquet Ce et Ce sont équivalentes a des sommes pondérées. Les fonctions de capacité ul et ud sont
des fonctions modélisent des interactions trés forte entre les objectifs. Les fonctions de capacité u®, u?,
u€ et p”* sont des fonctions intermédiaires. Les temps de calcul pour la résolution exacte du probléme
MOSP sont donnés par la table 4.2.

Les tables 4.2 et 4.3 montre que I’utilisation de la C,,-dominance permet de diminuer les temps de
calcul de maniére significative pour de nombreuses intégrales de Choquet par rapport au méme algo-
rithme utilisant uniquement la dominance de Pareto, i.e. I’algorithme de Martins [ ]. Ainsi avec



112 CHAPITRE 4 — Dominance selon une fonction d’utilité

ensembles d’objectifs

fonctions

decwaie || 0| 0| @ | @) |02 03| 23| P
u® 0.0 | 0.333 | 0.333 | 0.333 | 0.666 | 0.666 | 0.666 | 1.0
ub 00| 03 0.3 0.3 0.7 0.7 0.7 1.0
ue 0.0 0.6 0.2 0.2 0.8 0.8 04 | 1.0
u? 00| 03 0.3 0.3 0.8 04 0.6 1.0
i 00| 04 0.3 0.3 0.4 0.4 0.3 1.0
u! 00| 04 0.1 0.4 1.0 0.8 1.0 | 1.0
w9 00| 0.6 0.1 0.3 0.9 1.0 0.4 1.0
u” 00| 03 0.3 0.3 0.8 0.4 0.9 1.0

Table 4.1 — Fonctions de capacité pour I’intégrale de Choquet avec 3 objectifs.

une intégrale de Choquet linéaire (avec une fonction de capacité additive) C\,a, Cc I'algorithme d’éti-
quetage utilisant la condition suffisante obtient des temps de calcul 90% plus rapide en moyenne que le
méme algorithme avec la dominance de Pareto. Quand I’intégrale de Choquet est proche d’une fonction
linéaire, i.e. avec peu d’interactions, telles Cub, Cﬂd, la C),-dominance permet aussi de faire baisser les
temps de calcul de maniére importante : une réduction de 90% — 80% est obtenue par rapport a 1’utilisa-
tion seule de la dominance de Pareto. Pour une intégrale de Choquet avec des interactions significatives,
telle Cs et Cn, la C-dominance permet de diminuer légerement les temps de calcul : 60% — 70% de
réduction par rapport a I’utilisation seule de la dominance de Pareto .

Par contre, quand I’intégrale de Choquet modélise des interactions fortes, négatives ou positives, ce
qui est le cas pour C)c et C s alors les temps de calcul obtenus en utilisant la C),-dominance souffrent
d’une perte de performance par rapport a I’utilisation uniquement de la dominance de Pareto.

On note aussi que en général, plus la taille des graphes et/ou plus la densité des graphes augmente
plus la C',-dominance permet de faire baisser les temps de calcul. Par exemple pour un graphe avec 6000
nceud et 300000 arcs, la déviation de temps de calcul par rapport a I’algorithme de Martins est de 2.3%
pour I'intégrale de Choquet Ca, de 9.37% pour I’intégrale de Choquet C'» et de 26.0% pour I’intégrale
de Choquet C,» alors que leurs déviations moyennes sont 7.720%, 20.395% et 41.575% respectivement.

4.4.2.1 Analyse pour les cas fortement concave ou convexe de I’intégrale de Choquet

Dans le cas de I'intégrale de Choquet C),c cette fonction modélise de fortes interactions positives
alors on dit qu’elle est fortement convexe. Pour Cu s cette fonction modélise de fortes interactions néga-
tives, on dit également qu’elle est fortement concave. On peut montrer que analytiquement que dans ces
deux cas il est difficile de supprimer des labels. Ce probleme n’est pas di a la condition nécessaire du
théoréme 4.1, mais a la définition générale de la dominance selon une fonction d’utilité (cf. Définition
4.2, page 101).

Si la fonction d’utilité est totalement concave U = max alors il n’est pas possible de supprimer plus
de labels avec la U-dominance qu’avec la dominance de Pareto : soit 2, y® € £ deux vecteurs de coits
correspondant a deux labels. Considérons que y* ne domine y° selon Pareto et que y® # 3, on peut alors
montrer que y* ne U-domine pas 1°. Il existe un objectif [ € P tel que ylb < y;'. On peut donc construire
un vecteur de coiits y© € Q tel que yf = eetVk € P\ {l},y} = 0, avec € € R un nombre suffisamment
grand. Alors C,(y* 4+ y°) = maxgepyy +yj =y +eet C’H(yb + y¢) = maxgep y,l; +yp = yf’ + e
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temps de calcul (s) déviation
m=>5xn m=>50xn | m=>500xn (%)
ntegrales 0001 6000 | 10000 || 1000 | 6000 1000 max. | moy.
de Choquet
Clye 0.004 [ 0.038 [ 0.073 ][ 0.062 [ 0.509 0.796 12.820 | 7.720
Cp 0.010 | 0.100 | 0.197 || 0.196 | 2.037 1.780 32.051 | 20.395
Clue 0.006 | 0.052 | 0.100 || 0.085 | 0.734 0.955 19.230 | 10.592
Ca 0.006 | 0.057 | 0.111 || 0.091 | 0.829 0.970 19.230 | 11.145
Ce 0.035 | 0.461 | 1.086 || 1.411 | 24.798 8.553 135.896 | 113.002
Cs 0.036 | 0.468 | 1.106 || 1.529 | 23.091 8.847 137.261 | 116911
Clus 0.015 | 0.152 | 0.301 || 0.399 | 4.336 3.493 48.076 | 34.915
C,n 0.017 | 0.175 | 0.347 || 0.496 | 5.652 4.263 57.233 | 41.575
| Martins  [[ 0.031 [ 0462 ] 0957 [[ 1318 [21.729 [ 7.448 [ 100 100

Table 4.2 — Expérimentations sur un probleme de plus courts chemins d’un nceud a tous les nceuds
(Rs,e) avec 3 objectifs additifs. Comparaison des temps de calcul entre un algorithme d’étiquetage 2.1
utilisant la C),-dominance et I’algorithme de Martins qui utilise la dominance de Pareto. Les fonctions de
capacité p%,. . .,u" sont définies dans la table 4.1. La déviation (exprimée en pourcentage) est la moyenne
des temps de calcul ou le temps de calcul maximum par rapport au temps de calcul de I’algorithme de
Martins.

C::t&glfgszt temps de calcul (s) || déviation (%)
20 x 20 \ 40 x 10 || max. \ moy.
Cla 0.002 0.002 0.19 0.25
Cp 0.332 0.199 3146 | 32.30
Cle 0.018 0.014 1.79 2.00
C 0.042 0.027 4.19 4.23
Ce 1.289 0.978 138.82 | 156.88
Cur 1.729 1.109 171.75 | 177.38
Cls 0.383 0.216 34.15 | 36.18
Cour 1.034 0.627 99.14 | 101.16
| Martins || 1.002 | 0632 [ 100 [ 100 |

Table 4.3 — Expérimentations sur un probleme de plus courts chemins d’un nceud a tous les nceuds
(Rs,e) avec 3 objectifs additifs. Comparaison des temps de calcul entre un algorithme d’étiquetage 2.1
utilisant la C,,-dominance et I’algorithme de Martins qui utilise la dominance de Pareto. Les fonctions de
capacité p?,. . .,u" sont définies dans la table 4.1. La déviation (exprimée en pourcentage) est la moyenne
des temps de calcul ou le temps de calcul maximum par rapport au temps de calcul de I’algorithme de
Martins. Les instances sont des graphes ayant une topologie en grille, 20 x 20 indique une grille de 20
nceuds de largeur et de 20 nceuds de longueur.
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Ainsi la U-dominance selon une fonction d’utilité totalement convexe ne nous permet pas de supprimer
le label correspondant au vecteur de cofits 4° puisque par définition o (y®, yb) =y — yf’ > 0. Cette
remarque est illustrée sur la figure 4.3.

Si la fonction d’utilité est totalement concave U = min alors il n’est pas non plus possible de
supprimer plus de labels avec la UU-dominance qu’avec la dominance de Pareto : Soient 3%, 3° € Q
deux vecteurs de cofits correspondant a deux labels. Considérons que y* ne domine 3 selon Pareto et
que 3* # 7, on peut alors montrer que ¥® ne U-domine par 7°. Il existe un objectif I € P tel que
y? < y&. On peut donc construire un vecteur de cofits y© € Q tel que yf = 0 et Vk € P\ {I},
yi = €, avec € € Ry un nombre suffisamment grand. Alors C,,(y® + y©) = mingep yi + v = yf
et C,(y° + y°) = mingepy? + y5 = yP. Ainsi la U-dominance selon la fonction dutilité totalement
concave ne nous permet pas de supprimer le label correspondant au vecteur de coits ° puisque par
définition 677 (y®, 3°) = Y — yf’ > (. Cette remarque est illustrée sur la figure 4.4. Pour les cas extrémes

(0,11)
(3,0
(0,11)
(3,0
! ‘ : = ! 2

Figure 4.3 — Le trait en gras représente la Figure 4.4 — Le trait en gras représente la
courbe de niveau de la fonction d’agrégation courbe de niveau de la fonction d’agrégation
max. Les deux points verts représentent des min. Les deux points verts représentent des
vecteurs de cofits y?, y°, Les deux vecteurs vecteurs de coiits y%, 3, Les deux vecteurs
rouges représentent le vecteur de cofits y© =  rouges représentent le vecteur de coiits y© =
(3,0). (0,11).

de I'intégrale de Choquet (Ce et C),r) la C),-dominance ne permet de supprimer que des labels déja
Pareto dominé. La condition suffisante pour la C',-dominance (cf. Théoreme 4.1, page 104) étant plus
coliteuse a vérifiée que la dominance de Pareto une perte de performance est constatée dans ces cas de
I’intégrale de Choquet sur les expérimentations numériques.

4.4.3 Dominance selon une fonction d’utilité avec des fonctions d’utilité partielles

On cherche dans ce paragraphe a évaluer I'efficacité de la dominance selon une fonction d’utilité W),
comprenant une intégrale de Choquet C), et des fonctions d’utilité partielles linéaires par morceaux
u1, ..., up. Dans ce but on utilise (cf. Définition 4.4.1, page 111) la condition suffisante de la V-
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temps de calcul (s) déviation
m=>5xn m=50xn || m=500xn | (%)

fonetion Il 536 | 6000 | 10000 || 1000 | 6000 1000 moyenne

utilité

v 0.11 | 363 [ 106 [[ 028 [ 6.0 1.39 12.90

w, 0.31 | 17.89 | 60.58 || 2.25 | 68.8 9.74 72.30

v 042 | 2158 | 78.6 | 2.34 | 76.8 10.12 84.97

v 0.62 | 23.75 | 80.4 || 2.28 | 120.8 11.58 101.44
Martins || 052 [ 2352 ] 775 [[293 [1154 ] 1128 || 0 |

Table 4.4 — Expérimentations sur un probleme de plus courts chemins d’un nceud a tous les noeuds (f25.4)
avec 3 objectifs additifs. Comparaison des temps de calcul entre un algorithme d’étiquetage 2.1 utilisant
la /) -dominance et I"algorithme de Martins qui utilise la dominance de Pareto. Les fonctions de capacité
u®,...,u" sont définies dans la table 4.1. Le vecteur de fonctions d’utilité partielles u est un vecteur de
fonctions d’identité. La déviation (exprimée en pourcentage) est la moyenne des temps de calcul ou le
temps de calcul maximum par rapport au temps de calcul de 1’algorithme de Martins.

dominance définie par le théoreme 4.2 dans I’algorithme d’étiquetage général (cf. Algorithme 2.1, page 51).
La fonction de sélection du label courant est la fonction lexicographique. Afin d’évaluer I'impact de
I'utilisation de fonctions d’utilité partielles linéaires par morceaux on considere une seule intégrale de
Choquet (Ca définie par la table 4.1). Les vecteurs de fonctions d’utilité partielles u?, ub, u® et u?
sont définis de telle sorte que : uf, ..., uy sont toutes des fonctions linéaires, u?, ... ,ug sont des fonc-
tions lin€aires par morceaux convexes, uf, ..., u; sont des fonctions lin€aires par morceaux concaves,
ud, ..., ug sont des fonctions linéaires par morceaux pour une part concaves pour 1’autre convexes. Les
temps de calcul de cet algorithme d’étiquetage sont donnés par la table 4.4.

La table 4.4 montre que la méthode proposée pour supprimer des labels permet de diminuer de
maniere significative les temps de calcul pour 1’algorithme d’étiquetage, avec des fonctions concaves ou
convexes. Comme dans la sous-section 4.4.2 précédente, pour certaines fonctions d’utilité notre méthode
provoque de légeres pertes de performance. Ainsi avec les fonctions d’utilité partielles uil, ...,ul un

»Hp
temps de calcul supplémentaire par rapport a 1’algorithme de Martins.

4.5 Conclusion

Nous avons proposé dans ce chapitre une dominance généralisée pour I’optimisation d’une fonction
d’utilité dans un probleme de plus court chemin d’un nceud a tous les nceuds. Dans le chapitre 2 nous
avons vu que si la fonction d’utilité vérifie la monotonie (cf. Définition 2.12, page 67) alors cette dom-
inance consiste a comparer les labels sur la base de leur valeur sur la fonction U. Dans le cas contraire
la dominance de Pareto était utilisée pour comparer les labels. La dominance de Pareto qui est largement
utilisée en optimisation multi-objectif ne prend pas en compte les préférences du décideur. Ce chapitre
montre qu’il est possible de construire une relation de dominance prenant en compte les préférences du
décideur, méme si la fonction d’utilité n’est pas monotone.

Nous avons également mis en évidence que si cette fonction d’utilité est basée sur une fonction
d’agrégation max ou min alors seule la dominance de Pareto peut étre utilisée pour comparer deux labels
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associés a un méme nceud. On rappelle qu’en minimisation, une fonction d’agrégation min modélise
une interaction négative totale entre les objectifs, alors qu’une fonction d’agrégation max modélise une
interaction positive totale et que la somme pondérée modélise une absence totale d’interaction entre
les objectifs. Avec I'intégrale de Choquet qui permet de modéliser différents niveaux intermédiaires
d’interaction entre la somme pondérée et les fonctions d’agrégation max et min, nous montrons qu’une
dominance intermédiaire, entre la comparaison des labels sur U et la dominance de Pareto, peut étre
utilisée.

Pour une intégrale de Choquet quelconque C), nous proposons la C,-dominance qui est une général-
isation de la dominance de Pareto. La C',-dominance étant difficile a calculer on propose une condition
suffisante de la C,-dominance. Cette condition suffisante utilisée (cf. §4.4.1, page 111) dans un algo-
rithme d’étiquetage permet de supprimer plus de labels que 1’ utilisation de la dominance de Pareto dans
un algorithme d’étiquetage et ainsi de réduire de maniere significative les temps de calcul pour de nom-
breuses intégrales de Choquet. Les résultats numériques confirment que, moins I'intégrale de Choquet
modélise des interactions positives ou négatives plus la condition suffisante de I'utilisation de la C),-
dominance permet de réduire les temps de calcul par rapport a la dominance de Pareto. La condition
suffisante de la C),-dominance est plus difficile a évaluer que la dominance de Pareto. Quand la C),-
dominance ne supprime pas plus de labels que la dominance de Pareto alors 1’algorithme d’étiquetage
utilisant cette condition suffisante souffre de temps de calcul plus long. La principale perspective de ces
travaux est de proposer une méthode permettant de différencier les intégrales de Choquet pour lesquelles
il est intéressant d’utiliser la C',-dominance et celles pour lesquelles la C,-dominance n’est pas intéres-
sante. Dans ce deuxieme cas uniquement la dominance de Pareto doit étre utilisée. Nous pensons que le
degré de orness d’une intégrale de Choquet [ ] permettrait de différencier ces deux cas.

Dans un deuxiéme temps nous avons travaillé sur I’optimisation d’une fonction d’utilit¢ ¥; com-
posée d’une intégrale de Choquet et de fonctions d’utilité partielles dans un probléme de plus court
chemin multi-objectif avec objectifs additifs, bottleneck ou multiplicatifs. Pour cela nous proposons la
W}}-dominance qui est une généralisation de la C,-dominance. Les expérimentations numériques mon-
trent aussi que la ¥;-dominance peut aussi &tre utilisée de maniere efficace par rapport a la dominance
de Pareto pour certaines fonctions d’utilité.

A notre connaissance nos travaux sur la U-dominance sont les seuls travaux a prendre en compte une
fonction d’utilité non-monotone dans la dominance utilisée dans un algorithme d’étiquetage. Les méth-
odes proposées sont aussi les seules existantes pour optimiser une fonction d’utilité dans un probléme de
plus court chemin d’un nceud a tous les nceuds ou un probleme de plus court chemin avec des objectifs
non additifs.
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chapterProposition d’algorithmes de routage pour les réseaux internet

La section 4.6 présente le cadre général du routage dans les réseaux internet et plus précisément du
routage prenant en compte la Qualité de Service (routage Q0S). De nombreuses méthodologies existent
dans la littérature pour le routage QOS [ ]. Le routage par contraintes est ’'une d’entres elles. Cette
méthodologie permet de prendre en compte plusieurs objectifs de qualité de service (ou de colit) pour
le calcul des routes, des contraintes étant définies sur ces objectifs. Ainsi le routage par contraintes est
un type de routage multi-objectif. Différents algorithmes de routage par contraintes de la littérature sont
présentés dans la sous-section 4.6.3. Dans la section 4.7, nous proposons de définir, dans le cadre du
routage multi-objectif, une fonction d’utilité agrégeant les objectifs plutdt que de définir des contraintes
sur les objectifs. On présente ensuite I’application, pour le routage multi-objectif, de nos travaux du
chapitre précédent concernant 1’optimisation d’une fonction d’utilité dans des algorithmes d’étiquetage.

4.6 Routage dans les réseaux internet et qualité de service

Un réseau internet (ou réseau IP) est un réseau de télécommunication basé sur le protocole internet.
Un tel réseau est composé de routeurs et de liens entre ces routeurs. Il peut étre modélisé par un graphe
ou les liens sont modélisés par les arcs du graphe et les routeurs par les nceuds du graphe. Les attributs
de qualité de service ou de cofit des liens du réseau sont modélisées par des valeurs de performance ou
de cofit sur les arcs. Ces attributs correspondent par exemple a la bande passante d’un lien, au délai de
transmission d’un lien, ...

Le service produit par un réseau IP est le transport de paquets de données entre les différents routeurs
du réseau. Un paquet arrive sur le réseau depuis un seul et unique routeur source et doit sortir du réseau
par un ou plusieurs routeurs puits. Si le paquet doit sortir vers un unique routeur puits alors on parle de
routage “unicast’. Sile paquet doit sortir du réseau par plusieurs routeurs puits alors on parle de routage
“multicast”. Un cas particulier du routage “multicast” est le routage “broadcast” quand le paquet doit
sortir du réseau par 1I’ensemble des routeurs du réseaux. On considere dans ce chapitre le routage unicast.

4.6.1 Le routage dans les réseaux internet

Différents types de protocoles et de techniques sont utilisés simultanément a différents niveaux
(physique, liaison, réseau,. ..) pour transporter les paquets dans les réseaux internet. On s’intéresse dans
le cadre de cette theése aux protocoles et techniques du niveau réseau et plus précisément au routage.
Le routage désigne les protocoles et techniques permettant aux routeurs de choisir le “meilleur” chemin
pour router chaque paquet transporté dans le réseau. Le réseau internet est composé d’un ensemble de
systemes autonomes (AS). Un AS est un sous-réseau du réseau internet ou les routeurs partagent des
protocoles de routage communs et un administrateur unique a I’ensemble des routeurs de I’AS. Un AS
est composé de routeurs intérieurs et de routeurs de bordure, les routeurs de bordure étant connectés aux
autres AS. Les protocoles de routage qui permettent de router les paquets a I’intérieur d’un AS sont dits
IGP (Interior Gateway Protocol) et les protocoles de routage permettant de router les paquets entre les
routeurs de bordure d’AS adjacents sont dits BGP (Border Gateway Protocol). Dans le cadre de cette
thése on s’intéresse aux protocoles de routage IGP. On note qu’un protocole de routage IGP s’intéresse
uniquement au routage a I’intérieur de AS ou il est déployé, quand bien méme le routeur d’origine et le
routeur de destination du paquet sur le réseau internet sont tous deux situés en dehors de I’ AS.

Le routage des paquets dans le réseau est basé sur un protocole de routage et un algorithme de
routage. Le protocole de routage définit comment les routeurs du réseau sont informés de la topologie et
des attributs des liens du réseau. Les attributs des liens du réseau permettent de définir des métriques.
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Par exemple, un attribut de bande passante sur chaque lien du réseau permet de définir une métrique
pour les chemins du réseau. Ces métriques peuvent étre considérées comme des objectifs [ ], en
effet, naturellement I’administrateur du réseau, pour chaque métrique, va chercher soit a la maximiser
soit 2 la minimiser. Par exemple on va chercher 2 minimiser une métrique de cofit T et maximiser une
métrique de capacité. Si plusieurs métriques/objectifs sont pris en compte on peut parler de routage
multi-objectif. Quand une métrique de qualité de service est prise en compte, on parle de routage QOS,
si uniquement une métrique de colit est prise en compte on parle de routage “best-effort”. Les algorithmes
de routage pour le routage QOS ou pour le routage best-effort sont des algorithmes de plus court chemin
mono-objectif ou multi-objectif si plusieurs métriques sont considérées simultanément. Ces algorithmes
s’appuient sur les informations produites par le protocole de routage. Dans le cas du routage best-effort,
la métrique de colit est en général équivalente a un objectif additif (1- > ) a minimiser. L’algorithme de
routage best-effort est alors un algorithme de plus court chemin mono-objectif avec un objectif additif,
tel I’algorithme de Dijkstra [ 1.

Dans les protocoles de routage dit “link-state” | ], tel OSPF (Open Shortest Path First) et 1S-1S
(Intermediate System To Intermediate System), chaque routeur informe 1’ensemble des autres routeurs
du réseau de I’existence et des attributs des liens qui lui sont adjacents. Ces informations permettent a
chaque routeur de connaitre la topologie et les attributs des liens du réseau. Dans les protocoles de routage
dit “distance-vector” | ] tels que RIP (Routing Information Protocol) et EIGRP (Enhanced Interior
Gateway Routing Protocol) aucun algorithme de routage a proprement parler n’est utilisé. Néanmoins,
le fonctionnement d’un tel protocole de routage est similaire a I’algorithme de plus court chemin 12, o de
Roy-Floyd-Warshall [ ] discuté dans le chapitre 2. En effet chaque routeur informe réguliérement
ses routeurs voisins des attributs (associés aux métriques) de 1’ensemble des chemins qu’il connait vers
les autres routeurs du réseau. Grace aux informations obtenues par les routeurs de bordure a I’aide des
protocoles de routage BGP, les routeurs de I’ AS sont informés de I’existence de routeurs a I’extérieur du
réseau et des attributs des chemins pour atteindre ces routeurs. Notons que les protocoles link-state OSPF
et IS-1S sont les protocoles de routage les plus couramment utilisés dans les réseaux IP [ ]. Dans
la suite de ce chapitre on consideére qu’un protocole de réseau link-state, prenant en compte plusieurs
métriques, permet a chaque routeur de connaitre la topologie exacte du réseau ainsi que les attributs
des liens. Ainsi on s’intéresse dans ce chapitre uniquement aux algorithmes de routage. Le routage d’un
paquet dans un réseau peut &tre fait de maniere centralisé ou distribué. Le routage centralisé (ou par la
source) [ , ] implique que le routeur source du paquet calcule le chemin jusqu’a sa sortie du
réseau, ensuite le chemin du paquet est encodé dans I’entéte du paquet [ ] puis chaque routeur le long
du chemin fait suivre (forward) le paquet en fonction de ce chemin. Ce type de routage peut par exemple
étre utilisé pour construire un “label-switching path” dans le cadre de I'utilisation du “MultiProtocol
Label Switching” (MPLS).

Le routage dans un réseau peut étre de type proactif ou de type réactif (aussi appelé on-demand)
[ ]. Si le routage est proactif alors les chemins entre toutes les paires de routeurs sont construis qu’ils
soient utilisés ou non pour router des paquets. Ainsi, pour un routeur, le routage proactif correspond a
la construction de I’ensemble des chemins de lui méme a I’ensemble des routeurs du réseau, ce qui est
équivalent au probleme R, o (cf. §2.1.1.1, page 46). Si le routage est réactif alors les chemins empruntés
par les paquets sont calculés uniquement pour un flux de paquets précis entre deux routeurs et pour
une durée de temps précise, ces chemins sont donc calculés uniquement quand le réseau en a besoin.
Pour un routeur et un flux de paquets, le routage réactif correspond a la construction d’un chemin de lui
méme vers le routeur destination du flux de paquets, ce qui est équivalent au probleme R, ; (cf. §2.1.1.1,

. Dans cette thése on considere uniquement le colit administratif.
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page 46). Dans les réseaux IP [ ], le routage proactif est plus couramment utilisé que le routage
réactif.

Le routage d’un paquet dans un réseau peut étre fait de maniere centralisé ou distribué, voir [ ].
Généralement dans le réseaux IP le routage est distribué ou “hop-by-hop routing” | ]. Comme c’est
le cas du routage best-effort généralement utilisé avec les protocoles OSPF et IS-IS. Dans le cadre du
routage distribué, le calcul du plus court chemin n’est pas réalisé uniquement par le routeur source mais
aussi I’ensemble des routeurs composant le chemin emprunté par le paquet. Chaque routeur calcule un
plus court chemin vers le routeur destination du paquet. Ensuite chaque routeur utilise ce plus court
chemin pour fait suivre le paquet . Le routage distribué est en général utilisé dans le cadre du routage
proactif ([25) [ ].

4.6.2 Prise en compte de la Qualité de Service

Initialement les réseaux IP appliquaient uniquement le routage best-effort pour I’ensemble des pa-
quets transitant dans le réseau [ ]. Désormais avec la commercialisation de services dans les réseaux
IP, il est nécessaire de prendre en compte également la Qualité de Service (QOS) [ ]. De nombreux
protocoles et techniques ont été proposés dans la littérature pour prendre en compte la qualité de service
[ I

Afin d’améliorer la qualité de service pour I’ensemble des paquets transitant sur un réseau IP, les
techniques de “traffic engineering” permettent d’équilibrer la charge globale du réseau sur les différents
liens du réseau [ , ]. La charge d’un lien pour une période de temps donnée correspond a
la taille totale des paquets transitant sur ce lien (le trafic) durant cette période divisé par la capacité
(non réservée) du lien pour cette période. Un déséquilibre de la charge globale du réseau implique que
certains liens seront congestionnés (ou surchargés) alors que d’autre liens sont au repos. La congestion
d’un lien implique un délai de transmission important pour ce lien ainsi qu’'une perte possible de cer-
tains paquets qui transitent sur ce lien. Une meilleure répartition de la charge globale permet ainsi, non
seulement d’améliorer la qualité de service pour les paquets transitant sur les liens congestionnés, mais
aussi de réduire les colits d’exploitation de I’infrastructure du réseau [ ]. Parmi les méthodes de
traffic engineering liées au calcul des plus courts chemins on note la méthode proposée par Fortz et al
[ , ] qui s’applique dans le cadre du routage best-effort avec les protocoles OSPF ou IS-1S. Les
auteurs proposent de modifier les cofits d’un ensemble de liens parmi les liens les plus chargés du réseau.
Ainsi les chemins entre paires de routeurs, une fois réactualisés, éviteront de passer par ces liens et donc
la charge de ces liens diminuera. Cette méthode permet une amélioration significative de la répartition
de la charge du réseau [ ]. Un autre exemple est 1’option “equal-cost multipath” (ECMP 1 ]
du protocole OSPF, qui permet aux routeurs du réseau de faire suivre les paquets équitablement entre
I’ensemble des chemins dont le cofit est égal. Cette option nécessite donc le calcul, pour chaque paire de
routeurs, de I’ensemble des chemins de colit minimal.

Exemple 4.3. Traffic engineering.

Soit un AS défini par un ensemble de 6 routeurs représentés par les nceuds : a, . . ., f (cf. Figure 4.5). Les
routeurs correspondant aux neeuds a,d et f sont des routeurs de bordure. On suppose que les liens du
réseau sont déchargés a I’exception d’un unique flux de paquets du routeur a au routeur d. Le protocole
de routage prend en compte uniquement la métrique de coiit définie par un attribut de valeur 1 sur

. Sila destination est située en dehors de I’AS, alors le paquet est envoyé vers le routeur de bordure de I’AS le plus proche
de la destination.

8. Notons que I’utilisation de 1’option ECMP peut provoquer une rupture de I’ordre de réception des paquets dans les flux
TCP.
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chaque lien. Supposons dans un premier temps que la stratégie de routage best-effort soit appliquée a

d >
1 1 1
g c (e) /Jh 5 ...
N 1(2) % 1 \_/ 1 U/
Figure 4.5 — Un réseau internet autonome défini par un ensemble de routeurs (nceuds) a, b, . .., f, avec

a,d et f les routeurs de bordure. Seul I’attribut de coft est défini sur les liens (arcs).

I’ensemble des paquets transitant sur le réseau. Afin de router le flux de paquets du routeur a au routeur
d un chemin entre a et d est calculé a ’aide d’un algorithme de plus court chemin mono-objectif en
prenant en compte uniquement la métrique de coiit : {(a, c, d). Ainsi la totalité du trafic entre les neeuds a
et ¢ passe par le lien (a, c) tandis que les liens (a, b) et (b, ¢) sont au repos : la charge globale n’est pas
répartie équitablement sur le réseau.

En utilisant les méthodes de traffic engineering présentées précédemment il est possible de mieux
répartir la charge globale. Par exemple la méthode de Fortz et al [ | permet d’augmenter le coiit
de I’arc (a,c) tel que c(a,c) = 2 car cet arc est surchargé. Considérons qu’une stratégie (par exem-
ple 'option ECMP) est utilisée par le routeur a pour repartir les paquets équitablement entre les deux
chemins (a,b, c) et (a,b) entre a et ¢ qui ont un coiit égal. Alors un algorithme de plus court chemin
mono-objectif est appliqué afin de router les paquets du flux de paquets entre le routeur a et le routeur d
et seule la métrique de coiit est prise en compte (avec la modification c(a, c) = 2 par rapport a la figure
4.5). Selon cette métrique, deux chemins de a a d sont optimaux : {a, b, c,d) et {a, c,d), avec un coiit de
3 pour ces deux chemins, z((a,b,c,d)) = z((a,c,d)) = 3. Grdce a la stratégie ECMP le flux entre a et
d est reparti équitablement entre les deux chemins optimaux de a et d. Ainsi la moitié du trafic entre a
et ¢ passe par le chemin (a, c) et I’autre moitié du trafic passe par le chemin (a,b, c) : le trafic est alors
réparti équitablement entre les liens (a,b), (b, c) et (a,c).

Ainsi les techniques de traffic engineering consistent a une prise en compte implicite des besoins de
QOS, puisque ces techniques permettent une amélioration globale de la QOS sans prendre en compte
des besoins particuliers. Les autres techniques de QOS présentées ci-dessous permettent de prendre en
compte de maniere explicite des besoins de QOS.

Des modeles tels que le service différentié (DIFFSERV) [ ] permettent de définir plusieurs classes
de qualité de service (classes QOS). Chaque paquet est affecté a avec une classe QOS. La classe QOS
associée a un paquet (ou un flux de paquets) est définie par le “service level agreement” (SLA) qui lie
I’administrateur du réseau avec le client qui envoie ce paquet sur le réseau. Les paquets qui ne bénéficient
pas d’un SLA sont affectés a une classe best-effort. Une classe QOS peut par exemple étre définie par
un délai de transmission maximum du paquet ou 1’assurance que le paquet sera délivré au routeur puits
(méme si le réseau est surchargé). La classe QOS associée a un paquet est inscrite dans 1’entéte du
protocole réseau du paquet (par exemple IP ou MPLS) par le routeur source. Chaque paquet est ensuite
routé par les routeurs du réseau en fonction de sa classe QOS. Certaines classes QOS correspondent a
I’activation de méthodes ou protocoles QOS, tel que le protocole RSVP ou le routage par contraintes.

Le protocole “Resource ReSerVation Protocol” (RSVP) [ ] permet de réserver la bande passante
sur un chemin entre deux routeurs du réseau. Seuls les paquets bénéficiant de la classe QOS correspon-
dante peuvent alors utiliser la bande passante réservée. Il existe aussi différentes stratégies de gestion des
files d’attente des paquets dans les routeurs permettant de prendre en compte différentes classes QOS.



CHAPITRE 4 — Dominance selon une fonction d’utilité 121

Ces stratégies de gestion de file permettent par exemple de faire suivre en priorité les paquets bénéficiant
d’une classe QOS supérieure.

Le routage par contraintes (constraint-based routing, CBR) [ ] est une autre méthodologie per-
mettant de prendre en compte la qualité de service.

4.6.3 Le routage par contraintes

Le routage par contraintes consiste a construire, pour certaines classes QOS, des chemins respectant
des contraintes (définies par des bornes inférieures ou supérieures) sur des objectifs de qualité de service.
Les paquets associés avec ces classes QOS sont alors assurés par exemple d’emprunter des chemins dont
les liens sont peu chargés ou avec un faible délai de transmission. La contrainte d’un objectif & minimiser
est définie par une borne supérieure et la contrainte d’un objectif a maximiser est définie par une borne
inférieure. Le routage par contraintes, si plus d’un objectif est pris en compte, nécessite la résolution d’un
probléme de plus court chemin multi-objectif sous contraintes. On note que le routage par contraintes
est particulierement utile en collaboration avec le mécanisme MPLS pour faire suivre les paquets ou/et le
protocole RSVP [ ].

Younis et Fahmi [ ] proposent un état de 1’art sur le probleme de routage par contraintes. Kuipers
etal [ , ] ainsi que Van Mieghem et al [ ] présentent des états de 1’art sur les
algorithmes de routage par contraintes.

4.6.3.1 Définition des problémes de plus court chemin multi-objectif sous contraintes

Dans le cadre du probléme de plus court chemin multi-objectif sous contraintes, on conserve les
notations présentées dans le cadre du probleme MOSP (cf. Chapitre 2, page 43). Soit un graphe G =
(N, A, c), avec N I’ensemble des nceuds, A I'ensemble des arcs et ¢ : A — R la fonction qui définit
les attributs de colit ou de QOS sur les arcs.

Soient s € N un routeur source pour un paquet donné et t € IV le routeur puits de ce méme paquet.
Chaque lien du graphe est associ€ avec un vecteur de p attributs : c¢(a) € RE, Va € A. On considere p
objectifs, chacun correspond a un attribut. Dans la littérature sur le routage par contraintes [ , ]
trois types d’objectifs sont considérés. Un objectif & € P est dit additif si I’opérateur binaire associé est
une addition (®; = +), il est dit multiplicatif si I’opérateur binaire est une multiplication (®f = X),
dans les deux cas cet objectif est a minimiser (<< <). Un objectif k € P est dit bottleneck si 1’ opérateur
binaire est une fonction minimale (®; = min), cet objectif doit étre maximisé (<p<>).

Les attributs de Qualité de Service [ ] des liens peuvent étre :

e [a bande passante maximale est associé a un objectif bottleneck.
e La bande passante non réservée est associé a un objectif bottleneck.

e La bande passante résiduelle définie comme la bande passante maximale non utilisée du lien, cet
attribut est associé a un objectif bottleneck.

e Le délai de transmission (ou délai) défini comme le temps de latence du lien, cet attribut est associé a
un objectif additif.

e La variation du délai de transmission (ou jitter) définie comme la variation du temps de latence du lien,
cet attribut est un objectif additif.

e Le nombre de hops (ou nombre de sauts) défini comme le nombre de liens d’un chemin, cet attribut
est associé a un objectif additif. La valeur de I’attribut est de 1 pour chaque lien.
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e La probabilité de perte de paquet est associé a un objectif multiplicatif. Notons que cet attribut peut
dans certains cas étre remplacé par I’attribut du logarithme de la probabilité de perte, ce deuxieme
attribut est alors associé a un objectif additif [ ].

On désigne par zp(r) <p B la contrainte d’un objectif k& € P, avec (5; la borne inférieure ou
supérieure. Dans le cas du probleme MOSP sous contraintes, une solution admissible est une solution véri-
fiant ’ensemble des contraintes du probleme. Dans le cadre général du probleme de plus court chemin
multi-objectif sous contraintes, des contraintes sont définies sur certains objectifs, d’autres objectifs non
contraints doivent &tre optimisés. On définit le probleme de plus court chemin [-® ¢t-® (avec p =1 + 1)
comme le probleme de plus court chemin multi-objectif avec [ objectifs quelconques sur lesquels sont
définis des contraintes et ¢ objectifs quelconques a optimiser.

Tout probleéme MOSP sous contraintes contenant au moins deux objectifs additifs (ou multiplicatifs)
est NP-complet [ ], que ces objectifs soient contraints ou a optimiser. Notons que des objectifs
bottleneck contraints peuvent €tre aisément ajoutés a un probleme MOSP. Il suffit de supprimer, a priori de
la résolution du probléme MOSP, les liens du graphe ne respectant pas les contraintes [ , ].

Plusieurs problemes MOSP sous contraintes ont été étudiés dans la littérature. Le probleme dit “Re-
stricted Shortest Path” (RSP) [ ] est un probléme MOSP comportant un objectif additif de délai
de transmission contraint par une borne supérieure et un objectif additif de cofit 2 minimiser : ﬁ 1->.
Le probleme dit “Multi-Constrainted Path” (MCP) [ ] est un probléme MOSP comportant des
objectifs additifs contraints : Q- > . Des états de 1’art pour le probléeme MCP sont proposés dans les ar-
ticles suivants [ , s s ]. Le probléme dit “Multi-Constrainted Optimal
Path” (McoP) [ ] est un probleme MOSP comportant des objectifs additifs contraints ainsi qu’un
objectif additif 2 minimiser : Q- > 1-) .

4.6.3.2 Des algorithmes pour des problemes de plus court chemin sous contraintes

On présente dans cette sous-section 4 algorithmes pour des problemes de plus court chemin sous
contraintes. Ces algorithmes permettent de résoudre le probleme MOSP (R, ;) d’un nceud s a un nceud ¢.
Pour illustrer ces algorithmes on considere un probléme de plus court chemin avec deux objectifs et trois
solutions : 7%, r¥ et ¢, Soient z(r?) = (4,11), 2(r®) = (8,8) et 2(r¢) = (12,4) les trois points associés
a ces solutions. Une borne supérieure est définie sur chaque objectif telle que : 5; = 10 et 3y = 10.
Uniquement la solution ? est admissible.

Jaffe propose [ ] un algorithme pour le probléme ﬁ, cet algorithme construit une solution
qui n’est pas nécessairement admissible. En effet cet algorithme optimise une somme pondérée ) dans
le probleme équivalent - ) qui ne prend pas en compte les contraintes sur les objectifs. Ainsi dans
I’exemple illustré par la figure 4.6, la solution construite par 1’algorithme de Jaffe est 7 et cette solution
n’est pas admissible (elle ne respecte pas les contraintes sur les objectifs), alors qu’il existe une solution
admissible r°. Les poids i, k € P de la somme pondérée o) sont calculés en fonction des bornes des
contraintes 31,..., 8, : \p = é [ ]. Dans I’exemple de la figure 4.6, le vecteur de poids est A =
(0.25,0.25). La somme pondérée vérifiant la monotonie dans le cadre du probleme Q- > (cf. Définition
2.12, page 67), un algorithme d’étiquetage mono-objectif peut étre utilisé€. On note qu’une variante de
cet algorithme [ ] consiste a utiliser un algorithme de ranking mono-objectif afin de construire les
solutions en ordre croissant selon la somme pondérée @) jusqu’a ce qu’une solution respectant toutes les
contraintes soit construite.

Lalgorithme TAMCRA [ ] est proposé pour le probleme MCP, @ Il s’agit d’un algorithme
de label setting (LS). Comme dans 1’algorithme de Jaffe, les auteurs proposent d’optimiser une fonc-
tion d’agrégation dans le probleme Q- > équivalent sans prendre en compte les contraintes. Plutdt que
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d’optimiser une somme pondérée, les auteurs proposent d’optimiser une fonction maximale pondérée
V:RE - Ry V(y) = maxgep %, Vy € RP. Dans notre exemple, illustré par la figure 4.7, la solution

optimale selon V' est r*. Cette solution est admissible. Les auteurs montrent que toute solution optimale
selon V' est admissible. L’algorithme TAMCRA peut étre défini par rapport a 1’algorithme d’étiquetage
général (cf. Algorithme 2.1, page 51). Considérons £ I’ensemble des labels ouverts, L; I’ensemble des
labels (ouverts ou fermés) associés avec le nceud 7 € N et £; un label associé avec le nceud 7 € N. On
défini I’algorithme TAMCRA de la maniere suivante :

1) La fonction de sélection h est la fonction d’agrégation V : h = V.

2) Une regle de coupe (cf. Définition 2.9, page 59) est utilisée telle que un label ¢ est supprimé si
V(¢) > 1. Cette régle de coupe implique que tous les labels ne vérifiant pas une contrainte sont
supprimés.

3) L’algorithme propage au plus [ labels par nceud, avec [ € N un parametre défini a priori. Quand [
labels sont déja associés au nceud @ € N (| L;| = 1), alors un nouveau label ¢; est ajouté a I’ensemble
des labels associé avec le nceud 7, L; et a I’ensemble des labels ouverts £ s.s.i. il existe un label ouvert
¢; € L N £ associé au neeud ¢ qui soit plus mauvais que ¢; : V(¢;) < max{V (¢}),¢; € L; N £}. Si
cette inégalité est vérifiée alors le plus mauvais label de L; (arg ming ;. V' (¢})) est supprimé sinon
le nouveau label ¢; est supprimé. '

Le troisitme point implique que cet algorithme n’optimise pas de maniere exacte la fonction V. Les
solutions construites par I’algorithme TAMCRA ne sont pas nécessairement admissibles méme si il existe
une solution admissible. L’algorithme TAMCRA possede une complexité polynomiale par rapport au
parametre [. Notons que cet algorithme permet de résoudre un probleme R, o et donc un probleme R, ;.
Les évaluations numériques montrent qu’un petit parametre [ < 5 suffit pour que I’algorithme TAMCRA
construise une solution optimale selon V' dans 99% des cas.

L’algorithme SAMCRA [ ] est un algorithme de label setting (LS) exact basé sur 1’algorithme
TAMCRA permettant de résoudre un probleéme MCP (Q- ). Cet algorithme propose d’optimiser une
fonction maximale pondérée dans le probleme Q- > équivalent. La principale différence de 1’algorithme
SAMCRA, par rapport a I’algorithme TAMCRA, est que le nombre de labels propagés par nceud n’est pas
limité (voir 3) ci-dessus). Comme TAMCRA, 1’algorithme SAMCRA est une variation de 1’algorithme
d’étiquetage général (cf. Algorithme 2.1, page 51), la fonction de sélection des labels est identique a
celle de TAMCRA (voir 1) ci-dessus). La regle de coupe est différente de celle utilisée dans TAMCRA
(voir 2) ci-dessus) : un label £ est supprimé si V' (z(¢)) < V(z(¢*)), avec £* € L, le meilleur label connu
associé avec le nceud puits ¢. Contrairement a TAMCRA, SAMCRA ne permet pas résoudre un probleme
R, ., seulement un probleme R, ;.

L’algorithme RMC [ ] permet de résoudre exactement un probléme MOSP avec un nombre in-
défini d’ objectifs additifs et un objectif bottleneck - > 1- min. Sur chaque objectif une contrainte peut
éventuellement étre définie. Dans un premier temps, les arcs ne vérifiant pas la contrainte sur I’ objectif
bottleneck sont supprimés du graphe. L’ ensemble maximal complet des solutions efficaces est calculées
par I’algorithme de label setting de Gandibleux et al [ ] présenté dans la section 2.2.2.1. Les
solutions efficaces ne vérifiant pas les contraintes sur les objectifs additifs (non admissibles) sont sup-
primées. Ensuite la solution optimale selon une norme de Tchebychev T, : Rﬂ — R4 (cf. Définition
1.8, page 17) avec o € R est retournée. Cette norme de Tchebychev correspond a la distance par rapport
au point idéal y! (cf. Définition 1.3, page 13) des solutions efficaces et admissibles.

Ta(a(r) = maxap.(z1(r) - o)
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(pX(y{}]—y{)’ T pX(y{Yl—y,{))
1.3, page 13). Notons que le poids associé avec 1’objectif p bottleneck est négatif car y,iv > y,ﬁ Dans
notre exemple, illustré par la figure 4.8, la solution optimale selon Y, est 7*. Contrairement aux algo-
rithmes SAMCRA et TAMCRA, I’algorithme RMC prend en compte un objectif bottleneck dans la fonction
d’agrégation optimisée, dans ce cas la norme de Tchebychev.

Les problemes MCP peuvent également étre résolus par la méthode MPS [ ] Il s’agit d’une
méthode de ranking similaire a celles [ , ] présentées dans la section 2.3.2. On cite aussi
I’algorithme de Hallam et al [ ] qui, bien que n’étant pas présenté dans le cadre du routage par
contraintes, permet de résoudre un probleme MCP. Cet algorithme est présenté dans la section 2.2.3.2.

avec « le vecteur de poids tel que @ = , ¥~ le point nadir (cf. Définition

4.6.3.3 Routage par contraintes et méthodes de traffic engineering

Pour Xiao et Ni [ ] le routage par contraintes permet de mieux répartir la charge globale sur le
réseau que le routage best-effort. Dans le cadre de I'utilisation du routage par contraintes avec plusieurs
classe de QOS, les paquets appartenant a différentes classes de QOS mais partageant le méme nceud
source et puits, peuvent étre routés sur des chemins différents. Ainsi la charge des paquets entre ce
routeur source et puits est repartie entre les liens de ces chemins, ce qui peut alors permettre de mieux
répartir la charge globale du réseau. La prise en compte de plusieurs objectifs de qualité de service permet
de prendre en considération I’utilisation de liens qui sinon ne sembleraient pas intéressants du point de
vue d’un (unique) objectif de colit. L’exemple suivant illustre ces arguments.

Exemple 4.4. Suite de I’exemple 4.3.

Soit un AS défini par un ensemble de routeurs a, . .., f (cf. Figure 4.9, de la présente page), avec a,d
et f des routeurs de bordure. On considére un flux de paquets du routeur a au routeur d et un flux de
paquets du routeur a au routeur f. Le protocole de routage prend en compte deux objectifs : le nombre
de sauts et le délai.

W

(1,10

(e)
&

W

a c (F)
—/ (1,40) T (1,10) (1,100 ./

Figure 4.9 — Un réseau IP autonome défini par un ensemble de routeurs (nceuds) a, . . ., f, avec a,d et f
des routeurs de bordure. Deux attributs sont définis sur les liens du réseau : le premier est le nombre de
sauts (1) et le second est le délai (2).

Comme vu précédemment, un routage prenant en compte uniquement le nombre de sauts, implique
que la totalité du trafic (les flux de a a d et de a a f) entre les neeuds a et c passe par le lien (a,c)
tandis que les liens (a,b) et (b, c) sont au repos. Dans I’exemple 4.3 nous montrons que I’utilisation de
méthodes de traffic engineering permet de répartir équitablement le trafic sur les liens (a,b), (b, c) et
(a,c).

La mise en place du routage par contraintes permet de répartir la charge du réseau grdce a :

e La prise en compte de plusieurs objectifs : il n’existe pas un unique chemin “optimal” entre les deux
neeuds a et ¢, mais un ensemble de chemins efficaces {{a, c), (a,b, c)}. On considére une contrainte de
z(r) < 4 sur le nombre de sauts et une contrainte de z(r) < 50 sur le délai. Alors parmi les paquets
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entrant par le routeur a, ceux sortant au routeur d seront routés sur le chemin (a, c, d) alors que ceux
sortant au routeur f seront routés sur le chemin {(a, b, c, e, f).

o La prise en compte de plusieurs classes QOS : une premiere classe QOS consiste a minimiser le
nombre de sauts. Une deuxiéme classe QOS définit des contraintes : z(r) < 4 sur le nombre de sauts
et z(r) < 40 sur le délai. Alors pour les paquets des deux flux de a a d et de a a f, les paquets affectés
a la premiere classe QOS sont routés sur le chemin (a,c,..) et les paquets affectés a la deuxiéme
classe QOS sont routés sur le chemin (a,b,c, ...).

Dans ces deux cas la charge du réseau est répartie sur les arcs (a, b), (b, c) et (a, ¢). Néanmoins la charge
du réseau n’est pas répartie de maniere aussi équilibrée qu’avec les méthodes de traffic engineering
présentées dans I’exemple 4.3 précédent.

Notons que le routage par contraintes ne permet pas de prendre en compte directement des informa-
tions sur les prévisions de trafic du réseau pour construire les chemins, contrairement aux méthodes de
traffic engineering | ].

4.7 Un algorithme pour le routage prenant en compte la qualité de service

Dans le cadre du routage prenant en compte la qualité de service, plusieurs objectifs de qualité de
service peuvent tre pris en compte en mé€me temps. Des extensions des protocoles de routage OSPF et 1S-
IS sont capables d’informer chaque routeur du réseau de 1’état du réseau, i.e. de la topologie du graphe et
des attributs de qualité de service ou de cofit de chaque arc. La plupart des paquets routés dans un réseau
sont routés sur des chemins aux colits minimaux (routage best-effort). Certains paquets bénéficiant d’un
SLA doivent étre routés sur des chemins de qualité supérieure, i.e. des chemins satisfaisant certaines
exigences de qualité de service.

Pour construire ces chemins I’administrateur doit prendre en compte plusieurs objectifs de qualité de
service tels que ceux décrit dans la sous-section précédente (cf. page 121) et éventuellement une métrique
de colit. On peut alors parler de routage multi-objectif. Comme expliqué dans la sous-section 1.1.2, il est
alors nécessaire de définir une méthode pour sélectionner une solution parmi I’ensemble des solutions
efficaces de ce probleme de routage multi-objectif. Dans ce cadre, le routage par contraintes propose de
définir des contraintes sur les objectifs, puis de construire des chemins satisfaisant ces contraintes.

Nous proposons dans cette section d’utiliser une méthode d’aide a la décision pour définir une
fonction d’utilité composée d’une intégrale de Choquet et de fonctions d’utilité partielles linéaires par
morceaux plutdt que de définir des contraintes. Un algorithme d’étiquetage utilisant la dominance selon
une fonction d’utilité peut alors étre utilisé pour construire des solutions optimales selon cette fonction
d’utilité.

4.7.1 Modélisation des préférences dans le cadre du routage prenant en compte des ob-
jectifs de qualité de service

Illustrons sur un objectif les avantages d’une fonction d’utilité partielle linéaire par morceaux par
rapport a une contrainte. Soit un objectif de délai k£ € P. On s’intéresse au routage d’un paquet de
données émit par une application de vidéoconférence. Soit r le chemin emprunté par ce paquet. Dans le
cadre du routage par contraintes, I’administrateur définit une contrainte sur 1’objectif de délai : zx(r) <
B Cette contrainte étant définie par I’administrateur, alors elle correspond a une modélisation (simple)
de ses préférences sur cet objectif. Cette contrainte implique que 7 est pleinement satisfaisant sur cet
objectif pour I’administrateur si il vérifie cette contrainte, mais n’est aucunement satisfaisant sur cet
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objectif si il ne vérifie pas cette contrainte. La satisfaction I’administrateur sur cet objectif peut &tre
modélisé par une fonction d’utilité partielle indicatrice : u(yx) = 0 si y* < By et u(yx) = 1si y* > Bg.
Cette fonction indicatrice est (sous certaines conditions) équivalente a la contrainte zx(r) < . Ces
fonctions indicatrices sont illustrées par les figures 4.18, 4.19, 4.20.

En général I’administrateur va définir une telle contrainte par rapport a une exigence de délai maxi-
mum de I’application de vidéoconférence émettant ce paquet [ ]. Or les performances d’une appli-
cation de vidéoconférence par rapport a un objectif de délai ne correspondent pas nécessairement a une
fonction indicatrice. Ainsi on peut considérer qu’au dessus d’une certain valeur de délai 3;;, I’application
ne fonctionnera pas ou tres mal, en dessous d’une autre valeur de délai B,I;, le délai n’impactera pas les
performances de I’application pour I’utilisateur. Si ces deux valeurs sont égales (3} = ﬂ,l;) alors cette
valeur permet de définir clairement une contrainte (ou une fonction indicatrice) sur I’objectif de délai.
Mais en général ces deux valeurs ne sont pas égales et il existe des valeurs de délai intermédiaires entre
ces deux valeurs pour lesquelles I’application fonctionnera toujours mais pas de maniere optimale. Les
performances de 1’application sur cet objectif de délai peuvent alors étre définies plus précisément avec
une fonction linéaire par morceaux qu’avec une contrainte. Une fonction linéaire par morceaux peut
non seulement approximer une fonction indicatrice (et donc une contrainte), mais peut aussi approximer
n’importe quelle autre fonction continue représentant les performances de 1’application par rapport au
délai, par exemple une fonction exponentielle. Les préférences de 1’administrateur sur cet objectif peu-
vent étre modélisées plus précisément avec une fonction d’utilité partielle linéaire par morceaux. Une
telle modélisation des préférences de 1’administrateur est illustrée par les fonctions d’utilité partielles
des figures 4.15, 4.16, 4.17.

Considérons maintenant I’ensemble des objectifs. Dans le cadre du probleéme de routage MCP, une
contrainte sur chaque objectif est définie. Pour qu’un chemin soit satisfaisant sur I’ensemble des ob-
jectifs, ce chemin doit vérifier la contrainte sur chaque objectif. C’est-a-dire, un chemin satisfaisant sur
chaque objectif. Ainsi le non respect d’une contrainte sur un objectif (i.e. un objectif non satisfaisant)
ne peut pas étre compensé par une amélioration des performances sur tous les autres objectifs. Une
telle modélisation des préférences est équivalente a la notion de complémentarité entre les objectifs (cf.
§1.2.4, page 30) telle que définie en aide a la décision multi-critére. Nous avons vu que la minimisation
d’une fonction d’agrégation maximale pondérée agrégeant les objectifs correspond a une complémen-
tarité totale entre les objectifs, De Neve et Van Mieghem [ ] montrent que la minimisation d’une
telle fonction d’agrégation permet de construire une solution vérifiant I’ensemble des contraintes si une
telle solution existe. Les algorithmes SAMCRA, TAMCRA utilisent cette méthode pour calculer un chemin
vérifiant ces contraintes. Dans le cadre de 1’algorithme RMC, I’ensemble des chemins efficaces est cal-
culé, ensuite les chemins ne vérifiant pas les contraintes sont supprimés. Une norme de Tchebychev est
ensuite utilisée pour sélectionner des chemins parmi les chemins vérifiant les contraintes. La norme de
Tchebychev modélise aussi une complémentarité totale entre les objectifs. L'utilisation d’une norme de
Tchebychev ou d’une fonction d’agrégation maximale pondérée indique que 1I’administrateur souhaite
calculer un chemin de compromis sur I’ensemble des objectifs (cf. §1.1.2.3, page 16).

La recherche d’un chemin de compromis sur ’ensemble des objectifs ne permet pas toujours de
calculer un chemin satisfaisant. Prenons un exemple illustré par la figure 4.10. Soient ¢, 7* et ¢ trois
chemins. Selon la norme de Tchebychev utilisée, le chemin 7* avec un délai de 10000us et une bande
passante de 12Mb/s est préféré au chemin 7° avec un délai de 3000.s et une bande passante de 11.5Mb/s
et au chemin ¢ avec un délai de 10500us et une bande passante de 22Mb/s. Pourtant le chemin 7
semble plus intéressant que le chemin 7, en effet une amélioration de la bande passante de 0.5Mb/s peut
difficilement compenser une baisse du délai de 7000us. Pour des raisons identiques, le chemin r° semble
plus intéressant que le chemin 7.
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Figure 4.10 — Trois points rouges dans 1’espace des objectifs représentant trois chemins 7%, r?, r¢. Le
point bleu est le point idéal 3//. Le trait en gras représente la courbe de niveau de la norme de Tchebychev
par rapport au point idéal. Les chemin optimal selon la norme de Tchebychev est r¢.

Si il est intéressant de modéliser une complémentarité entre les objectifs il est aussi intéressant de
modéliser une compensation (i.e. pondération) entre ces objectifs. Pour cela I’intégrale de Choquet per-
met de modéliser a la fois une complémentarité et une compensation entre les objectifs. Notons que
I’algorithme de Jaffe [ ] optimise une somme pondérée, cette somme pondérée permet une compen-
sation totale entre les objectifs. L’intégrale de Choquet permet de modéliser des complémentarités non
seulement entre 1’ensemble des objectifs mais aussi entre certains sous-ensembles d’objectifs. Prenons
un objectif de délai et un objectif de variation de délai. On peut considérer que ces deux objectifs sont
complémentaires tel que 1’on va préférer un chemin avec une variation de délai moyennement satis-
faisante et un délai moyennement satisfaisant plutét qu’un chemin avec un délai peu satisfaisant mais
une variation de délai satisfaisante. L’ intégrale de Choquet permet aussi de modéliser des substituabilités
entre les objectifs (cf. §1.2.4, page 30). Prenons un objectif de délai et un objectif de probabilité de perte
des paquets. On peut considérer que ces deux objectifs sont en partie substituables. Un chemin avec un
délai satisfaisant mais une probabilité de perte peu satisfaisante peut étre préféré a un chemin avec un
délai moyennement satisfaisant et une probabilité de perte moyennement satisfaisante. En effet un délai
faible permet d’atténuer une probabilité de perte élevée car les paquets perdus peuvent &tre renvoyé plus
rapidement.

Pour toutes les raisons €noncées ci dessus, une fonction d’utilité¢ W, composée d’une intégrale de
Choquet C), et de fonctions d’utilité partielles linéaires par morceaux us, ..., u, est plus capable de
modéliser les préférences d’un administrateur d’un réseau dans le cadre de la prise en compte de plusieurs
objectifs de qualité de service :

Wi (z(r) = Cu(ur(z1(r), - - s up(2p(r))), Vr € Re e

avec ug, k € P des fonctions d’utilit€ partielle monotones lin€aires par morceaux et C, I'intégrale de
Choquet.

Cette fonction d’utilité offre beaucoup plus de possibilités de modélisations des préférences de 1’ad-
ministrateur que des contraintes sur les objectifs, une fonction d’agrégation maximale pondérée, une
somme pondérée ou une norme de Tchebychev. Ainsi I’'intégrale de Choquet permet de favoriser les
solutions de compromis tout en permettant une compensation entre les criteres. Les figures 4.10 et 4.11
illustrent les avantages de I’intégrale de Choquet par rapport a une norme de Tchebychev ou une fonction
d’agrégation max. On sait que 1’optimisation d’une fonction d’agrégation maximale pondérée ou d’une
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Figure 4.11 — Trois points rouges dans I’espace des objectifs représentant trois chemins 7, r°, ¢, Le trait
en gras représentent la courbe de niveau d’une intégrale de Choquet. Les chemins optimaux selon cette
intégrale de Choquet sont * et 7°. Cette intégrale de Choquet favorise les chemins de compromis (comme
r®) mais permet une compensation entre 1’objectif de délai et celui de bande passante. L’excellent délai
du chemin 7° lui permet de compenser sa bande passante légérement moins bonne que celle de 7.

norme de Tchebychev permet de résoudre le probleme de routage MCP. L’ optimisation d’une fonction
d’utilit¢ W}, permet de résoudre non seulement un probleme MCP mais aussi un probleme MCOP (cf.
page 122). Les relations entre les problemes et méthodes dans le cadre du routage multi-objectif sont
représentées par la figure 4.12.

Dans I’exemple 4.5, un probléme de routage multi-objectif est défini. Et différentes approches pour
résoudre ce probleme sont présentées.

Exemple 4.5. Routage multi-objectif.

On utilise dans cet exemple le réseaux EUROPE2 composé de 16 routeurs et de 20 liens (cf. Figure
4.13, de la présente page). Trois objectifs sont considérés, un objectif additif a minimiser modélisant le
délai de transmission (z1), un objectif bottleneck modélisant la bande passante (z3), un objectif additif
a minimiser modélisant le nombre de sauts (z3). Dans le cadre du routage multi-objectif, on cherche a
construire un chemin pour un paquet du routeur/nceud 7 au routeur/nceud 11. Nous considérons dans cet
exemple une approche a posteriori (calcul de I’ensemble des solutions efficaces puis sélection de I'une
d’entre elles) afin d’illustrer la modélisation des préférences dans le cadre du routage multi-objectif.
Comme expliqué dans la section 1.3, dans le cadre du routage dans les réseaux ’approche a priori
(ou décision automatique) semble étre I’approche la plus évidente a mettre en ceuvre contrairement a
I’approche a posteriori. Les chemins efficaces entre ces deux nceuds sont illustrés dans la figure 4.14 et
dans le tableau 4.6.

Afin de sélectionner un chemin du neeud 7 vers le neeud 11 pour un flux de paquets, I’administrateur
peut définir des contraintes sur les objectifs. L’administrateur estime qu’il est préférable que le délai
soit inférieur a 15000us : z1(r) < 15000 us, la bande passante soit supérieure a 300Mb/s : z(r) >
300 Mb/s, le nombre de sauts inférieur a 10 : z3(r) < 10. Seuls les chemins rb et r¢ vérifient ces trois
contraintes. Ces contraintes sont équivalentes aux fonctions d’utilité indicatrices v}, ub, us définies sur
les figures 4.15, 4.16 et 4.17. Dans le cadre de ’algorithme RMC le chemin 1° est sélectionné a ’aide
d’une norme de Tchebytchev Y. Dans le cadre des algorithmes SAMCRA et TAMCRA le chemin r° est
sélectionné a ’aide de la fonction maximale pondérée. Dans le cadre de I’ algorithme de Jaffe c’est aussi
le chemin ° qui est sélectionné a I'aide de la somme pondérée.
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Figure 4.12 — Relations entre différent problemes de plus court chemins. Le probleme de plus court
chemin multi-objectif (MOSP) implique le calcul de I’ensemble des solutions efficaces (algorithme RMC).
Les problémes RSP,MCP,MCOP,MONOSP impliquent le calcul d’une solution admissible selon les con-
traintes et optimale selon I’objectif considéré. Les problémes notés par une fonction d’agrégation ¢,
max ou V), impliquent le calcul d’une solution minimale selon cette fonction d’utilité. Ces fonctions
d’utilité sont une somme pondérée (), une fonction maximale pondérée notée max (ou une norme de
Tchebychev) ou une fonction d’utilité composée d’une intégrale de Choquet et de fonctions d’utilité
partielles W);. La fleche pleine entre max et MCP signifie que la minimisation d’une fonction maxi-
male pondérée permet de résoudre le probleme MCP exactement. La fleche en pointillé entre ) et MCP
signifie qu’un algorithme optimisant la fonction ¢, permet de résoudre le probléme MCP de manicre
approximative (voir algorithme de Jaffe [ D.

chemins \ 21 29 z3
re (7,8,9,15,10,11) 5750 226621 5
r? (7,6,5,3,4,16, 15,10, 11) 6250 372461 8
r¢ (7,6,5,3,4,16,15,9,14,10, 11) 12000 420644 10
rd (7,8,1,2,3,4,16,15,9,14,12,11) 21250 443005 11
¢ (7,8,1,2,3,4,16,15,9, 14,10, 11) 17250 429359 11

Table 4.5 — Chemins efficaces de 7 a 11 sur le réseau EUROPE?2 et leurs performances sur les trois ob-
jectifs. Le premier objectif (z1) modélise le délai. Le deuxieme objectif (z2) modélise la bande passante.
Le troisieme objectif (z3) modélise le nombre de sauts.
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Figure 4.14 — Graphe du réseau EUROPE2, les

Figure 4.13 — Graphe du réseau EUROPE2. chemins efficaces de 7 vers 11 sont indiqués par des
couleurs.
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Figure 4.15 — Fonction d’u-
tilit¢ partielle linéaire par
morceaux croissante uj; asso-
ciée avec l’objectif de délai.
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efficaces 7%, rb, r¢, r et r€ sur
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Figure 4.16 — Fonction d’u-
tilit¢ partielle linéaire par
morceaux décroissante uy as-
sociée avec I’objectif de bande
passante. Les performances
des chemins efficaces 72, ?,
¢, 7% et ¢ sur cet objectif sont

indiquées.
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Figure 4.17 — Fonction d’u-
tilit¢ partielle linéaire par
morceaux croissante us asso-
ciée avec I’objectif du nombre
de sauts. Les performances des
chemins efficaces 7%, r°, r¢,
ré et ¢ sur cet objectif sont

indiquées.

Nous proposons a 'administrateur de définir une fonction d’utilité W, composée d’une intégrale
de Choquet C), et de fonctions d’utilité partielles uy, . . ., u,. Des fonctions d’utilité partielles linéaires
par morceaux sont utilisées pour modéliser les préférences de I’administrateur sur chaque objectif. Sur
chaque objectif, I’administrateur souhaite définir une fonction d’utilité défavorisant les chemins ne re-
spectant la contrainte sur cet objectif définie précédement. Ces fonctions d’utilité partielles linéaires
par morceaux ui, ua, u sont définies sur les figures 4.15, 4.16 et 4.17. L’agrégation des objectifs est
réalisée avec une intégrale de Choquet. L’administrateur estime que [’objectif de bande passante et
l’objectif délai sont les deux objectifs les plus importants. De plus I’administrateur préfere une solution
de compromis : il préfere une solution satisfaisante sur I’ensemble des objectifs plutot qu’une solution
tres satisfaisante sur certains et peu satisfaisante sur d’autres. Il considere aussi que les objectifs de
délai et de nombre de sauts sont complémentaires, car le nombre de sauts peut influer sur le délai néga-
tivement surtout si le réseau est surchargé. L’intégrale de Choquet C’L est définie par la fonction de
capacité ' telle que : p'(9) = 0.0, p*({1}) = 0.5, ©!({2}) = 0.5, ' ({3}) = 0.5, p'({1,2}) = 0.9,
pt({1,3}) = 0.6, 1! ({2,3}) = 0.9 et ' ({1,2,3}) = 1. € est I’échelle de satisfaction sur laquelle est
évaluée la satisfaction des chemins sur chaque objectif et sur ’ensemble des objectifs pour le décideur.
€ est ’ensemble des réels entre 0 et 20 : & = [0, 20]. Les utilités de chaque chemin définies sur I’échelle
de satisfaction & selon chaque fonction d’utilité uy, . . . , us et selon la fonction d’utilité \I’Zz sont données
dans la table 4.6. Selon la fonction d’utilité \I/Zl le chemin r° est préféré.

Des contraintes sur les objectifs peuvent (aisément) étre déterminées par 1’administrateur du réseau
dans le cadre d’un service level agreement avec un client. Une fonction d’utilité¢ W); est un modele (de
préférence) beaucoup plus complexe que des contraintes sur les objectifs. Ceci constitue la principale
difficulté pour la construction de cette fonction d’utilité. Si on considere que I’administrateur est capable
de donner des informations sur ces préférences, concernant les chemins empruntés par les paquets, alors
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Figure 4.18 — Fonction d’util-
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efficaces 7%, rb, r¢, rd et r¢ sur
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Figure 4.19 — Fonction d’util-
ité partielle indicatrice u, asso-
ciée avec I’objectif de la bande
passante. Les performances des
chemins efficaces r%, r?, r¢, rd
et r¢ sur cet objectif sont in-
diquées.
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Figure 4.20 — Fonction d’util-
ité partielle indicatrice u} asso-
ciée avec I’objectif du nombre
de sauts. Les performances des
chemins efficaces r%, r?, r¢, rd
et r® sur cet objectif sont in-
diquées.

’ chemin%‘ ui(z1) ‘ uz(z2) ‘ us(z3) H \Iizl(z) ‘
ra 1.3 15.138 3 8.899
rb 2.5 7.032 7.2 6.663
re 5.8 2.588 10 6.615
rd 17.5 2.140 11.4 10.746
re 13.15 2.416 11.4 8.681

Table 4.6 — Utilités des chemins efficaces de 7 a 11 du réseau EUROPE2 sur chaque objectif (u1(21),
uz(z2) et uz(23)) et globalement (W} (2)).
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il est possible d’utiliser les méthodes existantes [ , s ], proposées dans le cadre de
I’aide a la décision multi-critere, pour construire cette fonction d’utilité. Ces méthodes on été présentées
dans la section 1.2.

4.7.2 Résolution du probleme de plus court chemin

On considere que les préférences de I’administrateur, pour des paquets associés a un méme SLA,
soient modé€lisées a priori par une fonction d’utilit¢ W}, composée d’une intégrale de Choquet et de
fonctions d’utilité partielles linéaires par morceaux. L’algorithme de routage doit permettre a chaque
routeur de calculer des chemins optimaux selon la fonction d’utilité W}, pour ces paquets.

Une premiere méthode consiste a construire I’ensemble de chemins efficaces puis de sélectionner
un chemin optimal selon la fonction d’utilité W};. Cette méthode est semblable a celle utilisée par 1’al-
gorithme RMC. Elle ne permet pas de prendre en compte la fonction d’utilité durant la résolution du
probléme. Notons que, quand au moins un objectif bottleneck est pris en compte, 1’ensemble maximal
complet des solutions efficaces peut étre important [ , ].

Nous avons montré dans cette these différentes méthodes pour prendre en compte une fonction d’u-
tilité durant la résolution du probléme de plus court chemin multi-objectif, voir les chapitres 3 et 4. Dans
le cadre du routage réactif, les routeurs doivent résoudre un probléme de plus court chemin d’un nceud
a un autre nceud (R, ), les travaux du chapitre 3 peuvent s’appliquer. Néanmoins si un objectif bottle-
neck (comme la bande passante) ou multiplicatif est pris en compte alors les bornes inférieures 3.3, 3.8
et 3.9 ne peuvent s appliquer, la borne inférieure 3.3 peut s’appliquer mais difficilement. Notons que
les travaux du chapitre 4 peuvent aussi €tre appliqués dans le cadre du routage réactif et permettent de
prendre en compte des objectifs bottleneck et multiplicatifs.

Dans le cadre du routage proactif, les routeurs doivent résoudre un probléme de plus court chemin d’un
nceud a tous les neeuds (R o), les travaux du chapitre 4 peuvent s’appliquer. On considére dans la suite
le cadre du routage proactif.

Dans le chapitre précédent 4 nous avons proposé d’utiliser une relation de dominance prenant en
compte la fonction d’utilité a la place de la dominance de Pareto (ou de la dominance GBR, voir la défi-
nition 2.6 page 54) dans un algorithme d’étiquetage. Cette dominance, notée V);-dominance dans notre
cas, permet d’éviter de construire I’ensemble des solutions efficaces. Uniquement un sous-ensemble de
solutions efficaces préférées au regard de la fonction d’utilité est construit. Comme nous I’avons montré
la W};-dominance est difficile a évaluer, pour cette raison nous avons proposé une condition suffisante
de la V};-dominance (cf. Théoreme 4.2, page 107). Cette condition suffisante est utilisée a la place de la
};-dominance dans un algorithme d’étiquetage et permet de supprimer plus de labels que la dominance
de Pareto ou la dominance GBR.

Dans la table 4.7 on évalue Iefficacité de la W};-dominance dans un algorithme d’étiquetage par rap-
port a la dominance GBR (cf. Définition 2.6, page 54) utilisée dans 1’algorithme RMC pour des instances
de plus court chemin mutli-objectif avec un objectif bottleneck. Pour cela on utilise les fonctions de
capacité définies précédemment dans le tableau 4.1 page 130. Trois objectifs sont pris en compte, deux
objectifs additifs et un objectif bottleneck. Les graphes sont générés avec le programme GGEN (cf. §4.4,
page 110). Les temps de calcul de deux algorithmes de label setting avec la fonction lexicographique
comme fonction de sélection sont comparés dans la table 4.7. Le premier algorithme d’étiquetage utilise
la \I/Z-dominance (cf. §4.4.1, page 111), le deuxieme algorithme est 1’algorithme RMC (cf. §4.6.3.2,
page 122) qui utilise la dominance GBR. Ces deux algorithmes different uniquement par la dominance
utilisée.
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temps de calcul (sec) déviation
m=>5xn m =50 xn m =500 x n (%)
fonction || 4300 | 6000 | 10000 | 1000 | 6000 1000 max. | moy.
utilité
v, 0.005 [ 0.048 [ 0.094 [ 0.124 | 1.021 2.083 1820 | 6.75
vy 0.016 | 0.144 | 0.277 || 0.549 | 5.247 5.148 4498 | 20.84
v, 0.007 | 0.065 | 0.126 || 0.152 | 1.297 2.054 17.947 | 7.94
v, 0.009 | 0.08 | 0.154 || 0206 | 1.854 2.901 25.348 | 10.62
v 0.179 | 1.998 | 3.906 || 5.976 | 69.676 20.879 248.61 | 194.75
v 0.16 | 1.811 | 3.564 || 5.921 | 67.802 20.921 22222 | 184.08
o, 0.015 [ 0.147 | 0.287 || 0.633 | 6.429 6.543 57.17 | 23.76
v, 0.018 [ 0.179 | 0.333 || 0.94 | 9.724 8.237 71.97 | 30.96
v 0.017 [ 0.166 | 0.303 || 0.833 | 8.455 7.872 64.57 | 27.84
| rRmMc  [[0.072 [ 1.134 | 231 [ 27324 | 40.1676 || 114444 [ 100 [ 100 |

Table 4.7 — Expérimentations sur un probleme de plus courts chemins d’un nceud a tous les nceuds
(Rse), 1 est le nombre de neeuds et m est le nombre d’arcs, avec 3 objectifs : 2 objectifs additifs et 1
objectif bottleneck. Comparaison des temps de calcul entre un algorithme d’étiquetage 2.1 utilisant la
W};-dominance et I’algorithme RMC qui utilise la dominance GBR. Les fonctions de capacité p“,.. Al
sont définies dans la table 4.1 page 130, la fonction de capacité x! est définie dans I’exemple 4.5 précé-
dent. Le vecteur de fonctions d’utilité partielles u est un vecteur de fonctions d’identité. La déviation
(exprimée en pourcentage) est la moyenne des temps de calcul ou le temps de calcul maximum par
rapport au temps de calcul de 1’algorithme RMC.
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La table 4.7 montre que Iutilisation de la W};-dominance permet pour la plupart des fonctions d’util-
ité proposées de réduire les temps de calcul. Si 1I’on compare ces résultats a ceux du chapitre 4 précédent
on remarque que : pour I’algorithme d’étiquetage utilisant la W);-dominance, on obtient des temps de
calcul plus longs sur des instances avec un objectif bottleneck (cf. Table 4.7) que sur des instances
identiques sans objectif bottleneck (cf. Table 4.2, page 113). Cette différence des temps de calcul est
normale puisque la condition suffisante définie par le théoréme 4.2 est moins souvent vérifiée quand un
objectif bottleneck est pris en compte. De méme quand un objectif bottleneck est pris en compte, I’al-
gorithme RMC est plus lent que un algorithme équivalent utilisant la dominance de Pareto (I’algorithme
de Martins), car la dominance GBR permet de supprimer moins de labels que la dominance de Pareto.
Notons que I’utilisation de la dominance de Pareto avec un objectif bottleneck ne permet pas de calculer
I’ensemble maximal complet des solutions efficaces [ ]. Ce qui implique que 1’algorithme de Mar-
tins ne permet pas de construire certains chemins optimaux selon la fonction d’utilité¢ W}; contrairement
a I’algorithme RMC ou a I’algorithme de label setting utilisant la W}j-dominance.

Pour les fonctions de capacité ;¢ et 1/ modélisant des trés fortes interactions entre les objectifs 1’u-
tilisation de la ¥} -dominance implique des temps de calcul supplémentaires par rapport a I"utilisation
de la dominance GBR. Ce probleme est dit a I’évaluation de la condition suffisante de la ¥ -dominance
qui nécessite plus de temps que I’évaluation de la dominance GBR. Ce temps de calcul supplémentaire
peut étre réduit voire annulé en forcant 1’algorithme d’étiquetage a ne pas évaluer cette condition suff-
isante quand la fonction de capacité modélise des interactions trop fortes. Pour cela nous avons proposé
d’utiliser un seuil de différence (cf. §4.4.1, page 111). Sur ce point des travaux supplémentaires sont
nécessaires.

4.8 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons proposé d’utiliser une fonction d’utilité composée de fonctions d’utilité
partielles linéaires par morceaux et d’une intégrale de Choquet afin de modéliser les préférences de
I’administrateur dans le cadre du routage multi-objectif prenant en compte la qualité de service. Cette
méthodologie peut étre vue comme une généralisation du routage par contraintes.

Pour construire des chemins optimaux selon cette fonction d’utilité, un algorithme d’étiquetage util-
isant la dominance selon cette fonction d’utilité (cf. Chapitre 4, page 99) peut étre utilisé afin d’éviter
de calculer I’ensemble des solutions efficaces. Dans le cadre du routage multi-objectif il est parfois utile
de prendre en compte un objectif bottleneck modélisant la bande passante. Les résultats numériques
montrent que ’utilisation de la dominance selon cette fonction d’utilité est efficace pour des problemes
multi-objectifs avec un objectif bottleneck.

De nombreuses perspectives de recherche existent suite a ce travail. Les perspectives concernant
I’amélioration la méthode évaluant la dominance selon une fonction d’utilité ont été présentées dans la
conclusion du chapitre précédent. La prise en compte de plusieurs objectifs (et de plusieurs classes de
qualité de service) pour le routage des paquets de données permet de mieux repartir la répartition de la
charge globale d’un réseau. Une perspective de ces travaux consiste a évaluer I’impact de la méthodologie
proposée dans ce chapitre sur la répartition de la charge globale du réseau.



Conclusions et
perspectives

Dans ce mémoire de thése nous nous somme intéressés a la résolution de problémes de plus courts
chemins multi-objectifs en optimisant une fonction d’utilité. Ce chapitre rappel les différentes contribu-
tions et perspectives de cette these.

Contributions concernant le calcul d’une somme pondérée bornant la fonc-
tion d’utilité

Les premigres contributions concernent le probléme de plus court chemin d’un nceud source a un
nceud puits avec des objectifs additifs. Ce probleme est résolu a I’aide d’un algorithme d’étiquetage
augmenté d’une régle de coupe. La régle de coupe permet, grace a une somme pondérée bornant in-
férieurement la fonction d’utilité, de supprimer des labels durant I’exécution de I’algorithme d’étique-
tage [ ] et ainsi réduire les temps de calcul. Le calcul d’une somme pondérée bornant la fonction
d’utilité représente une des principales difficultés pour exploiter cette regle de coupe. Dans la littérature
plusieurs méthodes ont été proposées pour calculer une somme pondérée bornant une fonction d’utilité
composé d’un norme euclidienne [ ], d’une fonction OWA [ ] ou d’une intégrale de Choquet
convexe [ ]. De telles fonctions d’utilité sont trop restrictives pour la modélisation des préférences
dans le cadre de 1’aide a la décision multi-critére [ ]. Nous avons travaillé sur des méthodes pour
calculer une somme pondérée bornant inférieurement une fonction d’utilité composée d’une intégrale
de Choquet (sans hypothese restrictive) et de fonctions d’utilité partielles linéaires par morceaux. Les
premieres méthodes proposées dans cette these permettent de calculer une somme pondérée bornant une
intégrale de Choquet. Nous avons ensuite proposé des méthodes pour calculer des fonctions linéaires (ou
affines) bornant les fonctions d’utilité partielles.

Pour calculer une somme pondérée bornant une intégrale de Choquet quelconque nous proposons de
résoudre un programme linéaire dont les contraintes linéaires sont définies par la fonction de capacité
de I'intégrale de Choquet. Différentes fonctions objectif pour ce programme linéaire sont proposées et
comparées. L'utilisation de ces sommes pondérées dans la régle de coupe permet diminuer les temps
de calcul d’un algorithme d’étiquetage de maniere significative. Selon la fonction objectif utilisée dans
le programme linéaire calculant la somme pondérée, les temps de calcul de I’algorithme d’étiquetage
peuvent varier considérablement. Les expérimentations ont permis d’identifier une fonction objectif qui
définit une borne efficace dans 1’ensemble des cas de I’intégrale de Choquet.

Les temps de calcul de 1’algorithme d’étiquetage montrent que 1’ utilisation de cette méthode n’est pas
toujours efficace quand I’intégrale de Choquet n’est pas convexe. Pour cette raison nous proposons une
deuxieme méthode pour calculer une somme pondérée bornant inférieurement une intégrale de Choquet.
Elle repose sur la résolution d’un programme linéaire dont les contraintes linéaires sont définies par la
fonction de capacité, une borne supérieure et une borne inférieure sur les objectifs. Les fonctions objectif
du programme linéaire précédent peuvent aussi étre utilisées pour ce programme linéaire. Cette deuxieme
méthode permet de diminuer significativement les temps de calcul de 1’algorithme d’étiquetage.

137
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Nous avons de plus proposé deux méthodes pour prendre en compte des fonctions d’utilité partielles
dans la somme pondérée bornant la fonction d’utilité. A notre connaissance, aucune méthode n’était
disponible dans la littérature pour résoudre ce probleme. Nous proposons de construire pour chaque
objectif une fonction linéaire (ou affine) bornant inférieurement la fonction d’utilité partielle associée
a cet objectif. Ces fonctions linéaires (ou affines) sont ensuite intégrées a la somme pondérée bornant
I’intégrale de Choquet pour donner une nouvelle somme pondérée (augmentée d’une valeur fixe) bornant
inférieurement la fonction d’utilité.

Perspectives

Suite a ces travaux on présente deux perspectives. Avec deux objectifs, Sauvanet et Néron [ ]
proposent de calculer et d’utiliser dans la reégle de coupe deux fonctions d’évaluation (a la place d’une
seule), ces dernieres définissent alors un ensemble bornant les cofits de 1’ensemble des chemins. Il est
alors sans doute possible de généraliser ces travaux pour calculer et utiliser un ensemble bornant (cf.
Définition 3.4, page 78) défini par deux fonctions d’évaluation ou plus avec plus de deux objectifs. On
note que Ehrgott et Gandibleux [ ] proposent une méthode pour construire un ensemble similaire.
L’utilisation de plusieurs sommes pondérées différentes bornant la fonction d’utilité, constitue une autre
perspective. Dans ce cas, il faudrait étudier combien de sommes pondérées a utiliser simultanément et
comment déterminer ces sommes pondérées différentes.

Contributions concernant la dominance selon la fonction d’utilité

Dans un deuxieme temps, nous avons proposé des contributions concernant le probleme de plus
courts chemins d’un nceud source a tous les nceuds du graphe avec des objectifs additifs, bottleneck
ou multiplicatifs. Pour résoudre ce probleme, seule I’utilisation d’une regle de dominance basée sur la
dominance de Pareto était proposée dans la littérature pour supprimer des labels dans un algorithme
d’étiquetage. Nous avons travaillé sur la redéfinition de la dominance de Pareto dans le but de prendre
en compte une fonction d’utilité€. Nous proposons le concept de dominance selon une fonction d’utilité.
Dans le cadre de I’optimisation avec des objectifs additifs, nous avons défini une condition suffisante de la
dominance selon une fonction d’utilité basée sur une intégrale de Choquet. Cette condition suffisante peut
étre utilisée de la méme manicre que la dominance de Pareto dans une régle de dominance pour supprimer
des labels dans un algorithme d’étiquetage. On montre que I'utilisation de cette condition suffisante
permet de diminuer les temps de calcul significativement par rapport a ’utilisation de la dominance de
Pareto.

Dans le cadre du probleme plus général de I’optimisation avec des objectifs additifs, bottleneck ou
multiplicatifs, nous avons défini une condition suffisante de la dominance selon une fonction d’utilité
composée d’une intégrale de Choquet et de fonctions d’utilité partielles linéaires par morceaux. Cette
condition suffisante, qui est une généralisation de la précédente, permet de prendre en compte efficace-
ment des objectifs bottleneck.

Perspectives

Plusieurs perspectives a ces contributions concernant la dominance selon une fonction d’utilité ex-
istent. En particuliers les deux conditions suffisantes proposées pour vérifier la dominance selon une
fonction d’utilité ne sont pas suffisantes et nécessaires pour vérifier cette dominance. Un point important
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concerne la prise en compte de fonctions d’utilité partielles, élément clé du modele multi-critere, ou 1”ap-
proche gagnerait a étre approfondie. Une autre perspective concerne 1’utilisation de la dominance selon
une fonction d’utilité pour résoudre d’autres problemes d’optimisation combinatoire multi-objectif. Des
probléemes multi-objectif, autres que celui de plus court chemin, peuvent étre résolus avec des algorithmes
d’étiquetage (ou des algorithmes de programmation dynamique), notamment le probleme de sac a dos
multi-objectif [ , ]. Dans ce cas il est sans doute possible d’utiliser la dominance selon une
fonction d’utilité, reste a savoir si son utilisation est intéressante pour diminuer les temps de calcul. Pour
d’autres types de méthodes exactes, telles que les algorithmes de séparation et évaluation (B&B), ou la
dominance de Pareto est utilisée pour éviter 1’explosion combinatoire, la dominance selon une fonction
d’utilité pourrait y étre utilisée a la place de la dominance de Pareto. La dominance de Pareto est aussi
utilisée dans des métaheuristiques. L’ utilisation de la dominance selon une fonction d’utilité, a la place
de la dominance de Pareto, pourrait permettre d’orienter I’algorithme vers les solutions optimales selon
cette fonction d’utilité.

Contribution concernant le routage multi-objectif

Dans le cadre du routage prenant en compte plusieurs objectifs de qualité de service, de nombreuses
méthodes ont été développées pour prendre en compte des contraintes sur les objectifs dans des algo-
rithmes d’étiquetage [ ]. La plupart de ces méthodes [ , ] proposent d’optimiser une
fonction d’agrégation afin de construire une solution satisfaisant I’ensemble des contraintes. On peut
considérer que les contraintes sur les objectifs correspondent a un modele (simpliste) des préférences de
I’administrateur. Plutdét que de définir des contraintes, nous proposons de définir une fonction d’utilité
composée d’une intégrale de Choquet et de fonctions d’utilité partielles linéaires par morceaux pour mod-
éliser les préférences de I’administrateur. Nous montrons que cette fonction d’utilité permet de modéliser
des contraintes sur certains objectifs. Elle permet aussi de modéliser une pondération, une complémen-
tarité et une substituabilité entre les objectifs [ ], ainsi cette fonction d’utilité généralise [ ] les
fonctions d’agrégation habituellement utilisées dans le cadre du routage par contraintes. Afin optimiser
cette fonction d’utilité, nous proposons d’utiliser un algorithme d’étiquetage avec la dominance selon
cette fonction d’utilité. Dans le cadre de routage multi-objectif, il est parfois nécessaire de modéliser la
bande passante des liens du réseau avec un objectif bottleneck. Nous montrons que la méthode proposée
est efficace pour prendre en compte un objectif bottleneck.

Perspectives

Suite a ce travail de nombreuses perspectives existent. Dans une optique de traffic engineering, une
perspective consiste a étudier I’'impact de la prise en compte de plusieurs objectifs (pour router les pa-
quets) sur la répartition de la charge du réseau sur les liens, notamment quand les objectifs sont agrégés
a I’aide d’une fonction d’utilité. Une autre perspective serait de proposer une méthode pour la modélisa-
tion des préférences de 1’administrateur, sous la forme d’une fonction d’utilité, dans le cadre du routage
prenant en compte plusieurs objectifs de qualité de service. Pour ce travail il est possible de s’appuyer
sur les méthodes existantes d’aide a la décision multi-critere [ ]. Deux problemes liés a la prise en
compte de plusieurs objectifs dans le cadre du routage distribué ont été identifiés [ , ]1:1e
bouclage de paquets dans le réseau et I’ utilisation de chemins non optimaux par les paquets. Une preuve
identique a celle proposée par Van Mieghem et al [ ] peut étre faite pour démontrer qu’il ne peut
y avoir de bouclage de paquets si tous les routeurs utilisent exactement la méme fonction d’utilité (con-
trairement a la méthode RMC). Concernant I’utilisation de chemins non optimaux (ou ne vérifiant pas les
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contraintes) il n’existe pas de solution simple a ce probleme si la fonction d’utilité n’est pas monotone
(cf. §3.1.1, page 75), ce qui n’est pas le cas pour tous les algorithmes présentés et proposées a 1’exception
de I’algorithme de Jaffe [ ]. Une perspective de ce travail serait de proposer dans le cadre du routage
avec une fonction d’utilité des méthodes permettant d’éviter que les paquets empruntent des chemins
non optimaux. Différentes pistes a ce sujet existent dans la littérature [ , 1.
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Optimisation de I’intégrale de Choquet pour le calcul
de plus courts chemins multi-objectifs préférés

Hugo FOuCHAL

Résumé

Dans cette these nous nous intéressons a la prise en compte des préférences du décideur pour le calcul
des plus courts chemins multi-objectif. Les préférences du décideur sont modélisées a priori par une
fonction d’utilité basée sur une intégrale de Choquet. Plutdt que de calculer I’ensemble des solutions
efficaces puis de sélectionner une solution optimale selon cette fonction d’utilité, nous cherchons
a directement construire une solution efficace optimale au regard des préférences. Le travail réal-
isé développe une regle de coupe, propose une relation de dominance et valide ces propositions sur
un probléme de routage multi-objectif rencontré dans les réseaux informatiques. La regle de coupe
permet de réduire I’espace de recherche en calculant une somme pondérée bornant la fonction d’u-
tilité. Plusieurs méthodes pour le calcul d’une telle somme pondérée sont proposées, analysées et
comparées. Nous définissons une nouvelle relation de dominance capable de prendre en compte la
fonction d’utilité et raffinant la relation de dominance de Pareto. Des conditions suffisantes de cette
dominance sont proposées, elles permettent de réduire le nombre de solutions calculées et les temps
de calcul par rapport aux méthodes existantes. Nous montrons que les préférences d’un administra-
teur réseau, dans le cadre du routage multi-objectif au niveau IP, peuvent étre modélisées a 1’aide
d’une fonction d’utilité basée sur I’intégrale de Choquet. Les résultats précédents sont appliqués pour
la résolution de ce probleme.

Mots-clés : optimisation combinatoire multi-objectif ; plus courts chemins ; préférences ; intégrale de
Choquet ; algorithme d’étiquetage.

Abstract

The purpose of this thesis is to handle decision maker preferences for computing multi-objective
shortest paths. Decision maker preferences are modeled a priori with a utility function based on
a Choquet integral. Instead of computing the set of efficient solutions and choosing afterward an
optimal solution according to the utility function, we aim to directly compute an efficient optimal
solution satisfying decision maker preferences. In this thesis we develop a pruning rule, propose a
dominance relation and valid these propositions in a multi-objective routing problem for computer
networks.

The pruning rule allows to reduce the search space by computing a weighted sum that bounds the
utility function. Several methods for computing such weighted sum are proposed, analyzed and
compared. We define a new dominance relation that considers the utility function and refines Pareto
dominance. Sufficient conditions for this dominance are proposed, they allow to reduce the number
of solutions computed and computing time compared to existing methods. We highlight that network
administrator preferences, for multi-objectif routing in IP network, can be modeled with a utility
function based on the Choquet integral. Previous results are applied for solving this problem.

Keywords: multi-objective combinatorial optimisation; shortest paths; preferences; Choquet integral;
labeling algorithm.
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