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"Si nous savions ce que nous faisons, cela ne s’appellerait plus de la recherche, n’est-ce pas ?"
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Introduction générale

La modélisation d’écoulements compressibles avec transition de phase est un sujet central dans le contexte
industriel. Un tel phénomene intervient aussi dans la vie quotidienne. On peut 1’observer tous les jours en
préparant 1’eau chaude, pour faire le café, le thé ou méme pour cuisiner des délicieux plats tels que les
pates italiennes. Si une telle préparation peut sembler banale, elle peut s’avérer extrémement dangereuse et
entrainer 1’apparition brutale, voire explosive, de vapeur d’eau. Ce phénomene est connu sous le nom de
métastabilité. Les états "métastables" sont des états de la matiere qui semblent stables mais qui changent
définitivement de leur €état initial des qu’ils sont soumis a une petite perturbation de I’extérieur. Ce n’est pas
de la magie mais de la métastabilité. Landau et Lifschitz [LL69] en donne une description :

"we must distinguish between metastable and stable equilibrium states. A body in a metastable state may
not return to it after a sufficient deviation." La figure 1.1, représente I’apparition soudaine de bulles de va-

FIGURE 1.1 — Apparition de bulles de vapeur dans un verre d’eau surchauffée au micro-ondes. A gauche
on a le verre d’eau contenant de 1’eau liquide avant I’ajout de la piece métallique. A droite, on observe une
explosion et 1’apparition spontanée des bulles de vapeur dans le méme verre d’eau deés I’introduction de la
piece métallique. Vidéo correspondante https ://youtu.be/Kq07AgcqzQO.

peur dans un verre d’eau surchauffée. Pour 1’obtenir, on surchauffe 1’eau dans le micro-onde en la laissant
un peu plus longtemps de maniere a dépasser la température d’ébullition. Apres avoir sorti le verre délicate-
ment, on plonge une petite piece métallique et on observe 1’apparition brutale de bulles de vapeur dans I’eau
liquide. 1l s’avere que I’eau surchauffée est métastable. L’eau liquide se maintient en état liquide bien que
sa température dépasse la température d’ébullition. Elle conserve son apparence liquide jusqu’a I’instant ou
elle sera soumise a la perturbation extérieure. La perturbation entraine 1’apparition spontanée de bulles de
vapeur dans le milieu liquide. Ce phénomene peut aussi avoir lieu dans la transformation liquide-solide de

13
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FIGURE 1.2 — Solidification brutale de I’eau 2 une température inférieur 2 0 °C. A gauche on a une bouteille
d’eau froide en état liquide. A droite on observe 1’apparition de la glace dans la bouteille une fois agitée.
Vidéo correspondante https ://youtu.be/NGOc9bFNk1U.

I’eau, voir la figure 1.2 Ces observations remarquables dans la vie quotidienne, provoquent parfois des acci-
dents graves a 1’échelle industrielle. II est donc crucial de comprendre le comportement de ces phénomenes
instables.

Ce travail concerne la modélisation de tels phénomenes diphasiques. Selon ’échelle considérée pour dé-
crire le phénomene, plusieurs modélisations sont possibles.

Dans ce manuscrit, on considere des conditions de pression et température élevées et on suppose que le
milieu liquide-vapeur est suffisamment hétérogene pour considérer que I’écoulement peut étre décrit par
un modele moyenné compressible proche des équations d’Euler. Il existe essentiellement deux approches
de modélisation dans ce contexte : I’approche monofluide et I’approche bifluide. La premiere consiste a
décrire le fluide comme étant une seule composante présente sous état gazeux ou liquide. Ceci peut se
traduire par un modele d’Euler fermé par une seule loi d’état qui décrit tout le comportement thermo-
dynamique du fluide. La loi d’état de van der Waals se présente alors comme candidat pour la ferme-
ture du systeme puisqu’elle préserve les états métastables pour toute température inférieure a la tempé-
rature critique. Néanmoins, une telle loi est caractérisée par une région sur laquelle la pression devient
une fonction décroissante de sa masse volumique, amenant a une perte d’hyperbolicité du systeme d’Eu-
ler. La correction de Maxwell [Cal85] intervient a ce stade et consiste a remplacer cette zone d’instabi-
lité par une segment horizontal dans le plan densité-pression. Cette solution nous prive des états méta-
stables. Une autre description dans le contexte monofluide consiste a décrire chaque phase par une éner-
gie dont la pression résultante est une fonction monotone. Ainsi, I’équilibre thermodynamique s’établit
en construisant I’enveloppe convexe du minimum des deux énergies, ce qui nous prive aussi des états
métastables [FKA12, AFK07, Mat10, HM11, JaoO1]. D’autres travaux a citer aussi dans le cadre de la
description monofluide. Il s’agit de systemes homogenes (i.e. monovitesse) qui consistent a ajouter des
équations avec termes sources au systeme d’Euler. On parle de systemes hyperboliques de relaxation
[BHOS5, HS06, CF04, FL12, Hurl7, FKA12, FM18, CCO08].

L’approche bifluide est au contraire basée sur I’idée que le fluide peut a la fois tre présent sous son état
liquide et vapeur. Ainsi, le modele admet deux pressions, deux vitesses de fluides et deux énergies, voir
[BN86, PS14, ZHW10, SPAOS, Gui07, ACCGO09]. En adoptant une description mésoscopique voire micro-
scopique du fluide, les modeles de type Korteweg, incluant des effets dissipatifs et dispersifs permettent
également de préserver les états métastables de la loi de van der Waals, voir par exemple [Sle81, LeF10,
JRZ12, AK91] et les références incluses.

Dans [JM16], F. James et H. Mathis adoptent une description macroscopique, et introduisent un modele
hyperbolique de relaxation, a cheval entre une approche monofluide et bifluide, basée sur la loi d’état de
van der Waals. Dans ce travail, ils sont parvenus a définir un systeme dynamique qui capture les états mé-
tastables et la transition de phase liquide-vapeur d’un systéme a une seule composante : la molécule d’eau
avec sa vapeur. Ceci a été réalisé dans le cadre isotherme ou chacune des deux phases était décrite par la
méme loi d’état de van der Waals isotherme. Ainsi, 1’équilibre thermodynamique correspond au minimum



15

d’énergie, sous les contraintes de conservation de masse et de non miscibilité. On montre que tous les
états d’équilibres sont atteignables : phases pures stables liquide et vapeur, liquide et vapeur métastables
et I’état de coexistence caractérisé par I’égalité des pressions et potentiels chimiques. Mais 1I’ensemble des
états d’équilibres contient aussi les €tats de la zone spinodale qui sont physiquement inadmissibles. Ils in-
troduisent alors une dépendance en temps pour avoir une caractérisation dynamique des états d’équilibre
thermodynamique. Ils obtiennent alors un systeme dynamique dont les équilibres sont les états stables et
métastables et 1’état de coexistence uniquement. Les points d’équilibre métastables admettent d’ailleurs des
bassins d’attraction non connexes au sens de la citation de Landau et Lifschitz. Ensuite, ils couplent leur
systeme dynamique a un modele de type Euler isotherme 4 x 4, ils obtiennent ainsi un systeme hyperbo-
lique (sous condition) de relaxation. Plusieurs illustrations numériques dans [JM16] montrent 1’apparition
d’états métastables. Certains cas tests présentent des profils différents selon la vitesse de relaxation ou font
apparaitre des "pics" ou des ondes dont 1’origine est parfois mal comprise.

Mon travail de these s’inscrit dans la poursuite de [JM16] et I’extension au cadre non isotherme.

Le plan de cette these est divisé en deux grandes parties :

1. Partie I : Thermodynamique. Dans cette partie, on étend la modélisation thermodynamique réalisée
dans [JM16]. On reprend le cas isotherme et on présente le cadre du travail au cas non isotherme.

2. Partie II : Couplage avec la dynamique de fluide. Cette partie a pour but essentiel de coupler
les systemes dynamiques isothermes et non isothermes, construits en partie I, avec la dynamique
des fluides. Ceci sera réalisé en utilisant comme termes sources de relaxation dans les modeles aux
équations d’Euler les systemes dynamiques étudiés.

Chacune des deux parties, est composée d’une introduction pour aborder le sujet traité, quatre chapitres et
une conclusion résumant les résultats obtenus. Les chapitres de la partie I sont décrits comme suit

e Chapitre 3 : Fluide de van der Waals. Dans ce chapitre, on décrit les propriétés essentielles de la loi
d’état avec laquelle on travaille tout au long de ce manuscrit. Il s’agit de la loi d’état de van der Waals
[Cal85]. On commence par rappeler la description thermodynamique d’un seul fluide, qui a I’échelle
macroscopique, est caractérisé par une masse M > 0, un volume V' > 0 et une entropie S > 0
voir [Cal85, Jao01, Jun13]. A I’équilibre thermodynamique, 1’énergie de fluide E est une fonction
positivement homogene de degré 1 (PH1), fonction de sa masse M, son volume V' et son entropie
S. On définit les potentiels thermodynamiques : pression p, température 7' et potentiel chimique
1 comme étant des fonctions positivement homogenes de degré 0 (PHO) qui correspondent a des
quantités intensives c’est-a-dire qui restent inchangées apres la variation du volume. Ces potentiels
p, p et T" sont définis respectivement comme étant des dérivées partielles de I’énergie extensive £
par rapport au volume V', la masse M et I’entropie S. Puis, on donne la description de Massieu
[Cal85], qui consiste a décrire d’'une maniere équivalente un fluide par son énergie extensive F,
masse M et son volume V. On présente ensuite la loi d’état de van der Waals. Cette loi de type
cubique permet de décrire la transition de phase liquide vapeur en conservant les états métastables.
On commence par donner ses propriétés en représentation isotherme. On présente ainsi sa forme
réduite et les propriétés de sa pression en fonction de son volume spécifique 7. Pour une température
fixe inférieure a la température critique, la pression de van der Waals admet une zone de croissance en
fonction du volume, voir la figure 1.3. Ceci est d au fait que I’énergie de van der Waals n’est pas une
fonction strictement convexe. Cette zone appelée spinodale, caractérise des états non physiquement
admissibles.

On décrit la correction de cette zone par la loi des aires égales de Maxwell et on définit finalement
la zone des états métastables qui nous intéresse par I’ensemble des états ayant un volume spécifique
compris entre le minimum local 7_ et le maximum local 7, de la pression p dans le plan (7, p) voir
la figure 1.3. Ceci est ’équivalence dans le plan (7, p) avec ce qui a été présenté dans [JM16] dans
le plan (p,p). On étend apres le travail afin de donner la représentation non isotherme. Ainsi, par
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FIGURE 1.3 — Représentation de la loi de van der Waals dans le plan (7, p) et valeurs caractéristiques 7;°,
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I’étude de la concavité de I’entropie de van der Waals, on arrive a localiser la zone stable, métastable
et spinodale dans le plan (7, e) ce qui n’a pas été abordé dans [JM16].

Chapitre 4 : Equilibre thermodynamique d’un systeme composé de I sous-systéemes. Dans ce
chapitre, on décrit I’équilibre thermodynamique d’un systéme liquide-vapeur. Notre stratégie de tra-
vail consiste a considérer que le fluide est composé de I sous-systemes décrits par la méme loi d’état
extensive et non nécessairement convexe. Selon [JM16], chaque sous-systeme est caractérisé par sa
masse M;, son volume V; et son entropie .5;. Les principes de conservation de masse, de volume et
d’entropie nous permet de dire que la masse totale de fluide M, son volume totale V' et son entropie

totale S sont tels que
I
M=>"M;,
=1

I
V=>"V, (1.1)
=1

I
S=>"5.
=1

En dehors de 1’équilibre thermodynamique, 1’énergie du fluide est définie comme la somme des éner-
gies partielles de chaque sous-systeéme. Par contre a 1’équilibre, d’apres le second principe de la
thermodynamique, elle correspond au minimum du probléme de minimisation suivant

I
inf{) ~ E(M;, Vi, 8;)} (1.2)
=1

I>1

sous les contraintes (1.1). Dans un premier temps, on traduit en variables intensives le probleme de
minimisation sous contraintes extensives (1.2)-(1.1). Ensuite, on rappelle quelques résultats d’analyse
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convexe qui interviennent dans la représentation du probléme de minimisation sous les contraintes
intensives. Notamment, on utilise le théoréme de Carathéodory [Roc97] pour comparer la formulation
mathématique a la regle de phase de Gibbs [Gib48]. Ceci nous permet de déterminer le nombre de
phases présentes a 1I’équilibre thermodynamique. Puis, on montre que pour la loi d’état de van der
Waals, le nombre de phases maximal est limité a deux a 1’équilibre thermodynamique [GJM]. Ce
résultat a obtenu le prix de "Best paper award" lors du congres international MHMT’ 18 a Budapest.
Tout ce chapitre représente 1’extension non isotherme de ce qui a été fait dans [JM16]. On clot ce
chapitre par la construction du probleme de minimisation isotherme qui sera utilisé dans le chapitre
suivant.

Chapitre 5 : Modélisation isotherme. Dans ce chapitre, on considere la représentation isotherme
décrite par le probleme de minimisation suivant

f(r) = inf 2{801f(71) +@af(m2)}, (1.3)

7;20,0;20,1=1,

sous les contraintes de la conservation de masse et non miscibilité décrites par

p1+ 2 =1,

P1T1 + P2Te = T,

(1.4)

avec f I’énergie libre de van der Waals, ¢;, la fraction massique de la phase 7, 7;, le volume spécifique
de la phase . Ce probleme s’obtient en posant / = 2 en conséquence du chapitre 4. Dans un premier
temps, on fait I’étude du probleme de minimisation (1.2) sous les contraintes (1.4) par une technique
de multiplicateurs de Lagrange. Les minimiseurs correspondent aux états stables, c’est-a-dire les
phases liquide et gazeuse, les états métastables et les états de coexistence. Il s’avere que les états
instables de la zone spinodale, sont également des états d’équilibre. Suivant 1’approche développée
dans [JM16], on introduit différents systemes dynamiques de la forme

F(t) = Qr(t)), (1.5)

avec 7 un choix de variables d’états admissibles, () le vecteur terme source choisi d’une maniére a
préserver les deux propriétés suivantes

(a) Les équilibres du systeme dynamiques (1.5) correspondent a ceux du probleme de minimisation
(1.3) sous les contarintes (1.4).

(b) L’énergie du mélange, définie par

F(r;m) = @u(rs 1) f(1u(r); 7) + @2(r; 7) f (72(r); 7), (1.6)
est dissipée en temps.

On présente trois choix de vecteurs 7 : un premier r = (71, 7)%, un deuxieéme r = (1, AT =
75 — 71)" et un troisiéme r = (a, )' en fonction des fractions massique ¢ et volumique « de la
phase 1. Le premier choix est I’équivalent a celui en (py, p2)* introduit dans [JM16]. Pour ces trois
systemes, on étudie la stabilité des équilibres par une technique de stabilité de Lyapunov. Ce chapitre
est accompagné des simulations numériques réalisées sous Python pour illustrer les propriétés des
divers systemes dynamiques et leur comportement pour une donnée initiale métastable. Pour ces trois
systemes, les états de la zone spinodale sont des équilibres répulsifs. Le systtme en 7 = (o, )" est le
plus convainquant : notamment car la convergence vers les équilibres asymptotiques est plus rapide.
Il faut noter que les équilibres de phases pures ne sont pas identifiés pour o; = ; =0Oou l,7 =1, 2.
De plus, le fait que ¢; = 0 n’indique pas nécessairement que la phase 1 est absente mais signifie la
présence d’une phase stable.
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e Chapitre 6 : Modélisation avec changement de température. Ce chapitre est une extension au
cas non-isotherme du travail présenté dans le chapitre 5. Le but est toujours de construire un systeme
dynamique capable a la fois de décrire la transition de phase liquide-vapeur et de capter les états
métastables. Dans le cas non-isotherme, le travail est effectué avec I’entropie de van der Waals dont
ses propriétés essentielles ont été étudiés dans le chapitre 3. Cette loi d’état prend la forme explicite

suivante a
s(t,e) = Cyln(= +€) + Rln(7 — b) + s, (1.7)
T

définie sur le domaine
—a
D, = {(r,e) € R* 7 € (b, +c0),e > —} (1.8)
T

avec a, b et sg les constantes relatives a la loi d’état de van der Waals, R la constante universelle des
gaz parfaits et C), la constante calorifique a volume constant.
Le probleme d’optimisation a traiter est le suivant

I
s(1,e) = sup {Z pis(Ti, e}, (1.9)
1<2,7,>0 ‘=
sous les contraintes
P1 + Yo = 1a
P17+ PaTa = T, (1.10)

p1€1 + P26z = €,

avec 7; le volume spécifique de la phase ¢, e; I’énergie interne de la phase 7 et ¢; est la fraction mas-
sique de la phase 7. Toujours, par la technique de multiplicateurs de Lagrange, on arrive a caractériser
les états intervenant a 1’équilibre thermodynamique. Ceux sont soit des états purs incluant a la fois les
états stables et métastables soit les états instables figurant dans la zone spinodale ainsi que les états
de coexistence.

On introduit finalement la dépendance du temps aux variables et on crée alors deux systémes dyna-
miques fonctions des vecteurs d’états admissibles r = (a, ¢, &) et (o, AT := o —71, Ae := e —e1)t,
ou «, et & sont respectivement les fractions volumique, massique et énergétique de la phase 1. Ces
systeémes possedent comme équilibres les états de phases pures stables et métastables et états de co-
existence obtenus par 1’étude du probleme de maximisation (1.9) sous les contraintes (1.10). Aussi ils
maximisent en temps 1’entropie du mélange (1.9). Ce travail est complété par des illustrations numé-
riques réalisées sous Python. Ce chapitre étend au cadre non isotherme la modélisation réalisée dans
[IM16].

La deuxieme partie est consacrée au couplage de la thermodynamique a la dynamique des fluides. Considé-
rant une approche diphasique compressible, on construit et étudie des modeles de type Euler. Les chapitres
de cette partie sont organisés de la maniere suivante :

e Chapitre 9 : Probleme de Riemann pour le p-systeme avec une loi d’état de van der Waals
avec la correction de Maxwell. Le but de ce chapitre est d’étudier le probleme de Riemann pour le
p-systeme avec une loi d’état de van der Waals soumise a la correction de Maxwell. Celle ci consiste
a définir deux volumes spécifiques 7, < 7, comme solution du probleme non linéaire

(1.11)

ou p et i sont respectivement la pression et potentiel chimique isothermes de la loi d’état de van der
Waals. En s’appuyant sur I’étude menée dans [GS06], on utilise le critere de Liu comme critere de
sélection entropique [Liu76] qui s’interpréte géométriquement dans le plan (7, p) pour le cas du p-
systeme. Il sera utilisé comme un critére de comparaison de pente dans le plan (7, p). La difficulté du
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travail est liée au fait que la loi de pression n’est pas une fonction strictement convexe. La solution du
probléme de Riemann fait apparaitre des ondes multiples [GR91, Wen72, GS06, Gel59]. A la fin de
ce chapitre, une étude sur I’existence et 1’unicité de la solution du probleme de Riemann est réalisée
pour n’importe quelles données initiales dans le domaine des états admissibles.

Chapitre 10 : Ondes progressives pour un p-systeme relaxé modélisant le changement de phase
liquide-vapeur avec états métastables. On s’intéresse dans ce chapitre a I’étude des ondes progres-
sives pour un systeme de relaxation similaire a celui introduit dans [JM16]. Le but est de caractériser
les discontinuités de son systeme a 1’équilibre.

Definition 1. On dit que v(¢,z) est une solution de type onde progressive du systeme relaxé, de
vitesse o € R, joignant les deux états d’équilibre w_ et w, dans I’espace des états admissibles noté
, s’il existe un profil v tel que

v(t,x) :=0(), (t,z) eRy xR (1.12)
avec £ =z — ot, tel que )
3 7 — 3 / —
éll)Iinoov(f) = wy, ggrfoov (€) =0. (1.13)

A noter que, si la vitesse de propagation ¢ est positive, 1’onde se propage vers la droite, alors que si
la vitesse de propagation o est négative, I’onde se propage vers la gauche.

Une des propriétés que possede une onde progressive est le fait qu’elle transforme le systeéme d’équa-
tions aux dérivées partielles en un systeme d’équations différentielles ordinaires d’ordre 1 dans 1’es-
pace des phases {X = (0,7')!,0 € Q}

X(©)=F(X(¢), Xe, (1.14)

avec F' un champs de vecteurs bien défini. On peut alors étudier 1’existence d’une onde progressive
en étudiant le systeme dynamique (1.14). Pour cela, il est important d’abord de donner la définition
d’une orbite de point d’équilibre X

{y € Q2 3(£,&) € R, tels ques X (£) =y, avec X (&) = Xo}.

On peut alors distinguer entre deux sortes d’orbites de X, : une orbite hétérocline qui sera la solution
de (1.14) telle qu’il existe (w_,w,) € Q2 deux états d’équilibres du systeme (1.14) (F(wy) = 0)
vérifiant

lim X(§) = w;, lim X (&) =w_, avec w_ # wy, (1.15)

E—+o0 E——o00

et une orbite homocline qui vérifie les mémes propriétés qu une hétérocline a I’exception de w_ # w
ou ils seront égaux dans le cas d’'une homocline. Alors, une orbite hétérocline correspond a une onde
progressive avec des états inital et final différents.

Cette méthode a été utilisée dans divers travaux tels que [CCOS8, FL12, Fan98, Coul7]. Le but de ce
chapitre est de chercher la nature des orbites autour des points d’équilibres notamment en s’ appuyant
sur le travail de [CCO08]. La difficulté de notre travail réside dans les expressions des termes sources
qui sont ceux associés aux systemes dynamiques isothermes construits en chapitre 5 de la partie L.
A la fin de ce chapitre, on démontre que pour deux états de phases pures, le théoréme de la variété
stable/instable ne garantit pas 1’existence d’une orbite hétérocline partant en —oo de 1’état gauche et
qui rejoint dans le futur I’état droit en +o0.

Chapitre 11 : Application a un systéeme d’équations d’Euler isotherme. On couple des systemes
dynamiques isothermes, en fonction de la masse volumique p équivalents a ceux construits dans le
chapitre 5 de la partie I, avec les équations d’Euler isothermes. Les systemes dynamiques introduits
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vont intervenir dans ce chapitre comme des termes sources dans les systemes de relaxation isothermes
construits. Dans [JM16], les auteurs ont construit un systeme de relaxation isotherme 4 x 4 dont les
termes sources sont issus du systeme dynamique en r = (py, p2)’. Dans ce chapitre, on présente
alors le couplage des deux systémes dynamiques en r = (o, Ap)' et r = (a, )" avec les équations
d’Euler isothermes. D’abord, on construit un modele de relaxation isotherme 4 x 4 en fonction de
vecteur des fractions r = (o, ), tout en s’appuyant sur le principe de la conservation de la masse,
la premiere loi de Newton, en supposant que la variation du volume est due a la divergence en espace
du champ de vitesse et finalement en utilisant les termes sources correspondants avec un parametre
de relaxation € > 0. Apres avoir construit le modele de relaxation, on étudie I’hyperbolicité de son
systeme homogene associé, puis on caractérise sa vitesse du son ainsi que la structure de ses ondes.
Une étude numérique est réalisée pour ce systeme relaxé. On utilise pour ce but une approximation par
volume fini pour la partie convective avec une technique de splitting en temps pour le terme source.
La partie convective est approchée par un flux numérique HLLC. On prend des cas tests similaires a
ceux proposés dans [JM16]. On compare le profil des solutions pour différentes valeurs du parametre
de relaxation €. En particulier, on constate pour certains cas tests que plus la valeur du parametre de
relaxation € est petite, plus le phénomene en étude est mieux illustré. On pense alors a considérer la
relaxation instantanée qui consiste en une projection sur 1’équilibre du systéme associé en imposant
¢ = (0. Néanmoins, vu que 1’équilibre de phases pures pour le systeme dynamique en fractions est
caractérisé par la droite d’équation o = ¢ dans le plan (¢, ), on n’arrive pas a savoir quel point de
cette droite correspond a 1’équilibre dont le cas ou il s’agit d’une phase pure. Ensuite, on présente le
modele homogene en r = («, Ap)?, ol on fait une étude d’hyperbolicité similaire a celle du systéme
relaxé en fractions. Etant donné que la projection sur 1’équilibre des phases pures est plus simple a
effectuer dans ce cas, on présente alors, pour 1’approximation du terme source, les deux approches
de relaxation : classique avec le parametre de relaxation € > 0 comme c’est fait pour le systeme
en fractions et la relaxation instantanée i.e. avec € = 0. On illustre numériquement quelques profils
de solutions pour le probleme de Riemann associé aux deux approches. En particulier, on effectue
le méme cas test de perturbation acoustique qui consiste a considérer une perturbation d’un état
métastable vapeur due a une variation de vitesse. On constate, en comparant le profil de la solution
approchée du probleme de Riemann pour les deux approches de relaxation, que celui effectué avec
la relaxation instantanée est plus pertinent que celui avec 1’autre approche au niveau de 1’interface de
discontinuité o on a I’apparition d’une goutte de liquide.

Chapitre 12 : Application a un systeme d’équations d’Euler non isotherme. Ce dernier chapitre
est tres prospectif dans le but de compléter I’extension non isotherme du travail [JM16]. Notamment,
on étend 1’étude faite dans le chapitre précédent. Le but est de coupler le systeme dynamique en frac-
tions massique,volumique et énergétique construit dans le chapitre 6 de la partie I avec les équations
d’Euler. On présente d’abord la dérivation du modele en s’appuyant sur le travail de [Hurl7]. On
construit ainsi un modele homogene non -isotherme avec terme de relaxation €. On détermine en-
suite I’expression de la pression et la température du mélange. Ensuite, on étudie 1’hyperbolicité du
systéme homogene associé. On complete le chapitre par des illustrations préliminaires numériques
obtenues par relaxation "classique" en s’inspirant des cas tests réalisés pour le cas isotherme dans le
chapitre précédent.

Les résultats obtenus dans cette these font I’objet d’articles en cours de rédaction.

e Acte de conférence avec comité de lecture

* Hala Ghazi, Francois James et Hélene Mathis. A Thermodynamical Model of Liquid-Vapor
Interaction. 3rd World Congress on Momentum, Heat and Mass Transfer (MHMT’18). Paper No.
ICMFHT 115, gagnant le prix : Best paper award.

e Articles en préparation
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* Hala Ghazi, Francgois James et Hélene Mathis. Vapour-Liquid Phase Transition And Metas-
tability. Ce papier présente les résultats des chapitres 5 et 11.

* Hala Ghazi, Francois James et Hélene Mathis. A Non-Isothermal Thermodynamical Model
For Liquid Vapor Phase Change With Metastability. Ce papier concerne les résultats obtenus
dans les chapitres 3, 4 et 6.

* Hala Ghazi, Frangois James et Hélene Mathis. Modeling Superheated Liquid With a Two-

Phase Homogeneous Model. Ce dernier concerne ce qui est obtenu dans les chapitres 6 et
12.






Partie I : thermodynamique
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Introduction a la partie I

Préparer le thé ou cuire les pates italiennes nécessite de I’eau bouillante. Il s’agit des faits réalisés quo-
tidiennement et par tout le monde. Cependant, dépasser une certaine température peut parfois entrainer
I’apparition brutale, voire explosive, de bulles dans 1’eau liquide. Cette apparition se produit parfois des
qu’on met le sachet de thé dans 1’eau chaude. Il s’agit alors des états qui nous apparaissent stables liquides
mais qui ne sont pas en vrai. On dit qu’il s’agit d’états métastables. Selon Landau et Lifschitz [LL69] :
"we must distinguish between metastable and stable equilibrium states. A body in a metastable state may
not return to it after a sufficient deviation." Ces états constituent le coeur de mon travail de these.

Ces réalisations quotidiennes obéissent a un phénomene physique qu’on appelle "changement de phase
liquide-vapeur". Ces changements sont 1’objet d’étude de la Thermodynamique qui désigne la science des
transformations des états de la matiere. L’ importance de cette science, provient du fait qu’elle permet de
calculer les principales grandeurs thermodynamiques qui caractérisent les €tats. Aussi, elle fournit les dif-
férentes conditions d’existence d’états physiques et de leurs transformations telles que la transition d’une
phase a une autre, les notions de stabilité et I’instabilité...

Pour cela il est important de donner dans un premier temps quelques définitions établies en thermodyna-
mique [Cal85, Car04, Mat96, Eva04].

e Un Etat de la matiére est caractérisé par un ensemble de propriétés physiques homogenes auxquelles
on associe des grandeurs macroscopiques : le volume 1/, la masse 1/, I’aimantation A s’il s’agit d’un
systeéme magnétique,....

e Une Variable d’état est une grandeur macroscopique observable qui caractérise un systéme. Dans le
cas d’un fluide : volume, masse, température, pression...

e Une Fonction d’état est une fonction des variables d’états qui permet de décrire les propriétés éner-
gétiques du systeme. Par exemple : I’énergie interne, 1’entropie, I’enthalpie...

e Une Phase est I’ensemble de ces différents états pour une méme substance.

e Une Transition de phase est le passage d’une substance d’un état physique donné caractérisé par un
ensemble de propriétés a un autre état physique.

e Un Systeme thermodynamique est une portion de 1’espace contenant de la matiere et délimité par une
surface réelle ou fictive. Il manifeste macroscopiquement tous les comportements microscopiques
d’un grand nombre de variables microscopiques.
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Postulat 1. Pour caractériser un systeme thermodynamique a 1’équilibre, on a besoin de quelques variables
dites extensives qui sont proportionnelles au volume du systeme telles que

e Le volume V' lui méme du systeme,
e la masse M,

e Energie interne F,

e Entropie S.

On note que la variation de I’énergie interne £’ est basée sur les échanges de chaleur et de travail avec le
milieu extérieur. C’est le premier principe de la thermodynamique :

dE =0Q + oW, (2.1)
e dF :lavariation d’énergie interne du systeme.
e 0(Q) : la quantité de chaleur fournie au systéme.
e IV :le travail des forces fournies au systeme.

En thermodynamique classique, 1’entropie est une fonction extensive introduite en 1865 par Rudolph Clau-
sius. Ce physicien-mathématicien allemand a complété dans ses travaux [Cla54] en 1850, I’énoncé de la
deuxieme loi de la thermodynamique. Il a ensuite montré que le rapport de la quantité de la chaleur recue
par un systeme thermodynamique () et sa température 7" est inférieure ou égale a la variation d’une fonction
d’état appelée "Entropie" notée par S et exprimée en J/K. D’ou il a été le fondateur de ce qu’on appelle
entropie en 1865 et lui a donné son propre nom [Cro01]. En supposant que la transformation est réversible
et que le travail des forces est dii uniquement aux forces de pression on peut écrire :

oW = —pdV, 6Q =TdS.
Ainsi, le premier principe de la thermodynamique (2.1) se récrit comme suit
dE =TdS — pdV (2.2)

ou p désigne la pression et 7' la température.

Cette derniere relation (2.2) montre que 1’énergie interne s’écrit naturellement en fonction de V' et S.
Comme 1’entropie S est difficile d’acces, pour cette raison on doit chercher de nouvelles fonctions d’état
qui possedent comme variables naturelles V et 7' ou T et P.

Une maniere d’obtenir toutes les fonctions d’états décrivant un systeme a 1’aide de variables d’états aux-
quelles on associe une forme différentielle exacte est la transformée de Legendre introduite par Adrien
Marie Legendre un mathématicien francais [Roc97, ZRM09, CH54].

Etant donné Y (X) une fonction de X, le but est de trouver une nouvelle fonction ¢(z) qui contient la méme
information que Y (X), ol z = o
Pour illustrer cette technique, on peut se référer a la figure 2.1. La tangente a la courbe Y au point X

Y(X)—g
X

semble des tangentes a la courbe Y (X)) est une autre facon de se donner toute I’information de Y (X) si YV’
a certaines propriétés..

Par suite, pour travailler avec la pression ou la température au lieu du volume V' ou I’entropie .S, on intro-
duit la transformée de Legendre correspondante ce qui permet 1’obtention d’une nouvelle fonction d’état.
Par conséquent, on obtient la définition des nouveaux potentiels thermodynamiques tels que I’enthalpie,
I’énergie libre et I’enthalpie libre.

posseéde une ordonnée 1’origine g tel que z = soit g(z) = Y(X) — zX. Ainsi, se donner I’en-
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FIGURE 2.1 — Transformée de Legendre

Une jolie méthode mnémotechnique [Cal85] pour faire le lien entre les fonctions d’état (a 1’exception de
S) et leurs variables naturelles a été proposée par Max Born en 1929 (voir la figure 2.2). En se référant a la
figure 2.2, on souhaite par exemple retrouver la différentielle dU de 1’énergie interne U. On se place alors
dans la case contenant le potentiel thermodynamique U. Les variables naturelles sont sur le coté du carré
contenant U : S et V. Les coefficients sont alors sur le co6té opposé : p et T'. Pour connaitre le signe devant
les coefficients, on regarde si la fleche de la diagonale est sortante on met un signe (—) et si elle est entrante,
on met un signe (+). Soit finalement, dU = —pdV + T'dS.

v F T
U G
S P

FIGURE 2.2 — Good Physicists Have Studied Under Very Famous Teacher [Cal85].

Cependant, pour tout état du systeme thermodynamique, on se pose la question suivante : "S’agit-il
d’un état d’équilibre ?" En effet, on dit qu’un systeme est dans un état d’équilibre s’il ne présente aucune
tendance non compensée a un changement d’état. Ainsi, pour un potentiel thermodynamique f, fonction de
variables d’états z;, la position d’un équilibre x;y sera déterminée par la relation suivante :

of

—— .o = 0. 2.
axi|$10 O ( 3)
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A cette étape, intervient la notion de la stabilité du tel état liée au comportement de la fonction f au voisinage
de I’équilibre z;,. Ainsi, on peut résumer la notion de stabilité comme suit :

FIGURE 2.3 — Configurations des états d’équilibre

e Un état stable correspondant & un extrema global de f. Ceci s’interprete par le retour du systéme a
son état d’équilibre quelque soit la perturbation réalisée. C’est le cas du point A dans la figure 2.3.

e Un état instable est tel que toute perturbation subie a tendance a repousser le systeéme de sa position
d’équilibre afin de chercher une autre position différente. Voir le point B de la figure 2.3.

e Un état métastable correspondant a un extrema local de f. Le systeéme peut revenir a sa position
d’équilibre si la perturbation subie n’est pas tres efficace. Par contre, si la perturbation est assez
considérable, il atterrit en un nouveau état d’équilibre. Voir le point C' de la figure 2.3.

e Un état stable contraint c’est a dire stable sous 1’application d’une contrainte extérieure. Cas du point
D dans la figure 2.3.

Dans cette partie, on s’intéresse a modéliser des phénomenes complexes de transition de phase de type
liquide-vapeur. Ce travail a fait I’objet de nombreux travaux que nous prendrons en considération dans cette
description. On peut citer par exemple [Dre83, JRZ12, IBE*lO, ZHW10, Sle81, DGR81, Nuk66, Car92]
et les travaux de théses de [Car04], [JaoO1], [Matl0], [FacO8] [Jun13]. Dans ce travail de modélisation,
on s’intéresse principalement a la caractérisation des états métastables. Un tel exemple, est celui d’un état
métastable liquide qu’on peut observer lors de la préparation du thé ou des pates. Il s’agit d’un état liquide
qui est a une température supérieure a la température de saturation. Un tel état semble €tre stable mais ne
I’est pas en réalité. En effet, une perturbation suffisante crée une bulle de gaz a I’intérieur du liquide.
Différentes approches sont prises en considération pour modéliser le phénomene de changement de phase.
Une premiere approche consiste a décrire la dynamique compressible du fluide par les équations d’Euler. 11
s’agit alors de construire une loi d’état appropriée, par exemple en considérant que chaque phase est décrite
par une énergie convexe (d’une maniere équivalente par une entropie concave dans le cas de la transforma-
tion de Massieu [Poi23]). Divers travaux sont réalisés dans ce contexte [Mat10, HM11, AFK07, FKA12,
JaoO1].

Une autre approche dite approche bifluide est au contraire basée sur la considération que chaque phase
satisfait un systeme d’Euler. Ainsi, le fluide est décrit par deux pressions, deux vitesses, deux températures
[BN86, HJ14, CHSS13, HHMS14]. L’approche d’étude qu’on considere dans ce travail est de modéliser
le changement de phase liquide-vapeur avec les états métastables, d’un modele a une seule composante,
présenté dans un nombre fini de sous-systemes ou chacun d’entre eux caractérise une phase différente. Pour
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cela, on considere pour chaque sous-systeme la méme loi d’état de type van der Waals qui pour toute tem-
pérature inférieure a la température critique permet 1’apparition des états métastables.

Cette partie est composée de 4 chapitres. Dans le premier, on fait la description extensive et intensive
d’un seul fluide. On aborde I’étude de la loi d’état de van der Waals et on donne sa représentation isotherme
et non isotherme ou on évoque dans les deux cas la caractérisation des états métastables. Ensuite, dans le
chapitre 4 on caractérise les différents équilibres d’un systeéme composé de I sous-systemes. Afin d’atteindre
ce but, on se base d’abord sur quelques résultats d’analyse convexe pour caractériser le nombre de phases
présentes a I’équilibre thermodynamique. Les deux derniers chapitres seront consacrés a la caractérisation
dynamique des différents états d’équilibre dans les deux cas isotherme et non isotherme. Pour cela, on
introduit des systemes dynamiques capables d’établir I’équilibre thermodynamique pour le systeéme en étude
que ce soit par la dissipation de 1’énergie ou la maximisation de I’entropie. Des illustrations numériques sont
envisagées tout au long de cette partie afin de représenter numériquement les différents résultats théoriques.






Fluide de van der Waals

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on fait la description thermodynamique d’un seul fluide et on détaille les propriétés d’une
loi particuliere dite la loi d’état de van der Waals. Le but est de décrire thermodynamiquement le mélange
liquide-vapeur. On commence par rappeler quelques résultats classiques dans le cadre thermodynamique
pour un seul fluide tout en se référant aux ouvrages de thermodynamique tels que [LLL69] et [Cal85].

Les travaux classiques considerent 1’énergie extensive comme fonction convexe de ses arguments : vo-
lume, masse et entropie. L’ originalité de notre travail est portée sur la considération d’une énergie extensive
non nécessairement convexe. Un exemple fameux d’une telle loi est la loi d’état de van der Waals. On
présente dans ce chapitre alors toutes les propriétés de cette loi qui seront utilisées dans les chapitres qui
suivent. On donne d’abord la représentation isotherme de 1’équation d’état de van der Waals. Afin d’avoir
une représentation plus lisible, on adimensionne cette loi pour définir une loi réduite isotherme. A une tem-
pérature fixée, la pression de van der Waals admet une zone de croissance en fonction du volume due au
fait que 1’énergie n’est pas tout le temps convexe. Cette zone est appelée zone spinodale et caractérise des
états non physiquement admissibles. Un moyen de corriger cette non admissibilité est ce qu’on appelle la
loi des aires égales de Maxwell [Cal85]. Toutefois, cette correction nous prive des états métastables qui
sont le coeur de mon travail de thése. A la fin de ce chapitre, on donne une représentation non isotherme de
la loi d’état de van der Waals ou on détaille le passage de la loi incomplete a la loi complete comme dans
[Cal85]. On termine ce chapitre par I’étude de la loi complete de I’entropie spécifique de van der Waals et
on représente les techniques de détermination des états métastables et la température critique dans le plan
volume spécifique-énergie spécifique.

3.2 Thermodynamique d’un seul fluide

Dans cette partie, on s’intéresse a la description thermodynamique d’un seul fluide. On présente deux
descriptions extensive et intensive dans lesquelles on adopte le formalisme décrit dans les travaux de
[Cal85, Jao01, HM11, HS06, IM16, Jun13].

3.2.1 Représentation extensive

On considere un corps pur de masse M > 0, de volume V' > 0 ayant une entropie S > 0. D’apres le
formalisme de Gibbs qui est un formalisme utilisé pour décrire I’équilibre thermodynamique [Cal85], un
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fluide est a 1’équilibre thermodynamique si son énergie extensive est une fonction de sa masse M, son
volume V' et son entropie S. On définit alors cette énergie par :

E: (M, V,S)— E(M,V,S).
Cette fonction est définie sur le cone C' défini par
C={(M,V,S)telque M >0,V >0etS > 0}.

Les quantités M, V, S et I sont dites extensives. On dit qu’ une variable est extensive si sa variation est
liée proportionnellement a la variation du volume V. Par exemple, si on fait doubler le volume du systeme
alors sa masse ainsi que son énergie seront aussi doublés. Pour ce fait, le volume V', I’énergie I/, I’entropie
S et la masse M du tel systéme sont des variables extensives.

Au sens mathématique cela signifie qu’une telle variable est une fonction positivement homogene de degré
1 notée PH1. C’est a dire une fonction qui vérifie la définition suivante :

Definition 2 (Fonction PH1.). Soient I et F' deux espaces vectoriels sur R" et R respectivement. On dit
qu’une fonction f de E dans F’ est positivement homogene de degré 1 si

VA >0,Ve e E, f(Ax) = Af(z).
Plus généralement, si f satisfait I’expression
VA > 0,Ve € E, f(Ax) = X f(x).
pour un certain o > 0, on dit alors que f est positivement homogene de degré a.

Les fonctions positivement homogenes vérifient le théoreme suivant, dont la preuve est donnée dans
[Roc97].

Théoreme 3. Considérons une fonction f positivement homogeéne de degré o. Supposons aussi que | est
de classe C' alors on a les propriétés suivantes :

of .

0z, 1 =1,...,n, est homogene de degré o — 1.

e La relation d’Euler, pour les fonctions de plusieurs variables et positivement homogenes, est vérifiée

A

ozf(x)z(af Co af) -y a—fxi,Vx:(xl,...,xn)t. (3.1)

ory oz, N — ox;

Tn

o Si f estde classe C?, et a = 1, alors f vérifie ce qu’on appelle en thermodynamique la relation de

Gibbs-Duhem donnée par
Hi(z) - 2=0 (3.2)

avec H(x) la matrice Hessienne de f au point .

Postulat 2. L’énergie £ est une fonction de classe C? sur le cone C, non nécessairement convexe, extensive

et vérifie la propriété suivante
oF

35 > 0. (3.3)
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Remarque 1. Supposer que E est de classe C! suffit mais comme on va le voir dans les chapitres qui
suivent, on a besoin de plus de plus de régularité puisqu’on a besoin de considérer les dérivées secondes de
E.

Comme F est une quantité extensive, d’apres le théoreme 3, elle est une fonction positivement homo-
gene de degré 1. De plus, comme les dérivées partielles de £ sont bien définies, on définit alors la pression
p, le potentiel chimique p et la température 7' comme suit :

oE

oF
T(M,V,S) = g—g(M, V,S). (3.6)

Le postulat (2) implique que la température est strictement positive.

Vu le théoreme 3, ces quantités sont des fonctions positivement homogenes de degré 0 (PHO). Autrement
dit, il s’agit des variables intensives qui restent inchangeables quelque soit la variation du volume. Comme
E est une fonction PH1, elle vérifie les relations d’Euler, ce qui nous donne :

M
E(M,V,S)=VE(M,V,S). |V
S

En utilisant I’expression de la pression, le potentiel chimique et la température données par les relations
(3.5)-(3.4)-(3.6), on obtient la relation de Gibbs en extensif :

E(M,V,S) = uM — pV + TS. (3.7)

Cette relation exprime 1’énergie en fonction des autres variables.
Par définition, dE est une différentielle totale donc elle vérifie la relation fondamentale extensive sui-
vante
dE = pudM + TdS — pdV. (3.8)

Passage a la représentation entropique On peut aussi décrire les principes de la thermodynamique en tra-

vaillant avec I’entropie plutot que 1’énergie. Ceci est possible grice au changement de variables (M, V, S) —
oF

(M, V., E), bijectif par la croissance de 1’énergie par rapport a 1’entropie 35 > 0 par le postulat 2. On se

réfere a [Cal85] et a [Cro91] pour la justification du changement de variables. On va présenter rapidement
les propriétés équivalentes pour la description de 1’entropie en fonction de 1’énergie, masse et volume.
Grace au postulat 2, on va pouvoir alors décrire le fluide par sa masse M > 0, son volume V' > 0 et son
énergie £ > 0. En utilisant le formalisme de Gibbs [Gib48, Cal85], on définit alors 1’entropie extensive S
du fluide comme une fonction de sa masse M, son volume V' et son énergie £ :

S:(M,V,E)— S(M,V, E). (3.9)
Cette fonction est définie sur le cone 'y défini par
Cr ={(M,V,E)telque M >0,V >0et E > 0}.

Comme on a déja noté toutes ces quantités sont extensives et donc des fonctions positivement homogenes
de degré 1.
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Postulat 3. L’entropie S est une fonction de classe C? sur le cone ('}, non nécessairement concave, exten-
sive et vérifie la propriété suivante

oS
9B > 0. (3.10)

Vu ce dernier postulat et en cherchant le vecteur gradient de 1’entropie S noté V.S on définit les quantités
intensives telle que la pression p, la température 7" et le potentiel chimique ;» comme suit :

08

%: — 537 M.V, E). (3.11)
oS

2= 2 (M.V.E), (3.12)
1 s

7= —aE(M,V,E), (3.13)

On rappelle le fait que toutes ces quantités p, 1" et p sont définies seulement quand le systeme est a
I’équilibre. De plus, comme S est considérée comme un potentiel thermodynamique alors les quantités
intensives p, 1" et p doivent vérifier la relation thermodynamique classique de Gibbs suivante :

—p P 1
dS = —dM + =d —dF. .14
S 7 +5 V + T (3.14)
De nouveau comme S est une fonction PH1, elle vérifie la relation d’Euler
M
S(M,V,E)=VS(M,V,E)- | V [, (3.15)
FE

d’oul, en combinant avec les définitions des quantités intensives données par (3.12)-(3.11)-(3.13), on obtient
—uM  pV E

S(M,V,E) = —— + 7 + . (3.16)

3.2.2 Représentation intensive

A part la température, la pression et le potentiel chimique, il existe d’autres quantités intensives spécifiques

qui apparaissent dans I’écriture des équations aux dérivées partielles telles que le volume spécifique 7 = i

et ’énergie spécifique e = U I1 sera donc utile d’écrire les relations précédentes sous forme intensives.

Pour cela, on note e I’énergie interne spécifique et s = i I’entropie spécifique. Par homogénéité de
I’énergie extensive £, on définit alors I’énergie e par unité de masse comme fonction du volume spécifique

iV
=197 et de I’entropie spécifique s

vV S vV S 1

—, — 1, — —)=—EM . A7
6(M7M) ( ’M’M) M ( 7V7S) (3 )
Puisque la pression, le potentiel chimique et la température sont des fonctions PHO, on garde la méme
définition :

o oeM .V S

p(1,8) = =57 (L,78) = == (1, 57 77), (3.18)
OF deM , VS

u(ﬂs)—a—M( ,T,8) = oI (L3727 (3.19)
oE deM =~V S

T(Ta 8) %(177—78) XS (LMvM) (3.20)
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Remarque 2. Dans les définitions (3.18) a (3.20), la pression, le potentiel chimique et la température sont
des fonctions a deux variables pour lesquelles on utilise la méme notation que pour les définitions (3.5) a
(3.6) des fonctions a trois variables.

On récupere les relations de Gibbs en forme intensive :
e(r,s) = u(r,s) —p(r,$)T +T(7,s)s. (3.21)
Ainsi, en considérant la différentielle totale, on a
de = —pdt + Tds. (3.22)

On peut alors retrouver 1’expression de la pression et de la température en tant que dérivées partielles
de I’énergie interne :

Oe
gw, s) = —p(7,s), (3.23)
%(7, s) =T(t,s).

Passage de I’extensif a I’intensif pour la description entropique On définit I’entropie intensive, notée

s, pour une masse mass M > 0 fixée, comme fonction de I’énergie spécifique e = i et du volume

Scifi = —
spécifique 7 =

V FE 1
= 1, —, — | =—5(M,V,E). 3.24
S(T7 e) S ( ? M’ M> MS< 7v7 ) ( )
La pression p, le potentiel chimique p et la température sont alors donnés par :
1 0s p(r,e)  Os
= = — , 3.25
T(r,e) Qe (7€), T(r,e) Ot (7€) (3-25)

Ainsi, la relation (3.14) peut étre réécrite sous la forme suivante :

—u(T,e T, e e
14 )+p( )¢+

T(r,e) T(r,e)  T(r,e)

s(t,e) = (3.26)

et on retrouve la relation de Gibbs en intensif ainsi que la relation thermodynamique classique intensive :

Tds = de + pdr. (3.27)

3.2.3 Représentation isotherme

.. : o OF :
Dans ce qui suit, on se restreint a une représentation isotherme. Pour cela on fixe T' = — ce qui nous

permet de décrire le fluide par sa masse M > 0 et son volume V' > 0. La température 7' est considérée ici
comme un parametre.

A I’équilibre thermodynamique, le fluide est alors décrit par son énergie libre de Helmholtz, notée par F,
fonction de sa masse M et son volume V' :

F:(M,V)— F(M,V). (3.28)

Par définition, 1’énergie libre de Heltmhotz est la transformée de Legendre partielle de 1’énergie interne .
A une température 7' fixée, I’énergie F' est une fonction définie sur I’ensemble convexe

Cr={(M,V)telque M > 0etV > 0}.
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On suppose de plus, que F est une fonction de classe C! sur O}, extensive et non nécessairement convexe.
On définit alors la pression p et le potentiel chimique ;- comme étant deux variables intensives par :

OF

oOF

Comme F' est une fonction positivement homogene de degré 1, elle vérifie les relations d’Euler, données
par le théoreme 3 :

F(M,V) =VF(M,V). <Av4 ) (3.31)
(oF OF M
= (G_M(M’ V) W(M’ V)> : (V) (3.32)
O vy s+ 2L vy v (3.33)

- OM oV

En utilisant le fait que les dérivées partielles de F' par rapport a ses variables sont la pression et le potentiel
chimique du fluide définis en (3.29)-(3.30), on peut obtenir :

F(M,V) = uM — pV. (3.34)

Ainsi, on recouvre explicitement 1’expression de F' en fonction de M et V.
Dans ce qui suit, on note f 1’énergie libre de Heltmhotz par unité de masse exprimée sous la forme suivante

flr)y=F (1, %) = %F(M, V). (3.35)

Concernant la pression et le potentiel chimique, on obtient les expressions suivantes :

OF [V OF 1%
p(r) = ~3v (1, M) , p(T) = EYi (1, M) : (3.36)

Une simple combinaison des relations (3.34)-(3.35)-(3.36), permet de récuperer les relations de Gibbs en
forme intensive :

f(7) = p(r) —p(r)T. (3.37)
Lemme 4. L’énergie f, la pression p et le potentiel chimique vérifient les relations suivantes :
fiir)=—=p(r), W(r)=p(r)r, u(r)=f(r)—=1f(7) (3.38)

Démonstration. En dérivant I’énergie f donnée par I’équation (3.37) par rapport a 7 on obtient :

f'(r) = ' (7) = p(r) = p'(7)7.

Fi(r) = 0y F(1,7) = Oy F (1, %) _ g_‘]j (1’ %) — o).

Or

]

Remarque 3. On observe que le potentiel chimique p et la pression p ont la méme monotonie d’apres
I’expression (3.38) et comme 7 est positif. De plus, I’énergie f est strictement convexe si et seulement si p
est strictement décroissante.
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3.3 Loid’état de van der Waals

3.3.1 Histoire de cette loi

La loi des gaz parfaits est donnée par :
p(r,T) = 2
T

ou p est la pression du gaz fonction du volume spécifique 7 et de la température 7' du gaz. Partant de cette
loi, Johannes Diderik van der Waals, thermodynamicien néerlandais, a élaboré, dans ses travaux de these en
1873, une équation d’état permettant de décrire de maniere plus précise la pression d’un gaz réel.

Il suppose que les molécules constituant le gaz interagissent entre elles, ce qui n’est pas vrai dans le
modele des gaz parfait. Le modele tient compte du volume des molécules et comporte un terme décrivant

I’interaction moléculaire. On définit alors deux nouveaux parametres ; b et a :

1. Le covolume b 1ié au rayon r des molécules :

4
b= —WNar?’
3

ot N, = 6,022.10° est le nombre d’ Avogadro qui représente le nombre de molécules par mole. On
peut aussi voir le covolume comme étant le plus petit volume que peut occuper un corps pur.

2. Le terme d’attraction a représentant les interactions binaires entre les différentes molécules.

Pour une température 7" donnée, la pression de van der Waals s’écrit :

RT
p(r) = =, (3.39)

r—b T

Remarque 4. Si a = b = 0, on retrouve 1’équation des gaz parfaits.

Le modele de van der Waals est une loi cubique qui est connue pour décrire le phénomene de transition
de phase liquide-vapeur. La figure 3.1 illustre le profil de la pression a différentes températures. Pour une
température supérieure a la température critique 7., la courbe de pression est strictement décroissante et
convexe [Cal85]. Pour 7' = T, la courbe isotherme admet un point d’inflexion au point (7., p.), appelé
point critique. En-dessous de la température critique les courbes isothermes ne sont plus monotones. Dans
la zone dite spinodale (indiquée en pointillés sur la Figure 3.1), la pression est une fonction croissante
du volume spécifique, ce qui n’est pas physiquement admissible. Pour une isotherme donnée, on définit
les valeurs 7_ et 7, comme étant respectivement les minimum et maximum locaux délimitant la zone de
croissance de la pression. Les branches décroissantes définies sur les intervalles |b, 7_[ et |7, +o00[ sont
physiquement admissibles et correspondent au comportement des phases liquide et vapeur.

3.3.2 Représentation isotherme

On dit que I’équation (3.39) est une équation incompléte au sens oll on ne peut pas retrouver tous les
potentiels thermodynamiques tel que I’énergie, ou 1’entropie, ne connaissant que la pression.

Une maniere d’obtenir la loi de pression (3.39) est de partir de I’expression de 1’énergie extensive de
van der Waals [LL69]

2

F(M,V) = _i/M + RT(Mlog (%) —M). (3.40)

Cela nous permet de définir I’énergie libre de Helmotz f

1o =1(57) = (137)
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FIGURE 3.1 — Représentation de la loi de van der Waals dans le plan (7, p).

ce qui donne I’expression de 1’énergie libre de van der Waals en fonction du volume spécifique

- 1
f(r) = - + RT (log (—) — 1) , pour T > b. (3.41)
T T—0
En dérivant (3.40) par rapport a la masse, on obtient le potentiel chimique x :
2a
w(r) = —— —+ RT(—b + log( b) 1), pour 7 > b. (3.42)

Loi réduite isotherme Il est plus commode de travailler avec la loi de van der Waals réduite qui permet
une meilleure visualisation dans le plan (7, p). On rappelle sa construction, détaillée dans [LL69]. On se
place a la température 7" = 7. Au point critique les dérivées partielles premiere et seconde de p par rapport
au volume spécifique sont nulles. Ceci revient alors au systeme d’équations suivant

p(Te) = —7 = 5 =Dy (3.43)
—RT, 2a
P(Te) = (r— b2 t= 0, (3.44)
ORT. 6
plr) = e 20, (3.45)

Ainsi, en combinant les équations ci-dessus, on obtient 1’expression de p,, 1. et 7.

8a
Te= 27bR’
T. = 3b,

a

Pe = Sqp
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. : : . : T
En considérant les quantités normalisées c’est-a-dire en remplagant respectivement 7', 7 et p par 7" = ok
(&
T=—etp = P ot en omettant les primes pour la simplification dans la suite, on obtient ce qu’on appelle
T,

la loi ré’:duite de Vcan der Waals oT 5
— (3.46)

3r—1 72

p(T) =

ou la température 7' est un parametre.
En résumé 1’équation réduite de van der Waals (3.46) est un cas particulier de I’équation (3.39) avec a = 3,

1 8
b= 3 et R = 3 On en déduit I’expression de 1’énergie réduite de van der Waals :
-3 8T 3
=—+ — |1 —1 3.47
et celle du potentiel chimique
—6 8T 3 37
=422 —-1]. 4
wr)=—+73 (Og<3¢—1)+3¢—1 ) (348)

Loi des aires égales Pour une température 7" inférieure a la température critique 7, la pression est
croissante dans la zone spinodale. Rappelons que ce n’est pas physiquement admissible. Pour pallier ce
probleme, on propose la correction de Maxwell (voir [Cal85] ) qui remplace la pression par un segment
a pression constante p* := p(77) = p(75) entre les deux points 7; et 7. Cette construction consiste a
construire le segment (7], p*), (75, p*)] de sorte a ce que I"aire de la partie rouge sur la Figure 3.1 entre 7;
et 7; est égale a celle entre 7; et 7.

2.5 Pression de van der Waals a T=0.9
— g7
- p' =0.646998352154
2.0 - ¢ =0.71B5971889535723
— ¢! =1.52B5049642670856
- 7y =0.603401903128
1.5 7 =2 34884237499
1.0t
_.--""—.—_—-_-————__

__‘_———-_____
0.5t | ]
0.8 :

.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

—

FIGURE 3.2 — Représentation de la loi de van Der Waals dans le plan (7, p).

Cette construction est équivalente a imposer I’égalité des pressions et potentiels chimiques des deux
phases. Elle sera détaillée dans le chapitre suivant, en se basant sur la these de F. Caro [Car04]. Le segment
[(7,p%), (15, p*)] est une représentation dans le plan (7, p) de la coexistence des deux phases.

Dans la Figure 3.2, on représente la courbe isotherme de 1’équation de van der Waals réduite a la tem-
pérature 7' = 0.9. On observe sur cette figure, I’égalité de la pression au points 7;" et 7 ainsi que la loi
des aires égales. Dans la figure 3.3, on trace le potentiel chimique et I’énergie libre de van der Waals a la
méme température 7' = 0.9. On remarque toujours 1’égalité du potentiel chimique aux points 77 et 75 et la
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potentiel chimique de van der Waals a T=0.9

~:5
-1.0}
—1.5
-2.0
—2.5|
-3.0
1)

— pin

- 4" =-3.83962006334

0.7185971889535723

1.5285049642670856 | |
- 7y =0.603401903128

T, =2.34884237499

—4.0

/—‘\____,

43

1.0 1.5

T

2.0

25

Energie libre de van der wWaals a T=0.9

3.0

-5.0

—8.72

Liks
~ =0.7185971889535723
1.5285049642670856
7" —0.603401903128
234884237499

1.0 1B

T

2.0

FIGURE 3.3 — Représentation du potentiel chimique dans le plan (7, ;) en haut et ’énergie libre dans le
plan (7, f) en bas de la loi d’état de van Der Waals pour une température égale a 0.9. La courbe en rouge de
I’énergie libre représente I’ensemble des états métastables, la droite en vert désigne la droite bitangente dont
les points de contact avec la courbe sont les points 7; et 75. On observe la perte de convexité de I’énergie

libre entre les points 7_ et 7.

concavité de 1’énergie libre de Helmoltz de van der Waals entre les points 7_ et 7. Les valeurs des points
71, 75, T et 71 sont listées a 1" = 0,9 dans le tableau suivant.

valeursde 71, 5, 7_et 7 a’lT = 0.9.
T_ = 0.718597188971889535723
Ty = 1.5285049642670856
T = 0.603401903128
Ty = 2.34884237499

Néanmoins, cette solution fait disparaitre une partie importante de la courbe qui est située d’une part
entre 7; et 7_ et d’autre part entre 7, et 7,. Ces parties décrivent des états purs, admissibles, appelés états
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métastables. Ces états sont évoqués par Landau et Lifschitz [LL69] :
"we must distinguish between metastable and stable equilibrium states. A body in a metastable state may
not return to it after a sufficient deviation." Ce sont ces états que nous souhaitons atteindre.

3.3.3 Prise en compte de la température 7’

L’énergie extensive de van der Waals en tant que fonction positivement homogene degré 1 des variables
extensives S, M et V peut s’écrire sous la forme suivante [Cal85]

—+1
+MC (v —bM) Co exp<

—aM?

E(M,V,S) = (3.49)

)

avec C'y la chaleur spécifique a volume constant, a et b les constantes positives de van de Waals.
D’apres la description thermodynamique que 1’on a fait pour un seul fluide, on sait que 1’énergie inten-
sive de van der Waals s’obtient par la relation

1 M S

=—F(1,—, =).
e(T7 S) M ( ) V Y V)
Ceci permet I’obtention de la forme suivante
—R
e(r,5) = (1 — b) OV exp(—-) — & (3.50)
’ CV T
D’apres les définitions de la pression, le potentiel chimique et la température on a
R
0 1 A
T(r,s) = a_i(T’ 5= (r=b) Cv exp(civ). (3.51)
5 R
—0e R oot s a (3.52)
p(T,s) = ?(775) = C_V(T —b) Cv eXP(C—V) =]
Finalement, le potentiel chimique de van der Waals s’écrit sous la forme suivante
-R
—2a — s (Rt S
=10 O exp( D) (r =t = 2+ 1)) 3.53
M(T7 S) T + (T ) eXp(CU) Cy (T ) Cv + ( )

Remarque 5. Dans le travail [GM12], on trouve une méthode directe pour construire une thermodynamique
a partir d’une loi d’état en utilisant naturellement le gaz parfait comme limite pour 7 — +-o00.

Pour retrouver 1’énergie associée a van der Waals par exemple, on part de la relation de Gibbs (3.27), en
considérant ensuite cette relation par rapport aux variables (7, 7), on trouve

8Te 87-6 +p

8Ts = T et 87—5 = T . (354)
Ce qui donne apres quelques manipulations
bre = ~T%0r (£.). (3.55)
T
En injectant I’expression de la pression isotherme de van der Waals (3.39) dans (3.55), on trouve
e = —. (3.56)
T

En intégrant I’expression (3.56) entre 7 et +00, on obtient

e—C,T -2 (3.57)
-

ol on a pris I’énergie des gaz parfaits comme C, 7.
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Remarque 6. Dans ce qui suit, on détaille I’obtention de la loi complete de van der Waals a partir de sa loi
incomplete. On peut se référer pour plus de détails [FacO8], [FM18] et [Cal85].

Afin de déterminer une fonction d’état permettant de décrire le phénomene de la transition de phases, il faut
prendre en considération certaines contraintes définies par la thermodynamique. Parmi ces contraintes on
peut citer pour I’instant :

* La température 7' est strictement positive d’apres le Postulat 2.

* La chaleur spécifique a volume constant C,, est une constante strictement positive dépendant de
chaque fluide.

» Laloid’étate : (7, s) — e(T, s) est une fonction non nécessairement convexe.

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a déterminer une équation pour 1’entropie associée a la loi d’état de
van der Waals. En général, I’équation d’état incomplete peut étre décrite comme une fonction du volume
spécifique 7 et de la température 7" :

T
p(rT) = 2L (), (3.58)
T—0b
soit R
p — P
7= ) (3.59)
avece .

e R estla constante des gaz universelle, valant 8.3144 j/m k,
e b est une constante spécifique,
e v est une fonction de volume,

Dans le cas particulier pour la loi de van der Waals on a :
o(r) = 2 (3.60)

ou a est une constante dépendant de la nature de gaz.

On veut déterminer une expression de I’entropie interne s(7,e) pour un fluide de van der Waals ayant
I’équation d’état incomplete (3.58)-(3.60).

[’équation d’état de I’équation recherchée devrait étre sous la forme :

1
T = f(Ta 6)7 (361)

ou e est I’énergie interne du fluide.

Vu les propriétés de 1’entropie décrites dans la partie (4.1), et en utilisant les équations (3.58)-(3.61)-(3.60),
la différentielle de I’entropie s est alors donnée par :

_p, 1
ds = Td7'+ Tde.

D’autre part, s est une forme différentielle exacte ceci se traduit par :

or e = Oe i
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ainsi en utilisant I’expression (3.59)

o) o)
L), = ~o(r)—L-|-.

Posons y = y(7,e(7))ona: e (1) = %p%k = —v(7).

Un choix possible est alors :

1 a
— P2
Z=u( ),

ol ¥ est une fonction inconnue. La fonction U est ensuite choisie comme V(z) = A/z pour étre compatible
avec les gaz parfaits, ce qui donne

1A
r Z + e
-
ainsi par intégration on trouve :
s(re) = Aln(~ + €) + w(r). (3.62)
T

Cherchons I’expression de w(7). D’apres 1’expression (3.62), on a :

0s B —aA

ale = +w'(7)
or 7.2(9 +e)
-
d’autre part,
0s —aA R P
a_le = a + = 7
or 2= 4e) T b T
T

ainsi w(7) = i dT = RIn(t — b) + sg ou sqg est une constante.
b
T JE—

Par suite, u
s(t,e) = Aln(= + ¢e) + Rin(T — b) + sp. (3.63)
T

Si on s’intéresse a déterminer 1’expression de I’entropie en isotherme c’est-a-dire s(7,T'), il suffit juste de
. a .
remplacer I’expression — + e par AT pour obtenir finalement :
T

s(t,T) = Aln(AT) + Rln(t — b) + so.
Finalement, on peut définir la chaleur spécifique a volume constant par : C, := ST = A.

Le point critique et la détection des états métastables
L’énergie de van der Waals (3.50) est strictement convexe dans la direction portée par s au sens ol

J%e

@(T, s) >0 VY(r,s) dans le domaine de e (3.64)

mais change de concavité dans la direction portée par 7. Cette propriété va s’avérer essentielle dans le
chapitre suivant.

La zone de non convexité de 1’énergie de van der Waals contient la zone spinodale décrite dans le plan
(7,p). Il s’avere que la loi des aires égales correspond a la construction de I’enveloppe convexe de I’énergie.
Pour plus de détails on se réfere a [Car04], [FacO8], [Mat10] et au chapitre suivant. Convexifier 1’énergie
est équivalent a résoudre un probléme de minimisation sous contraintes qu’on détaillera dans les chapitres
qui suivent. Ceci permet aussi de déterminer les points (77, e?) et (75, e}) vérifiant 1’égalité de pression,
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FIGURE 3.4 — Représentation des états (77, 75 ) pour des valeurs différentes de températures sous critiques
dans I’intervalle [0.69, 0.93]. A gauche on a la représentation dans le plan volume-pression, ot ’on désigne
par le graphe en rouge, les états (77, p(77)), et par celui en bleu les états (75, p(75)) avec p la pression donnée
par (3.46) pour les valeurs de température 7' dans I’intervalle [0.69, 0.93]. A droite, on a la représentation
dans le plan volume-énergie, de méme on désigne par le graphe des points en rouge les états (77, ¢}) =
(15, Cy x T —a/1]), et en bleu celui des états (75, e5) = (75, C, X T'—a/75) pour les valeurs de température
T dans I’intervalle [0.69, 0.93].

température et potentiel chimique et caractérisant I’enveloppe convexe de 1’énergie a 1’équilibre thermo-
dynamique. La figure 3.4 représente les points (77, e}) et (75, e}) obtenus pour différentes températures
sous-critiques dans le plan volume-pression et volume-énergie. Cependant, la construction de I’enveloppe
convexe fait disparaitre les états métastables, d’ ol la nécessité de faire la représentation complete.

Avant de commencer I’étude pour détecter les états métastables, il est important de noter que la loi
d’énergie de van der Waals (3.50) est strictement croissante par rapport a s. En fait, ceci est vrai grice a
la positivité de la température sur le domaine de e imposée par le Postule 2. Cette propriété nous permet
le passage de I’énergie a I’entropie par un changement de variables bien adéquat comme on a montré
précédemment.

Dans la suite, on va faire I’étude des propriétés de I’entropie de van der Waals vu que dans le chapitre 6
les résultats sont obtenus sur I’entropie de van der Waals.

L’entropie intensive de van der Waals prend la forme suivante :

s(t,e) = C, ln(g +e) + Rln(r — b) + s0. (3.65)

Maintenant, on s’intéresse a I’étude de la fonction s. D’abord, on note que s est bien définie sur I’ensemble
a

D, :={(r,e) €R* e > ——etT > b}. (3.66)
T

Sur ce domaine non convexe, I’entropie s est une fonction de classe C?. On s’intéresse de plus a étudier la
concavité de s qui va €tre utilisée dans la suite.
Dans un premier temps, on peut exprimer les dérivées premieres de s par rapport a 7 et e comme suit :

( —aC,
0s -2 R
E|6_ g_|_6 _‘_7'—67
- (3.67)
0s _c,
867_ g—'—ea
\ T
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Remarque 7. A partir de I’expression des dérivées partielles premiéres de s (3.67), on peut remarquer que
la fonction d’entropie de van der Waals n’admet pas de point critique. En effet, la dérivée partielle de s par
rapport a e est toujours strictement positive pour tout (7, ¢) dans le domaine Ds.

Ensuite, dans le but de caractériser la concavité de la fonction s, on a besoin de déterminer les éléments
de la matrice Hessienne de s pour une donnée (7, ¢). Ainsi, quelques manipulations permettent d’obtenir :

aCl, a
Ps 3 (Z+2) R
012 (2 +e)? (1 —b)?
De2'” <9+6)2’ (3.68)
T a
s s Cv(ﬁ)
\ Orde  0edt (g te)?

On remarque que la matrice Hessienne de s est symétrique ce qui est évident par le lemme de Schwarz
2

comme la loi d’état s est une fonction de classe C2. De plus, a—j]T < 0 donc s est une fonction concave
e
sur I’ensemble C
0%s. 0?s 9%s |2
Cs:={(r,e) € Dg; —|,=—|c > . 3.69
{(re) € D 53l 55l > (55)) (3.69)
La pression p et la température 7' de van der Waals s’écrivent alors :
a a
= -) - 3.70
p(T? 6) CU (7_ _ b) (e 7_) 7_2 ( )
a
(e + ;)
T = ) 3.71
(re)=—¢ (3.71)

L’expression du potentiel chimique de van der Waals s’obtient comme suit :

a
R (€+ —)
,u(T, 6) = WT_I))(Q + g) - g - CUT 8(7', 6) + e, (372)

Afin de déterminer I’ensemble des états métastables, on a besoin d’abord d’évaluer la température cri-
tique 7.. En effet, on rappelle que pour toute température inférieure a la température critique les états
métastables existent. Donc, pour déterminer 1I’ensemble des €tats métastables on est obligé de connaitre la
valeur de la température critique. Le moyen pour chercher cette valeur, se fait d’abord par déterminer 1’en-
semble des points (7, ¢) pour lesquels on a un changement de concavité de I’entropie s de van der Waals.
La proposition suivante définit alors tous les points de dégénérescence de la matrice Hessienne de s ce qui
permet de connaitre la concavité de 1’entropie s pour chaque domaine du plan (7, e).

Proposition 5. La matrice Hessienne de s n’est pas inversible sur ’ensemble :
O ={(r,e) € Ds; e = g(7)},
ou

V2
_ 220G 2B 0y (0, 4o0). (3.73)
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Démonstration. Pour chaque (7,¢) € D, la matrice Hessienne de 1’entropie de van der Waals s s’exprime

comme ,
a a T*R a
—(=+2) Oy —
A= 1 7'3(7'+ °) (=02 72
C,T? a 1
2
Le déterminant de la matrice A s’annule si et seulement si
a a T’R a?
— —(=4+2 Cob————=——=0
7_3(7_ + 2e) + (r—b)? 74
d’une maniere équivalente
2a a T°R
- — — C,b——=0
T3 (e T) + (1 —b)?

ce qui permet d’obtenir

2 T
CUT(——“+ B ):o.

3 (1 —0b)?
D’une part, par la positivité de la température 7" sur le domaine de s, on a

2a TR
detA:0<=>—ﬁ+m:
2a  Re+?) 0

73 Cy(r — b)?
1
< C,m3(T — b)

0

D’autre part, sur le domaine de s, on a
C,m (1 —b)* >0,

donc det A = 0 est équivalente a avoir

soit finalement

; (—2aCu(r = b + Rr¥(e + g)) —0.

]

Remarque 8. SiI’on considere la température 7" comme un parametre fixé, on obtient alors que det A = 0
est équivalent a p'(7) = 0 avec p est la pression isotherme de van der Waals (3.39) paramétrée par la
température 7'. Ceci permet de caractériser les extrema locaux de la pression isotherme de van der Waals

(3.39). Autrement dit, on obtient les points 7_ et 7, pour chaque température 7.

Dans les deux propositions suivantes, on étudie I’ensemble de points critiques de la fonction g ainsi
que quelques propriétés de la fonction g. Ceci permet d’avoir une idée générale sur I’allure de la courbe
d’équation e = g(7) dans le plan (7, ¢), sans connaitre nécessairement les valeurs des constantes C,,, a, b et

R qui peuvent varier d’un gaz a un autre
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Proposition 6. La fonction g admet deux points critiques T, et o donnés par 1; = % 1 =1,2, on

X, est défini comme :

. R [2C, 5C. 1 R [2C, 5C.
X, =L X, =& .
1=3 GC’U\/R \/3+ R ¢ =340V R \/3+ R

Démonstration. Comme on I’a déja défini, la fonction g est donnée par :

(3.74)

a 2aC, 3
gr) = =2+ 22 (r - b)
donc 6C 20
/ _ i o v . 2 v .
§(r) = 50— o (r =+ 2 = b)),

. . . . . P , . / . N
Pour chercher les points critiques de la fonction g, il faut résoudre 1’équation ¢ (7) = 0, ceci nous ramene
a résoudre I’équation de second degré suivante

—60,X%  4C,X
+

1=0 3.75
7 T ; (3.75)

—b
avecX:T )

-
Le discriminant réduit associé au polyndome de degré 2 (3.75) s’exprime par
4C?  6C

A/ — v + v

R? R

qui est toujours positif par la positivité de R et C,,. Donc 1’équation (3.75) admet deux solutions réelles X
et X, données par :

1 R 2, 5C. 1 R [2C, 5C.
1=3 6C’U\/R\/3+ R 2 =31 50 R\/3+ R (3.76)

O

Remarque 9. Dans ce travail, on s’intéresse a trouver les points critiques 7; de la fonction g qui sont dans

le domaine physique ]b, +o00]. Par les calculs, on peut vérifier que 73 = avec X; donnée par la

1-X;
relation (3.74) est toujours inférieure a b. Alors que I’autre point critique de g, 7, est plus grand que b si la

condition suivante sur C', et R est vérifiée

R
o2
=3

NP A : . . 3R T
Cette derniere inégalité semble étre toujours vérifiée car pour les gaz parfaits on a C,, > > avec égalité

pour les gaz monoatomiques.

Si la température est considérée comme juste un parametre dans la forme explicite de la température de
van der Waals (3.71), alors on peut définir les courbes isothermes dans le plan (7, ) par les fonctions isog
définies par :

isog(1) = Cyf — g, (3.77)

ou 3 est un parametre positif qui représente la température. Dans le but de déterminer les points d’intersec-
tion entre les courbes de isoz données dans 1’équation (3.77) pour des différentes valeurs de températures,
on a besoin de connaitre les propriétés suivantes de la fonction g.

Proposition 7. La fonction g donnée par I’expression (3.73) vérifie les propriétés suivantes :
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1. lim g(7) =0.

T—+00
—a
2.1 = —.
At =
2bC, + /20, b?
3. Pourt > 02—5 _z R, et C, > gonag(T) > 0.

Démonstration. Les deux premieres propriétés sont évidentes a partir de I’expression de la fonction g.
Maintenant, on cherche le domaine sur 7 tel que g est une fonction strictement positive.

2aC, (T — b)?
20C,(1 = )" _a

0
9(1) >0 < R73
2C, (1 — b)?
¢ Rz 7!

& 20,(1 —b)* > R
& 20,(1* =270+ b*) —T°R >0
& (20, — R)1* — 4C,bT + 2C,0* > 0.

Considérons alors le polyndme de degré 2 suivant :
h(7) == (2C, — R)7* — 47bC, + 20,b* = 0, (3.78)
Le discriminant du polyndme (3.78) est donné par :
A =4C%** — (20, — R)(2C,b*) = 2C,Rb* > 0,
donc le polyndéme (3.78) admet deux solutions réelles 71, 72, ol pour i = 1,2 7% prennent les valeurs

suivantes :

. W EVA 20, + VICPR
B a  (2C,—R) "’
donc pour 7 < 7' ouT > 7% ona g(7) > 0 avec

L0, VACPR  , _ 2C, + VIOPR
(2C, — R) (2C, — R)

T

(3.79)

Comme nous sommes intéressés a trouver les valeurs de 7 > b, il faut alors déterminer le signe de 7° — b

pour: = 1,2.
2bC, + V2C,0*R
2C, — R)

On a 72 > b si et seulement si > b. Comme C, > R/2 on obtient

7% > b si et seulement si \/2C,b2R > —bR qui est toujours vrai .

R
Pour 7! — b, il prend le signe de b — v/2C,b%R qui est toujours négatif si C,, > 7
R
On en conclut que si C,, > 5 alors I’équation i(7) = 0 admet deux solutions réelles 7! < bet 72 > b. [

On cherche maintenant I’intersection entre les courbes de ¢sog et celle de g.

Proposition 8. L’ensemble de points d’intersection de isos et g sont les solutions du polynéme suivant :

BRT3 — 2a1? 4 4ath — 2ab* = 0. (3.80)
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Démonstration. Nt > 0 g(7) = isog(T) si et seulement si C,f — — =

équivalent a

soit

8=

a

2a(t — b)?
RT3

RT3 = 2a(T — b)%.

2aC, (T — b)?
Rr3

49

a .
— — ce qu1 est
-

]

Dans le tableau ci-dessous on calcule numériquement avec Maple les racines du polyndme (3.80). On
donne quelques valeurs de 3 avec les constantes de van der Waals pour I'eau a = 0.544 Pa.mS5,b =

0.005m?, R = 8.314 j.mol ~'k~1 :

Racines du du polynéme (3.80) T Ty T3
=05 0.004424692311 | 0.005881723645 0.2514207912
B =0.85 0.004285105042 | 0.006263293119 0.1434087825

g=1 0.004237478873 | 0.006422963418 0.1202031613

=3 0.003854302647 | 0.009280939883 0.03048595866
B =35 0.003792263214 | 0.01082295012 0.02277438768
=38 0.003758390144 | 0.01284297194 0.001783642832
B =3.85 0.003752957228 | 0.01365153032 0.01658605883
g =3.89 0.003748652101 | 0.01494-0.00098 i | 0.01494+0.00098 i

=4 0.003736996422 | 0.01448-0.00298 1 | 0.01448+0.00298i1
g =10 0.003324421705 | 0.00488-0.00863 1 | 0.00488+0.00863 i

Dans ce tableau, on observe que pour toute valeur de température [ inférieure a la valeur 3.85, on a trois
racines réelles du polynome (3.80) dont 1’une est inférieure a b. Pour les valeurs de § = 3.89, 4, 10, on a
une seule racine réelle du polyndme (3.80) inférieure a b. Ainsi, la valeur de la température critique 7, est
alors dans I'intervalle ]3.85, 3.89[. On rappelle que pour toute température 5 < T, les deux racines réelles
T9 et 73 sont les points 7_ et 7, correspondant aux extrema locaux de la pression isotherme de van der Waals
a la température 3.

On peut résumer les résultats obtenus dans I’étude précédente comme suit :

e La valeur de la température critique 7, correspond a la valeur 3 telle que 1’intersection entre la courbe
de isogs et la courbe de ¢ dans le plan (7, €) est réduit au singleton (7., e.).

e Pour des valeurs de température 3 < T, I'intersection entre chaque courbe de isos et celle de g
déterminent les deux points (7_, e_), (74, €. ) correspondants a la température [3.

e Pour toute température 5 > T, aucune intersection se produit entre les courbes de ¢sog et celle de g.

Dans la figure 3.5, on représente 1’allure de la courbe de {e = ¢(7)} ainsi que ’allure de 3 courbes
150 correspondantes a une valeur critique, sous critique et sur critique. Le graphe des points étoilés dans la
figure 3.5 représente 1’ensemble des points (7, e}) et (75, €3) dans le plan (7, e).

On remarque suivant la figure 3.5 que pour une température 3 inférieure a la température critique la
courbe de isos coupe celle de {e¢ = g(7)} en deux points distincts (7_,e_) et (71, e, ). A la température
critique, on a une seule intersection et pour une température supérieure a la température critique aucune
intersection se produit. La zone spinodale est la zone définie par

{(r,e) € Dy, e < g(1)}.
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FIGURE 3.5 — Représentation des zones stable, métastable et spinodale dans le plan (7,¢) avec a =

0.544,b = 0.005, R = 8.314 et C', = 3.1. La courbe pointillée en violet est I’hyperbole d’équation e = —
-

intervenant dans le domaine de définition de 1’entropie s de van der Waals. Les courbes en noir représentent
trois isothermes critique, sous-critique, sur-critique, dans le plan (7, e). La courbe en bleu est la courbe
de ’équation e = ¢(7). On représente sur cette courbe I’intersection entre I’isotherme sous-critique et la
courbe d’équation e = ¢(7), ceci détermine les points (7_, e_) (a gauche) et (7, e ) (a droite) pour cette
température sous critique. Cependant, a la température critique 7, on a un seul point d’intersection entre
I’isotherme associée et la courbe bleue. Les points en vert foncé a droite représentent les points (75, e3)
alors que ceux a gauche en rouge représentent les points (77, e}). On rappelle que ces points sont définis
d’une maniere a avoir I’égalité de pression, température et potentiel chimique. La petite figure, située au
milieu du dessin, représente un zoom pour mieux visualiser les états (7, e}) en rouge.Dans ce plan, la zone
spinodale est située alors entre la courbe pointillée et celle en bleu. La zone métastable est délimitée par la
courbe d’équation e = g(7) et le graphe des états (75, e3) en vert foncé et (77, €]) en rouge.

Finalement, on identifie I’ensemble des états métastables comme étant les points (7, ¢) situés entre la
courbe {e = g(7)} et la courbe ¢g* représentant le graphe des points (77, €7) et (75, €3) dans plan (7, ), voir
figure 3.5.

Remarque 10. On peut établir une loi réduite non isotherme de 1’entropie de van der Waals ou la tempé-
rature est considérée comme fonction de variables d’états e et 7. Pour cela, on reprend la méme démarche
suivie dans le cas isotherme. On se place cette fois dans le plan (7, ). Ainsi, comme on a déja vu dans la
partie précédente le point critique (7, e.) est un point de la courbe e = g(7) dans le plan (7, ) comme on
I’a identifié a I’unique point d’intersection entre la courbe isotherme critique d’équation e = isor, (7) et la
courbe d’équation e = ¢(7). En ce point, on a alors le systéme suivant :

T(r.,e.) = To, (3.81a)

p(Tca ec) = De; (381b)
$(Tey €6) = Se, (3.81¢)
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e = g(7e), (3.81d)

avec Ty, p. et s. les valeurs critiques respectives de la température 7', la pression p et ’entropie s de la loi
d’état de van der Waals données respectivement par les expressions (3.71)-(3.70)-(3.65). Donc, le systeme
(3.81) est équivalent au systeme suivant :

e =C,T, — 2 (3.82a)
TC
T, a
. _ e 3.82b
P T.—b T2 ( )
se = C, In(C,T,) + RIn(1. — b), (3.82¢)
2aC, (1. — b)? a
= AT 7)) & 3.82d
R73 Te ( )

L’équation (3.82c) est obtenue en injectant la valeur de e. donnée par I’expression (3.82a) dans I’expression
(3.81c) et en supposant que sy = 0.
En combinant d’abord les équations (3.82a) et (3.82d) on obtient

~ 2a(r. —b)?

T.= =g (3.83)

o . . . . T 7 p s

Ainsi, en considérant les quantités normalisées c’est-a-dire en remplacant 7', 7, p, s et e par —, —, —, —
Te Pe S

Cc Cc C Cc

e ) ) ) ) .
et —, on obtient la représentation suivante de C',, b et R en fonction de a :

60
Cy,=1+a, (3.84a)
a
b= 3.84b
a+1 ( )
R = 2a(1 —b)? (3.84c)
avec a solution de 9 1
a
1 1 In(1 =1. 3.85
e n(1+a)—|—( +a)In(1+ a) (3.85)

Ce qui aboutit a I’entropie réduite de van der Waals. Dans ce manuscrit, on travaille avec la loi réduite de
van der Waals seulement dans le cas isotherme vu la non linéarité en a de I’équation (3.85) dans le cas non
isotherme.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté le cadre thermodynamique permettant d’avoir toutes les propriétés pour
décrire un fluide simple. On a imposé le fait que 1’énergie extensive n’est pas nécessairement convexe par
rapport a ’entropie. On a vu aussi comment on peut passer du travail dans le cadre £ — E(M,V,S) a
S — S(M,V,E). Le passage a 'intensif étant indispensable dans la suite, c’est pour cette raison qu’on a
établi toutes les relations thermodynamiques fondamentales pour un fluide simple en intensif. On a donné
un exemple d’une loi d’état cubique qui est la loi d’état de van der Waals. On a fait I’étude de cette loi dans
le cas isotherme ou on a représenté les difficultés liées a la non convexité de I’énergie. Cette zone de non
convexité, dans le plan (7, p), contient la zone spinodale qui décrit des états physiquement non admissibles,
I’ensemble des points métastables et les points de Maxwell. Ensuite, on a abordé 1’étude de I’entropie de
van der Waals avec température qui nous a permis de représenter la zone spinodale, la température critique
et ’ensemble des états métastables dans le plan (7, €). Dans le chapitre suivant, on va utiliser cette loi d’état
pour étudier la transition de phase liquide-vapeur et décrire 1’équilibre thermodynamique du mélange.






Equilibre thermodynamique d’un systéme
composé de [ sous-systemes

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la description de I’équilibre thermodynamique d’un systeéme liquide-
vapeur. Pour se faire, on consideére un systeme composé de I sous-systemes avec une seule loi d’état ex-
tensive et non nécessairement convexe [JM16]. D’apres les notions fondamentales de la thermodynamique,
hors I’équilibre thermodynamique, 1’énergie extensive du mélange est la somme des énergies extensives de
chaque sous systeme [Cal85]. Par contre, par le second principe de la thermodynamique, 1’énergie du mé-
lange atteint son minimum a 1’équilibre thermodynamique, ce qui nous mene a la création d’un probleme
de minimisation sous contraintes extensives. Dans un premier temps, on traduit en variables intensives le
probleme de minimisation sous contraintes extensives.

Ensuite, on rappelle quelques résultats d’analyse convexe qui interviennent dans la représentation du
probléme de minimisation sous les contraintes intensives. Ceux-ci nous permettent de connaitre le nombre
de phases présentes a I’équilibre thermodynamique. On montre aussi que pour la loi d’état de van der
Waals, le probleme de minimisation n’est valide que pour I plus petit ou égale a 2. Ces résultats sont
des conséquences du théoreme de Carathéodory [Roc97] qui représente dans ce travail une formulation
mathématique de la régle de phase de Gibbs [Gib78]. A la fin de ce chapitre, on construit le probléme de
minimisation isotherme qui sera utilisé dans le chapitre qui suit.

4.2 Equilibre thermodynamique d’un systéme composé de I sous sys-
temes

Dans le but de décrire la thermodynamique de la transition entre les deux phases, on adopte I’approche
suivante utilisée dans [JM16] : on suppose que le systetme décrivant le fluide d’un corps pur est divisé en
I sous-systemes, tels que chaque sous-systeme est caractérisé par sa masse M; > 0, son volume V; > 0
et son entropie .S;. On suppose de plus que chacun de ces sous-systemes est considéré a I’équilibre, de
facon a pouvoir définir leurs potentiels thermodynamiques dans la suite. Dans notre étude, on préserve
les principes de conservation de masse, du volume, et de I’entropie du systeme, ce qui correspond aux

53
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contraintes suivantes :

I
Z M; = M, conservation de la masse totale , “4.1)
i=1
I
V; =V, non miscibilité des sous systemes , 4.2)
=1
I
Z S; =S, conservation de I’entropie totale . 4.3)
=1

Hors 1’équilibre thermodynamique, I’énergie libre du systéme est la somme des énergies partielles :

I
i=1

Par le second principe de la thermodynamique, on sait qu’a 1I’équilibre thermodynamique, I’énergie corres-

pond a I’énergie minimale du probléme d’optimisation suivant [Cal85] :

1

¢(M,V,S) = I>17N}gf07%>0{2 E(M;, Vi, S)}: (4.4)

sous les contraintes (4.1) a (4.3).

Remarque 11. L’existence du minimum est assuré par le fait que I’ensemble des contraintes est un compact
dans R"™. L'unicité va étre étudiée dans les chapitres suivants. Puisque 1’énergie n’est pas une fonction
strictement convexe, cela complique la preuve.

Proposition 9. Le probleme d’optimisation en extensif (4.4) est équivalent au probleme de minimisation
en intensif qui s’écrit de la maniere suivante :

I
e(rs) = inf > pe(n, )}, (4.5)
=1

7:>b,p;2>0,5,ER "4

sous les contraintes intensives suivantes qui décrivent respectivement la conservation de la masse totale du
fluide, celle de I’entropie et la non-miscibilité :

I
d =1, (4.6)
=1
1
> pim=1, (4.7)
=1
I
> pisi=s, (4.8)
=1
1 on dési A—Mie[ou R ti t la fracti ique, |
ou t on designe par ©; = Wi A, T = MZ er s, = MZ respecliivement La jraction massique, Le

volume spécifique et I’entropie spécifique de la phase 1.
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Démonstration. Comme E est une fonction PH1, le probleme (4.4) sous les contraintes (4.1)-(4.2)-(4.3)
8’écrit comme suit

I I 1
¢(M,V,S)=  inf >OZME % i)/ZMi:M,ZVi:V,ZSi:S}. (4.9)
M 4= i=1 =

I1>1,M;>0,V; >

En divisant par M > 0 le probleme (4.9) et puisque E est extensive, on obtient

I I I I
1 . Moo Vi S M; Vi V&S S
AL RO B vEaUS vAb vAID BE vEREID By Al viD B Al vl
qui est équivalent a

vV S = M V. V&S S
€(1, "M M):I>1M>OV>O{Z_E ’M’_)/ZM_LZM_M’ZM_M'} “.10)
M,

En définissant pour ¢ = 1, .., I, les fractions de masse ¢; =

et les entropies spécifiques Si avec et S on obtient
i ues s; — — avec 7T = — et s = —,
p p d LM, M M

€ [0, 1], les volumes spécifiques 7; = —

1

e S I I
6(7'75) = 93(17 Ma M = TZ>%E£>O{Z pi€ Tz, 1 Z%‘ = 1721%7'@' = T;ZI%S@' = 3}- (4.12)

]

On rappelle que I’énergie d’étude dans ce chapitre e est une fonction non convexe. Afin de caractériser
le probleme de minimisation, on rappelle quelques résultats d’analyse convexe qui seront utiles pour faire le
lien entre I’enveloppe convexe de e et 1I’étude des équilibres du probleme (4.5). Ces résultats vont permettent
de connaitre le nombre possible de phases coexistant a 1’équilibre thermodynamique.

4.2.1 Théoreme de Carathéodory et ses applications

Dans la partie précédente, on a établi un probléme de minimisation sous contraintes permettant la descrip-
tion de I’équilibre thermodynamique du systeme composé de / sous-systemes. On rappelle que 1’énergie
mise en étude n’est pas une fonction convexe de ses arguments. Or, a I’équilibre thermodynamique I’énergie
est une fonction convexe de ses arguments. D’olu provient la nécessité d’introduire la notion d’enveloppe
convexe afin de faire le lien avec 1’étude du probleme d’optimisation sous contraintes mis en étude. Le lec-
teur peut consulter les ouvrages [HU12, HUL12] afin d’avoir une vision plus complete sur les enveloppes
convexes.

Maintenant, on passe a I’énoncé du théoreme de Carathéodory dont on va se servir dans la présence étude.

Théoreme 10. Théoréme de Carathéodory : Soit S C R"™ un ensemble. Alors tout point x appartenant a
I’enveloppe convexe de S, notée conv(S), peut étre représenté comme une combinaison convexe de (n + 1)
points de S.

Par exemple, dans le plan (n = 2) : pour représenter un point comme une combinaison convexe on a
besoin juste de 3 points.

k

Démonstration. Soit x = ) «;x;, une combinaison convexe d’éléments de S avec k& > n + 1. Montrons
i=1

qu’on peut construire une combinaison convexe avec moins de termes. On peut supposer que les «; sont
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tous positifs comme le fait qu’il y a des termes x; associés au coefficient 0 ne change pasz. Onak > n+1

ainsi les points (1, ;)" sont linéairement dépendants, donc on peut trouver 3y, ..., 8 # 0 tels que :
k k

> Bix; = 0et Y f; = 0. D’autre part, comme les /3; ne sont pas tous nuls alors il existe au moins
i=1 i=1
Bi > 0. On définit ensuite, o, = o; — t*B;  Vj € [1, k] avec

t" =max{t > 0;a; —tp; >0, Vjel[lk]}= E}m%{ 13,
j >
Notons que I’ensemble max{t > 0;a; — t5; > 0, Vi € [1, k;]} est non vide. Les o, > 0 Vi , en effet si
Bi <0 alors o estla somme de termes positifs. Sinon alors o sera positive par construction de t*. D’autre

part, on a Z o = Z a; — t* Z B; = 1, de plus Z ax; = x —t* Z Bix; = x. Par construction de t*,
i=1 =1 i=1 =1
on a o, = 0 pour une certaine valeur de 7. Alors on arrlve a écrire x comme une combinaison convexe de

(k — 1) éléments parmi les x;. Si k — 1 = n + 1 la preuve est achevée. Sinon, on peut appliquer la méme
k-1
construction ci-dessus pour la combinaison convexe = = Y | oz;. []
i=1
On souhaite appliquer le théoreme de Carathéodory au cas ou I’ensemble S est défini par I’épigraphe
d’une fonction f donnée.

Definition 11. Epigraphe d’une fonction : Soit f : S € R" — R U {£00}. On appelle épigraphe de f
noté epi f I’ensemble de R™ ™! défini par :

{(z,p) tel que z € S, € R, f(z) < p}.

Si S est un espace vectoriel réel, on dit que f : S — RU{400} est convexe si son épigraphe est un convexe
de I’espace vectoriel produit S' x R.

Une interprétation du théoreme 10 de Carathéodory dans le cas des fonctions est donnée par le corollaire
suivant.

Corollaire 12. Soit f : R" — R U {+oc} une fonction arbitraire. Alors, I’enveloppe convexe de f, noté
conv f, est donné par

n+1 n+1
(conv f)(x) = inf {Z i f(z;) avec Z iy = x} :
i=1

ou I'inf est considéré en tenant compte de toutes les expressions de x en tant que combinaison convexe de
(n + 1) points.

Démonstration. Soit F' I’enveloppe convexe de I’épigraphe de f. F' = epi(conv f).

D’une part, comme f est a valeurs dans R" alors F est un ensemble convexe de R™*!. Ainsi les éléments
de F peuvent étre écrits sous la forme suivante s (x,v), z € R", v € R. D’autre part, d’aprés le théoréeme
de Carathéodory on a

n+2 n+2
F= {(m,a)zz Ai(xi,vi); A >0, Z&':l, (@i, %) EF}-
i=1 i=1

Ceci signifie, (z,y) appartient a un simplexe S de dimension n + 1. Il existe alors un « < 7 minimal tel
que (z,a) € S. Le point (z, ) appartient alors a une face du simplexe .S. Le point (x, o) n’est autre qu’une
combinaison convexe d’au plus n + 1 points de epi f. Or, (z, o) appartient aussi a F, puisque (z, ) € S C
F. Ceci permet de se limiter dans I’inf aux points (z, &) qui sont des combinaisons convexes d’au plus n+ 1
points, ce qui termine la preuve. (voir les détails dans [Roc97]). [l
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Comme conséquence on peut déduire le résultat suivant :

Minimiser I’énergie e sous les contraintes (4.6)-(4.7)-(4.8) est équivalent a chercher [’enveloppe convexe
de I’épigraphe de e en tout point (T, s).

Pour I’instant le terme [ figurant dans le probleme de minimisation sous contraintes (4.5) est une incon-
nue considérée aussi comme parametre d’optimisation. Il indique aussi le nombre de phases qui peuvent
étre présentes a 1’équilibre thermodynamique.

Proposition 13. Considérons le probleme de minimisation (4.5) sous les contraintes de conservation de
masse, d’énergie et la non-miscibilité (4.6)-(4.7)-(4.8). Alors on a

1<3. (4.13)

Démonstration. Le probleme d’optimisation (4.5) sous les contraintes (4.6)-(4.7)-(4.8) n’est autre qu’un cas
particulier du corollaire du Carathéodory avec f = e une fonction définie sur R?. Ainsi, pour représenter
I’enveloppe convexe de e en un point (7, s) dans R? on a besoin d’au plus de 3 points dans R ]

On travaille maintenant avec / = 3

3 3 3 3
e(7,8) = inf{z pie(T;, 5;) tel que Z%’Ti =T, Z PiSi = S, Z%’ =1}
i=1 i=1 i=1 i=1

Les contraintes intensives sur la conservation de masse, d’énergie et la non miscibilité (4.6)-(4.7)-(4.8)
permettent de définir les fractions massiques ¢1, s et @3,

ngRi—)[O,l] ¢2R3—>[0,1] @3R§%[0,1]
par:

(T —7m)(s3 —s1) — (s = s1)(13 — 1)

s3—51)(o—71) — (13— 71) (89 — 81)’

(o —11)(s — 81) — (82 — s1)(T — 71) (4.14)
s3—51)(10—71) — (13— 71) (89 — 81)’

901(7_7 S$,7T1,51, 72,52, T3, 33) - 1 - (902 + 903)(7_7877—%7—17 S1, T2, 8277_3733)7

@2<7—7 S, T1, 51,72, 52, T3, S3> = (

@3(7'7 S,T1, 51, T2, 52,73, 53) = (

sous 1’hypothese :
(Sg—Sl)(TQ—Tl)— (T3—7'1>(82—81) #O (415)

Travailler avec deux phases seulement revient a exiger I’absence de la troisieme phase, c’est-a-dire poser
Y3 = 0.

Proposition 14. La phase 3 est absente si et seulement si les fractions massiques de la la phase 1 = 1,2
respectivement sont exprimées comme Suit :

T — T2 S — 89
P L n si—sy

1 — 72 1 = 92

T—T1 S — 81 (416)
SO2: =

To —T1 82—31'

Démonstration. Ceci s’obtient en posant g3 = 0 dans les relattions (4.14). U
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4.2.2 Lien entre le théoréeme de Carathéodory et la regle des phases

Le corollaire 12 du théoreme de Carathéodory, appliqué au probleme de minimisation (4.5) sous les contraintes
intensives (4.6)-(4.7)-(4.8), avec une équation d’état a deux variables intensives, implique qu’au plus trois
phases peuvent étre présentes a 1’équilibre thermodynamique.

Comme nous allons voir maintenant, ceci est en accord avec la reégle des phases de Gibbs, élaborée

par J.Willard Gibbs en 1875 dans son travail [Gib78]. Il s’agit d’un outil utilisé afin de déterminer le de-
gré de liberté pour un systeme thermodynamique ainsi que le nombre de phases maximal qu’on peut avoir
a I’équilibre. On verra dans les parties suivantes de ce chapitre comment on peut démontrer mathémati-
quement cette regle "physique". Pour pouvoir appliquer la reégle de phase de Gibbs, il faut que le systeme
thermodynamique qu’on étudie soit a I’équilibre thermique et mécanique.
On verra que pour un systtme formé d’une seule composante, le nombre de phases stables présentes a
I’équilibre est suffisant pour déterminer I’état exact du systeme, ce qui n’est pas nécessairement vrai dans
le cas d’un systeme multi-composantes. Avant de considérer les deux formes sous lesquelles la regle de
phases sera exprimée, on va d’abord illustrer la différence entre une espece et une composante en prenant
I’exemple de I’eau. Si on traite I’eau comme une seule molécule H>O avec absence de réactions chimiques
alors on a une seule composante qui correspond a la méme espece : la molécule d’eau. Par contre, si on
prend compte des réactions chimiques qui peuvent avoir lieu, par exemple les transfert de protons alors on
a la présence de trois especes H3O", OH ™ et H,O.

Approche par especes [KR08] Dans cette partie, on exprime la régle de phases en considérant les
especes présents dans le systeme thermodynamique. En thermodynamique, la reégle de phase de Gibbs se
traduit par la relation suivante :

F=s—r—P+2

avec

F" est la variance ou degré de liberté qui est égale au nombre de facteurs d’équilibres que 1’on peut
faire varier arbitrairement sans changer le nombre ou la nature de phases.

s désigne le nombre des especes en présence.

e 7 représente le nombre d’équations chimiques indépendantes.

k est le nombre de relations imposées par I’expérimentateur.

P est le nombre de phases présentes dans le systeme.

Approche par composantes Dans [Mor(8, KROS], on trouve une autre approche de la reégle de phases
basée sur le nombre de composantes présentes dans le systeme. On va détailler cette approche pour donner
a la fin expression de la reégle de phases pour un systeéme constitué d’une seule composante. On considere
un systeme admettant C' composantes et P phases a 1’équilibre thermodynamique. On définit la variance
ou le degré de liberté donnée par la regle de phases comme étant le nombre de variables intensives qui
peut étre modifié arbitrairement sans causer I’apparence ou disparition d’une phase. Si on veut exprimer
la composition de chaque phase en termes des fractions molaires de chaque composante par exemple, on a
besoin de connaitre (C' — 1) variables intensives. Comme P phases sont présentes, on a besoin de connaitre
P(C — 1) variables intensives pour décrire la composition du systeéme. D’autre part, si 1’on considere un
systéme a une seule composante et admettant une seule phase, on sait qu’on a besoin de spécifier deux
variables intensives (par exemple : la pression et la température) afin de connaitre 1’état du systeme. Par
suite, le nombre total des variables dont on a besoin pour déterminer 1’état du systeme est :

P(C+1)
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Afin de déterminer le degré de liberté correspondant a chaque systeme thermodynamique, on a besoin de
connaitre le nombre de contraintes issues de conditions d’équilibre. Cependant, si 1’on considere un systeme
isolé, conservant la masse et le volume, on sait que I’équilibre thermodynamique est décrit par I’équilibre
mécanique, thermique et chimique. Autrement dit, il correspond a 1’égalité des pressions, température et
potentiel chimique de chaque phase. Donc, on obtient, pour les P phases, (P — 1) + (P — 1)+ C(P — 1)
relations indépendantes parmi la pression, la température et le potentiel chimique de chaque phase. On
note que I’égalité des potentiels chimiques est valable aussi pour chaque composante de chaque phase.
Finalement, on a au total :

(C+2)(P-1)

contraintes indépendantes parmi les variables.

La regle de phases nous permet de définir maintenant le degré de liberté F' qui est la différence entre
le nombre de variables dont on a besoin pour décrire un systeme et le nombre des relations indépendantes
parmi les variables :

F=PC+1)—-(P-1)(C+2)=C—-P+2.

Cas d’un systeme a une seule composante Grace a M. J.Willard Gibbs, le degré de liberté F' (ou va-
riance) est simplement décrit par la regle de phase :

F=3-P

Ceci signifie simplement qu’une seule variable (normalement le volume) suffit pour déterminer 1’état exact
d’un systéme grace a une équation d’état bien adéquate.

liquide

solide gaz

\
|
|
|
} \ point critique
|
|
|
|
|
|
|
\
|

T

point triple

FIGURE 4.1 — Diagramme de phase de I’eau dans le plan (p — T')
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Lien avec le diagramme de phases Afin de simplifier I’interprétation des phénomenes complexes de
transition, on adopte une lecture dans le plan température-pression. Cette lecture se fait par un outil gra-
phique dit " diagramme de phase ". Pour plus de détails voir [Cal85].

La figure 4.1 représente les transitions possibles entre les phases liquide, vapeur et solide. A noter que
pour ’eau, il existe 12 phases différentes de son état solide. Dans le graphe 4.1, on représente par solide
tout I’ensemble des phases solides de 1’eau. Chaque point des courbes représente une température et une
pression précises pour lesquelles on peut avoir coexistence de plusieurs phases a I’équilibre. Dans le cas
d’un systéme a une seule composante, le diagramme de phase nous permet de déterminer le degré de liberté
F'. Considérons un point de la courbe verte représentant la coexistence de deux phases liquide-vapeur. Vu
le graphe on peut connaitre I’abscisse associée a ce point, ¢’est-a-dire la température correspondante, ce qui
permet de déterminer exactement 1’état. Dans notre cas on a une seule composante (I’eau), et deux phases.
Ainsi le degré de liberté est F' = 3 — 2 = 1, donc une seule variable est suffisante pour tout connaitre !
Si maintenant on veut caractériser un état solide, vu le diagramme de phases on voit qu’on a besoin de
connaitre la température et la pression afin de le caractériser. Ceci est bien décrit par la régle de phases
puisqu’on a une seule phase et une seule composante. Le degré de liberté est alors ' =3 — 1 = 2.

Le dernier cas correspond au point triple. On a la coexistence de trois phases. Vu que ce point est unique,
d’apres le graphe, on n’a pas besoin de connaitre la pression ou la température car ces informations sont les
coordonnées de ce point unique. Avec la mé€me regle, on peut vérifier F' = 3 — 3 = 0. On peut conclure
qu’une petite modification de la température ou de la pression entraine la disparition d’au moins une phase.

Interprétation de la regle de phases On a vu que la régle des phases pour les systémes ne subissant pas
des réactions chimiques et constitués d’une seule composante est donnée par : /' = 3 — P. Comme le degré
de liberté est simplement un nombre de variables intensives, on obtient une contrainte sur le nombre de
phases qui est

P <3

Ainsi quelques soient les conditions, un systeme formé d’une seule composante ne peut pas subir la coexis-
tence de plus de 3 phases en méme temps. Il faut noter par exemple que le carbone C' existe sous 4 phases :
solide métallique, liquide, diamond et graphite. La détermination du degré de liberté nous indiquent qu’il
n’existe pas de conditions sous laquelle on peut avoir la présence de ces 4 phases en méme temps. Pour un
systeme formé de deux composantes, vu cette regle, on ne peut pas avoir la présence de plus de deux phases
a I’équilibre.

Classification des équilibres d’apres la variance

a) Equilibres invariants correspondant 2 F' = 0. On peut ici citer le cas d’un systéme formé d’un seul
constituant C' = 1 et présenté sous trois phases P = 3. C’est le cas de la coexistence de trois phases
liquide-solide-gaz pour un corps pur. Cela correspond exactement au point triple a température et
pression fixées.

b) Equilibres uni-variants F' = 1. C’est le cas par exemple d’un seul constituant d’un corps pur C' = 1
dans un systeme diphasique P = 2.

c) Equilibres di-variants : F' = 2. Ceci correspond par exemple 2 la vaporisation d’un mélange de deux
liquides : 2 composantes C' = 2 et deux phases (liquide et vapeur) P = 2.

4.3 Lien entre I’enveloppe convexe et la fonction biconjuguée

Dans cette partie, on va montrer comment on peut faire I’équivalence entre 1’enveloppe convexe et une autre
opération d’analyse convexe dite "fonction biconjuguée". Pour cela, on présente d’abord quelques rappels
d’analyse convexe extraits du livre [HU12].
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Definition 15. (Domaine de f) Soit f : R" — R U {+oc} une fonction. On définit le domaine de f noté
dom(f) comme un sous ensemble de R" tel que :

dom(f) :={z e R", f(z) < +0o0}.
Si dom(f) # 0 alors f est dite fonction propre.
Definition 16. (Le sous-différentiel) Soit f : £ — RU{+o0o} tel que dom(f) # (. Alors le sous-différentiel
de f au point = est défini comme :
Of(x) ={p e E;Vy € E, f(y) > f(x)+ < p,y —z >}

Definition 17. (La transformée de Legendre Fenchel) Soit f : R" — R U {+o00} une fonction. On définit
la conjuguée f* de f par:

f* iR 5 RU {400} 4.17)
S sup<<x,s>—f(:v)>. (4.18)
z€R™

Exemple 18 (Exemple de la transformée de Legendre). Soit f la fonction définie par

1
f(z) == |z| + 5:& (4.19)
Afin de trouver I’expression de la transformée de Legendre [*, on revient d’abord a sa définition :
1
f*(s) =sup(s - @ — |2 — Sa7).
z€R 2

1 1
Donc f*(s) = sa* — |z*| — 536* avec x* qui réalise le sup de s.x — |x| — §x2 sur R.
De plus x* vérifie
*=s—1louz"=s+1.

1 1
Ainsi, si s < —lonax* <0donc f*(s) =s(s+ 1)+ (s+1) — 5(5 +1)% = 5(3 +1)%

1 1
Sis>1lonaxz*>0alors f*(s) =s(s—1)—(s—1) —5(3— 1)? = 5(3— 1)2.
Finalement, si —1 < s < 1lona x* = 0donc f*(s) = 0.
Par suite, I’expression de f* est donnée par

1

5(5 +1)2 sis< -1,

ff(s)=¢0 si —1<s<1, (4.20)
1

5(8 —1)? sis>1.

Proposition 19. Pour une fonction f donnée, la conjuguée f* est convexe.

Démonstration. ¥t € [0,1],ona:

it (1= ty) = sup (< to+ (1=)y,a’ > ~f()

z’€R”
= sup (t <z, >+1—-1t) <y 2 > —f(x/)>
z/eRn”
= swp (H(< w0 > —f() + (1= D)< p,a’ > ~f(")
<tswp ((<a,2'>—f@) + (1 =) sup (< y,2' > —f(2")))
x' €R™ ' eR™

=tf"(x) + (1 =1)f(y).
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Corollaire 20. (Inégalité de Fenchel-Young) Soit f : R™ — R U {+oo} tel que dom(f) # 0, et soit
x,p € R" donc
@)+ (p) z<pz>.
De plus,
f@)+ [ (p) =< @,z > sietseulement si ¢ € Of(x).

Démonstration. D une part, Vo € dom(f), f*(p) = sup (< ¢,z > —f(x)) alors

xzedom(f)

[ o) =<,z >—f(x) Yz e dom(f).

D’autre part, soit ¢g € 0f(x), alors Vy on a

fly)— <o,y >> f(x)— < po,x >
=

<0,y > —f(y) << o,z > —f(z)
=

sup (< o,y > —f(y)) =< o, > — f(z) (comme le sup est atteint en y = x)
Yy

&
[ (o) =< o,z > —f(x).
]

Definition 21. (La biconjuguée) Pour une fonction donnée f : R™ — R, on définit la fonction biconjuguée
de f notée f** par :

FHORY SR @.21)
T — sup < <xy> —f*(y)). (4.22)
yERN

Proposition 22. La biconjuguée f** vérifie les propriétés suivantes :

1. Yx € R",
f*(x) < f(x). (4.23)

2. L’opération xx préserve la monotonie, cela signifie que :

si f < galors f™ < g**.

Démonstration. En utilisant la définition de f* et I’inégalité de Fenchel-Young on déduit que :
f*(x) < f(z) VYreR™

Maintenant, supposons que f, g sont deux fonctions telles que f(z) < g(z) Yz € R" alors

[ = sup ( <z,y> —f*(y)>

yeR?

= sup(inf <x—z,y> +f(z)>
yeRn z€R”™

< sup inf ( <r—2zy> —l—g(z))
yeRnZERn

=g ().
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Definition 23. On dit qu’une fonction f définie sur R™ est semi-continue inférieurement (s.c.i.) si, pour
chaque x € R" on a

lim inf f(y) > f(x).

Yy—x

Remarque 12. On note que la propriété de s.c.i. pour une fonction f sur R™ est équivalente a la caractéri-
sation géométrique suivante [HUL12] : L’épigraphe de f noté epif est un ensemble fermé de R x R.

Proposition 24. Si f est une fonction convexe et s.c.i. sur R™ telle que f(x) < +oc alors

Ve e R", f*(z) = f(x).
Proposition 25. Soit f : R? — R U {+oco}. Alors, on a

e = (_ (_f*,z)**,1>*’2, (4.24)

sk, 1

oL *? représente la conjuguée partielle de f par rapport a la seconde variable et représente la fonction

biconjuguée partielle de f par rapport a la premiére variable.

Démonstration. La définition de la transformée de Legendre de f permet d’avoir
V(ti,ta) €R?, fr(ti,t) = sup  {<t,z>—f(z)}
z=(z1,72)ER2

= sup  {tizy +tary — f(21,22)}

r=(z1,22)ER?

= sup {t121 + sup{taxs — f(v1,22)}}

xr1ER ro€ER
= sup{tiz; + f*’Q(xl,tg)}
x1€ER

— <—f*’2)*’1(t1, tz)-

Ainsi,
f* — (_f*’2>*71‘ (425)

D’une maniére similaire on obtient

fr=(=fh (4.26)

Par suite,

*,2

B (f*)*,l) par la relation (426)

*,2
(=" *’1) par la relation (4.25)

- (=)

I
/N 7 N 7 N
|

]

Comme conséquence de cette derniere proposition, on peut relier I’énergie interne de van der Waals e
(3.50) a son énergie libre de Heltmotz f (3.41) comme suit :

o (_ (- f)**,7>*7T7 4.27)
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avec f vérifiant

f(r,T)=e(r,s*) = Ts" =e"*(1,T) avec T = %(’7’, s%).

On passe dans la partie suivante a établir le lien entre 1’enveloppe convexe et la fonction biconjuguée.

Proposition 26. Soit f une fonction s.c.i sur R™ telle que f(x) < 400V € R", alors

() = conv f(x).

Démonstration. 11 suffit de prouver que f** > v ou v est une fonction convexe, telle que v < f. Soit
g = f**, en utilisant les propositions 19- 22 on a :

e g est une fonction convexe.

e g< [

Comme le supremum d’une famille de fonctions convexes est aussi une fonction convexe alors on peut
définir la plus grande fonction convexe, notée h, telle que h < f. Ainsi on obtient

g<h</ (4.28)
De plus, en utilisant la relation (4.28), et par la propriété de monotonie de la conjugaison, on déduit alors
que g < h** < f** puis que h = g. ]

Remarque 13. En général, si la fonction f n’est pas s.c.7, la fonction biconjuguée de f sur R" est I’enve-

loppe convexe fermée de f autrement dit
f=conv f.

On se réfere a [HUL12] pour une preuve détaillée.

On peut maintenant identifier le probléme de minimisation sous contraintes (4.5) avec la biconjuguée
de e.

Proposition 27. Considérons le probleme de minimisation (4.5) sous les contraintes (4.6)-(4.7)-(4.8) alors
ona
e (r,s) = e(7,s), V(, s) dans le domaine de définition de dom/(e).

La démonstration est une conséquence directe du corollaire du théoreme de Carathéodory ?? et de la
proposition 26.

4.3.1 Caractérisation du nombre de phases possible pour la loi d’état de van der
Waals

Jusqu’alors on a considéré un systeme constitué de / sous-systemes. En utilisant les résultats d’analyse
convexe donnés ci-dessus, on s’amene a caractériser le nombre de sous-systemes qui peuvent coexister a
I’équilibre thermodynamique lorsque les sous-systemes sont décrits par une loi de van der Waals.

Definition 28. Soit P : R" — N avec P(x) I’entier tel que

P(z) P(x)
f**($) = inf Z >\1f(.flfl) avec Z )\7,.73'1 =T o,
i=1 i=1

ou I’'inf est considéré en tenant compte de toutes les expressions de = en tant que combinaison convexe de
P(z) points.
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Le théoreme suivant indique la valeur maximale du I dans le probleme de minimisation (4.5) sous les
contraintes intensives pour la loi d’état de van der Waals.

Théoreme 29. Considérons le probleme de minimisation (4.5) sous les contraintes intensives sur la conser-
vation de masse, d’entropie et la non miscibilité (4.6)-(4.7)-(4.8). Considérons [’énergie e de van der Waals
(3.50) qui vérifie I’inégalité (3.64). Alors, le probleme de minimisation (4.5) est réduit au probléme suivant

e (r,s) =e(r,s) = _inf {pie(m,s1) + pae(r2, 52)}, (4.29)
7 2b,; >0
avec les contraintes
w1+ w2 =1,
P1T1 + 2Ty =T, (4.30)

©181 + Y289 = S.

Démonstration. Soit x = (7, s) un point dans le domaine de e. Soit P(z) ’entier donné par la définition
28. Supposons par I’absurde que P(z) = 3, alors x appartient a un simplexe de dimension 2. D’une part,

*%

sur ce simplexe on a que e** est une fonction affine, donc (x) = Cte pour i = 1,2. D’autre part, sur

aZEZ’
oe** de

le bord de ce simplexe on a 95— Bs comme le plan est bitangent, ceci rentre en contradiction avec la
s s

propriété (3.64). [

Remarque 14. Dans le chapitre 6, on fera I’étude avec la représentation entropique ou on va considérer
I’entropie s de van der Waals comme fonction d’état non concave. Pour cela, il est important de noter qu’on
adapte les résultats obtenus dans ce chapitre ou le travail est fait avec une énergie non convexe. En effet,
avec la représentation entropique on va se ramener a un probleme de maximisation sous contraintes. Donc,
la caractérisation de I’équilibre thermodynamique se fait par la construction de I’enveloppe concave de
I’entropie s, notée conc s. Or, I’enveloppe concave de 1’épigraphe d’une fonction donnée f est I’opposé de
I’enveloppe convexe de la fonction opposée notée — f. Autrement dit,

conc f = —conv (—f).

Ceci permet alors 1’adaptation dans le chapitre 6 de tous les résultats obtenus avec la représentation énergé-
tique.

4.4 Probleme d’optimisation isotherme

Dans cette partie, on établit le probleme d’optimisation décrivant 1’équilibre thermodynamique dans le cas

isotherme. Autrement dit, on suppose que la température 7" = —— est constante. Ainsi, comme on a vu

dans le chapitre précédent le fluide est décrit par son énergie libre /' fonction de sa masse M et son volume
V. On rappelle qu’on considere toujours que la masse totale est conservée et les sous-systemes considérés
sont immiscibles avec absence de vide. C’est a dire, on respecte les contraintes (4.1)-(4.2).

Hors I’équilibre thermodynamique, I’énergie libre du systeme est la somme des énergies partielles :

I

F((M;, Vi)i) = Y F(M;, Vi),

i=1

Par le second principe de la thermodynamique, on sait qu’a 1’équilibre thermodynamique, I’énergie corres-
pond a I’énergie minimale du probleme d’optimisation suivant :

1 I I
121,1\4130,\420{; F(M;,V;); 2_1: M, = M, ; V=V (4.31)
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Comme on a vu, le théoreme de Carathéodory implique qu’on a I < 2 comme il s’agit d’un seul corps
pur et on a seulement deux variables extensives M et V' qui entrent en jeu dans la modélisation.
En divisant par M > 0, le probleme de minimisation (4.31) est équivalent a

1 1
{57 FOM0LVE) + 52 F (M2, Va)) 432

n
M1>0,V1>0,M2>0,V2>0 - M

sous les contraintes

M; Vi Vv
Y — =1, Dy s

Comme F' est une fonction PH 1, I’expression
M b M 272

est équivalente a

M M.
MIF<1;7—1) + ﬁF(l,Tg)
qui correspond a

o1 F(1,11) + o2 F (1, 13),

| =

M; ) . o
avec @; = Mz € [0, 1] représentant la fraction massique et 7; = > 0 le volume spécifique de la phase
7
donnée par le probleme de minimisation

S

1 = 1, 2. Ainsi, I’équivalence du probleme d’optimisation (4.31) es
en variables intensives suivant :

inf {erf (1) + @2f (1)}, (4.33)

T1>b,7220,01 20,0220

sous les contraintes suivantes :
o1+ o2 =1, (4.34)

P1TL + P2Te = T. (4.35)

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a décrit 1’équilibre thermodynamique d’un systeéme composé de [ sous-systemes par
un probleme de minimisation sous contraintes. En utilisant quelques résultats d’analyse convexe on a ca-
ractérisé 1’équilibre par la construction de I’enveloppe convexe de 1’énergie non nécessairement convexe.
Ensuite, on a montré grace a un corollaire du théoreme de Carathéodory que le nombre de phases a I’équi-
libre est au plus 3 puisqu’on décrit le systeme par deux variables intensives. Finalement, pour la loi de van
der Waals, on a montré que seulement deux phases au plus peuvent coexister. Ceci est dii au fait que 1’éner-
gie de van der Waals est strictement convexe par rapport a 1’entropie spécifique. Dans le chapitre suivant,
on va étudier les minimiseurs du probleme d’optimisation sous contraintes construit dans le cas isotherme.



Modélisation isotherme

Introduction

On va s’intéresser dans le présent chapitre a 1I’étude du probleme de minimisation établi dans le chapitre
précédent dans le cas isotherme. On considere alors le probleme suivant

f(r) = inf {erf(m1) + paf ()}, (5.1

7120,7220,1 20,0220

sous les contraintes

Y1+ 2 =1, (5.2)

et

P1T1 + PaTe = T, (5.3)

M; : . Vi .
avec p; = 7 € [0, 1] représentant la fraction massique et 7; = VA > 0 le volume spécifique de la phase

t = 1,2. On rappelle que la contrainte (5.2) décrit la conservation de la masse alors que (5.3) représente
la non-miscibilité ainsi que I’absence de vide. Tout au long de ce chapitre, on considere 1’énergie libre de
Helmoltz de la loi d’état réduite de van der Waals f dont toutes ses propriétés sont détaillées dans le chapitre
3. Dans la suite, on suppose que les phases ont des volumes spécifiques ordonnés comme suit

1
5 <7 <7<T15. (5.4)

1
On note que le nombre — figurant dans I’hypothese (5.4), est la valeur b associée a la loi réduite iso-

therme de van der Waals. Dans un premier temps, on fait I’étude du probléme de minimisation (5.1) sous
les contraintes (5.2)-(5.3) ce qui va permettre de caractériser les états d’équilibre. Ensuite, on va présenter
la technique pour créer un systeme dynamique capable de dissiper 1’énergie du mélange et dont les équi-
libres correspondent a ceux du probleme de minimisation (5.1). On présentera trois systemes dynamiques
isothermes pour lesquels on étudie la stabilité des équilibres par une technique de stabilité de Lyapunov.
Finalement, on présentera des simulations numériques réalisées sous Python pour illustrer les propriétés des
systemes dynamiques.

67
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5.1 Etude du probleme d’optimisation et caractérisation des états
d’équilibre
Avant de commencer 1’étude du probléme de minimisation sous contraintes on va d’abord exprimer les

fractions massiques en fonction des autres variables.

Proposition 30. Les fractions massiques o1 et o sont données par :

o1 : R x RT xR — [0,1] o : RT x RT x R — [0,1]

T — To T—T
(T7 T1, 7—2) = ) (7—7 T1, 7—2) = — .
T — T2 T — T2
sous [’hypothése H, suivante :
1
3 < <7t<mn et T < To. (5.5

Démonstration. En partant des contraintes (5.2)-(5.3), et en remplacant - par 1 — 7 dans 1’équation (5.3),
on obtient

@1(7’1 —7'2) =T — T2

ainsi sous 1’hypothese (5.5), on arrive a chercher la forme explicite de ¢, et ¢ comme données dans la
proposition ci-dessus. Sous I’hypothése (5.5), on vérifie que ¢, w2 € [0, 1]. [

On cherche maintenant a caractériser les états qui réalisent I’infimum de 1’énergie libre de Helmoltz. On
veut alors a minimiser la fonction £’ définie par

F:[0,1] x[0,]] xRxR—R (5.6)
(01,02, T1,T2) = @1 f(11) + @2 f(T2) 5.7

sous les conditions (5.2)-(5.3). Cette fonction est bien une fonction C" et les conditions (5.2)-(5.3) sont
affines. Il existe alors A\, A\ € R des multiplicateurs de Lagrange tels que VL = 0 ou L est donné par

L()‘sm Ar,x) = F(z) + A¢¢1($> + Ariba ()

avece

Yi(z) = o1+ 92— 1,
’QDQ([L') = 171 -+ @oTo — T.

En utilisant les relations (3.37)-(3.38), on se ramene au systeme d’équations suivant :

f(m) + X + X =0, (5.8)
f(12) +Ap + Army = 0, (5.9)
—p1p(T1) + 1A =0, (5.10)
— ap(T2) + p2A; = 0. (5.11)

Lemme 31. Sous [’hypothese (5.5), les états d’équilibre classiques sont :

1. Des états liquides ou gaz purs : oo = 0 (respectivement o1 = 0), avec Ty = T, o > T arbitraire
(respectivement 7o = T, T| < T arbitraire).

2. Des états de coexistence : ©1py # 0, avec (11, T2) satisfaisant p(11) = p(1a) et p(m1) = p(m2).
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Démonstration. 1. Le cas o = 0 correspond a avoir ¢; = 1. Par suite 7y = 7 d’apres la contrainte de
la non miscibilité (5.3), ce qui veut dire que seulement la présence d’une seule phase.
Le cas ¢; = 0 implique de la méme maniere la présence aussi d’une seule phase.

2. Si o # 0, alors d’apres les relations (5.10)-(5.11) on en déduit que

Ar = p(11) = p(72).

Ensuite, en utilisant la relation de Gibbs (3.37), et en injectant A\, = p(7;), ¢ = 1, 2, dans les relations
(5.8)-(5.9) on en déduit :

p(71) = p(72).
O

D’apres le point 1. du Lemme 31, I’équilibre atteint en phase pure correspond aux é€tats stables (liquide
ou vapeur purs), métastables mais également les états de la zone spinodale qui ne sont pas admissibles. Les
états de coexistence sont caractérisés par le résultat suivant.

Proposition 32. Si o5 # 0 et sous [’hypothese (5.5), les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) 1l existe un unique couple (7{,75) avec T < 75 tel que les potentiels chimiques et les pressions des
deux phases sont égaux.

p(r7) = p(13), (5.12)

() = p(3). (5.13)

ii) On récupere la regle des aires égales de Maxwell sur la pression :
1
| bl 1l = )t = o) = () 614
0

iii) La différence entre les énergies libres de Helmholtz est :

f(r) = f(r) = =p(r)(75 = 70) = =p(72) (75 = 7). (5.15)

Démonstration. Les identités (5.14)-(5.15) sont équivalentes du fait que f'(7) = —p(7) par la relation
(3.38). Il reste a montrer 1’équivalence entre les identités (5.12)-(5.13) et (5.15). Supposons qu’on a les
identités (5.12)-(5.13). En utilisant la relation de Gibbs (3.37), on obtient

f(13) = f() = p(r3) — w(my) — p(73)75 + p(7i).7f

= —p(r)(m5 —77)
= —p(75)(75 — 77).

[
Dans la figure 5.1, on présente la pression et le potentiel chimique isothermes de van der Waals a une

température 7' = 0.9 avec les valeurs de 77 et 7 correspondantes et vérifiant les propriétés de la proposition
32.
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2.5 Pression de van der Waals a T=0.9
— pl7)
- p' =0.646998352154
2.0 - 7 =0.7185971889535723
— 7! =1.52850496426706856
- 7" =0.803401903128
1.5 7' =2.34884237499
1.0t
m
___—‘—-_____
0.5t | -
0.8 :
b 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
T
0.0 potentiel chimique de van der Waals a T=0.9
— wn
—0.5 - u” =-3.83962006334
—1.0! - 7 =0.7185971889535723 ||
’ — 7' =1.5285049642670856
-1.5 - 7, =0.603401903128
7, =2 34884237499
=2.0
—2.51
—3.0
~3:5
_4.0 I /’\\
_48 .
b 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

T

FIGURE 5.1 — Représentation de la loi de van der Waals réduite dans le plan (7,p) et (7, ) pour une
température 7' = 0.9.

5.2 Construction des systémes dynamiques

Dans la partie précédente, on a vu comment 1’étude du probléme de minimisation sous les contraintes
de conservation de masse et de non miscibilité nous permet de retrouver les états d’équilibre classiques
qu’ils appartiennent a une phase pure (€tats stables ou métastables) ou a la zone spinodale (états instables).
Pour I'instant, on ne sait pas par cette représentation statique, comment on peut représenter le caractere
métastable. De plus, on ne veut pas les états instables de la zone spinodale. Le but de cette section est
d’introduire la dépendance en temps afin d’avoir une caractérisation dynamique des états d’équilibre. Le
systéme est maintenant décrit par le volume spécifique total 7 et un vecteur r € R? de variables de notre
choix. Le volume spécifique total 7 est constant en temps alors que le vecteur  est une fonction du temps.
On crée un systeme dynamique de la forme

r(t) = Q(r(t)) (5.16)

ayant comme propriétés
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1. I’énergie libre de Helmholtz définie par

F(ri7) = eu(r;7)f(r) + @2 7) f(7), (5.17)
est dissipée en temps, ¢’est-a-dire que F'(r(t)) <0, V¢ > 0;

2. ses équilibres, définis par )(r) = 0, coincident avec les équilibres du probléeme de minimisation (5.1)
sous les contraintes (5.2)-(5.3) décrits par le lemme 31, a savoir les états de phase pure stables et
métastables et I’état de coexistence.

Dans les parties suivantes, on va détailler la construction pour des systemes dynamiques suivant trois choix
de vecteur r. Pour chaque systeme dynamique, on va étudier les équilibres et leurs bassins d’attraction
grace a une technique de stabilité de Lyapunov. Pour cela, on cherche pour chaque équilibre une fonction
de Lyapunov ce qui permet de caractériser le bassin d’attraction associé. On rappelle la définition suivante.

Definition 33. Une fonction de Lyapunov G pour un équilibre X* vérifie les propriétés suivantes :

p

G(X*) =0,
VxG(X*(t)) =0,
G(X) > 0, pour tout X dans un voisinage de X*, (5.18)

G(X*(t) <0,

| X ™ est le seul z€éro de G au moins dans un voisinage de X*.

Remarque 15. La derniere condition ci-dessus est toujours vérifiée dans les applications thermodyna-
miques.

Pour finir, on va aussi réaliser des simulations numériques pour chaque systeme dynamique pour illustrer
les équilibres et leurs bassins d’attraction. Ces résultats sont obtenus en utilisant une routine de Python.

5.2.1 Systeme dynamique en 7, et 7

Dans cette partie, on cherche a construire un systeme dynamique qui obéit a la procédure ci-dessus ou on
prend r = (71, 7»)". L'énergie F est définie alors par

F(Tla T2; 7-) = ()0(7_17 T2; T)f(7—1> + (1 - @(7'1,7'2; T))f(TQ)v (519)
avec = (.
Lemme 34. Sous I’hypothese (5.5), I’énergie F varie en fonction du temps t de la maniére suivante

1

T — T2

E(r(t)) =

(@1(r) f(m2lm) 71 — a(r) f (1] T2)T2), (5.20)
ou f(al|b) est I’énergie relative en a par rapport a b définie par

f(alb) = f(a) = f(b) = f'(b)(a —b)
= [(a) = f(b) + (a = b)p(b).

Démonstration. En effet, pour toutt > 0, on a

(5.21)

F(r) = V,.F(r).7(t).
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Afin de chercher le vecteur V,.F'(r) on a besoin d’abord de calculer V,.p;i = 1,2.
Ona:

To — T
Veulr) = | 22
(71— 72)? (5.22)
_ 1 (—901(7”))
1 — 7o \—¢2(r)
= —V,pa(r).

D’apres la définition (5.17) de F', et I’expression de V,.p;(r) i = 1,2 données par (5.22), on trouve :

V. E(r) = 1 o1(r)( f(r2) = f(m1) + (11 — 72) f'(T1) . (5.23)

L= T2 \ po(r)( f(12) — f(11) + (11 — 72) f'(72)

En utilisant ensuite la définition de I’énergie relative de 7, par rapport a 7; et celle de 1’énergie relative
de 7y par rapport a 7, données par (5.21) ainsi que les propriétés de f et de sa dérivée (3.38) on trouve

1 o1(r) f(72|T1)
VTF(T) B T — T2 (‘@2(T)f<71|7'2)> ' (24

]

Considérons maintenant le premier syst¢eme dynamique en (7, 72; 7) suivant

{ﬁ:—w—mw—wﬁmh%

Ty = (7 —1)(7 — 12) f(71]72).

(5.25)

Proposition 35. Sous [’hypothese (5.5), [’énergie F' définie par (5.19) associée au systeme dynamique
(5.25) est dissipée en temps.

Démonstration. Considérons le systeme (5.25) et les fractions massiques définies par la proposition 30.
Sous I’hypothese (5.5), on a

E(r(t)) = V,.F(r(t)).7(t)

- () (2)

1

= (901(7")f<72|7'1)7"1 — o(r) f(11|72) 7‘2)
T1 — T2

= —o1() (f(127)) (7 = 7)(T = 72) — @a(r) (F (m]m2)) (7 — 1) (T — 72)

) R e R

=TT () (f(min) + (=) () ).

(11— 72)°
L’hypothese (5.5) assure que 7 — 75 < 0 et 7 — 71 > 0, ce qui permet de conclure. ]
Proposition 36. Le systeme dynamique (5.25) vérifie les propriétés suivantes :

1. Si I’hypothese (5.5) est satisfaite a t = 0, alors elle reste satisfaite en temps i.e. 71 < T, est préservé
pour tout t > 0.
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2. Si ¢1(r(0)) = 0 (respectivement @1(r(0)) = 1) alors ¢1(r(t)) = 0 (respectivement p1(r(t)) = 1),
vt > 0.

Démonstration. 1. On s’intéresse a calculer 71 — 7> afin de démontrer que I’hypothese (5.5) reste pré-
servée en temps. On a

1= T =—(T = )T — n)f(r|n) — (T — 7)(T — 72) f (71| T2)

= (7 — 1)(7 = 7=2) (11 — =) (p(11) — p(72)),

par définition de I’énergie relative (5.21). Considérons le probleme de Cauchy suivant

(B) = { — 7y = (7= m)(r = ) (1~ ) (p(71) — p(72)), 5.26)

(7'1 (O), TQ(O)) = (7'10, Tgo).

Supposons que (77 —7») satisfait ’hypothése (5.5) a I’instant ¢ = 0. Le théoréme de Cauchy Lipschitz
assure 1’existence et 1’unicité d’une solution maximale associée au probleme (£') donné par (5.26).
Supposons qu’il existe t; > 0 tel que (71(¢1) — 72(¢1)) = 0 alors on obtient une contradiction avec
I’unicité de la solution maximale comme 779 — T2 # 0. Par suite, I’hypothese (5.5) est préservée en
temps et le signe de (77 — 72) ’est aussi.

2. D’autre part, pour la fraction massique ¢; on a :

Pu(r(t) = Viepr(r)7(t)

=7 i TQ(—%(T)TE — pa(1)72)
= i - (1 (r) (7 = 1)(7 = 1) f(72|71) — 2(r)(T — T)(T — 72) f(T1]72))
=== 0 ) (k) — ale) T )

— 1 ()7 = 1) (911 (a(p(r1) = p(2)) + pl72) = al1))

+a(r)(nu(p(m) — p(72)) + pu(72) = M(Tl))>
= @1(r)(7 = 1) (u(72) = p(m1) + (r2p1(7) + Ta02) (p(71) = P(72)))-

Si 1(r(0)) = 0 (resp. p1(r(0)) = 1) alors ¢(r(t)) = 0, Vi, donc pq(r(t)) = 0 (resp. ¢1(r(t)) = 1)
pour tout ¢. ]

On rappelle que le volume spécifique du fluide est fixé au sens ot 7(¢) = 0, ¢’est-a-dire 7(¢) = 7(0) = 7,
ce qui nous permet de I’utiliser comme un parametre dans la caractérisation et la localisation des équilibres.
Maintenant on passe a 1’étude des équilibres du systeme dynamique (5.25) et a leurs bassins d’attraction.
Suivant les expressions des trajectoires du systeme dynamique (5.25), on remarque que les équilibres du
systeme sont les états purs tels que 7 = 71, T = T, et ceux de coexistence vérifiant p(11) = p(7) et

p(m1) = p(72).
Théoréme 37. Supposons que la donnée initiale (11(0), 72(0)) du systéeme (5.25) satisfait I’hypothése (5.5).
Soit T_, 71 les extrema-locaux de la pression de van der Waals. L’équilibre est alors donné par :

1. Zone spinodale : si T_ < T < Ty, l'unique équilibre est (T{,Ty) caractérisé par la proposition 32,

avec les p; données par la proposition 30. Le bassin d’attraction est (g, T) X (1,400), voir figure
5.2.
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2. Les états purs liquides : si T < T{ (respectivement les états purs gazeux : T > T5), I’ensemble des

1
points d’équilibre est {T} x (7,+00), avec p; = 1 ou ¢; = 0 (respectivement (5,7) x {1} avec
1
w2 = 1 ou py = 0). Le bassin d’attraction est alors : (3, T) X (7, +00), voir figure 5.3.

3. Les états métastables : 77 < T < T_ (respectivement T, < T < 75). Dans ce cas il existe deux
bassins d’attraction :

a). La perturbation se passe a l'intérieur de la phase : si 75(0) < 7_ (respectivement 7,(0) > 1),
I’ensemble des points d’équilibre est alors {1} x (1, 7_), avec p1 = 1 ou p1 = 0 (respectivement
(T4,7) x {7} avec ps = 1 ou o = 0). Le bassin d’attraction est donc : (5,7') X (1,7_)
(respectivement (T, T) X (T,+00)), voir figure 5.4.

b). La perturbation se passe en dehors de la phase : 7_ < 15(0) < 75 (respectivement T, > 711(0) >
7). Il existe un unique point d’équilibre (11, T5) , caractérisé par la proposition 32, avec les p;

données par la proposition 30. Le bassin d’attraction est alors (g, T) X (T_,400) (respective-

1
ment (§, 71) X (7, 400)), voir figure 5.4

7'1* T_ T T4+ 7'2* 1

FIGURE 5.2 — Systeme dynamique en r = (71, 72)". Cas de la zone spinodale avec 7 < 7 < 7. Le bassin
d’attraction est le rectangle (1/3,7(0)) x (7(0), +00) en blanc. Le point en rouge est le seul point d’attrac-
tion et correspond a 1’état de coexistence (77, 7). Le domaine gris représente tous les états inatteignables
qui ne satisfont pas I’hypothese (5.5).

Démonstration. Pour chaque équilibre on détermine une fonction de Lyapunov. Le bassin d’attraction est
alors le domaine ou la fonction GG est une fonction de Lyaponov.

1. Zone spinodale : Définissons une fonction GG qui satisfait les propriétés de la définition 33 pour un
équilibre X* = (7, 7/, 7). Posons

G(11,72;7) = p1(r) f (1) + p2(r) f(2) — 1" (01(7) + 2(7)) + p*(1(r) 71 + @a(r)72),  (5.27)
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FIGURE 5.3 — Systéme dynamique en r = (71, 72)". Cas des états liquides purs avec 1/3 < 7 < 77. Le
bassin d’attraction est le rectangle (1/3,7(0)) x (7(0), +00) en blanc. La droite rouge représente tous les
points d’attraction 71 = 7. Le point rouge correspondant au point (77, 7 ) n’est pas atteignable puisqu’il
appartient au domaine gris représentant tous les états inatteignables qui ne satisfont pas I’hypothese (5.5).

avec p* 1= pu(ry) = p(7y) et p* == p(17) = p(75), o 71 et 75 sont définis par la proposition 32. On
vérifie alors que :

G(ri,73;7) = o1 f (1) + paf(13) — 1" (p1 + p2) + P (P177 + paTsy)
= o1(f () — p(77) + (7)) + a2 (f(73) — pu(73) + 75p(73))
= 0.

La derniere identité s’obtient grace a la relation de Gibbs en forme intensive (3.37). D’autre part,
V.G(rf,75) = V,.F(15,75). Or d’aprés la relation (5.23)

L[ eI

VTF(TT7 7-2*) =
=5 f(7173)

En effet, on a f(75|7) = f(7]|75) = 0, car 7] et 7 vérifient

p(r1) = p(75) et u(7y) = p(73)-
De plus, G(r(t)) = F(r(t)) < 0, par définition de ce choix du systtme dynamique qui dissipe
I’énergie [' d’apres la proposition 35.

Finalement, il reste a prouver que G(r;7) > 0.
En effet, en utilisant la relation de Gibbs intensive et le fait que u* = p(7y) = p(ry) et p* = p(7y) =
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FIGURE 5.4 — Systeéme dynamique en r = (71, 72)". Cas des états liquides métastables avec 77 < 7 < 7_.
Les bassins d’attraction sont celui en blanc et I’autre en bleu. La droite en rouge ainsi que le point rouge
correspondant au (77, 75) représentent tous les points d’attraction. Pour chaque donnée initiale dans le
domaine bleu, le point d’attraction est un état métastable liquide tel que 7, = 7. Pour chaque point du
domaine blanc, le point d’attraction est 1’état du mélange (77, 7). Le domaine gris représente tous les états
inatteignables qui ne satisfont pas I’hypothese (5.5).

p(75), on obtient

G(ri7) = e1(r)(f(1) = " +711p") + @2(r)(f(72) — 1" + p'72)
= @1(r)(p(n) = map(n1) — p(r7) +1p(77)) + a(r) (u(72) — T2p(72) — p(75) + T2p(73))
— 1) ((6(m) = ) + 7 () = p(r)) ) + 22(r) () = (7)) + 72 (p(73) = p(72)) )
>0,

comme f est convexe en 7, et f'(;) = —p(7;), pour ¢ = 1,2, on obtient alors

f(r) = f(77) = —=p(7)(7i = 7])

qui est équivalente par la relation de Gibbs intensive (3.37) a I’'inégalité suivante

*

w(ri) — () > —7i(p(7f) — p(73)).

Par suite, on obtient la positivité de la fonction G au voisinage de cet équilibre : G > 0. Par suite,
G est une fonction de Lyapunov sur le domaine admissible définit par 1’hypothese (5.5) qui contient
I’unique équilibre r* voir figure 5.2.

2. Etats liquides purs : on considere 7 < 7. On définit le vecteur d’états d’équilibre correspondant a un
état de liquide pur 7, = 7 ou o = Tavec 7 < Ty ..

F=(1,7), YV >7170uT = (1,7), V11 < 7T
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On introduit maintenant la nouvelle fonction
&(r) = o1 f (1) + w2 f(12) — Fleor + ©2) + D171 + pom2) avec 1= p(7),p = p(7). (5.28)

Montrons que la fonction & donnée par 1’expression (5.28) est une fonction de Lyapunov pour les
deux équilibres possibles (7, 73) et (71, 7).

Pour I’équilibre 7 = (7, 73) V12 > 7, on définit la fonction G; comme la restriction de la fonction &
sur ’ensemble { (7, 7») satisfaisant I’hypothese (5.5); 7 = 7}.

Gi(r) = f(n) — B +Dpn. (5.29)

Par la relation de Gibbs, on a bien G;(7) = 0 pour tout vecteur d’équilibre 7. De méme, on a :

V.G (r) = (f | (710) ”’) |

D’ou

.60 - (10 - (0).

Ainsi, V,G,(7) = 0. On regarde maintenant sur quel domaine on a G4 (r(¢)) < 0 au voisinage de

d
1’équilibre. Pour cela, il faut alors déterminer EG 1(r(t)). En effet,

G (r(1)) = V.G (r(1)) - #(0)

dt
= (ot +20) 0)- (2)

= —(p(r) = p(r))(7 = 7)(7 = ) f(maI).

Comme 77 < 7 < 7y et p est strictement décroissante sur |1/3, 71], on a (p(7) — p(71)) < 0. Ainsi,

d
sous I’hypothese (5.5), EGl(r(t)) < 0 si et seulement si f(72|71) > 0.
Or, Iénergie relative f(72|m) est définie par (5.21)

f(me|m) = f(72) — f(11) + (72 — 71)p(71).

Autrement dit, f(7|m) > 0 si et seulement si

F(r) — f(m) > f(n)(ra — ). (5.30)

La relation (5.30) peut étre interprétée comme une inégalité de convexité qui est toujours vraie pour
tout (71, 72) tel que 7 < 7. En effet, pour tout 77 < 7, f est convexe en 7, (d’apres les propriétés
de la loi de van der Waals réduite isotherme données au chapitre 3). Or, dans notre casona 7 < 77.
Donc sous I’hypothese 3 < 7 < 75 on a bien :

m(t) <7 Vt>0.

Ainsi, I'inégalité (5.30) est alors vérifiée.
Finalement, pour achever la preuve et montrer que la fonction GG; est une fonction de Lyapunov il
faut montrer que Gy (r) > 0. En effet,

G1<T) Z 0
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est équivalente a avoir

w(ri) — p(r) > =71 (p(1) — p(71)).

Or, la derniere inégalité est vraie par la convexité de f en 7. Ceci montre la positivité de GG;. De méme
on montre que la fonction Gy := Gr—(7,

Go(r) = f(r2) — I + D72, (5.31)

est une fonction de Lyapunov pour I’équilibre 7 = (11, 7)".

Par suite, la fonction & est une fonction de Lyapunov pour 1’équilibre liquide pur définit par 7 =
(11, 7) ou7 = (7,72)".

3. Etats métastables liquides : 77 <7 < 77
Il faut distinguer deux cas, ce qui nous ramene a 1’obtention de deux bassins d’attraction différents.

e Cas 75(0) < 7. On considére la méme fonction G; définie en (5.29) qui est une fonction de
Lyapunov sur I’ensemble
Ay ={(n, ) €]1/3,7[x]r, 7" [},

vu que f est strictement convexe sur A;. Ceci détermine alors le premier bassin métastable.

e Cas 7~ < 15(0) < 75. Dans ce cas, on utilise la fonction G définie en (5.27) pour la zone spino-
dale. On montre que G est aussi une fonction de Lyapunov sur le domaine |1/3, 7[x]7~, +0o0]
ce qui détermine le deuxieme bassin.

Le cas des états de vapeur purs et métastables gazeux se traite d’une maniere similaire. ]

5.2.2 Résultats numériques pour le systeme dynamique en r = (71, 75)°

Dans cette partie, on donne quelques résultats numériques pour illustrer le comportement du systeme dy-
namique (5.25). On considere la loi réduite de van der Waals a une température fixe non dimensionnelle
T = 0,9, dont les valeurs caractéristiques sont données au Chapitre 3. La figure 5.5 présente la courbe iso-
therme correspondante dans le plan (7, p). On rappelle que les volumes spécifiques 7_ et 7, correspondent
aux extrema locaux de la pression. Le couple (7], 75) est obtenu par la construction de la régle des aires
égales de Maxwell sur la pression et caractérisé par le lemme 31.

On utilise une routine python d’approximation d’équations différentielles ordinanires (odeint) pour illus-
trer numériquement les bassins d’attraction décrits dans le théoreme 37. Pour cela on fixe 200 valeurs ini-
tiales de 7(0) dans un intervalle donné et on fixe les volumes spécifiques 7;(0), ¢ = 1, 2, comme perturbation
de 7(0). Ensuite, le systtme dynamique est résolu pour un temps final tmazx. On trace les graphiques des
quantités oy (tmax), p; (tmax), 7;(tmaz) et ay (tmax)p(m (tmax) )+ ae(tmax ) p(m2(tmax)) par rapport au
volume spécifique 7(0), pour chacune des 200 conditions initiales (7(0), 71 (0), 72(0)). L’allure de la courbe
de la pression du mélange est comparée a celle de la pression classique de van der Waals et a la ligne de
Maxwell. Finalement, on représente le comportement du systéme dynamique (5.25) pour chaque équilibre
possible étudié dans le théoreme 37. On trace alors I’allure des fractions massiques et volumiques ainsi que
les volumes spécifiques en fonction du temps ¢ € (0, tmazx).

e Etats métastables : Le volume spécifique 7(0) prend 200 valeurs dans [}, 7_]. On initialise 71 (0)
et 72(0) de la maniere suivante : 71(0) = 7(0) — 0.1 et »(0) = 7(0) + 0.2 de sorte a observer la
perturbation a I'intérieur et a I’extérieur de la zone de liquide métastable. Selon la figure 5.6 en haut,
la pression du mélange présente deux parties différentes : la partie gauche (pour 7 < 0.65) coincide
avec la courbe de pression de van der Waals et une seconde partie (pour 7 > 0.65) coincide avec
la ligne de Maxwell. La premiere partie correspond a la perturbation du liquide métastable dans la
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25 Pression de van der Waals a T=0.9
— (1)
p" =0.646998352154
2.0 - ¢ =0.7185971889535723
— 7' =1.5285049642670856
7 =0.603401903128
1.5 7, =2 34884237499
1.0
| ——
—‘————____
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FIGURE 5.5 — Courbe isotherme dans le plan (7, p) pour une température 7' = 0.9.

phase, tandis que la partie droite correspond a la perturbation en dehors du liquide métastable, c’est-
a-dire quand 7 < 75(0) < 75. On remarque que les courbes des fractions volumique et massiques
(voir Figure 5.6 au milieu) que oy (tmaz) = 1 et ¢ (tmaz) = 1 pour 7(0) < 0.65, c’est-a-dire que
seule la phase 1 est présente. Alors que 0 < ay(tmaz) < 1,0 < @(tmazx) < 1 et les volumes
spécifiques finaux correspondants 7;(tmazx), i = 1,2, coincident avec les volumes spécifiques 77 et
7, respectivement, ce qui explique que la pression correspond a la ligne du Maxwell.

e Perturbation du volume spécifique 7 sur tout le domaine : La figure 5.7 correspond a un volume
1

spécifique 7(0) qui prend 200 valeurs dans (5, 3) alors que 71(0) = 7(0) — 0.1 et 2(0) = 7(0) +0.1.

On observe que selon la perturbation initiale du volume spécifique 7(0) on récupére les états finaux

liquide pur et vapeur pure, incluant les états métastables, ou 1’état de coexistence. Par suite, la pression

du mélange coincide avec les branches admissibles de la courbe de pression de van der Waals ou avec
la ligne de Maxwell.

e Solution du systeme dynamique (5.25) a chaque instant ¢ € (0, tmaz) pour chaque état d’équi-
libre étudié dans le théoréme 37. Les figures 5.8-5.9-5.10-5.11-5.12-5.13 représentent les courbes
des fractions massiques et volumiques ainsi que les volumes spécifiques 7 et 75 solution du systeme
dynamique pour chaque donnée initiale (7(0),7,(0),72(0)) dans les différents bassins d’attraction.
Ces figures représentent alors les solutions du systéme (5.25) en fonction du temps ¢ € [0, tmax]
pour chaque donnée (7(0), 71(0), 72(0)) . On observe selon cette initialisation la convergence vers les
équilibres étudiés dans le théoreme 37.
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FIGURE 5.6 — Systeéme dynamique en r = (71, 72)". Illustrations numériques pour une perturbation dans
la zone liquide métastable. Le volume spécifique 7 prend 200 valeurs dans I’intervalle |77, 7_] et les 7;(0)
sont les perturbations de 7 sous I’hypothese (5.5). La figure en haut correspond a la pression du mélange au
temps final tmaxz = 10*. Pour 7 < 0.65, la pression coincide avec la pression de van der Waals alors que
pour 7 > (.65 elle coincide avec la ligne de Maxwell. Les fractions massiques et volumiques sont égales a
1 si 7 < 0.65 alors qu’elles prennent une valeur dans |0, 1 si 7 > 0.65.
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FIGURE 5.7 — Systéme dynamique en rr = (71, 72)". Illustrations numériques pour une perturbation dans tout
le domaine. Le volume spécifique 7 prend 200 valeurs dans I’intervalle [0.5, 3]. La figure en haut correspond
a la pression du mélange au temps final tmax = 10%. Elle coincide avec la plupart des branches admissibles
de la pression de van der Waals alors qu’elle coincide avec la ligne de Maxwell en zone spinodale.
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FIGURE 5.8 — Systeéme dynamique en 7 = (71, 73)". [llustrations numériques correspondantes a la solution
du systeme dynamique pour une donnée initiale 7 = 0.6 dans la zone liquide pure. Les perturbations de 7
sont initialisées par 71 (0) = 0.41 et 75(0) = 7 — 0.09. La figure en haut & gauche correspond a la pression
du mélange pour un temps final ¢max = 1000. La figure en haut a droite correspond a 1’évolution de 7, et
T2 en fonction du temps. Pour ces données initiales, et pour ce temps final le volume spécifique 7 tend vers
la valeur de 7. Ceci traduit le fait que ¢; et oy tendent vers 0 comme dans les deux figures en bas.
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FIGURE 5.9 — Systeme dynamique en r = (71, 73)". lllustrations numériques correspondantes a la solution
du systeme dynamique pour une donnée initiale 7 = 0.6 dans la zone liquide pure. Les perturbations de 7
sont initialisées par 71(0) = 0.55 et 75(0) = 0.656. La figure en haut a gauche correspond a la pression du
mélange pour un temps final tmaxz = 10°. La figure en haut a droite correspond a I’évolution de 7; et 7
en fonction du temps. Pour ces données initiales, et pour ce temps final le volume spécifique 7 tend vers la
valeur de 7. Ceci traduit le fait que ¢; et oy tendent vers 1 comme dans les deux figures en bas.
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FIGURE 5.10 — Systeme dynamique en r = (71, 72)". lllustrations numériques correspondantes a la solution
du systeme dynamique pour une donnée initiale 7 dans la zone métastable liquide. Les perturbations de
7 = 0.68 sont initialisées par 71(0) = 0.4 et (0) = 0.85. La figure en haut a gauche correspond a la
pression du mélange pour un temps final t{max = 3000. La figure en haut a droite correspond a I’évolution
de 7, et 75 en fonction du temps. Pour ces données initiales, et pour ce temps final le volume spécifique
7, tend vers la valeur de 7} et 75 vers 75. Ceci traduit le fait que ¢, et oy prennent les valeurs dans |0, 1]
comme dans les deux figures en bas.
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FIGURE 5.11 — Systeme dynamique en r = (71, 72)". lllustrations numériques correspondantes a la solution
du systeme dynamique pour une donnée initiale 7 dans la zone métastable liquide. Les perturbations de
7 = 0.68 sont initialisées par 71(0) = 0.4 et 2(0) = 0.69. La figure en haut a gauche correspond a la
pression du mélange pour un temps final tmax = 100. La figure en haut a droite correspond a I’évolution
de 71 et 75 en fonction du temps. Pour ces données initiales, et pour ce temps final le volume spécifique 7»
tend vers la valeur de 7. Ceci traduit le fait que ¢, et o tendent vers 0 comme dans les deux figures en bas.
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FIGURE 5.12 — Systeme dynamique en r = (71, 72)". lllustrations numériques correspondantes a la solution
du systeme dynamique pour une donnée initiale 7 dans la zone métastable liquide. Les perturbations de
7 = 0.62 sont initialisées par 71(0) = 0.55 et 72(0) = 0.69. La figure en haut a gauche correspond a la
pression du mélange pour un temps final tmax = 8 x 10%. La figure en haut a droite correspond a I’évolution
de 71 et 75 en fonction du temps. Pour ces données initiales, et pour ce temps final le volume spécifique 7
tend vers la valeur de 7. Ceci traduit le fait que ¢, et o tendent vers 1 comme dans les deux figures en bas.
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FIGURE 5.13 — Systeme dynamique en r = (71, 72)". lllustrations numériques correspondantes a la solution
du systeme dynamique pour une donnée initiale 7 dans la zone spinodale. Les perturbations de 7 = 1.5 sont
initialisées par 71 (0) = 0.55 et 75(0) = 2. La figure en haut & gauche correspond a la pression du mélange
pour un temps final tmax = 35. La figure en haut a droite correspond a I’évolution de 7; et 72 en fonction
du temps. Pour ces données initiales, et pour ce temps tres petit le volume spécifique 7; tend vers la valeur
de 7] et 7, tend vers 7. Ceci traduit le fait que ¢; et o; tendent vers une valeur comprise entre 0 et 1.

Analyse des résultats numériques obtenus pour le systeme dynamique (5.25). Les figures, 5.8-5.9-
5.10-5.11-5.12-5.13, ont illustré numériquement la convergence en temps du vecteur (71, 72)" solution du
systeme (5.25) selon la donnée initiale (71(0), 72(0); 7)). Ceci a été identique avec ce qui a été décrit dans le
théoreme 37. Si le volume spécifique 7 est considéré comme état de liquide ou vapeur pure, alors quelque
soit la donnée initiale du systeéme dynamique (5.25), on reste toujours dans une phase de la méme nature
que celle du 7. Contrairement a ce qui a été attendu la phase liquide par exemple n’est pas identifiée
nécessairement par ¢ = () mais au contraire ¢ = 1 lui correspond aussi. D’ou, avoir ¢ = 0 ou ¢ = 1 signifie
simplement la stabilité de la phase 1 et celui qui détermine sa nature est la nature du volume spécifique 7. De
méme si le volume spécifique 7 est choisi dans la zone spinodale alors 1’'unique point d’équilibre possible
pour le systeme (5.25) est toujours le point (77, 75) vérifiant les propriétés de la proposition 32. Cependant,
si le volume spécifique 7 est considéré comme état de liquide ou vapeur métastable, alors il faut tenir compte
de la donnée initiale du systeme dynamique (5.25), afin de savoir vers quel équilibre (phase pure ou état
de mélange) on converge avec le systeme dynamique (5.25). Aussi, dans le cas métastable, on a remarqué
si I’équilibre est 1’état de mélange alors I’allure des solutions du systeme dynamique (5.25) est différente
des autres cas. Pour la fraction volumique par exemple, elle croit jusqu’a arriver a une valeur maximale ou
elle s’étend sur un intervalle de temps avant de décroitre et arriver a son équilibre avec un temps important.
Finalement, au niveau du temps de convergence, on a constaté que si I’équilibre est celui du mélange associé
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a un état considéré dans la zone spinodale alors il est atteignable avec un temps tres petit. Par contre, dans
les cas ou le volume est initialisé dans la zone liquide (pure/métastable), on a remarqué une différence de
temps convergence vers 1’équilibre dans la méme phase liquide dans le cas ou il est atteignable avec ¢ = 0
ou dans I’autre avec ¢ = 1.

5.2.3 Systeme dynamique en fraction massique et écart des volumes

2
AT

Comme on a déja expliqué dans la partie précédente, le but est de chercher un systeme dynamique qui
dissipe en temps 1’énergie définie par :

F(p, A7) = of (1i(0, AT 7)) 4+ (1 — @) f(12(0, AT; T)). (5.32)

D’abord, on note que 7; et 7, peuvent étre exprimés en fonction de A7 et ¢ de la maniére suivante

Fixons 7 > 0, et prenons le choix de vecteur d’état r = avec AT =15 — 7.

Tl(g07 AT? T) =T AT(l - QD) (533)
To(p, AT; T) = T + AT,
en utilisant I’expression des fractions massiques données par la proposition 30.
On considere alors le systeme dynamique suivant :
¢ =L =9)(f(12) = [(1) + pATP(T1) + (1 = ) ATp(T2)) (5.34)
AT = o(1 = 9)(AT)*(p(72) — p(71)),

ou par souci de lisibilité, on a supprimé les dépendances en o et A7 pour les volumes spécifiques 7 et 7.
Proposition 38. Le systeme dynamique (5.34) vérifie les propriétés suivantes :

1. L’énergie I donnée par la relation (5.32) associée au systeme (5.34) est dissipée en temps.

2. Ses équilibres coincident avec les équilibres thermodynamiques du probleme de minimisation (5.1)
(états purs (stables et métastables)) et état de coexistence.

Démonstration. 1. 11 suffit juste de remarquer que le gradient de F' dans la relation (5.32) s’écrit
V,F(ri) = (f(ﬁ(?“; 7)) = f(r2(r; 7)) — (1 — @)ATp(7a(r; 7)) — AT p(7 (75 T))) .
T (1 =) (p(ra(r; 7)) — p(72(r;7)))
Onadonc V,.F(r;7))-7(t) <0.

2. Les équilibres 7 du systéme dynamique (5.34) vérifient Q(7) = 0. On a

* Etats purs (stables /métastables) : ¢ = 0 ou p = 1.

e Etats de coexistence vérifiant :

p(12) = p(11), (5.35)
f(r2) = f(m1) + o ATp(11) + (1 — @) AT p(13) = 0. (5.36)

Par définition de f et en injectant (5.35) dans (5.36), on obtient
(m2) = p(m).
Ainsi I’état d’équilibre r* = (¢*, (AT)*) est tel que

p(72 (¢, (A7) 7)) = p(71 (97, (AT)"5 7)),
p(ma (0", (A7) 7)) = (1 (@7, (A7) 7)),

et correspond a 1’état de coexistence de la proposition 32.
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1
Remarque 16. Le systeme (5.34) ne garantit pas 7y > 3 en tout temps.

Théoreme 39. Supposons que la donnée initiale (p(0), A7(0)) du systeme (5.34) est telle que (11(0), 2(0))
satisfait I’hypothese (5.5). L’équilibre est alors donné par :

1. Zone spinodale : si - < 7(0) < 7, 'unique équilibre est (©*, (AT)*) défini a partir du (1], T5)
caractérisé par la proposition 32, avec les @; données par la proposition 30. Le bassin d’attraction
est (0, +00) x (0,1), voir figure 5.14.

2. Les états purs liquides : si T(0) < 7, (respectivement les états purs gazeux : 7(0) > 75 ), 'ensemble
des points d’équilibre est {1} x {R,} U {0} x {R,}, (respectivement {1} x {R;} U{0} x {R}).
Le bassin d’attraction est alors : (0, +00) x (0, 1), voir figure 5.15.

3. Les états métastables : si 7 < 7(0) < 7_ ( respectivement 7, < 7(0) < 75), alors il existe deux
bassins d’attraction suivant la perturbation.

T —T )
, alors I’ensemble de points

(a) Perturbation a l'intérieur de la méme phase : si AT(0) <
d’équilibre est {0} x (7 — 7,4+00) U{1} x {7 — 7} . Le bassin d’attraction est donc (T_ —
== 7-) x (0, 1), voir figure 5.16.

T,

(b) Perturbation a I’extérieur de la phase : si A1(0) > T

, Uunique point d’équilibre est alors

T_—T

((AT)*, ¢*) caractérisé par la proposition 32. Le bassin d’attraction est donc ( ,F00) X
(0, 1), voir figure 5.16.
Démonstration. 1. Zone spinodale : on considere la fonction de Lyapunov
H(p,A1;7) = ¢ f(1i(p, AT;7)) + (L = 0) f (2, AT 7)) — p (0 + (1 — 9)) (5.37)
+ 0 (e, ATy 7)) + (1 — @)72(p, AT; 7). (5.38)

avec p* et ©* sont définies par la proposition (32). On démontre d’une maniere similaire au théoreme
39 que la fonction H est une fonction de Lyapunov sur I’ensemble

{(p, A7) € [0,1]x]0, +00[}.

2. Etats liquides purs : si 7 < 77, sous ’hypothése 7y < 7 < 75, 7, est toujours dans une zone ot f est
strictement convexe. Pour cela, on introduit la nouvelle fonction £

N(r) =1 f(m) + @2f (12) — Tlp1 + 2) + Dl + pom2) avee 7= pu(7),p = p(7), (5.39)

avec 7; ¢ = 1,2 sont fonctions de ¢ et A7 données par les relations (5.33). Montrons que la fonction
) donnée par I’expression (5.39) est une fonction de Lyapunov pour les deux équilibres possibles
(7,72) et (71, 7). Définissons maintenant la fonction H; := $7— a-y par:

Hy(r) = f(n) +pn — I, (5.40)
avecp = p(7) et i = pu(7). Soit 7 = ( A17> le vecteur d’état d’équilibre envisagé dans ce cas. Grice
aux relations de Gibbs on trouve bien que

HI(F) =0et VTH1<F) = 0.
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AT

(A7)

.

FIGURE 5.14 — Systeme dynamique en r = (i, A7)". Cas de la zone spinodale. Le bassin d’attraction
est celui hachuré en bleu. Le seul point d’attraction est le point rouge correspondant a 1’état de coexis-
tence ((A7)*, ¢*). Le domaine hachuré en jaune représente tous les états inatteignables qui ne satisfont pas
I’hypothese (5.5).

Recherche du signe de H; (r(t)) :
H\(r(t)) = 0,H ¢ + Oar Hi AT
= (p(7) = p(n)) AT + (1 = ) (p(n) — p(7)) AT
= (p(n) = p(n))(1 = p)AT — AT)).
Comme on est dans le casou 7y < 7 < 77, p est strig:tement décroissante sur ce domaine. Ainsi
p(m1) — p(7) > 0. Il reste a trouver le signe de (1 — @)AT — AT .
(1= @)AT = AT = (1 = 9)(p(1 = 9)(AT)*(p(72) — p(11))
— ATl = @) (= f(11) + f(72) + ¢ATp(T1))
— (1= @) (AT)p(r2) (1 — )
= (1= ¢)*(A7)’p(11) + ¢(1 — 9)*(AT)*p(12)
— ATl = @) (= f(11) + f(72) + ATp(T1))
— (1 = )*(AT)?p(1)
(1= @)AT(=(1 = ©)ATp(71) + f(11) — f(72) — $AT p(T1))
= (1 = p)AT(=f(12) + f(11) — AT p(11))
= p(1 = p)AT(=f() + f(11) — (72 — T1)p(71)),
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FIGURE 5.15 — Systéme dynamique en » = (¢, A7)". Cas d’un état liquide pur. Le bassin d’attraction est
celui hachuré en bleu. La droite verticale en vert d’équation o = 1 et I’axe vertical en noir d’équation ¢ = 0
représentent dans ce cas tous les points d’attraction. Le domaine hachuré en jaune représente tous les états
atteignables qui ne satisfont pas I’hypothése (5.5). Le point rouge représentant le point ((A7)*, ©*) n’est
pas atteignable dans ce cas.

qui a un signe négatif puisque 77 est appartient a une zone ou f est strictement convexe.
Finalement, on montre que H;(r(t)) > 0 en utilisant les propriétés de convexité de f en 7.
De mé€me on montre que la fonction Hy := $Hr— o Ar)t

<

Hy(r) = f(72) — 1 + P, (5.41)

est une fonction de Lyapunov pour I’équilibre 7 = (0, A7)".
Par suite, la fonction §) est une fonction de Lyapunov pour I’équilibre liquide pur définit par 7 =
(0,A7) ouT = (1,A7)".

3. Etats métastables liquides : pour 7 < 7 < 7_, on distingue deux cas.

T_ —T

©(0)

IN

, on utilise la fonction 1, définie par (5.40) et on montre que c’est

Premier cas : si A7(0)
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% i S

T_—T

FIGURE 5.16 — Systéme dynamique en r = (¢, A7)". Cas d’un état liquide métastable. Il y a deux bassins
T_—T

d’attraction séparés par 1’hyperbole d’équation A7 = . Selon la donnée initiale sur 75, le bassin

d’attraction correspond a celui hachuré en bleu. Soit il est fu-dessous de la courbe de I’hyperbole soit au-
dessus. Le point rouge représentant le point ((A7)*, ¢*) est atteignable dans ce cas et il est situé dans le
second bassin. Les droites verticales en rouges représentent tous les points d’attraction. Le domaine hachuré
en jaune représente tous les €tats inatteignables qui ne satisfont pas I’hypothese (5.5).

une fonction de Lyapunov sur :

4y = {<¢;Ar> € [0,1] x [0, +o0] / Ar < ;}

Deuxieme cas : si A7(0) > _(—B)T, on utilise la fonction H définie par (5.37) dans le cas de la zone
'

spinodale et on montre de fagon similaire que le point (¢*, (A7)*) défini par le couple (77, 75) est un

point attractif.

]

5.2.4 Résultats numériques sur le systéeme dynamique en r = (p, A7)’

Dans cette partie, on donne quelques exemples numériques pour illustrer le comportement du systeme
dynamique (5.34). On rappelle que 1’on travaille avec une loi de van der Waals réduite a la température
fixée T' = 0,9 pour laquelle la pression en fonction du volume spécifique est présentée en figure 5.5.
On utilise encore la routine d’intégration d’EDO odeint sur Python pour approcher les solutions du sys-
teme dynamique. On représente quelques illustrations numériques des bassins d’attraction décrits dans le
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théoreme 39. Pour cela on fixe 200 valeurs initiales de 7(0) dans un intervalle donné et on fixe les don-
nées initiales A7(0) et ¢(0) qui consistent en une perturbation de 7(0). Le systtme dynamique est ré-
solu pour un temps final ¢tmax. On trace les graphiques des quantités oy (tmazx), p;i(tmaz), 7;(tmax) et
ay(tmaz)p(m(tmaz)) + as(tmazx)p(ra(tmaz)) en fonction du volume spécifique 7(0), pour chacune des
200 conditions initiales (7(0), ¢(0), A7(0)). L’allure de la courbe de la pression du mélange est comparée
a celle de la pression classique de van der Waals et a la ligne de Maxwell. Finalement, on représente le
comportement du systeéme dynamique (5.34) pour chaque équilibre possible étudié dans le théoreme 39. On
trace alors I’allure des fractions massiques et volumiques ainsi que les volumes spécifiques en fonction du
temps ¢t € (0, trmax).

e Perturbation du volume spécifique 7 sur tout le domaine : La figure 5.17 correspond a un volume
1
spécifique 7(0) qui prend 200 valeurs dans (5, 3) alors que A7(0) et »(0) sont telles que 7,(0) =

7(0) — 0.1 et (0) = 7(0) 4+ 0.1. On observe que selon la perturbation initiale du volume spécifique
7(0) on récupere les états finaux liquide pur/vapeur pure, incluant les états métastables, ou 1’état de
coexistence. Pour cette raison, la pression du mélange coincide avec les branches admissibles de la
courbe de pression de van der Waals ou avec la ligne de Maxwell.

e Solution du systeme dynamique (5.25) a chaque instant ¢ € (0, tmaxz) pour chaque état d’équi-
libre étudié dans le théoréme 37. Les figures 5.18-5.19-5.20-5.21-5.22-5.23 représentent les courbes
des fractions massiques et volumiques ainsi que les volumes spécifiques 7; et 7o solution du systeme
dynamique pour chaque donnée initiale (7(0), ¢(0), A7(0)) dans les différents bassins d’attraction.
Ces figures représentent alors les solutions du systéme (5.25) en fonction du temps ¢ € [0, tmax]
pour chaque donnée (7(0), ¢(0), A7(0)) . On observe selon cette initialisation la convergence vers
les équilibres étudiés dans le théoreme 39.
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pression finale pour une perturbation sur tout le domaine
. T T .
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FIGURE 5.17 — Systéme dynamique en r = (¢, A7)". Illustrations numériques pour une perturbation dans
tout le domaine. Le volume spécifique 7 prend 200 valeurs dans I’intervalle [0.5,3]. La figure en haut
correspond 2 la pression du mélange au temps final tmax = 103. Elle coincide avec la plupart des branches
admissibles de la pression de van der Waals et aussi avec avec la ligne de Maxwell en zone spinodale.
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FIGURE 5.18 — Systéme dynamique en r = (¢, A7)". Illustrations numériques correspondantes a la solution
du systeme dynamique pour une donnée initiale 7 = 0.6 dans la zone liquide pur. Les perturbations de 7
sont initialisées par 71 (0) = 0.41 et 75(0) = 7— — 0.09. La figure en haut a gauche 1’évolution des volumes
71 , T2 €t A7 en fonction du temps pour un temps final tmax = 50. Pour ces données initiales, et pour ce
temps final le volume spécifique 7, tend vers la valeur de 7. Ceci traduit le fait que ¢, tend vers 0 comme

dans la figure a droite.
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FIGURE 5.19 — Systéme dynamique en r = (¢, A7)’ Illustrations numériques correspondantes 2 la solution
du systeme dynamique pour une donnée initiale 7 = 0.6 dans la zone liquide pur. Les perturbations de 7
sont initialisées par 71(0) = 0.55 et 75(0) = 0.656. La premiere figure en haut & gauche correspond a
I’évolution de 7; et 72 en fonction du temps. Pour ces données initiales, et pour ce temps final ¢maz = 3500
le volume spécifique 7, tend vers la valeur de 7. Ceci traduit le fait que ¢, tend vers 1 comme dans la figure

a droite.
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FIGURE 5.20 — Systeme dynamique en (o, A7). Illustrations numériques correspondantes a la solution
du systeme dynamique pour une donnée initiale 7 dans la zone métastable liquide. Les perturbations de
7 = 0.68 sont initialisées par 74 (0) = 0.4 et 75(0) = 0.85. La premiére figure en haut a gauche correspond
I’évolution de 71 et 7» en fonction du temps. Pour ces données initiales, et pour ce temps final tmaz = 1000
le volume spécifique 7; tend vers la valeur de 7] et 7, vers 7. Cecl traduit le fait que ¢, prend une valeur

dans 0, 1| comme dans la figure a droite.
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FIGURE 5.21 — Systéme dynamique en r = (¢, A7)". Illustrations numériques correspondantes a la solution
du systeme dynamique pour une donnée initiale 7 dans la zone métastable liquide. Les perturbations de
7 = 0.68 sont initialisées par 7,(0) = 0.4 et 75(0) = 0.69. Dans la figure de gauche on voit 1’évolution
de 7y et 75 en fonction du temps. Pour ces données initiales, et pour le temps final tmax = 50 le volume
spécifique 7 tend vers la valeur de 7. Ceci correspond a la figure a droite ou ; tend vers 0.
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FIGURE 5.22 — Systéme dynamique en r = (¢, A7)". Illustrations numériques correspondantes a la solution
du systeme dynamique pour une donnée initiale 7 dans la zone métastable liquide. Les perturbations de
7 = 0.62 sont initialisées par 71(0) = 0.55 et 5(0) = 0.69. La figure a gauche représente 1’évolution en
temps du 71 ,7» et A7 avec un tmax = 2500. Avec ce temps final, ¢; tend vers 1 comme dans la figure a
droite. Ce qui correspond au fait que 71 tend vers 7 comme dans la figure a gauche.

T=1.Ar, (0} =0.55,7, (0) =2 e — 40 T 1A (0) =0.55,7 (0) =2 fras =40

2.5
//r e
20 D46
Ar{t) 0.44

g /

T ()
10 0.28

Q.50

7 It 042

0.36

a5 0.34
o 5 5 2 2

FIGURE 5.23 — Systéme dynamique en r = (¢, A7)". Illustrations numériques correspondantes a la solution
du systeme dynamique pour une donnée initiale 7 dans la zone métastable liquide. Les perturbations de
7 = 1.5 sont initialisées par 71 (0) = 0.55 et 75(0) = 2. La figure en haut a gauche montre 1’évolution de 7,
et 75 et A7 en fonction du temps pour un temps final tmax = 40 dont le volume spécifique 7, tend vers la
valeur de 77 et 7, tend vers 7. Cecl traduit le fait que ¢, tend vers une valeur comprise entre 0 et 1 dans la
figure a droite.

Analyse des résultats numériques obtenus pour le systéeme dynamique (5.34). Les figures, 5.18-5.19-
5.20-5.21-5.22-5.23, ont illustré numériquement la convergence en temps du vecteur (p, A7)* solution du
systeéme (5.34) selon la donnée initiale (¢(0), A7(0); 7). Ceci correspond a ce qui a été montré dans le
théoreme 39. Si le volume spécifique 7 est considéré comme €tat de liquide ou vapeur pure, alors quelque
soit la donnée initiale du systeme dynamique (5.25), on reste toujours dans une phase de la méme nature
que celle du 7. Aussi, on a remarqué que la phase liquide n’est pas identifiée nécessairement par ¢ = 0.
Si le volume spécifique 7 est pris dans la zone spinodale alors I’unique point d’équilibre possible pour le
systeme (5.34) est celui (¢*, (A7)*) déterminé a partir du couple (77, 75) qui vérifie les propriétés décrites
dans la proposition 32. Par contre, si le volume spécifique 7 est considéré comme état de liquide ou vapeur
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métastable, alors selon la donnée initiale du systeme dynamique (5.34), soit on reste dans la méme phase
soit on la traverse pour atteindre 1’état de mélange. On a aussi remarqué dans ce cas que si I’équilibre est
I’état de mélange alors 1’allure des solutions du systeme dynamique (5.25) est un peu étrange. La fraction
massique par exemple change de monotonie sur I'intervalle de temps puis elle s’étend lentement avant
de converger. Au niveau du temps de convergence, on a constaté aussi que 1’équilibre associé au volume
spécifique 7 dans la zone spinodale est atteignable avec un temps assez petit devant les autres cas. Dans
les cas ou le volume est initialisé dans la zone liquide (pure/métastable), on a une différence de temps de
convergence vers I’équilibre dans la méme phase liquide selon s’il est atteignable avec ¢ = 0 ou avec
¢ = 1. Finalement, comme on a pris les mémes cas tests décrits que ceux du systeme dynamique (5.25),
on peut alors faire une comparaison au niveau de temps de convergence entre les deux systemes (5.25) et
(5.34). On constate que ce dernier nécessite moins de temps de calcul quelque soit le cas test.

5.2.5 Systeme dynamique en fraction massique et volumique

Dans cette partie, on va aussi chercher un systeme dynamique qui dissipe bien la méme énergie du mélange

. . . . . (05} . L.
mais cette fois avec un nouveau choix de variables qui est r = o) Dans la suite, on va désigner par
1

o = a; la fraction volumique de la phase 1 et par ¢ = ¢; la fraction massique de la phase 1. Ce choix
va permettre d’avoir une dynamique sur les fractions massique et volumique. L’énergie [’ est alors définie
par :

aT (1— 04)7'>
Fla,p;7) = — 1- —_— . 542
(a,¢;7) wf(gp)Jr( 90)f<1—<p (5.42)
On considere le systeme dynamique suivant
& = a1 = a)(p(n) — p(r2)),
. (5.43)
{¢=wu—wmmw—um»

Proposition 40. L’énergie F' donnée dans (5.42) associée au systeme (5.43) est dissipée en temps. Ses
équilibres sont les équilibres thermodynamiques du probléme de minimisation (5.1).

Démonstration. On vérifie d’abord que :
Vi VM ooy

NEM VMM, o
De méme on a
. (6] . (1 — Oél)
Tg = —T=—"—"T7.
©2 (1—1)

D’apres la définition (5.42) de F', on trouve :

Vo E(r;7) T(p((ll_a)T)_ (%)) (5.44)
rBAT) = ary (1—a)r _ar,,.at (1—a)r ,, (1—a)r :
7D~ (T - 70Ty 4 LT p Ay
En utilisant le fait que u(7) = f(7) — 7f'(7), on simplifie le dernier terme de la jacobienne de F' :
aT 1—a)r aT L, ,aT l—a)r,,,(1—a)T aT 1—a)T
FE) = (=20 = (3 + E=r (=) = D) - (=),

® L—o ® 77 I—o 1—o 77 I—o

Ainsi V, F'(r; T) est exprimée comme suit :

L= @ , (5.45)
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Donc :
F(r)=V,F(r).r(t)
(l-a)ry ar
(> 90 ) —n( ; ) (a)
- aT (1—a)r ;
M(?) —M(ﬁ) 7
(50— p(Ea+ (w0 - w20

Par suite, suivant le systeme dynamique (5.43) on a F(r; 7) < 0. Finalement, on vérifie que les équi-
libres du systeme (5.43) sont

e Phases pures liquide et vapeur stables et métastables. Ce sont les états (o, @) tels que o = .

e Etat de coexistence (a*, p*) défini par le couple unique (75, 75) vérifiant les propriétés de la proposi-
tion 32 de sorte que

*
* _ 7-2 d
¥ Tk %

T, — T
ot = ptr/T.

]

Théoréme 41. Supposons que la donnée initiale («(0), (0)) du systéme (5.43) est telle que (71(0), 72(0))
satisfait I’hypothese (5.5). L’équilibre est alors donné par :

1. Zone spinodale : si T_ < T < T, 'unique équilibre est (a*, p*) déterminé par le couple (1{,75) qui
vérifie la proposition 32, avec les @; données par la proposition 30. Le bassin d’attraction est |0, 1[?,
voir figure 5.24.

2. Les états purs liquides : si T < 7] (respectivement les états purs gazeux : T > T ), I’ensemble des
points d’équilibre est {(o, p) €]0,1[*; a = ¢}. Le bassin d’attraction est alors : |0, p[x]0, 1|, voir
figure5.25.

3. Les états métastables : 77 < T < T_ (respectivement T, < 7 < T75). Dans ce cas il existe deux
bassins d’attraction :

a). La perturbation se passe a l'intérieur de la phase : si (a(0),p(0)) €]0,1[* tel que p(0) <

2
alOr | (1 — ) (respectivement (a(0), p(0)) €|0,1[ tel que 71(0) > 7,), l'ensemble
T—

des points d’équilibre est alors {(c, ) €]0,1[*;a = ¢}. Le bassin d’attraction est alors :
10, 1[x] e, 7 (1-— l)[ voir figure 5.26.
T_ T_

a(0)T

T—

b). La perturbation se passe en dehors de la phase : si (a(0), 0(0)) €]0, 1[> tel que ©(0) > +

(1-— l) (respectivement si (a(0), 0(0)) €]0, 1[* tel que T, > 7(0) > 7). Il existe un unique
-

point d_’équilibre (a*, ¢*), déterminé par le point (7{,T5) qui vérifie la proposition 32, avec les
a

©; données par la proposition 30. Le bassin d’attraction est alors |0, 1[><]—T +(1— L), 1[ voir
T_ T_

figure 5.26.

Démonstration. La preuve se fait d’une maniere équivalente a celles des théoremes (37)-(39). [l
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>
o

o 1

FIGURE 5.24 — Systeme dynamique en r = (a, ¢)*. Cas de la zone spinodale. Le bassin d’attraction est celui
hachuré en bleu. Le seul point d’attraction est le point rouge correspondant a 1’état de coexistence (a*, ™).
Le triangle en blanc au dessous de la premiere bissectrice en noire représente tous les états inatteignables
qui ne satisfont pas I’hypothese (5.5).

N
¥

@* *

Ty

FIGURE 5.25 — Systéme dynamique en r = (v, )'. Cas d’un état liquide pur. Le bassin d’attraction est celui
hachuré en bleu. La droite en rouge d’équation ¢ = « représente dans ce cas tous les points d’attraction.
Le triangle en blanc au dessous de la droite rouge représente tous les états atteignables qui ne satisfont pas
I’hypothése (5.5). Le point rouge représentant le point (a*, ¢*) n’est pas atteignable dans ce cas.
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AN
¥

FIGURE 5.26 — Systéme dynamique en r = (o, )'. Cas d’un état liquide métastable. Il y a deux bassins

) _y ) S a T .
d’attraction séparés par la droite bleue d’équation ¢ = — + (1 — —). Selon la donnée initiale sur 75, le
T T

bassin d’attraction correspond a celui hachuré en noir. Soit il est au-dessous de la droite soit au-dessus. Le
point noir représentant le point (a*, ¢*) est atteignable dans ce cas et il est situé dans le second bassin. La
droite d’équation en rouge d’équation o =  représente tous les points d’attraction. Le triangle en blanc au
dessous de la droite rouge représente tous les états inatteignables qui ne satisfont pas I’hypothese (5.5).

5.2.6 Résultats numériques sur le systeme dynamique en fractions

Dans ce paragraphe, on illustre numériquement le comportement du systeme dynamique (5.43). On consi-
dere toujours la pression de van der Waals réduite a une température fixe 7' = 0, 9 représentée en figure 5.5.
Les simulations sont réalisées avec la routine d’intégration d’ODE odeint de Python. On donne quelques
illustrations numériques des bassins d’attraction décrits dans le théoreme 41. Pour cela on fixe 500 valeurs
initiales de 7(0) dans un intervalle donné et on fixe les données initiales a(0) et ¢(0) comme perturba-
tion de 7(0). Le systtme dynamique est résolu pour un temps final ¢{mazx. On trace les graphiques des
quantités a(tmazx), p(tmazx), 7;(tmax) pour i = 1,2, et la pression du mélange o, (tmax)p(m (tmazx)) +
as(tmax)p(me(tmazx)) en fonction du volume spécifique 7(0), pour chacune des 500 conditions initiales
(7(0), (0), ©(0)). L’allure de la courbe de la pression du mélange est comparée a celle de la pression
classique de van der Waals et a la ligne de Maxwell pour la méme température 7" = 0.9. Finalement,
on représente le comportement du systeme dynamique (5.43) pour chaque équilibre possible étudié dans le
théoreme 41. On trace alors I’allure des fractions massiques et volumiques ainsi que les volumes spécifiques
a chaque instant ¢ dans I’intervalle du temps (0, tmax).

e Perturbation du volume spécifique 7 sur tout le domaine : La figure 5.27 correspond a un volume
1
spécifique 7(0) qui prend 200 valeurs dans (5, 3) alors que A7(0) et ¢(0) sont telles que 71(0) =

7(0) — 0.1 et 75(0) = 7(0) 4 0.1. On observe que selon la perturbation initiale du volume spécifique
7(0) on récupere les états finaux liquide pur et vapeur pure, incluant les états métastables ou I’état de
coexistence. Pour cette raison, la pression du mélange coincide avec les branches admissibles de la
courbe de pression de van der Waals ou avec la ligne de Maxwell.

e Solution du systeme dynamique (5.25) a chaque instant ¢ € (0, tmax) pour chaque état d’équi-
libre étudié dans le théoreme 37. Les figures 5.28-5.29-5.30 représentent les courbes des fractions
massiques et volumiques ainsi que les volumes spécifiques 7, et 7o solution du systeme dynamique
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pour chaque donnée initiale (7(0), «(0), ¢(0)) dans les différents bassins d’attraction. Ces figures
représentent alors les solutions du systeme (5.43) en fonction du temps ¢ € [0, tmaz| pour chaque
donnée (7(0), «(0), »(0)) . On observe d’abord d’apres la figure 5.28 que quelque soit la donnée ini-
tiale du systéme dynamique (5.43), si le volume 7(0) est dans une zone de liquide pur alors on tend
vers un état de la méme phase avec o« = ¢. De méme, si 7(0) est un état métastable on converge aussi
vers un état de méme nature avec une égalité de fractions massiques et volumiques. Par contre, si le
7(0) est dans une zone spinodale alors I’unique équilibre est (a*, ¢*) vérifiant la proposition 32.

De plus, on remarque si 7(0), a(0) et ¢(0) sont tels que (7(0), 71(0), 72(0)) vérifie I’hypothése (5.5)
alors I’état d’équilibre atteignable est tel que o < .

Finalement, on constate un temps de convergence tres petit pour le systeme en fractions (5.43) devant
celui des deux premiers systemes (5.25) et (5.43).
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FIGURE 5.27 — Systeme dynamique en r = («, ¢)*. Illustrations numériques pour une perturbation dans tout
le domaine. Le volume spécifique 7 prend 200 valeurs dans I’intervalle [0.5, 3]. La figure en haut correspond
a la pression du mélange au temps final tmax = 103, Elle coincide avec la plupart des branches admissibles
de la pression de van der Waals et aussi avec avec la ligne de Maxwell en zone spinodale.
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FIGURE 5.28 — Syst¢me dynamique en r = (o, )*. Illustrations numériques correspondantes 2 la solution
du systeéme dynamique pour une donnée initiale 7 dans la zone liquide pure. Ces figures illustrent I’évolution
des volumes 7 , T2, « et  en fonction du temps pour un temps final tres petit tmax = 5. Les deux figures
en haut correspondent a la donnée initiale 7(0) = 0.6, 71(0) = 0.41 et 72(0) = 7— — 0.09. Les figures du
bas représentent la méme chose mais pour une donnée 7(0) = 0.6, 74(0) = 0.55 et 75(0) = 0.656. Pour ces
données initiales, I’'unique équilibre est défini par 1’égalité des fractions et volumes spécifiques.
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FIGURE 5.29 — Systeéme dynamique en r = («, )’. Illustrations numériques correspondantes a la solution
du systeme dynamique pour une donnée initiale 7 dans la zone métastable liquide. Pour n’importe quelle
perturbation dedans la phase liquide les solutions convergent vers 1’équilibre défini par a = ¢ qui corres-
pond a 1, = 7 = 7y ce qui est illustré dans les 4 figures en bas. Les deux premieres figures montrent que
pour une perturbation plus efficace a 1’extérieur de la zone liquide, la solution converge 1’équilibre (o, ¢*)
défini par le couple (77, 75).
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FIGURE 5.30 — Systéme dynamique en r = (o, )’. Illustrations numériques correspondantes a la solution
du systeme dynamique pour une donnée initiale 7 dans la zone spinodale. Les perturbations de 7 = 1.5 sont
initialisées par 71(0) = 0.55 et 75(0) = 2. La figure en haut & gauche montre I’évolution de 7y et 75 et AT
en fonction du temps pour un temps final ¢max = 110 dont le volume spécifique 71 tend vers la valeur de
71 et 7, tend vers 7,,. Ceci traduit le fait que ¢; tend vers une valeur comprise entre 0 et 1 dans la figure a
droite.

Analyse des résultats numériques obtenus pour le systeme dynamique (5.43). A travers les figures,
5.28-5.29-5.30, on a observé numériquement la convergence en temps du vecteur (a, )* solution du sys-
teme (5.43) selon la donnée initiale (c(0), »(0); 7). Ceci a été en accord a ce qui a été montré dans le
théoreme 41. Ce systeme possede une propriété intéressante : les phases pures ne sont pas identifiées par
¢ = 0 ou ¢ = 1 mais par ¢ = «. Finalement, comme on a aussi pris les mémes cas tests effectués pour les
deux systemes dynamiques (5.25) et (5.34), on a constaté que le systeme dynamique en fractions est le plus
rapide parmi les trois, avec un faible temps de calcul.

5.3 Conclusion

Dans ce chapitre, on a considéré un mélange isotherme de deux sous-systemes décrits par la méme énergie
libre de van der Waals et constituant un méme fluide. L’équilibre thermodynamique du mélange est donné
par un probleme de minimisation sous les contraintes de conservation de masse et non miscibilité. Dans un
premier temps, on a étudié les équilibres de ce probleme de minimisation (5.1) sous les contraintes (5.2)-
(5.3). Les minimiseurs sont les états de liquide et vapeur purs, stables, métastables et les états inadmissibles
de la zone spinodale, et les états de coexistence qui vérifient 1’égalité de pression et potentiel chimique.
Etant donné que cette caractérisation n’est pas suffisante pour caractériser un état métastable a ’équilibre
thermodynamique, on a introduit la dépendance du temps pour arriver a une caractérisation dynamique.
Pour cela on a présenté une maniere de construire un tel systtme dynamique. On impose que le systeme
dissipe I’énergie du mélange donnée par (5.17) et que ses équilibres ne sont que les états purs (stables et
métastables) et 1’état de coexistence défini par la proposition 32.

Divers choix de variables peut étre traités pour créer le systeme dynamique répondant a nos veeux. Dans
le présent travail, on a illustré trois différents choix : un premier en (71, 72 ), un deuxieéme en (p := 1, A7 :=
T,—71) et un troisieéme en fractions (o := «, ¢ := ¢7). Le premier est une adaptation de celui introduit dans
[JM16]. Le dernier semble étre retrouvé dans des systemes d’équations aux dérivées partielles diphasiques
homogenes avec une différence que dans cette derniere description les phases pures sont décrites par o =
@ = 0oua = ¢ = 1. On en étudiera le couplage a de tels systemes d’EDP dans la derniere partie. Par une
technique de stabilité de Lyapunov, on a étudi€ les différents bassins d’attractions correspondants a chaque
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équilibre pour chaque systeme dynamique. Pour chacun des trois systemes dynamiques, on observe que
I’indice 7 = 1 ou ¢ = 2 n’indique pas la nature de la phase (liquide ou vapeur) mais décrit le sous-systeme 1
ou 2. Par exemple, le fait que ¢ = 0 ne signifie pas 1’absence de la phase liquide mais que la phase liquide
est a I’équilibre.

Le systtme dynamique en fractions de masse et de volume (5.43) permet de récupérer tous les états
possibles, méme les états de phase pure. Celles-ci sont identifiées par 1’égalité des fractions massiques et
volumiques comprises entre 0 et 1 strictement ce qui n’est pas comme les systemes diphasiques habituels,
ouonaa = ¢ = 0oua = ¢ = 1. Le calcul de la pression asymptotique de mélange, lorsque I’on considere
un volume initial 7(0) qui parcourt I'intervalle ]0.4, 3[, permet de retrouver toutes les branches admissibles
de la pression isotherme de van der Waals, voir figure 5.27.

Finalement, on a réalisé des simulations numériques sous Python pour illustrer les différents états
d’équilibres et leur bassins d’attractions associés. La technique est toujours la méme : on initialise chaque
systeme dynamique et on laisse le systtme dynamique évoluer jusqu’a atteindre 1’équilibre asymptotique
aprés un certain temps. On a constaté que le systtme dynamique (5.25) en (71, 72) converge plus lente-
ment que le systeme (5.34) en (@, A1) et celui (5.43) en (v, ). Le systeme (5.43) est le meilleur des trois
systemes en terme de temps de convergence.

Dans le chapitre suivant, on étend la construction de systemes dynamiques en tenant compte de I’évo-
lution de la température.






Modélisation avec changement de température

6.1 Introduction

Dans le chapitre précédent on a étudié un probleme de minimisation isotherme sous contraintes de conser-
vation de masse et de non miscibilité. Dans ce chapitre, on fait I’extension au cas non isotherme tout en
considérant la variation de la température.

L’ étude réalisée dans le présent chapitre est faite avec I’entropie de van der Waals s donnée par

s(t,e) =C, ln(g +e)+ Rln(r — b) + so, (6.1)
T
On rappelle son domaine de définition D, donné par
D, :={(r.¢) € R%tel que 7 €]b, 0] ete > ——} (6.2)
T

avec a et b les constantes relatives a I’entropie de van der Waals. On note aussi que cette équation d’état s
vérifie la propriété suivante

T 6.3
Les autres propriétés de cette loi sont étudiées dans la partie loi d’état de van der Waals décrite dans le
chapitre 3.

On s’intéresse alors au probleme d’optimisation suivant

I
s(re)= sup {>_ gis(m,e)}, (6.4)
sous les contraintes (I
PYi = 17
i=1
I
©;iT; =T, (6.5)
’L?l
> piei = e,
\i=1
M; . . Vi L Ei .
avec p; = i € [0,1] la fraction massique, 7; = A > 0 le volume spécifique et e; = A I’énergie

spécifique de chaque sous-systeme ¢ = 1, 2.

109
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On rappelle que la premiere contrainte décrit la conservation de la masse, la troisieme décrit la conserva-
tion de I’énergie alors que celle portée sur les volumes spécifiques représente la non-miscibilité ainsi que
I’absence de vide.

Tout au long de ce chapitre, on se donne 1’hypothese suivante

T # Ty, €1 # ey, (T,€) € [min(7y, 72), max(7y, 72)] X [min(ey, e5), max(es, e2)]. (6.6)

Par une technique de multiplicateurs de Lagrange, on étudie les différents équilibres possibles. Ensuite, on
donne une caractérisation géométrique des états de coexistence avec ce qu’on appelle le plan bitangent,
technique utilisée dans [FKA12, Jao01, CCJKO06].

Dans le cadre d’atteindre les états métastables, on présente deux systemes dynamiques dus aux deux choix
de variables différents. On abordera I’étude théorique qui présente des difficultés liées au fait que dans cette
représentation non isotherme on travaille avec 1’entropie comme équation d’état a deux variables et qui
n’est pas toujours concave.

Finalement, des résultats numériques réalisés sous Python seront envisagés.

Remarque 17. Tout au long de ce chapitre, on ne donne aucune contrainte de positivité de I’énergie e.

6.2 Etude du probleme d’optimisation

Dans cette partie, on étudie le probleme de maximisation (6.4) sous les contraintes (6.5) ce qui va permettre
de caractériser les différents états d’équilibre associés.

On a déja vu dans le chapitre 4 que sous I’hypothese (6.3), le nombre de phases maximale atteignable a
I’équilibre thermodynamique est limité a deux. Ainsi, le probleme (6.4) s’écrit comme suit

2
s(re) = sup {)_ @is(ni, e}, (6.7)

7;>b,0; >0 i=1

sous les contraintes

2

Z Yi = 17
=1

2
Yoo =T, (6.8)
=

2
> pie; = e.
\ =1

On cherche a déterminer les états d’équilibre qui maximisent 1’entropie S définie par:

S 1 [0,1] x [0, 1]x]b, +00[x]b, +oo[xR x R — R

(1, P2, T1, Ta, €1, €2) = ©15(T1, €1) 4+ P25(T2, €2) (6.9)

sous (6.8).

Comme il s’agit d’un probléme de maximisation sous contraintes, on se sert alors d’une technique de
multiplicateurs de Lagrange.

On définit alors la fonction de Lagrange notée L par

L()‘zpa /\77 )‘sa SL’) - S(]J) + )‘wﬁl(x) + /\Tﬁ2<m) + /\353(515)7
ou )\go’ >\T7 >\e € Ra T = (()017 Y2, T1, T2, €1, 62) et
Bi(z) = 1+ 2 — 1,

Bo() = o171 + pa1o — T,
Bs(z) = p1e1 + paes — e.
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On note d’abord que la fonction S est de classe C, de plus les contraintes (6.8) sont affines, donc il existe
Ap» Ar, Ae € R des multiplicateurs de Lagrange tels que VL = 0, autrement dit

(11, e1) + Ap + AT+ Acer = 0, (6.10a)
$(Ta,€2) + Ay + A2 + Aceg = 0, (6.10b)

Js
wla—(ﬁ, e1) + o1 =0, (6.10c)

T1

Js
@28—(72, e2) + 2 = 0, (6.10d)

T2

0s
9016—(7'1, e1) + v1Ae =0, (6.10¢e)

€1

0s
9028—(7'2, e2) + paAe = 0. (6.10f)

€2

Le théoréme suivant montre qu’il existe deux types d’équilibre maximisant I’entropie S.
Proposition 42. Sous I’hypothese (6.6), les états d’équilibre sont

1. états de liquide ou gaz purs : p1 =0 ou py =0, avec 7o =7, T < T arbitraire ete; =e,e; < €
arbitraire ou Ty = T, To > T arbitraire et e = e, ey > e arbitraire.

2. Etats de coexistence : o105 # 0, on a lexistence du quadruplet (11, To, €1, €2) satisfaisant

p(11,e1) = p(72, €2),
(7, e1) = pu(72, €2), 6.11)
T(Tl, 61) = T(TQ, 62).

Démonstration. Le cas ¢; = 0 correspond a avoir 7, = T avec e; = e ce qui veut dire la présence d’une
seule phase. De méme pour le cas ¢, = 0 indique la présence d’une seule phase.
Maintenant supposons que ¢;¢9 # 0, en combinant les relations (6.10c) et (6.10d), on obtient

0s 0s

A= —a—ﬁ(ﬁw‘ﬁ) = _8_72(72762)’

en utilisant les propriétés de I’entropie s données par les relations (3.25), on obtient
p_ D
T Ty
De méme, en utilisant les relations (6.10e) et (6.10f) on obtient I’égalité de températures
1
TN Ty

Finalement, la combinaison des relations (6.10a) et (6.10b) avec 1’identité de Gibbs en intensif (3.26) on
obtient

)\tp = —851 — )\7'7_1 — )\661 = —89 — )\7-7'2 — )\662,
ce qui donne
M K2
Ty
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A I"équilibre thermodynamique, lorsque les deux phases sont présentes, le systéme est caractérisé par
I’égalité des pressions, des potentiels chimiques et des températures.

Théoreme 43. Fixons (7,¢e). Si p1p2 # 0, alors les propriétés suivantes sont équivalentes et définissent
uniquement les couples T # 15 et €] # e} vérifiant les propriétés suivantes :

1. Le systeme est caractérisé par

p(r1,€7) = p(73, €3)
p(risen) = p(r3, e3)
T(ry,e1) = T(73,€5)

2. Soit 3 la surface définie par le graphe {(7,¢e) — s(7,¢e)} dans le plan ((,¢€), s) . Alors, il existe un

unique plan tangent a la surface Y. aux points (71, €) et (75, €3). Un tel plan est dit plan bitangent.
p* * * 1 * * ~ * * * * *
_*(7'2 - 7))+ 77*(62 — €]), ot on note p* = p(7{,e}) = p(75,¢€5) et
T =T(r,e}) = T(15, ).

3. 8(7—2*763) - 3(7—1*76T) -

Démonstration. D’abord, on montre 1’existence du quadruplet (77, e}, 75, e5) caractérisé par la proposition
42. L’ensemble des contraintes sur lequel on maximise 1’entropie s de van der Waals est un compact dans
R*.

Montrons maintenant I’existence du plan bitangent. Soit P; ¢ = 1, 2 le plan tangent a la surface Y. aux points
((17,€f), sf) dans I’espace ((7,e), s). Il suffit de montrer que P; et P, sont les mémes. L’équation de P,
est donnée par

ds , , s
2= sl ) + 5o el) (7 = ) + 52 (7 ) (e — )
En utilisant ensuite les relations intensives (3.25), on obtient
. p(7-1761) 4 6-'-8(7';,6;)— p(7—17€1) 7_*_ GT.

= T
T(ri,e5)  T(rf,¢€}) T(ri,er) ' T(rf,¢€))

En utilisant de nouveau les expressions de dérivées partielles de I’entropie s données par (3.25) et la relation
de Gibbs intensive (3.26), on obtient I’équation du plan P,
p(ri, 1) 1 p(ri, e1)

P z= — T+ —c— — .
T(T1 ) 61) T(7'1 ) 61) T(ry, 61)

De la méme maniere, on obtient I’équation du plan P :

p(75,€5) 1 (75, €5)
P z= — T+ €~ — .
T (15, ¢€3) T (15, €35) T (15, e3)

* % * % 44l
De plus, comme (77, €}) et (75, e}) vérifient

p(ri,er) _ p(1s,€3) 1 plrt,el) _ 3, e5)

T(ri,ei) T(3.e3)" T(riei) T(m5.e5) T(rief) T(13,¢3)

on obtient P, = P.

D’autre part, I’expression de s(75, e3) — s(77, e}) s’obtient immédiatement grace a I’équation du plan bi-
tangent défini ci-dessus.

Afin de prouver I’unicité de (77, e}, 75, e3), on rappelle d’abord que I’entropie de van der Waals s n’est pas
une fonction concave sur tout le domaine D mais au contraire elle change de concavité dans la zone dite
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spinodale. De plus, on veut les états admissibles sur lesquels I’entropie s atteint son maximum a I’équilibre
thermodynamique, donc (7, ef, 75, €3) va étre dans une région ol s est une fonction strictement concave.
Par suite, on peut supposer sans perte de généralités que le probleme de maximisation (6.7)-(6.8) peut étre
représenté par

oi(r,e) = sup  {p15c(1,€e1) + pa5c(T2, €2)},
7:20,0;20,e;
sous les hypotheses
p1+ o2 =1,

P17T1 + P2T2 = T,
P1€1 + p2ez = €.
ou la fonction s est remplacée par s strictement concave telle que s. = s en dehors de la zone spinodale.
Ceci montre "unicité de (7, ¢ef) i = 1, 2.

7771

]

On note que le cas ou I’on consideére deux fonctions d’états strictement concaves s; et sy est prouvé
dans [FKA12, Fac08].

Remarque 18. D’apres le théoreme 43, si 192 # 0 alors les points étoilés (77, el), (75, e5) tels que
T # T5 et e} # e} sont définis tels que les propriétés suivantes sont vérifiées

( * * * *

p(Tl ,e1) = p(7'27€2)7

(71, er) = p(73, €3),

T(ry,er) =T(r5,¢€3), (6.12)

*

T =97 + (1 —(p)7'27

Si de plus I’équilibre thermodynamique se passe a la température critique 7., alors les deux points (77, e7)
et (75, eb) seront réduits a I’'unique point critique (7, €.).

Dans la suite, on désigne par G I’ensemble de tous les points (77, e7), (75, e3) solutions du probleme (6.12)
pour tout (7, e) € Dy. Pour des raisons de simplifications, on représente G comme suit :

G = G1 U G2 (613)
ou on prend par convention Gy : {(77,€})} et Gy : {(75,¢€3)}.

Remarque 19. Soit (7, ¢e) € Dq fixe. Si (77, €7), (75, €3) sont solutions de

p(r1,e7) = p(73,€3) = p*,

u(riser) = u(rs, e5) = p*,

T(ri.er) =T(r5,€e5) =T, (6.14)
T—T, €—¢€

* * * * 7
\ 71 — T3 €1 — €3

avec les expressions de p, u1, et T données par (3.70)-(3.72)-(3.71), alors (77, €7), (75, €3) sont solutions de

er =0T — L (6.15)
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ou dans ce cas p et p sont la pression et le potentiel chimique isothermes de 1’équation d’état de van der
Waals données par (3.39)-(3.42) respectivement a la température 7™ qui intervient dans ce cas comme
un parametre dans les équations (3.39)-(3.42). Par suite, on peut dire que I’ensemble de tous les points
G = {(17,€7), (15,€e3)} = {(7,¢e1)} U{(r5,e5)} solutions du probleme (6.14) pour tout (7,e) € Dj
coincide dans le plan (7,e) avec I’ensemble de tous les points de Maxwell (77, 75, €], €3) solutions des
deux premieres équations du systeme (6.15) pour toute température 7' < 7.

On note finalement que la derniere équation du systeme (6.14) est obtenue en combinant les deux dernieres
du systeme (6.12).

Definition 44. On dit que deux points (71, €1), (T2, e2) € Dj constituent une décomposition admissible du
systeme thermodynamique décrit par le point (7, ¢) s’ils le décomposent en deux sous systémes 1 et 2 tel
que les contraintes données par (6.8) soient vérifiées.

Remarque 20. La définition 44 permet d’avoir la caractérisation géométrique suivante : Deux états (71, 1)
et (T, €2) constituent une décomposition admissible du systéme thermodynamique décrit par (T, e) si et
seulement si les trois points O; = (11,€1), Oy = (Ta,€2) et O := (7,¢) sont alignés dans le plan
(7,e). Néanmoins, comme le domaine de définition de ’entropie s n’est pas convexe alors le segment
[(71,e1), (12, e2)] avec les (7;, e;) obéissant a la définition 44 n’est pas nécessairement inclus dans le do-
maine D;. Ceci veut dire qu’il peut contenir des points ayant des températures négatives ce qui n’est pas
physiquement admissible.

Avant d’aborder 1’étude des systemes dynamiques, il est trés important de rappeler la représentation des
états stables, métastables et instables dans le plan (7, e). Pour cela, on rappelle d’abord la définition de la
fonction ¢ établie dans le chapitre 3 et qui est liée a la stabilité mécanique. Cette fonction g est exprimée

par
2aC, (T — b)?
_ 20Cu(7 — b g, V7 € (0, +00). (6.16)
RT3 T

On rappelle que la matrice Hessienne de 1’entropie de van der Waals s n’est pas inversible sur I’ensemble :

O ={(r,e) € Ds; e = g(7)}.

g9(7)

Pour éclaircir les idées, on considere la lecture dans le plan (7, ¢) en utilisant le graphique 6.1. On rappelle
que pour obtenir ce graphique, on trace numériquement un ensemble de points de I’ensemble G’ donnée par
I’expression (6.13). Cette résolution numérique implicite du systeme (6.12) est réalisée sous Python pour
des différents valeurs de (7, ¢) en utilisant la routine fsolve. Ainsi, suivant le graphique 6.1, les points en
vert foncé a droite représentent 1’ensemble (G5 alors que ceux a gauche en rouge représentent I’ensemble
Gl.

On illustre en noir I’allure de trois courbes isothermes dans le plan (7, ¢) pour trois différentes températures :
critique, sous critique et sur critique. La courbe de I’équation e = ¢(7) est représentée par la courbe en bleu.

. o —a .
Comme I’entropie de van der Waals s est définie pour tout (7, ¢) tel que e > —, on trace alors en violet
T

pointillé I’hyperbole d’équation e = -4 pour tout 7 > b dans le plan (7, €).
T

On définit maintenant 1’application ¢g* qui a chaque 7 associe un point de 1’ensemble des points €toilés
G1 UG,
g 17— g*(7) telle que (7, ¢"(7)) € G1 U Ghs. (6.17)

On désigne par Z,, Z; et Z,, respectivement les zones stable, spinodale et métastable
Zs:={(r,¢e) € Dg;e > g*(7)}, (6.18)
Zz' = {

(1,€) € Dg;e < g(1)}, (6.19)
{(r,e) € Ds;g(1) <e < g*(1)}. (6.20)

L
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0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
a

FIGURE 6.1 — Représentation des zones stable, métastable et spinodale dans le plan (7,¢) avec a =
0.544 Pa.m® b = 0.005m3, R = 8.314 j.mol 'k~ et C,, = 3.1.

Suivant la figure 6.1, la zone spinodale Z; est située entre la courbe bleue d’équation e = g¢(7) et
I’hyperbole en violet pointillé. On identifie la zone métastable Z,,, par ’ensemble des points situés entre
la courbe bleue et le graphe de GG représentant les états étoilés. Finalement, la zone stable Z; est située au
dessus de I’ensemble G.

6.3 Systemes dynamiques

Le but de cette section est d’introduire la dépendance en temps pour créer un systeme dynamique capable
d’avoir une caractérisation dynamique pour atteindre les états métastables. Le systeme est maintenant décrit
par le volume spécifique total 7, 1’énergie interne e et un vecteur r € R? de variables de notre choix.

On conserve la variation du volume spécifique total 7 et de 1I’énergie interne e en fonction du temps ce qui
n’est pas vrai pour le vecteur r qui est une fonction du temps.

On veut construire un systeme dynamique de la forme

r(t) = Q(r(t)) (6.21)
tel que ce dernier a comme propriétés
1. Faire croitre en temps I’entropie définie par :
S(r;m,e) = @(r)s(mi(r), ea(r)) + (1 = (r)s(ra(r), e2(r)), (6.22)
sous les contraintes (6.8). C’est-a-dire un systéme qui vérifie S (r(t)) >0, Vt >0.

2. Les équilibres définis par Q(r) = 0 coincident avec les équilibres du probleéme de maximisation
(6.7) représentés dans la proposition 42. Autrement dit, ses équilibres sont les phases pures (stables
et métastables) et les états de mélange.
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Dans les parties suivantes, on va détailler la construction pour des systemes dynamiques suivant deux choix
du vecteur 7.

Pour chaque systeme dynamique, on va étudier les équilibres et leur bassins d’attraction grace a une tech-
nique de stabilité de Lyapunov.

Avant de traiter les choix possibles de vecteur r, on va présenter les contraintes qui nous permettent de
définir le choix des variables qui maximisent I’entropie dans le temps.

Pour (7, €) fixe, les contraintes de maximisation sont décrites par les trois équations :

o1+ w2 =1,
P1T1 + Y272 = T,

p1€1 + Yaeq = €,

et les 6 variables @1, 2, Ty, T2, €1 €t e5. Ainsi le degré de liberté 6 — 3 = 3 ce qui veut dire que trois
variables soient représentées en fonction des 3 autres. Cette relation est donnée par :

T—T1 € — €

= : (6.23)
T2 =T €2 — €1

Donc, il suffit de réduire les variables de 6 a 3. Dans la suite, on va fixer (7, ¢).
6.3.1 Un systeme dynamique en fractions (o, ¢, £)

[0

\% M E

Pour (7, ) fixé, on prend r = | ¢ | comme choix de variables d’états avec o« = Ay Y= —1 et = -

¢ Vv M E

la fraction volumique, massique et énergétique respectivement du sous-systeme 1.

On rappelle de plus, que toutes ces variables dépendent du temps ¢ et «,  appartiennent a I’intervalle [0, 1]
par contre £ n’est pas nécessairement compris entre 0 et 1 si les énergies ne sont pas positives. Ce choix
de variables est déja utilisé dans des systeémes compressibles homogenes diphasiques chez [HS06, FKA12,
Hur17] mais on note que dans cette description bi-fluide les phases pures sont identifiées par « = ¢ = 0 ou
a = ¢ = 1. En effet, on s’intéresse a ce choix de variables qui va nous permettre dans la suite de construire
un systeme d’équations aux dérivées partielles avec lequel les fractions seront transportées.

Avec ce choix de variables, et pour (7, e) fixé, les volumes et énergies spécifiques de chaque phase 1 et 2
sont alors exprimés en fonction des trois fractions comme suit :

aT
Tl(av(pvg) - ?7
1—
7—2(057 @75) = ( 1 _a)Ta
7 (6.24)
e
61(0&,90,6) =
2
1—
ez, ¢, §) = %

Pour (7, e) fixé, on cherche un systtme dynamique en fonction du vecteur de variables d’états r et on
demande a ce qu’il maximise I’entropie définie par :

(I—a)t (1=¢)e
R p—

S, &m0) = os(°T ) 1 (1 - g)s(

, 6.25
> T ) (6.25)
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Considérons le systeme dynamique :

(d{ 1 i O[ p T1, 61) p ) )
TETh 61; T§T27 €2§
U(T2, €2 H(T1, €1 ) 6.26
T 7'2,62) T(m,e€1) (6.26)

@ = gpl—

\gze(T(ﬁ,el) T(1o,€2) )
ou les 7y, 7o, €1 et e; sont définies par (6.24) et vérifiant la relation (6.23).
Proposition 45. Le systeme (6.26) satisfait les propriétés suivantes :
1. S(r(t)) > 0.
2. Si (a(0),(0)) €]0,1[ alors (a(t), ¢(t)) €]0, 1] V.
3. Les équilibres du systeme (6.26) sont les états de phases pures définis par p = o = & ou les états de

coexistence vérifiant le systeme (6.12).

Démonstration. 1. Onabesoin d’abord de calculer le gradient de S. Pour cela, il faut calculer 9,5 («v, ¢, &)
0,5 (e, 0, &) et 0eS(a, p,€). Ona:

o (Tas(OT 88 (1 — o) L) (L= f)e
0a5(a,so,§)—w(@)@f(w,@) (1 90)(1_@&( T, 1_90)
I P SN ) i el YL
B [T(w’w) O 1—90}‘
ar e (I—a)t (1=¢)e aT 5 (OT 56
oSl 0. 8) = 5( ) = sy ) (g
ey 0T & VA Gl P (1—04)7(1 3
# () + 0= (g g T )
(1-9) (l-a) (1-=¢
P e i)
e at Eer

B e & =)

l—a)r (1-¢)e
g =g

Ainsi,

VTS(T) = 3(71761) — 8(7'2762) — T
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En utilisant les relations (3.25)-(3.26), on peut vérifier que le gradient de S donné par (6.27) est
équivalent au vecteur suivant :

(p(ﬁ,el) p(Tz,ez)

T(ri,e1) T§72,62§
,u(7'1761) i H T2, €2
T(Thel) T(le,ez)

e(T(Tl,el) B T(TQ,@))'

V. S(r) = (6.28)

Apreés quelques manipulations de calcul, on obtient S(t) = 9,5 G(t) 4 9,5 $(t) + 9eS £(t), comme
T est une quantité toujours positive ainsi suivant le systtme dynamique (6.26), on a S(t) > 0.

. On note d’abord que le systtme dynamique (6.26) est bien défini Vi # {0, 1}. Considérons le pro-

bleme de Cauchy (F) associé au systeme dynamique (6.26) avec la donnée initiale («(0), ©(0),£(0)) €
R xR/{0,1} xR:

Vi) = 17,
" {Y(O) — (a0, v ) ER X R/{0,1} x R ©2)

avec Y = (a, ¢, )", et

f:Ry xRxR/{0,1} x R — R? (6.30)
- (et St
(heen 8 | 00— (i~ Towa@) |6
€<T<n<t>1, erlt) T(m(t)l, =)

avec les 7;, e; ¢ = 1,2 donnés par les relations (6.24).

La fonction f est localement lipschitzienne en Y (elle est de classe C* en Y par la régularité de p, et
T). Le théoréme de Cauchy-Lipschitz assure 1’existence et 1’unicité d’une solution maximale locale
associée a (F).

Soit (ag, ¢o, &) €]0, 1[>xR. Supposons qu’il existe t; € R, tel que a(t;) > 1 et p(t;) > 1 alors
on obtient une contradiction avec le fait que la solution maximale est continue et a I’'instant O on a
(cg, o) €]0, 1[2. De méme, on obtient une contradiction si on suppose qu’il existe t, € R tel que
Oé(tg) < 0Oet (p(tg) < 0.

. Les équilibres possibles du systeme dynamique (6.26) sont les points (v, p, £) tels que
(p<7—17€l) _ p<7-2762) :O
T(ri,e1)  T(m2€2) ’
—p(r,e1) | p(Ta,e9) -0
T(711,61) (72,62) ’
_ =0,
\T'(71,€1) T(7'27€2)

ou on rappelle que les 7;, e; pour ¢ = 1,2 sont données par les expressions (6.24). Ainsi, on trouve
deux genres d’équilibre possibles, donnés par



6.3. SYSTEMES DYNAMIQUES 119

(a) Etatde coexistence (o, p*, £*) €]0, 1[> défini par I'unique quadruplet (75, €%, 75, e}) caractérisé
par le théoreme 43 de sorte que

* *
Y = * % ok k)
T, T €1 — €
. P 6.32
o = y (' )
T
Xk
g*_gpel
e

Ces relations sont une combinaison des relations (6.23) et (6.24).

(b) Etats liquide/vapeur purs incluant les états métastables et définis par (o, ¢, &) = (a, o, @) avec
T =Ty =TEe€tey =6y =¢€.

]

On retourne maintenant a la caractérisation des états d’équilibre.

Proposition 46. Pour (7,¢) dans la zone spinodale Z; donnée par I’expression (6.19). Supposons que la
donnée initiale ((0), (0),£(0)) du systeme (6.26) €]0, 1[>2XR et les relations (6.24)-(6.23) sont vérifiées
sous I’hypothese (6.6). Alors, l'unique équilibre est (a*, p*, £*) tel que

* *

¥ _T*—T*_€*—€*7

1 2 1 2

(it 6.33
* __

at =, (6.33)

w %
5*:(2061

e

ou (11,75, €1, el) est caractérisé par le théoréme 43 et vérifiant la relation (6.23). Ainsi le bassin d’attrac-
tion est alors I’ensemble de R3 donné par :

{(a, 0, €) €]0, 1R, avec (75,¢;)i = 1,2 € D, et vérfiant les relations (6.24)}.

Démonstration. On définit

L S L U LSS
Gr) = :p((p,(p) (1 90)1( 1, ) et -w) 634)
+ %(s@n + (1= 9)m) + (e + (1= p)ea),

ici p*, T*, et 1~ sont donnés par les expressions (6.14) avec les (77, e}, 75, €3) déterminés par le théoreme
43. En utilisant la relation de Gibbs en forme intensive (3.26), on vérifie que G(r*) = 0 ot r* = (a*, p*, &%)
donné par les relations (6.32)-(6.23). De plus, V,G = —V,.S — (0,0,0)”, donc on a V,G(r*) = 0. Finale-
ment, G(r(t)) = —V,.S(r(t))r(t) = —S(r(t)) < 0 comme S(r(t)) > 0 par la proposition 45.

Il reste a prouver la positivité de G dans un voisinage de r*. En utilisant les relations (6.24), I’expression de
(G (6.34) s’écrit alors comme suit

* >k 1
6(r) = (stre0) = i+ Fom e

* * 1
_(1-¢) (sm, )=t Ly ﬁ@)
(Y (P (L
P\, T T, )T\ T )

*

—p2 M p2 P 1
( 90>( T, 1) T\ )\ T )

(6.35)
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ou on note que la derniere expression ci-dessus s’obtient grace a la relation de Gibbs en intensif (3.26) avec
bi = p(ﬂ', €i), i = M(Ti, €i) et = T(Ti, €i) 1=1,2.

En appliquant la formule de Taylor-Young en (77, e7) et (75, e3) et en utilisant la relation de Gibbs en forme
intensive (3.26) et le fait que s est strictement concave en (77, e}), i = 1,2, on obtient

—H E)(&_E> (L_L) <0
(<T1 tr) T\ )\ ) =

et

—H2 E)(@_ﬁ> (L_L) <0
<<T2 T )\ )t g o)) =0

Ceci montre la positivité de GG dans un voisinage de 1’équilibre r*. Par suite GG est une fonction de Lyapunov.
[

Remarque 21. Pour les équilibres des phases pures, en suivant les méme arguments décrits dans la propo-
sition 46, on rencontre des difficultés a montrer que la fonction

yL—a)T (1—E)e
0’ @ l—p " 1-9p

)= L+ 1 -o)+

D 1

=(em + (1 —@)m2) + =(per + (1 — p)ea),

T T

avec 71 = u(1,e), p = p(,e) et T = T(r,e) est une fonction de Lyapunov. Ainsi, on a des difficultés a
décrire proprement les bassins d’attraction pour ces types d’équilibre. Néanmoins, on va voir dans la partie
suivante comment numériquement le systeme dynamique (6.26) vérifie les propriétés suivantes :

1. Soit (7, e) dans la zone pure stable Z; donnée par 1’expression (6.18). Supposons que la donnée ini-
tiale (a(0), »(0),£(0)) du systeme (6.26) €]0, 1[*xR et que les relations (6.24)-(6.23) sont vérifiées
sous I’hypothése (6.6). L’ensemble des points d’équilibre est {(c, ¢, &) €]0,1[*; a = p = ¢}

2. Soit (7,e) dans la zone métastable Z,, décrite par I’expression (6.20). Supposons que la donnée
initiale («(0), ¢(0),£(0)) du systeme (6.26) Supposons que la donnée initiale («(0), ¢(0),£(0)) du
systeme (6.26) €]0, 1[>xR et que les relations (6.24)-(6.23) sont vérifiées sous 1’hypothese (6.6). On
a deux ensembles des points d’équilibre :

By = {(a,,€) €]0, 1% a = ¢ =&}, By = {(a, ¢*, £*) €]0, 1[*xR; vérifiant (6.32)}.

6.3.2 Approximations numériques pour le systéme dynamique en fractions («, ¢, §)

Dans cette partie, on donne quelques exemples numériques pour illustrer le comportement du systeme dyna-
mique (6.26). On rappelle que 1’on travaille avec une loi de van der Waals non isotherme. On utilise encore
la routine d’intégration d’EDO odeint sur Python pour approcher les solutions du systeme dynamique. On
représente quelques illustrations numériques des bassins d’attraction pour chaque équilibre possible décrit
précédemment. Le systeme dynamique est résolu pour un temps final ¢;,,,x. Ainsi, on représente le compor-
tement du systeme dynamique (6.26) pour chaque équilibre. Pour cela, on trace alors I’allure des fractions
massiques, volumiques, énergétiques ainsi que les volumes et énergies spécifiques en fonction du temps
t € (0, tmax)- On affiche aussi sur chaque graphique la valeur des points d’équilibre. En résumé, on va illus-
trer numériquement quelques trajectoires du systéme dynamique (6.26) avec différentes données initiales
(a(0),¢(0),£(0); T, e). Ces choix de données initiales sont pour recouvrir ces trois configurations :
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1. (7,e) dans la zone spinodale Z; donnée par I’expression (6.19). Pour cela, on fixe (7, ¢) dans cette
zone et on choisit (71(0),e1(0)), (72(0), e2(0)) dans le domaine Dy d’une maniere que la donnée
initiale («(0), ¢(0),£(0)) soit dans le bassin d’attraction évoqué dans la proposition 46. Ensuite, on
trace I’allure des fractions massique, volumique et énergétique ainsi que les volumes et énergies
spécifiques en fonction du temps ¢ dans un intervalle du temps [0, £max] avec tya, un temps final bien
choisi. Pour de telles données initiales et un certain temps final %,,,x, on observe la convergence de
(o, , &) vers le triplet (o, p*, £*) €]0, 1[>xR vérifiant les relations (6.32) ainsi que la convergence
de (7, ;) vers (17, el) i = 1,2 vérifiant les propriétés données par le systeme (6.14). Dans la figure
6.2, on illustre cette configuration avec les données initiales suivantes (7, e)= (0.3, —1.75) 7»(0) =
0.5, e2(0) = 0.09 et ©(0) = 0.7 avec un ¢y, = 80.

2. (7,e) un état dans la zone métastable définie par I’ensemble Z,,, (6.20). Pour cela, on choisit (7, e)
dans cette zone et on prend (71(0), e1(0)), (72(0), e2(0)) dans le domaine Dy telle que les relations
sur (71(0), e1(0)), (72(0), e2(0)) (6.24)-(6.23) sont vérifiées. Ceci permet d’avoir la donnée initiale
(a(0),¢(0),£(0)) dans I’ensemble ]0, 1[*xR. Ensuite, on trace I’allure des fractions massique, vo-
lumique et énergétique ainsi que les volumes et énergies spécifiques en fonction du temps ¢ dans un
intervalle du temps [0, tax| avec tya un temps final bien choisi. On évoque deux convergences pos-
sibles avec deux temps de convergences différents. Pour une donnée initiale («(0), ¢(0),£(0)) telle
que les deux couples (71(0), e1(0)), (72(0), e2(0)) sont dans un voisinage assez proche de (7, e) et un
certain temps final ¢, on observe la convergence de (a, ¢, £) vers un triplet (>, a®, a*) €]0, 1[°
ce qui correspond a la convergence de (7;,¢;) pour i = 1,2 vers (7,¢). La figure 6.3 illustre cette
configuration avec (7, e)= (0.3,0.3), 72(0) = 0.33, e3(0) = 0.1 et ¢(0) = 0.7 avec un temps fi-
nal ¢, = 400. Néanmoins, pour la méme donnée (7, ¢), avec («(0), »(0),£(0)) telle que les deux
couples (71(0), e1(0)), (72(0), e2(0)) ne sont pas tous les deux dans un voisinage proche de (7, ), on
observe la convergence de (o, p, €) vers le triplet (a*, ¢*, £*) €]0, 1[*xR vérifiant les relations (6.32)
ainsi que la convergence de (7;, ;) vers (7,5, ef) i = 1,2 vérifiant les propriétés donnés par le systeme
(6.14). La figure 6.4 illustre cette configuration avec (7, e)= (0.3,0.3), 72(0) = 0.05, e2(0) = —4 et
©(0) = 0.6 avec un temps final ¢,,,, = 1000. On remarque que le temps de convergence nécessaire
pour le second cas est beaucoup plus grand que celui du premier.

3. (7, e) un état pur stable défini par I’ensemble 7 (6.18). Pour cela, on prend (7, €) dans cette zone et
on choisit (74(0), e1(0)), (12(0), e2(0)) dans le domaine D; telle que les relations sur (71(0), e1(0)),
(12(0), e2(0)) (6.24)-(6.23) sont vérifiées. Une fois la donnée initiale («(0), ¢(0),£(0)) bien choisie,
on trace 1’allure des fractions massique, volumique et énergétique ainsi que les volumes et énergies
spécifiques en fonction du temps ¢ dans un intervalle du temps [0, tmax] avec ¢y., un temps final bien
choisi. Pour toute donnée («(0), ¢(0),£(0)) telle que les deux couples (71(0), e1(0)), (72(0), e2(0))
sont dans un voisinage de (7, ) et un certain temps final ¢,,,x, on observe la convergence de (o, @, £)
vers le triplet (o™, a®, a™) €]0,1[> ce qui correspond 2 la convergence de (7;,¢e;) pour i = 1,2
vers (7, ). La figure 6.5 illustre cette configuration avec (7, €)= (0.23,8), 72(0) = 0.3, e2(0) = 0 et
©(0) = 0.7 avec un temps final ¢,,,x = 10.

Remarque 22. Pour tous les cas tests réalisés sous Pyhton, on prend les valeurs des constantes relatives a
I’entropie de van der Waals s selon le tableau suivant

valeurs de C,,, R, sp a etb

C, = 3.1
= 8.314

So — 0

a = 0.544

b= 0.005
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FIGURE 6.2 — Systtme dynamique en (a, ¢, §)". Tllustrations numériques correspondantes a la solution
du systéme dynamique (6.26) pour une donnée initiale (7, e)= (0.3, —1.75) dans la zone spinodale. Les
perturbations de 7 et e sont initialisées par 75(0) = 0.5, e5(0) = 0.09 et ¢(0) = 0.7. La premiére figure en
haut correspond a la fraction massique pour un temps final ¢max = 80. Les deux figures au milieu illustrent
I’évolution de fraction volumique « et €nergétique & en fonction du temps. Les deux figures en bas illustrent
I’évolution de 7; et e; © = 1,2 en fonction du temps. Pour ces données initiales, et pour ce temps final le
volume spécifique (72,e2) tend vers la valeur de (75, €3) alors que (71, 1) tend vers la valeur de (77, 7).
Ceci traduit le fait que ¢, o tendent vers une valeur différente comprise entre 0 et 1 et £ tend vers une autre
valeur différente.
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FIGURE 6.3 — Systtme dynamique en (a, ¢, ). Tllustrations numériques correspondantes a la solution
du systtme dynamique (6.26) pour une donnée initiale (7, e)= (0.3,0.3) dans la zone métastable. Les
perturbations de 7 et e sont initialisées par 75(0) = 0.33, e3(0) = 0.1 et ¢(0) = 0.7. La premiére figure en
haut correspond a la fraction massique pour un temps final ¢max = 60. Les deux figures au milieu illustrent
I’évolution de fraction volumique « et €nergétique & en fonction du temps. Les deux figures en bas illustrent
I’évolution de 7; et e; © = 1,2 en fonction du temps. Pour ces données initiales, et pour ce temps final le
volume spécifique (72,e2) tend vers la valeur de (7, €) et (71, e;) tend vers la méme valeur (7, e). Ceci traduit
le fait que ¢, « et £ tendent vers une méme valeur comprise entre O et 1. Ceci signifie qu’on converge vers
le méme état dans la méme phase ce qui est dii au fait que la perturbation réalisée est dans un voisinage de
(7, e) dans la méme phase.
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FIGURE 6.4 — Systeme dynamique en (a, ¢, &), Tllustrations numériques correspondantes a la solution
du systeme dynamique (6.26) pour une donnée initiale (7, e)= (0.3,0.3) dans la zone métastable. Les
perturbations de 7 et e sont initialisées par 75(0) = 0.05, e2(0) = —4 et p(0) = 0.6. La premiere figure
en haut correspond a la fraction massique pour un temps final tmaz = 1000. Les deux figures au milieu
illustrent 1’évolution de fraction volumique « et énergétique £ en fonction du temps. Les deux figures en
bas illustrent 1’évolution de 7; et e; ¢ = 1,2 en fonction du temps. Pour ces données initiales, et pour ce
temps final le volume spécifique (72,e5) tend vers la valeur de (75, e5) alors que (71, 1) tend vers la valeur
de (77, €7). Ceci traduit le fait que ¢, v tendent vers une valeur différente comprise entre 0 et 1 et & tend
vers une autre valeur différente. Ce qui est dii au fait que la perturbation réalisée n’est pas dans un voisinage
dans la méme phase que (7, ). On constate encore que cette convergence a nécessité un temps trés grand
avant de converger malgré que vu les graphes toutes les solutions sont étendus avec une faible variation
sur un grand intervalle de temps avant de converger vers la solution qui vérifie I’égalité de températures,
pressions et potentiels chimiques. C’est alors une propriété de I’état métastable.
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FIGURE 6.5 — Systéme dynamique en (o, ¢, §)*. Illustrations numériques correspondantes 2 la solution du
systeme dynamique (6.26) pour une donnée initiale (7, €)= (0.23, 8) dans la zone stable. Les perturbations
de 7 et e sont initialisées par 75(0) = 0.3, e2(0) = 0 et p(0) = 0.3. La premiere figure en haut correspond
a la fraction massique pour un temps final ¢max = 4. Les deux figures au milieu illustrent I’évolution de
fraction volumique « et énergétique & en fonction du temps. Les deux figures en bas illustrent I’évolution de
T, ete; © = 1,2 en fonction du temps. Pour ces données initiales, et pour ce temps final le volume spécifique
(T9,€2) tend vers la valeur de (7, €) et (71, e1) tend vers la méme valeur (7, ¢). Ceci traduit le fait que ¢, «v et
¢ tendent vers une méme valeur comprise entre O et 1.
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6.3.3 Un systeme dynamique en (¢, A7, Ae)

On a vu dans ce qui précede que trois variables sont suffisantes pour représenter toutes les autres variables
pour un (7, e) fixé. On veut alors construire un nouveau systtme dynamique qui soit capable de maximiser
I’entropie s en temps avec une représentation plus efficace que celle que présente le premier systeme dyna-
mique (6.26).
Pour cela, tout au long de cette partie on prend le vecteur r = (p, A7, Ae)? dans R3 comme variables d’état,
avec At et Ae données par

AT =19 — 11, Ae=-¢ey—eq.

Les variables naturelles 71, 79, e1, et e, peuvent étre exprimées en fonction de (7, €) et (p, AT, Ae).
En effet, on peut vérifier par les calculs que :

nn=17—(1—pArT,

Ty =T + QAT, (6.36)
6126—(1—@>A€, .
es = e + pAe.

On rappelle que ¢ représente la fraction massique du sous-systéme 1. Pour (7, e) fixé, on cherche un systeme
dynamique en fonction du vecteur de variables d’états r et demande a ce qu’il maximise 1’entropie définie
par :

S(p, A1, Ae;T,e) = os(T7 — (1 —)Ar,e — (1 — p)Ae) + (1 — @)s(T + AT, e + pAe).  (6.37)

Dans la suite, on note s; = s(7;,€;), p; = p(7i,€;), T; = T(7;,€;) et p; = p(7, e;), @ = 1,2 pour représenter
respectivement 1’entropie spécifique, la pression, la température et le potentiel chimique de chaque sous-
systeme i.

Considérons alors le systeme dynamique suivant :

1 1
b= o(1—)(s1— 92+ PATEL 4 pAe— + (1 — 9) AT 4 (1 - p)Ae=),
_ o pgﬂ Ty 15 15
AT = (1 — s&)(AT)Q(f -7 (6.38)
1° 1
S , 101
Ae = (1 — p)(Ae) (T2 Tl)'

Proposition 47. Le systeme dynamique (6.38) vérifie les propriétés suivantes

1. 8(t) >0 Vt>0

2. L’équilibre thermodynamique (phases pures et états de coexistence) est un équilibre pour le systeme
dynamique (6.38).

Démonstration. 1. Soit (7, e) fixe. Cherchons le vecteur gradient de I’entropie S noté V,.S. En calcu-
lant les dérivées partielles de 1’entropie du mélange S donnée par 1’équation (6.37) par rapport aux
nouvelles variables, on trouve :

) ) ) 0
51— 52+ p(5-hAT + Z[AC) + (1= ) (-1AT + -] Ae)
0 0
Vi = o(1— w)(—f_b - _j_ll) (6.39)
(1- )(% - % )
¥ ¥ 902 gl
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Js Js 0s 0s ,
avec %\z = %(Ti, e;) et Eh = E(Ti,ei), pouri = 1,2.
Ainsi, en utilisant le systeme dynamique (6.38), on obtient :
S(t) 5 P2 Piyo L1
—— =(0,9)" + AT + Ae) (= —=)">0,Vt>D0.
o) = @S el = QAT — )+ o1~ AP — )

2. D’une part, les phases pures (liquide/vapeur) définies par ¢ = 0 ou ¢ = 1 sont des équilibres pour le
systeme dynamique (6.38).
D’autre part, le triplet (¢*, (A7)*, (Ae)*) € [0,1] x Ry x R tel que

(Ary =5 =, (0:40)

avec (17, €3), (75, €5) vérifiant les propriétés (6.14) est aussi un équilibre pour le syst¢tme dynamique
(6.38). En effet, en utilisant la relation de Gibbs intensive (3.26), on vérifie

(51— 55 2" (Ar) B+ 7 (8e) 7+ (1= ) (A7) B+ (1= ) (8e) ) =0
o (1= V(AT V(T = 70 =0,
&0 — ) (A0 Pl = 72) =0,

(6.41)
avec s¥ = s(1/,¢e;), pi = p(77,el), T =T(77,€ef), pi = p(7;, e}), pour i = 1, 2. On en déduit alors
que I’équilibre du mélange de deux phases est aussi un équilibre pour le systeme dynamique (6.38).

[

Proposition 48. Le systeme dynamique (6.38) satisfait les propriétés suivantes.

1. Si on fait U'hypothése (AT(0), Ae(0)) € R x RY (respectivement (A7(0), Ae(0)) € R* x R* )
alors (AT(t), Ae(t)) € R: x R (respectivement (AT(t), Ae(t)) € R™ x R* ) pour tout t > 0. En
particulier, [’hypothése 1| # To et €1 # eg est préservée en temps.

2. Si ¢(0) = 0 (respectivement ©(0) = 1) alors p(t) = 0 (respectivement o(t) = 1).

Démonstration. D’abord, on a besoin de conserver en temps 1’hypothese (6.6), en effet le signe de 7y — 7
prend le signe de A7, donc si A7 est nulle a t = 0 alors la propriété est conservée pour tout temps t.

De méme, le signe de e; — es est représenté par le signe de Ae qui est nul pour tout ¢ s’il est a I’instant
t=0.

La propriété sur la fraction massique ¢ est prouvée de la méme maniere suivant 1’expression de ¢ donnée
par le systeme (6.38). ]

On passe maintenant a étudier la stabilité du systeme dynamique (6.38).
Théoreme 49. Pour (T, e) fixé, les équilibres du systeme (6.38) sont donnés par :

1. Pour (7,¢) dans la zone spinodale Z; donnée par ’expression (6.19). Supposons que la donnée
initiale (p(0), A7(0), Ae(0)) €]0, 1[xR* x R* telle que les relations (6.36)-(6.23) sont vérifiées sous
I’hypothése (6.6) en (1;(0),¢e(0)) € Dg pouri = 1,2. Alors, I'unique équilibre est (p*, (AT)*, (Ae)*)
exprimé par les relations (6.40) et définit par I'unique couple (17, e?) et (75, €3) caractérisé par le
théoreme 43. De plus le bassin d’attraction est

{(p, AT, Ae) €]0,1[xR* x R*; avec (1;, €;)i=12 € Dy vérifiant les relations (6.40) — (6.6)}.
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2. Pour (7,¢) un état liquide/vapeur pur dans la zone stable 7, donnée par I’expression (6.18).
Supposons que la donnée initiale ((0), A7(0), Ae(0)) €]0, 1[xR* xR* telle que les relations (6.36)-
(6.23) sont vérifiées sous I’hypothese (6.6) en (7;(0),e(0)) € Dy pour i = 1,2. Alors, ’ensemble des
points d’attraction est alors {{0} U {1}} x R* x R*. Le bassin d’attraction est I’ensemble

{(¢, AT, Ae) €]0, 1[xR* x R*; s est concave en (1, e1) et T (p, A1, Ae;T,e) < 0},

Tlon A i) = (2 = BEAl s = 7,
1 1 p(T1,¢€1)

_ AT(1 — _
+ (T(Tl, er) T(r, e)) ( S0>(T
Démonstration. Le but est toujours de trouver une fonction de Lyapunov.
1. Sip(0) €]0,1[, AT(0) = 75(0) — 71(0) € R*, Ae(0) = e2(0) — e1(0) € R*. On définit :
H(r)=—ps(t— (1 —¢)A1,e — (1 — p)Ae

*

— (1= p)s(T + pAT, e + pAe) — M—*(so + (1 =)

T
+ CPTZ(sO(r — (1= ©)AT) + (1 = ) (7 + pAT))
M* - :U’(()O*7 (AT)*7 (Ae)*; T, 6)7 p* = p(SO*u (AT>*7 (Ae)*; 7 6)
et

T =T(", (AT)", (Ae)*; T, e),

avec (¢*, (AT)*, (Ae)*) est donné par les relations (6.40). En utilisant la relation de Gibbs intensive
(3.26) on vérifie que H(r*) = 0. De plus, on remarque que V,.H(r) = —V,S(r) ce qui implique
V,.H(r*) = 0et H(r(t)) = —S(r(t)) < 0 comme propriété du systeme (6.38). Finalement, on
montre la positivité de la fonction A dans un voisinage de 1’équilibre r* en utilisant la méme technique
évoquée dans la proposition 46 basée sur la concavité de s en (17, €7), (75, €3).

2. Soit (7, e) un état dans la phase pure Z, donnée par 1’expression (6.18). On définit la fonction $) par

€2

P71 DT
pp—— —"_ ]__ :’
( sO)T

Iz €1
r)=—ps(m,e1) — =@+ (1 — +o—=+ (1 — + o=
H(r) =—ps(me)) ==+ (1 —9)) +o= + (1 - @)= + o=
avec 7i = u(7,e), p = p(7,e) et T = T(7,e). Il suffit de montrer que la fonction §) est une fonction
de Lyapunov pour les deux équilibres possibles (0,7 — 71,e —e1), (1,72 — 7,2 — €).
1
Pour I’équilibre 7 = | A7 = 7 — 7 | , définissons la fonction H; par I’expression suivante

Ae=¢y —¢€

gy

1

Hi(r) = —s(m,e1) — =+ +

9

T

Sl =|
S|
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ol on a
n=7—(1=¢)A1, e =e—(1—¢)Ae.

c’est la restriction de la fonction $) dans le cas out ¢ = 1. On peut vérifier facilement H;(7) = 0 et
VTHl (F) =0ou

<_Tp<(:f,’;>) )>2 A <i,€e)> - Trva))
VirH(r) = (T 7117, 611 B 75, e))
(T (r1,e1)  T(7,¢€)

Calculons
Hy(r(t)) = V. H(r(t)).7(t)

—p(71,€1) 1 1 .
= ({ +7 ) (T T(ﬁ,el))AeW

T(ri,e1) (
+ (1 —¢)*( (mel)) ;(( )))(;EZZ)) - 5&12)) (A7)
+ (1 —9)*( L] )( S )(Ae)?.

T(ri,e1) T(r,e)) ‘T(12,e2) T(71,€1)

D’autre part, on peut exprimer H (r(t)) par

(o) = (B2 - B0 (- )87) — (a)g)

(e~ 7o) (1= o) - ae)e)

.61 T(1,¢e)

B Ae Ae . ,p1 P

= p(1 — @)AT(—51 + 2 ATﬁ gp—T (1 @)—TQ )(?1 ?)
ATpy Atpy. , 1 1

+ (1 —p)Ae(—s1 + 52 — Aeﬁ ® T (1-) T )(ﬁ ?)

Supposons que (71, 1) et (72, e5) sont dans un voisinage convexe de (7, e) dans la zone Z; ou s est
une fonction strictement concave. Ainsi par les propriétés de la concavité on obtient
0%s 0%s 0%s 0?s ( 0%s )2

92 <" g2 =Y 5252 \aeon

ce qui donne

V(Ti, Gi), (Tj, €j) S Zl.
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Donc en particulier, on a

p(72, €2) _ p(71,e1) o p(T,e) B p(71,€1) o
<T(T21’ 62) T(7117€1)>( 2 1) <0 <T(7i, 6) T(T11, 61)>( 1) <0

(T(T2’62> - T(Th@l))(eQ —e) <0 <T(T, e) T(T1,61>>(e —e) <0

De plus, sous I’hypothese (6.6) et par la concavité de s en (71, e1) on a

p Ae
— AT—+—>0
81 — So + TT1+ T ,

Ainsi Hy(r(t)) < 0.
D’une maniére similaire pour 1’équilibre (0,7 — 71, e — e1)*, on définit la fonction
Hy(r) = —s(m,62) —

+=+

3
~I|S

Sl =l
NS

ouona
To =T+ AT, ey =e+ pAe.

Finalement, on note que $(r) > 0 pour tout voisinage de 7 comme s est concave en (7, €). Similaire
a la démonstration de la positivité de la fonction de Lyapunov H dans le cas de la zone spinodale
ci-dessus.

]

Remarque 23. Pour le cas ou (7, ¢e) est dans la zone métastable 7, donnée par 1’expression (6.20), on
rencontre des difficultés a caractériser les deux bassins d’attraction associés aux deux ensembles des points
d’équilibre A; et A, donnés par A; = {0} U {1} x R* x R* et Ay = {(¢*, (A7)*, (Ae)*} déterminé
par le quadruplet (77, 75, e}, e3) vérifiant les propriétés décrites dans le systeme (6.14). Cependant, dans la
derniere partie qui suit, on va illustrer numériquement des exemples correspondants a cette configuration.

6.3.4 Approximation numérique pour le systeéme en (o, A7, Ae)

Dans cette partie, on illustre numériquement quelques trajectoires du systeme dynamique (6.38) avec dif-
férentes données initiales (©(0), A7(0), Ae(0); 7, ). On utilise I’outil odeint sur python, pour donner une
illustration numérique du bassin d’attraction correspondant a chaque équilibre possible du systeme (6.38).
Pour cela on fixe (7(0),e(0)) dans la zone souhaitée et on choisit la donnée initiale du systeme (6.38)
comme perturbation de (7, ¢). Finalement, on représente le comportement du systeme dynamique (6.38)
pour chaque équilibre possible. On trace alors I’allure des fractions massiques et volumiques ainsi que les
volumes spécifiques a chaque instant ¢ € (0, t,,,4,). On traite les trois configurations suivantes :

1. (7,e) dans la zone spinodale Z; donnée par 1’expression(6.19). Pour cela, on fixe (7, ¢e) dans cette
zone et on choisit (71(0),e1(0)), (72(0), e2(0)) dans le domaine Dy d’une maniére que la donnée
initiale (¢(0), A7(0), Ae(0)) soit dans le bassin d’attraction évoqué dans le théoréme 49. Ensuite, on
trace I’allure de la fraction massique ¢, 1’écart des volumes A7 et celui des énergies Ae ainsi que
les volumes et énergies spécifiques en fonction du temps ¢ dans un intervalle du temps [0, tm.x] avec
tmax Un temps final bien choisi. Pour des telles données initiales et un certain temps final #,,x, on
observe la convergence de (¢, AT, Ae) vers le triplet (¢*, (A7)*, (Ae)*) € [0,1] x Ry x Ry ainsi
que la convergence de (7;,¢;) vers i = 1,2 (77, e;) vérifiant les propriétés données par le systeéme
(6.14). Dans la figure 6.6, on illustre cette configuration avec les données initiales suivantes (7, e)=
(0.3, —1.75) 72(0) = 0.5, e2(0) = 0.09 et p(0) = 0.7 avec un tyx = 5.
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2. (7,€e) un état dans la zone métastable définie par I’ensemble Z,, donnée par 1’expression (6.20).
Pour cela, on choisit (7, ¢) dans cette zone et on prend (71(0), e1(0)), (72(0), e2(0)) dans le domaine
Dy d’une maniere que la donnée initiale ((0), A7(0), Ae(0)) telle que (71(0), €1(0)), (72(0), e2(0))
vérifient les relations (6.36)-(6.23) sous I’hypothese (6.6). Ensuite, on trace I’allure de la fraction
massique ¢, I’écart des volumes A7 et celui des énergies Ae ainsi que les volumes et énergies spé-
cifiques en fonction du temps ¢ dans un intervalle du temps [0, ¢,.x] avec tmax un temps final bien
choisi. On évoque deux convergences possibles avec deux temps de convergences différents. Pour
une donnée (¢(0), A7(0), Ae(0)) telle que les deux couples (71(0), e1(0)), (72(0), e2(0)) ne sont pas
tous les deux dans un voisinage proche de (7, e), on observe la convergence de (p, AT, Ae) vers le
triplet (¢*, (A7), (Ae)*) € [0,1] x Ry x R, ainsi que la convergence de (7;,¢;) vers i = 1,2
(17, ef) vérifiant les propriétés données par le systeme (6.14). La figure 6.7 illustre cette configura-
tion avec (7, e)= (0.3, —0.6), 72(0) = 0.33, e2(0) = —0.3 et ©(0) = 0.6 avec un temps final t,,x =
40. Néanmoins, pour la méme donnée (7, e), avec (p(0), A7(0), Ae(0)) telle que les deux couples
(11(0), €1(0)), (72(0),e2(0)) sont dans un voisinage assez proche de (7,e¢) et un certain temps final
L max» ON Observe la convergence de (i, A7, Ae) vers le triplet (o>, (A7), (Ae)™) € [0, 1] xRy xR
tel que > = 0 ou 1 ce qui correspond a la convergence de (71, e1) vers (7, e) ou (72, e3) vers (7, ¢€).
La figure 6.8 illustre la configuration avec (7, €)= (0.3,0.3), 72(0) = 0.33, e2(0) = 0.1 et ¢(0) = 0.7
avec un temps final ¢,,,x = 100 ou la valeur limite atteinte par ¢ est égale a 1. Cependant, la figure
6.9 illustre la configuration avec (7, e)= (0.3,0.3), 72(0) = 0.33, e2(0) = 0 et p(0) = 0.3 avec un
temps final ?,,,x = 20 ou la valeur limite atteinte par ¢ est égale a 0. On remarque que le temps de
convergence nécessaire pour le second cas est beaucoup plus grand que celui du premier.

3. (7, e) un état pur stable définie par I’ensemble Z, donnée par 1’expression (6.18). Pour cela, on prend
(T, e) dans cette zone et on choisit (71(0), e1(0)), (72(0), e2(0)) dans le domaine Dy d’une maniére
que la donnée initiale (¢(0), A7(0), Ae(0)) soit dans le bassin d’attraction évoqué dans le théoréme
49. Ensuite, on trace I’allure de la fraction massique ¢, I’écart des volumes A7 et celui des énergies
Ae ainsi que les volumes et énergies spécifiques en fonction du temps ¢ dans un intervalle du temps
[0, tmax] @vec tmax un temps final bien choisi. Pour toute donnée (¢(0), A7(0), Ae(0)) telle que les
deux couples (71(0),e1(0)), (72(0), e2(0)) sont dans un voisinage de (7, e) et un certain temps final
tmax» ON Observe la convergence de (i, A7, Ae) vers le triplet (o>, (A7), (Ae)™) € [0, 1] xRy xR,
tel que ¢>° = 0 ou 1 ce qui correspond a la convergence de (71, €;) vers (7, e) ou (72, e5) vers (7, ¢).
La figure 6.10 illustre la configuration avec (7, e)= (0.23,8), 72(0) = 0.3, e2(0) = 0 et ¢(0) = 0.7
avec un temps final £,,,,, = 10 ol la valeur limite atteinte par  est égale a 1. Cependant, la figure 6.11
illustre la configuration avec (7, €)= (0.23,8), 2(0) = 0.3, e2(0) = 0 et p(0) = 0.3 avec un temps
final ¢,,,x = 2 ou la valeur limite atteinte par ¢ est égale a 0.
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FIGURE 6.6 — Systeme dynamique en (¢, A7, Ae). Illustrations numériques correspondantes a la solution
du systeme dynamique (6.38) pour une donnée initiale (7, )= (0.3, —1.75) dans la zone spinodale. Les
perturbations de 7 et e sont initialisées par 72(0) = 0.5, e2(0) = 0.09 et ¢(0) = 0.7. La premiere figure en
haut correspond a la fraction massique pour un temps final tmax = 5. Les deux figures en bas illustrent
I’évolution de A7 et Ae en fonction du temps. Pour ces données initiales, et pour ce temps final le volume
spécifique 7, tend vers la valeur de 75, ey vers la valeur de e5. Alors que (71, 1) tend vers la valeur de
(75, €3). Ceci traduit le fait que ¢ tend vers une valeur comprise entre O et 1.
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FIGURE 6.7 — Systeme dynamique en (¢, A7, Ae)’. Tllustrations numériques correspondantes a la solution
du systeme dynamique (6.38) pour une donnée initiale (7, e)= (0.3,0.3) dans la zone métastable. Les
perturbations de 7 et e sont initialisées par 75(0) = 0.05, e2(0) = —4 et ¢(0) = 0.6. La premiere figure en
haut correspond a la fraction massique pour un temps final tmax = 40. Les deux figures en bas illustrent
I’évolution de A7 et Ae en fonction du temps. Pour ces données initiales, et pour ce temps final le volume
spécifique 7, tend vers la valeur de 75, es vers la valeur de e5. Alors que (71, 1) tend vers la valeur de
(75, €3). Ceci traduit le fait que ¢ tend vers une valeur comprise entre 0 et 1.
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FIGURE 6.8 — Systeme dynamique en (¢, A7, Ae)’. Tllustrations numériques correspondantes a la solution
du systeme dynamique (6.38) pour une donnée initiale (7, e)= (0.3,0.3) dans la zone métastable. Les

perturbations de 7 et e sont initialisées par 72(0) = 0.33, e2(0)
haut correspond a la fraction massique pour un temps final tmax

0.1et
= 100

©(0) = 0.7. La premiere figure en
. Les deux figures en bas illustrent

I’évolution de A7 et Ae en fonction du temps. Pour ces données initiales, et pour ce temps final le volume
spécifique 7; tend vers la valeur de 7, e; vers la valeur de e. Ceci traduit le fait que ¢ tend vers la valeur 1.
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FIGURE 6.9 — Systeme dynamique en (¢, A7, Ae)’. Tllustrations numériques correspondantes a la solution
du systeme dynamique (6.38) pour une donnée initiale (7, e)= (0.3,0.3) dans la zone métastable. Les
perturbations de 7 et e sont initialisées par 75(0) = 0.33, e2(0) = 0 et ¢(0) = 0.3. La premiére figure en
haut correspond a la fraction massique pour un temps final tmax = 20. Les deux figures en bas illustrent
I’évolution de A7 et Ae en fonction du temps. Pour ces données initiales, et pour ce temps final le volume
spécifique 7, tend vers la valeur de 7, e vers la valeur de e. Ceci traduit le fait que ¢ tend vers la valeur 0.
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FIGURE 6.10 — Syst¢tme dynamique en (p, A7, Ae)’. Tllustrations numériques correspondantes a la so-
lution du systéme dynamique (6.38) pour une donnée initiale (7, e)= (0.23,8) dans la zone stable. Les
perturbations de 7 et e sont initialisées par 75(0) = 0.3, e2(0) = 0 et p(0) = 0.7. La premiere figure en
haut correspond a la fraction massique pour un temps final tmax = 10. Les deux figures en bas illustrent
I’évolution de A7 et Ae en fonction du temps. Pour ces données initiales, et pour ce temps final le volume
spécifique 7; tend vers la valeur de 7, e; vers la valeur de e. Ceci traduit le fait que ¢ tend vers la valeur 1.
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FIGURE 6.11 — Syst¢me dynamique en (p, A7, Ae)*. Illustrations numériques correspondantes 2 la solution
du systéme dynamique (6.38) pour une donnée initiale (7, e)= (0.23, 8) dans la zone stable. Les perturba-
tions de 7 et e sont initialisées par 75(0) = 0.3, e2(0) = 0 et ¢(0) = 0.3. La premiere figure en haut
correspond a la fraction massique pour un temps final ¢tmazx = 2. Les deux figures en bas illustrent I’évo-
lIution de A7 et Ae en fonction du temps. Pour ces données initiales, et pour ce temps final le volume
spécifique 7, tend vers la valeur de 7, eo vers la valeur de e. Ceci traduit le fait que ¢ tend vers la valeur 0.
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Analyse des résultats numériques obtenus pour les systemes dynamiques (6.26)-(6.38). D’apres les
figures 6.2-6.3-6.4-6.5, on a observé numériquement la convergence en temps du vecteur («, ¢, £)* solution
du systeme (6.26) selon la donnée initiale («(0), »(0),£(0);7)). Si (7, e) est considéré dans la zone pure,
alors 1’équilibre atteignable est décrit par I’égalité des fractions. Cependant, pour un état (7, e) métastable,
on a évoqué deux genres d’équilibre : le premier décrit la coexistence des deux phases alors que le second
est dans la phase pure caractérisé par 1’égalité des trois fractions. Pour une donnée (7, ¢) dans la zone spi-
nodale, I’unique point d’équilibre atteignable est celui de coexistence de deux phases vérifiant 1’égalité des
pressions, températures et potentiels chimiques. On a constaté que si I’équilibre de mélange est atteignable
alors la convergence nécessite un temps vraiment tres petit par rapport aux autres cas. Notamment, pour le
cas d’un état métastable dont la convergence se fait dans la méme phase, on a vu que suivant la figure 6.4,
on a eu besoin d’un temps énorme en comparaison avec les autres cas tests. Plus précisément, on on détecté
un intervalle important de temps sur lequel la solution s’étend en apparaissant avoir convergé sans 1’étre.
De méme, les figures 6.6-6.7-6.8-6.10-6.9-6.11, ont illustré des résultats similaires pour le systeme dyna-
mique (6.38). On a tiré que la valeur de la fraction massique 0 ou 1 indique dans ce cas la présence d’une
phase pure mais ceci ne détermine pas nécessairement s’il s’agit d’une phase liquide ou vapeur. Néanmoins,
comme on a réalisé les mémes cas tests pour les deux systemes dynamiques (6.26)-(6.38), on a dii alors faire
une comparaison entre les résultats obtenus pour les deux systeémes. On constate que le systeme dynamique
en fractions (6.26) posseéde un avantage important au niveau de temps de convergence. Il est plus rapide que
le systeme (6.38) pour la majorité des cas tests.

6.4 Conclusion

Dans ce chapitre, on a considéré un mélange non isotherme de deux sous-systemes décrits par la méme en-
tropie de van der Waals et constituant un méme fluide. L’équilibre thermodynamique du mélange est donné
par un probleme de maximisation sous les contraintes de conservation de masse, d’énergie et non miscibi-
lité avec absence de vide. D’abord, on a étudié les équilibres de ce probleme de minimisation (6.7) sous les
contraintes (6.8). Les maximiseurs sont les états de liquide et vapeur purs, stables, métastables et les états
inadmissibles de la zone spinodale, et les états de coexistence qui vérifient 1’égalité de pression, tempéra-
ture et potentiel chimique. Comme on a mentionné dans le chapitre précédent, cette caractérisation n’est
pas suffisante pour caractériser un état métastable a 1’équilibre thermodynamique, pour cela on a introduit
la dépendance du temps pour arriver a une caractérisation dynamique. On a repris la méme technique pour
construire un tel systtme dynamique. On impose que le systtme maximise 1’entropie du mélange donnée
par (6.22) et que ses équilibres ne sont que les états purs (stables et métastables) et I’état de coexistence
défini par le théoreme 43. Deux choix de variables peut étre observés pour créer le systtme dynamique
répondant a nos veeux. Un premier en («, ¢, §), un deuxieme en (¢ := @1, AT := 79 — 71, Ae := ey — €1).

Le premier se retrouve dans des systemes d’équations aux dérivées partielles diphasiques homogenes.
On en étudiera aussi le couplage a de tels systemes d’EDP dans la derniere partie. En utilisant une technique
de stabilité de Lyapunov, on a étudié la stabilité de chaque équilibre pour chaque systeme dynamique.

Le systtme dynamique en fractions de masse, de volume, d’énergie (6.26) permet de récupérer tous les
états possibles, méme les états de phase pure. Celles-ci sont identifiées par 1’égalité des fractions massiques,
volumiques et énergétiques comprises entre 0 et 1 strictement. Pour le second systtme dynamique, on
observe que I’indice ¢ = 1 ou « = 2 n’indique pas la nature de la phase (liquide ou vapeur) mais décrit le
sous-systeme 1 ou 2. Par exemple, le fait que ¢ = 0 ne signifie pas I’absence de la phase liquide mais que
la phase liquide est a 1’équilibre.

Finalement, on a réalisé des simulations numériques sous Python pour illustrer les différents états
d’équilibres et leur bassins d’attractions associés. La technique est toujours la méme : on initialise chaque
systeme dynamique et on laisse le systtme dynamique évoluer jusqu’a atteindre 1’équilibre asymptotique
apres un certain temps. On a constaté que le systeme dynamique (6.26) converge plus rapidement que 1’autre
systeme (6.38). Ainsi, on peut dire dans le cas non -isotherme, le systeme en fractions est aussi le meilleur
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en terme de vitesse de convergence.






Conclusion de la partie I

Dans cette partie, on a introduit le cadre essentiel permettant la description mathématique et thermodyna-
mique de la transition de phase liquide vapeur. Toute I’étude était portée avec la loi d’état de van der Waals.
Dans un premier temps, on a détaillé les propriétés de cette loi avec les deux configurations isotherme et
non-isotherme. De plus, on a trouvé le lien entre un résultat fondamental d’analyse convexe connu par le
théoreme de Carathéodory [Roc97] et la loi physique réputée par la reégle de phases de Gibbs [Gib78]. Ceci
nous a permis d’obtenir un résultat important dans la suite portant sur le nombre de phases maximale attei-
gnable a 1’équilibre pour tout travail avec la loi d’état de van der Waals. On a alors retrouvé le fait qu’on
peut pas observer plus de deux phase a I’équilibre avec cette équation d’état. Ensuite, on a abordé I’étude
des problemes d’optimisation sous contraintes de conservation de masse, d’énergie et non miscibilité. Ceci
nous a permis de caractériser tous les états d’équilibre sans caractérisation spécifique pour les états méta-
stables qui constituent le coeur de ce travail. Pour cette raison, une dépendance en temps a été introduite
afin de caractériser la dynamique des variables d’états [JM16]. Divers choix de variables ont été introduits.
Dans le cas isotherme, trois choix ont été étudiés ce qui a aboutit a la construction de trois systemes dy-
namiques isothermes. Cependant, en non isotherme on a traité deux systemes dynamiques dépendant de
deux choix de variables. La technique utilisée pour étudier la stabilité des divers équilibres dans les deux
cas isotherme et non isotherme était la méme. Il s’agit d’une technique de stabilité de Lyapunov permettant
la caractérisation des bassins d’attraction des équilibres. Des illustrations numériques obtenus par Python
ont été exploitées tout au long de cette partie afin de visualiser au mieux les divers résultats théoriques.
On a évoqué un résultat important par rapport aux travaux classiques qui concerne la valeur des fractions
massique, volumique et énergétique attribuées a chaque phase. En effet, la valeur ¢ = 0 n’indique pas né-
cessairement 1’absence de la phase liquide. Ainsi, on peut obtenir la description des phases pures incluant
les métastables avec le systeéme en fractions par le fait que ces fractions ne sont jamais nulles ce qui n’est
pas classique. Finalement, on a observé numériquement 1’efficacité de tels systemes associés par rapport
aux autres en terme de temps de convergence tres petit avec un comportement plus simple en phases pures.
Pour cela, on pense que les systemes dynamiques en fractions sont les meilleurs candidats pour le couplage
avec la dynamique des fluides.

141






Couplage avec la dynamique des fluides

143






Introduction pour la partie 11

Dans cette partie, nous nous intéressons et étudions divers modeles d’écoulements diphasiques (isothermes
et non isothermes). Puisque notre but principal concerne la modélisation des transitions de phase avec états
métastables, nous considérons alors le fluide de van der Waals soumis a de fortes perturbations thermody-
namiques. On suppose alors que la dynamique du fluide est décrit par un modeéle moyenné compressible de
type Euler. Afin de modéliser les transitions de phase, la partie hydrodynamique du modele est couplée avec
un terme source de relaxation qui porte sur le transfert massique. Comme on souhaite prendre en compte
les états métastables, les équilibres des termes sources dans les modeles relaxés construits doivent étre les
états d’équilibre thermodynamique détectés dans la partie I, notamment les états purs liquide/vapeur, les
états métastables et aussi les états de coexistence. Pour cela, on propose le couplage des systemes dyna-
miques construits dans la partie I, avec les équations d’Euler. Une fois le modele construit, on étudie les
propriétés du systeme homogene associé telle que I’hyperbolicité et la structure des ondes. Dans cette par-
tie, on commence 1’étude théorique du probleme de Riemann d’un systeme équivalent au systeme Euler
isotherme. Il s’agit du p-systeme avec une loi d’état de van der Waals couplée avec la correction de Max-
well. Ensuite, dans le second chapitre on s’intéresse a des solutions particulieres dites ondes progressives
pour un p-systeme relaxé en considérant des termes sources provenant des systemes dynamiques isothermes
construits en partie I. Le but de chapitre est de comprendre les discontinuités du systeme limite du modele
introduit dans [JM16] par I’approche d’ondes progressives. Les deux derniers chapitres sont consacrés a la
construction et I’étude des modeles de relaxation isothermes et non isothermes.

8.1 Quelques rappels

Le but de cette partie est de coupler les résultats de la thermodynamique obtenus dans la partie I avec la
dynamique des fluides. On suppose que le fluide est compressible ce qui nous permet alors de travailler
avec les équations d’Euler [GR91, GR96, LeV92]. Dans le cas isotherme, le systeme d’Euler est décrit par
les deux équations suivantes
dp + 9:(pu) = 0, (8.1)
Or(pu) + 0u(pu? + p(p)) = 0,
ol p = p(z,t) représente la masse volumique du fluide, u = u(z,t) sa vitesse et p(p) sa pression. La
premiere équation du systeme (8.1) représente la conservation de la masse et la deuxieme la conservation
de la quantité de mouvement, obtenues par le principe fondamental de la dynamique. Le cceur de ce travail
est de travailler avec une loi d’état qui nous permet a la fois de décrire la transition de phase liquide-vapeur
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et en plus de détecter les états métastables. Landau et Lifschitz [LL69] les décrivent comme suit :

"we must distinguish between metastable and stable equilibrium states. A body in a metastable state may
not return to it after a sufficient deviation."

Etant donné que le systéme (8.1) est un systme a deux équations et trois inconnues, on ferme le systéme
en utilisant la loi de pression isotherme de van der Waals p(p) [Cal85].

On donne maintenant quelques rappels vus dans la premiere partie. Si la température est fixe, alors un
fluide ayant une masse M > 0 et occupant un volume V' > 0 sera caractérisé a 1’équilibre thermodyna-
mique par une énergie libre notée F' : (M, V) — F(M, V), qui a la propriété d’une fonction positivement
homogene de degré 1. Elle vérifie aussi la relation thermodynamique classique

dF = uM — pV, (8.2)

avec . le potentiel chimique du fluide et p sa pression. Ces deux potentiels s’écrivent alors sous la forme

suivante

OF OF
_W(M’ V) wu(M,V)= O_M(M’ V). (3.3)

On souhaite maintenant définir les potentiels comme des fonctions de p et non de 7. Ainsi, en définissant
la masse volumique p du fluide, par p = M/V et en utilisant la propriété PH1 de la fonction F', on peut
définir 1’énergie libre volumique f comme une fonction de la densité par

p(M, V) =

Flp) = FOM,V) = Flp,1). (8.4)

Ensuite, en préservant la méme notation p et x pour la pression et le potentiel chimique intensifs respecti-
vement, on retrouve la relation de Gibbs en intensif classique qui s’écrit

f(p) = pulp) — p(p), (8.5)

avec
1(p) = f'(p) et pi'(p) = p'(p)- (8.6)
Dans [LL69], on trouve I’expression de 1’énergie extensive £’ associée a la loi de van der Waals donnée par

M? M

En utilisant les relations (8.4)-(8.6), on obtient les expressions des potentiels thermodynamiques intensifs
f, p, p relatifs a la loi d’état de van der Waals. Si la température 71" est fixe, la loi isotherme réduite de van
der Waals est donnée par

8 3p
= 3024+ pT (log [ 22—} —1
f(p) 30"+ 3 (og<3_p> >
8pT

_ 2
plp) = =3p"+ 57— pt (8.8)

8 3p 8 [ 3pT
= —6p+=Tlog | —— ) + = [ 2=
1(p) pt3 Og(g_p)+3<3_p)’

pour p €]0, 3[.

La pression p prend le profil de la courbe tracée dans la figure 8.1 dans le plan (p, p) pour une certaine
température inférieure a la température critique. Les points p_ et p, sont les extrema locaux de la pression
p. D’apres la figure 8.1, on observe que la pression p est décroissante en fonction de la densité p entre les
deux points p_ et p; ce qui n’est pas admissible physiquement. D’ailleurs cette zone de décroissance de la
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vapeur mélange liquide

FIGURE 8.1 — Loi de pression de van der Waals et ligne de Maxwell.

pression (zone spinodale) correspond a une instabilité pour le systeme (8.1) puisque les valeurs propres de
la Jacobienne du flux du systeme (8.1)

M=u—\pP(p), A=u++p(p)

deviennent complexes dans la zone spinodale, conduisant a une perte d’hyperbolicité. Pour corriger cette
instabilité, la correction de Maxwell consiste a introduire le couple de densités (p, p3) qui vérifie p(p}) =
p(ps) et u(py) = wu(ps) ot w est le potentiel chimique de van der Waals. La zone métastable est celle qui
correspond a I’intervalle de densités |p}, p_[U]p+, p3[. On note que si on adopte la correction de Maxwell
en enlevant la partie colorée en jaune dans la figure 8.1, les états métastables seront éliminés ce que 1’on ne
veut pas.

Avant de présenter le plan de cette partie, il est important de présenter un systeme équivalent. Il s’agit du
p-systeme isotherme

{5,57' — 9y =0, 59)

Oyu + Oyp = 0,

avec 7 = 1/p = V/M le volume spécifique du fluide, u sa vitesse et p = p(7) sa pression. Cette fois toutes
ces variables dépendent de couple spatio-temporel (z,¢) € R x R ot z est une coordonnée lagrangienne.

Ce systeme s’obtient a partir des équations d’Euler (8.1) par un changement de variables. On détaille un
peu ce passage dans la partie ci-dessous en se référant a I’ouvrage [GR96] et au travail [Wag87]. Pour cela,
on pose u = u(x, t) la vitesse du fluide, et on considere le systeme différentiel

9 (1)
ar B (8.10)
z(0) =&.
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On note pour tout § € R, t — x(&, t) la solution de (8.10). Alors, (&, t) sont les coordonnées lagrangiennes
associées a la vitesse u.
En définissant ensuite la fonction j par

. ox
on vérifie qu’elle satisfait la propriété suivante :
dj , ou

Ainsi, étant donné une fonction ¢ = ¢(x,t) exprimée en coordonnées Eulériennes, on désigne par p =
©(x,t) cette fonction en coordonnées lagrangiennes, c¢’est-a-dire

p(&: 1) = (&, 1), 1).

En utilisant ensuite la relation (8.12), on démontre que :

0 ._.% dpu
oo =15+ o )

Par suite, les équations du systeme (8.1) deviennent :

at(ﬁj) = 07
_ 8.13
{@(p—uﬁ B =0 (61

On enleve les barres pour simplifier les écritures, ce qui nous permet d’obtenir

at(p]) = 07
8.14
{@(puj) + jO.p = 0. (619

La premiere équation du systeme (8.14), donne

PJ = Po,

1
avec po(&) = p(&,0). Par conséquent, si on introduit le volume spécifique 7 = —, on obtient
p

J = poT-
Donc I’équation
0j _ ou_ ou
ot Jor  o¢
est équivalente a
or  Ou
ot~ o€
De la méme fagon, on démontre que la deuxieme équation du systeme (8.14), s’écrit comme
ou Jp
—+ ==0.
SFTRT

Finalement, en introduisant la variable massique y telle que :

dy = podéa
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on retrouve le p-systeme

or _du _,
o oy
@Jra—g—o (8.15)
ot oy

avec p = p(7).
En résumé, on peut dire qu’il y a deux systemes différents isothermes d’équations aux dérivées partielles
pour un fluide compressible en dimension 1, chacun résulte du choix particulier de la coordonnée d’espace.

e Sion prend z la coordonnée de I’espace physique, et ¢ le temps on obtient les équations d’Euler
Op + 0:(pu) =0,
Or(pu) + 0x(pu® + p(p)) = 0,

qui décrivent respectivement la conservation de la masse et de la quantité de mouvement, ol p, u sont
la masse volumique et la vitesse de fluide.

(8.16)

e Si on choisit au lieu de la variable spatiale = une coordonnée matérielle y définie par :

y= / p(s, t)ds, (8.17)
z(t)
ol z(t) est une particule bien définie qui satisfait 2/(t) = wu(xz(t),t), ce changement de variables
vérifie 5 P
Y )
== = pla,t == t).

On obtient alors les équations en coordonnées lagrangiennes ou autrement dit le p-systéme :

or  Ou 0

o % (8.18)

1)

ot Toy

1
avec 7 = — le volume spécifique , et p(7) = p(%)

Remarque 24. Par la suite, on notera x la coordonnée matérielle.

D’apres le travail de D.H. Wagner [Wag87], on adopte I’équivalence entre le p-systeme et le systeéme d’Eu-
ler pour les solutions faibles. Ce qui justifie le fait qu’on travaille parfois avec le p-systeme et parfois avec
le systeme d’Euler dans cette partie.

On rappelle que le but de cette deuxieme partie est de coupler les systemes dynamiques construits dans les
cas isotherme et non-isotherme, avec la dynamique des fluides que ¢a soit en utilisant les cordonnées eulé-
riennes ou les coordonnées lagrangiennes. Plus précisément, on utilise les systemes dynamiques construits
aux chapitres 5 et 6 comme termes sources de relaxation une fois couplée aux équations d’Euler ou au
p-systeme. On s’amene alors a étudier des systemes hyperboliques de relaxation. La structure générale des
systemes hyperboliques de relaxation est étudiée par exemple par Chen Levermore Liu [CLL94], les as-
pects numériques étant développés par Jin et Xin [JX95] pour le systeme du télégraphe puis par Chalons et
Coulombel [CCO8] pour I’approximation des équations d’Euler. Dans le contexte des écoulements dipha-
siques, on se réfere a Ambroso et al [ACCGO09], le cas de la transition de phase avec états métastables étant
introduit dans le travail de James Mathis [JM16]. On décrit maintenant la structure de relaxation pour un
systeme de lois de conservation, en s’appuyant sur le travail [Mas15]. Un systeme hyperbolique de loi de
conservation avec relaxation s’écrit sous la forme

{atw + 0, f(w,y) =0,

(8.19)
Oy + Opg(w,y) = Q(w,y),
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ou le vecteur (w,y) est une fonction des variables spatio-temporel (x,t) € R x R,. La structure de re-
laxation est déterminée par le terme (), qui est bien choisi de sorte que le vecteur (w, y) converge vers une
variété d’équilibre notée € et supposée étre le graphe d’une certaine fonction y* de la maniere suivante

€= {(w,y): Qw,y) =0} = {(w,y);y = y"(w)}. (8.20)

Ainsi, en substituant I’équation dynamique sur y par la relation y = y*(w), on trouve I’équation d’équilibre
qui s’établit comme

{8tw+8wf*(w)zo, 821

fr(w) = fw, y*(w)).

8.2 Plan de cette partie

Dans le premier chapitre, on s’intéresse au probleme a 1’équilibre et on étudie le probleme de Riemann
pour le p-systeme (8.9) avec une loi d’état de van der Waals couplée avec la correction de Maxwell. Dans
[VB04, DMVO05] on trouve la résolution du probleéme de Riemann pour les équations d’Euler avec une loi
d’état non convexe. On utilise une loi de pression p fonction du volume spécifique 7 et ayant comme pro-
priétés d’étre continue sur ]0, +o00[, constante sur 1’intervalle de volumes spécifiques de Maxwell [75, 7{],
strictement convexe sur |0, 75| et de changer de concavité sur |77, +00[. On adapte le travail de N.Seguin
et E.Godlewski [GS06], la différence résidant, dans notre cas, au changement de concavité sur I’intervalle
|7, +00[. On utilise le critére de Liu comme critére de sélection entropique [Liu76] qui s’interpréte géo-
métriquement dans le plan (7, p) pour le cas du p-systeme. Cette interprétation simplifie la résolution du
probleme. C’est une des raisons pour laquelle on travaille en coordonnées lagrangiennes. La difficulté du
travail réside dans le fait que la loi de pression n’est pas une fonction strictement convexe, ce qui nécessite
la création d’ondes multiples [GR91, Wen72, GS06, Gel59] pour compléter la résolution.

Cependant, comme on a considéré le couplage avec la correction de Maxwell, les états métastables n’appa-
raissent pas dans ce chapitre. En revanche, dans [CF04] on trouve une étude du probleme de Riemann pour
un modele décrivant la transition de phase avec la présence des €tats métastables. De méme dans [VB04],
on trouve la résolution du probleme de Riemann pour les équations d’Euler avec des lois d’état non convexe
de type cubiques. Dans le chapitre 10, on s’intéresse a 1’étude du p-systeme étendu relaxé, dont les termes
de relaxation sont étudiés en partie I chapitre 5. Ce systeme est similaire au systeme étudié par James et
Mathis [JM16]. On s’intéresse a I’étude du systeme a I’équilibre associé et a ses solutions discontinues au
probleme de Riemann. Pour cela on étudie les ondes progressives du p-systeme relaxé. Cette méthode a
été utilisée dans divers travaux tels que [CCO8, FL12, Fan98, Coul7]. La difficulté de notre travail réside
dans les expressions des termes sources dans le p-systeme étendu. On étudie les ondes progressives définies
pour différents systemes dynamiques et on démontre que, pour deux états de phases pures, le théoreme de
la variété stable/instable ne garantit pas 1’existence d’une orbite hétérocline partant en —oo de 1I’état gauche
et qui rejoint dans le futur 1’état droit en +oo.

Le chapitre 11 vient pour illustrer le couplage des systemes dynamiques isothermes avec les équations d’Eu-
ler. D’une maniere équivalente a ce qui a été fait dans le chapitre 5 de la partie I, on admet la construction
de trois systemes dynamiques isothermes suivants :

1. Systeme dynamique en r = (py, pa; p)*.

{ﬁl = —(p—p1)(p—p2)f(p2|p1), (8.22)

p2 = (p—p1)(p — p2) f(p1lp2),

avec p; la densité de la phase i et f(.|.) est I’énergie relative définie par

Falb) := f(a) = £(5) — pu(b)(a — b). (8.23)
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2. Systeme dynamique en r = (a, Ap; p)*.

a=a(l—a)(fp+alp) — f(p— (1 —a)Ap)
- —alBp)ulp = (1= a)Ap) = (1 = a)(Ap)ulp + alp)), (8.24)
Ap = a(l—a)(Ap)*(p— (1 — a)Ap) — ulp+ alp)),

avec « la fraction volumique de la phase 1 et Ap := p, — p; I’écart des densités entre les deux phases.

3. Systeme dynamique en r = (o, ; p)*.

& =a(l—a)(p (@) —p (M)),

11—«

o =p(1—p)(u (M) — <%)),

l—«

(8.25)

avec  la fraction massique de la phase 1.
Chacun de ces trois systemes ci-dessus est construit d’une maniere a préserver les propriétés suivantes
e [l dissipe en temps 1’énergie du mélange définie par

F:R> >R

(r; p) = (3 p) f(pr(r3 p)) + as(rs p) f(p2(rs p)), (8.26)

avec f I’énergie libre de van der Waals isotherme donnée par 1’expression (8.8) et r est le vecteur de
variables admissibles.

e Ses équilibres coincident avec 1’équilibre thermodynamique : phases pures dont les états métastables
et états de coexistence.

Les systemes (8.22), (8.24), (8.25) correspondent a une adaptation des systemes (5.25), (5.34) et (5.43)
introduits au chapitre 5 de la partie I en coordonnées eulériennes. En suivant le travail de [JM16], on couple
les deux systemes dynamiques (8.24)-(8.25) avec les équations d’Euler (8.1). On présente des résultats nu-
mériques pour illustrer le profil de certaines solutions associées au probleme de Riemann. L’ approximation
du systeme d’Euler (8.1) couplé aux systemes dynamiques (8.22) a (8.25) est réalisée par une méthode de
VF avec splitting en temps. La partie convective est approchée par un flux numérique HLLC. Concernant
I’approximation du terme source, on considere deux approches : une relaxation "classique" utilisant des
sous pas de temps et une relaxation "instantanée" correspondant a une projection sur I’équilibre du systeéme
dynamique. Finalement, le dernier chapitre étend le travail du chapitre 11 au cas non-isotherme. Le but sera
de construire un modele homogene de relaxation non-isotherme qui permet de décrire la transition de phase
et de capter les états métastables comme c’est fait dans [Hurl7, Mat17]. Pour cela, on considere le systeme
dynamique en fonction de (o, ¢, &; 7, €)!, avec « la fraction volumique de la phase 1, ¢ la fraction massique
de la phase 1, £ la fraction énergétique de la phase 1, 7 le volume spécifique et e I’énergie interne du fluide.
On a vu dans le chapitre 6 de la partie  la construction d’un tel systeme qui s’écrit sous la forme suivante

(0'4 p(11,€1) p(T2, €2)
Eﬁ, 613 T(7-27 €2§
o =p(1— miea) e (8.27)

7‘2,62) T(Tl,el)

\é - e(T(Tl,el) T(19,€2) )

avec les 7; et e; pour 7 = 1, 2, vérifiant les relations suivantes
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aT
Tl(a7907£> - ?7
1—
7—2(0[7(;076) = (1_—05)7—7
e (8.28)
61(0&,30,5) =
2
_ (1=¢)e
ea(a, p,§) = oy
T—T1 _ € — € (829)

T2 —T1 g — e’
p, T' et p sont respectivement la pression, la température et le potentiel chimique de van der Waals données
par les expressions suivantes

p(r,€) = CU(T—b)( 7'> T2’
a
e+ —
T = T 8.30
(T’ 6) C,U Y ( )
e+ 2
Rt a a -

M(Tae):m(e‘F;)—;— c

ou a, b, R et C, sont les constantes relatives a la loi d’état de van der Waals.

Ensuite, on couple le systéme dynamique ci-dessus (8.27), avec les équations d’Euler suivantes, en posant
1

pP==

s(1,€) +e,

Op + O0x(pu) =0,
Oy (pu) + 0. (pu* +p) =0, (8.31)
O (pE) + Oz(pul + up) = 0,

avec p la densité du fluide, u sa vitesse, p sa pression et £ son énergie totale donnée par £ = 1u2 +eoueest
I’énergie interne du fluide. On montre dans un premier temps la dérivation du modele et ensuite on étudie
I’hyperbolicité du systtme homogene associé. On complete le chapitre par des illustrations numériques
obtenues par relaxation "classique".



Probleme de Riemann pour le p-systeme avec

une loi d’état de van der Waals avec correction
de Maxwell

9.1 Introduction

On considere le modele du p-systeme barotrope isotherme, défini par le systeme d’équations aux dérivées
partielles suivantes :

{Bﬂ'—amu: 0, ©.1)

Oyu+ O,p =0,

avec T le volume spécifique du fluide, u sa vitesse et p = p(7) sa pression. Toutes ces quantités dépendent
du couple spatio-temporel (x,t) € R x R,, = désignant la variable Lagrangienne. La premiére équation
du systeme (9.1) représente la conservation de la masse alors que la deuxieme décrit la conservation de
la quantit¢é de mouvement obtenue par le principe fondamental de la dynamique. On définit le vecteur
d’états admissibles w = (7,u)" dans ’espace 2 = R’ x R. Ainsi le p-systeme (9.1) s’écrit sous la forme
conservative suivante

Oyw + 0, f(w) = 0, 9.2)

avec f le flux donné par f(w) = (—u, p(7))", Vw € Q. Dans la partie I, on a vu comment cette loi de pres-
sion p contient tout le comportement thermodynamique du fluide incluant le changement de phase entre le
liquide et sa vapeur. Si p est la pression isotherme de van der Waals, alors on observe, en se référant a la
figure 3.1, que pour une température inférieure a la température critique, la pression est caractérisée par une
partie du domaine sur lequel p’(7) > 0. Ceci implique I’instabilité du p-systéme puisque la vitesse du son
c(w) = /—p/'(7) devient complexe pour tout état w dans cette zone. Ainsi, pour régler cette instabilité, on
couple la pression de van der Waals avec la ligne de Maxwell qui détermine 1’unique couple (75, 77°) véri-
fiant p(7;") = p(75) (voir la partie I pour plus de détails). On obtient une loi de pression caractérisée par une
branche strictement convexe et une autre possédant un changement de concavité séparées par un segment
voir la figure 9.2. La pression p posséde une zone constante définie par le segment [(75, p(73)), (71, p(77))]
dans le plan (7,p). On note que cette correction implique la dégénérescence du p-systeme car, pour tout
T € [15, 7], les valeurs propres ++/—p/(7) coincident avec la valeur nulle. De plus, I’ensemble des vec-
teurs propres associés ne constitue pas une base de R2. Dans ce chapitre, nous résolvons le probléme de
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Riemann, ce qui correspond a résoudre le probleme de Cauchy pour une donnée initiale

ix <0
w(z,0) = {“’L nres 9.3)
wr stz > 0,

ol wy, wgr sont deux états admissibles dans le domaine €). Pour cela on adapte I’étude réalisée dans [GS06]
du probleme de Riemann pour le p-systeme muni d’une loi d’état non convexe différente. Son graphe est
présenté en figure 9.1 et correspond a deux branches strictement convexes, séparées par un segment dans
le plan (7,p). Dans un premier temps, on donne toutes les propriétés de la loi d’état considérée et les
hypotheses nécessaires.

Pm———————

FIGURE 9.1 —loi de pression 1

Ensuite, on étudie 1’hyperbolicité du p-systeme couplé avec cette loi de pression. La sélection des so-
lutions admissibles se fait grace au critere d’entropie de Liu [Liu76]. Ainsi, on caractérise 1’ensemble des
ondes de chocs et détentes simples. Cependant, la non convexité de la loi de pression de van der Waals com-
plique le travail. Elle entraine la création d’ondes multiples (voir [GR91]). On aborde alors la construction
de telles ondes multiples. Finalement, on étudie I’existence et I’unicité de solutions associées au probleme
de Riemann pour toute donnée initiale. Dans tout ce travail, on adapte les techniques décrites dans le travail
de E.Godlewski et N.Seguin [GS06]. La différence dans notre étude est liée au changement de concavité
pour 7 > 71 ce qui crée une nouvelle difficulté au niveau de la construction des ondes multiples.

9.2 Hyperbolicité du p-systéme et critere de Liu

On considere la loi de pression p qui prend I’allure de la courbe présente dans la figure 9.2. On rappelle
I’existence de deux volumes spécifiques 7; et 75 tels que 0 < 75 < 74 tels que p(75) = p(77). On liste les
propriétés de la pression p :

l.pe C(R*)N 02((0,7'2*[U]7'f, —l—ooD.
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Pm

FIGURE 9.2 — loi de pression 2

2. p/(1) <0,¥7 €]0, 73] U [1], +0o0].
3. p'(1) >0, V7 €]0, 5[U]71y, +o0l et p” (1) < O VT €]17, 74].
4. p(T) = pn V7 € [15,71].

5. lim p(7) = +o0.

T—0t

6. p(1) > p'(m5)(7 — 15) + p(75) V7 > 7.

| /j” P (F)dr = +o0.

*
1

3

Dans ce chapitre, on considere 1’absence de vide ce qui est traduit dans la derniere hypothese. Le cas ou
cette derniere hypothese n’est plus vérifiée est aussi traité dans [GS06] ou les auteurs imposent la présence
de vide décrit par 7 = +o00 en s’appuyant sur les travaux [GR13, LS80].

On résume les propriétés principales de cette loi de pression : elle admet une région constante sur |75, 7/],
est strictement convexe sur |0, 75| et change de concavité sur |7}, +00[. En particulier elle admet un point
d’inflexion 74 €]7{, +00[. On introduit deux sous domaines de (2 :

Q, =((0,75)U (17, 4+00)) x Ret Q,, = [15,77] X R. (9.4)

Proposition 50. Le systeme (9.1) est strictement hyperbolique sur (2, et admet les deux valeurs propres
réelles A\_(w) = —+/—p'(7) < A (w) = \/—p/(7). Les deux champs associés sont vraiment non linéaires.
Dans ), le systeme (9.1) n’est pas strictement hyperbolique et les deux champs associés sont linéairement
dégénérés.

Démonstration. On écrit le systeme (9.1) sous la forme quasi-linéaire

D + A(w)dyw = 0, avee Aw) = (p,?T) _01) et w = <;> .
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Les valeurs propres de la matrice A sont les racines du polyndme caractéristique
A= X| =N +p(r)=0

qui admet comme racines \_ = —/—p/(7) < Ay = /—p/(7).
Sur €2, on a p'(7) # 0 ainsi les valeurs propres sont réelles et comme A_ < A, le systeme est alors

: . - 1
strictement hyperbolique. On choisit r_(w) = ( - (T)> etr (w) = (_ ) comme vecteurs

1

—p/(7)
propres associés aux valeurs propres A_(w) et A\, (w) respectivement.
On constate que ces deux vecteurs sont linéairement indépendants sur €2, par suite ils constituent une base
de R?. On vérifie de plus que V,\;(w) - r;(w) # 0 pour i = —, +, ceci montre que les champs associés
sont vraiment non linéaires.

En revanche sur 2,,,, on a p/(7) = 0 comme p(7) = p,,, V7 € [75, 7{]. Par suite, le systetme n’est plus
strictement hyperbolique puisque la matrice A admet une valeur propre double égale a la valeur nulle. Les
vecteurs propres associ€s sont alors linéairement dépendants et ne constituent pas une base de R?, ainsi le
champs associé est linéairement dégénéré. [

Dans la suite, on va désigner par ondes négatives les ondes associées a la valeur propre négative \_ et
par ondes positives celles associées a la valeur propre positive A, . Afin de commencer 1’étude des ondes,
il est important d’abord de donner la définition de I’ensemble de Rankine-Hugoniot qui définit I’ensemble
des états pouvant étre connectés par une discontinuité.

Definition 51. On définit I’ensemble de Rankine-Hugoniot noté par RH (w;) comme étant I’ensemble des
états wg € () qui peuvent étre connectés a wy, € {2 par une discontinuité. Il est donné par

RH(wp) = {wg € Q; pour wy, # wg, Jo(wy, wr) € Rtel que
— o(wr, wr)(wrg —wr) + (f(wg) — f(we)) = 0}.

Dans ce travail, on utilise le critere de Liu [Liu76] comme critere d’entropie pour sélectionner les dis-
continuités admissibles.

9.5)

Definition 52. On dit qu’une discontinuité entre deux états, wy, = (17, ur) € Q et wg = (7, ur) € ) est
admissible au sens de Liu si et seulement si

o(wr,wr) < o(wr, w), (9.6)
Vw € RH(wy) et 7 € (min(7z, Tr), max (7, 7)) .

La condition de Liu se simplifie pour le p-systeéme et admet une interprétation géométrique dans le plan
(7, p).

Lemme 53. Soit w_ € Q et w, € RH(w_) donné par (9.5). L’état w_ est connecté a w. par une discon-
tinuité admissible au sens de Liu si et seulement si pour T_ # T,, on a

o(w_w.) (p(T+) —p(r=)  p(7) — p(T—)) >0, ©.7)

Ty — T T—T_

V1 € (min(t—, 7)), max(1_,7)).
Démonstration. Par définition de I’ensemble de Rankine-Hugoniot on a :

{—a(w,w+)(7+ —7) = (up —u-) =0,

—o(w_, wy)(uy —u_) + (p(r4) —p(r=)) =0.
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En combinant de ces deux relations on obtient :

(uy —u-)
T =
et
(s —u_)? = —(p(rs) — p(r-)) (74 — 7).
Par suite on obtient
p((ﬂ) - p(;) .

En effectuant les mémes calculs pour w_ et w € RH (w_), on obtient

(0w, wy))* = —

Sl ) — P = ()
(o(w—,w)) T

Sio(w_,w;) > 0linégalité o(w_,w,;) < o(w_,w) donne

p(r4) —p(r=) _  p(r) —p(12)
G R CRr

Y

soit encore
p(rs) —p(r)  p(r) = p(r)
(v —72) = (7—-7)
et le lemme est démontré. On vérifie de la méme facon que les inégalités sont vérifiées si o(w_,w,) <
0. []

Conséquence 1. L’inégalité (9.7) revient a comparer les pentes des segments dans le plan (7, p). Consi-
dérons w_ et w, deux états admissibles dans le domaine 2. Supposons que la vitesse de discontinuité
o(w_,w,) entre w_ et w, aun signe négatif, I’onde de choc est associée alors a la valeur propre négative
A_.Si7T_ < 7, alors le segment joignant les deux points (7_, p(7_)) et (7., p(74)) doit étre au dessous de
la courbe {(7,p) € (7_,7+) X Ry, p = p(7)} dans le plan (7, p). De méme, si 7_ > 7, le segment joignant
les deux points (7_, p(7_)) et (74, p(7)) doit &tre au dessus de la courbe de p dans le plan (7, p). On obtient
aussi un résultat similaire si on suppose que o(w_, w, ) a un signe positif. La discontinuité entre w_ et w
étant alors associée a la valeur propre positive A .

9.3 Ondes simples

Afin de chercher la solution du probleme de Riemann associée au p-systéme, on va commencer d’abord par
caractériser les ondes négatives, ensuite on construit I’ensemble des ondes positives pour déduire a la fin
I’intersection entre ces deux ensembles qui détermine la solution du probleme de Riemann.

Comme la loi de pression change de concavité sur €2 (voir figure 9.2), une onde négative peut étre une suc-
cession d’ ondes de détentes et des discontinuités admissibles correspondant a la valeur propre négative \_.
Dans un premier temps, on va construire 1’ensemble des ondes de détentes simples négatives et I’ensemble
des ondes de chocs simples négatives associées a la valeur propre négative A_. Ensuite, on va construire les
ondes multiples négatives comme une succession de ces ondes simples.

9.3.1 Ondes simples de vitesses négatives

On désigne par R_(w;) I’ensemble des états qui peuvent étre connectés a wy, par une onde de détente
négative et par S_(wy) celui des états qui peuvent &tre connectés a w;, par une onde de choc négative
vérifiant le critere de Liu.

L’ensemble R_(wy,) est décrit par le lemme suivant.
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Proposition 54 (Caractérisation de I’ensemble R_(wy,)). Soit ®_ la fonction définie par

O_(1,wy) = ur + sign(t — 1) / vV —p'(v)dv, (9.8)
TL
V(r,wr) € RY x Qavec wy, = (;_L) . L’ensemble R_(wr) est donné par :
L
1. Sit, <75, R_(wp) =A{(1,_(1,wy)), T € (11, 5]}
2. Sitf <71 <71 R_(wyp) ={(r,@_(1,wy)), T € [11,71) }.
3. Sit, > 714 Ro(w) ={(7,2_(1,w)), T € (71, +00) }.

Démonstration. On rappelle qu’une onde de détente négative séparant deux états w_ et w est caractérisée
par [(w_) = I(w) et A\_(w-) < A_(w) ot I_(w) est un invariant de Riemann associé a la valeur propre
A_. Soit I_(w) un invariant de Riemann associé a la valeur propre A_. Il vérifie alors

Ceci est équivalent a avoir

ol 01_
— 4+ —/—p(7) =0.
o T VP
. ) dr du .
En utilisant la méthode de Cartan, on a T = j ce qui donne

V=P (7)dr = du.
Par intégration, on obtient

ng:u—/v¢§ﬂﬂw.

Comme on traite le cas d’une onde de détente négative, alors on doit vérifier :

A <A
(1) <\ (w) 09)
I (wp) =1_(w).

La premiere expression du systeme (9.9) donne —+/—p/(71) < —y/—p'(7) qui est équivalent a
p(rr) <p'(7). (9.10)

1. Soit (77, ur) € Qtel que 77, < 7. D’une part, comme p est strictement convexe pour tout 7 €]0, 75,
I’inégalité (9.10) est équivalente a
T < T.

D’autre part, la deuxieme expression du systeme (9.9) donne

TL T
up — / V=p (v)dv =u — / v —p'(v)dv
qui est équivalent a

TL T
u=up — / vV =p'(v)dv + / vV —p'(v)dv,
soit finalement u = uy, + / vV —p'(v)dv.
TL
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2. Soit (71,ur) € Qtel que 71 < 77, < 74. Dans cette zone p’ est strictement décroissante comme p est
strictement concave. Donc, on obtient
T<TL-

En utilisant la deuxieme expression du systeme (9.9), on déduit
TL
u=urp — / vV =7 (v)dv.
T
3. Soit (77, ur) € Q tel que 7, > 74. Ce cas est identique au premier cas car, dans cette zone, p’ est

croissante, ainsi on a :
.
u=ur+ / vV —p'(v)dv avec T > Ty,
TL

]

. < L. . . , T,
Maintenant, on passe a la caractérisation de I’ensemble S_ (w,). On rappelle que deux états wy, = (uL )
L

T o L. . .
etw = <u) dans I’ensemble (2 sont séparés par une onde de choc négative de vitesse o(wy,w) < 0 si et

seulement si les relations de Rankine-Hugoniot (9.5) sont vérifiées. On obtient alors :

{O’(T —7L) = —u+ug

o(u—ur) =p(r) —p(rL)

ce qui donne

—u + uy,
o= ——=
T —TL
_p(7) = p(m)
u—u;
Ainsi, on obtient ——— & = —p(7) + (1) qui est équivalente a (v — ur)* = —(p(7r) — p(7)) (T — 11).
(1 —71) (u—up)
On a finalement,
u—up = £/ (p(1) — plr)) (1L — 7). 9.11)

Le lemme suivant caractérise 1’ensemble S_(wy) selon w. On se réfere aux figures 9.3 a 9.5 pour une
illustration graphique.

Proposition 55 (Caractérisation de I’ensemble S_(wy).). Soit 1 _ la fonction définie par

P Ry xQ =R

9.12
(1,wr) — ur, + sign(t — TL)\/(p(T) — () (1, — 7). ( )

L’ensemble S_(wy,) est défini par :
1. Sit, <75, S_(wy) ={(r,¢¥_(r,w)), 7 € (0,71)} ( voir la courbe en bleu sur la figure 9.3).

2.8imy <71 <7, S_(wr) = {(1,¥_(r,wy)), 7 € (0,7.(11))} (voir la courbe en bleu sur la figure
9.4) ou 7.(11,) est I’abscisse de I'unique point d’intersection entre la courbe de p et la tangente a la
courbe de p passant par (11, p(11,)), autrement dit 7.(71,) est 'unique point de I’ensemble

{r > ,p(r) —p(r) =9 (7)(r — 71) }. (9.13)
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3.8 <1y <15 S_(wr) = {(m, Y- (1,wy)), 7 € (0,7(71)) U (71, 7e(71) } (voir courbe bleu en
figure 9.5 ) ou 1,(71) est ’abscisse du point d’intersection entre la tangente de p en (1, p(711)) et la
courbe de p sur Uintervalle (0, 7). Autrement dit, 7,(T1) est 'unique solution de I’équation

{r <7 p(r) —p(rr) =p' (7)) (7 — 1)} (9.14)

4. Sity < 1, < 14(7), ot T4(17) est U'unique point de I’ensemble

{r > p(r) —p(r)) =p'(7 +0)(7 — )} (9.15)
zlﬁl’lors, Sbl(wL) ={(1,¥_(T,wr)); 7 € (0, 72(71)) U (7(71), T1) }, avec Tya(T1) est I'unique point de
{r <715 p(7) = p(7e(71)) = P (7e(72)) (7 = 7e(72)) }- (9.16)

Tvo(T1) < 75 est ’abscisse du point d’intersection de la tangente en 7.(11) avec la courbe de p.

5. SiTp > 14(7y), alors

S—<wL) = {(T’ ¢— (T’ wL)); T E <07 Tb(Tl*)) U (7—1*7 TL)}’
avec T,(T7) est défini par I'unique point de I’ensemble (9.14) pour 1, = 1.

Démonstration. La caractérisation de I’ensemble S_(wy,) est déduite du critére de Liu donné par le lemme
53 et son interprétation géométrique dans le plan (7, p).

On détaille le cas 1. Si 7, est tel que 77, < 75, alors tout état w = (7, u)" € Qestrelié a wy, = (77, ur) € Q
par un choc simple si et seulement si 7 < 7. En effet, supposons qu’il existe un état w € €2 relié a wy, par
une onde de choc simple tel que 7 > 7. Alors par la convexité de p, la corde reliant (7, p(7)) a (17, p(77))
est au dessus de la courbe de p. Ceci contredit le critere de Liu. Les autres cas sont traités de la méme fagon
en comparant chaque fois la position de 1’état gauche par rapport a 1’état droit ainsi que la position de la
corde reliant ces deux points par rapport a la courbe.

Pour le dernier cas, on détermine d’abord le point 7.(7;) comme abscisse du point de tangence de la droite
issue de wy, a la partie de la courbe de p pour 7 > 77" Dans ce cas, 7.(77) est inférieur a 77,. On ne présente
pas un graphe pour ce cas, par ailleurs il s’obtient facilement suivant la définition du point (9.15)-(9.16). [

Dans la proposition suivante on liste quelques propriétés de la fonction W_ qui seront utiles dans la suite
pour avoir I’existence de la solution du probleme de Riemann.

Proposition 56. Propriétés de la fonction V_. La fonction v_ (9.12) vérifie les propriétés suivantes pour
tout wy, € §) :

1. _(,wp) € CO(RY) N C*((0, 73] U [, +00)).

2. 1)_ est strictement croissante par rapport a T, pour tout T € (0,75) U (77, +00).
3. 1_ est strictement concave par rapport a T, pour tout T € (0,73) U (75, +00).
4

. 1)_ est strictement convexe par rapport a T, pour tout 7 € (1{, Ty).

-

lim - = —o0,
lim ¢ (7, wp) = —o0

Démonstration. La démonstration se fait en utilisant les propriétés de la pression p et les hypotheses de la
loi de pression décrites au début de ce chapitre. [
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v

HFy—-———— Y — — — —

FIGURE 9.3 — Cas ou 7, < 75. La premiere représente les états reliés a w;, par une onde simple négative
dans le plan (7, p) et la deuxieme celle dans le plan (7, ). Tout point de la courbe en bleu peut étre relié
a wy, = (17,ur) par une onde de choc simple négative. La courbe en vert représente 1’ensemble des états
reliés a wy, par une onde de détente négative.
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v

FIGURE 9.4 — Cas ou 75 < 71, < 77. On représente I’ensemble des ondes simples négatives dans les plans
respectifs (7, p) et (7, u). Tout point de la courbe bleue représente un état w qui peut étre relié a wy, par une
onde de choc simple négative.
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UC(TL)

up(71)|— — = — == —

uy, _]

(1) T TITLTr T.(7T1)

v

FIGURE 9.5 — Cas ou 71 < 71, < 77. On représente 1’ensemble des ondes simples négatives dans les plans
(7,p) et (7, u). Tout point de la courbe en bleu peut étre relié a wy, par une onde de choc simple négative. La
courbe en vert représente I’ensemble des états qui peuvent Etre reli€s a wy, par une onde de détente simple
négative.
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9.4 Ondes multiples

Dans la partie précédente, on a construit I’ensemble R_ (w,)US_(w,) comme étant I’ensemble des états qui
peuvent étre reliés a wy, par une onde de choc ou de détente négative. Or, comme la loi de pression p n’est pas
strictement convexe, on a constaté que cet ensemble n’est plus complet au sens ol on ne sait pas si les autres
états admissibles du domaine € et qui ne font pas partie de R_(wy) U S_(wy) sont joignables a I’état wy,
(voir les figures 9.3-9.4-9.5). 1l est donc nécessaire d’introduire les ondes multiples (voir [Wen72, Liu76])
pour compléter I’ensemble des états reliés a w; par une onde négative. Comme le flux est indépendant
du temps ¢ et de I’espace z, la solution du probleéme de Riemann (9.1) est une solution auto-similaire de la

forme V(;; wr, wg). Alors une onde multiple négative est une succession d’ondes de détentes négatives, de
discontinuités négatives admissibles au sens de Liu et d’états constants. Autrement dit, si U_(wy,) désigne
I’ensemble des états qui peuvent etre connectés a wy, par une onde multiple négative, alors il sera donné par

U_(wy) ={V(0T;wp,w), w e Q}. (9.17)

De plus, U_(wy,) va contenir au moins 1’ensemble :{w;} U R_(wy) U S_(wy). On cherche maintenant
a déterminer les états intermédiaires, notés w;, et a construire les ensembles R_(w;) et S_(w;) par ordre
croissant des vitesses des ondes.

On distingue les cas suivants.

1. Si 7, < 75 (voir la figure 9.6) : on a construit dans la partie ci-dessus les ondes de détentes et de
chocs simples négatives associées a I’état wy,. On s’est arrété au point wj(wr) = (75, (75, wr)),
voir figure 9.3. C’est alors le nouveau point de départ.

On définit le point 7.(7;) comme étant 1’abscisse du point d’intersection entre la courbe de p et la
tangente a la courbe de p passant par wi(wy,) sur U'intervalle (7], +00). En utilisant 1’ interprétation
géométrique du critere de Liu, on peut relier w}(wy) a n’importe quel état w = (7, u)" tel que 7 €
(75, 7.(73)] par un choc.

En effet, V7 € (73, 7.(7)) la vitesse de la derniere onde de détente entre w;, et wj donnée par
—+/—p/'(m5 — 0) est inférieure strictement a la vitesse de discontinuité (w3, w) entre w3 et n’importe
quel état w € S_(w3(wr)). Comme I’inégalité est stricte, la détente et la discontinuité sont séparées
par I’état w3 (wr,).

Si 7 < 75 on déduit par comparaison de vitesse croissante qu’un tel état ne peut pas €tre reli€ a w;
par un choc. Donc, S_(wj(wr)) N (15, 7e(75)) X R) C U_(wy).

On s’arréte de nouveau au point wi(wy) = (7.(73), ¥_(7.(75), ws(wy))) qui constitue maintenant le

nouveau point de départ. Pour tout w € R_(w’(wy)) la vitesse A_(w) = —+/—p/(7) est croissante
donc R_(wi(wy)) C U_(wy).
Comme o (wi(wr), w!(wg)) = —/—p (.(r5) — 0) par définition du point 7.(75), la discontinuité

entre wj(wy,) et w’(wy) est reliée a la premiere détente commengant au point w (wr,).
Finalement, on obtient alors

U_(wr) ={wr}US_(wr)UR_(wr) U (S_(w3) N ([15,7(m5)] x R)) U R_(wi(wg)). (9.18)
La figure 9.6 illustre ’ensemble U_(wy,). Soit w = (7,u) € U_(wy).
e Si(0 < 7 < 7y :lesdeux états w et wy, sont séparés par une discontinuité admissible au sens de
Liu (courbe bleue).

e SiT;, <7 <75 :lesdeux états w et wy, sont séparés par une onde de détente (courbe verte).

o SiTy <7 < 7.(15):les deux états wy, et w sont séparés par une onde de détente entre wy, et
wi(wr,) (courbe verte) et une discontinuité admissible entre w3 (wy,) et w (courbe rouge).

e SiT > 7.(75) : les deux états w et wy, sont séparés par une onde de détente (courbe verte), I’ état
constant wj(wy,) et une discontinuité admissible (courbe rouge) attachée a une onde de détente
au point w*(wy,) (courbe violette).
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2. SiTy < 7 <71, c’estle cas le plus simple. Le seul état auquel w;, peut étre connecté est w,.(wy) =
(Te(11), ¥—(7(71), wr)), voir la figure 9.4.
Par la définition de 7.(7), on a :

o(wp,we(wr)) = —+/—p'(1e(11)) > o(we(wy), w), Vw € S_(w.(wg)).

Alors, U_(wr) NS_(we(wg)) = 0.
Par ailleurs, Vw € R_(w.(wg)),ona A\_(w) = —/—p'(7) qui est une fonction croissante par rapport
at. Ainsi, R_(w.(wr)) C U_(wy).
Soit finalement
U_(U}L) = {UJL} U S_(wL) U R_(wc(wL)). (919)

On note que la discontinuité entre wy, et la premiere détente commengant au point w,.(wy,) sont atta-
chées d’apres la définition (9.13) du point 7.(77).

De méme, on peut résumer la nature des ondes qui composent 1’onde multiple reliant I’état w =
(1,u)" € Q awy, comme suit (voir la figure 9.7).

e SiT € (0,7.(11)), les deux états w et wy, sont reliés par une onde de choc simple (courbe bleue).

e Si 7 > 7.(11), 'onde multiple reliant w;, & w est composée d’une onde de choc entre wy, et
w.(wr,), (courbe bleue) attachée a une onde de détente entre w,.(wy,) et w (courbe violette).

3. Si7; < 71 < 74. Avant de commencer la construction des ondes multiples négatives correspondantes
a ce cas, on va résumer la nature des ondes simples négatives reliant I’état w = (7,u)" €  a I’état
gauche wy = (1, ur)" € Q, voir la figure 9.8.

e Si 7T €|rf, 1], il s’agit alors d’une onde de détente simple qui relie les deux états w et wy,
(courbe verte).

e Si T €]0, () [UlTL, Te(T1)], les états w et wy, sont reliés par une discontinuité admissible au
sens de Liu (courbes bleues). On rappelle que les points 7,(7) et 7.(77) sont définis comme
étant les uniques points des ensembles (9.14) et (9.13) respectivement.

Pour compléter I’ensemble R_(wy)US_(wy), il faut alors considérer les trois états auxquels on s’est
arrété wi = (1, o (77, wr)), we = (7(71), V- (7e(72), wr)) et wy = (1(72), Y- ((72), wr)), voir
la figure 9.5. A cette étape il faut savoir comment relier I’état wy, a un état w = (7,u)" € Q tel que
T €lm(7L), T [UlTe (1), +00].

Commengons par chercher comment relier w & wy, dans le cas out 7 €|7,(71), 71'[. D’une part, on sait
que w et w} sont reliés par une onde de détente négative de vitesse —/—p(7y). D’autre part, on
vérifie que pour tout 7 € (7,(77), 1), w est connecté a w; par une onde de choc négative admissible
au sens de Liu et ayant une vitesse supérieure a la vitesse de propagation de la derniere détente entre
wy, et wi. De plus, pour 7 = 7,(77), la vitesse de discontinuité entre w] et w est égale a celle de
la détente entre wy, et wj, ce qui signifie que ces deux ondes sont attachées. Cependant, pour tout
T €|m(71), 7 (77)] 1a vitesse de discontinuité entre w et w} est inférieure a la vitesse de propagation
de la détente entre wj et wy,. Ceci signifie qu’on ne peut pas construire dans ce cas une onde multiple
négative composée d’une détente entre wy, et wj et d’une discontinuité entre wj et w pour relier wy, a
w. On procede alors de la maniere suivante :

e Pour w € Qtel que 7 €|1,(71), 7(77)[, on définit le point 7. (7) €|7;, 7| comme étant I”abs-
cisse du point d’intersection entre la courbe de p et la tangente a la courbe de p issue du point
w.

e Onrelie wy, et we = (701 (7), ¢—(7(7), wr)) par une onde de détente négative.

e On vérifie finalement que w,; est connecté a w par une discontinuité admissible au sens de Liu
avec une vitesse égale a celle de la détente entre wy, et w,;.
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On obtient alors la construction d’une onde multiple négative reliant w et w;, composée d’une détente
entre wy, et w,; attachée a la discontinuité entre w,.; et w.

Finalement, si on veut relier w; & w dans le cas out 7 > 7.(7) , on doit repartir alors du point

We =

(Te(71), - (7.(71), wr). On vérifie que tout état w avec 7 > 7.(77,) est relié a w, avec une onde

de détente attachée a 1’onde de choc reliant wy, a w.,.

U_(wr) ={wr} US (wr) U R (w) U R_(we(wy,)) US_(wh) N (Jn(77), 75[xR)

US_(wer) N (1), (75 [XR). (9.20)

Soit w = (7,u)" € U_(wy). On peut résumer la construction des ondes multiples dans ce cas comme
illustré en figure 9.8.

Si 7 €0, () [U]rL, Te(71)] & les eux états wy, et w sont séparés par une discontinuité admis-
sible au sens de Liu (courbe bleue).

SiT €]rf, 71| : les deux états w et wy, sont séparés par une onde de détente (courbe verte).

Si T €|n(ry), 71] & les deux états w et wy, sont séparés par une onde de détente (courbe verte)
entre wy, et wi = (77, ¢_ (77, wy)), I'état constant w; et une discontinuité admissible entre w?
et w (courbe rouge).

Si 7 €|m(1), To(77)] : les deux états w et wy, sont séparés par une onde de détente (courbe
verte) entre wy, et wy = (7.(7), ¢_(7.(7), wr)) attachée a la discontinuité entre w; et w (courbe
rouge pointillée).

SiT > 7.(1) : les deux états w et wy, sont séparés par une discontinuité admissible entre w;, et
w.(wr,) (courbe bleue) et une onde de détente entre w,.(wy,) et w (courbe violette).

4. SiTy, €]ry, 1a(1)] avec T4(7y) donné par I’'unique point de I’ensemble (9.15). On peut alors procéder
comme le cas précedent. Soit w = (7,u)' € U_(wy,).

Sit.(1) <7 <T1L0u0 <7 < 7(7) : les deux états w et wy, sont séparés par une discontinuité
admissible au sens de Liu.

Si7T > 71 : les deux états w et wy, sont séparés par une onde de détente.

SiT € [rf,7.(mr)] : les deux états w et wy, sont séparés par une discontinuité admissible entre
wy, et we(wy) = (1.(11), ¥_(7e(71), wr)) attachée a la détente entre w.(wy,) et w.

SiT €]my(77), 75| : les deux états w et wy, sont séparés par une discontinuité entre wy, et w.(wr,)
attachée a la détente entre w,(wy) et wi, I’état w} et une discontinuité entre wj et w.

Si T €]n(7y), 7(7L)[ : les deux états wy, et w sont séparés par une discontinuité entre wy, et
w.(wy,) attachée a la détente entre w,.(wy,) et w; = (7.(7), d_(7e(7), w.(wy)) et une disconti-
nuité admissible entre w; et w.

5. Si 7 > 74(77), on peut raisonner de la méme fagon. Soit w = (7,u)" € U_(wy).

Si T €]0, () [U[7y, 2] : les deux états w et wy, sont séparés par une discontinuité admissible
au sens de Liu.

Si7T > 77 : les deux états w et wy, sont séparés par une onde de détente.

SiT €| (r1), 7 : les deux états w et wy, sont séparés par une onde de discontinuité admissible
entre wy, et wj et une autre discontinuité entre wj et w attachée a la derniere discontinuité si
T = 1(77).
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ur,

v

FIGURE 9.6 — Cas ou 71, < 75. Cette figure représente I’ensemble des ondes multiples négatives dans le
plan (7,u). Tout point de la courbe en bleue peut étre relié a w; par une onde de choc négative. Tout
point de la courbe verte est reliée a w;, par une onde de détente négative. La courbe en rouge représente
I’ensemble des points w reliés a w;, par une onde multiple composée d’une onde de détente entre w;, et
wh = (15, 0_(75,wy)) (courbe verte) et une onde de choc entre w3 et w (courbe rouge) . Tout point w de la
courbe en violet est relié a wy, par une onde multiple négative composée d’une onde de détente entre w;, et
w3 (courbe verte), une onde de choc entre w et w) = (7.(75), ¥_(7.(75), w3)) (courbe rouge) et une onde
de détente entre w; et w (courbe violette).

9.4.1 Paramétrisation des ondes négatives

On peut résumer la partie précédente a 1’aide de la paramétrisation de U_(w,,) en fonction de 7. D’apres
la partie précédente, on a remarqué que quelque soit 1’état wy,, la courbe U_(wy,) peut &tre paramétrée par
rapport a 7.

On note
v R xQ =R

(1,wr) — v_(T,wr)

cette paramétrisation ot {2 = R* x R. On a alors :
U_(wg) ={(r,v_(1,wr)), 7 > 0}.

De plus, vu les propriétés W_, ¢_ et les propriétés des ondes multiples négatives, on peut démontrer que
v_ vérifie les propriétés suivantes :

i vo € CORYL x QO R).
ii. v_ € C*(((0,75) U (11, +0)) x Q, R).

iii. La fonction v_(.,wy ) est croissante.
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w(7e(7L))

v

FIGURE 9.7 — Cas ou 75 < 71, < 77. Cette figure représente I’ensemble des ondes multiples négatives dans
le plan (7, u). Tout point de la courbe en bleue peut étre relié a w;, par une onde de choc négative. La courbe
en violet représente I’ensemble des points w qui peuvent étre reliés a w; par une onde multiple négative
composée d’une onde de choc entre wy, et w. = (7.(7), ¥_(7.(7), wr)) (courbe bleue) et une onde de
détente entre w, et w (courbe violette).

+oo
iv. Sous I’hypothese vV —p/(7)dT = +00, 0n a lilll v_(T,wr) = +00.
* T—>+00
1
v. V7 € [13,7{],ona
v_(T,wr) =v_(15,wr) = v_(77,wr).

9.4.2 Ondes multiples positives

Dans ce qui précede, on a déterminé I’ensemble des ondes multiples négatives associées a tout état gauche
wy, € (). On détermine maintenant I’ensemble des ondes multiples positives associées a tout état droit wg €
() c’est-a-dire I’ensemble U, (wg) analogue de U_(wy,), dans le but de cherche la solution du probleme de
Riemann (9.1). Comme la loi de pression p change de concavité alors toute onde multiple positive peut
étre une succession d’ondes de détentes positives, de discontinuités positives et d’états constants. Ainsi,
I’ensemble U, (wg) contient au moins 1’ensemble Sy (wg) U Ry (wg) U {wg}. On rappelle que la solution
du probleme de Riemann du p-systeme (9.1) est une solution autosimilaire de la forme V(%; wr, wg). Alors
I’ensemble U, (wg) est donné par

Up(wr) ={V (07 ;w,wg);w € Q}.

On note que le p-systeme (9.1) satisfait le principe d’invariance galiléenne [LL69]. En effet, ses équations
sont inchangées apres le changement de coordonnées de temps-espace de la forme

t' =t 2 =x+ataveca € R.
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u

u(p(77))

FIGURE 9.8 — Cas ou 71 < 71, < 7. Cette figure représente 1’ensemble des ondes multiples négatives dans
le plan (7, u). Tout point de la courbe en bleue peut étre relié a w;, par une onde de choc négative. Tout
point de la courbe verte est reliée a w;, par une onde de détente négative. La courbe en rouge représente
I’ensemble des points w reliés a w;, par une onde multiple composée d’une onde de détente entre w;, et
wi = (11, ¢0_(17,wr)) (courbe verte) et une onde de choc entre w? et w (courbe rouge). La courbe en rouge
pointillé représente 1I’ensemble des états w reli€s a wy, par une onde multiple négative composée d’une onde
de détente entre wy, et w.(w) = (7.(7), »_(7.(7),wr)) (courbe verte) et une onde de choc attachée entre
w,(w) et w. Finalement, la courbe en violet représente tout état w relié a w;, par une onde multiple négative
composée d’une onde de choc négative entre wy, et w. = (7.(7), ¥ (7(7), wr)) (courbe bleue) et une
onde de détente entre w, et w (courbe violet).

Ainsi, on peut représenter tout état de I’ensemble U, (wg) en utilisant I’ensemble U_ (wg) comme suit :
Soit A = (1,u) € Uy(wg) et B = (1,u') € U_(wg). En considérant alors ces deux points du plan comme
observateurs qui regardent le point (7, ug) on obtient par le principe d’invariance galiléenne :

u 4+ u = 2up.

Donc,
Ui(wgr) = {(1,u) € Q;(1,2ur —u) € U_(wgr)}.

Comme précédemment, on la paramétrisation v, de I’ensemble des ondes multiples positives en fonction

deT:
U+:R1XQ%R

(1, ug) ~ 2up — v_(T,up). (9.21)

En utilisant les propriétés de la fonction v_, on obtient les propriétés suivantes pour la fonction v, :
i vy € CORYL x QR).
ii. v, € C*(((0,7) U (17, +00)) x O, R).

iii. La fonction v, (., wy ) est décroissante.
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+00
iv. Sous I’hypothese V=P (7)dT = +00,0na lilll vy (T, wp) = —o0.
* T—+00
1

v. V7 € [15,7{], ona
U (T, wr) = v4(73, wr) = vi (77, WR).

9.5 Existence et unicité de solution du probleme de Riemann

Afin de prouver I’existence de la solution au probleme de Riemann, on doit étudier I’ensemble
L(U}L,’UJR) = U_(’UJL) ﬁU+(wR), (922)

et montrer qu’il est non vide.

Théoréme 57. Pour tout couple (wp,wgr) € Q X ), il existe une unique solution pour le probléme de
Riemann (9.1)- (9.3).

Démonstration. Montrons d’abord I’existence de la solution du probleme de Riemann (9.1)- (9.3) pour

+oo
toute donnée (wr, wr) € Q2. Sous I’hypothese v —p/(7)dT = +00, la fonction v_(.,wy,) est conti-

.
1

nue, croissante et vérifie

lim v_(7,w) = —o0, lim v_(7,wg) = +o0.
T—=0t+ T—+00

De méme, la fonction v (., wg) est continue, décroissante et vérifie

Jip, velrwp) = oo, I (7 wp) = —eo.

Alors, Ywr, wr € 2, le graphe de v_(., wy,) intersecte celui de v (., wg) dans le plan (7, u).
Ainsi, I’ensemble L(wy,wg) est non vide pour toute donnée initiale (wr,wg) € Q2 et le probleme de
Riemann admet donc une solution.
On s’intéresse maintenant a I’unicité de la solution. La solution du probleme de Riemann est unique dans
le cas ol ’ensemble L(wy,, wg) défini par (9.22) est réduit a un singleton.

Cependant, I’ensemble L(wy,wg) peut contenir un segment dans 2 si v_ (75, wy,) = vy (75, wg). Dans
ce cas,

L(wp,wg) = 15, 77] x {v_(75,wr)}. (9.23)

Posons wy = v_(75,wr)) = vy (75, wr). Considérons la configuration ot 7, < 75 et 7p < 75, voir figure
9.9. Comme L(wy,wr) contient un segment dans €, alors il existe (§,&,.) € R? et (z,t) € R x Ry

tels que & < — < &, ou la solution auto-similaire V(? wr, wg) peut prendre n’importe quelle valeur de

I’ensemble L(wy,, wg). Détaillons alors cette solution. Par la construction de I’ensemble des ondes multiples
U_(wg), on a V((&§) ;wr,wg) = (75, wp). Soit we = V((§)";wr, wg) Iétat connecté directement a
V(&) ;wr, wg). Comme p(7) = pp, V7 € |15, 7], 1a vitesse de I’onde connectant w, a V' ((§)~; wr, wg)
est nulle. Ainsi §; = 0. De méme, comme 7z < 7;, on obtient aussi &, = 0. Ainsi % = 0 et la solution se

réduit 2 V(05 wr, wg) = V(0T wr, wgr) = (75, wo).
OJ

Exemple de la solution du probleme de Riemann.
Considérons 7, < 75 et 7 € (75, 77). Dans ce cas la solution est unique, composée de 1’état wy, une
onde de détente entre wy, et wy = (75, ¢_(75,wr) (courbe verte) attachée a la discontinuité entre w3 et
we(wy) = (1.(73),%¥_ (75, w3) (courbe rouge), une onde de détente entre w.(w35) et w* (courbe violet),
I’état w*, une onde de détente entre w* et w. = (7.(7gr), ¥+ (7.(Tr), wr)) (courbe violet) et une onde de
choc entre w, et wr (courbe bleue). La solution du probleme de Riemann est représentée en figure 9.10
dans les plans (7, u) et (¢, ).
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FIGURE 9.9 — Solution du probléme de Riemann pour la donnée initiale (wy,, wg) avec 7, < 75 et 7g < T5.
La premiere figure représente la solution dans le plan (7, u) alors que la deuxieme dans le plan (¢, x).

p

FIGURE 9.10 — Solution du probléme de Riemann pour la donnée initiale (wy, wg) avec 7, < 75 et 75 <
Tr < 7;.La premiere figure représente la solution dans le plan (7, u) alors que la deuxieme dans le plan

(t,x).
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9.6 Conclusion

Dans ce chapitre, on a étudié le probleme de Riemann avec une loi de pression de type van der Waals
couplée avec la ligne de Maxwell. Plus précisément, la pression est une fonction décroissante et admettant
une zone strictement convexe, un zone constante et une zone ou elle change de concavité. Dans un premier
temps, on a donné toutes les propriétés d’une telle loi et I’hypothese sous laquelle on a 1’absence de vide.
Ensuite, 1a non convexité de la loi de pression nous a amené a utiliser le critere de Liu pour lequel on a donné
une interprétation géométrique dans le plan (7, p). On a sélectionné les discontinuités admissibles au sens
de Liu ainsi que les ondes de détentes simples associées a tout état wy € {2. On a constaté que I’ensemble
de telles ondes simples négatives est non complet pour toute donnée w; € €2 vu que la loi de pression
change de concavité et admet une zone constante. C’est pour cette raison qu’on a construit I’ensemble
des ondes multiples reliant deux états admissibles quelconques par une onde de vitesse négative. De la
méme maniere et en utilisant les mémes techniques on a pu caractériser I’ensemble des ondes multiples
positives associées a la valeur propre positive. L’hypothese sur p empéchant la présence de vide nous a
permis I’existence de la solution du probléme de Riemann pour tout couple (wr, wg) € Q2. L unicité est
obtenue grace aux propriétés des ensembles des ondes multiples et grace a la propriété d’auto-similarité du
probléme de Riemann.
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Ondes progressives pour un p-systeme relaxé
modélisant le changement de phase
liquide-vapeur avec états métastables

Introduction

Dans le chapitre précédent, on a étudié le probleme de Riemann pour le p-systeme avec une loi d’état de van
der Waals couplée avec la correction de Maxwell. L’inconvénient de cette correction est qu’elle supprime
les états métastables qui nous intéressent. Dans [JM16], les auteurs proposent une modélisation permettant
d’atteindre ces états. Ils couplent un systeme de type Euler isotherme & un systeme dynamique similaire a
ceux étudiés en partie I chapitre 5. Ils obtiennent un systeme hyperbolique de relaxation. La complexité des
termes sources de relaxation (liée a la loi de van der Waals) ne permet pas d’étudier le systeme a I’équilibre
associé. En particulier il est difficile d’interpréter les résultats numériques de problémes de Riemann pour
ce systeme. On propose dans ce chapitre d’étudier les discontinuités admissibles pour un modele similaire
en utilisant une technique d’ondes progressives.

Les ondes progressives sont des solutions particulieres du systeme d’équations aux dérivées partielles
considéré. Elles sont caractérisées par un profil invariant en temps, évoluant a vitesse constante en espace
et reliant des états constants a I'infini. Cette méthode est notamment utilisée par Fan [CF04] pour étudier
les chocs admissibles pour le p-systeme dans le contexte de transition de phase liquide-vapeur.

Afin d’illustrer cette technique, on I’applique a I’équation de Burgers définie par

2

A + am“? — 0. (10.1)

On veut étudier les discontinuités admissibles de 1’équation de Burgers (10.1) en utilisant la technique
d’ondes progressives adaptée a un systeme étendu. La premicre étape est alors de construire un systeme
étendu avec un terme de relaxation qui garantit le retour a 1I’équation de Burgers quand 1’équilibre est établi.
Considérons alors le systeme dit de Jin-Xin [JX95, Bia06] donné par les deux équations suivantes

3tu + amU = O,

u? (10.2)
5),

O + 0,u = \ (— —v

avec ¢ > 0 et A > 0 le parametre de relaxation.
Formellement, le terme a droite de la deuxieme équation du systeme (10.2) tend vers zéro quand A tend vers
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2
+00. On obtient alors v = Ch En injectant cette valeur de v dans la premiere équation du systeme (10.2),
on retrouve I’équation de Burgers (10.1).

On dit que (u, v)(t, z) est une onde progressive de vitesse o € R joignant les états (ur, vy ) et (ug, vg)
s’il existe un profil (u,v;) tel que

ol
lim w(t,z) = ug, lim v(t,x) = vg,
xr——+00 r—+00
lim w(t,z) = up, et lim v(t,x) = v,
T——00 T——00
lim O,u(t,z) =0, lim 9,v(t,x) = 0.

L’existence de telles solutions est assurée d’apres [Liu87] ot I’on démontre I’existence de solutions d’ondes
progressives pour un systeme relaxé formé de deux équations. L’existence d’ondes progressives pour les
systemes hyperboliques de relaxation généraux a également été €tudiée par Dressel et Yong [DY06] qui
exhibent quatre conditions suffisantes pour assurer I’existence de ce type de solutions.

Pour simplifier les notations, on pose { = A(z — ot). Ainsi le systeme initial (10.2) devient

vi(§) = oy (§),

—ouy(©) + une) = Ty (g) e

En intégrant par rapport a £ la premiere équation du systeme (10.3), on obtient
v1(€) = oui(€) + Cte. (10.4)
On vérifie par passage a la limite dans la deuxieme équation du systeme (10.3) que Cte = % — ouR =
u_% — ouy. On retrouve alors la valeur de la vitesse de discontinuité o = YR T UL de I’équation de Burgers

(10.1) données par les relations de Rankine-Hugoniot. En passant maintenant a la limite dans la premiere
équation du systeme (10.3), on obtient vgp — v, = o(ugr — ur). Ainsi les relations de Rankine-Hugoniot
sont vérifiées par le systeéme a 1’équilibre.

Trouver la solution d’onde progressive du systéme (10.2) revient alors a trouver la solution u; € C'(R)
de I’équation différentielle

(@~ oui(e) - 2

En utilisant le théoreme de Cauchy-Lipschitz, on prouve I’existence et I'unicité de la solution qui prend la
forme explicite suivante

+ ouy(€) + Cte = 0.

(up — ug) (ur — ur)y
a(y) :=up + ——= 1—tanh<—>
(y) R 9 ( Aoy )

ol y = uy(€), voir [GRI1].

Il reste alors a étudier la solution a I’équilibre. Pour exhiber la solution entropique quand A — +00, on

Uy, —UR

4(c? — 0?)
I’équation de Burgers associée aux deux états uy, et ug.

Dans ce chapitre, on applique la méthode d’ondes progressives a 1’étude des profils de chocs admis-
sibles pour un p-systeme de relaxation utilisant une loi d’état de type van der Waals. Or, étudier les so-
lutions d’ondes progressives du p- systeme relaxé revient a étudier un systeme d’équations différentielles

étudie le signe de qui nous permet de distinguer la nature de la solution faible entropique pour
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ordinaires. Ainsi pour montrer 1’existence d’une onde progressive, il faut dans un premier temps étudier
I’hétérocline joignant les deux points d’équilibres différents mis en étude. Pour cela il faut connaitre le
comportement des orbites au voisinage de ces points. On rappelle ci-dessous les théoremes de la variété
stable et instable et de la variété centrale qui seront utilis€s dans la suite. Ces rappels sont extraits des
ouvrages [HI10, Tes12, Lau00] et [Coul7].

Théoreme 58 (Théoréme de la variété stable/instable). On considere le systeme différentiel sur R™ :

2'(€) = f(x(€)) (10.5)

ot f est un champ de vecteurs de classe C*(R") (k > 2 € N).
Soit o € Q un point d’équilibre du systéme (10.5) ¢’est-a dire un point vérifiant f(xq) = 0.
On définit les sous ensembles E°, E*, E¢ comme suit :

e B3, : U'espace vectoriel engendré par les vecteurs propres associés aux valeurs propres de partie
réelle strictement négative de la jacobienne de f au point xq, notée V f(xo).

* Ly : Uespace vectoriel engendré par les vecteurs propres associés aux valeurs propres de partie

réelle strictement positive de V f(x).

* L}, : Uespace vectoriel engendré par les vecteurs propres associés aux valeurs propres de partie
réelle nulle de V f (x).

1l existe un voisinage V (xy) C R"™ de x¢ et deux applications de classe C* ¢, : E;, — E @ E; et
ou: By — EX @ ES assurant existence de deux ensembles w; = {x, + @(zs); x5 € £} NV (x0),
wy = vy + @u(w4); Ty € E}} NV (1), appelés respectivement variété locale stable et variété locale

instable tels que
e vi(xg) =0et py(xg) =0.
Vs(zg) = 0 et Vipu(xo) = 0.

e Les variétés wfco, 1 = S, u, est localement invariant par le flot associé au systeme différentiel (10.5).

S’il existe § € R; 2(&) € wy alors lim x(§) = .

£—+o0

Si&o € R; 2(&) € wy, alors glim z(§) = xo.
——00

Si V f(xo) n’a pas de valeurs propres de partie réelle nulle alors
ws, = {x(&) € V(zo); lim 2(€) = 2},
§—+o0
wt, = {2(é) € Viwo): lim () = zo}.

D’apres le théoreme 58 de la variété stable/instable, on peut prévoir la convergence dans le futur ou
passé d’une trajectoire connaissant sa donnée initiale. Autrement dit, si la trajectoire du systeme différentiel
(10.5) part initialement d’un point de la variété stable, elle va atteindre dans le futur (quand £ — +o00) le
point d’équilibre (. Si cette trajectoire part initialement d’un point situé€ sur la variété instable, alors elle
provient dans le passé (pour & — —oo) du point d’équilibre z.

Théoreme 59 (Théoreme de la variété centrale). Considérons le systeme différentiel (10.5). Sous les mémes
hypothéses du théoreme 58, si la jacobienne V f(xo) de f au point xoy admet des valeurs propres de partie
réelle nulle, alors, il existe un voisinage V (zy) C R" de xq et une application de classe C*, .. : kg, —
E: @ By assurant existence d’un ensemble wg, := {x. + 0c(v.); v. € B } NV (xg) appelé variété
centrale tels que
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o v.(rg) =0et Vi.(xg) =0.
o La variété wy est localement invariante par le flot associé au systeme différentiel (10.5).

o Sixz(§) € V(&) Y€ € R™ alors x(§) € ws,. Ceci veut dire que la variété w§ contient les solutions
bornées et petites dans un voisinage de x.

Ainsi, connaitre la dynamique de la variété centrale permet de connaitre la dynamique bornée du sys-
teme global.

Dans ce qui suit, on va présenter deux systemes relaxés étendus du p-systeme suivant deux systemes
dynamiques isothermes construits dans le chapitre 5 de la partie I. Ensuite, on va aborder la technique
d’ondes progressives pour ces deux choix de systeme, en suivant le travail de J.F. Coulombel et C. Chalons
[CCO8]. Ce chapitre représente une étude préliminaire qui doit étre complétée par une étude numérique.

10.1 Le p-systeme et systemes étendus

Dans cette partie, on reprend quelques définitions et résultats vus dans les chapitres précédents.

10.1.1 Le p-systeme et ses profils de choc

En une dimension d’espace, le p-systeme s’€tablit comme suit :

Oy — Oyu =0, (10.6)
Oyu + Oyp = 0.

On rappelle que 7 désigne le volume spécifique du fluide, u sa vitesse et p = p(7) est la loi de pression
de van der Waals isotherme réduite représentée en figure 10.1. Toutes ces quantités dépendent a la fois du
temps t et de I’espace x.

25 Pression de van der Waals a T=0.9
— p(n)
- p* =0.646998352154
2.0 - 7 —0.7185971889535723
— 7! =1.5285049642670856
7, =0.603401903128
1.5 = =2 34884237499
1.0+
_‘—‘-"—-_.—_-—-__—"_—‘

—]
0.5+ | ]
0.8 ‘

.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

-

FIGURE 10.1 — Représentation de la loi de van Der Waals réduite dans le plan (7, p) pour une température
T = 0.9 et ses valeurs caractéristiques.

On dit qu’une solution (7,u) € R x R du p-systeme est une onde de choc si elle prend la forme
suivante :

(T, u) _ {(TR,UR), six > ot, (107)

(tp,ur), siz<ot,
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avec o sa vitesse de propagation donnée par les les relations de Rankine-Hugoniot [GR91] :

o(trR — 1) = —(ugp — ur), (108)
o(ur —ur) = p(Tr) — p(71).
11 en résulte les identités suivantes :
—0*(TR —71) = DPr— DL, (10.9)
J = —O0TpR—urp= —0Tp —UL. (10.10)

10.1.2 Choix de termes sources de relaxation pour le p-systeme

Afin de décrire la transition de phase liquide-vapeur et I’apparition d’états métastables, suivant [JM16], on
couple le p-systeme a des termes sources correspondants aux systemes dynamiques isothermes construits
dans le chapitre 5 de la partie I. On rappelle leurs principales propriétés.

Termes sources en (71, 72)
Soit 7;, ¢ = 1, 2 le volume spécifique de la phase 7. Considérons le terme source

QTl (Tv T17T2) = _(T - 7-1)<7- - TQ)f(7—2|7—1>7 (10.11)
Qr, (7-7 71, 7_2) = (T - Tl)(T - TQ)f(TI|T2)7
ou (f(alb) désigne I’énergie relative en a par rapport a b définie par
falt) = f(a) ~ F(8) — F'(B)a~D) 01

= [(a) = f(b) + (a = b)p(b)

avec f est I’énergie libre de van der Waals (3.41). Le terme source (10.11) admet comme équilibres :

e Phases liquide et vapeur pures (stables et métastables) : 7 = 7y avec 7y arbitraire ou 7 = 7, avec 7
arbitraire.

e Etats de mélange liquide-vapeur (1, 75)t = (77, 73)! vérifiant

{p(Tf )
u(77)

avec p la pression de van der Waals et ¢ son potentiel chimique.

p(73),
w(73),

Termes sources en (o, )
Soit « la fraction volumique de la phase 1 et ¢ la fraction massique de la phase 1. On rappelle que les
volumes spécifiques peuvent étre exprimés en fonction de (v, o, 7) € [0, 1] x [0, 1] x R% sous I’hypothese
1 <7 <7y, T F# Ty comme suit:

7 :[0,1] x [0,1] x R}, — R%

(@.p.7) o 2, (1019
¥

et
70 [0,1] x [0,1] x R}, — R’
1—a (10.14)
T.
L=

(o, 0, 7)
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Considérons le terme source

{Qa(a, 0, 7) = a(l —a)(p(n) — p(ra)), (10.15)

Qula, 0, 7) = (1 =) (u(r2) — p(m1))
ou 71 et 75 sont donnés par (10.13)-(10.14). Le terme source admet comme équilibres :

e Phases liquide et vapeur pures (stables et métastables) : « = ¢ d’une maniere équivalente 71 = 7, =
T.

o Etats de mélange liquide-vapeur (o, )t = (a*, ¢*)* vérifiant

a*T (1 —a*)T
p o =p W )
(w) ((1 - a*)T) (10.16)
H . ) TR )
p L=
Remarque 25. On rappelle que dans le cas ot 1’équilibre des systemes dynamiques (10.11) et (10.15) est

un état de phase pure, sa nature (liquide ou vapeur, stable ou métastable) est déterminée par la valeur du
volume spécifique 7.

10.2 Le p-systeme relaxé en (@, Q)

Dans cette partie, on propose d’augmenter les équations du p-systeme (10.6) en considérant deux nouvelles
équations aux dérivées partielles en fonction de (71, 72)" avec le terme source de relaxation (10.11). On note
¢ le parametre de relaxation. On considere alors le systeme isotherme suivant :

8,57 — 8xu = O,
1
O — Opu = _E(T — )T — T2) f(T2|T1),

1 (10.17)
0o — Opu = g(T — 1) (T — 7)) f(T1|T2),
\(9tu + (9115 = O,
avec
p(r, 11, 72) = a7, 71, 72)p(11) + (1 — a1, 71, 72))p(12), (10.18)
ou « est la fraction volumique de la phase 1 donnée par
a: Ry xRL xRY — [0,1]
— 10.19
(.71 1) s T2 T2) (10.19)
(11 — T2)

et p est la pression isotherme de van der Waals. On rappelle également la définition de la fraction massique
¢ de la phase 1

¢ :RY xRY x RY — [0, 1]
T — Ty (10.20)

T — T2

(7',7'1772)'—>
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10.2.1 Méthode d’ondes progressives

Soit wy, = (77, ur)" et wg = (7g, ug)" deux états admissibles dans le domaine R* x R et (o, w, wg) une
discontinuité du p-systeme (10.6) satisfaisant les relations de Rankine-Hugoniot (10.8).

Definition 60. Une solution v(t, z) pour le systeme (10.17) est une onde progressive de vitesse 1/¢ joignant
les états wy, et wy s’1l existe un profil v tel que

_ ot
ot z) = (), avec € = -7 (10.21)
g
lim (TJ T1, T2, U) (5) = (TRa T1R, T2R, UR),
S (10.22)
ggf_ﬂm(ﬂ 71, T2, u)(§) = (71, TiL, Tor, UL)

avec (114, 72;) pour @ = L, R les équilibres possibles du terme source(10.11) et v = (7,71, T2, u)" est une
solution du systeme (10.17).

Par souci de lisibilité, on omet les barres dans la suite et on pose
Si(r, 11, 2) = (1 — 1)(7 — ) f(72|T1), (10.23)

So(T,71,72) = (T — 1) (T — 12) f(T1|T2). (10.24)

Ainsi, par la méthode d’ondes progressives on se ramene au systeme d’équations différentielles suivant

—o7() = /() = 0,
—o7{(§) = () = =Si(r(€), 1(€), 72(€)),
~oTHE) ~ () = Sulr(6) m(E),m(€)), (10-23)
o€ + B (), (), 2(€) = 0

Les dérivées des variables du systeme (10.25) sont par rapport a la variable ¢ € R. On s’intéresse dans
cette partie a montrer qu’un profil de choc du p-systeme (10.6) est la limite d’une solution de type onde
progressive (7,71, T2, u)(£) du systeme étendu (10.17). On note d’abord que le systeme relaxé (10.17) ne
satisfait pas les conditions de Dressel-Young [DY06] assurant I’existence d’une onde progressive du p-
systeme étendu (10.17). Ainsi, dans ce qui suit on construit les ondes progressives en adaptant la technique
utilisée dans [CCO8].

Proposition 61. Soit (7(£),71(§), 72(§), u(§)) une solution du systeme (10.25), alors il existe une fonction
G telle que

7(§) = G(n1(£), m2(¢)) (10.26)

sous I’hypothese suivante

o + 0,p(1(€), 1(€), 72(£)) # 0. (10.27)

Démonstration. D’une part, en intégrant par rapport a £ la premiere équation du systeme (10.25) et en
passant a la limite, on obtient
u(§) = —o7(§) = J, (10.28)

avec j est une constante donnée par I’identité (10.10). D’autre part, la derniere équation du systeme (10.25)
combinée avec les conditions limites (10.22) donne :

—ou(&) + p(1(€), 1(§), 2(§)) = Cte = —oug + p(Tr; Tir, T2R)- (10.29)
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En injectant I’expression de u donnée par la relation (10.28) dans 1’équation (10.29), on obtient

a*7(&) + p(r(€), 11(£), 2(§)) = 0°7r + B(TR, TiR, T2R)- (10.30)

Soit F la fonction de classe C! définie par F(7, 71, 72) = 07 + p(7, 71, 2) — 027 + D(TR, T1R, T2R)-
En dérivant la fonction § par rapport a 7 on obtient

0
E (7—7 1, TZ) = 02 + 87'25(7-7 71, 7—2)- (1031)

Le théoreme des fonctions implicites assure alors I’existence d’une fonction G tel que 7 = G(71,73) , &

d
condition que d—& (1,71, T2) donnée par I’identité (10.31) soit différente de zéro. ]
T

D’apres la proposition 61, la fonction GG définie par (10.26) existe dans les deux cas suivants :
e Cas supersonique : 02 > —0,.p(T, 71, T2).
e Cas subsonique : 02 < —0.p(T, 71, T2).

Proposition 62. L’hypotheése (10.27), qui garantit I’existence d’une fonction G telle que T = G(11, T2), est
équivalente a

o?(ry — 1)7* + (p(11) — p(12)) T # 0. (10.32)

Démonstration. D’apres 1’expression de la fraction volumique (10.19), la pression p donnée par (10.18)
s’écrit comme suit
(T — T2) To(T1 — T)

(11— T2>p(7'1) (11 — 7_2)]9(7'2). (10.33)

ﬁ(TJ 71, T2> =

En dérivant par rapport a 7 cette expression de p, on obtient

T1T2

O:p(T, 11, 72) = ————p(11) — ———5p(T2). (10.34)
(11 — To)T (11 — T2)T
Par suite la relation (10.27) est équivalente a
2 T1T2 T1T2
—_— — 0
0"+ (7_1 — 7_2>7_2p(7—1) (7_1 _ 7_2)7_2]7(7_2> 7£ )
elle-méme équivalente a 1’expression (10.32) recherchée. ]

Dans la proposition suivante, on exprime les dérivées partielles de la fonction GG donnée par I’expression
(10.26).

Proposition 63. Sous [’hypothese (10.27), la fonction G donnée par I’expression (10.26) admet comme
dérivées partielles

87'1]3(7-7 T1, 7—2) 872]5(7—7 T1, 7—2)

aTlG(Tl’T2) B _02 + a’rﬁ(Ta 7'177'2)7 aTQG(Tb 7—2) N _02 + arﬁ(ﬂ T1, 7'2) (1039
avec
" () —p) () —pm)n |,
aTlp(TJ T177-2) = ( 7_1 (7_2 _ 7_1) +p (7—1)> 3 a7’2p - (1 Oé) ( (7_1 _ 7_2) T +p (7-2))
(10.36)
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Démonstration. On rappelle la fonction § de classe C!, définie par (7, 71, 72) = 0> +p(7, 71, T2) — 0> TR+
P(Tr, T1r, T2r)- En utilisant ’expression de G et en dérivant § par rapport a 7;, on obtient

aTz‘G(Tla 7-2)<O-2 + aTﬁ(ﬂ 71, 7_2)) + aTzﬁ(T? 71, 7-2) = 07

d’apres le théoreme des fonctions implicites. Ceci prouve les relations données par (10.35). Ensuite, en
utilisant les expressions des fractions massique et volumique (10.20)-(10.19) et en dérivant la pression p
donnée par I’expression (10.18) on trouve :

aT1ﬁ = aﬁap(Tl) + aTlp(TQ) + apl(Tl)

= <£+ - )p(ﬁ) + ( S )P(T2) +ap'(m)

T To—T -1 T(n—m7)

(0%

= ()~ p(m) + - (p(m) = p(m)) + 09/ (1)

. ((p(z) —p(n)) 7 +p/(ﬁ)) _

(o —71)

De la méme maniere on trouve I’expression de 0, p. O]

On peut maintenant éliminer 7 et « dans la deuxieme et troisieme équation du systeme (10.25). En effet,
les équations intermédiaires du systeme (10.25) sont données par :

. / o —_9
7€) (6 = =5, 1037
—o73(§) — u'(§) = S
On veut maintenant écrire le systeme (10.37) sous la forme
X (&) = F(X(9),
de manicre a utiliser les théoremes 59 et 58 de la variété stable/instable et de la variété centrale.
Proposition 64. Sous I’hypothese
_ 2 1— 2
02 + Oép/(ﬁ) + (1 . @)p/(Tz) + p(Tl) p(T2> (7—172-2 o QTy +( a)Tl) 7& O, (1038)
T — T2 T T1T2
le systeme (10.37) s’écrit sous la forme
) ML
X(€) = ——F(n, ) (E), (10.39)
avec 5.(G( ) )
[T I ! T1,72),T1, T2
X = <7_2) ) F<7'177'2> - ( SQ<G(7_1’7_2),7_1’7_2) )
et M la matrice définie par
_(1-0,G -0,G
M = ( —0.G 1- 372G) , (10.40)
out les 0;,G pour i = 1,2 sont données par les relations (10.35) et (10.36).
Démonstration. D’une part, comme v’ (§) = —o7'(§) et 7(§) = G(71, 72), le systeme (10.37) devient
, dG
-0 7_1(5) - d_ (7_1(5)7 7_2(5)) = =51 (G(Tl(g)a TQ(S))? 71(5)7 72(5)) ’
§ 10.41)
e, (0.

—0 ( 13(8) = —= (11(£), 72(¢)) | = 52 (G(71(£), 12(£)), 71 (&), 72(8)) -
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D’autre part
dG

dé
En injectant la relation (10.42) dans le systeme (10.41), on obtient

{—0 [71(&) (1 = 0, G(11(§), 72(€))) — 75(§) 0, G(71(§), 2(€)] = =S1(G(11(€), 72(8)), T1(£), 72(8)),

—0 [13(§) (1 = 9, G(1(8), 12(¢))) — 71(§) 07, G(11(€), 72(§)] = S2(G(11(E), 72(E)), T1(§), 72(8)),
(10.43)

(11(€), 72(8)) = 0r,G (71, 72)71(§) + 0r, G(11, T2) 75(). (10.42)

ceci est équivalent au systeme

—oM (TF) = (11, 1),

T2

muni des définitions de M et F(y, 72). Finalement, il reste a déterminer sous quelle condition la matrice M
est inversible. Sous I’hypothese (10.27), le déterminant de M s’exprime comme suit

det M = (1 — 0, G(7m1,m2))(1 — 0,G(11,72)) — 0r,G(T1, T2).07, G (71, T2)
1 —0,G(m1,7) — 0,G(11,72)
On P(7, 71, T2) + Or, (T, 71, T2)
0%+ 0.p(1, 11, 72)
02+ 0:p(1, 11, 72) + On P(T, T1, T2) + Op, (T, 71, T2)
0%+ p(7, 71, T2)

=14+

Par suite la matrice M est inversible si et seulement si

0,2 + Ocp/(ﬁ) + (1 . Oé)p/<7'2) + p(Tl) _p(T2) (TIT2 i 057—22 + (1 B a)le) 7& 0. (1044)

L — T2 T2 T1T2
O

Le champ de vecteurs [F est de classe C* par la régularité des termes sources S; et Ss. De plus les points
critiques du systeme (10.39) sont donnés par :

(10.45)

G(Tl,TQ) = T2 (TlL,TQL) avece G(TlL,TQL) =TL.

{G(ﬁ,Tz) = T1, ot {(TlR,Tm) avec G<7'1R77'2R) = TR,

Afin de compléter I’étude prouvant I’existence d’une orbite hétérocline joignant les deux états (71, Tor.)
et (T1r, Tar), on a besoin de déterminer la matrice Jacobienne de F au point (71, 721,) et de chercher les
valeurs et vecteurs propres pour appliquer les théoréemes 59 et 58 de la variété stable/instable et de la
variété centrale. La complexité des expressions de S; et Sy (10.23)-(10.24) ne permet pas de déterminer
explicitement les valeurs propres.

Pour cette raison, on introduit un autre systeéme relaxé dont les termes sources sont plus simples a
manipuler que ceux du systeme (10.17).

10.3 Le p-systeme relaxé en (Q,, Q)

Dans cette partie, on étend le p-systeme (10.6) en considérant cette fois deux équations sur les fractions
(a, o)t avec des termes sources issus du systeéme dynamique (10.15) pondérés par un temps de relaxation
e>0.

Soit (), et (), les fonctions définies par

Qu(r,c, ) = a(l — a) (p (%) —p (%)) , (10.46)
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QolT 0, 0) = p(1— ) (p (%) —p <(11__—O‘>T>) , (10.47)

¥

pour tout (7, v, ) € R* x]0, 1[2. On définit alors le systeme isotherme suivant

(8157 — axu = 0,
1
ata - _Qa(7—7 «, @)7
(10.48)
ath = EQQD(T7 a, S0>7
 Oru + 0, P (7, a, ) = 0.
avec
P(r,a,¢) = ap (ﬂ> +(1-a)p (ﬂ) , (10.49)
@ l—o

et p est la pression de van der Waals.

10.3.1 Méthode d’ondes progressives

Soit wy, = (17, ur)" et wg = (Tg, ug)" deux états admissibles dans le domaine R* x R et (o, wr, wg) une
discontinuité du p-systeme (10.6) satisfaisant les relations de Rankine-Hugoniot (10.8).

Definition 65. Une solution v est une onde progressive de vitesse 1/ joignant les états wy, et wg s’il existe
un profil v tel que

o{t.2) = B(6) = (F€).6(). 2(6). (€)) avec § =~ (10.50)
lim (T,Oé, @,U)(é) = (TR7QR7¢R7UR)7
i (10.51)
Ji (7,0, 0,u)(€) = (7,0, 01, )

avec (o, @;) pour i = L, R les équilibres possibles du systéme dynamique (10.15) et v = (7, v, p, u)" est
une solution du systeme (10.48).

Dans ce qui suit on omet les tildes pour la simplification. A nouveau le systeme relaxé (10.48) ne satisfait
pas les conditions suffisantes de Dressel et Yong [DY06] qui assurent I’existence d’ondes progressives.

La méthode d’ondes progressives appliquée au systeme (10.48), nous ramene au systeéme d’équations
différentielles suivant :

(10.52)

\
ou I’on rappelle que toutes les dérivées figurant ce dernier systeme (10.52) sont par rapport a la variable
. Dans la proposition suivante, on explique pourquoi on peut éliminer les variables 7 et u et ne travailler
qu’avec « et .

Proposition 66. Soir (7(£), a(&), p(£),u(&)) une solution du systeme (10.48) alors il existe une fonction
G tel que

(&) = Gi(a(§), ¢ () (10.53)

sous I’hypothese
0% + 0, P((€), a(§), p(£)) # 0. (10.54)



184 CHAPITRE 10. ONDES PROGRESSIVES

Démonstration. D’apres la derniere équation du systeme (10.52), on a
—ou(§) + P(7(§), a(§), 9(§)) = Cte = —our + P(Tr, ar, ¥r)- (10.55)
En injectant I’expression de u donnée par la relation (10.28) dans I’équation (10.55), on obtient
o’ 7(§) + P(7(€), a(€), (&) = 0”7r + P(7r, ar, ¢r). (10.56)

Soit F' la fonction réguliere définie par F (7, o, ¢) = o1 + P(1,, 9) — 0?7 — P(TR, QR, ¢R).
Dérivons la fonction F' par rapport a 7 pour obtenir

0
8—F(T, o, ) =a®+ 0. P(1,a, ). (10.57)
-
Le théoreme des fonctions implicites assure alors 1’existence d’une fonction G tel que 7 = G1(«, ), a
0
condition que a—F (T, a, ), donnée par I’identité (10.57), soit différente de zéro. U
T

L’hypothese (10.54) est assurée dans les deux cas suivants :
e Cas supersonique : 02 > —, P(7, , ).
¢ Cas subsonique : 02 < —0, P(7, , ).
Proposition 67. L’hypothese (10.56) est équivalente a I’hypothése suivante :

2 (1 _a)Q

o+ p () + (- () A0, (10.58)

avec T, et Ty définis par (10.13) et (10.14).

Démonstration. La pression P est donnée par

P(r,a,¢) = ap (gr) +(1-a)p <1 _ O‘T> .

Ainsi la dérivée de P par rapport a 7 est

a? (1—a)?

O, P(r,a,0) = ?p’(n) S p— (1—a)p/(m). (10.59)

Enfin, on dérive la relation (10.56) par rapport a 7 en utilisant I’expression (10.59). ]

Supposons que 1’hypothese (10.56) est vérifiée. Alors on peut éliminer les deuxieme et troisieme équa-
tions dans le systeme différentiel (10.52). Ainsi on considere le systeme suivant

{—m'(@ = Qu(G1(a(€), 2(9)), a(), ¢(€)), (10.60)
~09/(€) = Qu(G1(a(), (9)), &), ¢ ().

avec (), et (), sont données par les expressions (10.46)-(10.47).
Le systeme (10.60) peut s’écrire sous la forme

g

W) -1
<¢<5>) — (o), ole)). (10.61)
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avec [ le champ de vecteurs défini par

a(l -« Gilo, o)\ [ Gi(a,9)(1—a)
= (Qa) - w((llw)) 8 Gl(f’fp)(g a];)(ll(l@)))) S 06

Le champ de vecteurs F est de bien défini et de classe C* sur le rectangle A = [min(ay, ag), max(ar, ag)] X
[min(pr,, pr), max(¢r, pr)] CJ0, 1[%. De plus, les points critiques du systeme (10.60) sont {(a*, ©*)} vé-
rifiant (10.16) et la droite { (o, ), & €]0, 1[}. Cette derniere droite divise le rectangle A en deux triangles

A1:{<O‘a90)€/4;a§90}a AQZ{(OéaSO)GA;CYZSO}-

On souhaite montrer que le systeme différentiel (10.60) admet une orbite hétérocline joignant les deux
points critiques (ay, @) et (ag, pr) et qui prend ses valeurs dans le domaine compact A. Pour cela, la
premiére étape consiste a déterminer la matrice jacobienne du champ de vecteurs F au point («,, ¢r).

Proposition 68. La matrice Jacobienne Jg du champ de vecteurs F (10.62) en un point donné (a, ) s ex-
prime comme suit

(56 53 e
R
e Gi(a, p) + adaGi(a, @) Gi(a, p)a

+af(l )(G1<a N fl_a)a Gl)(j@( wGl ) 1_a)

rali-a) s ) (2),
0,00 = a(l — a) (—aGl( ) 4;0;)4903 LG (a )p <G1 a)

—a(l—a) ((1 —a)Gi(a, p) +((11_— 03)( 0)0,G1(« )> (Gl(af_)(;_a))’ (10.64)
0.0, = pl1— 0) (—Gl(a,gp) +1(1__¢a)aa01( : )) y (Gl( ,1 _)(; - a))

Co(l-o) Gi(a, o) +;«%G1(04, @)) Y <G1(c:0, 90)04) 7

1 —a)Gi(a, p) +((11_—;%))2(1 — )0,G1(a, 90)> . (Gl(aaw_)(; - a))
—aG(a, ) + apdyGi(a, 90)> . (Gl(O;; w)a> |

@2

—90(1—90)(

Démonstration. La démonstration se fait en dérivant [ donnée par I’expression (10.62) par rapport aux
variables « et . ]

Vu la complexité des termes de la matrice Jacobienne Jp il est alors difficile de connaitre le signe de
ses valeurs propres. On note que le signe des valeurs propres permet de connaitre la nature attractive ou
répulsive du point d’équilibre.
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Proposition 69. Le point d’équilibre (o, 1) tel que o, = g, est un point attractif.

Démonstration. Au point (ay, ¢p) = (ar, ay), la Jacobienne Jg (10.63) s’écrit

Gi(ar,ap)p'(G(ar, ¢r)) —Gl(OébOéL)M’(Gl(OéLaOé)))

o) = (GG Glon G (1062

Les valeurs propres de la matrice Jr(ay, 1) A1 et Ay sont réelles avec
)\1 = 0, /\2 = G(O[L7 OZL) (p/(G(OZL, OfL)) + M/(G(CVL, OéL))) .

Or le point (o, ¢p) est tel que 7, = G(a,, pr) et correspond a un état de phase pure. On rappelle que dans
les régions de phases pures, la pression p et le potentiel chimique ;. de van der Waals sont des fonctions
décroissantes de 7. Ainsi, la valeur propre A\ a un signe négatif. On note finalement que la dimension de la
variété stable est égale a celle de la variété centrale qui vaut 1. ]

De méme, les valeurs propres associées a la Jacobienne de F au point d’équilibre de phase pure (ag, pr) =
(g, ag) sont réelles avec une valeur propre nulle et une autre strictement négative. On peut alors dire que
I’existence d’une solution qui décolle du point d’équilibre (ay, ) n’est pas assurée par le théoreme de
la variété stable/instable (58). Tout ce qu’on peut dire par ce dernier théoreme, c’est la convergence de la
solution maximale (o, @) vers (a,, 1) quand & — 400 ce qui n’est pas conforme avec la définition d’onde
progressive.

10.4 Conclusion

Dans ce chapitre, on a adapté la technique d’ondes progressives a deux systemes d’équations aux dérivées
partielles isothermes relaxés avec des termes sources issus des systemes dynamiques construits dans la
premiere partie, le but étant de déterminer les profils de chocs admissibles pour le modele a 1’équilibre
associé. On a commencé I’étude avec le p-systeme relaxé en volumes spécifiques 7; et 7. On s’est intéressé
d’abord a linéariser le systeme d’équations différentielles obtenu. Vu la complexité des termes sources de
ce systeme relaxé, on a introduit un second systeme de relaxation sur les fractions massique ¢ et volumique
a. On est arrivé a linéariser le systeme différentiel ordinaire au voisinage de tout point d’équilibre (v, ¢ 1)
en adaptant le travail [CCO8]. La difficulté réside dans la détermination des signes des valeurs propres
associées. Pour un point d’équilibre de phases pures, on a montré, par les propriétés de la loi d’état de
van der Waals, qu’un tel point est attractif. Ceci signifie que le théoréme de la variété stable/instable ne
garantit pas I’existence d’une solution qui part dans le passé de (a, 1) et qui rejoint dans le futur le point

(041%, ©R)-
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Application a un systeme d’équations d’Euler
isotherme

Dans ce chapitre, on souhaite coupler les systemes dynamiques isothermes construits dans le chapitre 5
de la partie I a la dynamique des fluides. On suppose que le fluide est compressible. La masse totale est
conservée et les deux phases composant le fluide évoluent a la méme vitesse. Ceci permet le travail avec les
équations d’Euler données par

{atp—l-ax(PU) =0, (11.1)

Oy (pu) + 0, (pu® +p) = 0,

avec p = p(r,t) la masse volumique du fluide, v = u(x, t) sa vitesse et p sa pression. La premiere équation
du systeme (11.1) représente la conservation de la masse totale du fluide et la deuxieme équation décrit
la conservation de la quantité de mouvement. Afin de décrire la transition de phase liquide-vapeur avec
apparition d’états métastables, on adopte la modélisation proposée dans [JM16]. La dynamique des phases
liquide et vapeur est représentée par deux lois supplémentaires avec termes sources de relaxation. Les termes
sources de relaxation utilisés dans ce chapitre sont issus des systemes dynamiques €tudiés dans le chapitre
5 de la partie I. La loi de pression p est une loi de mélange faisant intervenir la pression de van der Waals.
On rappelle brievement les propriétés de la loi de pression de van der Waals p en s’appuyant sur le chapitre
5 de la partie I de ce manuscrit. On considere la loi réduite isotherme de van der Waals :

Flo) = =30+ ot (log (%) - 1) ,

8pb

p(p) = =3p" + 3Tp (11.2)

3p 8 [ 3pb
= 01
n(p) = —6p+ 5 0g<3_ >+3(3 p)

pour p €]0, 3[. Pour une température fixe 6, la pression p de van der Waals est caractérisée par une zone
délimitée entre les extrema locaux de la pression p notés p_ et p., telle que p est une fonction décroissante
en fonction de la densité p sur la zone |p_, p, [. Laloi des aires égales de Maxwell [Cal85] introduit I’'unique
couple (pt, p5)t €0, 3[%. La zone métastable est alors définie par I’ensemble |p}, p_[U]p., p3[. La phase
liquide est déterminée pour p € [p,,3) alors que la phase vapeur est décrite par I’intervalle (0, p_]. Dans
la figure 11.2, on représente la pression p et le potentiel chimique ;. de van der Waals dans le plan (p, p) et
(p, i) respectivement pour une température 7" = 0.85.

187
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FIGURE 11.1 — Représentation de la loi réduite de van der Waals dans le plan (p, p) et (p, i) respectivement
pour une température 7' = 0.85.

Dans la suite, on désigne par « la fraction volumique de la phase 1 et par ¢ la fraction massique de la
phase 1. En fixant la densité totale p, et en suivant la méme technique proposée dans le chapitre 5 de la
partie I, on peut construire des termes sources agissant sur un vecteur de variables d’états r € R? et capable
de minimiser I’énergie définie par

F:R*>R
(r; p) = a(r; 0) f (pr(r; ) + c2(rs p) f (p2(rs p)),

avec f I’énergie libre de van der Waals donnée par (11.2) et dont les équilibres correspondent a I’équilibre
thermodynamique donnés par

(11.3)

e Phases pures liquide et vapeur incluant les états métastables.

e Etats de mélanges : r* € R? fonction du couple (p*, p3)* vérifiant
p(p) = p(p3),  plp1) = n(p3)- (11.4)

On utilise par la suite les trois choix de vecteurs 7 étudiés au chapitre 5 de la partie I : (p1, p2)', (o, Ap :=
p2— 1) et (a, )"

Terme source en = (py, p2). En définissant I’énergie relative entre les densités a et b par
flalb) := f(a) — f(b) — p(b)(a — D), (1L.5)

le terme source en fonction de (7; p)* s’établit alors comme suit

Qpl(r;p) = —(P—Pl)(P—Pz)f(P2\P1)> (11.6)
Qpy(15p) = (p— p1)(p — p2) f(p1lp2)-
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Dans ce cas et sous I’hypothese
O<pr<p=p2 p1<pa (11.7)
les fractions volumiques « et 1 —« peuvent étre considérées comme fonctions du vecteur (p, p1, p2)' comme

suit
(0%] :]073[3 — [07 1]

p—p (11.8)
(pa Pl»PQ) = 2 )
P1— P2
s )0, 3[* — [0, 1]
pP—p (11.9)
(p, p1,p2) > — -
P1— P2

Terme source en = (v, Ap). Soit Ap := py — p1 la nouvelle variable qui décrit 1’écart des masses vo-
lumiques entre les deux phases. Ainsi, on peut considérer les masses volumiques p; et p, comme fonctions
de (o, Ap; p)'

pr=p—(1-a)Ap, (11.10)
p2 = p+ alp. (11.11)
Le systeme dynamique en fonction de («, Ap; p)* est défini alors par

{Qa(r, p) =a(l— Oé)(f(ﬁz) — f(p1) — a(Ap)u(p:) — (1 — a)(AP)M(Ib))? (11.12)

Qap(r, p) = (1 — a)(Ap)*(u(p1) — plp2))-

Terme source en 7 = (a, ). On note d’abord que les masses volumiques partielles p; de la phase ¢
pour ¢ = 1, 2 peuvent étre définies comme fonction de p, avet ¢ :

p1:]0,3[x]0,1[* —]0, 3|

wp (11.13)
(pa a>90) = Ea
P2 :]07 S[X]07 1[2 _>]073[
1 _ (11.14)
(ps s p) = %-

Le dernier choix du syst¢me dynamique en fonction de (v, ; p)* s’établit comme

{@am p) = a(l —a)(p(p) — plp2)),

Qo (r; p) = (1 = ) (ulp2) — plp1)), (11.15)

avec les p;, pour 7 = 1,2 sont données par les expressions (11.13)-(11.14).

Dans ce chapitre, on s’intéresse a relaxer le systtme d’Euler (11.1) en s’appuyant sur les choix des
termes sources ci-dessus. Comme on a mentionné dans le chapitre précédent, la technique de relaxation
[Mas15] repose sur I’augmentation du systeme d’équilibre ce qui meéne a un systeéme augmenté relaxé avec
des équations intermédiaires couplés avec des termes sources et un temps de relaxation € > (0 qui garantit
le retour a I’équilibre thermodynamique. On note d’abord que le couplage du terme source (11.6) avec la
dynamique du fluide a été étudiée dans [JM16]. Dans ce travail, on va relaxer alors le systeme d’Euler (11.1)
en utilisant les deux termes sources (11.15) et (11.12). Dans un premier temps, on va décrire la dérivation
du systtme augmenté en («, ¢)" et étudier I’hyperbolicité du systtme construit. Ensuite, on va décrire la
méthode numérique utilisée pour avoir les résultats numériques. Il s’agit d’une méthode de splitting en
temps pour traiter les termes sources. On utilise finalement la relaxation instantanée tel que c’est fait par
exemple dans [Gui07]. Pour cela on fait le travail avec le systtme agmenté en («, Ap)" et on présente les
résultats numériques obtenus dans le cas de la relaxation classique et la relaxation instantanée.
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11.1 Modele homogene isotherme en (o, ©)

Dans cette partie, on s’intéresse a décrire la construction d’un systeme isotherme 4 x 4 qui permet la
transition de phase liquide vapeur et qui relaxe vers 1’équilibre thermodynamique décrit par le systeme
dynamique en fractions («, ) vu au chapitre 5 de la partie I et les termes sources de relaxation (11.15).

11.1.1 Dérivation du modele

On traite le cas isotherme ainsi on rappelle qu’un fluide ayant une masse M > 0 et un volume V' > 0 sera
décrit a I’équilibre thermodynamique par son énergie libre de Helmoltz F' qui est une fonction positivement
homogene de degré 1 (PH1) et qui vérifie la relation thermodynamique fondamentale en extensif suivante :

dF = pdM — pdV, (11.16)

ou p et i sont respectivement la pression et le potentiel chimique du fluide. On veut maintenant construire un

modele homogene a deux phases. Pour cela, on va s’appuyer sur les références [Hurl7, GR96] et quelques

hypotheses.

Soit (x, t) le couple spatio-temporel dans R, x R.

On suppose d’abord que la masse totale M du fluide est constante le long des trajectoires. Ceci correspond

a la relation suivante : Y
i 0. (11.17)

De plus, on considere que la variation du volume V' du fluide est due a la divergence en espace du champ

de vitesse u, ainsi on obtient :
dV =VV, - udt. (11.18)

Finalement, on suppose que la variation de la vitesse u suit la premiere loi de Newton, en considérant juste
les forces associées a la pression du mélange p, ce qui donne

d(Mu) = —V'V, - pdt. (11.19)

M
Soit p = — la masse volumique totale du fluide.
En utilisant les relations (11.17)-(11.18), on trouve

d
%(p) = —pV, - u. (11.20)

Ainsi, en exprimant la dérivée particulaire de la masse volumique p, on trouve 1’équation de la continuité
décrivant la conservation de la masse :

0

5(p) + V.- (pu) = 0. (11.21)
t

De la méme maniere, en utilisant cette fois les relations (11.17)-(11.18)-(11.21), I’équation de la quantité

de mouvement s’établit comme suit :

d
E(pu) =-V, -p—puV, - u. (11.22)

Ainsi, en exprimant la dérivée particulaire de la quantité de mouvement, on trouve la deuxieme équation du
systeme d’Euler (11.1) qui représente la conservation de la quantité de mouvement :

)
5(pu) +V, - (pu* +p) = 0. (11.23)
t
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Maintenant, on introduit le terme de relaxation £ > 0 dans le terme source (11.15) pour obtenir

d 1 ©p (L—9)p\) _1
o=z (o) —r (5=5F) ) = 2@

d 1 (L—p)p pp 1

o= (1 - =20 —u (FB)) = 2@

¢ =vl—9) u( T o nl, Qe
On veut maintenant coupler le systeme dynamique ci-dessus (11.24) avec la dynamique du fluide. On consi-

dere alors la premiere équation du systeme (11.24). En utilisant la méme technique que précédemment et
les relations (11.17)-(11.18), on trouve

(11.24)

%(pa) = p% — apV,.(u), (11.25)
qui se réécrit sous la forme
0 a
5(pa) + V. - (pau) = p%. (11.26)
t

De la méme maniere, en considérant la deuxieéme équation du systeme dynamique (11.24) et les relations
(11.17)-(11.18), on trouve I’EDP sur la fraction massique ¢ donnée par

)
5 = (po) + Vo - (ppu) = p&- (11.27)
t 19

En combinant alors les équations (11.21)-(11.22)-(11.26)-(11.27), on obtient le systeme 4 X 4 isotherme en
une dimension d’espace suivant

Bu(ap) + Bu(opu) = p22
G (11.28)
A (pp) + Ou(ppu) = p—=,

\at(pu) + 8$(pu2 +ﬁ(p7 «, ()0)) = 07

avec (t,z) € Ry xR, p > 0 la masse volumique totale du fluide, v € R sa vitesse, « la fraction volumique
de la phase 1, ¢ la fraction massique de la phase 1, p la pression du mélange définie par

pp,a,0) = ap(pi(p, a, ¢)) + (1 — a)p(p2(p; @, ), (11.29)

ou les masses volumiques partielles de chaque phase p;, pour ¢ = 1,2 sont décrites par les expressions
(11.13)-(11.14).

11.1.2 Propriétés du modele homogéne

Maintenant, on va étudier 1I’hyperbolicité du systetme homogene associé au systeme (11.28). On considere
alors le systeme homogene suivant :

Op + Oy (pu) =

d(ap) + Ox(apu )
I (pp) + 0x(ppu) =
O (pu) + Oy (pu® +p(p, a,p)) =0.

En définissant W = (p, o, ¢, u)" comme vecteur de variables primitives, on vérifie que le systtme (11.30)
s’écrit sous la forme quasi-linéaire suivante :

(11.30)

W + A(W)O,W =0, (11.31)
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avec
u 0 0 p
AW) = 8 0 2 8 (11.32)
A(W) A (W) As(W) w
et
A, () = 22D+ (/1) —P)Plp)
A, (W) = Pe) = Plea) = i (o) + par'(p2). (11.33)

P
As(W) = p'(p1) — p'(p2)-

Proposition 70. Le systeme (11.30) est hyperbolique si seulement si
wp'(p1) + (1= @)p'(p2) = 0. (11.34)

Démonstration. Le systeme (11.30) est dit hyperbolique si et seulement si les valeurs propres correspon-
dantes a la matrice A(1V') donnée par I’expression (11.32) sont réelles.
En effet, I’équation caractéristique associée a la matrice A(W) s’établit comme suit :

(u—N2(u—c—N(u+c—\) =0, (11.35)
ou c représente la vitesse du son donnée par
= — (PP o (L e)p
c.—c(r)—\/¢p<&>+(1 go)p( "o ), (11.36)

avec r = (p, a, )" le vecteur de variables admissibles. Ainsi, on obtient les quatre valeurs propres pour la
matrice A(W) comme solutions de I’équation caractéristique (11.35) :

AMW) =u—c, (W) =X3(W) =u, \g(W) =u+c. (11.37)
Par conséquent, on vérifie que les valeurs propres (11.37) sont réelles si et seulement si
wp L—p)p
/() + 0o (T=5F) 20

«

qui est équivalent a

2 1 — 2 1 —
o o l-«o l—-«
On vérifie de plus qu’un choix possible pour les vecteurs propres a droite (W), ¢ = 1,. .., 4 associés aux
valeurs propres \; (W) c’est -a-dire les vecteurs vérifiant
A(w)ri(W) = X(W)ry(W), (11.39)
est le suivant
P A A P
C Al A1 C
W)= 0|, nov)y=| 0 |, o= 1 |, nnm)=|0], @140
0 1 0 0
1 0 0 1

ou les termes Ay, Ay et A3 sont définis par les expressions (11.33) et ¢ est la vitesse du son donnée par
I’expression (11.36). Finalement, on note que si les quantités p, a et o vérifient I’hypothese (11.38) alors la
matrice A(TV) est diagonalisable dans R et I’ensemble des vecteurs propres r;(W), i = 1,...,4 constitue
une base de R*, ce qui montre I’hyperbolicité du systeme (11.30). U
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11.1.3 Structure des ondes

Dans ce paragraphe, on s’étudie la structure des ondes associées au systeme homogene (11.30). Pour cela,
on suppose d’abord que les quantités p, « et ¢ satisfont I’hypothese d hyperbolicité (11.38).

Proposition 71. La vitesse du son c donnée par ’expression (11.36) vérifie les relations suivantes :

p(r) = ap (P () + (1 — @)pa(r)p (palr), (11.41)
(- g’”) 2 (60 (01) + (1= O (0s) + o0 (p2) + (1= D)l ()
Vel = 5em) (1) = () = 630 (1) + 30 ) (1142

p1p" (p1) — p2p”(p2)
ou les quantités py et ps sont définies par les relations (11.13)-(11.14).

Démonstration. La premiere relation (11.41) s’obtient en s’appuyant sur la définition de la vitesse du son ¢
donnée par I’équation (11.36) et en utilisant les relations (11.13)-(11.14). En dérivant finalement la relation
(11.41) par rapport a p, « et o on trouve 1’expression (11.42). O]

Dans la proposition suivante, on étudie la nature des ondes associées aux valeurs propres A; (W) = u—c
et (W) =u+ec.

Proposition 72. Les champs caractéristiques associés aux vitesses des ondes \{ (W) = u — c et \y(W) =
u + ¢ sont vraiment non linéaires. Autrement dit, on a Vy A\ (W).ri(W) # 0 et Vg q(W).ry(W) # 0
pour tout vecteur admissible W vérifiant I’hypothese (11.38).

Démonstration. Considérons 1’onde associée a la valeur propre A\; (/). On a

_P
Vi (W).r (W) = (apC(T) Oac(r)  Oype(r) 1) . 8
) 1 (11.43)
= —%apc(r) +1

- —%r) (po1p” (p1) + (1 — @) pap”(p2)) + 1,

ou les densités p;, 7 = 1, 2 sont données par les expressions (11.13)-(11.14). Ainsi, sous I’hypothese (11.38),
la pression de van der Waals p donnée par les relations (11.2) est une fonction strictement concave. Par suite,
Vw A (W).ri (W) # 0. De la méme maniere, on démontre que Vyy Ay (W).r (W) # 0. O

Maintenant, on détermine la nature des ondes associées aux valeurs propres Ao (W) = \3(W) = w.

Proposition 73. Les champs caractéristiques associés aux ondes de vitesses Ao(W') et \3(W) sont linéai-
rement dégénérés. Autrement dit, on a Vy Ao(W).ro(W) = 0 et Vi A3(W).r3(W) = 0 pour tout vecteur
admissible W vérifiant I’hypothese (11.38).

Démonstration. Pour \y(W) = A\3(W) = u,ona

VwA\i(W)ry(W) = (W), (11.44)

—~ = O O O

pour ¢ = 1,2. Ainsi, vu I’expression des vecteurs propres 7;(W), i = 1,2 données par les relations (11.40),
on obtient Vyy \;(W).r;(W) = 0. O
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Dans la proposition suivante, on donne des invariants de Riemann du systéme (11.30).

Proposition 74. Les fonctions
I;(W) = {u,p}, (11.45)

avec p(r) = ap(p1(r))+(1—a)p(p2(r)) ot les p;, i = 1,2 sont définies par les expressions (11.13)-(11.14),
sont des invariants de Riemann associés aux ondes de vitesses \o(W) = A3(W) = w.

La fraction massique p et la fraction volumique « sont des invariants de Riemann associés aux ondes de
vitesses \{(W) =u —cet \y(W) =u+¢,

pouri =1,4.

Démonstration. Pour que I;(W),7 = 1,...4, donnés par les relations (11.45)-(11.46), soient des invariants
de Riemann associés a la valeur propre \;(W), i = 1,4, il faut que

VwLi(W)-r;(W) =0, (11.47)
pour ¢ = 1,... 4. Comme le champ associé a la vitesse u est linéairement dégénéré, on obtient
Vwu-r;(W)=0, (11.48)

pour ¢ = 2, 3. De plus, on vérifie par les calculs que
Vip(W) -r;(W) =0, (11.49)

pour i = 2,3 en utilisant les expressions de 7;(W), i = 2,3 (11.40) et les termes A;(W), i = 1,2,3
donnés par les relations (11.33). Finalement, les vecteurs gradients des fractions massique et volumique
s’expriment par

0 0
Ve = (1) N v (1) (11.50)
0 0

Ainsi, d’aprées ’expression (11.40) des vecteurs propres r;(W) pour i = 1,4, on obtient le résultat souhaité.
O

11.1.4 Approximation numérique

Dans cette partie, on illustre numériquement quelques comportements typiques du modele (11.28) en re-
prenant les cas tests proposés dans [JM16]. Pour atteindre ce but, on utilise un schéma de type volume fini
qu’on couple avec la méthode de splitting pour traiter les termes sources. On note que tous les cas illustrés
sont caractérisés par une vitesse du son réelle.

Dans un premier temps on rappelle quelques notions des approximations mathématiques qui seront utilisées
dans la suite. Ces notions sont extraites de [LeV92], [QSS10] et [GR96].

Principe de base des volumes finis. Soit le probleme de Cauchy

—0,
u(z,t =0) = up(x).

On introduit la discrétisation du temps et de I’espace. On pose Azx; = z,, 1 — ;L comme pas d’espace

1
3 )

ou (z; +1 )icz désigne une suite de points ordonnés. On discrétise alors I’espace par les cellules (xi_% , T, +%)
pour 7 € Z. Ensuite, on discrétise le temps ¢ avec le pas de temps At = "1 — ¢",



11.1. MODELE HOMOGENE ISOTHERME EN (a, ) 195

Dans le but de présenter le schéma volume fini, on a besoin d’abord de définir I’approximation u_ de la
donnée initiale g :

0 1 /mH% (x)d Vi € Z
u: = Up\ T )ax 7 .
’ Azl T, 1 ’ 7

.1
T2

A présent, on suppose connue une approximation constante par morceaux de la solution v du systeme
(11.51) a I’instant ¢" sur chaque cellule (z;_ 1, %1 ). On définit alors cette approximation par

1 [l
P = Az; /x h u(t", z)de.

On note que u! est constante par maille. Connaissant u?, cherchons maintenant u"**. Pour se faire, on
inteégre ’EDP du systeme (11.51) sur lintervalle de temps (¢, t" 1] x (z,, 1, ; %]. On obtient :

i+57 1=
/‘x,
K3
Z.
1

(7

tn+1

" / Oyu + O, f (u)dxdt = 0.
t

1 n
2

Par une application de Green, on en déduit :

tn+1 tn+1

/ Pt ) da — / Pt w)de + / flult, z;, 1 )dt — / flult, z;y)dt = 0.
T, 1 T 1 e

tn
17§ Z*j

On définit alors :

n+1 1 xH—% n+1
Uit =R uw(t™, x)dx.
xT; P

En utilisant I’approximation (') on obtient :

Azi(uf*t — ) + At( Zi% - fl-n_%) =0,

tn+1

avec At fz?jr , est une approximation de / flult,z;, %)dt. Le terme fi’; , est dit flux numérique du
2 tn 2
schéma volume fini qui est défini par :

At
ntl _ ur— = (- le—%)' (11.52)

Uu -1
E Ax 2

11.1.5 Approximation par splitting et traitement de la relaxation

Afin de traiter les termes sources du modele (11.28), on utilise une approche dite de splitting. On commence
par écrire le probleéme de Cauchy associé au modele en étude (11.28) sous la forme suivante :

Ow + 0, F(w) = S(w), (11.53)
w(t =0,2) = wy(z), Ve € R,
avec
p - 0
pa pat L p@Q
w=| 1 F(w) = pPU , S(w) = — “ (11.54)

U pu® + ap (g&p) +(1—a)p (M) ) p%)?w
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avec (), et (), les termes sources donnés par les relations (11.15) et ¢ le parametre de relaxation.

Technique de splitting. Soit w" 1’approximation volume fini a I'instant " = nAt¢,n € N. On veut
approcher la solution w™*! du probléme de Cauchy

o n 4n+1
{atwaﬁ(w)—sw),te@ ),z €R (11.55)

w(t", z) = w"(x),Vx € R.

La technique de splitting repose sur deux étapes. On suppose qu’on connait (w}");cz a 'instant t", Vi € Z.

On veut faire évoluer la solution approchée de I’instant ¢* a I’instant t"*!. On traite d’abord la partie
convective sur I'intervalle (¢", ¢"™!~) puis on traite la relaxation sur I'intervalle (¢~ ¢ 1),

e lere étape : on traite la partie convective qui consiste a résoudre le probleme de Cauchy

F _ n gn+1l,— R
{atw+8x (w) =0,t € (t",t"7),x € (11.56)

w(t", z;) = wl(z),Vo € R,

ce qui nous donne la solution w1~

n+1,—

e 2&me étape : Approximation de la relaxation de t"*1~ a ¢"*1. Connaissant w , on résout le

systéme maintenant
ow = R(w),t € (t"H= ") 2 € R,
{ w = R(w),t € ( )z (11.57)

w(t™thT) = Wt (2), V2 € R

ce qui donne finalement w"**.

Schéma numérique pour la partie convective. On décrit dans cette partie le schéma numérique utilisé
pour traiter la partie convective. On reprend d’abord la forme générale du schéma volume fini

Ax(wth —wl) + At(F"

i , — 1) =0, (11.58)

_l’_

m\»—A

avec F’jr Pour définir F" 1, on va utiliser le schéma HLLC [Tor13] pour tous les cas tests réalisés dans ce
2
chapitre. Ce schéma est une version modifiée du schéma HLL [HLL83] donné par

Fw?) — s, F m—
_F’:_IELL _ SR (wl) SL ( Z+1) + SL5R<wz+1 w; )’ sis; <0< SR, (1159)
2 SR — SL
F(wlnH)’ si0 > sg,

avec sp = min(u} — ', ul,; — ) et sp = max(u} + ¢, ul,; + ¢ ;) ou c est la vitesse du son (11.36)
et u la vitesse du fluide.

Le schéma HLLC [FNBMOS] consiste a conserver le flux HLL pour la premiere et la 4¢me variable alors
qu’il est défini comme suit pour la deuxieme et troisieme variable :

wn
protrin o Vities)

sis* <0
i+1 wh ’
Fn Hl(;ngC) 2 2+1 1 (1160)
FnHLLXﬂ sis* >0
i3 wyy N

avec

o _ Supn(un — sp) = srppr(ur — s1) (11.61)

pr(ur — sr) — pr(ur — sr)
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On note finalement que le pas de temps satisfait la condition CFL
At
Ax

avec | Amax| 12 vitesse d’onde maximale calculée sur chaque cellule du maillage.

mas| < 1, (11.62)

Traitement des termes sources. Une fois adapté le schéma HLLC pour la partie convective, on ob-
tient la solution admissible w™ ™~ = (p" 1= o™= "= (pu)"H7)t qui est maintenant la condition
initiale pour cette étape. Il suffit de résoudre le systeme

(p=0,
1
a = _Qom
g (11.63)
Y = EQL;M
[ pu = 0.

Pour cela, on utilise une méthode d’Euler explicite pour intégrer le terme source.

11.1.6 Résultats numériques

On présente dans cette partie quelques cas tests qui illustrent numériquement comment le modele (11.28)
décrit la transition entre les deux phases liquide et vapeur et comment il est capable de détecter les états
métastables. On travaille avec la pression isotherme de van der Waals (11.2) a la température § = 0.85. Les
valeurs des extrema locaux p_ et p, et les états de Maxwell p7 et p; sont listées comme suit :

p; = 0.3197299645189,
py = 1.8071403273364,

(11.64)
p— = 0.5810799,
pr = 1.4888047.
On prend les cas tests avec des conditions initiales constantes de la forme
irx <0
w(t = 0,2) = wo(z) = {wL’ i (11.65)
wg, six >0,

avec wy, et wg respectivement 1’état gauche et droit du probleme de Riemann. Pour tous les cas tests réalisés,
on prend le domaine borné [0, 1], avec un maillage uniforme formé de 10000 cellules et on adapte les
conditions de Neumann sur les bords x = 0 et z = 1.
On réalise 4 tests différents décrits comme ci-dessous

1. Probléme de Riemann avec transition de phase. On prend un état gauche w;, dans la phase gazeuse
pure (pr, < p}) et un état droit wg dans la phase liquide pure (pr > p3). Pour ce cas test, on prend les
valeurs suivantes

PL = 03, ay = 04, YL = 04, Uy, = 0, (1166)

PR = 19, aRp = 06, PR = 06, Ur = 0.
On prend un temps final 7' = 0.1s, et deux valeurs pour le parametre de relaxation : ¢ = 107*
et ¢ = 1076. On observe d’apres la figure 11.2, I’apparition de la zone du mélange au niveau de
I’interface a x = 0.5, surtout au niveau de I’allure de la pression, la vitesse du son c et la vitesse
u. Pour les deux valeurs de £, on n’observe pas un changement de comportement pour la masse
volumique p, les fractions massique ¢ et volumique «, la pression du mélange p, la vitesse du son ¢
et la vitesse du fluide .
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2. Cavitation avec double détente. Ce test consiste a prendre un état métastable liquide (p < p < pj)

soumis a deux ondes de détente allant en sens opposé. Les valeurs initiales pour ce cas test sont

pr = 1.806140327, af, = 0.000672309, ¢, = 0.000119015, uz = —0.3,

11.67
pr = 1.806140327, ap = 0.000672309, pr = 0.000119015, ur = 0.3. ( )

Deux valeurs du paramétre de relaxation ¢ = 10~ % et e = 1072 et le temps final 7' = 0.1s. On observe
d’apres la figure 11.3, I’apparition d’une bulle de vapeur au niveau de I’interface a x = 0.5, surtout
au niveau de I’allure de la pression, les fractions massique ¢ et volumique «. La masse volumique p
atteint la valeur de p] a I'intérieur de la bulle de vapeur. On remarque une différence entre le profil
de toutes les variables tracées pour les deux valeurs de €. En particulier on observe un changement
remarquable pour le profil des fractions massique ¢ et volumique ¢ au niveau de I’interface x = 0.5.

. Perturbation avec un double choc. Ce test consiste a prendre un état pur gazeux (p < p}) soumis a

deux ondes de choc se déplagant en sens opposé. Les valeurs initiales pour ce cas test sont

pPrL = 03, ayp = 04, YL = 04, uy = 03, (1168)
PR = 03, apR = 04, PR = 04, UR = —0.3.
On prend deux valeurs du paramétre de relaxation ¢ = 1074, e = 107 et le temps final 7' = 0.4s. On
observe d’apres la figure 11.4, ’apparition d’un pic au niveau de I’interface a x = 0.5, sur le profil
des fractions massique ¢ et volumique . On remarque que la masse volumique p au niveau de ce pic
atteint une valeur de vapeur métastable. Les profils des solutions sont similaires pour les deux valeurs
de e.

Perturbation acoustique d’un état métastable. Ce test consiste a prendre un état vapeur métastable
(py < p < p—) et a perturber sa vitesse. Les valeurs initiales pour ce cas test sont

pr = 0.42, ay = 0.57, ¢, = 0.571, uy, = 0.4,

(11.69)
PR = 042, ap = 057, PR = 0571, Ur = 0.

On impose avec ce test une compression avec une vitesse 0.4. On prend deux valeurs du parametre
de relaxation e = 107% et ¢ = 10~%. On observe la solution pour le temps final 7' = 0.1s, T' = 0.2s
et 7' = 0.4s ce qui correspond respectivement aux figures 11.5, 11.6 et 11.7. On observe, d’apres les
trois figures 11.5, 11.6 et 11.7, I’apparition d’une bulle de liquide au niveau de I’interface a x = 0.5
dans les profils de la pression, la vitesse du son ¢, les fractions massique ¢ et volumique . On
remarque que la masse volumique totale au niveau de cette goutte de liquide atteint la valeur de p3.
On constate une petite variation au niveau de I'interface pour les deux valeurs de ¢ sur le profil de
masse volumique p, la vitesse du son ¢, la pression du mélange p, la vitesse du fluide u, et le deux
fractions massique ¢ et volumique «. On observe finalement la variation du profil de la solution au
niveau de la goutte de liquide qui s’étend en fonction du temps, voir les figures 11.5, 11.6 et 11.7.
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FIGURE 11.2 — Systeme isotherme en = (a, ). [llustration numérique pour le probleéme de Riemann avec
changement de phases. De la premiere figure en haut a gauche a la derniere en bas a droite, on représente
la masse volumique p, la fraction massique ¢ , la fraction volumique «, la vitesse du son ¢, la pression du
mélange p et la vitesse u. Tous ces résultats sont réalisés avec un temps final 7' = 0.1s et deux valeurs de
e=10""ete = 1075,
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FIGURE 11.3 — Systeme isotherme en r = (a, ). Illustration numérique pour une cavitation avec deux
détentes. De la premiere figure en haut a gauche a la derniere en bas a droite on représente la masse volu-
mique p, la vitesse du son ¢, la fraction massique ¢ pour ¢ = 1074, la fraction massique ¢ pour ¢ = 1072,
la fraction volumique o pour € = 1074, la fraction volumique « pour ¢ = 1072, la pression du mélange p et
la vitesse . Tous ces résultats sont réalisés avec un temps final 7 = 0.1s et pour ¢ = 104 et e = 1072,
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FIGURE 11.4 — Systeme isotherme en r = («, ). [llustration numérique pour une perturbation avec deux
chocs. De la premiere figure en haut a gauche a la derniere en bas a droite on représente la masse volumique
p, la vitesse du son c, la fraction massique ¢ , la fraction volumique o, la pression du mélange p et la vitesse
u. Tous ces résultats sont réalisés avec un temps final 7' = 0.4s et pour € = 10~% et ¢ = 107°. On observe
que les fractions volumiques et massiques sont constantes (a la précision machine) et égales a 0.4.
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FIGURE 11.5 — Systeme isotherme en r = (a, ). Illustration numérique pour une perturbation d’un état
métastable. De la premiere figure en haut a gauche a la derniere en bas a droite on représente la masse
volumique p, la vitesse du son c, la fraction massique ¢ pour ¢ = 1079, la fraction massique ¢ pour
e = 1074, la fraction volumique o pour € = 1075, la fraction volumique « pour € = 107, la pression du
mélange p et la vitesse u. Tous ces résultats sont réalisés avec un temps final 7 = 0.1s et ¢ = 107*,107°.
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FIGURE 11.6 — Systéme isotherme en r = (p, «, , u)’. lllustration numérique pour une perturbation d’un
état métastable. De la premicre figure en haut a gauche a la derniere en bas a droite on représente la masse
volumique p, la vitesse du son c, la fraction massique ¢ pour ¢ = 1079, la fraction massique ¢ pour
e = 1074, la fraction volumique o pour € = 1075, la fraction volumique « pour € = 107, la pression du
mélange p et la vitesse u. Tous ces résultats sont réalisés avec un temps final 7 = 0.2s et ¢ = 10~*,107°.
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FIGURE 11.7 — Systéme isotherme en 7 = (p, «, , u)’. lllustration numérique pour une perturbation d’un
état métastable. De la premicre figure en haut a gauche a la derniere en bas a droite on représente la masse
volumique p, la vitesse du son c, la fraction massique ¢ pour ¢ = 1079, la fraction massique ¢ pour
e = 1074, la fraction volumique o pour € = 1075, la fraction volumique « pour € = 107, la pression du
mélange p et la vitesse u. Tous ces résultats sont réalisés avec un temps final 7 = 0.4s et ¢ = 107%,107°.



11.2. MODELE HOMOGENE ISOTHERME EN (a, Ap) 205

On a vu d’apres les illustrations numériques 11.2, 11.3, 11.4, 11.5, 11.6 et 11.7, comment le profil de
la solution subit des petites modifications au niveau de I’interface a chaque modification de la valeur du
parametre de relaxation €. Plus précisément, on a remarqué que plus la valeur de £ devient petite, plus la
solution approchée a tendance a mieux illustrer le phénomene mis en étude. En particulier, on a observé
d’apres les figures 11.5 et 11.6-11.7 comment la goutte d’eau s’étend plus au niveau de I’interface quand
la valeur de € diminue. Pour cette raison, on souhaite adapter la relaxation instantanée qui s’effectue en
considérant que ¢ = 0. Ainsi les valeurs de («, )" sont données par les équilibres asymptotiques du systeéme
dynamique (11.15). Néanmoins, cette méthode exige la connaissance des équilibres du systeme dynamique
(11.15). Ceci est compliqué pour les états de phases pures puisque 1’équilibre est la droite & = ¢ dans
le plan (¢, ). Afin de pouvoir utiliser cette technique et la comparer avec les résultats obtenus avec la
relaxation classique, on propose de coupler le systeme d’Euler avec le terme source (11.12).

11.2 Modéle homogéne isotherme en (o, Ap)

Dans ce qui suit, on présente le méme travail effectué dans la section précédente mais avec le choix de
variables r = («, Ap) avec Ap := ps — p; définie comme étant I’écart de masses volumiques entre les deux
phases. On traite d’abord la relaxation non instantanée et on illustre numériquement la solution du systeme
relaxé avec des cas tests équivalents a la partie précédente pour des valeurs différentes du parametre de
relaxation . Ensuite, on explique comment adapter la technique de la relaxation instantanée et on présente
finalement les résultats numériques obtenus.

D’une maniere similaire a la partie précédente, on considere le systeme des équations aux dérivées partielles
suivant :

(0up + 0. (pu) = 0,

0(Ap) +0.(Bpu) = 20

01(cxp) + Oulapu) = ~pQ.

(:(pu) + 0z (pu? + ap(pa(p; o, Ap) + (1 = a)p(p2(p; o, Ap)) = 0.

(11.70)

avec p la pression isotherme de van der Waals et Q. et QAp sont les termes sources donnés par le sys-
teme dynamique (11.12), p; pour + = 1,2 sont les fonctions définies (11.10)-(11.11) et ¢ le parametre de
relaxation.

11.2.1 Propriétés du modele homogene

On étudie maintenant 1’hyperbolicité du systeme (11.71), dans le cas ou les termes sources sont nuls. Le
systeme (11.71) devient alors

Op + 0x(pu) =0

0i(Ap) + 0:((Ap)u) =0

Ah(pa) + Oy(pau) =0

O (pu) + Ou(pu? + ap(pr) + (1 — a) p(ps)) = 0.

(11.71)

avec p; et po sont exprimées par (11.10)-(11.11).
On vérifie d’abord que le systeme (11.71) s’écrit sous la forme quasi-linéaire suivante

AW + A(W)9,W =0,
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ol W le vecteur des variables primitives W = (p, Ap, o, u)" et

u 0 0 p
_ 0 u 0 Ap
AW) = 0 0 " 0 (11.72)
441<M/) <A2(LV> AAg(VV> u
(o) + (1 = )/ (p2)
ap’ +(1—a)p
A1<W> _ V4! D (P2 :
P
O{(]. — Oé) ’ /
W) = ———P(p2) = (o)) (11.73)
1 / /
A7) = (p(p) = ploa) + @200 (1) + (1= ) A}y ().
Proposition 75. Le systeme (11.71) est hyperbolique si et seulement si
pAL (W) + Ap Ax(W) > 0. (11.74)
La vitesse du son c est alors définie par :
1
c= \/; (app'(pr) + (1 = @)pap/(p2)), (11.75)

avec py, py données par les expressions (11.10)-(11.11).

Démonstration. Le systeme (11.71) est dit hyperbolique si et seulement si la matrice A(WW) donnée par
I’expression (11.72) est diagonalisable dans R. Pour cela, on détermine en premier temps les valeurs propres
de la matrice A(WW) qui sont solutions de I’équation caractéristique :

(= N)? (= N2 = pA (W) = ApAs(W)) = 0.

Ainsi si Ap A1 (W) > 0, les valeurs propres de A(W) sont réelles et prennent explicitement les expressions
suivantes :
AM=u—c¢, l=u, M=u MN=u-+tc

avec

¢ =/ pAi(W) + Ap Ay(W).
De plus, sous I’hypothese (11.74) , on vérifie qu’un choix possible pour les vecteurs propres a droite associés

aux vecteurs propres \;(W) avec i = 1, ..., 4 est le suivant

1 1

2~ p (W) AW ; @~ phy (W)

nW)= | P ) = | T W) L) = | AV | ) = | pA()
_OC 1 As(W) (c)
J— 0 0 —
p p

(11.76)

[

Remarque 26. L’expression de la vitesse du son (11.75) correspond a la réécriture de la vitesse du son
(11.36) avec le nouveau vecteur de variables (p, Ap, )'. Elle reste inchangée tous les changements de
variables d’apres [GR96].

Proposition 76. Les champs caractéristiques associés aux vitesses des ondes \{ (W) = u — c et \y(W) =
u + ¢ sont vraiment non linéaires et les champs caractéristiques associés aux vitesses des ondes \o(W') =
A3(w) = u sont linéairement dégénérés. Autrement dit, on a Vyw A\ (W ).ry(W) # 0, Vg Ma(W).ry (W) #
0, Virde(W).ra(W) = 0 et Vg As(W).r3(W) = 0 pour tout vecteur admissible W vérifiant I’hypotheése
(11.74).

Démonstration. La preuve se fait d’une maniere similaire a celles des propositions 72 et 72. O]
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11.2.2 Approximation numérique avec relaxation non instantanée

Afin d’appliquer la technique de Splitting décrite dans la partie associée au systeme (11.28), on écrit d’abord
le probleme de Cauchy associé au modele en étude (11.70) sous la forme suivante :

w + 0, F(w) = S(w), (11.77)
w(t =0,z) = wy(x),Vr € R, '
avec
¢ Apu !
w = Ap , Flw) = pa , S(w) = L Qan (11.78)
o P (1—¢)p e | rea
pu pu? + ap <—) +(1—-a)p (—) 0
a -«

avec Q, et Qa ,» sont les termes sources donnés par les relations (11.12) et € est le parametre de relaxation.
Technique de Splitting Soit w™ I’approximation volume fini a I’instant " = nAt,n € N. On approche la
solution w™ ™! du probléme de Cauchy

. n 4gn+1
{@wwa(w) = S(w),t € (", 1),z €R (11.79)

w(t", z) =w"(x),Vr € R,

en utilisant la technique de Splitting vue dans la partie 11.1.5 qui consiste a traiter d’abord la partie convec-
tive, ensuite celle associée aux termes sources qui sont intégrés par une méthode d’Euler explicite. On
considere aussi pour tous les cas tests le schéma HLLC exprimé dans la relation (11.60), et on suppose de
plus que le pas de temps est soumis a la condition CFL (11.62).

11.2.3 Résultats numériques avec relaxation non instantanée

On présente dans cette partie quelques cas tests équivalents a ceux traités dans la partie approximation
numérique pour le systeme en fraction (11.28). Ces résultats illustrent numériquement comment le modele
(11.28) décrit la transition de phases et les états métastables. La pression du mélange est la somme de la
pression avec la pression isotherme de van der Waals (11.2) a la température 6 = 0.85 pondérée par la
fraction volumique de la phase 7. Les valeurs des extrema locaux p_ et p, et les états de Maxwell pj et
p5 sont données par les expressions (11.64). On prend toujours les cas tests avec des conditions initiales
constantes de la forme

w(t=0,2) =wy(z) = (11.80)

wr, six <0
wgr, sixz > 0.

Pour tous les cas tests réalisés, on prend le domaine borné [0, 1], avec un maillage uniforme formé de 10000
cellules et on adapte les conditions de Neumann sur les bords x = 0, x = 1.

On va réaliser 4 tests différents décrits qui illustrent des divers phénoménes. A noter qu’on prend pas
nécessairement les mémes conditions initiales que celle du modele (11.28) vu que le présent systéme ne
garantit pas nécessairement la positivité de p;. Ces cas tests sont décrits comme suit

1. Probleme de Riemann avec transition de phase. On prend un état gauche w;, dans la phase gazeuse
pure (pr, < p7) et un état droit wx dans la phase liquide pure (pr > p3). Pour ce cas test on prend les
valeurs suivantes

PL = 03, (Ap)L = ]_, ayp = 17 up = 07
PR = 19, (Ap)R = 01, aRp = 06, Ur — 0.

On a pris un temps final 7" = 0.1s. On observe d’apres la figure 11.8, 1’apparition de la zone du
mélange au niveau de 'interface a x = (.5, surtout au niveau de 1’allure de la pression, la vitesse du

(11.81)
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son c et la vitesse u. On a réalisé les tests pour deux valeurs différentes de € : ¢ = 107 % et e = 1074,
On n’a pas remarqué un changement du profil au niveau de la pression, de la masse volumique et des
autres variables sauf pour la vitesse du fluide u et la vitesse du son c.

Cavitation avec double détente. Ce test consiste a prendre un état métastable liquide (p4 < p < p})
soumis a deux ondes de détente allant en sens opposé. Les valeurs initiales pour ce cas test sont

pr =18, (Ap)r = 0.1, ay, = 0.00006, u;, = —0.3, (11.82)
pr = 1.8, (Ap)g = 0.1, ap = 0.00006, ur = 0.3. '
On a pris aussi deux valeurs pour le parametre de relaxation ¢ : ¢ = 107 et ¢ = 107 avec un
temps final 7" = 0.1s. On observe, sur la figure 11.9, I’apparition d’une bulle de vapeur au niveau de
I’interface a = 0.5, surtout sur le profil de la pression, la fraction volumique « et la vitesse du son
c¢. On a remarqué un comportement identique pour tous les profils sauf celui de la fraction volumique
oll pour ¢ = 107° : la valeur de la fraction volumique « dans la bulle de vapeur augmente jusqu’a
0.03.

Nucléation avec un double choc. Ce test consiste a prendre un état pur gazeux (p < p}) soumis a
deux ondes de choc allant en sens opposé. Les valeurs initiales pour ce cas test sont

pPrL = 03, (AP)L = 07, ayp = 1, ur = 03,

11.83
PR = 03, (A,O)R = 077 ap = 17 Ur = —0.3. ( )

On prend un temps final 7" = 0.4s et on réalise le test pour deux valeurs du parametre de relaxation
e =10""ete = 1075 D apres la figure 11.10, on n’a constaté aucun changement au niveau de profils
pour toutes les variables tracées.

Perturbation acoustique d’un état métastable. On prend un état métastable vapeur (p} < p < p_)
soumis a une perturbation au niveau de la vitesse. Les valeurs initiales pour ce cas test sont

PL = 042, (AP)L = 018, oy, = 1, Uy, = 04,

11.84
pR:0.42, (AP)RZO.l& ar =1, ur =0. ( )

On impose avec ce test une compression avec une vitesse 0.4. On prend aussi deux valeurs pour le
paramétre de relaxation ¢ = 1076 et e = 10~ et on prends trois valeurs pour le temps final 7' = 0.1s,
T = 02s et T = 0.4s ce qui correspond respectivement aux figures 11.11, 11.12 et 11.13. On
observe d’apres les trois figures 11.11, 11.12 et 11.13, ’apparition d’une goutte de liquide au niveau
de I'interface a x = 0.5 dans les profils de la pression, la vitesse du son c, la fraction volumique
a. On remarque que la masse volumique au niveau de cette goutte de liquide atteint la valeur de p3.
On observe aussi un changement de profil pour toutes les variables au niveau de la goutte de liquide
quand la valeur de € change. On constate finalement la variation du profil de la solution au niveau de
la goutte de liquide qui s’étend en fonction du temps (voir les figures 11.11, 11.12 et 11.13).
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FIGURE 11.8 — Systeme isotherme en r = («, Ap). Illustration numérique pour le probleéme de Riemann
avec changement de phases. De la premiere figure en haut a gauche a la derniere en bas a droite on représente
la masse volumique p, I’écart des masses volumiques Ap , la fraction volumique «, la vitesse du son ¢, la
pression du mélange p et la vitesse u. Tous ces résultats sont réalisés avec un temps final 7' = 0.1s avec les
deux valeurs de ¢ : 1074 et 1076.
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FIGURE 11.9 — Systéme isotherme en r = (a, Ap). Illustration numérique pour une cavitation avec deux
détentes. De la premiere figure en haut a gauche a la derniere en bas a droite on représente la masse volu-
mique p, I’écart des masses volumiques Ap , la fraction volumique «, la vitesse du son ¢, la pression du
mélange p et la vitesse u. Tous ces résultats sont réalisés avec un temps final 7" = 0.1s avec les deux valeurs
deec:1074 et 1076.
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FIGURE 11.10 — Systéme isotherme en r = («, Ap). Illustration numérique pour une nucléation avec deux
chocs. De la premiere figure en haut a gauche a la derniere en bas a droite on représente la masse volumique
p, I’écart des masses volumiques Ap , la fraction volumique «, la vitesse du son c, la pression du mélange
p et la vitesse u. Tous ces résultats sont réalisés avec un temps final 7' = 0.1s avec les deux valeurs de ¢ :
104 et 1076,
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CHAPITRE 11. APPLICATION A UN SYSTEME D’EQUATIONS D’EULER ISOTHERME
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FIGURE 11.11 — Systeme isotherme en r = (a, Ap). Illustration numérique pour une perturbation d’un
état métastable. De la premiere figure en haut a gauche a la derniere en bas a droite on représente la masse
volumique p, I’écart des masses volumiques Ap , la fraction volumique «, la vitesse du son c¢, la pression
du mélange p et la vitesse u. Tous ces résultats sont réalisés avec un temps final 7' = 0.1s avec les deux

valeurs de £ : 10~* et 1075.



11.2. MODELE HOMOGENE ISOTHERME EN (a, Ap) 213

2 T T T T T T
0,31672996451 89 ‘delta-rho_sps=le-4' +
1RO71403373364 - “daltarha_opee1o.6'

‘ho epi=led  ®
e ‘“ ‘rhe_eps—le-8 14 |
i
16 «
t 12
ol
14 ws
| 1
1
12 |
. LEN S
& -
.
o6 |-
0.8 g:
‘
= 0.4
0 |- Ly
"u
04 ﬂﬁ 0.2 L
02 . ) L . : . : ! ) o . ) . ) y . . )
] nl 0.z .3 Tt 5 W 0.7 .6 og 1 [ 0l 0z 0.3 04 0.5 06 07 .5 08 1
1 28 T T T T T T T T T
‘alfl_eps=le-' + £ ‘r_eps=le-6 +
‘alfl_opsmlo-d’ + ‘t_opsmlo-4'
09 - ¥ 27 | )
4 +
0.8 1 25 | +
{
o7 -
25 «1
06 | B .
24 | +
o5 | e f
23 F i
0.4 i ' 3l
4 |- L
22
03 |
zl |
0.2
o1 | 4 2r
u . ) . . . ) . i . A . . n . )
] nl 0.2 0.3 Tt .5 L o7 0.6 53 1 0 0l 0z 0.3 4 0.5 06 07 .5 0.8 1
062 T T o7 T T
P _eps=le-6 + ‘u_eps=le-' +
B aps=lo-4' u_apsm1e-4'
o |-
[+E 3 +
| ]
-y 0.5 |
058 + | -l
1 ’ 0.4
0.56
03 | .
0.58 + oz | 4
-
o1 | )
.52 *| 4 t
&4 a F
13 by
0.1 +
048
0z |
ki . . . " . . N . 03 . A . . . . )
0 ol 0z o3 a4 035 5 a7 0.8 LE] 1 0 0l 0z 0.3 4 0.5 06 07 .5 0.8 1

FIGURE 11.12 — Systeme isotherme en r = (a, Ap). Illustration numérique pour une perturbation d’un
état métastable. De la premiere figure en haut a gauche a la derniere en bas a droite on représente la masse
volumique p, I’écart des masses volumiques Ap , la fraction volumique «, la vitesse du son c¢, la pression
du mélange p et la vitesse u. Tous ces résultats sont réalisés avec un temps final 7' = 0.2s avec les deux
valeurs de ¢ : 10~* et 1075.
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FIGURE 11.13 — Systeme isotherme en r = (a, Ap). Illustration numérique pour une perturbation d’un
état métastable. De la premiere figure en haut a gauche a la derniere en bas a droite on représente la masse
volumique p, I’écart des masses volumiques Ap , la fraction volumique «, la vitesse du son c¢, la pression
du mélange p et la vitesse u. Tous ces résultats sont réalisés avec un temps final 7' = 0.4s avec les deux
valeurs de ¢ : 10~* et 1075.
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11.2.4 Méthode de relaxation instantanée

Dans ce qui suit, on s’intéresse a la relaxation instantanée vers 1’équilibre thermodynamique. Plutdt que
d’approcher le retour a 1’équilibre thermodynamique par une méthode d’Euler explicite, on considere une
projection sur les différents équilibres pour le systeme dynamique (11.12).

11.2.5 Technique de projection

Pour appliquer cette technique, on a besoin de connaitre les états d’équilibre du systeme dynamique (11.12)
et leur caractere répulsif ou attractif. On peut résumer la stabilité des états d’équilibre du systeme dynamique
(11.12) et, par suite, le comportement asymptotique d’une solution du systeme selon la nature de la donnée
initiale (Ap(0), a(0)), a p fixé, comme suit :

e Sip_ < p < p4, c’est-a-dire si la donnée initiale du systeme dynamique est dans la zone inadmis-
sible dite spinodale, alors la solution du systéme dynamique va converger en temps long vers 1’état
((Ap)* := p3 — pt,a*), ou il faut signaler que la valeur o* est déterminée en fonction de p, p et pj
grace a la relation (11.8).

e Si0 < p < pj, I’état initial est un état de vapeur pur, alors le systtme dynamique converge vers la
méme phase vapeur. De méme s’il s’agit d’une initialisation du systéme dynamique dans la phase
liquide pure avec p > p5.

e Si p est dans la région du métastable vapeur, c’est-a-dire p] < p < p_, dans ce cas, la nature
de I’état asymptotique du systeme dynamique (11.12) dépend de la perturbation faite au niveau de
I’initialisation de la densité de la phase 2 p(0).

(a) Sip < pa(0) < p_, I’état asymptotique va étre un état de vapeur pur.

(b) Sip2(0) > p_, la solution du systéme dynamique (11.12) va converger en temps long vers 1’état
((Ap)*, a*) défini précédemment.

Un cas similaire est obtenu dans le cas d’un état initial de liquide métastable.

La méthode de projection pourra s’appliquer maintenant apres avoir étudié la stabilité des différents
équilibres. Cependant, comme on montré dans la partie / de cette theése, la phase liquide (ou vapeur ) n’est
pas caractérisée par « = 1 (ou o = 0). Une phase pure est identifiée par « = 0 ou @ = 1 mais la valeur
a = 0 ou 1 ne détermine pas la nature de la phase c’est-a-dire s’il s’agit d’une phase liquide ou phase
vapeur. On peut avoir la justification théorique pour ce résultat par la proposition suivante

Proposition 77. Soit Xq = (0, p— p1)" et X1 = (1, p2 — p)" deux équilibres du systeme dynamique (11.12).
Alors, pour chacun de ces équilibres il existe une variété stable locale notée W et une variété centrale
notée W<, pour i = 0,1. Si la donnée initiale du systeme dynamique (11.12) appartient a la variété stable
wy, pour i = 0 ou i = 1 alors la solution du systeme dynamique (11.12) converge dans le futur vers
I’équilibre X,.

Démonstration. Pour montrer 1’existence d’une variété stable associée aux équilibres X, et X; on doit
connaitre leur nature. Le systeme dynamique (11.12) s’écrit comme

¢ _(Qa)_
(Ap) = (QAp) Fa, Ap). (11.85)

Calculons les valeurs propres de la Jacobienne de F aux points X et X;. Au point X, la Jacobienne de F

est donnée par
f(p) = flp1) = (p = pr)u(p) O
( (p— p1)*(u(p1) — u(p) 0) : (11.86)
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Ainsi, on trouve que les valeurs propres associées a la Jacobienne F sont Ay = f(p) — f(p1) — (p— p1)p(p)
et Ay = 0. Or, dans les phases pures, la fonction f est une fonction strictement convexe. Ceci implique que
la valeur propre \; est de signe négatif. Par suite, d’apres le théoreme de la variété stable 58, on a I’existence
d’une variété stable w3, associée a 1’équilibre X,. De plus, s’il existe ¢y € R tel que (a(to), Ap(to)) € wi,.
alors tiiinoo(a(t), Ap(t)) = Xo. On démontre de la méme maniere la nature de 1’équilibre X;. O

On peut résumer la convergence du systeme dynamique (11.12) comme suit :

1. Sip €]p_, py[alors
(Bplt).a(t) — (Ap)'.a")

2. Sip €]0, pi| alors
(Ap(t),alt)) — (p2—p,1),

t——+o0

(Ap(t),a(t)) — (p = p1,0).

t—4o00
3. Sip €]p}, p_|[ alors il faut distinguer entre deux cas

(@)
(Ap(t),a(t)) — (p2—p,1),

t——+o0

ou
(Bo() (1)) = (p = p1,0).
(b) si pa(0) > p alors
(Bp(t), a(t)) = ((Ap)",a).
4. Si p €]ps, 3] alors
(Ap(t),a(t)) — (p2—p,1),

t—-+o0

(Ap(t),a(t)) — (p—p1,0).

t—4o00
5. Sip €]py, p3| aussi il faut distinguer entre deux cas

(a) Sipy < p1(0) < palors
(Ap(t)a Cl/(t)) — (pQ - P 1)7

t——+o0

ou
(Bolt),al0) = (0= p1,0).
(b) si0 < p1(0) < p; alors
(Ap(t), a(t)) — ((Ap)*,a”).

t—4o00
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11.2.6 Résultats numériques pour la relaxation instantanée

On présente dans cette partie quelques cas tests équivalents a ceux traités avec la relaxation non-instantanée
pour le systeme en fraction (11.70). On impose € = 0 et on adapte le méme schéma HLLC pour la partie
convective. On souhaite obtenir par cette technique une solution approchée plus efficace que celle obtenue
avec la relaxation non instantanée. Cependant, comme les phases pures ne sont pas identifiées par une valeur
précise de o, comme on I’a démontré dans la proposition ci-dessus, cela complique le travail.

Ainsi, pour tous les cas tests réalisés dans cette partie, on réalise plusieurs essais numériques que 1’on
compare a la relaxation non-instantanée.

Pour tous les cas tests réalisés, on prend le domaine borné [0, 1], avec un maillage uniforme formé de
10000 cellules et on adopte les conditions de Neumann sur les bords z = 0 et z = 1. On effectue les 4
tests mentionnés précédemment. On constate que le premier test qui correspond au probleme de Riemann
avec transition de phase n’est plus réalisable avec les mémes données initiales imposées avec la relaxation
non-instantanée. De méme, pour le cas de la cavitation. Ainsi on prend les cas tests adaptés suivants.

1. Probléme de Riemann avec transition de phase. On prend un état gauche w;, dans la phase gazeuse
pure (pr, < p7) et un état droit wg dans la phase liquide pure (pgr > p3). Pour ce cas test on prend les
valeurs suivantes

pr =03, (Ap)L =0.7, ar =1, uy, =0,

11.87
pR:]_.g, (Ap)R:29, ap = 1, URZO. ( )

On a pris un temps final 7" = 0.1s. On observe sur la figure 11.14, I’apparition de la zone du mélange
au niveau de I'interface a x = 0.5, surtout au niveau de 1’allure de la pression, la vitesse du son c et
la vitesse u. On remarque que la variable Ap atteint une valeur différente a la valeur (Ap) k.

2. Cavitation avec double détente. Ce test consiste a prendre un état métastable liquide (p < p < pj)
soumis a deux ondes de détente double allant en sens opposé. Les valeurs initiales pour ce cas test
sont

pr = 1.8, (Ap), = 1.486, a, = 0.00006, uy, = —0.3,

11.88
pr = 1.8, (Ap)g = 1.486, apy = 0.00006, up = 0.3. (11.88)

On a pris un temps final 7' = 0.1s. On a observé sur la figure 11.15, ’apparition d’une bulle de vapeur
au niveau de I’interface a x = 0.5, surtout sur le profil de la pression, la fraction volumique « et la
masse volumique p. On a remarqué un comportement un peu différent pour la variable Ap et a. En
effet, la fraction volumique « atteint la valeur 1 a I’intérieur de la bulle de vapeur, ce qui n’est pas
observé avec la relaxation non instantanée.

3. Nucléation avec un double choc. Ce test consiste a prendre un état pur gazeux (p < pi) soumis a
deux ondes de choc allant en sens opposé. Les valeurs initiales pour ce cas test sont

PL = 03, (Ap)L = 07, oy = 1, up = 03,

11.89
PR = 03, (A,O)R = 07, ap = 1, Ur = —0.3. ( )

On prend un temps final 7' = 0.4s et on réalise le méme test effectué pour la relaxation non-
instantanée. Le comportement des solutions tracées est un peu similaire a celui obtenu avec la va-
riation du parametre de relaxationn €. D’apres la figure 11.16, on observe qu’au niveau de I’interface
x = 0.5, la valeur de p atteint p3, et la valeur de « atteint la valeur nulle.

4. Perturbation acoustique d’un état métastable. On prend un état métastable vapeur (p < p < p_)
soumis a une perturbation de vitesse. Les valeurs initiales pour ce cas test sont

pPrL = 05, (AP)L = 14864, oy, = 0875, Uy, = 04,

11.90
pr = 0.5, (Ap)g = 1.4864, ap = 0.875, up = 0. (11.50)
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On impose avec ce test une compression avec une vitesse 0.4. On prend trois valeurs pour le temps
final 7' = 0.1s, 7' = 0.2s et T" = 0.4s ce qui correspond respectivement aux figures 11.17, 11.18 et
11.19. On observe d’apres les trois figures 11.17, 11.18 et 11.19, I’apparition d’une goutte de liquide
au niveau de l'interface a * = 0.5 dans les profils de la pression, la vitesse du son ¢, la fraction
volumique . On remarque que la masse volumique au niveau de cette goutte de liquide atteint la
valeur de p5 ce qui correspond au résultat obtenu avec la relaxation non-instantanée. On observe un
changement sur le profil de «v qui part de O et le rejoint apres I'interface ce qui est différent du profil de
fraction volumique « obtenu avec la relaxation non instantanée. On constate finalement la variation
du profil de la solution au niveau de la goutte de liquide qui s’étend en fonction du temps (voir les
figures 11.17,11.18 et 11.19).
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FIGURE 11.14 — Systéme isotherme en r = («, Ap) avec relaxation instantanée. Illustration numérique
pour le probleme de Riemann avec changement de phases. De la premiere figure en haut a gauche a la
derniére en bas a droite on représente la masse volumique p, 1’écart des masses volumique s Ap , la fraction
volumique «a, la vitesse du son c, la pression du mélange p et la vitesse u. Tous ces résultats sont réalisés
avec un temps final 7' = 0.1s.
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FIGURE 11.15 — Systéme isotherme en r = (a, Ap) avec relaxation instantanée. Illustration numérique pour
une cavitation avec deux détentes. De la premiere figure en haut a gauche a la derniere en bas a droite on
représente la masse volumique p, 1’écart des masses volumiques Ap, la fraction volumique «, la vitesse du
son c, la pression du mélange p et la vitesse u. Tous ces résultats sont réalisés avec un temps final 7' = 0.1s.
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FIGURE 11.16 — Systéme isotherme en r = («, Ap) avec relaxation instantanée. Illustration numérique
pour une nucléation avec deux chocs. De la premiere figure en haut a gauche a la derniere en bas a droite on
représente la masse volumique p, 1’écart des masses volumiques Ap, la fraction volumique «, la vitesse du
son ¢, la pression du mélange p et la vitesse u. Tous ces résultats sont réalisés avec un temps final 7' = 0.4s.
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FIGURE 11.17 — Systéme isotherme en r = («, Ap) avec relaxation instantanée. Illustration numérique
pour une perturbation d’un état métastable. De la premiere figure en haut a gauche a la derniere en bas a
droite on représente la masse volumique p, I’écart des masses volumiques Ap, la fraction volumique «, la
vitesse du son ¢, la pression du mélange p et la vitesse u. Tous ces résultats sont réalisés avec un temps final
T =0.1.
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FIGURE 11.18 — Systéme isotherme en r = («, Ap) avec relaxation instantanée. Illustration numérique
pour une perturbation d’un état métastable. De la premiere figure en haut a gauche a la derniere en bas a
droite on représente la masse volumique p, 1’écart des masses volumiques Ap, la fraction volumique «, la
vitesse du son ¢, la pression du mélange p et la vitesse u. Tous ces résultats sont réalisés avec un temps final
T =0.2s.
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FIGURE 11.19 — Systéme isotherme en r = («, Ap) avec relaxation instantanée. Illustration numérique
pour une perturbation d’un état métastable. De la premiere figure en haut a gauche a la derniere en bas a
droite on représente la masse volumique p, I’écart des masses volumiques Ap, la fraction volumique «, la
vitesse du son ¢, la pression du mélange p et la vitesse u. Tous ces résultats sont réalisés avec un temps final
T = 0.4s avec les deux valeurs de € : 10~ et 1079,
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11.3 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté un moyen de coupler les systemes dynamiques isothermes construits dans
la partie / avec la dynamique du fluide. On a particulierement construit deux systemes hyperboliques de
relaxation avec des termes sources dérivant des deux systemes dynamiques (11.28)-(11.71) avec un temps
de relaxation € > 0 qui nous permet le retour a 1’équilibre thermodynamique. Apres avoir étudié I’hyper-
bolicité du systeme homogene isotherme en fractions (11.28), on a effectué des cas tests pour illustrer le
phénomene de la transition entre les deux phases et 1’apparition d’états métastables. On a notamment pris
les cas test proposés dans [JM16]. Ensuite, on a effectué le méme travail pour le systeéme (11.70) dans le
but d’appliquer la technique de la relaxation instantanée et faire la comparaison avec la relaxation clas-
sique. Une des difficultés rencontrées pour la relaxation instantanée correspond au cas ou la donnée initiale
est prise dans les phases pures. En effet, avec le systeme (11.70), les phases pures sont caractérisés par
a = 0 ou o = 1. Finalement, on a réussi a capter des résultats conformes a ceux obtenus avec la relaxation
non-instantanée. Par exemple, le cas de la perturbation acoustique avec la relaxation instantanée, illustre le
méme comportement pour la pression, la densité et la vitesse ou on observe nettement 1’apparition de la
goutte de liquide au sein de la vapeur. Seul le cas test correspondant a une perturbation acoustique differe
au niveau du profil de la fraction volumique.






12

Application a un systeme d’équation d’Euler
non isotherme

12.1 Introduction

Dans ce chapitre, ou souhaite adapter le travail effectué dans le chapitre précédent en considérant la variation
de la température. Le but est de coupler les systemes dynamiques construits dans le chapitre 6 de la partie
I avec la dynamique de fluide. En supposant que le fluide est compressible, on décrit sa dynamique par les
équations d’Euler qui s’écrivent

Op + O0x(pu) = 0,
Oy (pu) + 0, (pu® +p) = 0, (12.1)
O (pE) + 0.(puE + uP) = 0,

avec p la masse volumique totale du fluide, u sa vitesse, P sa pression et £ son énergie totale donnée par

1
E = §u2 + e avec e I’énergie interne. On peut consulter les ouvrages [GR96], [LeV92], [GR91] pour plus

de propriétés concernant ce systeme. Toujours dans le but de détecter les états métastables, on ferme le
systeme (12.1) avec la pression PP de mélange qui fait intervenir la pression de van de Waals. Pour cela,
il est important de rappeler quelques propriétés de cette loi quand la température n’est pas un parametre
fixé. Ces rappels sont issus des ouvrages [Cal85], [LL69] et on peut consulter la partie I pour toutes les
justifications. La loi complete de van der Waals est donnée par

s(t,e) =C, ln(g +e)+ Rln(r — b) + so, (12.2)

avec s I’entropie de van der Waals, C,, la chaleur spécifique a volume constant, 7 = 1/p le volume spéci-
fique, e I’énergie interne, R la constante universelle des gaz parfaits, a, b les constantes de van der Waals
et so une constante donnée. L’entropie s donnée par 1’expression (12.2) satisfait la relation fondamentale
suivante

Tds = de + pdr, (12.3)

ainsi que la relation de Gibbs en intensif

—u(T,e T,e e
14 )+p( )TJr

T(r,e) T(r,e)  T(r,e)

s(t,e) = (12.4)

227
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avec [ le potentiel chimique de van der Waals. Cette loi d’état n’est pas une fonction strictement concave.
En utilisant les relations (12.3)-(12.2), on peut obtenir les formes explicites de la pression p, du potentiel
chimique p et la température de van der Waals.

On rappelle quelques résultats obtenus dans la partie / qui seront utiles dans la suite de ce chapitre. Soit D,
le domaine de définition de s. On désigne par GG ’ensemble de tous les points (7, €}), (75, €5) solutions du
probléme

( * ok * %k

p<T1 ) €1> = p(Tz y 62)7

u(ri,er) = p(73, €3),

\T(r7,€1) = T(75,€3), (12.5)

*

*

* * % *
\ 71 — T2 €1 — €

pour tout (7, e) € D;. Pour des raisons de simplifications, on représente G comme suit :
G = G1 U G2 (126)
ou on prend par convention Gy : {(77,e})} et Gy : {(75,¢€3)}.

D’abord, on rappelle la définition de la fonction g établie dans le chapitre 3 et donnée par

2aC,(T —b)? «a
or) = 2T e (0, 400). (12.7)

La matrice Hessienne de I’entropie de van der Waals s n’est pas inversible sur I’ensemble :
0= {(Tv 6) € Ds; e = 9(7—)}'

On rappelle aussi que I’application g* est définie d’une maniere a associer a chaque volume spécifique
7 un point de I’ensemble des points étoilés G

g" 17— g*(7) telle que (7, ¢"(7)) € G1 UGhs. (12.8)

On désigne par Z,, Z; et Z,, respectivement les zones stable, spinodale et métastable

Zs:=A{(r.¢e) € Dg;e > g"(1)}, (12.9)
Z;i:={(1,e) € Dg;e < g(7)}, (12.10)
Zm =A{(1,e) € Ds;g9(1) <e < g"(1)}. (12.11)

Pour éclaircir les idées, on considére la lecture dans le plan (7,¢) en utilisant le graphique 12.1. Sur
le graphique 12.1, les points en vert foncé a droite représentent I’ensemble (G, alors que ceux a gauche en
rouge représentent I’ensemble (1. On illustre en noir I’allure de trois courbes isothermes dans le plan (7, €)
pour trois différentes températures : critique, sous-critique et sur-critique. La courbe de I’équation ¢ = g(7)
est représentée par la courbe en bleu. Comme I’entropie de van der Waals s est définie pour tout (7, e) tel

—a . et e —a
que e > —, on trace alors en violet pointillé I’hyperbole d’équation e = — pour tout 7 > b dans le plan

(1,e). La 7z-one spinodale Z; est située entre la courbe bleue d’équation e z g(7) et I’hyperbole en violet
pointillé. On identifie la zone métastable Z,,, par I’ensemble des points situés entre la courbe bleue et le
graphe de G représentant les états étoilés. Finalement, la zone stable 7, est située au dessus de I’ensemble
G.

Dans le chapitre 6 de la partie I, on a construit deux systemes dynamiques permettant la transition entre
les deux phases liquide et vapeur ainsi que I’apparition d’états métastables. Soit « la fraction volumique de
la phase 1, ¢ la fraction massique de la phase 1 et £ la fraction énergétique de la phase 1. Les volumes et
énergies spécifiques de chaque phase 7 sont décrits en fonction des fractions («, , £)" et le couple (T, e)" €
D, comme suit
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0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
a

FIGURE 12.1 — Représentation des zones stable, métastable et spinodale dans le plan (7,e) avec a =
0.544 Pa.m® b = 0.005m3, R = 8.314 j.mol 'k~ et C,, = 3.1.

aT
Tl(Oé,QO,f) - ?7
1—
72(a7§0>€) = <1_—a)7-7
4 (12.12)
e
61(0[,(,075) =
¥
1—
62(0579075) = <1 _fp)e'

On rappelle aussi que les volumes spécifiques 7; et énergies spécifiques e; pour ¢+ = 1, 2 satisfont la relation
suivante
T —T1 e — €1

= (12.13)

T2 —T1 62—61.

Dans ce chapitre, on s’intéresse au couplage de la dynamique du fluide avec le terme source suivant

p

Qo = a(l —a)

q Qp = (1 —¢)

1 1
\QE ~° (T(n,el) - T(T2a€2)> ’

avec les 7; et e; vérifiant les relations (12.12)-(12.13). Ce terme source est correspond a un systeme dyna-
mique étudié dans le chapitre 6 de la partie I. On rappelle ici les propriétés principales.

: (12.14)




230 CHAPITRE 12. APPLICATION A UN SYSTEME D’EQUATION D’EULER NON ISOTHERME

e Le systeme (12.14) maximise en temps ¢ I’entropie définie par

(1—-a)r (1=¢e
Y 1—%0

at e

S(oyp.&ime) = ps( ) + (1= @)sCy—

), (12.15)

e Les équilibres du systeme (12.14) sont les états de phases pures définis par p = o = & ou les états de
coexistence vérifiant le systeme (12.5).

Tout au long de ce chapitre, on s’inspire du travail [Hurl7] pour la définition du modele homogene de
relaxation pour décrire la transition de phase liquide-vapeur et on souhaite appliquer la technique de relaxa-
tion non instantanée comme on a procédé dans le chapitre précédent pour le cas isotherme. On présente
quelques résultats numériques prospectifs.

12.2 Un modele de relaxation homogene

On considere un mélange constitué de deux phases liquide-vapeur. Soit (z,t) € R x R le couple spatio-
temporel. On suppose que le fluide considéré est compressible, ayant une masse volumique p(¢, ) avec
p(t,x) = 1/7(t,x), ot 7(t,z) est le volume spécifique. On suppose que le fluide évolue avec la vitesse
u(t,z) et est caractérisé par une énergie interne e(¢, ) et la pression P(t,z). On considere que les deux
phases évoluent avec la méme vitesse u. La répartition des deux phases dans le domaine spatio-temporel est
représentée par un vecteur de fractions. La fraction volumique de la phase 1, notée o, représente le volume
occupé localement par la phase 1. En supposant qu’aucun vide ne peut se produire, le volume total est alors
conservé. Ainsi, on obtient I’expression de la fraction volumique de la phase 2 : as = 1 — 7. On définit la
fraction massique 1 qui satisfait par le principe de conservation de masse la relation : 1 + 5 = 1, avec
9 la fraction massique de la phase 2.

De la méme maniere, la conservation de 1’énergie totale implique §; + & = 1 ou &; représente la fraction
énergétique de la phase ¢ = 1, 2. Dans ce qui suit, pour des raisons de lisibilité, on désigne

a=ay, =, E:=E&. (12.16)

Les fractions (o, ¢;, &;) permettent de définir les maases volumiques partielles p; et les volumes spéci-
fiques 7; de la phase 7 de la maniére suivante

pi=—p, Ti=—T (12.17)
la masse volumique du mélange est donnée par

p=ap + (1—a)ps, (12.18)

ou d’une maniere équivalente, le volume spécifique total 7 s’établit par

T=p1+ (1 - ¢)7. (12.19)
L’énergie interne du mélange s’écrit
e = per + (1 — p)es, (12.20)
avec
e = ée, (12.21)

7

I’énergie interne de la phase .
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12.2.1 Dérivation du modele

Dans cette partie, on veut construire un systeme homogene de relaxation qui décrit le phénomene de tran-
sition sans fixer une température. On veut étendre le systeme d’Euler (12.1) en le couplant au terme source
(12.14) issu du systeme dynamique étudié au chapitre 6 de la partie 1.

D’apres la partie I de cette these, on a vu qu’un fluide supposé a I’équilibre ayant une masse M > 0, un
volume V' > 0 et une énergie £ est décrit par son entropie S qui est une fonction positivement homogene
de degré 1 (PHI) et qui vérifie la relation thermodynamique fondamentale en extensif suivante :

TdS = —pdM + PdV + dE (12.22)

avec P, u et T respectivement la pression, le potentiel chimique et la température du fluide. Apres avoir
donné la dérivation des équations d’Euler (12.1), on souhaite par le présent travail I’augmenter en ajoutant
trois équations sur les fractions massique,volumique et énergétique. Ceci va nous ramener a un systeme a
six équations et sept inconnues incluant la pression du mélange de deux phases. Ainsi, pour le fermer on va
se référer a la définition de I’entropie de mélange donnée par :

S(t,e,a,p,8) = p15(11, 1) + 25(T2, €2) (12.23)

ou s est la loi d’état de van der Waals. On se réfere a la partie / pour plus d’informations a propos de cette
loi, sachant que 1’on pourrait aussi prendre d’autres lois d’état telles que la loi virial, la loi cubique, la loi de
Peng Robinson ou la loi de Soave Redlich Kwong (voir [FM18] et [VB04, DMVO05]). Chaque phase ¢ est
décrite par la méme loi s. Dans la premiere partie de cette these, on a vu que la pression et la température
du mélange sont définies par

1 oS
Tlre.ap.6) = %(7767%%5)7 V(7,€) € Dyet (o, 9,€) € (0,1)* x R, (12.24)
P M ) ) ) as
% = S (re,ap.6), V(re) e Doet(a,p8) € (0,17 xR, (12.25)

ou Dy est le domaine de définition de la loi s. La définition de P et 7" donnée par les relations (12.24) et
(12.25) nous permet d’obtenir une nouvelle propriété sur I’entropie du mélange S qui est la suivante :

a8 08
or de
La relation de Gibbs pour I’entropie du mélange S s’exprime comme

dS(r,e,Y) = %dT + %de + g—idY, (12.27)

P 0. (12.26)

oY = (a, p, &) estle vecteur des fractions. Par suite, pour construire le modele homogéne relaxé décrivant
le changement de phase liquide-vapeur, on a besoin de connaitre d7, de et dY . D’une maniere équivalente,
il faut connaitre dM, dV, dF et dY ou M et V sont respectivement la masse totale et le volume totale du
fluide et £ est I’énergie totale extensive du fluide. Pour cela, on va s’appuyer sur les travaux [Hurl7, GR96]
et imposer quelques hypotheses.

Soit (z,t) le couple spatio-temporel dans R, x R. On suppose d’abord que la masse totale M/ du fluide
est constante le long des trajectoires. Ceci correspond a la relation suivante :

dM
— =0. 12.28
i (12.28)

De plus, on considere que la variation du volume V' du fluide est due a la divergence en espace du

champs de vitesse u. Ainsi on obtient :
dV = VV, - udt. (12.29)
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En supposant que la variation de la vitesse u suit la premiere loi de Newton et en considérant juste les forces
associées a la pression du mélange P, on obtient

d(Mu) = —V - V,(P)dt. (12.30)

Finalement, en supposant que le travail des forces fournies au systeme est nul avec absence d’énergie
échangée sous forme de chaleur, le premier principe de la thermodynamique donne

dE = —PdV (12.31)

M
Soit p = v la densité totale du fluide. En utilisant les relations (12.28)-(12.29), on trouve

d
() =—pV. . (12.32)

Maintenant, en exprimant la dérivée particulaire de la masse volumique p, on trouve I’équation de la conti-
nuité décrivant la conservation de la masse :

gt(p) + V.- (pu) = 0. (12.33)

De la méme maniere, en utilisant cette fois les relations (12.28)-(12.29)-(12.33), I’équation sur la quantité
de mouvement s’établit comme :
d
dt
Ainsi, en exprimant la dérivée particuliere de la quantité de mouvement, on trouve la deuxieme équation du
systeme d’Euler (12.1) qui représente la conservation de la quantité de mouvement :

(pu) = =V, - P — puV,.(u). (12.34)

g(pu) +V, - (pu®+ P)=0. (12.35)
t

De la méme maniere, en utilisant les relations (12.28)-(12.29)-(12.31), ainsi qu’en exprimant la dérivée
2

. . (4 N . ..
particulaire de pF, avec & = 5 + e ou e est I’énergie interne, on trouve

0
5(pE) + V..(u(pE + P)) = 0. (12.36)
t
Maintenant, on introduit le parametre de relaxation € > 0 dans le terme source (12.14) pour obtenir
( d 1 p<7—1761) p(7—27€2) 1
Fn =—a(l - - = o,
dt (04) Ea( a) T(Tl, 61) T(TQ, 62) €Q
d 1 w(te,e2) (7, er1) 1
— = Zp(1 — — == 12.37
()= el —9) T(rca)  T(rier) Qe (12.37)
d 1 1 1 1
—(&) = —e — = —Q,
\dt(g) g (T(Tl,el) T(TQ,@Q)) €Q€

On rappelle que les termes sources (), @, Q¢ représentent respectivement le déséquilibre mécanique,
massique et thermique. Ils sont construits de maniere a assurer une structure entropique au sens ou ils
obéissent a un critere de croissance de 1’entropie du mélange .S donnée par I’expression (12.15).

On veut maintenant coupler le systtme dynamique (12.37) a la dynamique du fluide. Considérons alors la
premiere équation du systeme (12.37). En utilisant la méme technique que précédemment et les relations

(12.28)-(12.29), on trouve
d o
E(pa) = p% —apV, - u, (12.38)
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qui se réécrit sous la forme

Q(pa) + V.. (pau) = p%. (12.39)
Oy €

De la méme maniere, en considérant la deuxieme équation du systeme dynamique (12.37) et les relations
(12.28)-(12.29)-(12.31), on trouve les équations de relaxation sur la fraction massique ¢ et la fraction éner-
gétique & données par

0
5, (P9) + Va(ppu) = p%- (12.40)
t g

0
5(/}5) + V. (ppu) = p%- (12.41)
t €

En combinant alors les équations (12.33)-(12.34)-(12.36)-(12.39)-(12.40)-(12.41), on obtient le systeme a
6 équations non isotherme en une dimension d’espace suivant

(at p) ( ) 07
O (par) + O (puc) = L 0Qa,
)+

Oupp) + Ou(pup) = —pQy, (12.42)
+ 0z (pué) = —pan
F(pu) + 0 (pu? +P) =0,

(
(
(
9 (p€)
(
(

O (pE) + 0.(puE + uP) = 0.

\

On peut résumer les hypotheses faites ci-dessus pour construire le modele (12.42). On suppose que la

densité p, la vitesse u et I’énergie total £ = ~u?+ e du mélange répondent aux principes de conservation de

masse, de quantité de mouvement et d’énergie. De plus, on suppose qu’il n’y a pas de transfert mécanique,
ni thermique, ni massique entre phases en absence de transition de phase. Cela signifie que les fractions
sont parfaitement convectives avec le flux.

12.2.2 Potentiels de mélanges thermodynamiques

Dans le paragraphe précédent, on a défini la pression du mélange et la température du mélange comme étant
les dérivées partielles de 1’entropie du mélange S par rapport au volume spécifique 7 et 1I’énergie interne e
respectivement. Ainsi la pression du mélange P s’exprime par

08 Os (ar Ee  \O0s (=) (1—¢)e
P=T%> = TcpaT((p,gO)—FT(l go)aT( T (12.43)
 Ta (1—a)T
=g Pt Py (12.44)

ou P, = p(m,e;), et T; = T(7;,e;) sont la pression et la température de chaque phase 7 respectivement,
définies par :

ds 0s
—(7i,6i), Bi=Ti—
Oe (73, €:) or (

On rappelle que les volumes et énergies spécifiques de chaque phase s’expriment comme des fonctions
(cr, ,&, 7, ¢€) selon (12.12). En adoptant le méme calcul, on peut obtenir la forme explicite suivante pour la
température du mélange 7' :

T, = Tiy €7). (12.45)

1 ¢ 1-¢

T‘Tl+ T,

(12.46)
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12.3 Propriétés du modele de relaxation homogene

Dans cette partie, on étudie I’hyperbolicité du modele homogene associé au systeme (12.42), donné par
O(p) + Ox(pu) =0,
O (par) + 0 (puar) =0,
) =0,
L(pe) + Oz (pucp) (12.47)
O (p€) + s (m@ =0,
(pu) + Ou
(p

7\

Oy (pu) pu? + P) =0,
O (pE) + 0.(puE + uP) = 0.

Proposition 78. L’entropie du mélange S définit par I’expression (12.23) satisfait la relation d’advection
suivante

\

oS + u0,S = 0. (12.48)
Démonstration. Soit (p, pa, pp, p, pu, pE') une solution réguliere du systeme (12.47), alors on a

T + u0, T — 7O u = 0,

oy + ud,a0 = 0,
O + udp = 0,
atf + ang = 07

Oyu + u0y,u + 70, P = 0,
ore + udye + Pro,u = 0.

Comme S est une fonction de (7, e, a, ¢, £), on obtient
oS oS oS 05 08

@S—a—ﬁﬂ'—i— e (9te+a—8toz+a @gp—l— ag

oS oS
= O, (TE —T7P— 86) —u0,S.

Or, I’entropie S satisfait la relation fondamentale (12.27), par suite
(9tS = —u@zS,

ceci assure I’advection de I’entropie du mélange .S avec la vitesse wu. [l

=7 0€

12.3.1 Hyperbolicité
Afin d’étudier I’hyperbolicité du systeme (12.47), il faut le réécrire sous la forme quasi-linéaire
Ow + A(w)d,w = 0, (12.49)

avec w le vecteur des variables primitives donné par w = (p, a, ¢, &, u, e)t, et A(w) est la matrice définie
par

U 0 0 0 p 0
0 w 0 0 0 0
0 0 w 0 0 0
o 0o 0w o0 o0
Aw=1Vop a,p 0,p 0P 8P| (12.50)
u
PP
b P
0 0 0 0 = u
p



12.3. PROPRIETES DU MODELE DE RELAXATION HOMOGENE 235

On passe maintenant a la détermination des valeurs propres du systeme homogene (12.47).
L’équation caractéristique de la matrice ci-dessus A(w), s’établit comme suit :

P
|A(w) — M| =(u — \)* ((u —A\)? - ;aep - apP)
=(u—-Nu—-X—c)u—X+c),
ou c est la vitesse du son du systeme homogene (12.47) donnée par
, P
@ =—0.P+0,P. (12.51)
p

On obtient donc trois valeurs propres distinctes pour la matrice A(w) données par
Mw)=u—c, I(w)=A(w)=M\w)=Nw)=u I(w)=u-+ec. (12.52)

Ainsi, le systeme est hyperbolique si et seulement si le terme a droite dans 1’expression (12.51) est positif.
Dans le but d’étudier la structure des ondes associées aux valeurs propres \;(w), on détermine les vecteurs
propres droits 7;(w).

Les vecteurs propres a droite r;(w), ¢ = 1,...,6 associés respectivement aux valeurs propres \;(w), i
1,...,6, données par ’expression (12.52) c’est a dire les vecteurs vérifiant A(w)r;(w) = \;(w)r;(w
peuvent étre choisis comme :

—r | 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1

mw)=| g .= 0o | rsw)=|=0P [, rw)=|=0.P |,
0 OcP OcP
1 3 3
_p —0,P 0 0
pc 9. P 1 0
1 P
0 0
0 0
7’5(11)) = —3pP rﬁ(w) = 0
0 oy
0 ?

On exprime maintenant la vitesse du son du systeme (12.47) en fonction des autres potentiels. Dans
I’expression (12.51), on retrouve la définition de la vitesse du son énoncée dans [LeV92]. Elle est définie
comme €tant la dérivée de la pression par rapport a la densité a entropie constante.

Proposition 79. La vitesse du son ¢ du systéeme (12.47), en fonction du vecteur w = (1, «, p, &, €)', vérifie
Vvérifie
2

—c 1 —
== [ (Learamon. (7))
1 _(1—a) (12.53)
+ (2o ca-ara-onaen. (5h28) )]
ou H(s)|; i = 1,2 est la matrice Hessienne de ’entropie s pour chaque phase i est définie par :
o 02s(rie)  0-0e5(Ti, e)
H(s)li = (86875(71-,61’) 02s(i, €;) ) ' (12.54)
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2cp® — p*(0?P — 9, PO, P — PO.0.P
B 0,0, P — 0,PO.P — P0,0.P
Son gradient par rapport a w est V,,c = 22 0,0, P — 0,P0.P — P0,0,P
P 8:0,.P — 9: PO, P — P90, P
9.0, P — (0.P)* — PO*P

Démonstration. Comme nous I’avons mentionné précédemment, la vitesse du son ¢ du systeme (12.47) est
définie comme ) 5 5

c

— =——P+ P—P, 12.55

27 o e (12.35)
Selon la formule (12.44), la pression du mélange P est liée a la température du mélange 7' par la relation

suivante :

=—+
T Ty T,
Ainsi, en dérivant I’expression précédente par rapport a 7 on obtient :

1 1 N OéPl (1-0{)P2
Ly () <o, (25 o0,

P OéPl (1-0[)P2

Donc,

0 O[Pl (1—(1/)P2 1
gor=r (o (5 + B2 ) - pro, (7).

De maniere similaire, on obtient :

0 9 P P 0 (1

Pour conclure, il suffit juste de calculer

0 aP1+ L 2 l g ai%—a& et Q l
or\'y "7y ) o \T) ae\'Ty T oe \T )"

Maintenant, en utilisant les expression de la pression F; et de la température 7;, pour ¢ = 1, 2, données par
la relation (12.45) on obtient :

(O P, P\  a?9%s (1—a)?d%s
7 (o + 007 ) = S e + (= g
0 Py P\  af s (1—a)(1-¢&) s
) o (o7 + 0 -a) = S tmen + Sl T
D1 _ob0s i oy Lol O )
9T g20 (2 B T1, €1 (1 _290) 91 de T2,€2),
01 &0 (1-¢)2 0%
(507 = 50+ (A g )
Par suite,
¢ [(a® s ag s ag s £20%s )
T2 T (?W(ﬁ’el) o Frae(meen) = 2 deor P 5 Z(Tl’e”P)

1—a)? o2 1— 07 1 - 0’s

—+ <( 1 _0:0) 8_7:‘;(7-2762) - P( 1Oéi<gp g) 87'86 <T2’€2) B ( 1061(80 5) 8687— (TZ’ 62>P
1—£6)20°

+(1—i) 8_5(72’62)]32)'
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Pour I’expression de V¢, on détaille simplement J,c et les autres termes sont similaires. En dérivant
par rapport a p I’expression de la vitesse du son donnée par la relation (12.51), on obtient

2c0,c =0, (;—21 (0. P — P@eP))

—2¢2  —1 (-1 1 1
= (=8P -=08,,P——P0.P).
P p2 7—2 7—2 7—2

]

Remarque 27. On a vu dans la partie précédente que le systeme est hyperbolique si et seulement si le terme
a droite dans I’expression (12.51) est positif. D’apres 1’expression équivalente trouvée dans la proposition
ci-dessus, on peut dire que si les matrices hessiennes H (s)|; i = 1, 2, données par I’expression (12.54), sont
des matrices définies négatives (cas ol I’entropie s est strictement concave au point (7;, ¢;) pour i = 1,2) et
la température T est positive, alors la valeur de c? est positive et le systeme (12.47) est hyperbolique.

12.3.2 Structure des ondes

Dans cette partie, on étudie la structure des ondes. Etudions d’abord les champs caractéristiques associés
aux ondes de vitesse A1 (w) = u — cet A\g(w) = u + c.

Proposition 80. Les champs caractéristiques associés aux ondes de vitesse \i(w) et A\g(w) sont vraiment
non linéaires, ceci signifie qu’ils vérifient ¥V ,\;(w).r;(w) # 0 avec i = 1,6 pour tout vecteur admissible
w = (p,a, p, &, e)t vérifiant ¢ positive.

Démonstration. Considérons 1’onde associée a la valeur propre A;(w) = u — ¢. On a

-r
c
0
0
VuAi(w).r(w) = (=0, —0ac —0pc —0cc 1 —0cc) - 0
1
—P
pc
0, O.cP
_ o D
c pc
Ainsi, VA1 (w).r(w) # 0 si et seulement si la relation suivante est satisfaite
p*0,¢ + Pd.c # —pc. (12.56)

Donc, en utilisant I’expression de d,c et J.c données par le lemme 79, on obtient

2

2 2 _ 1
p0,c+ Poe=—cpt+ Lorp - g popy (2 - Po,0,P
2¢ 2¢ 2¢c  2p?c

P P?
——(0.P)* + ——-0%P.
+2pzc( ) +2/)20 ¢

Par suite, V, A1 (w).r;(w) # 0 si et seulement si
2

2 2

P oep TP 1

—0;P — —0,P0.P — — — | PO, 0.P
2c 7 2c * ( 2c 2,02) *

PQ
——0%P#0

r (0.P)* +

pc

qui est vraie si ’hypothese d’hyperbolicité est vérifiée. [
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Revenons maintenant a la détermination de la nature des champs caractéristiques associés aux ondes de
vitesse u.

Proposition 81. Les champs caractéristiques associés aux ondes de vitesse Ao(w), Az(w), Ay(w), As(w)
sont linéairement dégénérés. Cela signifie qu’ils vérifient V  ,\;(w).r;(w) = 0 avec i = 2,3,4,5 pour le
vecteur de variables admissibles w donné par (p, o, 0, &, €) et vérifiant ¢ positive.

Démonstration. L”expression des valeurs propres donnée dans (12.52), permet d’avoir la relation suivante
Vudi(w).ry(w)=(0 0 0 0 1 0)-r(w), pouri={2,3,4,5}.
En utilisant 1’expression des vecteurs propres de droite, on obtient que V,\;(w).r;(w) = 0 pour i =

{2,3,4,5}. ]

Proposition 82. Les invariants de Riemann associés a [’onde de vitesse u sont
I, = u, I =P

De plus, les fractions volumiques, massiques et énergétiques sont des invariants de Riemann associés a
I’onde de vitesse u + c
[cl = Q, [c2 = @, Ic3 = 5

Démonstration. A partir de cette derniere proposition, nous savons que le champ associé a la vitesse u est
linéairement dégénéré, alors u est évidemment un invariant de Riemann pour cette onde. De plus, il est

facile de vérifier que
VeP(w).ri(w) =0, pouri={2,3,4,5}.

D’autre part, les fractions massique volumique et énergétique satisfont

Vya.ri(w) =0, Vyp.ri(w) =0, V,&ri(w) =0, pouri={1,6}.

12.4 Approximation numérique

Afin de traiter les termes sources du modele (12.42), on utilise aussi comme au chapitre précédent 1’ap-
proche de splitting. Pour cela on écrit le probleme de Cauchy associé¢ au modele en étude (12.42) sous la
forme suivante :

F =
dw + 8, F(w) = S(w), (12.57)
w(t =0,2) = wo(z), Vo € R,
avec
p pu 0
po po PQa
PP pPYU L1 pQ
w— F(w) = . S(w) = - ¥ 12.58
o€ (w) pEu (w) e | pQe ( :
pu pu’ + P 0
pE pull +uP 0

avec (Qq, @, et Q¢ sont les termes sources donnés par les relations (12.37) et ¢ est le paramétre de relaxation.

Technique de splitting. Soit w™ I’approximation volume fini a I'instant " = nAt¢,n € N. On veut
approcher la solution w™ ™! du probléme de Cauchy

F _ n tn+1 R
{athr&,; (w) = S(w),t € (", "),z € (12.59)

w(t", z) = w"(z), Ve € R.
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La technique de splitting repose sur deux étapes. On suppose qu’on connait (w}");cz a 'instant t", Vi € Z.
On veut faire évoluer la solution approchée de la date ¢" a la date t"*!. On traite d’abord la partie convective
sur I'intervalle (", ¢""17) puis on traite la relaxation sur Iintervalle (t"*1~ ¢"*1). Voir le chapitre précé-
dent pour plus de détails.

Schéma numérique pour la partie convective. On présente dans cette partie le schéma numérique utilisé
pour traiter la partie convective. On travaille avec un schéma volume fini

Az(w! —w?) + At(F - F

()

) =0, (12.60)
avec F' ’jr Pour définir F7" ‘1,00 utilise le schéma HLLC [Tor13] décrit en chapitre précédent pour tous les

cas tests réalisés dans la sulte On rappelle que le pas de temps satisfait la condition CFL

A
A_t|)\max| S 1a (1261)
Y

avec | Amax| est la vitesse d’onde maximale calculée sur chaque cellule du maillage.

Traitement de termes sources. Une fois adapté le schéma HLLC pour la partie convective, on obtient la
solution admissible w™ ™~ = (p"th= o= L= (py)™ 1) qui est maintenant la condition initiale
pour cette étape. Il suffit de résoudre le systeme

p=0,
1
o = %Q&?
= IEQ“”’ (12.62)
f - nga
pu =0,
kp'E =0

Pour cela, on utilise une méthode d’Euler explicite pour intégrer le terme source.

12.4.1 Résultats numériques

On présente dans cette partie quelques cas tests qui illustrent numériquement le comportement du modele
(12.42) pour décrire la transition de phase et les états métastables. On travaille avec la loi d’état de van der
Waals. On reprend les formes explicites de la pression, température et potentiel chimique de cette loi

a a
p(t,e) = m(e o)
a
(e+ )
T(re)=—5" (12.63)
v €+ a
r a
R ey G e n GO RS

ou a, b, R et C, sont les constantes relatives a la loi d’état de van der Waals qui prennent les valeurs suivantes
pour tous nos cas tests

a=0.544, b=0.005 R=238314, etC,=3.1. (12.64)
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On prend les cas tests avec des conditions initiales constantes de la forme

<0
Whe S = (12.65)
wg, six >0,

w(t=0,2) =wy(z) = {

avec wy, et wg sont respectivement 1’état gauche et droit du probleme de Riemann. Pour tous les cas tests
réalisés, on prend le domaine borné [0, 1], avec un maillage uniforme formé de 10000 cellules et on adapte
les conditions de Neumann sur les bords z = O et z = 1.

Les résultats numériques présentés ci-dessous sont encore prospectifs.

1. Interaction liquide-vapeur stables. On prend un état gauche w;, dans la phase vapeur stable corres-
pondant a (77, e;) € Z, et un état droit wy, différent dans 1’autre phase pure stable (75, er) € Z, avec
Z donnée par I’expression (12.9). Pour ce cas test, on prend les valeurs suivantes

PL = 20, oy = 0.789, oL = 0.789, EL = 0.789, up = O, € = 4,

12.66
pr = T3.126677343, ap = 0.52, op = 0.52, g = 0.52, up = 0, ep = —28.2778. (12.66)

On prend un temps final ¢ = 0.03s et la valeur ¢ = 10~2. Le temps final est petit car rapidement, les
masses volumiques p;, ¢ = 1, 2 perdent leur positivité. On observe d’abord d’apres la figure 12.2, que
le profil des fractions massique ¢, volumique « et énergétique £ part d’une méme valeur pour les trois
fractions égale a (.8 et finit par rejoindre une méme valeur aussi pour les trois fractions égale a 0.52
ce qui n’est pas exactement identique avec les données initiales gauche et droite des fractions comme
le cas des autres solutions. Ceci est i€ au fait qu'un état d’équilibre de phase pure est caractérisé par
I’égalité de ces trois fractions. On observe une discontinuité au niveau de I'interface pour x = 0.5
sur le profil de la densité p, I’énergie e, les fractions massique , volumique «, énergétique & et aussi
sur la température 7' et la vitesse u. La pression a tendance a avoir une méme valeur constante entre
x = 0.4 et x = 0.6. On a réalisé ce test pour d’autres valeurs de ¢ plus petites que 1072 mais on a
obtenu des résultats qui correspondent a des valeurs négatives des volumes spécifiques 7;, 7 = 1, 2, ce
que I’on ne veut pas.

2. Perturbation d’un état métastable par une double détente. Ce test consiste a prendre un état de
vapeur métastable (7,e) € Z,,, domaine métastable défini par ’expression (12.11), soumis a deux
ondes de détente allant en sens opposé.

pr, = 3.33333, ar, = 0.857, ¢, = 0.857, &, = 0.857, ur, = —0.3, e, = 0.3,
pr = 3.33333, ar = 0.857, pr = 0.857, Eg = 0.857, ugp = 0.3,eg = 0.3.

On prend un temps final ¢ = 0.1s, et une valeur pour le paramétre de relaxation ¢ = 1072, La double
détente engendre une dépression et une baisse de la température au sein de la vapeur. On observe sur
la figure 12.3 que les fractions massique ¢, volumique « et énergétique £ ont le méme comportement
et atteignent en x = 0.5 la valeur 0.8665. On note qu’abaisser la valeur du parametre ¢ induit une
perte de positivité dans les masses volumiques p;, ¢ = 1, 2.

(12.67)

3. Perturbation acoustique d’un état métastable. Ce test consiste a prendre le méme état métastable
que précédemment et a lui subir une compression de vitesse. Les valeurs initiales pour ce cas test sont

pPrL = 333333, ay = 08, L = 03, fL = 09, ur = 04, € = 03,

(12.68)
PR = 333333, aRp = 08, YR = 03, éR = 0.9, UR = 0, ER = 0.3.

On prend un temps final ¢ = 0.1s, et une valeur pour le paramétre de relaxation ¢ = 1072, La per-
turbation de vitesse laisse engendrer une compression et une augmentation de la température au sein
de la vapeur. On observe sur la figure 12.4 que les fractions massique ¢, volumique « et énergétique
¢ ont le méme comportement et atteignent en x = (0.5 la valeur 0.815. Aussi, abaisser la valeur du
parametre ¢ induit une perte de positivité dans les masses volumiques p;, ¢ = 1, 2.



12.4. APPROXIMATION NUMERIQUE 241

they | —

T i
il { 1] 1
&0 5
50 10
LU o 1 -13
30 20
20 J 25 \
10 I L L 1 L 1 L a0 I L L 1 i 1 i
(] ol oz °3 0.4 "5 na o7 o8 o9 1 n o1 o2 T3 0.4 "5 0g 0.7 0.8 (5] 1
o8 o8 T
e phi e 1 Alf  —
075 075
o7 r 1 o7 F
065 s
o6 o6
55 0.55
05 i L i I L i L i o5 L L i L L i L A
) ol 0z 03 a4 Q3 L) ar 08 na 1 o ol 0.z L) a4 Q3 (] ar 08 wa 1
o8 o4
e i — | —
0.35
D75
[ 5]
025
o7 r
oz
560 L i n L i i i i i 36 L n i L 1L i i n
a Lo} 0.2 .3 04 5 06 o7 .6 09 1 o Lo} 0.2 a3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.6 0.9 1

FIGURE 12.2 — Systéme non isotherme en r = («, ¢, §). Illustration numérique pour une interaction liquide-
vapeur stables. De la premiere figure en haut a gauche a la derniere en bas a droite on représente la masse
volumique p, I’énergie e, la fraction massique ¢ , la fraction volumique «, la fraction énergétique &, la
vitesse u, la pression du mélange P et la température du mélange 7" . Tous ces résultats sont réalisés avec
un temps final ¢ = 0.03s et pour e = 1072,
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FIGURE 12.3 — Systéme non isotherme en r = («, @, £). Illustration numérique pour une perturbation d’un
état métastable. De la premicre figure en haut a gauche a la derniere en bas a droite on représente la masse
volumique p, I’énergie e, la fraction massique ¢ , la fraction volumique «, la fraction énergétique &, la
vitesse u, la pression du mélange P et la température du mélange 7" . Tous ces résultats sont réalisés avec
un temps final ¢ = 0.1s et pour € = 1072,
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(a, p, &). Tlustration numérique pour une perturbation
acoustique d’un état métastable. Il s’agit d’'une compression de vitesse. De la premiere figure en haut a
gauche a la derniere en bas a droite on représente la masse volumique p, I’énergie e, la fraction massique
, la fraction volumique «, la fraction énergétique &, la vitesse u, la pression du mélange P et la température
du mélange T' . Tous ces résultats sont réalisés avec un temps final ¢ = 0.1s et pour ¢ = 1072,
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12.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a couplé le systeme dynamique en fractions non isotherme construits dans la partie
I avec la dynamique du fluide. D’abord, on a illustré la dérivation du modele en partant du principe de
conservation de la masse totale, en considérant que la variation du volume total est liée a la divergence
en espace du champ de vitesse et en s’appuyant sur la premiere loi de Newton. Ensuite, on a construit un
systeme hyperbolique de relaxation avec des termes sources dérivant du systeme dynamique (12.37) avec un
temps de relaxation € > 0 qui nous permet le retour a 1I’équilibre thermodynamique. Apres avoir explicité la
température du mélange 7T’ et la pression du mélange, on a étudié I’hyperbolicité du systeme homogene non
isotherme en fractions (12.42) et on a présenté la forme explicite de la vitesse du son c. Numériquement,
on a travaillé avec un HLLC de type volume fini pour la partie convective avec la technique de Splitting
en temps pour les termes sources en utilisant la méthode d’Euler explicite. On a effectué quelques cas tests
pour illustrer le phénomene de la transition et le comportement des solutions pour une perturbation d’un état
métastable. On a pris des cas tests en s’inspirant de ceux pris dans le chapitre précédent et ceux proposés
dans [JM16]. On a rencontré finalement une difficulté au niveau d’illustrer le comportement de la solution
pour divers valeurs du parametre de relaxation . Ceci est di au fait que le terme source en r = (a, ¢, §) ne
préserve pas la positivité des masses volumiques et par suite ne garantie pas la stabilité du systeme. C’est
pourquoi on est contraint d’utiliser un parametre de relaxation assez grand. Plusieurs pistes sont envisagées
pour améliorer et définir ces résultats. Dans I’immédiat, on souhaite :

* Améliorer I’approximation du terme source de relaxation dans I’approche par splitting (éventuelle-
ment en utilisant une méthode RK4 ou BDF).

* Exhiber un test illustrant la métastabilité au sens de Landau et Lifshitz, par exemple une perturbation
acoustique d’un état liquide surchauffé.



Conclusion de la partie 11

Dans cette partie, on s’est intéressé au couplage des résultats de la thermodynamique obtenus en partie I,
avec la dynamique des fluides. Dans le chapitre 9, on a traité le probleme de Riemann d’un systeme de
transition de phase isotherme appelé p-systeéme et couplé avec la correction de Maxwell. On s’est basé sur
le travail de [GS06], ou la différence dans notre cas réside dans le changement de concavité de la loi de
pression en deuxieme phase. On a étudié I’existence et ’unicité de la solution pour différentes données
initiales, apres avoir construit I’ensemble des ondes multiples et le critere de Liu [Liu76] comme critére de
sélection entropique. Ensuite, on a abordé dans le chapitre 10, la méthode d’ondes progressives pour deux
p-systemes relaxés contenant les termes sources construits en partie I. Le but était de déterminer les profils
de chocs admissibles pour les modeles a 1’équilibre associés. On a démontré, pour le p-systeme augmenté en
fonction des fractions massique et volumique «, que les points d’équilibre des phases pures caractérisées
par a =  sont des points attractifs. Ainsi, on a conclu par I’impossibilité de relier deux points d’équilibre
de phases pures par une orbite hétérocline. Dans les deux derniers chapitres 11 et 12, on a construit des
modeles homogenes (monovitesse) de relaxation en couplant les équations d’Euler avec des termes sources
provenant des systeémes dynamiques équivalents a ceux des chapitres 5 et 6. Dans le chapitre 11, on a traité
le cas isotherme. Ceci est effectué dans le but d’avoir un modele décrivant la transition de phase avec la
présence des états métastables. On a commencé par le couplage d’un systeme de relaxation en fonction des
fractions massique et volumique tout en introduisant un parametre de relaxation suffisamment petit € pour
garantir le retour a 1’équilibre thermodynamique. On a étudié I’hyperbolicité du systeme homogene associé
ainsi que sa structure propre. Pour illustrer son habilité a décrire le changement de phase liquide vapeur et
observer la caractérisation des états métastables, on a réalisé une approximation numérique en utilisant un
schéma volume fini avec un flux HLLC pour la partie convective avec une technique de splitting en temps
pour traiter les termes sources. On a réalisé les cas tests proposés dans [JM16] pour des valeurs différentes
du parametre de relaxation €. On a observé avec une perturbation de vitesse pour un état métastable va-
peur, I’apparition d’une goutte de liquide au niveau de la discontinuité. En constatant un léger changement
de profil pour certaines solutions, une fois le parametre ¢ varie, on a pensé a imposer une projection sur
I’équilibre (¢ = 0) ce qui permet d’avoir une illustration plus pertinente pour le phénomene mis en étude.
Ainsi, on est passé a étudier un modele de relaxation isotherme en fonction de la fraction volumique « et
I’écart des densités entre les deux phases Ap = ps — p;. On a présenté une étude d’hyperbolicité et de
structure d’onde similaire a celle du systeme en fractions. On a effectué les deux approches de relaxation
instantanée (¢ = 0) et classique (¢ > 0). Les résultats obtenus sont conformes dans la plupart des cas pour
les deux approches. Dans le dernier chapitre 12, on a étendu la partie du chapitre 11 concernant le modele
relaxé en fractions au cas non isotherme. Ainsi, on a dérivé le modele homogene de relaxation en fonction
des fractions massique, volumique et énergétique. Ensuite, on a exprimé la température et la pression de
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mélange ainsi que la vitesse du son et la structure propre du systeme homogene. On a réalisé des cas test
préliminaires en suivant I’approximation numérique détaillé dans le cas isotherme. On s’attend a créer des
cas tests plus pertinent pour illustrer surtout la particularité des états métastables.



Conclusion générale et perspectives

Ce mémoire traite de la modélisation d’écoulements compressibles avec transition de phase liquide-vapeur
en tenant compte des états métastables. Ce travail est constitué de deux grandes parties comportant chacune
4 chapitres différents.

La premiere partie concerne la présentation du cadre thermodynamique dans les deux représentations iso-
therme et non isotherme.

* Dans le chapitre 3, on a présenté d’abord la description thermodynamique d’un seul fluide. Puis, on
a étudié les propriétés de la loi d’état de van der Waals, qui est une loi cubique permettant a la fois
la description de la transition de phase liquide-vapeur et la détection des états métastables qui sont
le cceur de ce travail. En dessous de la température critique, la zone spinodale désigne les états non
physiquement admissibles. Dans le cas isotherme, la loi de pression p dans cette zone est une fonction
croissante du volume 7. Dans le cas non isotherme, elle est due au fait que I’entropie de van der
Waals n’est plus une fonction strictement concave. Ainsi, pour les deux configurations isotherme et
non isotherme, on a déterminé et représenté la zone des états stables, métastables et la zone spinodale
dans les plans volume spécifique-pression et volume spécifique-énergie respectivement.

* Dans le chapitre 4, on a décrit I’équilibre thermodynamique d’un systeme composé de [ sous-
systemes qui sont chacun décrits par la méme loi d’état de van der Waals. On s’est ramené ainsi a un
probleme d’optimisation sous contraintes. On a ensuite utilisé quelques résultats d’analyse convexe
qui nous a permis de caractériser I’équilibre par la construction de 1’enveloppe convexe de I’énergie
non nécessairement convexe. On a démontré en s’appuyant sur un corollaire du théoreme de Cara-
théodory que le nombre de phases possible a 1’équilibre est au plus 3 et que ce nombre se restreint a
2 pour la loi d’état de van der Waals. Ce qui signifie qu’au plus deux phases peuvent coexister.

* Dans les chapitre 5 et 6, on a étudié le probleme d’optimisation sous contraintes construit dans le
chapitre 4 dans les deux cas isotherme et non isotherme. On a montré en utilisant la technique des
multiplicateurs de Lagrange que 1’ensemble des états d’équilibres qui peuvent avoir lieu sont les états
de phases pures stables, métastables, les états de coexistences et aussi les états instables de la zone spi-
nodale. On a ensuite introduit la dépendance du temps afin d’avoir une caractérisation dynamique des
états métastables comme c’est fait dans [JM16]. Pour cela, on a construit trois systémes dynamique
isothermes dans le chapitre 5 et deux non isothermes dans le chapitre 6. Les systemes dynamiques
isothermes sont considérés respectivement en fonction de (71, 72), (o, AT := 75 — 71) et (a, ) avec
7; le volume spécifique de la phase ¢, « la fraction volumique de la phase 1 et ¢ la fraction massique
de la phase 1. Ceux du chapitre 6 sont construits en fonction de («a, ¢, &) et (p, AT, Ae := e — €1)
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avec ¢ la fraction énergétique de la phase 1 et e; I’énergie interne de la phase 7. Les états d’équilibres
thermodynamiques sont considérés comme des points d’attraction pour ces systemes dynamiques.
Les états de la zone spinodale sont systématiquement des équilibres répulsifs. On a constaté que les
états métastables possedent deux bassins d’attraction : équilibre de phase pure métastable ou état de
coexistence. Selon la valeur de la donnée initiale du probleme de Cauchy, I’équilibre asymptotique
peut étre un état de coexistence ou un état métastable. Aussi, on a observé que la valeur ¢; = 0 ou
a1 = 0 n’indique pas nécessairement 1’absence de la phase liquide. On a obtenu une description des
phases pures incluant les états métastables en utilisant le systeéme en fractions puisque ces fractions ne
sont jamais nulles ce qui n’est pas classique. Les illustrations numériques ont révélé que le systeme
en fraction permet une convergence vers les états d’équilibre plus rapide. Notamment la convergence
au sein des phases pures stables ou métastables est plus lente avec les systemes en (71, 72) et (¢, AT).
Cependant, on a rencontré une difficulté a représenter les bassins d’attractions pour tous les états
d’équilibres des systeémes dynamiques non isothermes.

Dans la deuxieme partie de ce manuscrit, on a effectué le couplage de la thermodynamique réalisée dans la
partie I avec la dynamique des fluides.

* On a commencé cette partie par 1’étude du probleme de Riemann pour le p-systeme isotherme couplé

avec la loi d’état de van der Waals et la correction de Maxwell. On a détaillé la construction de la
solution associée pour diverses données initiales en introduisant les ondes multiples.

Dans le chapitre 10, on s’est intéressé a 1’étude des ondes progressives pour un p-systeme relaxé si-
milaire a celui introduit dans le travail [JM16] dont le but est de comprendre les discontinuités de son
systeme limite. On a utilisé les termes sources en (71, 72), (@, ¢) issus des systémes dynamiques iso-
thermes construits en premiere partie. On a montré a la fin que les points d’équilibre de phases pures
pour le p-systeme relaxé en fractions massique et volumique sont attractifs. On a pu conclure qu’il
n’est pas possible de construire une onde progressive reliant deux états de phases pures différentes.

Dans le chapitre 11, nous nous sommes intéressés a la construction d’un modele homogeéne (mono-
vitesse) de relaxation décrivant la transition de phase et les états métastables. En supposant que le
fluide est compressible, on s’est servi des équations d’Euler isothermes pour les coupler avec des
termes sources construits d’une maniere similaire a ceux dans le chapitre 5. On a obtenu dans un
premier temps un modele homogene de relaxation en fonction des fractions massique et volumique
avec un temps de relaxation € > 0 qui garantit le retour a 1’équilibre thermodynamique. On a en-
suite étudié I’hyperbolicité du systeme homogene associé qui nous a mené a caractériser la nature
des ondes. On a fini I’étude pour ce systeéme en présentant une approximation numérique basée sur
un schéma HLLC pour la partie convective et une méthode d’Euler explicite pour les termes sources.
On a réalisé des cas tests similaires a ceux présentés dans le travail [JM16]. Particulierement, on a
pris des données initiales qui correspondent a un état métastable qu’on a soumis a des perturbations
de vitesse. Par exemple, on a réalisé une perturbation acoustique d’un état métastable vapeur avec
une compression de vitesse, ainsi on a obtenu la création d’une goutte de liquide au niveau de la
discontinuité. En remarquant le changement de profils pour certaines solutions avec le changement
de la valeur de relaxation €, on a pensé a utiliser I’approche de relaxation instantanée. Cependant, une
des difficultés est qu’on ne sait pas la valeur numérique de 1’équilibre de phases pures identifiée par
I’égalité des fractions. On a passé 1’étude a un autre systeme de relaxation en fonction de la fraction
volumique « et d’écart de densité entre les deux phases. On a réalisé€ des cas tests équivalents a ceux
introduits pour le systeme en fraction pour la relaxation classique intervenant la valeur du parametre
de relaxation € > 0 et celle avec ¢ = 0. On a effectué des cas tests perturbatifs pour un état métastable
vapeur et liquide. On a détecté I’apparition d’une goutte de liquide respectivement bulle de vapeur au
niveau de ’interface représentant la discontinuité. On a constaté que les résultats avec la relaxation
instantanée ont tendance a bien illustrer le phénomene en étude. Nous pouvons également considérer
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une approximation de Runge Kutta d’ordre 4 pour les termes sources des systemes relaxés construits
et comparer les résultats avec ceux obtenus dans le présent chapitre.

Le chapitre 12 est introduit dans le but d’étendre les résultats obtenus dans le chapitre 11 au cas
non -isotherme. D’une maniere équivalente, on construit un modele homogene de relaxation non
isotherme de type Euler en fonction des fractions massique, volumique et énergétique. On s’est basé
sur le terme source provenant du systeéme dynamique non isotherme construit dans le chapitre 6 de
la partie I déterminé la pression du mélange ainsi que la température du mélange en fonction des
températures et pressions de chaque phase. On a ensuite exprimé la vitesse du son qui intervient
dans la nature du systeme et et étudié sa structure propre. Numériquement, on a réalisé des cas tests
préliminaires en s’inspirant de ceux réalisés dans le cas isotherme. On n’a pas pu illustré les tests que
pour la valeur de € = 1072, On s’est rendu compte qu’une fois on diminue cette valeur, on rencontre
soit une perte d’hyperbolicité soit des valeurs négatifs pour les volumes spécifiques de chaque phase.

Les perspectives a considérer pour ce travail sont nombreuses.

Nous pourrions chercher I’entropie réduite de van der Waals tout en adimensionnant la loi complete
suivant les valeurs critiques de I’énergie interne, le volume spécifique, la température et la pression.
Ce qui pourrait nous donner une lecture plus simple dans le plan (7, ) pour les zones stable, méta-
stable et spinodale. Nous pourrions ensuite compléter le travail du chapitre 6 afin de représenter tous
les bassins d’attraction associés aux différents points d’équilibre pour les divers systemes dynamiques
non-isothermes comme on a présenté dans le cas isotherme.

On pourrait réaliser 1’étude du probleme de Riemann avec une loi d’état de van der Waals corrigée
et incluant les états métastables tout en s’inspirant du travail réalisé dans le chapitre 9 et le travail de
[CFO04].

On pourrait compléter le travail du chapitre 10 en traitant par exemple le cas d’existence d’une orbite
hétérocline partant du passé du point d’équilibre de coexistence des deux phases et rejoignant dans le
futur un état de phase pure. En effet, 1’état de coexistence (a*, ¢*) n’est pas caractérisé par a* = *,
on s’attend alors a démontrer qu’il est répulsif pour le systeme des phases ce qui permet a 1’orbite
héterocline de démarrer de ce point. Une approche numérique pourrait aussi complétée le travail.

Le dernier chapitre était vraiment prospectif, ainsi on pourrait envisager 1’étendre en trouvant des
cas tests plus pertinents qu’on puisse les comparer avec les résultats obtenus dans le cas isotherme.
Notamment, on souhaite trouver le cas test avec lequel on peut avoir la caractérisation de 1’état méta-
stable par la création d’une bulle de vapeur a I’'intérieur du liquide ou d’une goutte de liquide dans la
vapeur sous 1’effet d’une perturbation suffisante.
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Systeme dynamique en r = (a, ¢)*. Illustrations numériques correspondantes a la solution
du systeme dynamique pour une donnée initiale 7 dans la zone liquide pure. Ces figures
illustrent 1’évolution des volumes 77 , 75, a et ¢ en fonction du temps pour un temps final
trés petit tmax = 5. Les deux figures en haut correspondent a la donnée initiale 7(0) = 0.6,
71(0) = 0.41 et (0) = 7— — 0.09. Les figures du bas représentent la méme chose mais
pour une donnée 7(0) = 0.6, 71(0) = 0.55 et »(0) = 0.656. Pour ces données initiales,
I’unique équilibre est défini par I’égalité des fractions et volumes spécifiques. . . . . . . .
Systeme dynamique en r = («, ¢)’. Illustrations numériques correspondantes a la solu-
tion du systeme dynamique pour une donnée initiale 7 dans la zone métastable liquide.
Pour n’importe quelle perturbation dedans la phase liquide les solutions convergent vers
I’équilibre défini par & = ¢ qui correspond a 77 = 7 = T, ce qui est illustré dans les 4
figures en bas. Les deux premieres figures montrent que pour une perturbation plus efficace
a ’extérieur de la zone liquide, la solution converge I’équilibre (a*, ¢*) défini par le couple
(T3 To ) o e e e e e
Systéme dynamique en r = (a, ¢)". Illustrations numériques correspondantes a la solution
du systeme dynamique pour une donnée initiale 7 dans la zone spinodale. Les perturbations
de 7 = 1.5 sont initialisées par 7 (0) = 0.55 et 75(0) = 2. La figure en haut & gauche montre
I’évolution de 7 et 75 et A7 en fonction du temps pour un temps final tmaxz = 110 dont le
volume spécifique 7; tend vers la valeur de 7, et 7» tend vers 7. Ceci traduit le fait que ¢,
tend vers une valeur comprise entre O et 1 dans la figure a droite. . . . . . . ... ... ..

Représentation des zones stable, métastable et spinodale dans le plan (7,¢e) avec a =
0.544 Pa.m®,b = 0.005m?®, R = 8.314jmol *k~tetC, =3.1. . . .. ... ... ....
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Systtme dynamique en (o, ¢, £)*. Tllustrations numériques correspondantes a la solution
du systeme dynamique (6.26) pour une donnée initiale (7, e)= (0.3, —1.75) dans la zone
spinodale. Les perturbations de 7 et e sont initialisées par 75(0) = 0.5, e2(0) = 0.09 et
©(0) = 0.7. La premiere figure en haut correspond 2 la fraction massique pour un temps
final tmax = 80. Les deux figures au milieu illustrent 1’évolution de fraction volumique
a et énergétique ¢ en fonction du temps. Les deux figures en bas illustrent 1’évolution de
T, et e; © = 1,2 en fonction du temps. Pour ces données initiales, et pour ce temps final le
volume spécifique (72,e2) tend vers la valeur de (73, €3) alors que (74, e1) tend vers la valeur
de (77, e?). Ceci traduit le fait que ¢, « tendent vers une valeur différente comprise entre 0
et 1 et £ tend vers une autre valeur différente. . . . . . . ... ... ... L.,

Systeme dynamique en (o, ¢, £)*. Illustrations numériques correspondantes a la solution
du systeme dynamique (6.26) pour une donnée initiale (7, )= (0.3, 0.3) dans la zone mé-
tastable. Les perturbations de 7 et e sont initialisées par 75(0) = 0.33, e3(0) = 0.1 et
©(0) = 0.7. La premiere figure en haut correspond a la fraction massique pour un temps
final tmax = 60. Les deux figures au milieu illustrent 1’évolution de fraction volumique
a et énergétique & en fonction du temps. Les deux figures en bas illustrent I’évolution de
7, et e; 1 = 1,2 en fonction du temps. Pour ces données initiales, et pour ce temps final le
volume spécifique (72,e5) tend vers la valeur de (7, €) et (1, e;) tend vers la méme valeur
(7,e). Ceci traduit le fait que ¢, v et £ tendent vers une méme valeur comprise entre 0 et
1. Ceci signifie qu’on converge vers le méme état dans la méme phase ce qui est dii au fait
que la perturbation réalisée est dans un voisinage de (7, e) dans la méme phase. . . . . . .

Systtme dynamique en (o, ¢, £)". Tllustrations numériques correspondantes a la solution
du systeme dynamique (6.26) pour une donnée initiale (7, e)= (0.3, 0.3) dans la zone mé-
tastable. Les perturbations de 7 et e sont initialisées par 75(0) = 0.05, e2(0) = —4 et
©(0) = 0.6. La premiere figure en haut correspond a la fraction massique pour un temps
final tmax = 1000. Les deux figures au milieu illustrent I’évolution de fraction volumique
a et énergétique £ en fonction du temps. Les deux figures en bas illustrent I’évolution de
7, et e; © = 1,2 en fonction du temps. Pour ces données initiales, et pour ce temps final le
volume spécifique (72,e2) tend vers la valeur de (73, €3) alors que (74, e1) tend vers la valeur
de (77, e7). Ceci traduit le fait que p, « tendent vers une valeur différente comprise entre
0 et 1 et £ tend vers une autre valeur différente. Ce qui est di au fait que la perturbation
réalisée n’est pas dans un voisinage dans la méme phase que (7, ¢). On constate encore que
cette convergence a nécessité un temps tres grand avant de converger malgré que vu les
graphes toutes les solutions sont étendus avec une faible variation sur un grand intervalle de
temps avant de converger vers la solution qui vérifie I’égalité de températures, pressions et
potentiels chimiques. C’est alors une propriété de 1’état métastable. . . . . . . . . ... ..

Systéme dynamique en («, p, £)'. Illustrations numériques correspondantes a la solution du
systéme dynamique (6.26) pour une donnée initiale (7, e)= (0.23,8) dans la zone stable.
Les perturbations de 7 et e sont initialisées par 72(0) = 0.3, e2(0) = 0 et ¢(0) = 0.3. La
premiere figure en haut correspond a la fraction massique pour un temps final tmaz = 4.
Les deux figures au milieu illustrent I’évolution de fraction volumique « et énergétique &
en fonction du temps. Les deux figures en bas illustrent 1I’évolution de 7; et e; ¢ = 1,2 en
fonction du temps. Pour ces données initiales, et pour ce temps final le volume spécifique
(T9,€2) tend vers la valeur de (7, e) et (71, e7) tend vers la méme valeur (7, ). Ceci traduit
le fait que ¢, o et ¢ tendent vers une méme valeur comprise entre Oet 1. . . . . . . . . ..
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Systéme dynamique en (i, A7, Ae). Illustrations numériques correspondantes a la solution
du systeme dynamique (6.38) pour une donnée initiale (7, e)= (0.3, —1.75) dans la zone
spinodale. Les perturbations de 7 et e sont initialisées par 75(0) = 0.5, e2(0) = 0.09 et
©(0) = 0.7. La premiere figure en haut correspond 2 la fraction massique pour un temps
final tmax = 5. Les deux figures en bas illustrent 1I’évolution de A7 et Ae en fonction du
temps. Pour ces données initiales, et pour ce temps final le volume spécifique 7, tend vers la
valeur de 75, ey vers la valeur de €3. Alors que (71, e1) tend vers la valeur de (75, e}). Ceci
traduit le fait que ¢ tend vers une valeur comprise entre Oet 1. . . . . . . ... ... ...

Systéme dynamique en (o, A7, Ae)’. Tllustrations numériques correspondantes 2 la solu-
tion du systeme dynamique (6.38) pour une donnée initiale (7, e)= (0.3, 0.3) dans la zone
métastable. Les perturbations de 7 et e sont initialisées par 72(0) = 0.05, e2(0) = —4 et
©(0) = 0.6. La premiere figure en haut correspond a la fraction massique pour un temps
final tmax = 40. Les deux figures en bas illustrent 1’évolution de A7 et Ae en fonction du
temps. Pour ces données initiales, et pour ce temps final le volume spécifique 7 tend vers la
valeur de 75, ey vers la valeur de e5. Alors que (71, ;) tend vers la valeur de (75, e}). Ceci
traduit le fait que ¢ tend vers une valeur comprise entre Oet 1. . . . . . . ... ... ...

Systeme dynamique en (¢, A7, Ae)’. Tllustrations numériques correspondantes a la solu-
tion du syst¢eme dynamique (6.38) pour une donnée initiale (7, )= (0.3, 0.3) dans la zone
métastable. Les perturbations de 7 et e sont initialisées par 75(0) = 0.33, e3(0) = 0.1 et
©(0) = 0.7. La premiére figure en haut correspond a la fraction massique pour un temps
final tmax = 100. Les deux figures en bas illustrent I’évolution de A7 et Ae en fonction du
temps. Pour ces données initiales, et pour ce temps final le volume spécifique 7; tend vers
la valeur de 7, e; vers la valeur de e. Ceci traduit le fait que ¢ tend vers la valeur 1.

Systeme dynamique en (¢, A7, Ae)’. Tllustrations numériques correspondantes a la solu-
tion du systeme dynamique (6.38) pour une donnée initiale (7, )= (0.3,0.3) dans la zone
métastable. Les perturbations de 7 et e sont initialisées par 75(0) = 0.33, e3(0) = 0 et
©(0) = 0.3. La premiére figure en haut correspond a la fraction massique pour un temps
final tmax = 20. Les deux figures en bas illustrent I’évolution de A7 et Ae en fonction du
temps. Pour ces données initiales, et pour ce temps final le volume spécifique 7, tend vers
la valeur de 7, ey vers la valeur de e. Ceci traduit le fait que ¢ tend vers la valeur O.

Systeme dynamique en (¢, A7, Ae)’. Illustrations numériques correspondantes 2 la solution
du systeme dynamique (6.38) pour une donnée initiale (7, ¢)= (0.23, 8) dans la zone stable.
Les perturbations de 7 et e sont initialisées par 75(0) = 0.3, e2(0) = 0 et (0) = 0.7. La
premiere figure en haut correspond a la fraction massique pour un temps final tmaz = 10.
Les deux figures en bas illustrent 1’évolution de A7 et Ae en fonction du temps. Pour ces
données initiales, et pour ce temps final le volume spécifique 7, tend vers la valeur de 7, e;
vers la valeur de e. Ceci traduit le fait que ¢ tend verslavaleur 1. . . . . . .. .. .. ..

Systeme dynamique en (¢, A7, Ae)’. Illustrations numériques correspondantes 2 la solution
du systeme dynamique (6.38) pour une donnée initiale (7, ¢)= (0.23, 8) dans la zone stable.
Les perturbations de 7 et e sont initialisées par 75(0) = 0.3, e2(0) = 0 et p(0) = 0.3. La
premiere figure en haut correspond a la fraction massique pour un temps final tmax = 2.
Les deux figures en bas illustrent 1’évolution de A7 et Ae en fonction du temps. Pour ces
données initiales, et pour ce temps final le volume spécifique 7, tend vers la valeur de 7, e,
vers la valeur de e. Ceci traduit le fait que ¢ tend vers la valeur 0. . . . . ... ... ...
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Cas ou 71, < 75. La premiere représente les €tats reli€s a wy, par une onde simple négative
dans le plan (7, p) et la deuxieme celle dans le plan (7, ). Tout point de la courbe en bleu
peut étre relié a w;, = (77, uy) par une onde de choc simple négative. La courbe en vert
représente I’ensemble des €tats reliés a w;, par une onde de détente négative. . . . . . . . .

Casou 75 < 71, < 77. On représente I’ensemble des ondes simples négatives dans les plans
respectifs (7, p) et (7, u). Tout point de la courbe bleue représente un état w qui peut étre
relié a wy, par une onde de choc simple négative. . . . . . .. ... ... ... ... ..

Cas o 77 < 71, < 74. On représente I’ensemble des ondes simples négatives dans les plans
(7,p) et (7,u). Tout point de la courbe en bleu peut étre relié a w;, par une onde de choc
simple négative. La courbe en vert représente 1’ensemble des états qui peuvent étre reliés a
wy, par une onde de détente simple négative. . . . . . . .. ... Lo

Cas ou 71, < 7. Cette figure représente I’ensemble des ondes multiples négatives dans le
plan (7,u). Tout point de la courbe en bleue peut étre relié a w;, par une onde de choc
négative. Tout point de la courbe verte est reliée a w;, par une onde de détente négative.
La courbe en rouge représente I’ensemble des points w reliés a wy, par une onde multiple
composée d’une onde de détente entre wy, et wi = (75, ¢_ (75, wy)) (courbe verte) et une
onde de choc entre w3 et w (courbe rouge) . Tout point w de la courbe en violet est relié a
wy, par une onde multiple négative composée d’une onde de détente entre wy, et w3 (courbe
verte), une onde de choc entre w; et w) = (7.(75), ¥_(7.(75), w5)) (courbe rouge) et une
onde de détente entre w et w (courbe violette). . . . . . ... ... oL

Cas ou 75 < 71, < 77. Cette figure représente I’ensemble des ondes multiples négatives
dans le plan (7, u). Tout point de la courbe en bleue peut étre relié a wy, par une onde de
choc négative. La courbe en violet représente 1’ensemble des points w qui peuvent Etre
reliés a wy, par une onde multiple négative composée d’une onde de choc entre wy, et w, =

(1e(11), ¥—(7.(71,), wr)) (courbe bleue) et une onde de détente entre w,. et w (courbe violette). 168

Cas ou 77 < 71, < 4. Cette figure représente I’ensemble des ondes multiples négatives
dans le plan (7,u). Tout point de la courbe en bleue peut étre relié a w;, par une onde
de choc négative. Tout point de la courbe verte est reliée a wy, par une onde de détente
négative. La courbe en rouge représente I’ensemble des points w reliés a wy, par une onde
multiple composée d’une onde de détente entre wy, et wj = (77, ¢_ (71, wr)) (courbe verte)
et une onde de choc entre w; et w (courbe rouge). La courbe en rouge pointillé représente
I’ensemble des états w reliés a wy, par une onde multiple négative composée d’une onde
de détente entre wy, et w.(w) = (7.(T), ¢_(7.(7),wr)) (courbe verte) et une onde de choc
attachée entre w.(w) et w. Finalement, la courbe en violet représente tout état w relié a
wy, par une onde multiple négative composée d’une onde de choc négative entre wy, et
we = (1.(11.), ¥ (7e(71), wr)) (courbe bleue) et une onde de détente entre w,. et w (courbe
VIOIEL). . . . e

Solution du probléme de Riemann pour la donnée initiale (wy,, wg) avec 7, < 75 et Tp <
75. La premiere figure représente la solution dans le plan (7, u) alors que la deuxieéme dans
leplan (£,2). . . . . o o

Solution du probleme de Riemann pour la donnée initiale (wy, wg) avec 7, < 75 et 75 <
Tr < 77. La premiere figure représente la solution dans le plan (7, u) alors que la deuxieme
dansleplan (£,x). . . . . . . .

Représentation de la loi de van Der Waals réduite dans le plan (7, p) pour une température
T = 0.9 et ses valeurs caractéristiques. . . . . . . . . . . . . ...

Représentation de la loi réduite de van der Waals dans le plan (p, p) et (p, i) respectivement
pour une température 7' = 0.85. . . . . . ...
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Systéme isotherme en r = («, ). [llustration numérique pour le probleme de Riemann avec
changement de phases. De la premiere figure en haut a gauche a la derniere en bas a droite,
on représente la masse volumique p, la fraction massique ¢ , la fraction volumique «, la
vitesse du son ¢, la pression du mélange p et la vitesse u. Tous ces résultats sont réalisés
avec un temps final 7' = 0.1s et deux valeursde e = 107 *ete = 1076. . . . . .. ... ..
Systeme isotherme en r = («, ). Illustration numérique pour une cavitation avec deux
détentes. De la premiere figure en haut a gauche a la derniere en bas a droite on représente
la masse volumique p, la vitesse du son c, la fraction massique o pour ¢ = 1074, la fraction
massique ¢ pour ¢ = 1072, la fraction volumique « pour € = 1074, la fraction volumique
a pour £ = 1072, la pression du mélange p et la vitesse u. Tous ces résultats sont réalisés
avec un temps final 7' = 0.1setpoure = 1074 ete =1072. . . . . . . ... ... .....
Systéme isotherme en r = («, ¢). Illustration numérique pour une perturbation avec deux
chocs. De la premiere figure en haut & gauche a la derniere en bas a droite on représente
la masse volumique p, la vitesse du son ¢, la fraction massique ¢ , la fraction volumique
«, la pression du mélange p et la vitesse u. Tous ces résultats sont réalisés avec un temps
final 7' = 0.4s et pour ¢ = 107* et ¢ = 1075. On observe que les fractions volumiques et
massiques sont constantes (a la précision machine) et égalesa0.4. . . . . . ... ... ..
Systéme isotherme en r = (a, ). Illustration numérique pour une perturbation d’un état
métastable. De la premicre figure en haut a gauche a la derniere en bas a droite on représente
la masse volumique p, la vitesse du son c, la fraction massique ¢ pour ¢ = 1079, la fraction
massique ¢ pour £ = 107, la fraction volumique o pour ¢ = 1079, la fraction volumique
a pour € = 1074, la pression du mélange p et la vitesse u. Tous ces résultats sont réalisés
avec un temps final 7 = 0.1sete = 10741076, . . . . ... ... ... ... ... ...,
Systeéme isotherme en r = (p, o, ¢, u)*. Illustration numérique pour une perturbation d’un
état métastable. De la premiere figure en haut a gauche a la derniere en bas a droite on
représente la masse volumique p, la vitesse du son ¢, la fraction massique o pour ¢ = 1079,
la fraction massique ¢ pour ¢ = 1074, la fraction volumique « pour ¢ = 107°, la fraction
volumique o pour € = 1074, la pression du mélange p et la vitesse u. Tous ces résultats sont
réalisés avec un temps final 7 = 0.2sete = 1074,1076. . . . . ... ... ... ... ...
Systéme isotherme en r = (p, o, p, u)'. llustration numérique pour une perturbation d’un
état métastable. De la premiere figure en haut a gauche a la derniere en bas a droite on
représente la masse volumique p, la vitesse du son ¢, la fraction massique o pour e = 1075,
la fraction massique o pour ¢ = 107, la fraction volumique « pour ¢ = 1075, Ia fraction
volumique « pour ¢ = 1074, la pression du mélange p et la vitesse u. Tous ces résultats sont
réalisés avec un temps final 7 = 0.4sete =10"%,107C. . . .. ... ... .. ... ....
Systéme isotherme en r = (o, Ap). Ilustration numérique pour le probleme de Riemann
avec changement de phases. De la premiere figure en haut a gauche a la derniere en bas a
droite on représente la masse volumique p, 1’écart des masses volumiques Ap , la fraction
volumique «, la vitesse du son ¢, la pression du mélange p et la vitesse u. Tous ces résultats
sont réalisé€s avec un temps final 7" = 0.1s avec les deux valeurs de ¢ : 1074 et 1076.

Systeme isotherme en = (a, Ap). Illustration numérique pour une cavitation avec deux
détentes. De la premiere figure en haut a gauche a la derniere en bas a droite on représente la
masse volumique p, I’écart des masses volumiques Ap , la fraction volumique «, la vitesse
du son ¢, la pression du mélange p et la vitesse u. Tous ces résultats sont réalisés avec un
temps final 7' = 0.1s avec les deux valeursde ¢ : 1074 et 1076. . . . . . . . . . ... ...

11.10Systeme isotherme en 7 = («v, Ap). Illustration numérique pour une nucléation avec deux

chocs. De la premiere figure en haut a gauche a la derniere en bas a droite on représente la
masse volumique p, I’écart des masses volumiques Ap , la fraction volumique «, la vitesse
du son ¢, la pression du mélange p et la vitesse u. Tous ces résultats sont réalisés avec un
temps final 7' = 0.1s avec les deux valeursde ¢ : 107%et 1076, . . . . . ... ... ....
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11.11Systeme isotherme en r = (a, Ap). Ilustration numérique pour une perturbation d’un état
métastable. De la premiere figure en haut a gauche a la derniere en bas a droite on représente
la masse volumique p, I’écart des masses volumiques Ap , la fraction volumique «, la
vitesse du son ¢, la pression du mélange p et la vitesse u. Tous ces résultats sont réalisés
avec un temps final 7' = 0.1s avec les deux valeursde e : 107%et 107¢. . . . . . . . .. ..

11.12Systeme isotherme en r = («v, Ap). Illustration numérique pour une perturbation d’un état
métastable. De la premiere figure en haut a gauche a la derniere en bas a droite on représente
la masse volumique p, I’écart des masses volumiques Ap , la fraction volumique «, la
vitesse du son c, la pression du mélange p et la vitesse u. Tous ces résultats sont réalisés
avec un temps final 7' = 0.2s avec les deux valeursde e : 1074 et 1076, . . . . . . ... ..

11.13Systeme isotherme en r = (a, Ap). Ilustration numérique pour une perturbation d’un état
métastable. De la premiere figure en haut a gauche a la derniere en bas a droite on représente
la masse volumique p, I’écart des masses volumiques Ap , la fraction volumique «, la
vitesse du son ¢, la pression du mélange p et la vitesse u. Tous ces résultats sont réalisés
avec un temps final 7 = 0.4s avec les deux valeursde ¢ : 1074 et 1076, . . . . .. ... ..

11.14Systeme isotherme en r = («, Ap) avec relaxation instantanée. Illustration numérique pour
le probléeme de Riemann avec changement de phases. De la premiere figure en haut a gauche
a la derniere en bas a droite on représente la masse volumique p, I’écart des masses volu-
mique s Ap , la fraction volumique «, la vitesse du son ¢, la pression du mélange p et la
vitesse u. Tous ces résultats sont réalisés avec un temps final 7' =0.1s. . . . . .. .. ..

11.15Systeme isotherme en r = (a, Ap) avec relaxation instantanée. Illustration numérique pour
une cavitation avec deux détentes. De la premiere figure en haut a gauche a la dernicre
en bas a droite on représente la masse volumique p, I’écart des masses volumiques Ap, la
fraction volumique «, la vitesse du son ¢, la pression du mélange p et la vitesse u. Tous ces
résultats sont réalisés avec un temps final 7' =0.1s. . . . . . . . . ... ...

11.16Systeme isotherme en r = (o, Ap) avec relaxation instantanée. Illustration numérique pour
une nucléation avec deux chocs. De la premiere figure en haut a gauche a la derniere en bas
a droite on représente la masse volumique p, I’écart des masses volumiques Ap, la fraction
volumique «, la vitesse du son ¢, la pression du mélange p et la vitesse u. Tous ces résultats
sont réalisés avec un temps final 7' =0.4s. . . . . .. ... oL oL oL

11.17Systeme isotherme en r = («, Ap) avec relaxation instantanée. Illustration numérique pour
une perturbation d’un état métastable. De la premiere figure en haut a gauche a la derniere
en bas a droite on représente la masse volumique p, 1’écart des masses volumiques Ap, la
fraction volumique «, la vitesse du son ¢, la pression du mélange p et la vitesse u. Tous ces
résultats sont réalisés avec un temps final 7' =0.1. . . . . . ... .. ... ... ... ..

11.18Systeme isotherme en r = (o, Ap) avec relaxation instantanée. Illustration numérique pour
une perturbation d’un état métastable. De la premiere figure en haut a gauche a la derniere
en bas a droite on représente la masse volumique p, I’écart des masses volumiques Ap, la
fraction volumique «, la vitesse du son ¢, la pression du mélange p et la vitesse u. Tous ces
résultats sont réalisés avec un temps final 7' =0.2s. . . . . . ... .. ...

11.19Systeme isotherme en r = («, Ap) avec relaxation instantanée. Illustration numérique pour
une perturbation d’un état métastable. De la premiere figure en haut a gauche a la derniere
en bas a droite on représente la masse volumique p, 1’écart des masses volumiques Ap, la
fraction volumique «, la vitesse du son ¢, la pression du mélange p et la vitesse u. Tous ces

résultats sont réalisés avec un temps final 7' = 0.4s avec les deux valeurs de € : 10~% et 1075,

12.1 Représentation des zones stable, métastable et spinodale dans le plan (7,¢e) avec a =
0.544 Pa.m®,b = 0.005m?®, R = 8.314jmol *k~tetC, =3.1. . . .. ... ... ....
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12.2

12.3

12.4

Systéme non isotherme en r = (a, , £). Illustration numérique pour une interaction liquide-
vapeur stables. De la premiere figure en haut a gauche a la derniere en bas a droite on repré-
sente la masse volumique p, I’énergie e, la fraction massique ¢ , la fraction volumique «, la
fraction énergétique &, la vitesse u, la pression du mélange P et la température du mélange
T . Tous ces résultats sont réalisés avec un temps final ¢ = 0.03s et pour e = 1072,
Systéme non isotherme en r = («, ¢, £). Illustration numérique pour une perturbation d’un
état métastable. De la premiere figure en haut a gauche a la derniere en bas a droite on
représente la masse volumique p, I’énergie e, la fraction massique ¢ , la fraction volumique
«, la fraction énergétique &, la vitesse u, la pression du mélange P et la température du
mélange T . Tous ces résultats sont réalisés avec un temps final ¢t = 0.1s et pour ¢ = 1072
Systéme non isotherme en r = («, ¢, &). Illustration numérique pour une perturbation
acoustique d’un état métastable. Il s’agit d’'une compression de vitesse. De la premicre
figure en haut a gauche a la derniere en bas a droite on représente la masse volumique p,
I’énergie e, la fraction massique ¢ , la fraction volumique «, la fraction énergétique &, la
vitesse u, la pression du mélange P et la température du mélange 7' . Tous ces résultats sont
réalisés avec un temps final t = 0.1setpoure = 1072, . . .. .. ... ... ... ....
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Resumé : L’objectif de ce travail est de modéliser le changement
de phase liquide-vapeur et de comprendre I’apparition d’états méta-
stables contenus dans la loi de van der Waals. Un état métastable cor-
respond a un état gazeux (resp. liquide) qui, aprés une légeére perturba-
tion, passe a I’état liquide (resp. gazeux) brutalement. Dans la partie I,
on présente les propriétés de la loi d’état de van der waals dans ses
représentations isotherme et non-isotherme. Puis on aborde 1’étude
d’un probleme d’optimisation sous contraintes, ce qui nous permet
de caractériser les états d’équilibre thermodynamique et le nombre
de phases maximale qui peuvent coexister a 1’équilibre thermodyna-
mique. On construit trois systemes dynamiques dans le cas isotherme,
qui minimisent I’énergie libre de Helmoltz et dont les équilibres coin-
cident avec 1’équilibre thermodynamique. Ce sont les états liquide et

vapeur stables, métastables et 1’état de coexistence. Finalement on
étend cette technique au cas non isotherme pour lequel on construit
deux systemes dynamiques vérifiant ces mémes propriétés. Dans la
partie IT, on s’intéresse au couplage de la thermodynamique a la dyna-
mique du fluide. On étudie d’abord le probleme de Riemann pour le p-
systeme isotherme avec une loi d’état de van der Waals avec correction
de Maxwell. Ensuite, on étudie les ondes progressives d’un p-systéme
relaxé dans le but de comprendre les discontinuités de son systeme
a I’équilibre. Enfin, on couple les systémes dynamiques construits en
partie I a des systemes hyperboliques diphasiques isotherme et non-
isotherme. Des résultats numériques sont présents dans tout ce ma-
nuscrit pour illustrer les résultats théoriques obtenus.
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Abstract : The main objective of this work is the modelling of liquid-
vapor phase change and the understanding of the apparition of metas-
table states which appear in the van der Waals equation of state (EOS).
A metastable state corresponds to a gaseous (or liquid) state which,
after a slight perturbation, changes into the liquid (or gaseous) state
quickly. In the first part, we first study all the properties of the van
der waals EOS in its isothermal and non-isothermal representations.
Then, we study the optimization problem under constraints, which al-
lows us to characterize the thermodynamic equilibrium and the maxi-
mum number of phases that may be present at the thermodynamic
equilibrium. We construct three dynamical systems in the isothermal
case, which minimize the Helmoltz free energy and whose equilibria
coincide with the thermodynamical equilibrium . They are the stable
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and metastable liquid and vapor states and the coexistence state. Fi-
nally, this technique is extended to the non-isothermal case where we
construct two dynamical systems satisfying the same properties. In the
second part, we are interested in the coupling of thermodynamics with
the fluid dynamics. We first study the Riemann problem for the iso-
thermal p-system with a van der Waals EOS coupled to the Maxwell
correction. Then, we stuy the travelling waves of a relaxed p-system
in order to understand the discontinuities of its equilibrium system.
Finally, dynamical systems constructed in the first part are coupled to
isothermal and non-isothermal two-phase hyperbolic systems. Nume-
rical results are presented throughout this manuscript to illustrate the
theoretical results we obtained.



