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Introduction

La force de marée qui s’exerce sur une planéte ou un satellite résulte de 'at-
traction différentielle d’un ou plusieurs corps perturbateurs. La déformation de ses
enveloppes qui en résulte conduit & une certaine dissipation d’énergie mécanique.
Celle-ci peut, par exemple, avoir lieu par friction visqueuse au sein des couches
solides, mais aussi fluides (océans sur Terre, atmosphére, noyau liquide).

La dissipation de marée dans le manteau d’un corps planétaire, qui sera celle
considérée dans cette thése, peut, dans certains cas, affecter significativement le bi-
lan thermique de celui-ci. Si I'on soupgonnait depuis longtemps la prédominance de
cette source d’énergie pour certains corps du Systéme Solaire (p. ex. Kaula, 1964 ;
Peale et Cassen, 1978 ; Peale et al., 1979), aucune preuve n’avait toutefois permis de
la mettre directement en évidence avant le passage des sondes Voyager par le systéme
de Jupiter, a la fin des années 1970. Les images récupérées au cours de la mission
Voyager 1 permirent ainsi la découverte d’un volcanisme extrémement intense sur
un corps rocheux légérement plus gros que la Lune, Io, I'un des quatre satellites gali-
léens (Morabito et al., 1979 ; Strom et al., 1979). L’explication actuellement admise
pour cette étonnante activité est un emballement du chauffage de marée, qui tire
son origine dans la friction visqueuse interne résultant de la déformation périodique
du satellite sur son orbite. Plus récemment, sur Encelade, minuscule lune de glace
de la planéte Saturne, une anomalie thermique a été mise en évidence (Porco et al.,
2006 ; Spencer et al., 2006). D’intensité moindre mais remarquable en importance
par rapport a la taille du satellite — dont le rayon n’est que de 15 % de celui de la
Lune — l'activité observée au pole sud d’Encelade est vraisemblablement due aux
effets de marée de Saturne. Ce sont 1a deux exemples d’objets du Systéme Solaire
pour lesquels les phénomeénes de marée ont non seulement eu — et ont encore actuel-
lement — un impact majeur sur leur histoire thermique, mais aussi sur I’évolution de
leur orbite. Les satellites Europe, Triton, Titan, ou encore le couple Pluton-Charon
constituent d’autres exemples d’objets ayant probablement été affectés par cette
source d’énergie.
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Vingt ans aprés 'annonce de la premiére détection d'une planéte extrasolaire
(Wolszczan et Frail, 1992), pas moins de 763 de ces objets ont été découverts”. La
précision des méthodes de détection s’étant améliorée, ces derniéres années ont vu la
découverte — certes indirecte — de corps qui semblent étre les premiéres super-Terres
(p. ex. Charbonneau et al., 2009), voire méme de planétes d’une taille similaire & celle
de la Terre (Fressin et al., 2012). Etant données I'excentricité élevée — lorsqu’elle a pu
étre mesurée — de certains de ces objets et leur relative proximité a leur étoile hote
(p. ex. excentricité ~ 30 %, période orbitale ~ 3 jours; Forveille et al., 2012), il y a
tout lieu de penser que des phénomeénes de marée importants sont probablement en
jeu dans ces systémes planétaires lointains, gouvernant ainsi leur évolution thermo-
orbitale. Les marées solides semblent donc voir leur champ d’application grandir
d’année en année et il parait plus important que jamais de comprendre la nature du
couplage qu’elles induisent entre, d’une part les transferts thermiques qui gouvernent
I'intérieur des corps planétaires — que ceux-ci soient de type (super-)Terre ou bien
satellite de planéte géante (rocheux ou de glace) et, d’autre part, leur évolution
orbitale.

C’est précisément ce couplage et ses conséquences, aux diverses échelles de temps
et d’espace, qui ont constitué le fil conducteur de ce travail. En effet, la déformation
de marée, responsable d’une certaine production de chaleur (friction visqueuse), est
controlée par la rhéologie, elle-méme fortement dépendante de la température. Or,
cette dissipation d’énergie va régir 1’évolution de 1'orbite du corps; elle représente
ainsi, lorsqu’elle a lieu au sein d’un satellite, une certaine perte d’énergie orbitale. Il
existe donc un couplage naturel entre ces effets de marée et les transferts de chaleur
qui ont lieu au sein de ces corps. En outre, pour des objets tels que les planétes
telluriques de type Terre ou super-Terre, la pression en leur intérieur est telle que
la densité de leurs couches — en particulier leur manteau silicaté — va naturellement
augmenter avec la profondeur ; une certaine compressibilité doit ainsi étre considérée.
Cette these a été dédiée a la construction d’un modéle numérique permettant de
simuler de maniére cohérente la convection thermique dans un manteau planétaire
compressible, a viscosité variable et soumis a un chauffage de marée hétérogéne, ainsi
que I’évolution orbitale du corps qui en résulte.

Un tel outil était inexistant jusqu’a présent. En effet, les études sur ce couplage,
par ailleurs nombreuses, qui ont été conduites par divers auteurs depuis les années
1980 ont, par exemple, consisté en des approches couplées orbite-dynamique interne,
mais cependant paramétrées ou semi-paramétrées en ce qui concerne les transferts
de chaleur (p. ex. Ojakangas et Stevenson, 1986 ; Ross et Schubert, 1989 ; Showman

5. a la date d’écriture de cette introduction ; source : I’Encyclopédie des Planétes Extrasolaires
( — site consulté le 17 avril 2012)
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et al., 1997 ; Hussmann et Spohn, 2004). D’autres ont eu pour but d’évaluer I'impor-
tance potentielle de la dissipation de marée au sein des exoplanétes de type Terre,
sans toutefois considérer 1’évolution de leur orbite, ni prendre en compte les varia-
tions de température interne nécessairement impliquées par les transferts thermiques
(p. ex. Henning et al., 2009). Enfin, un troisiéme type d’approche qui a été mené
consiste en le calcul explicite des transferts de chaleur par convection sous 'influence
du chauffage de marée (p. ex. Tackley et al., 2001 ; Tobie et al., 2003 ; Roberts et
Nimmo, 2008 ; Béhounkova et al., 2010, 2011). La encore, ces travaux ont été réali-
sés pour une configuration orbitale fixe, qui plus est pour des corps incompressibles.
Récemment, une premiére tentative de couplage thermo-orbital avec une description
cohérente des transferts thermiques et des effets de marée a été menée par Robu-
chon et al. (2011). Cependant, seuls les transferts de chaleur par conduction sont
considérés dans cette premiére étape. Ce travail de thése s’inscrit donc dans la conti-
nuité des études précédemment mentionnées, en apportant une approche cohérente
du couplage des transferts de chaleur convectifs au sein d’'un manteau planétaire,
de la dissipation de marée et de ’évolution orbitale qui en résulte. Cette derniére
implique un changement de la sollicitation de marée, donc de la chaleur produite
et de son influence sur les transferts thermiques. En outre, ceux-ci gouvernent le
champ de température du manteau, donc la dissipation de marée. Et la boucle est
bouclée (cf. fig. 1)! Il importe ainsi de recourir & un calcul couplé de ces différents
effets, notamment via la viscosité des matériaux, dont la dépendance en température
joue un role central ; les transferts de chaleur ont lieu sur des échelles de temps trés
longues (de la centaine de millions & quelques milliards d’années) comparativement
aux périodes de marées (quelques heures a quelques jours). Les moyens informa-
tiques actuels rendent possible la résolution des équations régissant ces phénomeénes,
dont les solutions sont bien souvent trop complexes pour étre déterminées analyti-
quement. I a donc été choisi, pour ce travail, de tirer parti des moyens offerts par la
modélisation numérique pour tenter de comprendre le couplage thermo-orbital par
effets de marées.

Ce mémoire s’organise en cing chapitres. Le premier donne quelques éléments
théoriques-clés pour comprendre la méthodologie employée dans ce travail. Apreés
quelques généralités sur les objets étudiés, le principe de la force de marée, centrale
dans cette étude, est rappelé. Une description qualitative — géométrique — illustre
ensuite les divers effets de la dissipation de marée dans le systéme sur 'orbite du
satellite. Un accent est ensuite mis sur la rhéologie générale des matériaux, puisque
celle-ci controle a la fois l'efficacité des transferts thermiques internes et la réponse
viscoélastique de marée, a 'origine de la dissipation d’énergie et donc de la source
de chaleur ainsi que de I’évolution orbitale résultantes. Enfin, la théorie générale
employée pour la description des transferts de chaleur est présentée.
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chauffage de marée hétérogéne
transferts thermiques

propriétés thermo-mécaniques

dissipation de marée

énergie totale dissipée

évolution orbitale

FIGURE 1 — Principe général du couplage thermo-orbital étudié dans cette these. Les
transferts thermiques gouvernent le champ de température ; pour une configuration
orbitale et des propriétés thermo-mécaniques (viscosité, rigidité, etc.) données, le
corps perturbé est sujet a une certaine dissipation de marée. Ceci conduit, d’une
part, a un chauffage de marée hétérogene, par dissipation visqueuse, qui va influencer
les transferts de chaleur et, d’autre part, a une modification de l'orbite. Ces deux
changements impliquent alors une variation de la dissipation, et ainsi de suite. . .
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Le deuxieme chapitre présente les méthodes numériques employées pour la des-
cription — cruciale — des transferts de chaleur. Dans un premier temps, la méthodo-
logie générale est introduite, notamment a travers le choix de la géométrie (bidimen-
sionnelle) utilisée — "anneau sphérique, du maillage associé et le traitement des équa-
tions de conservation par la technique des volumes finis. Dans un deuxiéme temps,
la résolution de I’équation de bilan de quantité de mouvement régissant 1’écoule-
ment visqueux d’un manteau planétaire en convection est détaillée, tant sur le mode
de couplage vitesse-pression choisi que sur la méthode multigrille associée mise en
ceuvre. Enfin, dans un troisiéme temps, le traitement de I’équation de conserva-
tion d’énergie qui, associée au bilan de quantité de mouvement, controle 1’évolution
thermique du manteau, est exposé avec, en particulier, un accent sur la méthode
employée pour obtenir une estimation précise de 1’advection.

Le troisiéme chapitre est consacré a I'introduction générale de 'outil développé
au cours de cette thése, le code CHEOPS-2D Y, ainsi qu’a la validation du traite-
ment des transferts thermiques. Aprés quelques mots sur la philosophie générale et la
structure du code, un certain nombres de tests caractéristiques de précision et de per-
formance sont présentés pour les différents éléments-clés de CHEOPS-2D (précision
du calcul de I’écoulement, minimisation de la diffusion numérique dans le traite-
ment de advection, etc.). Ce chapitre s’achéve par la validation finale (benchmark)
du code de convection dans les diverses géométries et approximations thermodyna-
miques auxquelles il permet d’accéder.

Le quatriéme chapitre est consacré a ’approche mise en ceuvre pour le couplage
des transferts de chaleur avec la dissipation de marée. Il se découpe en deux sections
générales. La premiére expose la méthode employée pour le traitement de la défor-
mation de marée et I’évaluation de la dissipation d’énergie associée. Elle aboutit a
I’obtention, pour le calcul du chauffage de marée, d’une solution semi-analytique
dérivée au cours de ce travail. La seconde section de ce chapitre est constituée du
corps (en langue anglaise) d’un article en préparation qui présente une application
préliminaire de l'outil CHEOPS-2D, orientée sur l'influence de la compressibilité
dans le traitement du probléme de convection couplée avec la dissipation de marée.

Enfin, le dernier chapitre présente une premiére approche de couplage thermo-
orbital pour un systéme planéte-satellite générique, avec calcul des transferts de
chaleur dans le satellite. La théorie classique d’évolution orbitale du satellite est
d’abord rappelée, notamment le formalisme de Kaula (1964), employé pour l'effet de
la dissipation dans la planéte centrale. Puis le traitement de l'effet de la dissipation
dans le satellite est détaillé, a travers une technique qui tire parti du calcul du

6. Coupling Heat transfer and Evolution of the Orbit of Planets and of their Satellites in
2-Dimensional geometry
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chauffage de marée permis par la méthode exposée au quatriéme chapitre. Pour
terminer, un premier exemple d’évolution couplée thermo-orbitale est présenté, a
travers le cas d'un systéme de type Terre-Lune simplifié.

En conclusion, une discussion présente un bilan sur 'approche menée pendant
cette thése et sur les perspectives d’applications futures de 'outil CHEOPS-2D.



Chapitre

Evolution des corps planétaires : éléments
théoriques

Dans ce chapitre, nous nous attacherons a décrire quelques phénomeénes respon-
sables de I’évolution des planétes et satellites de type tellurique. Nous commencerons
par de courtes généralités sur les objets qui nous intéressent, suivies d’une introduc-
tion sur la nature des phénoménes de marée et leurs effets sur 'orbite d’un satellite.
Un soin particulier sera ensuite apporté a une description rigoureuse des théories uti-
lisées dans cette thése pour la caractérisation de la rhéologie générale des manteaux
planétaires et I’étude des transferts de chaleur qui y régnent.

1.1 Objets et effets de marée

1.1.1 Objets étudiés

Nous nous intéressons ici au couplage entre les transferts thermiques et les effets
de marée dans les corps planétaires. Il peut aussi bien s’agir de planétes extrasolaires
telluriques, en orbite excentrique proche de leur étoile et subissant, de ce fait, d’im-
portants effets de marée, que de satellites de planétes géantes (rocheux, comme o,
satellite de Jupiter, ou bien glacés, comme Encelade, satellite de Saturne) ou encore
de satellites de taille plus importante relativement & leur planéte hote (systémes
Terre-Lune ou Pluton-Charon).

Variété des objets D’une maniére générale, on considérera un corps secondaire —
de rayon R;; et de masse M;; — en orbite autour d’'un corps primaire — Ry, M. Les
développements réalisés dans le cadre de cette thése sont théoriquement applicables
pour décrire I’évolution thermo-orbitale de systémes multiples, objectif initial de ce
travail. Cependant, par souci de simplicité dans cette premiére approche, cette étude
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a été focalisée sur les dynamiques interne (transferts de chaleur et déformation de
marée) et orbitale du corps secondaire. Le tableau 1.1 caractérise divers exemples
pour lesquels le modeéle développé durant cette thése peut s’appliquer.

TABLE 1.1 — Ezemples de systéemes pour lesquels ['outil générique développé dans
cette thése a €té concu. Les parametres présentés correspondent aux valeurs ac-
tuelles : période orbitale T,, excentricité e, rapport de masse et de volume et para-
métre de marée o [éq. (1.1)]. Ce dernier caractérise lattraction du corps primaire.

l Corps central [ Systéme [ To (§) [ e (%) [ Myr/Mp (%) [ (Rrr/R1)3 (%) [ a (x1073) ‘
ctoile GI1 581 (e) 31]32+9 ][ (1,94+0,1)-1073 ? ?
Soleil-Mercure 88,0 | 20,6 1,7-107° 4,3-10-6 4,5-1074
| Jupiter-Io 1,8 0,4 4,7-1073 1,8-1073 1,7
geante gazeuse Saturne-Encelade 1,4 0,5 1,9-107° 8,1-10-6 6,2
ilicaté ou glace Terre-Lune 27,3 5,5 1,2 2,0 7,5-1073
Pluton-Charon 6,4 0,0 13 12 0,21

Quelques remarques s’imposent quant aux données figurant dans ce tableau. Tout
d’abord, il est important de noter que seule la quantité « est révélatrice pour les
marées (pour une orbite fixée, c.-a-d. des valeurs de T}, et e données) : elle caractérise
I’attraction du corps primaire sur le corps secondaire. C’est le paramétre de marée,

M; (Ri\?
= — | — 1.1
o M() (L.1)

avec a le demi-grand axe de 'orbite du corps secondaire.

défini par :

Ainsi, il n’est pas étonnant de constater que Io et Encelade se démarquent des
autres corps par leur configuration de marée exceptionnellement favorable (valeur
élevée de «r). De surcroit, ces deux satellites subissent des résonances orbitales qui
entretiennent 'excentricité de leur orbite (ou tout du moins limitent sa réduction) :
ces résonances ont lieu avec Europe et Ganymeéde dans le cas de Io (résonance de
LAPLACE) et avec Dione dans le cas d’Encelade. Io est particuliérement chaud et
présente un volcanisme abondant et intense, qui fut prédit par Peale et al. (1979) et
découvert quelques mois plus tard (Morabito et al., 1979). Celui-ci est di a l'intense
friction de marée qui régne au sein du satellite, elle-méme favorisée par la tempéra-
ture élevée qui regne dans le manteau. Il semble que, a 'heure actuelle, la puissance
de marée produite dans Io, estimée a une valeur de 'ordre de 100 TW (Lainey et al.,
2009), soit comparable a celle mesurée (infrarouge thermique) en surface (p. ex. Vee-
der et al., 2011), indiquant ainsi une situation proche de I’équilibre thermique sur
ce satellite.
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Encelade, corps beaucoup plus froid et petit, est par conséquent moins dissipatif.
Cependant, des jets de vapeur et de particules de glace ont été détectés il y a quelques
années au niveau du pole sud du satellite (Porco et al., 2006) : ils sont associés & une
anomalie thermique (Spencer et al., 2006) et semblent dus au moins en partie aux
effets de marée de Saturne amplifiés par la présence d’une couche liquide découplant
le manteau de glace du noyau (p. ex. Roberts et Nimmo, 2008 ; Tobie et al., 2008).

Ensuite, il faut noter les cas particuliers des systémes Terre-Lune et Pluton-
Charon. Actuellement peu dissipatifs (du moins en ce qui concerne la Lune pour la
Terre), ces systémes ont la particularité de posséder une fraction non négligeable
de leur masse dans le corps secondaire. C’est ainsi que Pluton et Charon forment
un systéme double ! (si 'on néglige Nix, Hydra et P4, les trois autres lunes connues
de Pluton, qui représentent moins de 1 %o de la masse totale du systéme). Dans le
cas du systeme Terre-Lune, ’essentiel de la dissipation de marée a lieu actuellement
dans les océans (friction le long des cotes et sur les fonds) et la Lune, en résonance
spin-orbite 1 : 1, s’éloigne progressivement de la Terre au rythme de 3,8 cm par an
(Dickey et al., 1994). Notons que la dissipation par friction aux interfaces, dont celle
des océans est un exemple, est due a des contrastes rhéologiques élevés; elle reste
relativement mal connue actuellement, notamment a la limite manteau-noyau. Elle
ne sera pas considérée dans cette thése.

Dans le cas du systéeme Pluton-Charon, les effets de marée conjoints des deux
corps ont conduit & une configuration actuelle dite double synchrone (résonance
spin-orbite 1 : 1 du corps secondaire, de période égale a celle de la rotation propre
du corps primaire).

Un cas intéressant est également le systéme de Gliese 581, une naine rouge située
a 20 années-lumiére de la Terre. Il s’agit d’un systéme de quatre planétes (Forveille
et al., 2012) dont 'une, Gliese 581 e, semble particuliérement favorable a des effets
de marée importants. Bien que son rayon soit inconnu a I’heure actuelle (détection
par la méthode des vitesses radiales), sa masse” est estimée a 1,94 fois celle de la
Terre, ce qui en fait trés certainement une planéte tellurique. Ce corps est situé trés
prés de son étoile (cf. T,, tab. 1.1) et sur une orbite trés excentrique; les effets de
marée sont peut-étre comparables a ceux de Io sur ce corps exotique.

Enfin, mentionnons le cas intéressant de Mercure pour laquelle la dissipation de
marée a pu jouer un role significatif par le passé. Cette planéte est, en effet, bloquée
actuellement en résonance spin-orbite 3 : 2 sur une orbite trés excentrique.

1. Le centre de masse du systéme se situe en dehors des corps, si bien qu’aucun des deux n’orbite
vraiment autour de l'autre. . .
2. a un facteur « sin I » prés, avec I l'inclinaison de son orbite autour de I’étoile hote. ..
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Structures internes La réponse du corps a une sollicitation de marée va non
seulement dépendre de son état thermique, mais aussi de sa structure interne. Que
ce soit la Terre, la Lune ou des satellites comme Ganymeéde, Europe ou Encelade,
I'intérieur de ces objets inclut une partie rocheuse, éventuellement différenciée en
un manteau silicaté et un noyau métallique. Dans le cas des satellites de glace, la
partie silicatée peut contenir une certaine proportion de glace ou est directement
recouverte d’'un manteau glacé plus ou moins important, dont une partie peut étre
liquide.

L’approche menée dans cette thése porte précisément sur la partie silicatée. Les
couches situées au-dessus ou en dessous de celle-ci ont la possibilité d’étre considé-
rées, par exemple a travers des conditions aux limites appropriées, mais ne font pas
I'objet d'un couplage convection thermique - dissipation de marée. Dans ce travail,
seul un modele générique simple & deux couches est utilisé pour I'intérieur rocheux,
qui s’identifie en fait au corps complet : celui-ci est constitué d’'un manteau homo-
géne de silicates (type olivine), dont la base est un noyau métallique entiérement
liquide. Le rapport f du rayon du noyau a celui du manteau est variable. Les va-
leurs f = 0,5 et f = 0,2 sont choisies, respectivement pour une planéte de type
Terre (chap. 4) et un satellite de type Lune (chap. 5). Les couches situées au-dessus
des silicates, nécessairement présentes pour les corps de type satellites de glace ou
bien la Terre (océans), ne sont donc pas considérées dans ce travail. Dans le cas du
systéme générique de type Terre-Lune simplifié modélisé au chapitre 5, la présence
d’océans sera cependant approchée par le biais d’un facteur de dissipation élevé pour
la pseudo-Terre.

La figure 1.1 représente des exemples typiques de structures internes du corps
secondaire pour lesquels I'outil générique développé dans cette thése peut étre ap-
pliqué, ainsi que les deux modéles de référence employés pour ce travail. Les niveaux
de gris indiquent la nature générale des couches.

Les phénomeénes de marée qui sont en jeu pour ces différents corps peuvent, dans
certains cas, affecter significativement le bilan de chaleur de ceux-ci et plus générale-
ment leur bilan énergétique — thermique comme orbital. Ce point constitue I'aspect
central de cette thése. Il importe donc de comprendre la nature des interactions de
marée entre un corps primaire et un corps secondaire, et I'influence qui en résulte
sur la dynamique orbitale du systéme. C’est 'objet des paragraphes qui suivent.
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Structures générales Modéles employés

type Terre type Mercure type Terre

type Lune type satellite de glace type Lune

[ ] Liquide (eau ou fer)
[l Solide (cristallisation du liquide)

B Solide (manteau silicaté)

FIGURE 1.1 — Structures internes typiques du corps secondaire. Quatre familles
sont représentées de maniere générique, avec les différentes phases constituant les
couches. Le liquide, en gris clair, correspond a de Ueau (satellite de glace) ou a du fer
(partie profonde des modeéles); le solide en noir indique du fer ou de la glace. Pour
cette derniére, on distinguera la glace de type I (basse pression, c.-a-d. en surface) de
la glace haute pression (p. ex. type VI), vraisemblablement absente dans le cas d’Eu-
rope (contact eau-silicates). Le solide représenté en gris correspond a des silicates,
ou bien a un possible mélange glace-silicates (exemple probable de Callisto). Les par-
ties bichromes indiquent la présence éventuelle d’un noyau métallique au moins en
partie liquide (pour les satellites de glace, il s’agit de ezemple de Ganymeéde). Ces
structures génériques sont représentées de maniére relative (« tailles » identiques des
objets) et les épaisseurs des couches ne sont qu’indicatives ; toute crodte est négligée.
Les deuz modeles de référence employés dans ce travail (a droite) sont de type Terre
ou de type Lune. Seule la partie silicatée est traitée de maniére détaillée (couplage
convection thermique - dissipation de marée).
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1.1.2 Apercgu historique des marées

Cette bréve introduction sur les marées ne correspond qu’a une pale synthése
réalisée via une partie de 'ouvrage de Deparis et Legros (201x), en cours d’écriture.
Que les auteurs de ce livre soient remerciés de m’avoir spontanément confié — et en
avance ! —le fruit de leur recherche et permis de I'utiliser dans ce modeste paragraphe.
Le lecteur restant sur sa faim et désireux d’en savoir plus est invité a consulter le
futur ouvrage en question.

Les toutes premiéres observations connues du phénomeéne des marées océaniques
remontent a I’Antiquité ; mais ’on imagine sans peine que I’Homme a pu étre intrigué
par ce fait dés les premiers temps de son mode de vie sédentaire (Mésolithique).
Les récits des voyageurs sortis de la Mer Méditerranée — celle-ci ne présente, en
effet, qu’une tres faible amplitude de marée — ont permis aux savants grecs de se
pencher sur le probléme. PYTHEAS (IVe siécle av. J.-C.) est ainsi I'un des premiers a
considérer le phénomeéne de maniére scientifique : il constate une corrélation entre les
marées et les mouvements de la Lune. ERATOSTHENE (IIIe-I1° siécle av. J.-C.), connu
pour sa remarquable estimation du rayon de la Terre, relie de méme les courants
dans le détroit de Sicile aux flux et reflux de la mer corrélés a la position de la
Lune dans le ciel. POSEIDONIOS (II¢-I*" siécle av. J.-C.) poursuit les analyses de ses
prédécesseurs. Il remarque notamment des variations de 'amplitude du phénomeéne
avec les phases de la Lune (marées de vives-eaux et marées de mortes-eaux) et des
variations annuelles (marées d’équinoxes, plus fortes). Enfin, soulignons que PLINE
L’ANCIEN (I siécle) note le retard entre le passage de la Lune au méridien local et
la pleine mer. Si le lien avec la Lune semble plus ou moins ancré dans les esprits des
savants a la fin de I’Antiquité, le phénoméne exact responsable de I'action de notre
satellite sur les eaux reste mystérieux (lumiére? « affinité humide » 7 etc.).

Au Moyen Age apparait pour la premiére fois I'idée que la Lune puisse atti-
rer I'eau de la Terre telle un aimant dans les écrits de GUILLAUME D’AUVERGNE
(XIIe-XIII¢ siécle) ; une idée qui sera largement reprise par la suite. Les savants hé-
sitent globalement entre deux tendances pour I'explication du flux et du reflux de
la mer : soit les marées correspondent & un apport d’eaux (regurgitation par des
gouffres, condensation de vapeur en régions polaires, ...) qui vont ensuite se retirer,
soit elles sont le simple résultat du gonflement des eaux, par le biais de 'action de
la Lune et/ou du Soleil. Par la suite, au XVI® siécle, le développement de la théorie
des marées devra beaucoup aux médecins et aux astrologues. Ainsi, FREDERIC DE
GRISOGONE (médecin) émet l'idée de décomposer la marée en deux effets : ceux du
Soleil et de la Lune. La mer est ainsi déformée en deux ellipsoides de révolution,
d’amplitudes différentes, qui se combinent de diverses maniéres selon les positions
respectives des deux astres (p. ex. addition des phénoménes dans les syzygies). Si
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KEPLER (XVIe-XVII® siécle) est convaincu que c’est Pattraction réciproque® entre
la Terre et la Lune qui est responsable du phénoméne, GALILEE — considéré bien
souvent comme le pére de la Physique, a la méme époque, est, lui, partisan d’un effet
des mouvements de la Terre : selon sa théorie, c’est la combinaison de la rotation
de la Terre sur elle-méme et de sa révolution autour du Soleil qui est responsable de
l'oscillation des mers. La cause premiére est donc indépendante de la Lune dans ce
cas. GALILEE compare ainsi la Terre & un vase contenant de ’eau : en subissant des
accélérations et décélérations, celui-ci voit affluer ou refluer (par inertie) le liquide
contenu. Cette idée d’oscillations, bien qu’incorrecte pour l'explication du phéno-
meéne de marée, est cependant intéressante : elle préfigure, en quelque sorte, les phé-
nomeénes de résonances dans les mers et océans, dont on sait aujourd’hui qu’ils sont
responsables de la grande variabilité du marnage® a la surface de la Terre. Citons
enfin les travaux paralléles de DESCARTES, qui font appel & quelque obscure notion
de tourbillon, chére au savant. Ainsi, un tourbillon de « matiére subtile » est produit
par la rotation de la Terre et entraine la Lune autour de celle-ci. DESCARTES affirme
que notre satellite ne se déplace pas aussi vite que le tourbillon. En conséquence,
I’écoulement symétrique de ce dernier est perturbé et une pression différentielle de
la matiére subtile a la surface des mers en résulte; d’otl le phénomeéne de marée.

C’est finalement le grand NEWTON qui trouve la solution au probléme. Il montre,
dans son ouvrage Principes Mathématiques de la Philosophie Naturelle (Newton,
1687), que la force de marée provient de la variation, a la surface de la Terre, de
I'intensité de 'attraction gravitationnelle de la Lune et du Soleil. Cette idée géniale
est venue & NEWTON en premier lieu pour expliquer le mouvement rétrograde (pré-
cession) des noeuds (cf. 1.1.4) de l'orbite lunaire, de période 18,6 ans (fig. 1.2). La
force d’attraction du Soleil n’étant pas la méme au centre de l'orbite (Terre) et sur
la Lune, il en résulte une perturbation de la trajectoire de notre satellite. Cette
différence d’attraction est précisément la force de marée (cf. 1.1.3).

C’est ensuite en transposant son raisonnement & ’échelle de la Terre, et non plus
de l'orbite lunaire, que NEWTON comprend qu’une perturbation de méme nature
intervient a la surface de notre planéte, mettant ainsi les masses d’eau en mouvement.
Cette étape décisive dans la compréhension du phénomeéne confére donc au savant
britannique le titre de pere de la théorie de la marée.

Notons, pour terminer, que la théorie de NEWTON n’est cependant que statique
et ne permet pas de calculer les effets du phénomeéne. Il faudra pour cela attendre
les travaux de LAPLACE (XVIII®-XIX® siécles), qui introduit le concept de potentiel
de marée (voir plus bas) et développe en grande partie la théorie dynamique des

3. qu’il considére comme celle d’un aimant
4. Quelques centimétres en Méditerrannée. .. jusqu’a 15 m dans la baie du Mont St-Michel !
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FIGURE 1.2 — La force de marée selon NEWTON. Cette figure est extraite des Prin-
cipia (Newton, 1687, fig. 121). S représente le Soleil, dont ’attraction est différente
entre les points T (Terre) et P (Lune). NEWTON montre que c’est précisément cette
différence qui explique la perturbation de l’orbite de la Lune, notamment la préces-
ston des neeuds de celle-ci. Dans son raisonnement, il a ensuite considére le cercle
ACBD comme la Terre elle-méme; la force de marée agit donc sur la planete de
la méme maniére qu’elle procede sur l'orbite (cor. XIX de la prop. LXVI, livre I &
prop. XXIV, livre III) : les eaux sont ainsi perturbées et mises en mouvement. Voir
Deparis et Legros (201x) pour une analyse détaillée du raisonnement de NEWTON.
Noter que la figure est représentée dans le référentiel géocentrique. . .
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marées. On lui doit la dérivation des équations générales du mouvement de l'océan
ainsi que la découverte des harmoniques sphériques, essentielles & sa théorie. La
compréhension actuelle des phénomeénes de marée — océaniques ou non — repose en
trés grande partie sur les travaux du savant francais.

1.1.3 Principe de la force de marée

Avant de comprendre quels sont les effets de marée sur la dynamique orbitale et
axiale des planétes et de leurs satellites, il importe de procéder a quelques rappels.
Le lecteur curieux est invité a consulter, entre autres, les ouvrages de Coulomb et
Jobert (1972, chap. 16, 18 et 25) et de Murray et Dermott (1999, chap. 2 et 4 a 6).

Définition

NEWTON a montré que la force de gravitation varie en raison du produit des
masses en jeu et en raison inverse du carré de la distance entre celles-ci. Or, pour un
corps d’extension finie (c.-4-d. non ponctuel), la distance des points qui le composent
au corps perturbateur est par définition variable. L’attraction gravitationnelle qui
agit sur les particules constituant le corps perturbé varie donc au sein de celui-ci.
C’est 'existence méme de cette variation qui est responsable des forces de marée.

Ainsi, on définira l'accélération de marée a,,, comme étant la différence entre le

mar

champ de gravitation local, a,.. et le champ de gravitation moyen < a,,., > (c.-

grav
a-d. en O, centre de masse; fig. 1.3). Ce dernier est égal a I'accélération orbitale
(centrifuge) du corps perturbé, a,,, sur son orbite autour du centre de masse du

systéme formé par les deux corps (on néglige ici toute rotation propre) :

amar = a’grav_ < a’gtav >7

- agrav - a’orb' (13>

La force de marée elle-méme correspond a la définition ci-dessus (produit par la
masse du corps perturbé), avec toutefois une somme, et non une différence, pour la
force centrifuge orbitale (force inertielle d’entrainement). Cette force est conservative
et, de ce fait, dérive d'une énergie potentielle. Le quotient de cette quantité par la
masse du corps perturbé correspond au potentiel de marée. En réponse a celui-ci, le
corps planétaire, de nature sphérique au repos, va s’ajuster en une forme ellipsoidale
a trois axes, avec une symétrie quasi-parfaite par rapport a l'axe Oo (reliant les
centres de masse des deux corps du systéme, cf. fig. 1.3) d’une part, et par rapport
au plan perpendiculaire & cette direction et passant par O, d’autre part. Notons que
cette symétrie est d’autant plus respectée que le rayon du corps perturbé est petit
devant la distance orbitale Qo.



16 CHAPITRE 1. EVOLUTION DES CORPS PLANETAIRES :...

FIGURE 1.3 — Principe de la force de marée. La force de marée subie par un corps

planétaire (de centre de masse O) de la part d’un corps extérieur (perturbateur,
de centre de masse o) est la résultante de deux composantes : la force d’attraction
gravitationnelle du corps perturbateur, variable en chaque point du corps perturbé
(vecteurs rouges) et la force centrifuge (vecteur vert, constant) due au mouvement
de ce dernier autour du barycentre du systéme (rotation propre négligée). Noter l'in-
clinaison de l'orbite du corps perturbateur par rapport a ’équateur du corps central.
Ce dernier, de nature sphérique a l’état non perturbé (trait plein), posséde une forme
ellispsoidale triaziale (tiretés) en raison des forces de marée.
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Il s’agit 1a bien évidemment de la réponse instantanée d’une planéte a la force de
marée. Fn effet, non seulement celle-ci est en rotation autour de son axe des pdles
mais, en outre, dans le cas d’un systéme planéte-satellite, la période de cette rotation
est, en général, différente de celle de la révolution du satellite autour de la planéte. Il
en résulte que le bourrelet de marée se déplacera pour faire face au satellite ; il s’agit
de la marée dynamique. En réalité, la formation du bourrelet au passage du satellite &
une position donnée n’est pas instantanée. Une certaine anélasticité de la planéte est
responsable d’un délai temporel (et donc angulaire) entre la sollicitation de marée et
la formation du bourrelet « & I’équilibre » correspondant. Ce phénoméne correspond
a une dissipation d’énergie a l'intérieur du corps (cf. 1.2) : c’est la dissipation de
marée, responsable notamment d’une certaine production de chaleur.

Potentiel de marée

Nous avons vu précédemment que la force de marée est un phénomeéne différentiel,
di a la variation du champ de gravitation d’un corps perturbateur au sein d’un
corps perturbé. En un point M donné du corps perturbé (figure 1.4), le champ de
gravitation exercé par le corps externe s’écrit ainsi :

a,. =—-VU*, (1.4)
avec U* le potentiel de gravitation du corps extérieur au point M :
gm*

oM’
G étant la constante de gravitation universelle et oM la distance du point M au

U = (1.5)

centre de masse o du corps perturbateur (cf. fig. 1.4); le potentiel, défini & une
constante prés, est ici choisi nul a I'infini.

FIGURE 1.4 — Géométrie de travail pour le potentiel de marée d’un corps perturba-

teur. Noter que le point M — vu ici en projection — peut étre n'importe ou dans la
sphere constituée par le corps perturbé. Voir texte pour les détails.
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Le potentiel ainsi défini est négatif ® : nous choisissons 1a une convention classique
en physique. En géodésie, il est courant de choisir la convention inverse (soit a@,,., =
VU*); c’est par exemple ainsi que procédent Kaula (1964) et Lambeck (1979) dans
leurs travaux. Nous reviendrons plus loin sur ce point (chap. 5).

La distance oM est directement reliée au rayon r et a la distance Qo := r* entre
les centres de masse des deux corps. Ainsi, en utilisant le théoréme d’AL-KASHI dans
le triangle OMo, il est possible d’exprimer la quantité 1/oM en fonction des autres
longueurs et de I’angle W, appelé distance zénithale. En factorisant I’expression par

1/r*, il vient :
1 1 7\ 2 T -1/
o= |1 () 2t cosw| 1.6
oM  r* { r* (1.6)
Cette expression peut étre rendue plus commode grace & un développement en
série de FOURIER-LEGENDRE. L’équation (1.5) devient alors :

U = —gﬁ*i(%)lﬂ(cos\ll), (1.7)
1=0

= > U, (1.8)
=0

avec U la contribution de degré [ du potentiel et P,(z) le polynome de LEGENDRE
de degré n, exprimé par la formule de RODRIGUES :

1 d

Pu(w) = 2nn! dxn

(% —1)™. (1.9)

Grace a la décomposition précédente [éq. (1.8)], I'accélération de marée peut
s’écrire [éq. (1.2) et (1.4)] :

o0
Qe = =V U; = VU =) VU] = <@g, > (1.10)
1=2

La contribution U est le potentiel gravitationnel au centre de masse du corps
perturbé. Il est donc constant et, par conséquent, ne participe pas a la force de marée ;
le premier terme du second membre de 1’équation ci-dessus s’annule. En revanche,
U n’est invariant que sur le plan perpendiculaire a la droite (Oo) et passant par
M (fig. 1.4). Son gradient est, lui, constant et correspond exactement au champ de

gravitation moyen < a,,., > exercé sur le corps perturbé, c’est-a-dire a l'accélération

grav

5. Il en sera de méme dans tout le manuscrit.
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orbitale de celui-ci [cf. éq. (1.3)]. On en déduit finalement que 'accélération de marée
dérive d'un potentiel, U*

mar °

L f: (2)13(@@). (1.11)

r* r
1=2

Expression du potentiel dans le référentiel du corps perturbé

De maniére classique (p. ex. Kaula, 1964 ; Coulomb et Jobert, 1972), on transpose
I’expression du potentiel de marée dans un référentiel lié au corps perturbé et muni
d’'un systéme de coordonnées planétographiques de centre O. Ainsi, le théoréme
d’AL-KASHI, cette fois-ci généralisé pour un triangle sphérique, nous permet de
développer le cosinus de I’angle zénithal en fonction de la latitude \ et de la longitude
¢ du systéme de coordonnées. Plagons-nous dans le triangle sphérique formé par le
point M (cf. fig. 1.4), de coordonnées (7, A, @), et par les points correspondant aux
projections, sur la sphére de rayon r centrée en O — suivant un axe dirigé vers ce
méme centre, du poéle nord du corps perturbé et du centre o du corps perturbateur,
de coordonnées respectives (r,0,0) et (r, \*, ¢*). Dans ce triangle sphérique, on a :

cos U = sin Asin A* 4 cos A cos \* cos(¢p — ¢). (1.12)

Le théoreme d’addition pour les harmoniques sphériques zonales nous permet
d’écrire :

Py(cos V) = Z%le()\,gb)}fml()\*7¢*), (1.13)
= 3 s (2= Bun) Pin(s0 ) P A7) o — )

avec Ypm(A, @) := P, (sin \)e"™? I'harmonique sphérique de degré n et d’ordre m,
la notation ® pour le complexe conjugué et P,,, la fonction de LEGENDRE associée
(non normalisée) :

Pop(z) = (1 — x%mﬂjx—mmpn(x). (1.14)

Le potentiel de marée s’écrit finalement, dans le référentiel planétocentrique :

Up, = -2y (=) X (l_—m): (2 = Gom) P (5101 X) Py (sin X*) cos[m(6 — 67)].

!
e — (I +m)
(1.15)
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Il peut toujours se décomposer en la somme d’une partie statique U**** qui

mar

gouverne la forme moyenne du corps et une partie dynamique, U5 (t). C’est cette

derniére, variable au cours de 'orbite, qui est responsable de la déformation pério-
dique de marée et donc de la chaleur produite par ce mécanisme.

1.1.4 Transferts de moment cinétique

La dissipation visqueuse de marée, tant dans le corps primaire que dans le corps
secondaire, va modifier la répartition d’énergie au sein du systéme formé par les deux
objets. En particulier, I’énergie orbitale s’en trouve modifiée. Pour comprendre ce
phénomeéne, il importe de rappeler, dans un premier temps, la description classique
d’une orbite.

Eléments elliptiques d’une orbite

Dans le cadre de cette étude, une approche képlérienne des orbites est amplement
suffisante et il sera fait abstraction de tout effet non newtonien dans I’évolution de
celle-ci. Pour décrire I'orbite d'un corps secondaire autour d’un corps primaire ®, cinq
paramétres géométriques sont nécessaires : deux pour la forme de cette orbite (fig.
1.5), trois pour son orientation spatiale (fig. 1.6). Ils sont complétés par un élément
supplémentaire qui précise la position de ’objet sur son orbite. Les éléments ellip-
tiques usuels forment donc un sextuplet caractérisant complétement le mouvement
tridimensionnel — mais non perturbé” — d’un objet en orbite ; ils sont, dans 1'ordre
mentionné ci-dessus :

— a : le demi-grand axe de l'ellipse;

— e : son excentricité;

— w : 'argument du périastre;

— Q : la longitude du nceud ascendant ;

— I : I'inclinaison de l'orbite ;

— v : I'anomalie vraie.

Dans la figure 1.5, on notera C' le centre de l'ellipse, P le périastre, A ’apoastre,
F et F, les foyers de l'ellipse (corps central ici en F3), 3 et 5 les nceuds, respec-
tivement ascendant et descendant — définissant la ligne des noeuds — et M le point
coincidant avec la position courante de I’'objet en orbite, a une distance r du second
foyer. Rappelons qu’une ellipse est fondamentalement une conique, c’est-a-dire 1’en-
semble des points tels que le rapport de leurs distances a un point (ici F,) et a une
droite (une directrice D, cf. fig. 1.5) — respectivement les longueurs r et ¢ — soit une
constante, e, appelée excentricité de la conique (e € [0, 1[ pour une ellipse).

6. tous deux considérés comme ponctuels dans ce paragraphe
7. Probléme a deux corps ponctuels, c.-a-d. pas d’interaction de marée. ..
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A

D

FIGURE 1.5 — Description planaire d’une orbite. Les différents angles, longueurs et
points caractéristiques sont présentés sur une vue dans le plan orbital (cf. texte pour
leurs définitions) ; b désigne le demi-petit axe de Uellipse.
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Sur la figure 1.6, IT désigne un plan de référence (inertiel et incluant la ligne des
nceuds) et  une direction de référence dans ce plan®. Cette derniére sera associée
a un axe x, générateur d’un triedre direct (z,y, z), avec la direction y incluse dans
le plan II. Enfin, la direction normale au plan orbital lui-méme est notée z’. Chaque
direction e est orientée par un vecteur unitaire ® (non représenté sur la figure 1.6).

e
()
FIGURE 1.6 — Orientation spatiale d’une orbite. Les différents angles, longueurs,
points et directions caractéristiques sont présentés sur une vue en perspective pré-

sentant l'orbite (une portion de celle-ci) inclinée par rapport  un plan de référence
(I1). Voir texte pour les détails.

Les éléments elliptiques sont alors définis ainsi :

/02 — p2
a:= A—P:C’P, e = % - o =X ' , w:= (F2§), F2P),  (1.16)
a a

0= (%, F), [:=(22)=LT), v:=/(FP,F,M) (1.17)

avec T la tangente a l'orbite au niveau du noeud ascendant.

8. Dans le cas de la Terre, v est classiquement la direction du point vernal — position de I’équi-
noxe de printemps — autrement dit I'intersection de éclipitique (le plan IT dans ce cas) et du plan
équatorial terrestre.
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D’autres parameétres sont parfois définis et appelés longitudes par abus de lan-
gage? : la longitude du périastre (@ := Q +w), la longitude moyenne (@ + M, avec
M T'anomalie moyenne; cf. ci-dessous) ou encore la longitude vraie (w + v).

Notons enfin que I'on peut définir 'anomalie excentrique F (fig. 1.5) et la longi-
tude excentrique (w-+F) correspondante ; E correspond a ’angle orienté (C P, CM'),
avec M’ le point du cercle de centre C' et de rayon a le plus proche de M dont le pro-
jeté orthogonal sur la ligne des absides (AP) est le méme que celui de M. L’anomalie
moyenne, couramment utilisée, est définie de la maniére suivante :

2
T,

avec n le moyen mouvement du corps en orbite, ¢ un instant donné, tp 'instant de

M =n(t—tp) = (1.18)

passage au périastre et T, la période orbitale.

Elle peut étre interprétée comme l'angle (CP,CM"), ou M" serait un point
parcourant une orbite circulaire — méme cercle que pour I’anomalie excentrique —
avec une vitesse angulaire constante et égale a n. Elle est ainsi reliée a ’anomalie
excentrique F par 1’équation de KEPLER :

M=F—esinE. (1.19)

Cas d’un systéme de corps étendus

Comme nous 'avons vu au début de ce chapitre, les deux corps en interaction
ne sont pas simplement des points. Ils possédent une certaine étendue spatiale, res-
ponsable — entre autres — de 'apparition de forces de marée. L’énergie totale du
systéme primaire-secondaire, E,, se décompose alors en la somme de trois contri-
butions : I’énergie orbitale, F,,,, I’énergie de rotation du corps primaire et celle du

corps secondaire, E® . Ainsi, on a, dans 'ordre :

rot*

Ew = Euw+EL +EL, (1.20)
M+ MMy 1, 1,
_ s o )My +5Cib + 5Oy, (1.21)

avec C, les moments d’inertie par rapport a I’axe polaire '° des deux corps, les indices
I et Il se rapportant respectivement au corps primaire et au corps secondaire. La
quantité 6 := 90/0t est la vitesse de rotation propre (spin) des corps (6 est I'angle
entre une direction liée au corps en rotation et une direction fixe donnée; il s’agit
typiquement de 'angle horaire du point vernal, appelé temps sidéral).

9. somme d’angles non coplanaires. ..
10. c.-a-d. a 'axe de rotation
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Le moment cinétique total du systéme, L., tient lui aussi compte de la rotation
propre des corps. Sa projection selon le pole de 'orbite du corps secondaire (direction
2/, cf. fig. 1.5, avec II le plan équatorial du corps primaire) s’écrit, avec les mémes
notations que précédemment et dans le cas d’un corps secondaire d’obliquité nulle
sur son orbite :

/ /

L, - z = Ltz,ot = Lfrb + ergél + LrZ;;,Hv (1'22)
MM . . .

= —————r*v+Cil;cosI + Cr0y;. 1.23

M, + M, 101 101 ( )

Dans la plupart des cas, la masse du corps secondaire est négligeable devant celle
du corps primaire, ce qui améne un certain nombre de simplifications. Cependant,
en toute rigueur, il importe de conserver les expressions précédentes; elles sont in-
contournables dans certains systémes, tels que le systéme Terre-Lune ou, exemple
encore plus significatif, le couple Pluton-Charon.

Expression du potentiel de marée dans le repére orbital képlérien

Kaula (1961) ' a proposé¢ une formulation du potentiel ne faisant intervenir que
des éléments orbitaux. Ce changement de variable aboutit a ’expression suivante :

l l
U (A8 =3 >3 U (1.24)

avec

gm* I+1 '
B ZL (f) Eirnp(1)Gipg(€) Pim (sin A)

u: =
Impq a

(L m)! (1.25)
X Jim [Ulmpq —m(¢ +0)] m

avec Fi,, et Gjp, les fonctions d’inclinaison et d’excentricité de Kaula (1961), et J,

(2__5mn%

une fonction qui s’identifie a la fonction cosinus lorsque (I—m) est pair et a la fonction
sinus si (I —m) est impair (cf. annexe A.5 pour les détails). La quantité angulaire
Uimpq €t une combinaison de différents angles intervenant dans la description de
l'orbite (cf. plus haut; fig. 1.5 et 1.6) : Pargument du périastre w, la longitude du
noeud ascendant €2 et 'anomalie moyenne M. Son expression est :

Vmpg(t) 1= (I = 2p)w + (I = 2p + ¢) M + mQ, (1.26)

11. voir aussi 'ouvrage de Kaula (1966), pour une explication plus accessible
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et permet de définir une fréquence angulaire wy,,,, associée a chaque quadruplet
(L,m,p,q) :

Wimpg = blmpq — mé, (1.27)
= (—2p)a+(1—2p+ M +m(Q—8). (1.28)

Action de la dissipation de marée sur le systéme

Comme nous 'enseigne la mécanique classique, la variation d’énergie mécanique
(c.-a-d. totale) d’un systéme isolé est égale au travail des forces non conservatives.
Ainsi, si U'on fait 'hypothése que les marées sont la seule source de dissipation
d’énergie dans le systéme et que celui-ci est isolé (actions externes négligeables), il
vient 1’égalité suivante :

Etot - _Pmam (129)

avec P... la puissance de marée dissipée dans les deux corps du systéme. Comme
nous le verrons au chapitre 4, toute la difficulté consiste a évaluer correctement ce
terme, essentiel pour le bilan de chaleur dans les cas qui intéressent cette étude.

De plus, comme le systéme est considéré comme isolé, il n’y a pas de couple de
force qui s’exerce dessus. Ainsi, le moment cinétique total du systéme se conserve et
I'on a la relation fondamentale :

L. =0. (1.30)

La dissipation de marée qui a lieu dans les deux corps donne lieu & des transferts
internes de moment cinétique au sein du systéme. Les calculs pratiques de ceux-ci,
c’est-a-dire de la répartition du moment cinétique dans les différentes composantes,
impliquent des choix méthodologiques qui seront détaillés au chapitre 5. Nous décri-
rons ici ces transferts d’énergie et de moment cinétique de maniére qualitative, en
nous concentrant sur la nature géométrique des phénomeénes mis en jeu.

Effet de la dissipation de marée dans le corps central

L’écart & 'élasticité parfaite du corps central est responsable du délai de forma-
tion du bourrelet de marée (cf. 1.2). Ce délai peut étre vu, par exemple, comme
un retard temporel At de la déformation de marée. Ce déphasage va s’ajouter a
un retard ou a une avance systématique, selon que le corps central tourne sur lui-
méme & une vitesse de rotation plus élevée ou plus faible que la vitesse angulaire
de révolution du corps en orbite. La situation dans laquelle le bourrelet du corps
primaire est toujours aligné avec la direction primaire-secondaire correspond au cas
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particulier d’une orbite circulaire synchrone (e = 0, 0, = n) ou bien d'un corps
(idéal) parfaitement élastique.

Ainsi, dans le cas d’un spin central plus élevé que le moyen mouvement du corps
secondaire (A; > n; corps secondaire au-dela de l'orbite synchrone), le bourrelet de
marée, qui met un certain temps a se former, c’est-a-dire a s’ajuster au potentiel
de marée, va étre entrainé par la rotation de la planete. Il se retrouvera alors syste-
matiquement en avance, d’'un angle (91 — n)At par rapport a la direction primaire-
secondaire (fig. 1.7a). C’est le cas du systéme Terre-Lune (f; ~ 7,27-1075 rad - s~ !,
n =~ 1,11-107" rad-s71), dans lequel I'essentiel de la dissipation de marée se fait, ac-
tuellement, dans les océans, principalement par frottement sur les domaines cotiers

et sur les fonds océaniques (p. ex. Egbert et Ray, 2000).

Il en résulte un couple de force exercé par le bourrelet sur le corps secondaire
(traction symbolisée par les vecteurs rouges sur la figure 1.7). La composante effec-
tive de cette force est dirigée vers 'avant sur la trajectoire du corps secondaire. Ce
dernier est ainsi accéléré et donc mené sur une orbite plus large. Ainsi, la dissipation
dans le corps central a tendance a faire augmenter le demi-grand axe a de 'orbite.
A titre d’exemple, rappelons que la Lune, en raison de la dissipation dans les océans
terrestres, s’éloigne ainsi d’environ 3,8 cm par an (Dickey et al., 1994). En outre,
comme le moment cinétique total est conserveé, la quantité a(l — e?) doit rester in-
changée 2. L’excentricité de I'orbite augmente donc également dans ce cas de figure.
En contrepartie, une traction identique est exercée par le satellite sur le bourrelet,
ce qui a tendance a freiner la rotation de la planéte ; ¢’est 'augmentation de la durée
du jour pour le corps central. Il semble, par exemple, que celle-ci soit passée — dans
le cas de la Terre — d’environ 20h & 24h durant les deux derniers milliards d’année
(Williams, 2000).

A l'inverse, pour un cas ot I'on a 0, <n (corps secondaire en dessous de 'orbite
synchrone), le bourrelet de marée va se trouver en dega de la direction formée par
le centre des deux corps. Il présentera un retard angulaire (n — 6;)At (fig. 1.7h).
(est le cas du systéme Mars-Phobos, pour lequel on a 6; =~ 7,08 - 1075 rad - s
et n ~ 2,28 -107* rad - s7!. La traction effective du bourrelet a alors tendance &
freiner le satellite sur son orbite, diminuant son demi-grand axe et, par conséquent,
son excentricité. Ce phénomeéne est ainsi responsable de 'orbite actuelle de Phobos
(a = 2,7TTRy, € = 0,015 ; Ry est le rayon moyen de Mars), lune qui devrait s’écraser
sur Mars d’ici 30 & 50 Ma (p. ex. Mignard, 1981). Dans le cas ot le moment cinétique
est beaucoup moins concentré dans le corps central, on parvient non plus a la chute
(ou désintégration au niveau de la limite de ROCHE) du corps secondaire sur le corps
primaire mais a un état d’équilibre ultime : ’orbite double-synchrone («9 = 9[ [ =n).
De plus, inversement au cas précédent, le spin du corps central se trouve cette fois-ci

12. en faisant fi, ici — pour la compréhension du phénoméne — de la rotation propre
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FIGURE 1.7 — Influence du bourrelet de marée du corps primaire sur [’orbite du corps
secondaire. Le corps primaire est animé d’une rotation propre, de vitesse angulaire
0;, alors que le corps secondaire est en orbite (vitesse angulaire égale a son moyen
mouvement n). Le retard temporel At de formation du bourrelet, da a la dissipation
d’énergie, implique un déphasage angulaire |n — 91]At. La traction résultante (en
rouge) est responsable de l'accélération (a) ou de la décélération (b) du corps secon-
daire sur son orbite et donc de son €loignement (a) ou de son rapprochement (b) de
la planete centrale (fleche a pointes multiples).



28 CHAPITRE 1. EVOLUTION DES CORPS PLANETAIRES :...

accéléré (raccourcissement de la durée du jour). Le couple Pluton-Charon est un
exemple actuel de systéme double-synchrone.

Un cas un peu particulier est celui d’un satellite en orbite rétrograde autour de
sa planéte (systéme Neptune-Triton). La situation géométrique est alors identique a
celle représentée a la figure 1.7a, avec toutefois une vitesse angulaire de révolution
opposée (—n) pour le corps secondaire. Le résultat est ici une diminution du demi-
grand axe et une augmentation du spin du corps primaire (c.-a-d. diminution de sa
durée du jour). Si 'on imagine que le cas décrit précédemment est valable en vue
polaire, au-dessus du pole nord du corps primaire, alors la vision depuis son pdle sud
fait apparaitre un dernier cas, encore plus anecdotique : celui d’un satellite en orbite
(prograde) autour d’une planéte en rotation rétrograde. On comprend dés lors que
les effets de marée orbitaux sont exactement les mémes que dans le cas précédent.

Le bourrelet de marée du corps central présente un dernier effet sur ’orbite :
il a tendance a faire diminuer l'inclinaison de celle-ci (fig. 1.8). En effet, celui-ci
est, pendant l'intervalle A¢, entrainé par la rotation de la planéte (en avant ou en
arriére par rapport a la direction du corps secondaire, cf. précédemment). Il se re-
trouve alors au-dessus ou en dessous du plan orbital. Le résultat est un couple de
force ayant tendance a attirer le satellite vers ’équateur de la planéte. L’effet re-
vient & rapprocher le plan orbital de I’équateur du corps primaire, diminuant ainsi
son inclinaison (fléches vertes), via un couple de forces effectif s’exergant sur le plan
orbital (vecteurs rouges). Sur la figure 1.8, le bourrelet est présenté avec un déca-
lage volontairement important (trait plein) par rapport au bourrelet « instantané »
(c.-a~d. élastique pur; en tiretés), afin de rendre l'effet de traction plus facilement
compréhensible.

Ce phénomeéne est cette fois-ci valable dans tous les cas de figure (excepté pour
I'orbite synchrone). Comme nous le verrons plus loin, seuls les effets de marée sur
a, e, I, 0; et 0;; seront considérés dans cette étude. Ceux sur les éléments Q et w
seront ignorés, puisque 1’on se restreindra & un systéme primaire-secondaire isolé.

Effet de la dissipation de marée dans le corps en orbite

Nous allons voir que la dissipation de marée dans le corps secondaire implique
un comportement inverse de celui entrainé par la dissipation dans le corps primaire.
Afin de bien comprendre le phénoméne, nous nous placerons dans le cas d’un corps
en résonance spin-orbite 1 : 1 (c.-a-d. O =< 17 >:= n). C’est le cas de la plupart des
satellites dans le Systéme Solaire. Pour 'explication, la rotation du corps central —
et méme la dissipation d’énergie au sein de celui-ci — sera ignorée. Il faut distinguer
deux types de bourrelets de marées. Le premier est le bourrelet statique, représenté
en noir sur la figure 1.9. Celui-ci correspond & la forme d’équilibre que le corps
secondaire aurait sur une orbite circulaire équivalente. Il s’agit classiquement d’un
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FIGURE 1.8 — Influence du bourrelet de marée du corps primaire sur l’inclinaison de
orbite du corps secondaire. La rotation du corps central (de vitesse 0;) entraine le
bourrelet au-dessus/en dessous du plan orbital, provoquant un couple de forces effectif
(vecteurs rouges) qui a tendance a rabattre le plan orbital sur le plan équatorial. Le
résultat est une diminution de [’inclinaison orbitale I. Notons que ce cas de figure
correspond G un moment cinétique de rotation du corps primaire (ici d’obliquité
nulle) tres grand devant le moment cinétique de l'orbite du corps secondaire ; le plan
équatorial peut alors étre raisonnablement considéré comme un plan de référence
inertiel (I1). Un cas plus général est visible a la figure 5.1.

ellipsoide triaxial, dont le plus petit axe est dans la direction polaire (axe de rotation)
et dont le plus grand est orienté dans la direction planéte-satellite. Or, 'orbite, ici
de période égale a celle de la rotation propre du corps secondaire, est elliptique, ce
qui implique que la vitesse angulaire de révolution instantanée () varie au cours de
l'orbite, afin de satisfaire a la troisiéme loi de KEPLER (En tout point de l'orbite,
pour une durée égale, les aires balayées par le segment reliant les centres de deux
corps sont égales; cf. zones grises sur la figure 1.9). Ainsi, le bourrelet statique se
trouve tantot en retard par rapport a la direction du corps central, tantot en avance.
Les deux seuls points de l'orbite pour lesquels le bourrelet statique est orienté vers
la planéte centrale sont le périastre (P) et apoastre (A).

Le second est le bourrelet dynamique (en rouge sur le figure 1.9). Il correspond
a la réponse dynamique du corps orbitant au potentiel de marée du corps central.
Comme expliqué plus haut, la réponse du corps secondaire n’est pas instantanée
(anélasticité) : il y a dissipation d’énergie; le délai temporel résultant, dans la for-
mation du bourrelet, implique que celui-ci sera décalé d'un certain angle — constant
en premiére approximation — par rapport a la direction pointant vers le corps cen-
tral (en vert). C’est véritablement ce retard angulaire qui va controler leffet de la
dissipation de marée dans le corps secondaire sur 'orbite de celui-ci. La situation
géométrique est similaire & celle visible dans la figure 1.7b : un couple de force va
s’exercer sur le bourrelet dynamique, ici celui du secondaire, ce qui va avoir tendance



30 CHAPITRE 1. EVOLUTION DES CORPS PLANETAIRES :...

FIGURE 1.9 — Influence du bourrelet de marée du corps secondaire sur sa propre

orbite. Le corps secondaire se déplace a une vitesse angulaire moyenne n sur une
orbite elliptique dont le corps primaire occupe l'un des foyers (ici Fy; on suppose
donc que l'on a M < Mj). La troisiéme loi de KEPLER stipule que les aires ba-
layées en tout point de l'orbite (p. ex. ici en gris) sont égales pour une méme durée.
La vitesse angulaire instantanée du corps secondaire varie donc, provoquant alter-
nativement un retard ou une avance du bourrelet statique (en noir — amplitude ici
arbitraire ; retard nul en A et P) par rapport a la direction corps primaire - corps
secondaire. Le bourrelet dynamique est représenté en rouge : il se forme avec un cer-
tain délai temporel (retard angulaire par rapport & la direction primaire-secondaire,
représentée en vert) et correspond a la réponse instantanée qu’aurait le corps en une
position légérement en retard sur 'orbite (points rouges). Noter 'amplitude variable
du bourrelet dynamique, mazimale en P. Le couple de force résultant sur le bourrelet
du corps secondaire va circulariser et rétrécir [’orbite.
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a accélérer son spin. Par conséquent, sa distance au corps primaire va diminuer (ré-
sonance 1 : 1). Ainsi, il se produit un freinage orbital, avec un effet d’autant plus fort
au périastre — par rapport a celui produit a l’apoastre — que ’orbite est excentrique.
L’orbite est ainsi rétrécie (diminution du demi-grand axe) et, par conservation du
moment cinétique, circularisée (chute de e).

Dans ce travail, il a été négligé toute obliquité du corps secondaire sur son orbite.
De ce fait, 'effet du bourrelet du corps en orbite sur I'inclinaison orbitale sera ignoré.
De méme, 'effet de la dissipation dans le corps secondaire sur le spin du corps central
sera négligé.

En résumé, les effets de la dissipation de marée dans le corps secondaire sur
le demi-grand axe et ’excentricité de l'orbite de celui-ci sont antagonistes de ceux
produits par la dissipation dans le corps primaire. L’évolution orbitale qui en résulte
dépend donc de I'importance relative de ces deux phénomeénes. La déformation de
marée — et donc la dissipation d’énergie associée — dépend non seulement de la
structure interne des corps, mais aussi de leur état thermique et de leur propriétés
rhéologiques aux fréquences des marées (viscoélasticité).
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1.2 Rhéologie générale

La présentation généraliste qui suit est une synthése réalisée notamment a partir
des ouvrages de Salencon (2009) et de Karato (2008, chap. 3). Nous verrons plus loin
comment ce formalisme, qui s’applique a un milieu continu général viscoélastique,
englobe le comportement fluide, caractéristique de la convection thermique (cf. 1.3)
et peut s’appliquer au probléme du chauffage de marée (chap. 4).

1.2.1 Reéponse d’un matériau a une sollicitation simple

Dans toute la suite, nous nous placerons dans le cadre de ’hypothése des petits
déplacements, caractérisée par 1'utilisation du tenseur des contraintes de CAUCHY
o et du tenseur des taux de déformation D = €, avec € le tenseur de déformation
infinitésimal, linéarisé '* au premier ordre en déplacement.

Considérons, dans un premier temps, un milieu continu soumis a une contrainte
échelon (saut o), appliquée instantanément a une date t,. Il s’agit alors de détermi-
ner quelle est la réponse du milieu — sa déformation — et comment celle-ci va croitre
dans le temps : c’est 'expérience de retard (ou de fluage) isotherme. La contrainte
appliquée s’écrit ainsi, & un instant ¢ :

o(t) = aoH(t — to), (1.31)

ou H est la fonction de HEAVISIDE (ou fonction échelon) :

1 siz>0

\vd R. 1.32
0 sinon ) V€ ( )

H:xv+— H(z) = {

Ainsi, H(t — ty) s’identifie & la fonction indicatrice de I'ensemble des réels supé-
rieurs ou égaux a to : ;oo

De la méme maniére, une expérience dite de relaxation peut étre menée; la sol-
licitation correspond ici & une déformation imposée (saut gg) et peut se mettre sous
une forme similaire a celle de I’équation (1.31). La réponse du milieu se caractérise
alors par une certaine contrainte qui va diminuer (relaxation) au cours du temps.

La rhéologie du matériau est caractérisée complétement par la fonctionnelle re-
liant la contrainte a la déformation (loi constitutive) ou bien sa fonctionnelle inverse.
Dans 'hypothése d’un milieu boltzmannien, c’est-a-dire pour lequel le principe de
superposition peut s’appliquer, ces fonctionnelles doivent étre linéaires, et par consé-
quent indépendantes de I’amplitude de la sollicitation.

13. contrairement & ce qui est fait pour la mécanique des fluides [cf. plus loin, éq. (1.93)]...
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Sous ces conditions, les réponses du milieu pour les expériences de retard et de
relaxation s’écriront respectivement :

E(t) = J(to,t)lﬂ'[), (133)
U(t) = R(t(),t)ZEg, (134)

ou J et R sont des fonctions tensorielles appelées tenseur (du quatriéme ordre)
de retard et tenseur de relaxation, respectivement croissante (accumulation de la
déformation) et décroissante (relachement de la contrainte) dans le temps.

Dans 'hypothése d’un matériau dont le comportement instantané est purement
élastique, on retrouve, pour t = ty, la caractéristique du milieu boltzmannien le
plus classique : le matériau élastique linéaire. Ainsi, J(to, %) est le tenseur des com-
plaisances '* instantanées et R(ty,ty) celui des modules élastiques instantanés. Dans
cette situation particuliére, les deux tenseurs sont inverses I'un de l'autre. Dans
le cas d’un comportement élastique pur (c.-a-d. constant en fonction du temps),
R(to,tp) caractérise complétement le matériau; il s’identifie au tenseur de rigidité
C. Les symétries matérielles vont permettre de réduire le nombre de composantes
indépendantes des tenseurs J et R. Par exemple, dans le cas particulier de J(to, o) et
R(to,t0), la symétrie de € et de o ainsi que 'existence du potentiel thermoélastique
restreignent a 21 (au lieu de 81) le nombre de ces coefficients pour chaque tenseur.

1.2.2 Réponse d’un matériau a une histoire de sollicitation

La déformation d’un milieu viscoélastique observée a un instant donné est le
résultat de 'accumulation de tout ’historique de déformation. Ce dernier correspond
a une certaine histoire des contraintes (nulle en dessous de U'instant initial ¢, de la
sollicitation). Cette histoire peut étre vue comme une somme infinie d’expériences
de retard (cf. plus haut), d’amplitude do — ou bien d’amplitude finie (saut) pour
certains instants, a différentes dates 7 (fig. 1.10).

L’histoire de la contrainte s’écrit alors sous la forme d’une intégrale de STIELTJES '° :

O'(t):/ g_:(T) dr. (1.35)

Or, pour un milieu boltzmannien, on peut, par définition, appliquer le prin-
cipe de superposition ; la déformation totale € est ainsi la superposition de toutes
les déformations résultant de chacune des expériences de retard infinitésimales et

14. compliance en anglais. . .
15. la dérivée doit étre prise au sens des distributions car des sauts peuvent étre présents dans
I’histoire des contraintes. . .
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de(t)
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FIGURE 1.10 — Principe d’une déformation visco-élastique élémentaire. A un ins-

Py
9

tant T, une contrainte élémentaire do (« vecteur » gris) est appliquée a un solide
(ici unidimensionnel). 1l en resulte une petite déformation instantanée et réversible
correspondant & la réponse élastique du solide. A un certain instant t ultérieur, la
déformation élémentaire (cumulée) observée est de. Pour connaitre la déformation
totale a ce méme instant, il faut intégrer ’ensemble de [’histoire de la déformation
(zone grise symbolisée sur l'aze du temps).

d’amplitude élémentaire (ou non); les équations (1.33) et (1.35) permettent ainsi
d’obtenir la réponse (déformation) a I’histoire de sollicitation (contrainte) :

e(t) = /_ W t) : 2—3(7) dr. (1.36)

En intégrant par partie on parvient, comme la contrainte est nulle & « 1’origine »
(t - —00), & la formule de BOLTZMANN :

e(t) =J(t,t): o(t) +/ (—%(T, t)> o (T)dr. (1.37)

—0o0

Le premier terme du second membre de cette équation représente la réponse
instantanée — élastique — a la sollicitation a I'instant ¢. Le tenseur de complaisances
élastiques J(t,t) (cf. plus haut) représente donc la réponse instantanée a ’échelon
de contrainte unité appliqué a l'instant t. L’intégrale correspond, elle, & un terme
de mémoire de toute I’histoire antérieure a t et décrit le comportement différé du
milieu. —%(7, t) est ainsi la réponse, observée a l'instant ¢, a I'impulsion unité de

contrainte appliquée a l'instant 7 < t.
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Cas d’un milieu isotrope non-vieillissant

Le milieu sera considéré comme non-vieillissant, c’est-a-dire que ses propriétés
mécaniques — donc la forme de ses tenseurs de retard et de relaxation — seront inva-
riantes dans le temps. Ainsi, J(to,t) et R(to,t) [cf. éq. (1.33) et (1.34)] ne dépendront
finalement que d’une seule variable : la durée (t — ty) écoulée depuis la sollicitation
a la date to. L’équation (1.36) peut ainsi s’écrire :

t
e(t) = / )t-7): Ly ar. (1.38)
oo or

L’hypothése d’isotropie du matériau va considérablement simplifier cette équa-
tion : a l'instar de ’élasticité linéaire et de la mécanique des fluides newtoniens, en
milieu isotrope, les propriétés rhéologiques sont complétement caractérisées par la
donnée de fonctions scalaires. Ainsi, pour les expériences de retard et de relaxation,

on montre que les équations (1.33) et (1.34) s’écrivent, respectivement :

e(t) = J(t—ty)[(1+v)oe—rvir(og)G], (1.39)
o(t) = At —to)tr(eo)G + 2u(t — to)€o, (1.40)
avec G le tenseur métrique'® et tr(e) := G : e la trace d'un tenseur d’ordre 2.

La fonction v(t — ty) s’identifie au coefficient de POISSON, généralement considéré
comme constant (d’ou I'écriture d’un simple « v »). Les fonctions scalaires restantes
sont explicitées ci-dessous :

— J(t) est la fonction de retard en traction simple (parfois appelée fonction de
fluage) ;
p(t) est la fonction de relaxation en cisaillement simple ;

la combinaison A(t) + 2u(t) constitue la fonction de relaxation en extension
simple ;

enfin, 3K := 3\(t)+2u(t) est la fonction de relaxation en compression isotrope.

A titre de remarque, notons que 1'on peut montrer, via le caractére réciproque
des tenseurs J(0) et R(0), les relations suivantes pour les fonctions scalaires décrites
ci-dessus (pour la partie instantanée de la réponse) :

J(0)!

pu(0) = ———— et K(0) = 30-20)

(1.41)

16. Il sera souvent utilisé par la suite, en raison du choix d’écritures générales pour les équations,
sans hypothése a priori sur une base ou un systéme de coordonnées.
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Si le milieu a un comportement en déformation uniquement instantané, on re-
trouve les relations classiques de 'élasticité linéaire, avec A = A(0) et p = p(0) les
paramétres de LAME, K = K (0) le coefficient d’incompressibilité et J(0)™* = E le
module de YOUNG. L’équation (1.40) s’identifie alors a la loi classique de HOOKE
pour un milieu isotrope.

La propriété triviale de causalité, incluse dans les fonctions de retard et de re-
laxation [c.-a-d. J(t) = 0sit < 0; de méme pour A(t) et u(t)], permet en fait d’écrire
I'équation (1.38) sous la forme d’un produit de convolution  (I'intégrale sur | — oo; ]
peut s’effectuer sur R). La réponse d’un milieu isotrope & une histoire de contrainte
s’écrit donc sous la forme élégante suivante [éq. (1.36), (1.39) et (1.40)] :

e(t) = J*[(1+ )& — vtr(6)G]. (1.42)

De la méme maniére, la réponse en relaxation d’un milieu isotrope a une histoire
de sollicitation en déformation s’écrit :

o(t) =Axtr(e)G+2uxe. (1.43)

Cette derniére équation met particuliérement en relief la généralité du formalisme
présenté dans cette section. En effet, nous avons vu plus haut que les équations de
I’élasticité linéaire étaient un cas particulier des équations générales de la réponse
d’un matériau viscoélastique soumis a une sollicitation quelconque : il s’agit du cas
extréme « situé » a la date courante t pour les fonctions de retard ou de relaxation.
A Dinverse, I'équation (1.43), prise pour un temps de relaxation infini (date t — 00),
correspond & un comportement purement visqueux (irréversible) : c’est le comporte-
ment fluide, ici dans le cadre de I’hypothése des petits déplacements. On comprend
deés lors que, dans ce cas précis, les coefficients constants K (0o) := A(00) +2pu(00)/3
et p(oo) s’identifient respectivement aux viscosités de volume () et de cisaillement
(n) du fluide — introduits plus loin — et que, par conséquent, les produits de convo-
lution dans I’équation (1.43) se réduisent & des produits simples.

Pour ce qui est des fluides de type manteaux planétaires (cf. 1.3.2), il n’est plus
pertinent de travailler en petits déplacements. Ainsi émergent les deux descriptions
possibles de la déformation (lagrangienne et eulérienne), alors qu’elles restent parfai-
tement équivalentes dans 'hypothése des petits déplacements. Au tenseur des taux
de déformation linéarisé € doit donc étre substitué le tenseur des taux de (grande) dé-
formation !” D. Cependant, seule la partie déviatorique 7 du tenseur des contraintes
contribue & la déformation, sa partie sphérique étant simplement un terme de pres-
sion hydrostatique isotrope. On retrouve ainsi I’équation pour un fluide newtonien
isotrope ®. Celle-ci correspond donc & un cas particulier du formalisme présenté ici,

17. Parfois appelé tenseur des vitesses de déformation pour un fluide. ..
18. cf. plus loin, éq. (1.95)
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et découlerait directement de ’équation (1.43) si cette derniére avait été dérivée sans
I’hypothése des petits déplacements.

1.2.3 Sollicitation périodique et dissipation d’énergie

Nous serons amenés a étudier, au cours de cette thése, le comportement d’un
milieu viscoélastique — une planéte ou un satellite — soumis a des sollicitations pério-
diques : les contraintes de marée. Il importe donc d’examiner la réponse d'un tel
milieu. L’équation (1.43) revét toute son importance pour ce probléme.

En effet, appliquons-lui la transformation de LAPLACE (bilatérale), définie par :

L:ft)— Ls(s)= f(s):= /Rf(t)e‘gt dt, (1.44)

avec s la variable de LAPLACE. Dans toute la suite, on prendra s = iw (w étant une
certaine fréquence et i 'unité imaginaire).

Notons que, dans ce cas, f(s) s’identifiera & la transformée de FOURIER f(w), suf-
fisante dans notre cas. Nous ne nous intéresserons, en effet, qu’au régime harmonique
établi et non a des aspects transitoires que permettrait de prendre en compte une
variable plus générale de la forme s = iw+q dans la transformation de LAPLACE. No-
tons enfin le recours, dans certains ouvrages, a la transformée de LAPLACE-CARSON,
f (s) : il s’agit d'une variante pour laquelle f(t) doit étre remplacée par f(t) dans le
dernier membre de 'équation (1.44); son expression est donc simplement, pour des
conditions aux limites nulles en temps, f(s) = s £;(s).

Ainsi, la transformée de LAPLACE-CARSON de I’équation (1.43) devient :

&(s) = A(s)tr[E(s)] G + 2ju(s)&(s). (1.45)

[’avantage net de travailler dans I'espace des fréquences (w est, dans ce cas, la
fréquence angulaire — ou pulsation — de la sollicitation) est ainsi visible : le probléme
viscoélastique linéaire en petits déplacements peut toujours ' étre ramené a un pro-
bléme élastique équivalent (principe de correspondance; Biot, 1954), au moyen de
paramétres de LAME effectifs (complexes), X\ et ji. L’équation (1.45) est, en effet, de
type loi de HOOKE (isotrope). Nous verrons plus loin (chap. 4) que la partie réelle de
ces coefficients contient 'information liée & la composante purement élastique de la
réponse du milieu, alors que la partie imaginaire concerne la déformation purement
visqueuse (donc dissipative).

Considérons a présent une sollicitation périodique appliquée au milieu, par exemple
une contrainte, au sein d’une planéte, résultant du potentiel de marée d’un satellite
en orbite. Par soucis de clarté, nous poursuivrons le raisonnement dans le cas d’un

19. Aucune hypothése de modéle rhéologique viscoélastique n’a été faite pour 'instant. . .
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probléme unidimensionnel (fig. 1.10). Ainsi, dans le cadre d’une expérience de solli-
citation harmonique sur un solide 1D, initiée a un instant ¢, = 0 (ce choix permet
d’alléger les écritures), I’histoire de la contrainte peut s’écrire :

o(t) = ogsin(wt)H (t) vVt € R, (1.46)
= oo Im [e“"] H(t) vt € R, (1.47)

ou oy est 'amplitude de la sollicitation ; w est la pulsation de celle-ci, suffisamment
faible pour que les effets inertiels puissent étre considérés comme négligeables.

Notons dés a présent que le choix d’un sinus est presque arbitraire. Il aurait
tout aussi bien pu s’agir d’un cosinus; le raisonnement qui suit n’aurait été changé
en aucun point. Toutefois, le sinus permet de se retrouver dans une configuration
telle que, a la date tg, la sollicitation soit nulle ; celle-ci est appliquée graduellement,
contrairement au cas des expériences de retard et de relaxation présentées plus haut.

Dans le cas d'un matériau non vieillissant, de la méme maniére que pour 1’équa-
tion (1.38), on montre (p. ex. Salencon, 2009) que 'équation de BOLTZMANN peut
s’écrire comme la convolution entre I’histoire de la contrainte et la dérivée temporelle
de la fonction de fluage soit, ici (cas 1D) :

e(t) = J(t) % o(t). (1.48)

Au moyen de I’équation (1.47) et en remarquant que 'on a H(t—71) = 1—H (7—t),
la déformation peut s’écrire?’, pour ¢t > 0 :

=(t) = 0o Tm [eiwt /R J‘(T)eimch} ~ oy Tm {em /t h J‘(T)eimch} O (149)

soit

e(t) = o9 Im [e*'iwJ (iw)] H(t) — 09 Im [ei“’t /too J'(T)e_ide} H(t), YteR.

(1.50)

L’équation précédente fait intervenir deux termes particuliers dans le second

membre. Le premier est la partie harmonique pure de la réponse. Le second est un

terme transitoire qui tend vers 0 lorsque ¢ tend vers l'infini; & partir de ce moment,

il y a accommodation et la réponse en déformation a atteint un régime harmonique
asymptotique. La déformation s’écrit alors simplement :

e(t) = oo Im [ iwJ (iw)] . (1.51)

20. 7 est la variable d’intégration utilisée dans la convolution.
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On définit souvent la complaisance dynamique — inverse du module complexe —
de la maniére suivante :

J(w) = iwJ(iw), (1.52)
= Ji(w) —iJe(w), (1.53)
= |J(w)] e, (1.54)

avec 0(w) := arg[J(iw)] un certain angle.
J(iw) s’identifie donc a la transformée de LAPLACE-CARSON de la fonction de
fluage. Ainsi, en écrivant explicitement celle-1a, il vient :

Ji(w) :/Rj(t) cos(wt) dt et JQ(w):/RJ(t)Sin(wt) dt. (1.55)

On peut montrer que ces deux intégrales sont positives. Par conséquent, I’angle
d(w) est négatif, et 'on a :

§(w) = arctan ( ) €| (1.56)

Compte tenu de ce qui précéde, I’équation (1.51) peut finalement s’écrire :

e(t) = ool J (iw)| sinfwt + &(w)]. (1.57)
———
€0

Nous constatons que la réponse en déformation & I’excitation par une contrainte
harmonique est naturellement harmonique elle-méme (hypothése de milieu boltz-
mannien) et d’amplitude ¢y directement reliée & 'amplitude de la déformation par
la complaisance dynamique. En outre, I’angle § s’identifie & un déphasage de la ré-
ponse par rapport a l'excitation. Compte tenu du signe de celui-ci [éq. (1.56)], la
déformation présente un certain retard de phase par rapport a la contrainte appli-

quée ; celui-ci se traduit par un délai temporel At(w) :

At(w) == ———=. (1.58)

Le déphasage traduit l'irréversibilité d’une partie de la déformation : une partie
de I'énergie de déformation est convertie sous forme d’énergie interne par friction
visqueuse, principalement sous forme de chaleur, mais pas exclusivement. Des chan-
gements de phase et/ou des modifications des propriétés mécaniques (p. ex. fatigue
du matériau) peuvent également avoir lieu. C’est ce mécanisme de friction visqueuse
qui sera invoqué pour la chaleur de marée dans cette thése (cf. chap. 4).
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Dissipation d’énergie

La quantité d’énergie AFE dissipée au cours d’un cycle de forcage s’écrit :

AE = / e o(t)E(t) dt. (1.59)

Grace aux équations (1.46) %! et (1.57), on obtient :

AFE(w) = —mogegsin d(w). (1.60)

On constate que cette dissipation d’énergie est directement proportionnelle au
sinus du déphasage observé. Pour évaluer la dissipation moyenne d’énergie sur un
cycle de forgage (de période 7 := 27/w),

< E>:= AE/T, (1.61)

on utilise fréquemment la relation empirique ci-dessous, valable pour un comporte-
ment linéaire :

<BEWw)>= wQ Hw)Emp.(w), (1.62)

ol la quantité Q! est appelée facteur de dissipation (inverse du facteur de qualité);
E... est le maximum d’énergie atteint au cours du cycle de forcage.
Compte tenu de la définition (1.61), on pose donc la définition suivante :

0w) = o)

= B (o] (1.63)

Le facteur de dissipation généralement utilisé est celui pour lequel la quantité
E... correspond au maximum d’énergie élastique de déformation atteint pendant
le cycle de forcage : celle-ci est emmagasinée pendant le premier quart de cycle et
restituée pendant le suivant. L’expression résultante est alors

Q '(w) = —sind(w), (1.64)
SAw) 165
|/ ()] o

Si la dissipation d’énergie reste modérée par rapport a I’énergie de déformation
totale mise en jeu — ce qui constitue le cadre de la présente étude, on a Jo < Jj.
Ainsi, pour de faibles déphasages (typiquement |[0(w)| < 10°), on aboutit & une
relation classique dans la littérature expérimentale (p. ex. Karato, 2008) :

21. En régime asymptotique, on a H(t) = 1.
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Q' (w) —tan d(w), (1.66)
JQ(UJ

(w

Q

~—

Q

(1.67)

S~

Puisque ces deux relations sont asymptotiquement équivalentes a faible dépha-
sage, il a été choisi, par simplicité, d’utiliser la premiére dans ce travail pour I'ap-
plication au probléme des marées [cf. chap. 5, p. ex. éq. (5.16)]. C’est, en outre, le
sinus du déphasage du bourrelet de marée qui est utilisé dans ’approche orbitale de
Kaula (1964), adoptée pour ce travail.

Cependant, le facteur de qualité n’est qu'un moyen indirect d’accéder a I’énergie
dissipée. Dans ce travail, il n’est utile que pour estimer l'effet de la dissipation
de marée dans le corps primaire sur l'orbite du corps secondaire. Pour calculer la
dissipation d’énergie au sein de ce dernier, une méthode plus précise et explicite —
couplée au calcul de convection thermique dans le manteau silicaté — est mise en
place au chapitre 4. Elle permet d’évaluer directement et localement la puissance
moyenne dissipée au cours d’'un cycle orbital (c.-a-d. < F(w) >). Les transferts de
chaleur au sein du corps central ne sont pas considérés, que celui-ci soit une planéte
tellurique, comme dans le cas du systéme Terre-Lune (chap. 5), une étoile (chap. 4 :
le corps secondaire est une planéte de type Terre) ou encore une planéte géante. Une
formulation paramétrée du type de I'équation (1.64) est donc suffisante dans ce cas.

1.2.4 Modéles rhéologiques viscoélastiques

Achevons cette section sur la rhéologie d’un corps en petits déplacements en
présentant quelques modéles simples (1D), classiques mais nécessaires pour appliquer
le formalisme de la viscoélasticité linéaire.

Le modéle le plus simple est celui d’'un comportement élastique pur, qu’on re-
présente souvent par un ressort (fig. 1.11).

Il se caractérise uniquement par une rigidité u, intervenant dans une loi consti-
tutive qui traduit la proportionnalité de la déformation a la contrainte appliquée :

o= ue. (1.68)

Etant donnée la relation (1.48), la fonction de retard > est la suivante :

fﬂ):iﬂuy (1.69)

22. Comme précédemment, 'instant initial ¢y d’application de la contrainte est pris a 0.
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FIGURE 1.11 — FExemples de modeéles viscoélastiques 1D. La diversité de ceux-ci
est obtenue en assemblant ressorts (modeéle élastique pur) et pistons (modéle vis-
queux pur) de différentes maniéres (en série ou en paralléle). Les couleurs permettent
d’identifier les unités fondamentales qui composent les modeles viscoélastiques plus
complexes. Voir le texte pour le détail des notations.
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Son image par la transformation de LAPLACE-CARSON permet d’obtenir la com-
plaisance dynamique, qui se traduit par les deux termes suivants [éq. (1.53)] :

Ji(w) = m et J5'(w) = 0. (1.70)

Le facteur Q7! résultant [éq. (1.65) ou (1.67)|, est naturellement nul.

Le second cas trivial correspond au comportement opposé, c¢’est-a-dire visqueux
pur, caractérisé par une viscosité n et représenté analogiquement par un amortisseur
(fig. 1.11). Dans ce cas, c’est le taux de déformation qui est proportionnel & la
contrainte :

o =1eE. (1.71)

La fonction de fluage et les coefficients de la complaisance dynamique sont, res-
pectivement :

Ja(t) = %H(t), (1.72)

TR =0 et JP(w) = niw (1.73)

Le facteur de qualité est cette fois-ci maximal et égal a 'unité [éq. (1.65); la
deéfinition (1.67) n’est plus adaptée icil.

A partir de ces deux poles extrémes de modéles, un grand nombre de solides
viscoélastiques peut étre établi, par simple assemblage en série ou en paralléle. Le
modeéle de MAXWELL correspond ainsi a la premiére des deux possibilités (fig. 1.11);
sa loi constitutive s’obtient ainsi en sommant les taux de déformation — obtenus a
partir des équations (1.68) et (1.71) — de chacun des deux composants :

1
0+ — 0 = g, (1.74)
™
avec Ty := 1/ le temps caractéristique de la relaxation, appelé temps de MAXWELL.
Pour se donner une idée du sens physique de ce dernier, on peut recourir a la fonction

de relaxation RM [éq. (1.34); fonction scalaire R(t), ici, telle que o(t) = R(t)x&(t)] :

RM(t) = e ™ H(t). (1.75)

Tu est donc la durée caractéristique de décroissance de la contrainte (relaxation)
suite a une sollicitation en déformation d'un solide de MAXWELL.



44 CHAPITRE 1. EVOLUTION DES CORPS PLANETAIRES :...

La fonction de retard et la complaisance dynamique s’obtiennent simplement par
sommation ** (montage en série) de celles des deux solides élémentaires présentés en
premier :

TM() = JOE) 4 T, (1.76)

_ % (1 + %) H(t): (1.77)

Tw) = J )+ R = (1.78)
W) = J9(w) + J(w) = —. (1.79)

=
Dans le cas du modéle de MAXWELL, le facteur de dissipation est caractérisé par
une dépendance inverse en fréquence. On a ainsi [éq. (1.65)] :

1

soit, pour de trés petits déphasages ou, de maniére équivalente ici, pour une fréquence
de sollicitation trés élevée [6q. (1.67); JM < JM = w > 1/ :

Q '(w) = (1.80)

QW) ~ ——

o (1.81)

En raison de sa simplicité de mise en ceuvre et du faible nombre de paramétres
caractéristiques qu’il requiert, le solide de MAXWELL est utilisé dans cette étude
pour modéliser la réponse de marée du manteau d’une planéte de type Terre (cf.
chap. 4). Cependant, il entraine une sous-estimation importante de la dissipation
pour les fréquences trés grandes devant celle de MAXWELL (7']\_41 ; p. ex. Sotin et al.,
2009). Or, dans I’étude présentée au chapitre 4, les paramétres choisis impliquent
une valeur de l'ordre de 800 jours pour 7, alors que la période de sollicitation
n’est que de 20 & 30 jours. La mise a 1’échelle de B&hounkova et al. (2010, 2011) **,
basée sur les valeurs terrestres du facteur de qualité, permet de régler partiellement
ce probléme : un ajustement (artificiel) la viscosité du modéle de MAXWELL est
réalisé, de telle sorte que l'on obtienne des valeurs de dissipation cohérentes avec
celles que 'on estime sur Terre. Cette technique a été employée pour ce travail (cf.
chap. 4).

23. Notons que l'on peut aussi — notamment pour des cas plus complexes — tirer profit du fait
que J est I’élément inverse de R vis-a-vis de la convolution ; ceci s’exprime, par exemple, par la
relation .J(iw)R(iw) = 1.

24. cf. plus loin [éq. (4.71)]
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Le modéle de MAXWELL présente toutefois un inconvénient majeur : il se caracté-
rise par un découplage des déformations visqueuse et élastique. Nous allons survoler
quelques modeles rhéologiques plus complexes qui peuvent étre proposés pour pallier
ce probléme. Le premier est un montage aussi simple que celui de MAXWELL, mais
en paralléle (couplage des déformations visqueuse et élastique); il s’agit du solide
de KELVIN-VOIGT (fig. 1.11). La fonction de retard et la complaisance dynamique
s’écrivent dans ce cas? :

11—iwry

1 _t v
K-Viy — = (1 _ o 7 K=Vi(iw) = =
JETV(t) = (1 e > H(t) et JE (lw) PR

. (1.82)

Le facteur de dissipation résultant posséde une dépendance en fréquence inverse
de celle du modéle de MAXWELL ; son expression est ainsi obtenue en substituant
(wTar) ™! & wTyr dans les équations (1.80) et (1.81). Le solide de KELVIN-VOIGT recéle
toutefois deux inconvénients plutdt « indésirables » pour un matériau géophysique :
il ne présente aucun comportement instantané et produit un effet d’élasticité retardé.

L’étape naturelle suivante consiste donc en la connexion d’un modéle purement
élastique en série avec ce solide : ceci débouche sur le modéle de ZENER (fig. 1.11),
appelé solide de KELVIN-VOIGT 4 élasticité instantanée par certains auteurs ?°. Les
fonctions J et J d’un tel systéme sont donc obtenues en sommant celles du solide
de KELVIN-VOIGT [éq. (1.82), avec u = pug et 7y = Tay, et éq. (1.69)-(1.70) avec
p = py; cf. fig. 1.11 pour la signification des indices| et du ressort.

L’examen de la fonction de ce solide de relaxation rend compte, cependant, d'un
fait important : il n’y a plus, a long terme (¢t — 00), de comportement visqueux. Pour
combler ce manque, il faut adjoindre un amortisseur, caractérisé par une viscosité a
long terme s : c’est le modéle de BURGERS (fig. 1.11). Celui-ci revient donc a la
mise en série des solides de KELVIN-VOIGT et de MAXWELL. La fonction de retard
— a fortiori la complaisance dynamique — s’obtient donc aisément par sommation de
celles de ces deux modeles [éq. (1.77) a (1.79), avec u = ug et 7py = Tag, = N2/ 2
(viscosité 7, a long terme); éq. (1.82), avec u = py et 7ap = Ty, := m1 /1 (viscosité
n1 & court terme)].

Certains modéles rhéologiques sont caractérisés par un grand nombre des solides
fondamentaux présentés ci-dessus, voire par une distribution continue de ceux-ci
(p. ex. le modéle de BURGERS généralisé de Faul et Jackson, 2005), permettant
ainsi de prendre en compte divers mécanismes de relaxation.

25. Ici, ce sont les fonctions de relaxation du ressort et de 'amortisseur qui doivent étre addi-
tionnées (montage en paralléle).

26. L’appellation « modéle de ZENER » est alors réservée au montage en paralléle d’un ressort et
d’un solide de MAXWELL. Ces deux versions sont les deux solides linéaires standards, bien connus
des mécaniciens.
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Citons, pour terminer, un modéle rhéologique particuliérement intéressant pour
le probléme des marées : celui ’ANDRADE (Andrade, 1910) ; il est utilisé au chapitre
5 pour modéliser la réponse viscoélastique d’un corps de type Lune. Ce solide peut
étre vu comme un solide de MAXWELL auquel on adjoint en série le montage (en
paralléle) d’une infinité de ressorts et de pistons (fig. 1.11). Ce terme additionnel,
dont la description est purement empirique, permet de décrire la réponse transitoire
non-linéaire du corps, via simplement deux paramétres expérimentaux : « et 5. Le
modéle d’ANDRADE rend compte d’'un grand nombre de données expérimentales
sur divers métaux et minéraux (p. ex. Jackson, 1993). Sa fonction de fluage est
relativement simple, puisque la description — a priori complexe — du spectre de
temps de relaxation n’est pas requise; celle-ci est « incluse » dans les parameétres a
et B etlona:

JAt) = JM(t) + Bt H(t). (1.83)

Le parameétre « voit sa valeur varier entre 0,1 et 0,5 [p. ex. @ = 1/3 chez Jackson
(1993)] pour des roches riches en olivine. Il caractérise la durée de la phase tran-
sitoire de la premiére partie (fluage primaire) de la réponse du matériau. [ est lié
a l'intensité de la friction anélastique. La complaisance dynamique résultante peut
s’'écrire :

] ) . .
JA(w) = " {1 SR S ~T(a+1)|, (1.84)
0

WTy, — WOTY
avec T4 un temps caractéristique anélastique (temps d’ANDRADE ; Efroimsky, 2012),
tel que 8 = (uer$) ™, et la fonction Gamma définie par :

[':2—=T(z2):= / ¥ e " dx, Vz € C/Re(z) > 0. (1.85)
0

Pour I’étude du chapitre 5, une version simplifiée de ce modéle est utilisée. Elle
ne nécessite plus qu’un seul parameétre empirique : a. En effet, Castillo-Rogez et al.
(2011) ont remarqué que, pour diverses données expérimentales sur 1’olivine, une
corrélation est approximativement vérifiée entre o et 3 :

1

fr—, soit TA R T, - (1.86)
HoTpy,

La complaisance dynamique prend alors la forme finale ci-dessous :

YA/ ~ i F(Oz + 1) _ 1
J(iw) ~ m [1 + (inMO)O‘} o (1.87)
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La déformation viscoélastique de marée d’'un corps en orbite est responsable, on
I’a vu, d’'une production de chaleur, par friction visqueuse. Afin de décrire correcte-
ment les transferts thermiques dans le manteau du corps, ce terme de chauffage de
marée doit étre inclus dans I'équation de la chaleur a résoudre. Le choix de celle-ci,
et plus généralement de la description de la convection thermique dans le manteau,
repose sur un certain nombre d’hypothéses et d’approximations physiques. C’est
I'objet de la partie qui suit, qui vient clore ce chapitre.

1.3 Transferts thermiques et convection

1.3.1 Les manteaux planétaires : des fluides géologiques par-
ticuliers

Les manteaux des planétes telluriques et des satellites naturels peuvent étre consi-
dérés comme des fluides & ’échelle des temps géologiques. Ils sont, en outre, soumis
a diverses sources de chaleur interne (radioactivité, dissipation de marée, etc.) et
sujets a un écart de température significatif entre la base (limite manteau-noyau) et
la surface de la planéte (atmosphére ou vide spatial).

Plagons-nous dans un cas simple sans chauffage interne. En tant que fluide, le
manteau va devoir transférer la chaleur de sa base vers la surface. Le processus
immédiat pour réaliser ce transfert est la conduction thermique?’, c’est-a-dire la
diffusion de chaleur de proche en proche. Mathématiquement, la propagation par
diffusion thermique est toujours une solution — statique (sans écoulement) — de
I’équation de la chaleur. Cependant, les roches du manteau (péridotites) sont de
bien piétres conducteurs thermiques. La théorie des transferts de chaleur dans un
milieu continu — ici le manteau — nous montre que la convection thermique est un
processus bien plus efficace — dans la plus grande partie du milieu — pour transférer
de la chaleur. Les exceptions se trouvent au niveau des couches limites thermiques,
dans lesquelles la conduction de chaleur est le processus dominant. Par exemple,
la couche limite thermique froide d’une planéte peut étre assimilée a la lithospheére
(thermique) de celle-ci. Cette « préférence » pour la convection thermique correspond
physiquement & un nombre de RAYLEIGH élevé du fluide « manteau », du moins
supérieur a une certaine valeur critique.

Notons enfin que la plus grosse différence entre un fluide classique et un manteau
planétaire — outre l'inertie quasi-nulle de ce dernier — réside sans doute dans leurs
lois de viscosité. Cette grandeur a la particularité d’étre extrémement variable, au
sein des roches du manteau, avec diverses quantités, en premier lieu la température

27. Les processus radiatifs sont probablement négligeables dans ce cas (manteau opaque).



48 CHAPITRE 1. EVOLUTION DES CORPS PLANETAIRES :...

(cf. 1.3.4). Ceci rend la dynamique® des intérieurs planétaires assez différente de
celle d'un fluide classique. L’idée de convection thermique dans le manteau terrestre
remonte au début du vingtiéme siécle; elle est généralement attribuée a HOLMES
(1931). Ce dernier proposa un mécanisme de convection sous les continents en rai-
son des sources de chaleur générées par ’abondance d’éléments radioactifs*’, ceci
quelques temps apres la publication de la théorie — alors trés controversée — de la
dérive des continents de WEGENER (1912).

Pour plus de détails sur I'histoire de la compréhension du phénomeéne de convec-
tion thermique pour le manteau, en lien avec la dynamique globale de la Terre et,
plus tardivement, avec la tectonique des plaques, mais aussi sur ’état actuel des
connaissances, le lecteur consultera par exemple le chapitre de Bercovici (2007, plus
généralement le volume 7 du Treatise on Geophysics) ainsi que l'ouvrage majeur de
Deparis et Legros (2000).

Nous n’entrerons pas plus dans les détails sur la description phénoménologique
de la convection thermique. La fin du chapitre 3 sera ’occasion de rappeler quelques
traits de ce phénomeéne, a travers une série d’expériences numériques classiques qui
ont permis la validation de l'outil. Dans les paragraphes qui suivent, nous allons
nous concentrer essentiellement sur la description théorique (mécanique des fluides)
des transferts de chaleur.

1.3.2 Principes de la convection thermique

Cette sous-section est une synthése en partie alimentée par les ouvrages de Schu-
bert et al. (2001) et de Garrigues (2007).

La mécanique des milieux continus repose sur quatre principes fondamentaux de
la physique classique : le principe de conservation de la masse, le principe fonda-
mental de la mécanique et les premier et deuxieme principes de la thermodynamique.
Appliqués & un milieu continu — en particulier & un fluide — les trois premiers per-
mettent d’obtenir les équations fondamentales que sont les équations de conservation
de la masse, de bilan de quantité de mouvement et de conservation de I’énergie. Nous
donnerons ici la forme locale de ces équations. Ces équations différentielles scalaires
ou vectorielles, accompagnées d'une loi de comportement du milieu, permettent de
décrire complétement le comportement thermo-mécanique de celui-ci. Les différents
champs de grandeur utiles (p. ex. masse volumique, vitesse) doivent étre compris ici
dans leur description eulérienne.

28. Les mécaniciens des fluides parleraient plutot de « quasi-statique », en raison de la trés faible
importance des termes inertiels dans les équations (Pr — oo ; voir plus loin).

29. Rappelons que la découverte de la radioactivité naturelle était alors relativement récente
(BECQUEREL, 1896). Son impact fut conséquent en géophysique, notamment pour ce qui est de
I’age de la Terre. ..
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Conservation de la masse

Le principe de conservation de la masse pour un milieu continu, sous sa forme
locale, conduit a I’équation de continuité :

% +V - (pV) =0, (1.88)

ol p est la masse volumique du milieu, V' son champ de vitesse et t le temps.

L’emploi de la dérivée particulaire, définie par %—; = % + V - Ve, permet de
réécrire 1'équation (1.88) sous la forme suivante :
1D
P vy, (1.89)
p Dt

Cette écriture montre que le taux de variation relative de masse volumique d une
particule du milieu?" est entiérement li¢ a la divergence du champ de vitesse, c’est-
a-dire au taux de dilatation volumique local. Autrement dit, la production de masse
est nulle. Ainsi, pour un milieu incompressible (% = 0), I’'équation de continuité
devient tres simple : V-V = 0.

Les équations (1.88) et (1.89) sont valables & chaque instant et en tout point d’un
milieu matériel continu, quel que soit le systéme de coordonnées choisi (orthogonal

ou non).

Bilan de quantité de mouvement

Le principe de « conservation » de la quantité de mouvement ** pour un milieu
continu, sous sa forme locale, conduit a ’équation de mouvement :

pa=V - o+ f, (1.90)

avec a, o et f, respectivement 1’accélération, la contrainte et une force volumique
d’action a distance. Cette équation est valable en tout point et a chaque instant d’un
milieu matériel continu.

Or, o est un champ tensoriel d’ordre 2. Il peut donc se décomposer, de maniére
unique, en une partie sphérique et une partie déviatorique :

o =sph(o) +dev(o) = @ G+o— ? G, (1.91)
\TD./ —_———

30. c.-a-d. de masse constante

31. A T'inverse de la masse et de I’énergie (totale), la quantité de mouvement n’a aucune raison
d’étre conservée. On parlera donc plutodt de bilan de celle-ci, tout en étant conscient que I’appellation
conservation est plus conventionnelle.
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ou P est la pression mécanique, 7 la partie déviatorique du tenseur des contraintes
— encore appelée tenseur des contraintes visqueuses — et G le tenseur métrique.

L’équation de mouvement devient alors :

DV

Cependant, le tenseur T peut s’exprimer en fonction du champ de vitesse. Pour
cela, nous considérons désormais un cas particulier de milieux continus : les fluides
visqueux et plus précisément les fluides de STOKES, dont la loi de comportement mé-
canique ne dépend que du tenseur des taux de déformation D. Ce dernier correspond
a la partie symétrique du gradient du champ de vitesse :

D :=sym(VV):=-[VV + (VV)T]. (1.93)

N | —

Parmi les fluides de STOKES, les plus simples sont les fluides newtoniens. Ils se
caractérisent par une loi de comportement linéaire entre la partie déviatorique du
tenseur des contraintes et le tenseur des taux de déformation :

r=H:D, (1.94)

H étant le tenseur de viscosité** (d’ordre 4).

Notons que, pour un fluide parfait — V - 7 négligeable devant les autres termes **
— I’équation (1.92) est appelée équation d’EULER. La définition de D montre que les
contraintes visqueuses — et donc le transfert de quantité de mouvement — sont nulles
pour un champ de vitesse uniforme (translation) ou correspondant a une rotation de
solide. A 'instar de ce qui a été présenté plus haut pour les tenseurs de retard et de
relaxation [cf. éq. (1.33) et (1.34)], on peut montrer que, de par la symétrie de o ** et
de D, H possede la propriété de symétrie mineure. Celle-ci implique que, parmi les
81 composantes du tenseur de viscosité, 36 seulement sont indépendantes. De plus,
I’existence d’une fonction de dissipation — définie plus loin — implique la propriété de
symétrie majeure pour H, ce qui réduit a 21 le nombre de composantes & connaitre.
Aux considérations précédentes est adjointe ici 'hypothése d’isotropie® du fluide.
La relation linéaire précédente se réduit finalement a I’équation simple ci-dessous :

32. cf., p. ex., Landau et Lifshitz (1970), éq. (34.3).

33. Pour un tel fluide, le terme V - g, dans I’équation (1.99), doit aussi étre négligeable (cf. plus
loin).

34. et donc de T; la symétrie de o n’est valable que pour un milieu continu non polarisé.

35. c-a-d. H=)AG ® G + G + 06, avec A, n, § des scalaires. G et & sont définis tels que, pour
tout tenseur d’ordre 2 A, on ait G: A = A et G: A = AT, La symétrie de o implique 1’égalité
n =20 [cf. éq. (1.95)].
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T = 2nD+ A tr(D)G, (1.95)
= 2ndev(D) 4+ (tr(D) G, (1.96)
~——
vV

Il ne reste ainsi que deux coefficients scalaires caractéristiques : la viscosité dy-
namique 7 — ou viscosité de cisaillement — et le second coefficient de viscosité A;
(:=A+ %77 est la viscosité de volume — parfois appelée viscosité de compression iso-
trope — et mesure la dissipation d’énergie par compression ou dilatation. L’équation
(1.92) devient ainsi :

p% =-VP+V. {n [VV +(VV)'] + (g — ;77) vV - VG} + £ (1.97)

L’effet d’une viscosité anisotrope reste, actuellement, négligé dans les études de
convection mantellique, principalement en raison de la complexité du traitement —
physique comme numérique — que cela induit. Cependant, certains auteurs ont déve-
loppé des approches simplifiées pour le traitement d’une viscosité anisotrope (p. ex.
Pouilloux et al., 2007) et ont suggéré des conséquences dynamiques potentiellement
importantes au niveau de la zone de transition. L’étude récente de Becker et Kawa-
katsu (2011) montre toutefois que effet sur I’écoulement d’une viscosité anisotrope
dans la lithosphére, dans un modeéle de convection *°, resterait faible ou du moins
inférieur a l'effet des variations isotropes de viscosité avec la température ou encore
la taille de grain. Le débat reste cependant ouvert.

L’équation (1.97) est donc valable pour un fluide newtonien isotrope, quel que
soit le systéme de coordonnées considéré. Notons que, dans le cas d’un fluide incom-
pressible (V - V' = 0), I’équation est dite de NAVIER-STOKES.

Toutefois, pour un grand nombre de fluides, la viscosité de volume est négligeable
(approximation de STOKES). L’équation (1.96) nous montre que, pour ceux-1a, la
contrainte visqueuse n’est due qu’a la partie déviatorique du tenseur des taux de
déformation, c’est-a-dire que la dissipation d’énergie par changement de volume est
nulle. De plus, le milieu qui nous intéresse — le manteau solide d’une planéte — ne
subit que la pesanteur (g) comme action a distance *”. Enfin, comme nous le verrons
par la suite, cette étude sera restreinte a des systémes de coordonnées munis d’'une
base orthonormeée ; dans ce cas, le tenseur métrique G se réduira au tenseur identité

d’ordre 2 : I. L’équation (1.97) se simplifie donc dans le cadre de cette étude :

bV
Dt

-~ _VP+V. {n [VV +(VV)" — 2V3' VI] } +pg. (1.98)

36. Un modéle toutefois sans évolution thermique, pour 'instant. . .
37. La force d’inertie de CORIOLIS et la force de LORENTZ sont ici négligeables ; ce ne serait pas
le cas pour la partie liquide du noyau métallique d’une planéte.
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Il faut noter ici que la viscosité dynamique 7 est une propriété du milieu pouvant
dépendre de diverses grandeurs, en particulier de la température (cf. 1.3.4).

Conservation de 1’énergie

Le premier principe de la thermodynamique appliqué & un milieu continu conduit
a I’équation de conservation de 1’énergie. Sous sa forme locale, elle peut s’écrire par
exemple :

p<V-a+DDL;n):V-(V-0'+fu)+a':D—V-q+pH, (1.99)
avec e,, I'énergie interne massique, q le flux — ou courant — de chaleur et H un
terme source de chaleur ** (puissance thermique massique). Dans le cas des manteaux
planétaires silicatés, H correspond essentiellement & un chauffage H,,, produit par la
désintégration d’éléments radioactifs (232Th, 238U, 49K, etc.). Dans le cadre de cette
étude, la chaleur de marée interviendra également (H,,,.). Le chauffage interne total
s’écrira donc :

H=H,,+H,,. (1.100)

En tenant compte des équations (1.90) et (1.91), la forme (1.99) devient :

De,,
Dt

La somme des deux premiers termes du second membre de cette équation cor-

p =—Ptr(D)+7:D -V .q+ pH. (1.101)

respond, au signe prés, a la puissance mécanique (volumique) des efforts intérieurs ;
la seconde somme s’identifie, elle, a la puissance thermique échangée avec I'extérieur.

Sous I’hypothése d’équilibre thermodynamique local, le premier principe permet
de décomposer la variation d’énergie interne, au cours d’une transformation infini-
tésimale, en la somme de deux contributions : un travail réversible et une chaleur
élémentaires, respectivement les formes différentielles 6, et 6Q),,, (massiques). Pour
un fluide, cette décomposition s’écrit :

de,, = 0Q,, + 0W,, = Tds,, — pdu,,, (1.102)

38. La chaleur est ici regue a ’intérieur du milieu mais est — d’un point de vue thermodynamique
— d’origine extérieure au systéme. Si H est négatif, la chaleur est perdue dans 'extérieur (puits). Si
I’énergie libérée par les éléments radioactifs peut, en fait, étre considérée comme d’origine interne
au systéme (éléments inclus dans le milieu et liés a celui-ci), il n’en va pas de méme pour la chaleur
de marée, dont la source excitatrice est d’origine extérieure au manteau.
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) la pression thermodynamique®’ — cons-
Sm

Oem
Ovm

avec T' la température et p := — (
tantes localement sous ’hypothése d’équilibre local; s, et v, := 1/p sont respecti-
vement I'entropie et le volume massiques.
La combinaison des équations (1.89) et (1.102) permet d’exprimer la dérivée
particulaire de 1’énergie interne a partir de celle de ’entropie :
De,, Ds,, p
=T — =~ tr(D), 1.103
or o, (1.103)
vV

ce qui permet d’écrire ’équation (1.101) sous la forme du bilan d’entropie suivant,
valable cette fois-ci pour les milieux continus particuliers que sont les fluides :

Ds,, qg H 1 1
- v- 2, S = P)tr(D D——q-VT|. 1.104
"Dy Vg trrts (p—P)tr(D) + 7 74V ( )
échange création

Notons que H est un terme d’échange d’entropie uniquement du point de vue
thermodynamique (cf. note 38, p. 52) : tout se passe, dans les faits, comme s’il y
avait création d’entropie au sein du milieu étudié.

Sous cette forme, le bilan d’entropie se décompose en deux termes d’échange avec
I'extérieur et trois termes de création ; le deuxiéme principe de la thermodynamique
impose, en effet, la positivité de la quantité ci-dessous, appelée dissipation (puissance

volumique) :
0Sm 1
b:=p)T—+V.-q—pH ——=q-VT > 0. (1.105)
@It (I)trzo

™ et ™ sont les dissipations thermique et intrinséque. Le terme global de
création de I'équation (1.104) est donc le taux de production massique d’entropie
O/T.

Pour parvenir & une relation en température — plus classique — il suffit d’utiliser
les relations usuelles de thermodynamique. Ainsi, il vient I’expression :

Dsy, Osp\ DT dsm\ D
m (S =y () 22 (1.106)
Dt or ), Dt~ \op ), Dt
N—— N e’
ep)T —a/p

Les scalaires ?’ ¢, et « sont respectivement la capacité thermique massique et le
coefficient de dilatation (thermique) isobares.

39. que l'on distinguera de la pression mécanique P [éq. (1.91)] pour un fluide général.
40. hypothése de milieu isotrope
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La définition de D [cf. éq. (1.93)] implique l'égalité 7: D = 7 : VV. Grace a la
relation (1.106), I’équation (1.104) peut prendre la forme :

P~ aTD_t =-V- q+£p —P)V-V+71: VV +pH (1.107)

~~
Hint

Pour décrire le flux de chaleur, il est nécessaire de disposer d’une loi de com-
portement thermique pour le fluide. La plus couramment utilisée (et aussi la plus
simple mathématiquement), dite loi de FOURIER, relie linéairement le courant de
chaleur au gradient de température :

q=-K VT, (1.108)

K étant le tenseur de conductivité thermique?’ (d’ordre 2 et symétrique pres de
I'équilibre thermique). Pour un milieu isotrope (K = kG), I’équation précédente se
réduit a :

q=—kVT, (1.109)

ou k est un scalaire appelé conductivité thermique.

A cette relation caractéristique sont adjointes les lois de comportement méca-
nique d’un fluide newtonien isotrope que sont d’une part I’équation (1.95) et, d’autre
part, la relation ci-dessous entre pressions thermodynamique et mécanique :

p =P+ (tr(D). (1.110)

Cette équation met en évidence le fait que, pour un fluide newtonien dont la
viscosité de volume () est nulle, ou du moins dont le mouvement est incompressible
[tr(D) = 0], la pression thermodynamique p (équilibre local) et son homologue
mécanique P (« composante » isotrope de la contrainte) sont confondues. Ainsi, via
I'application de la décomposition (1.91) au tenseur D et I'utilisation des équations
(1.109) et (1.110), la dissipation s’écrit :

¥ = 2 [(x(D)] + 29| dev(D)|*

=004+ P" >0 avec (1.111)
o = EvTiz>o,
ou || || :== /e : e est la norme euclidienne d’un tenseur d’ordre 2. ®™ peut étre

appelée ici la dissipation visqueuse. Notons que, compte tenu de I’équation ci-dessus,
le deuxiéme principe de la thermodynamique implique la positivité de ¢, n et k*2,
car la dissipation doit aussi étre positive, indépendamment de la conduction.

41. p. ex. Landau et Lifshitz (1970), éq. (33.1)
42. Pour un fluide anisotrope, c’est la positivité des valeurs propres de H et de K.
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Finalement, dans 'approximation de STOKES ({ = 0), il vient la forme suivante
pour I’équation de la chaleur :

DT Dp |
— —aT— =V - (kVT) + o™ H 1.112

avec 'expression ci-dessous pour la dissipation visqueuse :

o™ =1 :VV = 25| dev(D)|[?, (1.113)
soit

2

| 1 1
o = 2 ‘ ‘5 VV +(VV)] -3V VG (1.114)

Equation d’état

La description des transferts de chaleur au sein du manteau d’une planéte passe
donc, pour cette étude, par la résolution des équations (1.88), (1.98) et (1.112).
Désignons par n la dimension de ’espace affine considéré pour traiter le probléme :
elle vaut généralement 2 ou 3 dans les études de géodynamique, selon la possibilité
qu’un milieu puisse étre raisonnablement décrit avec seulement deux des dimensions
d’espace ou bien que les trois doivent nécessairement étre considérées. En tous les cas,
les équations précédemment mentionnées constituent un systéme de n+1 équations **
(une équation vectorielle et une scalaire) a n + 2 inconnues ({V;}iz1,, p et T'; V;
est la i-éme composante de la vitesse V'). Il est donc nécessaire de recourir a une
relation supplémentaire pour avoir un systéme bien déterminé.

C’est la qu’intervient I’équation d’état du milieu. Son utilisation est justifiée par
I’hypothése d’équilibre thermodynamique local. Nous ne tiendrons pas compte, ici,
des transitions de phase et de la variation de composition du manteau : la masse
volumique de ce dernier ne dépendra donc que de la pression et de la température.
Ces derniéres ne vont induire que de petites variations par rapport & une référence
moyenne p (variable seulement avec la profondeur), ce qui justifie ’expression linéaire
suivant pour p :

p=p+p ~ppT)+ (X0 —aT')p, (1.115)
avec o' 'écart par rapport a I’état de référence e, pour une variable donnée. x,. est le
coefficient de compressibilité isotherme, inverse du coefficient d’incompressibilité **
correspondant, K ..

43. L’équation de continuité (1.88) doit étre comprise comme une condition & respecter pour
I’équation de bilan de quantité de mouvement (1.98).
44. Parfois appelé module de compressibilité. . .
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La simplification des équations passe classiquement par I’adimensionnement des
différentes grandeurs par des échelles caractéristiques, a savoir un écart AT pour
la température (de valeur Ty en surface du domaine), 1’épaisseur b de la couche
convective (manteau) pour les longueurs (I) et des valeurs caractéristiques e, des
grandeurs thermo-mécaniques. Les variables adimensionnées sont notées e :

[:=1/b et e:=e/e0, . (1.116)

De la découle I'adimensionnement du temps, des vitesses, de la pression et du
chauffage interne :

. ~ ¢ td ~
t:=t/t9, V::fv, ﬁ::n—cp et H:=H/H,, (1.117)

avec t4 := ¥ le temps caractéristique de la diffusion thermique et H, := ¢y AT/t
k

pep

L’équation d’état adimensionnée (1.115) s’écrit alors :

I’échelle de chauffage caractéristique. k := est la diffusivité thermique .

~/

p=p (1 + pT) =h (1 + X, 7 Ma’Pr — éf’e) . (1.118)
p

L’écriture ci-dessus fait apparaitre trois nombres sans dimension; il s’agit du
nombre de MACH Ma — rapport de la vitesse caractéristique a celle du son dans le
milieu, du nombre de PRANDTL Pr — mesure du rapport des forces visqueuses aux
forces inertielles — et d'un paramétre additionnel (e; il s’agit d’une dilatation ther-
mique relative caractéristique). L’expression de ces quantités est donnée ci-dessous :

Ma := %, /X, Pes Pr:=v./k. et € := a,. AT, (1.119)

avec v = 1/p la viscosité cinématique *°.

Une estimation des valeurs typiques de ces nombres pour le manteau terrestre
donne : Pr ~ 2,5-10%, Ma ~ 3,7-107" et € ~ 3,0 - 1072. Ainsi, comme on a
Ma?Pr < 1 et € < 1, les variations de densité p’ [éq. (1.118)] sont bien petites par
rapport a I'état de référence p, ce qui justifie le choix de I’équation d’état (1.115).

45. Elle peut étre comprise comme une diffusivité de la quantité de mouvement
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1.3.3 Approximations physiques

Approximation anélastique-liquide

Au paragraphe précédent, nous avons montré que ’on pouvait écrire, dans le cas
d’un manteau planétaire :

Ma’Pr<1 et e<1. (1.120)

Il s’agit, pour un fluide & nombre de PRANDTL infini, de ’approximation dite
anélastique-liquide (Jarvis et McKenzie, 1980). Nous verrons qu’elle fournit une
meilleure approche thermodynamique des équations de conservation que la tradition-
nelle approximation de BOUSSINESQ, encore largement utilisée pour les manteaux
planétaires.

L’infinité supposée de Pr traduit le fait que, selon la définition de ce nombre |cf.
éq. (1.119)], la quantité de mouvement est diffusée infiniment plus rapidement que
la chaleur (c.-a-d. instantanément : les manteaux planétaires possédent, en effet, trés
trés peu d’inertie). Comme nous le verrons plus bas, la dynamique du systéme est
alors entiérement contrélée par les transferts de chaleur. Ma exprime, lui, le rapport
entre la vitesse caractéristique et la vitesse des ondes acoustiques (élastiques) dans
ce milieu : cette derniére est donc négligée ici, d’ou I'appellation « approximation
anélastique ». Ces ondes se propagent en effet sur des échelles de temps totalement
différentes : elles n’agissent donc pas sur la dynamique du manteau. Enfin, € ex-
prime la variation relative de la masse volumique liée aux écarts de température
caractéristiques AT du milieu : cette quantité est également faible.

Les équations de conservation (1.88), (1.98) et (1.112)*® peuvent désormais étre
réécrites dans 'approximation anélastique-liquide & nombre de PRANDTL infini, sous
forme adimensionnée [cf. éq. (1.116) et (1.117)]. On obtient :

V- (V) =0, (1.121)

~ ~ ~ ~\T 26‘7 . Dic - ~\ ~=~
VV+<VV) - I]}+(>‘<T—l ”Cﬁ'—aRaT’)ﬁg,

¢ Cu,
(1.122)

DT ~ /i o~ DI oL~ . ~ _.R
oy =V (k9 T) + @Z"tR—; L &FDUT +To)§-V + 5 Ra; (1.123)

46. L’approximation p’ < p permet d’éliminer la pression dans I’équation de conservation de
I’énergie.
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avec v = a/(pcyx,) le paramétre de GRUNEISEN (de 'ordre de l'unité pour le
manteau terrestre) — dans sa définition macroscopique, ¢, la capacité thermique
massique isochore et T la température de surface sans dimension (cf. définition plus
bas). L’équation (1.122) est dite de STOKES (effets inertiels négligeables devant les
effets visqueux). Quatre nombres sans dimension caractérisent donc la convection
thermique en approximation anélastique-liquide, pour une géométrie et un jeu de
conditions aux limites donnés (et a viscosité constante) :

cHe cATbg 7 c cb TS
Ra := w, Ra, := HRa, Di = 2 , et Ty := .
Rele Cpc AT
(1.124)

Le premier est le nombre de RAYLEIGH (~ 107 & 10® pour le manteau terrestre) :
il représente le rapport de I’énergie interne fournie par la flottabilité d’origine ther-
mique [terme moteur de la convection, proportionnel & Ra dans I’équation (1.122)] a
I’énergie dissipée thermiquement et mécaniquement, respectivement via la diffusion
thermique et la diffusion de quantité de mouvement (termes frein de la convection).
Ainsi, Ra doit étre supérieur & un seuil critique pour que la convection thermique
puisse se développer. Ceci peut également se comprendre en définissant des temps
caractéristiques visqueux t! et convectif t$; Ra se met alors sous la forme :

tet v g2 . b
Ra = GrPr = (1) avec ty :=0b"/v. et o= (m) . (1.125)

Gr est le nombre de GRASHOF, mesurant le rapport de la flottabilité a la friction
visqueuse. Avec ces écritures, la condition nécessaire a la convection s’écrit donc :
Ra > 1. Notons que certains auteurs (p. ex. Ricard, 2007) utilisent non pas le temps
diffusif t¢ mais la quantité (£5)%/tY basée sur la vitesse de STOKES — bt¥ /(t$)* — pour
I’'adimensionnement du temps. Il en résulte que I’équation (1.118) inclut le nombre
de RAYLEIGH et que 'approximation anélastique-liquide requiert une contrainte plus
forte sur la premiére des conditions (1.120) : RaMa?Pr < 1. Elle reste cependant
vérifiée pour les manteaux planétaires classiques. Le nombre de RAYLEIGH se trouve
alors a des endroits différents dans les équations (1.122) et (1.123). Pour plus de
détails, le lecteur est invité & consulter la synthése de Ricard (2007).

Ra,, est le nombre de RAYLEIGH de chauffage interne*”. Notons que si un flux
de chaleur basal vertical de norme g,,,. est prescrit au lieu d’une température, 1’adi-
mensionnement de cette derniére se fait généralement par une échelle plus adaptée
que le saut de température a travers la couche — a priori inconnu et non homogéne
dans ce cas : on choisira dans ce cas un écart AT, correspondant a la variation de

47. Certains auteurs parlent du nombre de RAYLEIGH-ROBERTS.
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température due a la puissance caractéristique associée au flux g,,.. et & un éventuel
chauffage caractéristique (volumique) HY = p.H. appliqué durant le temps conduc-
tif -

ase/ 0+ HY
ATqH = dese/ + c tg

(1.126)
Pc Cp,

C’est ainsi que, dans le cas d’une configuration de RAYLEIGH-ROBERTS (H!
constant et ¢,... = 0), Ra doit étre remplacé par Ra, dans les équations (1.122) et
(1.123). De plus, dans ce cas, il est peu judicieux de faire intervenir la valeur en
surface Ty dans 'adimensionnement de la température (voir annexe A.1 & ce sujet).

Le troisiéme terme de I'équation (1.124) est le nombre de dissipation, Di (~
0,25 — 0,8 pour le manteau terrestre ; typiquement 0,5), correspondant au rapport
de DI'épaisseur de la couche convective a 1’échelle de hauteur pour la température *%,
hy : Di:=b/hy. Son quotient par le paramétre de GRUNEISEN caractéristique (7,)
mesure le rapport de ’épaisseur de la couche convective a 1’échelle de hauteur pour
la masse volumique de référence et constitue un nouveau nombre sans dimension.

Ra est donc une mesure de la vigueur de la convection thermique, de méme que
Ra,, qui inclut la contribution du chauffage interne a celle-ci. Ces deux nombres
peuvent étre compris comme les moteurs de la convection. En revanche, Di représente
un frein a la convection : il « s’oppose » & Ra dans le terme de flottabilité de I’équation
(1.122) mais aussi dans le terme de dissipation visqueuse de I’équation (1.123). Cette
derniére est a l'origine de la transformation d’une partie de I’énergie mécanique
en énergie thermique. Di va également controler I'importance du « chauffage (ou
refroidissement) adiabatique?” » [troisiéme terme du second membre de 1’équation
(1.123)].

Notons enfin que, au sein de la flottabilité, dans 'approximation anélastique-
liquide [troisiéme et dernier terme de 1'équation (1.122)], le rapport des capacités
thermiques est le plus souvent pris égal a I'unité. La formule de REECH,

p
Xr = Xo (1.127)

(%

avec y._ le coefficient de compressibilité isentropique ”’, nous permet de mettre le
terme de flottabilité, dans 1'équation (1.122), sous la forme suivante (p. ex. Leng et

48. Par définition, il s’agit de la distance qu’une particule de fluide doit parcourir verticalement
pour voir sa température varier de e — base du logarithme népérien — par compression ou décom-
pression adiabatique.

49. 11 s’agit en fait du travail (puissance volumique) de la flottabilité. La premiére dénomination
— classique dans la littérature sur la convection thermique — sera cependant conservée pour la suite.
Le terme « chauffage » est en lui-méme trompeur, puisqu’il n’y a pas de création d’entropie ici. . .

50. Pour une composition homogéne du manteau planétaire — ce qui sera le cas dans cette étude,
X. s’identifie au coefficient de compressibilité adiabatique , .
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Zhong, 2008), plus commode :

. C AN
fo= (% p - pRaT') ag, (1.128)

YCp

avec Co le nombre de compressibilité (p. ex. Tackley, 1996), défini par

Co := Di/~., (1.129)

. N 1 o714 » L, . . . . , 51
ce qui correspond a une compressibilité caractéristique adimensionnée °* :

Co = Xr. : = Xy, Pe9e, (1.130)

= Ma?(t4)? %. (1.131)

Etat de référence

La résolution des équations (1.121) a (1.123) permet de calculer les transferts de
chaleur en approximation anélastique-liquide. Comme on I’a vu précédemment, celle-
ci est construite a partir de perturbations (petites) des variables autour d’un état de
référence ; il correspond a un milieu hydrostatique, isentropique et stationnaire. Cet
¢tat se caractérise par des profils de valeurs de référence [8(r), avec r le rayon mesuré
depuis le centre du corps planétaire| des principales variables thermodynamiques.

L’expression exacte de ces profils dépend des hypothéses choisies sur le compor-
tement thermo-mécanique du milieu & I’état de référence. Dans cette these, il a été
choisi d’utiliser une configuration relativement simple, correspondant a I’équation
d’ADAMS-WILLIAMSON pour un cas & propriétés thermodynamiques constantes °2.
Cette caractéristique permet de ne conserver que 'effet de la compressibilité (ap-
proximation anélastique-liquide) sur la densité p et sur le profil isentropique, 7.
Nous nous placons ainsi dans des conditions similaires & celles des études de Leng
et Zhong (2008) et de King et al. (2010). L’avantage est double : en plus d’autoriser
une comparaison directe des résultats sur les transferts thermiques sans chauffage de
marée (benchmark ; voir chap. 3), cette simplification nous permet de ne pas cumuler
trop d’effets physiques dans le modéle et ainsi de ne conserver que I'influence de la
compressibilité dans le calcul des transferts de chaleur avec chauffage de marée et
évolution orbitale.

51. Notons que I'adimensionnement est fait ici via une pression hydrostatique caractéristique
Pe ge b, bien évidemment plus adaptée qu’une pression dynamique caractéristique basée sur la vis-
cosité dynamique [cf. éq. (1.117)]. La variation de K. est, en effet, principalement due a celle de
la pression hydrostatique (dominante).

52. L’équation d’ADAMS-WILLIAMSON comprend également une homogénéité chimique.
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Une modélisation plus réaliste serait accessible via un état de référence plus so-
phistiqué, telle la configuration polytropique (p. ex. Bercovici et al., 1989), basée sur
I’équation d’état de BIRCH-MURNAGHAN. Ce genre de configuration est cependant
excessivement complexe par rapport aux incertitudes dans la connaissance de 1'inté-
rieur de la Terre et, a fortiori, des autres planétes. Elle tire son origine des premiéres
études numériques des dynamos stellaires.

Une justification thermodynamique détaillée conduisant au choix de ’état de ré-
férence employé dans ce travail est présentée au chapitre 4 ; celle-ci est légérement
différente — moins restrictive — que celles habituellement introduites (p. ex. Leng et
Zhong, 2008). Notons, au passage, que le chapitre en question présente les équations
dans un cadre dimensionné, de maniére complémentaire au formalisme adimension-
nel présenté ci-dessus.

Ainsi, en notant R; et R, les rayons respectifs (adimensionnels) de la limite
manteau-noyau et de la surface de la planéte (crotte négligée), on obtient les expres-
sions suivantes — sans dimension — pour les profils de référence de masse volumique
et de compressibilité isotherme du manteau de la planéte :

p(7) = exp[Co(R; —7)] et X, (7) = =7 (1.132)
(T
L’expression de ’équation de continuité se réduit alors a :

V.-V ==CoV,. (1.133)

Puisque 'on a I'égalité T=T-T - Ty [voir annexe A.1; Ty est la température
de surface sans dimension, cf. éq. (1.124)], 'expression du profil de température de
référence est, pour des températures imposées T(R;) =1 et T(R.) =0 :

T(7) = To {exp[Di(R. — 7)] — 1} . (1.134)

Compte tenu des hypothéses mentionnées plus haut, les autres profils de référence
sont constants (¢ = 1) 7.

53. Notons tout de méme que, dans le manteau terrestre, o varie d’un facteur de ’ordre de 3 entre
la surface et la limite manteau-noyau. L’isentrope T posséde alors une courbure inverse (Labrosse,
communication personnelle).
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Autres approximations

A partir des équations en approximation anélastique-liquide (acronyme anglais
ALA), il est aisé de revenir aux approximations plus classiques, toutefois thermody-
namiquement moins correctes.

Ainsi, négliger I'influence de la pression dynamique p’ dans le terme de flottabi-
lité (c.-a-d. x, = 0!) de I'équation (1.122) conduit a I'approximation anélastique-
liquide tronquée (TALA, p. ex. Ita et King, 1994 ; King et al., 2010). Leng et Zhong
(2008) ont montré que c’est précisément cette omission qui est a l'origine d’un écart
pouvant atteindre quelques pourcents entre les moyennes volumiques globales de la
dissipation visqueuse et du chauffage adiabatique. On montre en effet que ces deux
grandeurs doivent se compenser non seulement a I’état d’équilibre final, mais aussi
a tout instant (p. ex. Leng et Zhong, 2008, et références incluses).

Si, en outre, les profils p = 1 et T = 0 sont imposés, 'approximation obtenue est
dite de BOUSSINESQ étendue (EBA, p. ex. Ita et King, 1994 ; King et al., 2010). Par
rapport a 'approximation classique de BOUSSINESQ (BA), elle présente notamment
I’avantage d’inclure 'effet de la friction visqueuse et du chauffage adiabatique dans
I’équation de I’énergie.

Enfin, 'approximation la plus classique est celle de BOUSSINESQ. Elle correspond
au cas :

Ma?Pr < 1, ek 1 et Co « 1.

Les équations (1.121) a (1.123) sont alors fortement simplifices : # = 1 et Di = 0.
La dynamique d’un systéme isovisqueux est alors complétement caractérisée par le
seul nombre de RAYLEIGH.

A titre de remarque, notons que I’approximation de BOUSSINESQ a permis de
montrer certains résultats théoriques fondamentaux pour la convection thermique
dans le manteau. Ainsi, si celle-ci nécessite une résolution numérique des équa-
tions de conservation (cf. chap. 2), Tabata et Suzuki (2000) sont cependant par-
venus & démontrer 'existence et I'unicité de la solution au probléme de convection
de RAYLEIGH-BENARD pour un fluide & nombre de PRANDTL infini, de viscosité
constante et dans une coquille sphérique. Plus récemment, Tabata (2006) a égale-
ment abouti & cette propriété — « rassurante » pour les numériciens — dans un cas
général a propriétés thermo-mécaniques variables avec la température (en particu-
lier la viscosité). Ces travaux remarquables, mélant géophysique et mathématique
appliquée, sont — a la connaissance de 'auteur — les seuls de ce genre.
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1.3.4 Rhéologie visqueuse

Comme nous 'avons vu précédemment, tant pour les transferts convectifs que
pour la déformation viscoélastique, la viscosité des manteaux planétaires est un
élément crucial & prendre en compte. Aprés quelques généralités sur la rhéologie
visqueuse en grandes déformations °*, nous verrons quels sont les choix qui ont été
effectués pour ce travail de these.

Cas général d’un fluide isotrope

Nous avons vu précédemment que, dans le cas d’un fluide newtonien, le tenseur
des contraintes visqueuses 7 pouvait s’écrire comme la contraction double entre un
tenseur de viscosité H et le tenseur des taux de déformation D [éq. (1.94)]. En outre,
I'approximation de STOKES (¢ = 0) et I'hypothése d’isotropie ont permis d’aboutir
a la formulation suivante pour la loi constitutive du fluide [cf. éq. (1.96)], utilisée
pour dériver la forme finale des équations de bilan de quantité de mouvement et de
conservation de I’énergie :

=2, (1.135)

avec la notation ® := dev(D) employée ici dans le seul but d’alléger les écritures.
De maniére plus générale, pour un fluide non-newtonien, on a la relation (p. ex.
Karato, 2008) :

r=F(®)D, (1.136)

ou F) est une fonction scalaire, d’argument tensoriel d’ordre 2. Nous nous placerons
de nouveau dans I’hypothése d’un fluide isotrope; F doit donc posséder elle-méme
cette propriété. Or, la théorie des fonctions isotropes nous enseigne que toute fonc-
tion isotrope a valeur scalaire et d’arguments tensoriels implique °° 'existence d’une
fonction Fy d’arguments scalaires telle que 'on ait — dans notre cas particulier :

(D) =5®1,91,91r). (1.137)

Les trois arguments sont les invariants fondamentaux du tenseur 2 :

D, = tr(D), (1.138)
D, = [tr(D)] —Qtr(D . @)’ (1.139)
@]1[ = det(@) (1140)

54. Pour le formalisme dans 'hypothése des petites perturbations, on se reportera au 1.2.
55. La réciproque est vraie.
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Le tenseur ® étant déviatorique, sa trace est par définition nulle (D; = 0). Le
déterminant °° du tenseur ® symétrique (Djy7) est une mesure du changement de
forme des particules de fluide lié & I’écoulement. On supposera que cette quantité
n’interviendra pas dans la fonction Fy (p. ex. Karato, 2008).

Il ne reste donc que le second invariant du tenseur des taux de déformation
déviatorique comme argument de F5. La contrainte visqueuse résultante peut par
exemple s’écrire sous la forme d’une loi de puissance (p. ex. Karato, 2008 ; Ismail-
Zadeh et Tackley, 2010). L’équation (1.136) prend ainsi la forme typique suivante :

r=Cvop D, (1.141)

avec C un facteur qui dépend de diverses conditions thermodynamiques (voir plus
bas) et n un certain exposant. Ainsi, pour n = 1, on retrouve le cas d’un fluide
newtonien de viscosité n = C'/2 — dans I"approximation de STOKES. Une remarque
s'impose quant & la forme du second invariant dans 'équation (1.141). En effet, un
grand nombre d’auteurs emploient une variante, d’expression

1
Cette forme n’est valable que pour un tenseur déviatorique (trace nulle). Elle
correspond, dans ce cas, a la racine®” de 1'opposé de lexpression (1.139). Cette
quantité a donc 'avantage de posséder strictement la dimension d’un taux de défor-

mation. Elle s’identifie, en effet — & un facteur prés — au taux de déformation scalaire

équivalent ©, := ,/—%@H (Karato, 2008) :

3
De maniére analogue a ’équation (1.135), on peut définir une viscosité effective
N, telle que

T=2:D. (1.144)

56. Grace a l'identité de CAYLEY-HAMILTON et en utilisant le fait que, ici, la trace de ® est
nulle, on parvient & 'expression det(D) = 1 tr(D - D - D).

57. 1l s’agit donc toujours d’un invariant mais qui ne peut plus prétendre au titre d’invariant
fondamental (c.-a-d. coefficient du polynoéme caractéristique de la matrice des composantes mixtes

de D).
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Les fluides pour lesquels on a n # 1 sont dits non-newtonien (c.-a-d. non li-
néaires). Notons que, dans ce cas, l'utilisation de la loi non-linéaire (1.141) complique
substantiellement les termes V - 7 et 7 : D dans les équations (1.92) et (1.101). Si
cela ne pose aucun probléme particulier pour I’équation de la chaleur (le champ de
viscosité doit simplement étre correctement calculé), la difficulté est 1a, en revanche,
pour la résolution de I’équation de bilan de quantité de mouvement. L’approche
classique consiste & réaliser des approximations successives via la viscosité effective
(p. ex. Ismail-Zadeh et Tackley, 2010).

Loi A’ARRHENIUS

Le facteur C' de la loi (1.141) traduit la dépendance en température, pression,
taille de grain (d), composition, etc. On Iécrit généralement sous la forme d’une
loi d’ARRHENIUS (Arrhenius, 1887 ; Weertman, 1970), modifiée, qui traduit des
processus thermiquement activés (p. ex. le fluage par diffusion) :

O(T, p,d) = (2A)" d™ exp (%) , (1.145)

ou A est un facteur pré-exponentiel qui peut, par exemple, varier avec la composition
ou encore la teneur en eau; m est 'exposant de taille de grain et R la constante des
gaz parfaits. (), est 'enthalpie d’activation, reliée aux énergies et volumes du méme
nom, F, et V,.

Compte tenu des équations (1.141) a (1.145), la viscosité effective s’écrit ainsi :
Eq + p%)

1.146
nRT ( )

La « constante » A est généralement déterminée expérimentalement par I’évalua-

1T, 0, D, d) = Ad% DF; exp (

tion de la viscosité dans des conditions de référence. Ainsi, la valeur 1y trouvée a
une température et une pression de référence (variables « ¢ »), pour une taille de
grain (moyenne) et un taux de déformation donné, permet d’aboutir & ’expression

ci-dessous :
d Dy wl 1 ™ N
— pqref Ea —_— — 1 ‘/;1 —p :
Nest = Mg (dr°f> (ere;) eXP{nRTmf |: ( T > + ( T p—Dp ):|}
(1.147)

En dehors du cas newtonien standard (n = 1, m = 0), les couples (n ; m) typiques

m
n

sont, pour les deux principaux mécanismes de déformation du manteau : (1;2,5)
pour le fluage par diffusion, trés sensible a la taille de grain mais pas & la contrainte °®
(donc newtonien) et (3,5;0) pour le fluage par dislocation, dominant pour les fortes

58. ni donc au taux de déformation. ..
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contraintes. Notons enfin que les volumes et surtout les énergie d’activation sont
sensibles & la teneur en eau. Ainsi, selon le type de fluage et I’hydratation, les valeurs
s'étalent entre 250 et 550 kJ - mol™! pour E, et entre 5 et 15 cm?® - mol™" pour
V. (Karato et Wu, 1993). Les valeurs des volumes d’activation restent cependant
largement méconnues.

Approximations choisies

L’étude menée dans cette thése est principalement orientée vers le couplage des
transferts thermiques avec les effets de marée. Ainsi, s’il est instructif de comprendre
quelle peut étre la complexité de la rhéologie des matériaux planétaires (compor-
tement non-newtonien, etc.), il serait cependant imprudent de vouloir incorporer
trop d’effets complexes dans un modéle numérique pour 1’étude dudit couplage ; ce
serait prendre le risque de ne plus étre capable de séparer I'influence des différents
phénomeénes physiques.

Nous allons donc recourir a quelques simplifications. En premier lieu, nous consi-
dérerons que les fluides newtoniens (dans 'approximation de STOKES) sont une
bonne approximation des manteaux planétaires. En outre, la taille de grain sera
considérée comme constante ou, du moins, comme n’influencant pas la rhéologie.
Nous nous restreindrons donc, dans cette thése, aux valeurs n = 1 et m = 0. En
outre, bien que certains tests numériques de 'outil développé dans cette thése aient
été effectués avec une dépendance en pression de la viscosité (cf. chap. 3), celle-ci sera
négligée dans le cas général. L’influence de la température est, en effet, dominante
sur celle de la pression®’. Ceci revient a prendre un volume d’activation nul.

L’équation (1.146) devient donc une simple loi d’ARRHENIUS et la grandeur
obtenue est la viscosité réelle du fluide et non plus une valeur effective :

n(T) = Aexp <%) . (1.148)

Dans le méme esprit que ce qui a été présenté au paragraphe 1.3.2, la version
adimensionnée de I’équation ci-dessus est donnée par I'expression

~ 1 1
7 = exp {Ea <~ - = )] : (1.149)
T+Ty T.+4+T

I’énergie d’activation sans dimension et 7, la température adimen-

Eq
RAT

sionnée [éq. (1.116)] correspondant a la viscosité caractéristique n, = n(7,) utilisée

avec B, =

dans ’adimensionnement. Notons que T, n’est autre que la valeur de référence 1"
de I'équation (1.147), qui permet de déterminer I'expression de A; de méme, on a

59. du moins pour les manteaux planétaires de type terrestre. . .
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ici n. = n™. Rappelons que Ty est la température de surface sans dimension [éq.
(1.124)].

Dans cette thése, il a été choisi de prendre les valeurs de référence a la base
du manteau (variables « e, »), ce qui revient en particulier a définir le nombre de
RAYLEIGH en cet endroit. La température caractéristique choisie sera donc 7, =
Ty :=Ts + AT |[soit T. =1 dans I'équation (1.149)]; on a ainsi 7. = 7.

La plupart du temps (sauf au chap. 5), nous utiliserons une version simplifiée
de la loi d’ARRHENIUS (1.148) : approximation de FRANK-KAMENETSKII (Frank-
Kamenetskii, 1938, 1969). Son expression repose sur une linéarisation de I’argument
de 'exponentielle (cf. annexe A.4). Elle prend la forme simple ci-dessous, qui posséde
cependant l'intérét de conserver une dépendance exponentielle en température de la
viscosité :

T,—T
1 = 1y exp (T 7 ) (1.150)

soit, sous forme adimensionnée :

ii = exp[T(1 - T)), (1.151)

avec T le paramétre de FRANK-KAMENETSKII (cf. annexe A.4).

Reese et al. (1999) ont montré que cette approximation était satisfaisante pour
le régime de couvercle stagnant : une comparaison rigoureuse des résultats obtenus
pour le régime de convection avec une loi d’ARRHENIUS et avec une loi exponentielle
dans 'approximation de FRANK-KAMENETSKII montre ainsi que les températures
sont sous-estimées de 4 & 5 % avec cette derniére °’. En effet, si cette approximation
est tout a fait correcte dans les régions chaudes (cf. annexe A.4), les valeurs de
viscosité obtenues avec celle-ci s’écartent significativement de celles correspondant
a une loi ’ARRHENIUS dans le couvercle froid et rigide — ce qui reste raisonnable,
au vu des faibles vitesses qui y régnent — mais aussi dans la partie instable de
la couche limite thermique froide, juste sous le couvercle. Ce domaine se trouve
anormalement épaissi, dans le cas de 'approximation de FRANK-KAMENETSKII,
puisque celle-ci induit une diminution plus faible de la viscosité avec la température.
Les instabilités froides s’en trouvent ainsi renforcées et le transfert thermique est
plus efficace, réduisant la température interne par rapport au cas utilisant la loi
d’ARRHENIUS.

Comme nous nous placerons dans un régime de variations de viscosité suffisam-
ment fortes (donc régime de couvercle stagnant), I’équation (1.151) est suffisante et
permet d’éviter le recours & une troncature artificielle °* de la viscosité dans le cas

60. Du moins dans le cas en chauffage interne pur présenté par Reese et al. (1999).
61. cependant utilisée au chapitre 5
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de l'utilisation de I’équation (1.148). Cette derniére implique, en effet, des valeurs de
viscosité extrémement fortes en surface qui non seulement n’ont alors plus trop de
sens physique %, mais aussi vont poser probléme (numériquement) pour la résolution
de I’équation de bilan de quantité de mouvement.

La résolution des équations de conservation gouvernant les transferts de chaleur
nécessite le recours a des techniques numériques adaptées aux diverses complexités
que celles-1a contiennent (p. ex. la non-linéarité du terme d’advection de chaleur, la
variabilité de la viscosité avec la température, etc.) : la méthodologie adoptée dans
ce travail constitue le sujet du chapitre suivant.

62. Une rhéologie strictement visqueuse n’est plus tellement adaptée dans cette région. ..



Chapitre

Méthodologie numérique employée :
transterts de chaleur

Ce chapitre présente le modéle numérique de convection utilisé, entiérement dé-
veloppé durant cette thése. Il s’organise en trois sections. La premiére présente la
méthodologie générale et le contexte numérique dans lequel elle s’insére. La deuxiéme
détaille la résolution de I’équation de STOKES, partie la plus « gourmande » du code
de calcul. Enfin, la troisiéme section, plus bréve, présente le traitement particulier de
I’équation de la chaleur. Le lecteur sera peut-étre surpris de la taille importante de
ce chapitre, mais il se rapporte au modéle de transfert thermique construit pendant
cette thése, sur lequel repose tout le reste. L’élaboration de celui-ci et les réflexions
développées dans ce chapitre ont représenté une partie significative de la thése.

2.1 Méthodologie générale

Dans cette section, nous montrerons 'importance de ’approche numérique en
géophysique planétaire. Un accent particulier sera ensuite mis sur la géométrie des
modeles. Nous terminerons par la présentation de la technique numérique générale
choisie pour le programme de calcul élaboré au cours de ce travail.

2.1.1 L’approche numérique pour les planétes

Le puits le plus profond jamais réalisé sur Terre — le forage soviétique SG-3 du
Kola Superdeep Borehole — a atteint la modeste profondeur de 12,25 kilométres,
au niveau du craton scandinave, dans la péninsule de Kola, en Russie (cf. p. ex.
Kerr, 1984a,b). Comparée a ’épaisseur moyenne de la crotte continentale (environ
35 km), cette profondeur ne représente que 35 %, soient 5,5 %o du rayon terrestre
moyen. Au vu de ces chiffres, est-il utile de préciser que la plus grande partie de

69
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I'information concernant la structure et la composition de l'intérieur de la Terre a
été obtenue indirectement ? Parmi les diverses méthodes d’investigation de l'intérieur
de la Terre, la sismologie est de loin la plus précise. En effet, la connaissance que nous
avons des enveloppes internes de notre planéte résulte essentiellement de I’étude de
la propagation des ondes élastiques au sein de celles-ci. Mais, de maniére générale,
ces informations ne nous donnent accés qu’a une vision instantanée de notre planéte,
a des résolutions verticales et horizontales de plusieurs dizaines, voire centaines de
kilomeétres, respectivement. La situation dynamique ne peut étre approchée que par
le biais de modéles théoriques d’évolution de la Terre — & quelque échelle que ce soit
— et ce en étroit lien avec des observations issues de disciplines telles que la géochimie
(isotopes, éléments traces), la sismologie, la géodésie ou encore la gravimétrie. Dans
le vaste domaine des disciplines de la géodynamique, une en particulier va nous
intéresser dans ce mémoire : la géodynamique numérique.

Aux origines de la simulation numérique

Les équations qui régissent la dynamique interne d’une planéte ainsi que sa dy-
namique orbitale, telles que celles présentées aux chapitres 1 et 5, ne possédent de
solutions analytiques que dans certains cas extrémement simplifiés. Dans les situa-
tions plus « réalistes », ces équations ne peuvent étre résolues par des méthodes
d’analyse classique et nécessitent le recours a ’analyse numérique. Celle-ci résulte
a l'origine des travaux pionniers de NEWTON, EULER, LAGRANGE et GAUSS : elle
consiste en 'étude et la mise au point d’algorithmes pour résoudre des problémes
de 'analyse mathématique — appliqués ou non a la physique — au moyen de calculs
arithmétiques. Son application & la résolution d’équations aux dérivées partielles
pour un probléme physique émergea véritablement aprés la seconde guerre mondiale,
de par les retombées technologiques associées.

[’ENTAC? fut ainsi le premier véritable ordinateur entiérement électronique (voir
figure 2.1a) et servit aux calculs — jusqu’alors fastidieux — des tables de référence
pour les trajectoires d’obus, au lendemain de la seconde guerre mondiale. Plus tard,
il permit des travaux pionniers, comme I'une des toutes premiéres simulations numé-
riques a caractére scientifique, réalisée dans le domaine de la météorologie (Charney
et al., 1950). Ce fait n’est pas étonnant si l'on tient compte du climat de guerre
froide qui régnait a cette époque : le Saint Graal de I'armée américaine était alors
le controle du climat — I'arme atomique étant acquise — notamment au-dessus des
territoires soviétiques. Et ceci passait naturellement par sa compréhension et donc
par sa simulation. Par la suite, I'utilisation des ordinateurs comme véritables moyens
d’expérimentation numérique prit de plus en plus d’ampleur, jusqu’a I’explosion au

1. Ce sont celles qui nous intéressent ici (cf. chapitre 1).
2. acronyme de FElectronic Numerical Integrator And Computer
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cours des années 1970, et surtout 1980, grace aux grands développements que connut
I'informatique a cette période.

(b)

FIGURE 2.1 — Les premiers ordinateurs utilisés pour la simulation numérique. (a)
L’ENIAC, congu a lorigine en 1946, utilisé pour les calculs de Charney et al. (1950).
I fut utilisé jusqu’en 1955. Crédit : U.S. Army. (b) Le CDC 3600, con¢u en 1963, le
premier de la série des CDC 3000 de la Control Data Corporation. Les simulations
de Deardorff (1964) furent réalisées sur un ordinateur de ce type. Crédit : George A.
Michael.

Vers une application a la géodynamique

Les premiéres véritables simulations numériques de convection thermique de type
RAYLEIGH-BENARD furent menées dans les études de Deardorff (1964) et Fromm
(1965). Ces expériences numériques cartésiennes bidimensionnelles furent conduites
grace aux ordinateurs de derniére génération de I’époque (voir fig. 2.1b), pour des
fluides de type air dans I’approximation de BOUSSINESQ (cf. 1.3.3). L’étude de Dear-
dorff (1964) se concentrait sur un cas bien particulier de convection thermique tur-
bulente alors que celle de Fromm (1965) visait & explorer de maniére systématique la
dynamique du systéme, allant du démarrage de la convection (Ra proche de sa valeur
critique) a la turbulence thermique. Alors que les travaux de Deardorff (1964) étaient
plutdt liés a 1'étude de 'atmosphére terrestre, ceux de Fromm (1965) s’inscrivaient
dans une série de grands développements numériques voulue par le Laboratoire de
Los Alamos. Ce dernier disposait, en effet, des tout derniers ordinateurs de ’époque.
Le fameux groupe T-3 (Computational Fluid Dynamics) du célébre institut s’était
en fait, dés les années 50, intéressé a la modélisation des écoulements de fluides.
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Il faut attendre encore quelques années pour que la modélisation numérique entre
au service d’étude de la convection dans le manteau terrestre (Pr — 00). Les tra-
vaux pionniers de Torrance et Turcotte (1971) marquent ainsi le début de cette ére
et présentent les tout premiers modéles 2D de convection thermique dans le man-
teau. Mentionnons également les modéles de Turcotte et al. (1973), incluant déja
un traitement de la dissipation visqueuse dans le manteau, ainsi que d’une viscosité
dépendante de la température, de méme que les travaux historiques de McKenzie
et al. (1974), qui visaient & une comparaison systématique des résultats de modéles
de convection avec les observables géophysiques. Tous ces modéles étaient toutefois
restreints au manteau supérieur. Cette particularité avait cependant ’avantage de
justifier 'utilisation d’une géométrie cartésienne (2D).

Complémentarité avec les autres approches

Le phénomeéne de convection thermique fut étudié pour la premiére fois par
JAMES THOMSON et présenté a la Philosophical Society de Glasgow en 1882 (Thom-
son, 1912); le frére ainé de WILLIAM THOMSON (LORD KELVIN) observa, en effet,
des structures géométriques a fort degré de symétrie en surface d’une eau savon-
neuse uniformément chaude et refroidie par sa surface. L’utilisation d’un colorant —
I’aniline — permit &8 THOMSON de pressentir fortement la nature convective des mou-
vements de fluide formant ces structures en surface. Il faut attendre une vingtaine
d’années pour que soient menées les premiéres expériences quantitatives et systéma-
tiques sur ce phénomeéne, par le biais des travaux pionniers® de Bénard (1900). Par
la suite, Rayleigh (1916) développa la théorie de la stabilité linéaire qui permit no-
tamment de prédire les conditions de démarrage et la longueur d’onde préférentielle
de la convection thermique dans des cas simples.

Les études mentionnées précédemment constituent un bel exemple de complé-
mentarité entre I’approche dite analogique et les développements théoriques. Cepen-
dant, la difficulté que représentent les mesures expérimentales (température, pres-
sion, etc.) conjuguée & la complexité de I'analyse ou de la résolution des équations
de NAVIER-STOKES ont tout naturellement conduit & l'utilisation des techniques
issues de l'analyse numérique. En effet, la théorie de RAYLEIGH et celles qui ont
suivi ne permettaient pas d’approcher ’aspect temporel de la convection thermique,
c’est-a-dire la phase transitoire du phénomeéne, qui suit son démarrage, ou encore
la turbulence thermique, ni méme la convection développée. L’étude de Deardorff
(1964) constitue, a ce titre, un exemple historique de complémentarité entre les ap-
proches numérique et expérimentale®. Elle a, de plus, montré toute l'importance

3. On s’est cependant rendu compte, dans les années 1950, que la dynamique, dans les expé-
riences de Bénard (1900), était produite par la variation de la tension de surface avec la température
(p. ex. Pearson, 1958). On parle désormais de convection de BENARD-MARANGONI.

4. Ici, a 'opposé des études du manteau, le fluide modélisé et celui utilisé dans ’expérience
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des termes non linéaires dans les équations du transfert thermique, terme que seule
une intégration numérique des équations pouvait correctement traiter. Toutefois, les
études analogiques pouvaient certes partiellement combler cette lacune, mais au prix
de conditions aux limites restreintes (p. ex. difficulté de mise en oeuvre d’un glisse-
ment libre”) et d’un contréle difficile sur les différentes variables. De plus, la mesure
méme de grandeurs physiques non géométriques, comme par exemple la température
se devait de perturber le moins possible le déroulement naturel de 1’expérience. . .

Pour terminer, il est nécessaire de mentionner un biais majeur de ’approche
analogique : la géométrie. La plupart des expériences de laboratoire pour des fluides
mimant les fluides géophysiques ont été — et le sont toujours — faites dans des cuves
a géométrie cartésienne (p. ex. Davaille et Jaupart, 1993). Mentionnons toutefois les
travaux, uniques a ce jour, conduits lors des expériences Geoflow I et II. L’intérét
de ces expériences analogiques est justement leur géométrie sphérique (p. ex. Fut-
terer et al., 2008), fondamentalement requise pour I’étude des planétes : un fluide
est observé en convection dans une coquille sphérique. De plus — et c’est la un point
remarquable, I'expérience est conduite en micro-gravité — Skylab pour Geoflow I,
Station Spatiale Internationale pour Geoflow II — ce qui permet d’exercer une force
magnétique centrale sur un fluide sensible au champ magnétique (ferro-fluide). Ce
dernier point est particuliérement astucieux puisqu’il permet d’obtenir une attrac-
tion classique « en 1/72 » et constitue ainsi un bon analogue du champ de gravitation.
La sphéricité d’'un modeéle, qu’il soit numérique ou analogique, est un élément-clé
pour la simulation de la convection du manteau des planétes a 1’échelle globale.

A T'inverse, I'expérimentation numérique rend possible I'utilisation de conditions
aux limites variées et complexes et la détermination de la valeur des différentes va-
riables « en tout point ». De plus, les paramétres-clés tels que le nombre de PRANDTL
peuvent étre choisis réalistes (Pr — oo, cf. 1.3.2), ce que ne permet pas, a ce jour,
la modélisation analogique. Enfin, un calcul numérique peut étre conduit sur une
durée longue a souhait ; ceci est difficilement le cas d’'une manipulation en labora-
toire. Cependant, cette approche se fait naturellement a I’aide d’ordinateurs et c’est
ce qui constitue son inévitable faiblesse : le caractére approximatif. En effet, la réso-
lution des équations du transfert thermique est souvent réalisée via, d’'une part, des
versions approximées de celles-ci (p. ex. I'approximation de BOUSSINESQ, cf. 1.3.3)
et, d’autre part, des méthodes d’analyse numérique dans leur version appliquée sur
ordinateur — donc approximative.

avaient les mémes propriétés : il s’agissait d’air.
5. condition aux limites utilisée & l'origine dans les travaux de Rayleigh (1916)



74  CHAPITRE 2. METHODOLOGIE NUMERIQUE EMPLOYEE :...

2.1.2 Importance de la sphéricité des modéles

Le principe de CURIE nous dit que les effets d’'un phénomeéne physique doivent
en posséder les symétries (Curie, 1894). Comme ’a montré NEWTON dans ses Prin-
cipia (Newton, 1687, prop. XI, LXXV), la force de gravitation est centrale, donc a
symétrie sphérique. Or, la formation des planétes — 'accrétion — est un processus
gravitationnel. De plus I’équilibre hydrostatique, qui donne sa forme globale aux pla-
nétes, est di a la gravitation. Les planétes sont donc des objets fondamentalement
sphériques. La rotation propre de ces objets et 'attraction de corps externes — par
exemple d’un satellite naturel — sont deux phénoménes qui vont toutefois entrainer
un petit écart a la sphéricité. Si seul le premier effet est effectif, la symétrie axiale de
la force d’inertie d’entrainement va imposer une forme globale & I'équilibre pourvue
d’une symeétrie axiale (sphéroide aplati). Cependant, dans la plupart des cas, 'apla-
tissement des planétes est négligeable devant leur taille, si bien que ’hypothése de
sphéricité parfaite est amplement suffisante pour modéliser un intérieur planétaire.

Notons toutefois le contre-exemple remarquable de la planéte naine Hauméa, un
plutoide découvert en 2004 (Brown et al., 2005). Ce petit corps, extrémement aplati,
posséde une forme de type ellipsoide triaxial ®, avec les dimensions (1960 4 74) x
(1518 4+ 48) x (996 &+ 8) km (Rabinowitz et al., 2006). II faut cependant savoir que
la forme de ce petit corps n’a été estimée qu’indirectement, & partir de sa rotation
(variation de luminosité) et de sa masse, sous I’hypothése d’équilibre hydrostatique.
Sa période de rotation exceptionnellement courte de 3,9 h laisse tout de méme penser
que 'aplatissement est significatif, quel que soit le modéle invoqué pour sa structure
interne. Naturellement, dans un cas aussi exotique, la géométrie sphérique n’est plus
du tout adaptée a I’étude des transferts thermiques!

Les modéles a géométrie sphérique

Il a fallu attendre le milieu des années 80 et une augmentation significative de
la puissance de calcul et de la mémoire des ordinateurs pour voir apparaitre les pre-
miéres simulations de convection mantellique en géométrie tridimensionnelle sphé-
rique. Ce sont les travaux de Baumgardner (1985) qui marquérent le début de cette
nouvelle ére. Le code de convection en question, TERRA 7 repose sur une méthode
aux éléments finis et surtout sur un maillage icosaédrique (Baumgardner et Fre-
derickson, 1985). En effet, le défi majeur des outils sphériques est le maillage : la
discrétisation de la sphére ne peut se faire classiquement, c¢’est-a-dire via une grille
latitude-longitude sans rencontrer des singularités au niveau des poles. Toute I'astuce
revient alors & découper la sphére judicieusement pour a la fois éviter les singulari-
tés et garder une résolution la plus uniforme possible (stabilité numérique). Notons,

6. C’est, du moins, la meilleure approximation actuelle.
7. le plus ancien, encore en utilisation/développement aujourd’hui!
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au passage, que ces difficultés sont propres aux méthodes aux éléments ou volumes
finis. Les méthodes spectrales, elles, « ignorent » simplement ces inconvénients mais
en présentent au moins un autre, de taille : un traitement difficile des variations
azimutales de viscosité, ce qui est problématique pour 'étude de la dynamique du
manteau. Les codes spectraux ont toutefois eu leur heure de gloire (p. ex. Glatzmaier,
1988).

Un principe qui fut largement utilisé est la projection, sur ladite sphére, de I'un
des cinqg polyédres réguliers convexes que sont les solides de PLATON, dont le centre
coincide avec celui de la sphére. La projection (centrale) des arétes définit alors des
domaines de la sphére de tailles identiques qui n’ont plus qu’a étre éventuellement
redécoupés, et surtout maillés individuellement. Le maillage du code TERRA est
ainsi basé sur la projection d’un icosaédre régulier (fig. 2.2a). Chacun des vingt
triangles sphériques ainsi obtenus est ensuite découpé en trois sous-triangles, et
ainsi de suite récursivement — & la maniére du triangle de Sierpiniski (figure fractale)
— pour produire un maillage de résolution souhaitée. Citons également ['utilisation
d’autres solides de PLATON : le tétraédre régulier — dont chaque face est subdivisée
en trois parties presque égales, base du code en éléments finis CitComS (Zhong et al.,
2000) ; le cube, qui permit de dériver le systéme de coordonnées de la sphére cubique
(Ronchi et al., 1996), utilisé notamment dans le programme en volumes finis (EDIPE
(Choblet, 2005 ; Choblet et al., 2007) — ce maillage est visible a la figure 2.2b ; enfin,
I'octaédre régulier, utilisé indirectement dans 'approche de Tabata (2006), basée
elle-méme sur les travaux de Suzuki et al. (1999).

Plus récemment, deux approches novatrices ont fait leur apparition : la grille dite
Ying-Yang, proposée et utilisée originellement par Kageyama et Sato (2004) pour
I'étude de la convection du manteau aussi bien que de la géodynamo (noyau liquide)
et utilisée notamment dans le code en volumes finis StagY'Y de Tackley (2008). Le
principe, illustré a la figure 2.2¢, repose sur deux domaines sphériques identiques,
semblables a ceux visibles sur une balle de tennis. Les singularités aux poles sont ainsi
naturellement évitées. D’un tout autre point de vue, Hiittig et Stemmer (2008b) ont
proposé une approche extrémement intéressante : la grille spirale (fig. 2.2d). Toute
la puissance de ce maillage, constitué de polygones de VORONOI (p. ex. Hiittig et
Stemmer, 2008a) dont les centres — & un niveau de sphére donné — sont distribués le
long d’une spirale hélicoidale, est sa compléte déstructuration. Ainsi, contrairement
a toutes les méthodes évoquées plus haut, la résolution spatiale, radiale comme
latérale, peut étre choisie arbitrairement, d’ou la puissance de la méthode.

Soulignons également 1'utilisation de maillages cartésiens tridimensionnels a haute
résolution pour inclure une sphére — approximative (« pixellisée ») — en leur inté-
rieur (cf. p. ex. Gerya, 2010). Cette technique permet notamment de traiter une
sphére compléte, autrement dit d’éviter le probléme de la singularité au centre.
Enfin, bien que le panorama donné ci-dessus soit loin d’une liste exhaustive, men-
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FIGURE 2.2 — Ezemples de maillages pour la géométrie sphérique. (a) La grille
icosaédrique du programme TERRA : a gauche, la projection de l’icosaédre régu-
lier sur la sphére, a droite, un niveau de raffinement géométrique possible (d’aprés
Baumgardner et Frederickson, 1985). (b) Le maillage de la sphére cubique, dans sa
version étendue radialement, utilisé dans (EDIPE (d’aprés Choblet et al., 2007). (c)
Le maillage Ying-Yang, ici dans sa version la plus simple (non optimale), utilisé
dans StagY'Y (d’apres Kageyama et Sato, 2004). (d) La grille spirale du programme
GAIA : a gauche, une visualisation de la spirale hélicoidale (en violet) qui, plaquée
sur une sphére, engendre les positions des centres des cellules; ceuz-ci forment la
base d'un pavage de Voronoi qui définit le maillage (en vert). A droite, une vue en

tranche du maillage tridimensionnel déstructuré résultant (d’aprés Hiittig et Stem-
mer, 2008b).
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tionnons la toute derniére® méthode de maillage de la sphére, proposée par Oldham
et al. (2011). Elle repose sur l'utilisation d’un polyédre régulier générique et peut
donc se voir plutot comme une généralisation des méthodes basées sur les solides de
PLATON évoquées plus haut que comme une méthode véritablement nouvelle.

Les approches bidimensionnelles

Encore a ce jour, les calculs tridimensionnels — en particulier en géométrie sphé-
rique — restent lourds, que ce soit en terme de temps de calcul ou de développement
nécessaire. Le recours a des machines paralléles est presque incontournable pour at-
teindre des résolutions spatiales et des temps d’exécution raisonnables pour de telles
simulations. Une alternative consiste alors a utiliser des géométries bidimensionnelles
curvilignes pour approximer la sphéricité.

Historiquement, les premiéres approches de ce genre pour le manteau furent
réalisées dans une géométrie dite sphérique axisymétrique (p. ex. Machetel et Rabi-
nowicz, 1985 ; Machetel et Yuen, 1986). Le principe, trés simple, consiste a négliger
toute variation en longitude dans un systéme de coordonnées sphériques. Les équa-
tions (2D) simplifiées qui en résultent dérivent donc directement des équations en
géomeétrie sphérique compléte et, de ce fait, un maximum de propriétés géométriques
(p. ex. la variation des volumes élémentaires « en 72 ») sont conservées dans la ré-
duction 3D — 2D. En revanche, un inconvénient majeur est la taille maximale du
domaine d’étude : au mieux, seul un demi-anneau est autorisé avec, qui plus est, des
frontiéres latérales a symétrie axiale obligatoire (miroirs), par construction. Nous re-
viendrons sur ce point au 2.1.3. L’utilisation d'une géométrie annulaire simple permet
de contourner ce dernier probléme. C’est le principe de I’anneau cylindrique, dont les
premiers travaux le mettant en ceuvre sont ceux de Travis et Brandow (1984), dans
le cadre d’une étude pionniére de la dynamique du manteau terrestre avec inclusion
et transport (advection) d’éléments radioactifs producteurs de chaleur, puis de Gur-
nis et Zhong (1991). Cette étude est la premiére en géométrie courbe a inclure des
plaques rigides, « tectoniques », dans la convection thermique. Cette géométrie, qui
permet les premiéres simulations du manteau terrestre dans son ensemble, semble
donc, a priori, plus adaptée. La figure 2.3, inspirée de celle de van Keken (2001, fig.
1), présente une comparaison visuelle des différentes géométries curvilignes 2D avec
I’approche sphérique 3D.

Toutefois, il faut garder a I'esprit que la géométrie d’anneau cylindrique consiste
en fait en un simple systéme de coordonnées polaires. En effet, la réduction 3D — 2D
décrite plus haut consiste a négliger les variations en cote (z) dans un systéme de
coordonnées cylindriques. Un probléme majeur se pose alors, en particulier si I'on
s'intéresse au flux de chaleur en surface d’une planéte ou & la frontiére manteau-

8. a la connaissance de 'auteur et au moment de ’écriture de cette thése. ..
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:

FIGURE 2.3 — Les différentes géométries courbes. Les couleurs permettent d’iden-

tifier, comparativement a la géométrie sphérique compleéte, les différentes approches
2D possibles : axisymétrique sphérique (vert) ou cylindrique (orange) et annulaire
cylindrique ou sphérique (bleu; portions en gris). Le cas cartésien (3D et 2D) est
réprésenté pour information, tout a droite. Les domaines courbes quasi-cartésiens
équivalents apparaissent en noir (3D ; traits gras) et en rouge (2D).

noyau (CMB) de celle-ci : le rapport de ces deux surfaces, dans cette géométrie 2D,
est clairement différent. Il implique une importance relative moins forte du flux de
chaleur & la CMB par rapport a celui de la surface : 1/ f fois moins forte, si ’on note
f le quotient du rayon du noyau par celui de la planéte (f =2, 55 pour la Terre). Le
rapport des surfaces vaut alors f dans le cas cylindrique, au lieu du f? requis pour
une géométrie sphérique?.

Une solution astucieuse, proposée originellement par Vangelov et Jarvis (1994),
consiste alors a redimensionner les rayons interne et externe de ’anneau cylindrique,
de telle sorte que leur rapport soit égal & f2, contournant ainsi le biais de la géométrie
cylindrique qui débouchait notamment sur une surestimation des flux de chaleur en
surface et de la température moyenne par rapport a ’approche sphérique. Cette
idée, suggérée dans les lois d’échelle de Vangelov et Jarvis (1994), fut reprise plus
tard par van Keken (2001) dans des calculs plus sophistiqués (approximation de
BOUSSINESQ étendue, voir 1.3.3) qui permirent de montrer la grande similarité des
transports de masse et de chaleur entre la géométrie cylindrique avec rayons modifiés
et la géométrie sphérique axisymétrique. Il faut cependant souligner trois points qui
font défaut dans une telle approche, si I'on souhaite représenter au mieux ce qui se
passe dans une géométrie sphérique compléte. Le premier est que la remise a 1’échelle
des rayons donne lieu & un rayon du noyau artificiellement plus petit (cf. chap. 3), ce
qui va impliquer une dynamique particuliére, par exemple des panaches thermiques
qui se retrouvent plus confinés vers la base du manteau. .. Le deuxiéme point est a
rapprocher du premier : si les surfaces interne et externe de ’anneau cylindrique sont

9. Notons, au passage, que la géométrie sphérique axisymétrique respecte cette propriété fon-
damentale.
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bien dans le bon rapport (sphérique), il n’en reste pas moins que la variation des
volumes élémentaires — donc de la métrique — reste purement cylindrique, « en r » et
non 72. Enfin, le troisiéme point concerne le rapport d’aspect du domaine d’étude.
Jarvis (1994) a montré toute I'importance de conserver le méme pour la comparaison
de résultats de simulations en géométrie cylindrique a différents rapports de courbure
f i ceci requiert des domaines géométriques sous la forme d’une fraction d’anneau.
Or, la remise a ’échelle de Vangelov et Jarvis (1994) et van Keken (2001) conduit a
un changement — artificiel — du degré de courbure ; la comparaison avec un modéle
sphérique doit donc se faire avec un rapport d’aspect identique pour garder tout
son sens, ce sur quoi repose I’étude de van Keken (2001). Cette géométrie perd donc
tout son intérét si I’on souhaite pouvoir modéliser le manteau complet d’une planéte,
ce qui nécessite un anneau entier et donc I'impossibilité de faire varier le rapport
d’aspect comme dans le cas d’une fraction d’anneau.

2.1.3 Une géométrie originale : I’anneau sphérique

Récemment, une nouvelle approche géométrique bidimensionnelle a été proposée,
dite de I’« anneau sphérique » (Hernlund et Tackley, 2008). Le principe de construc-
tion repose sur l'intersection d’une coquille sphérique avec un plan passant par le
centre de celle-ci. Un domaine annulaire est ainsi défini. Il est semblable & celui
obtenu par la méme opération géométrique appliquée a un ensemble de deux cy-
lindres concentriques '°. Cependant, nous allons voir que les propriétés géométriques
intrinséques des deux anneaux sont sensiblement différentes.

Le systéme de coordonnées associé a ’anneau sphérique consiste en la restriction
a léquateur ' d’un systéme classique de coordonnées sphériques. Pour cela, deux
hypothéses sont faites : I'une, purement géométrique, consiste a négliger les variations
des quantités dans la direction normale au plan d’intersection ; I’autre, cinématique,
revient & imposer I'orthogonalité a ce plan de la vorticité (V x V') de tout mouvement
dans la portion annulaire, ce qui inhibe ainsi tout déplacement normal & I’anneau.

L’anneau est alors muni d’un systéme de coordonnées polaires (r, #) muni d'une
base orthonormée (£, ). 6 est une coordonnée angulaire correpondant en fait a la
longitude du systéme de coordonnées sphériques, les variations selon la colatitude
étant négligées. Il en résulte une modification des opérateurs vectoriels classiques.

10. Le plan d’intersection doit toutefois étre normal & ’axe z des cylindres, afin de conserver un
domaine circulaire.
s

11. donc le lieu de colatitude 7
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Ainsi, pour toute fonction scalaire F' et tout champ vectoriel A = A,.r + Ay 0,
on a :

vr = 5 100, (2.1)
VF = %% (rd%—]:)JrT%%, (2.2)
V.A — T_{l%(rmr“%%, (2.3)
VxA - % %(m@)—%ﬂfxé. (2.4)

Notons qu’étant donné le caractére bidimensionnel du systéme de coordonnées
annulaires, seule la norme du produit (2.4) posséde un sens. Les écritures V x A et
tx0 sont, bien entendu, abusives.

Le parameétre d est un degré de courbure effectif. Dans le cas de ’anneau sphé-
rique, il vaut 2. L’élégance de cette formulation générale, due & Hernlund et Tackley
(2008), vient du fait que 'anneau cylindrique classique n’est autre que le cas cor-
respondant & d = 1. Ainsi, la différence fondamentale entre ses deux systémes de
coordonnées réside dans I'expression du jacobien '? : J = r¢. Dans le cas sphérique
complet, celui-ci vaut J = r?sind. On voit donc que, pour 'anneau sphérique, ce
facteur est identique & son homologue sphérique dans le plan équatorial. La consé-
quence est de taille : la variation relative des volumes entre les rayons interne (R;)
et externe (R.) de anneau/coquille sphérique suit la méme loi (variation en r?).
Ceci vient pallier le défaut majeur de I’anneau cylindrique. Notons que la géométrie
sphérique axisymétrique présente elle aussi cet atout.

A l'instar de ce qui est proposé dans l'article de Hernlund et Tackley (2008), nous
pouvons représenter graphiquement la géométrie de I’anneau sphérique en attribuant
a cet objet bidimensionnel une épaisseur virtuelle '* J/r mesurant la direction (im-

de —

55 = 0 pour d = 2, % = 0 pour d = 1). Le résultat

plicite) des variations négligées (
est visible dans la figure 2.4.
Une coupe en épaisseur virtuelle a travers les deux types d’anneaux (d = 1 et
d = 2) permet de comprendre leur différence majeure (fig. 2.5). L’anneau sphérique
posséde ainsi un degré de courbure effectif d = 2, car il est issu d’une coquille
sphérique, elle-méme pourvue de deux degrés de courbure. L’anneau cylindrique
classique provient, lui, de deux cylindres coaxiaux qui, eux, ne présentent qu’'un

seule degré de courbure.

12. Rappelons qu’il s’agit du déterminant de la matrice Jacobienne du changement de variable
permettant de passer de coordonnées curvilignes données a des coordonnées cartésiennes.
13. 1l s’agit bien d’une géométrie 2D, sans épaisseur (réelle) dans la troisiéme dimension.
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FIGURE 2.4 — L’anneau sphérique. La construction, proposée par Hernlund et Tack-
ley (2008), est obtenue via l'intersection d’une coquille sphérique (sphére interne en
traits épais, sphére externe en traits fins) par un plan puis la restriction du systéme
de coordonnées sphériques dans cette zone. Le résultat est une portion d’anneau (en
rouge), munie d’une épaisseur virtuelle J/r = r.
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FIGURE 2.5 — Coupe a travers les anneauz cylindrique (d = 1) et sphérique (d =
2). Les volumes élémentaires sont — exagérément — représentés en gris. L’épaisseur
wirtuelle est constante dans le cas cylindrique et vaut 0z = 1, alors qu’elle varie
dans le cas sphérique : rdv = r. Comme les volumes élémentaires, vus ici en coupe,
s’étendent sur une longueur d’arc ré6 dans la direction 6, il en résulte une évolution

d

de ces volumes en r?, soit r* dans le cas sphérique. R; et R, sont respectivement les

rayons interne et externe du domaine annulaire.



82  CHAPITRE 2. METHODOLOGIE NUMERIQUE EMPLOYEE :...

La géométrie de 'anneau sphérique posséde donc le double avantage de res-
pecter une loi d’échelle sphérique pour les volumes élémentaires et de disposer de
I'intégralité (27) de 'anneau. En effet, comme nous 'avons mentionné plus haut, le
choix d'une géométrie sphérique axisymétrique permet lui aussi de respecter cette
loi d’échelle, mais oblige & n’utiliser qu’un demi-anneau. Cette propriété intrinséque
introduit un biais majeur : la présence de deux frontiéres artificielles sur I’axe de sy-
métrie ', impermeéables et sur lesquelles doivent obligatoirement étre appliquées des
conditions aux limites de type miroir sur tous les champs. Le second inconvénient
majeur la géométrie axisymétrique réside dans le jacobien du systéme, qui vaut alors
J = r?sin® : si du matériau se déplace a un rayon constant, la variation du jacobien
implique alors des « cisaillements » artificiels. Le développement de mouvements
de rotation solide de certaines parties du milieu (par exemple des déplacements de
plaques tectoniques en surface) est alors inhibé. De méme, selon Hernlund et Tackley
(2008), cet inconvénient compliquerait I'introduction d’une rhéologie qui dépend de
la contrainte.

L’outil numérique développé au cours de cette thése utilise la géométrie de I'an-
neau sphérique, au regard des nombreux avantages qu’offre celle-ci. A la connaissance
de l'auteur, c’est la géométrie bidimensionnelle qui se rapproche le plus, actuelle-
ment, d'une géométrie sphérique compléte (3D). Hernlund et Tackley (2008) ont
montré que, dans le cadre des simulations de convection thermique qu’ils ont me-
nées, 'anneau sphérique permettait, dans la majorité des cas, d’obtenir des résultats
plus proches du sphérique que n’importe quelle autre géométrie 2D courbe. Nous y
reviendrons plus loin (cf. chap. 3).

Conséquences sur les équations de conservation

Les équations adimensionnées présentées au 1.3.3 peuvent maintenant étre dé-
veloppées dans le systéme de coordonnées de I'anneau sphérique. Dans le modéle
numérique, il a été pris soin de conserver une formulation générale avec un de-
gré de courbure effectif d. Nous verrons que la possibilité de choisir d = 1 au lieu
de 2 comme paramétre d’entrée permet d’accéder indirectement & une géométrie
quasi-cartésienne, en plus de la configuration cylindrique classique. Cette souplesse
géométrique a été particuliérement utile pour la validation du code de convection

(cf. chap. 3).

14. c.-a-d. I’axe polaire du systéme de coordonnées sphériques
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L’équation de continuité (1.121) devient ainsi, en géométrie annulaire (2D), mu-
nie des coordonnées polaires adimensionnées ' (7, 6) :

——(pr'V,)+ =—— =0. (2.5)

Notons que, a I'instar de ce qui se fait traditionnellement dans ’approximation
de BOUSSINESQ, il est possible de définir une fonction de courant 1 satisfaisant
I'équation (2.5), telle que :

- 1 0y
et ‘/'9 = _—5fd—1 5 (26)

AL
prd 06
Toutefois, pour des raisons discutées plus loin, notamment la nécessité de connaitre
le champ de pression dynamique, une formulation en variables primitives sera utilisée
pour les équations de ’écoulement, a l'instar de ce qui a été présenté précédemment
(chap. 1).
L’équation de STOKES [éq. (1.122) et (1.128)] s’écrit, puisque T est symétrique :

o 10, _,. 10T Top + Tos oo~ Co ) -
— + —— (7% ) + = — — RaT’ — — =0, 2.7
o7 Trar T g U (2.7)
selon la direction 1 et
1 8]5/ ]. a ~d ~ ]- 6%89 7:7’9
(75, Z — =0, 2.
Fo0 ragr ) T igg T O (28)
selon la direction é, avec les composantes :
W, 1o =
Trr = 27 L - -V-V|, 2.9
7 g ( or 3 ) (29)
10V V. 1o
Too = 2| =——+ ——=V -V 2.10
Too n (7; 00 + 7 3 ) ) ( )
Vo 1o o
(e ) .
T

(2.12)

Tro = Tor — 1]

15. La coordonnée 0 est déja — par définition — adimensionnée, puisqu’elle est de nature purement
angulaire (c.-a-d. rapport de deux longueurs). ..
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L’expression de la divergence du champ de vitesse est la suivante :

v. V_i3(~dv) 19V, (2.13)

Notons que, dans le cas de 'anneau sphérique (d = 2), un terme de contrainte
normale purement sphérique 7,, subsiste, a prior: étrangement... D’un point de
vue analytique, sa présence est due au fait que certains termes, dans son expression
compléte en coordonnées sphériques, ne s’annulent pas lorsque 'on néglige les va-
riations en ¢ et que l'on se place & ¥ = 7/2. Physiquement, ceci peut s’interpréter
comme le cisaillement pur que va subir du matériau se déplacant radialement, en
raison de la variation du rayon de courbure entre les volumes internes et périphé-
riques — épaisseur virtuelle valant r (cf. fig. 2.5; contraction du volume élémentaire
vers l'intérieur) ; ceci n’intervient pas en géométrie d’anneau cylindrique (d = 1),
qui ne posséde qu'un seul degré de courbure : le volume élémentaire est d’épaisseur
virtuelle constante et unitaire.

Au paragraphe précédent, nous avons évoqué des cisaillements artificiels subis
par le matériau lors d’un déplacement latéral en géométrie sphérique axisymétrique
(jacobien variable avec la colatitude) ; il s’agit exactement du méme phénoméne que
celui décrit ci-dessus : en plus du terme 7,, — naturel dans ce cas — interviendrait
ainsi une contrainte 7,,, ¢ étant la longitude.

Enfin, ’équation de conservation de I’énergie (1.123) devient :

. D~ 19 T\ &k o°T Di .. = .~ -Ra
pey, —(T) = = — | ki + M AFDI(T +To) G Ve + p—2
P 1y 1) fdéf(r 3r>+7’2892 Ra  CPDUTHTo) gVt o
(2.14)
avec ’expression suivante pour la fonction de dissipation visqueuse
AN v\ (1av, T\ 1 2
pint = 54 2 - (= d +(v-V)
5 (a> - >(> +< A ) eov
(2.15)

2

18‘2+~£ @
700 Tor \ T

Le modéle numérique de dynamique interne consiste alors a résoudre, de maniére

couplée et a chaque instant, les équations (2.5), (2.7), (2.8) et (2.14). Pour cela,
diverses techniques issues de la mécanique des fluides et de l'ingénierie numérique
ont été employées.
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Réalisme et sens physique de ’anneau sphérique

L’utilisation d’une géométrie particuliére comme ’anneau sphérique pose natu-
rellement la question du sens de cette approximation géométrique. Tout d’abord,
il faut bien garder a l’esprit que, malgré la conservation de certaines propriétés
fondamentales de la géométrie sphérique (voir plus haut), cette approche reste bi-
dimensionnelle, avec deux inconvénients classiques : impossibilité d’un quelconque
accés prédictif a la troisiéme dimension et surtout diminution du nombre de degrés
de liberté par rapport a une géométrie tridimensionnelle. De plus, dans les cas de
convection avec chauffage interne uniquement, cette géométrie aussi bien que 1’en-
semble de ses consceurs 2D sont plutét inadaptées par rapport a une géométrie 3D ;
en effet, la dynamique est alors dominée par les instabilités au niveau de la couche
limite thermique froide et 1’écoulement posséde une structure nécessairement tri-
dimensionnelle. Les vitesses (notamment verticales) sont donc naturellement plus
élevées dans le cas de 'anneau sphérique que celles rencontrées dans celui de la
géométrie sphérique (Hernlund et Tackley, 2008) puisque les transferts d’énergie
peuvent se faire plus facilement en 3D qu’en 2D (latéralement, dans la troisiéme
dimension) ; dans un domaine bidimensionnel, I’écoulement est, en quelque sorte,
confiné dans un plan. Il importe cependant de garder a 'esprit que le choix d’uti-
liser la géométrie d’anneau sphérique, dans ce travail de thése, a été motivé par la
volonté de quantifier au mieux les transferts de chaleur et notamment 'efficacité du
refroidissement d’une planéte et non le détail de la dynamique associée. Pour étudier
cette derniére, la géométrie sphérique compléte reste incontournable.

La question de Iinterprétation des structures (p. ex. panaches thermiques) ob-
tenues dans une solution bidimensionnelle est en soi intéressante : les géométries
2D peuvent étre vues, en effet, comme une simplification de géométries 3D plus
complexes ; le modélisateur est alors en droit de se questionner sur la nature de ces
structures et leur lien avec la géométrie 3D approximée. Ainsi, un panache thermique
obtenu en géométrie d’anneau cylindrique peut étre vu comme un feuillet infini '°
puisque la variation négligée se trouve selon ’axe z du cylindre, dont cet anneau est
une coupe transversale. Un courant chaud ascendant, obtenu en géométrie sphérique
axisymeétrique s’interprétera, dans la troisiéme dimension (variations en longitude ¢)
de différentes maniéres selon sa position en latitude : ainsi, s’il se trouve a 'un des
poles, il s’apparentera a une structure de type panache thermique (axisymétrique)
alors qu’a I’équateur, un méme courant 2D équivaudra & un feuillet circulaire!”,
donc fermé. Dans les régions intermédiaires, la structure sera plutot de type feuillet
conique (fig. 2.6a). Cette non-équivalence entre les structures selon leur position,

16. au méme titre, d’ailleurs, que dans la géométrie cartésienne 2D
17. 1a réside le degré de courbure supplémentaire de cette géométrie, comme celle de ’anneau
sphérique, par rapport a la géométrie cylindrique classique.
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intuitive, se traduit réellement dans un comportement différent : les équations de
conservation associées conservent certaines des propriétés géométriques du systéme
de coordonnées sphériques, via le jacobien (voir plus haut). L’interprétation dans la
troisiéme dimension n’est donc pas si abstraite. Cette différence de comportement
d’une méme structure en différents lieux du domaine géométrique n’est bien évi-
demment pas propre a la géométrie sphérique compléte. Cet inconvénient majeur a
déja été évoqué plus haut, notamment pour la difficulté qu’il occasionnerait dans le
traitement de « plaques tectoniques » en surface.

FIGURE 2.6 — Extension latérale des géométries bidimensionnelles sphériques. (a)
Volumes effectifs associés aux aires élémentaires dans le cas des géométries sphé-
rique axisymétrique (en marron) et d’anneau sphérique (rouge). Les aires élémen-
taires sont volontairement exagérées ici et représentées sous forme d’un maillage ;
le code de couleur pour celui-ci est le méme que celui de la figure 2.5. (b) Principe
de la restriction au plan équatorial d’une sphére impliqué par l’approrimation quasi-
géostrophique pour la modélisation de la dynamique du noyau liquide de la Terre
(figure de Aubert et al., 2003). Notons que la géométrie 2D utilisée pour le traite-
ment dans le plan équatorial est de type anneau cylindrique (domaine en jaune; base
locale indiquée). La zone en bleu représente la colonne sur laquelle sont intégrées les
équations de la dynamique pour chaque aire élémentaire du domaine cylindrique 2D.
Notons qu’il s’agit ici d’un domaine en rotation rapide (vitesse de rotation € indi-
quée) et non négligeable par rapport aux échelles de temps de la dynamique du liquide

(cf. texte).
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Enfin, attardons-nous sur l'interprétation de ’anneau sphérique, puisque c’est
bien cette géométrie qui a été choisie pour l'outil de convection développé. Dans ce
cas, comme nous ’avons vu, ce sont les variations en latitude ¥ qui sont négligées.
La restriction au plan équatorial présente ainsi I’avantage d’offrir des contributions
égales aux structures, quelle que soit leur position latérale. En revanche, il ne s’agit
plus de feuillets axisymétriques, comme dans le cas de la géométrie sphérique axi-
symétrique, mais plutot de feuillets en deux « demi-croissants », qui se prolongent
jusqu’aux poles tout en s’amincissant (fig. 2.6a). Comme le soulignent Hernlund et
Tackley (2008), cette interprétation n’est toutefois valide qu’au voisinage de I’anneau
(c.-a~d. du plan équatorial du systéme de coordonnées sphériques) car, sinon, deux
structures différentes, de localisations diamétralement opposées dans ’anneau, « se
rejoindraient » et seraient donc paradoxalement confondues au niveau des poéles.
L’extension latérale des structures obtenues dans l’anneau sphérique est donc, en
dehors du voisinage de I'anneau sphérique, complétement indéterminée par ce qu’il
se passe dans cet anneau. Un exemple particulierement parlant, toujours cité par
Hernlund et Tackley (2008), est celui d'une zone de subduction : bidimensionnelle
localement, elle peut se prolonger latéralement car elle suit également la courbure
de la Terre, mais dans une certaine limite puisque sa géométrie peut aussi changer
de direction a la surface de la sphére. Ce dernier comportement est complétement
non-contraint par la réalisation de I’approximation 2D locale de la zone de subduc-
tion.

Notons que les deux géométries 2D précédemment citées étant directement is-
sues de la géométrie sphérique (0 e /0¢p = 0 ou 0 @ /0¥ = 0), elle permettent une
comparaison aisée des résultats avec ceux obtenus dans une géométrie sphérique 3D.
Ainsi, du volume élémentaire sphérique dV° = 72 sin ddrdidd¢ découlent les pseudo-
volumes élémentaires associés a la géométrie sphérique axisymétrique et a celle de
'anneau sphérique, respectivement §V 54 et 6V 45 :

2
SV = / dV*S = 2mr? sin Odrd, (2.16)
¢

=0

SVAS = /19 . AV = 2r%drde. (2.17)
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Le volume total V¢ d’une coquille sphérique, de rayons interne et externe R; et

R., se retrouve alors par l'intégration sur le domaine de définition D*® de la géométrie
2D :

VCS:/ sV*, (2.18)
D.
= R[9 SV4, (2.19)
r=Iv; =0
Re 27
:/ R/¢> SVAS (2.20)
r=Iv; =0
4
= gw(Re3 - R?). (2.21)

De cette maniére, si la valeur associée a chacun des points du domaine D* est
ramenée au pseudo-volume élémentaire 6V'®, une grandeur globale comme la puis-
sance thermique totale est directement comparable avec la puissance totale obtenue
en géométrie sphérique 3D. Cette cohérence n’est pas présente dans la géométrie
cylindrique (ou cartésienne 2D) car les pseudo-volumes élémentaires associés sont
infinis. Tout au plus peut-on dériver une puissance totale par unité d’épaisseur, me-
surée selon 'axe z, via des volumes « élémentaires » d’épaisseur unité (r?drdd x 1).

Il faut noter que les trois géométries 2D curvilignes évoquées ci-dessus ne sont
en elles-mémes que des moyens plus ou moins artificiels pour approximer une géo-
métrie courbe plus complexe (sphérique). Le fait de négliger les variations selon la
troisiéme dimension n’est absolument pas justifié physiquement pour ’anneau sphé-
rique (0 @ /0¥ = 0). L’hypothése d’axisymétrie semblerait, elle, plus justifiée dans
certains cas trés particuliers, puisque, & nombre de RAYLEIGH peu élevé ou méme
proche du nombre de RAYLEIGH critique, la solution convective est effectivement
axisymétrique. Mais ce cas idéal est loin d’étre pertinent pour la réalité d’une pla-
néte. Les deux autres approches 2D classiques que sont les géométries cartésienne
ou cylindrique axisymétrique (fig. 2.3), encore plus simples, paraissent plus justifiées
dans une utilisation locale. En particulier, la seconde est particuliérement pertinente
pour I’étude d’un panache thermique axisymétrique ou de tout autre phénomeéne
présentant cette symétrie en bonne approximation (p. ex. Monteux et al., 2007).

Nous terminerons par citer un bel exemple dans lequel une géométrie 2D curvi-
ligne posséde une justification physique : il s’agit de I’hypothése d’équilibre quasi-
géostrophique, utilisée pour la modélisation de la convection dans une coquille sphé-
rique en rotation rapide (Aubert et al., 2003). Le principe est basé sur le théoréme de
TAYLOR-PROUDMAN '® qui stipule que, a I’équilibre géostrophique'”, le champ de

18. démontré en prenant le rotationnel de I’équation d’équilibre géostrophique (p. ex. Kennett
et Bunge, 2008, p. 129).
19. c.-a-d. que les forces de pression compensent la force de CORIOLIS.
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vitesse est invariant selon I'axe z de rotation. Cependant, cette propriété ne pouvant
étre vérifiée dans un domaine a frontiéres courbes (coquille sphérique, cf. fig. 2.6b), il
est nécessaire d’apporter une correction pour tenir compte de la géométrie. Ainsi, le
principe est de moyenner les équations du transfert thermique selon la direction z;
les mouvements dans le plan équatorial déterminent alors entiérement ceux dans le
reste de la sphére; ’équation de vorticité moyennée est traitée dans une géométrie
d’anneau cylindrique. Un terme source additionnel permet de tenir compte de la
condition de frontiéres indéformables et de la condition limite en viscosité (pompage
d’EKMAN). En outre, la conservation totale (3D) de la masse est assurée grace a ce
terme dans 'approche de Schaeffer et Cardin (2006).

Cette approche est donc appliquée a 1’étude des mouvements dans le noyau li-
quide d’une planéte. Cependant, la particularité de ce type de fluide, outre son
nombre de PRANDTL faible (Pr ~ 0, 1), est de produire, de par ses mouvements, un
champ magnétique qui, en retour, va agir sur le fluide. L’approche quasi-géostrophique
a montré sa puissance pour la modélisation de ce type de phénomeénes (cf. Schaeffer
et Cardin, 2006, pour plus de détails).

2.1.4 La méthode des volumes finis
Principe général

La méthode des volumes finis est une technique puissante de résolution numérique
des équations aux dérivées partielles. Elle est particuliérement adaptée pour les
équations de conservation non linéaires. Son origine remonte au début des années 70
(Patankar et Spalding, 1972). Classiquement utilisée en mécanique des fluides, elle
repose sur deux étapes essentielles. Tout d’abord, le domaine d’étude est discrétisé
en un nombre fini de volumes, appelés volumes?’ de controle. Puis I’équation a
résoudre est intégrée sur chacun de ceux-la. Nous présentons ci-dessous un exemple
avec 'advection d’une quantité volumique F¥ d’une variable scalaire F' quelconque.
En formalisme eulérien, celle-ci se traduit sous la forme suivante :

oOF"
ot

= -V -V, (2.22)

avec V' le champ de vitesse.
Soit €2; un volume de contréle générique, de surface fermée S := 0€2;. En utilisant
I’égalité suivante :

V. VF'=V.-(F'V)-F'V .V, (2.23)

20. au sens topologique du terme
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I'intégration de I'équation (2.22) sur €; donne, pour un fluide incompressible *!

(V- V=0):

9
ot

avec F* la valeur moyenne de F” sur le volume de contréle. En vertu du théoréme

(Pﬂﬁ:iévxwvwm, (2.24)

d’OSTROGRADSKI, 'intégrale sur le volume de controle peut étre transformée en
une intégrale sur la surface de celui-ci. En notant Fr. le flux de quantité F qui
passe a travers S et n le vecteur unitaire normal & celle-ci et orienté vers ’extérieur
de S, il vient :

9
ot

La quantité & droite correspond au bilan algébrique AF" de la quantité F* en-

(Pngzi%ﬂwﬁw. (2.25)

trant dans le volume par unité de temps (débit). Enfin, dans le cas d’'une méthode
explicite a 'ordre 1 en temps, I'intégration sur un certain intervalle de temps 0t per-
met de connaitre la variation de la valeur moyenne F" entre deux instants discrets
successifs :

1 t+ot
FW+M=P@+§/ AF" dt. (2.26)
i Jt

Un raisonnement similaire peut étre mené pour la diffusion de F*. De plus il
faut tenir compte des sources et/ou puits de cette méme quantité. On tient ainsi
I’ensemble des équations de la mécanique des fluides nécessaires pour 1’étude de la
convection thermique. L’essence de la méthode des volumes finis n’est donc rien
d’autre qu'un bilan de flux (advectif et diffusif) et de production de quantité F"
au sein de volumes de controle. Toute la difficulté de la méthode consiste en une
évaluation correcte de ces flux. L’avantage incontestable est que cette technique est
conservative, de par sa nature méme.

A ce titre, on notera que le cheminement présenté ci-dessus correspond a I'inverse
de celui qui est généralement utilisé pour parvenir aux équations de conservation
locales (cf. 1.3.2); celles-ci sont, en effet, également issues d’un bilan de quantité
sur un volume quelconque qui est ensuite ramené a un volume infinitésimal. Ce sont
donc les formes intégrales des équations de conservation qui sont utilisées dans les
méthodes en volumes finis. Nous laisserons le mot de la fin & Patankar (1980) :

21. ou, du moins, & écoulement incompressible
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Indeed, deriving the controle-volume discretization by integrating the dif-
ferential equation over a finite control volume is a rather roundabout pro-
cess, much like preparing mashed potatoes from dehydrated potato pow-
der. [. . .] It is useful to imagine ourselves to be in the pre-calculus days;
then the control-volume equation would have been our only way of stating
the conservation principle.

Volumes finis, différences finies

Comme nous le verrons plus loin, les opérateurs différentiels, dans les méthodes
aux volumes finis, sont trés souvent évalués avec des approximations aux différences
finies. Ceci n’en fait pas pour autant une méthode aux différences finies proprement
dite. Celle-ci n’a, en effet, aucune garantie d’étre conservative ; elle ne repose que sur
I’évaluation des opérateurs différentiels par différences finies en utilisant des valeurs
sur un maillage constitué de nceuds discrets. La figure 2.7 présente cette importante
différence conceptuelle entre les deux méthodes. Un méme domaine d’étude sera
ainsi échantillonné par des nceuds dans le cas des différences finies ou bien subdivisé
— pavé — en des cellules dans le cas des volumes finis, mais aussi dans celui des
éléments finis.

T T
| |
Q L] [ ] L] ] L[] O | |
| |
| |
| |
o ° ° ° o I | )
| |
| |
Q L] L[] o L] L] (o] [ !
I 1
| |
| |
o o} o} o o o e} o | ISR RSP S AU R A R
(a) (b)
FIGURE 2.7 — Deux techniques de discrétisation d’un domaine géométrique. Un

méme espace peut étre échantillonné par un ensemble fini de points ou neuds (a)
— principe des méthodes en différences finies — ou bien pavé en une certaine parti-
tion spatiale (b) — principe des méthodes aux éléments finis, dont la technique des
volumes finis peut étre vue comme un cas particulier (cf. texte). Pour la premiére
méthode, les opérateurs différentiels en un point donné sont approximés par des com-
binaisons arithmétiques des valeurs associées a ce point et a certains de ses voisins,
comme représenté en (a). Dans le cas des volumes finis, un bilan de quantité — fluz,
sources/puits — est individuellement effectué sur des volumes de contréle [(b), en gris
foncé| qui peuvent ou non coincider avec la partition spatiale de base. Dans les deux
cas, un traitement particulier doit étre appliqué auz bords du domaine [(a), neuds
blancs; (b), en tiretés/.
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Toutefois, dans les deux cas, le résultat final est de nature comparable; une
approximation de la solution (& une précision souhaitée) est connue par :

— la valeur « exacte » en chaque nceud pour les différences finies ;

— la valeur moyenne sur chaque volume pour les volumes finis, définie au centre

de celui-ci.

Dans les deux cas, toute tentative de récupérer une valeur autre pour la solution
requiert une certaine interpolation, que ce soit pour la variation de la solution entre
les noeuds ou bien au sein d’'un volume; elle est donc subjective. Notons que de
telles interpolations sont cependant réalisées pour un schéma discret donné (par
exemple pour I’évaluation d’une température a I'interface entre deux volumes); en
revanche, il n’y a aucune raison a priori, de choisir, pour une quantité donnée, le
méme type d’interpolation dans les différents schémas (advection de la quantité,
diffusion, etc.) ou méme pour les divers opérateurs différentiels nécessaires pour
décrire un phénoméne. Nous pouvons exagérer quelque peu en affirmant que tous les
schémas d’interpolation se valent a priori; il n’y a donc pas de raison de privilégier
un type plutdét qu’'un autre pour la détermination a posteriori d'une quantité en
dehors des lieux ou celle-ci est définie. Ceci est donc bien entendu valable pour la
représentation visuelle de cette valeur. C’est dans cette optique que seront présentés
les différents résultats obtenus avec l'outil en volumes finis développé dans cette
étude. La figure 2.8 illustre notre propos en présentant l'effet d’'une interpolation
« abusive ». Ainsi, pour un exemple de solution — ici un champ de température —
obtenue avec une basse résolution (32 x 32), la représentation correspondant a celle
que nous adopterons est visible a la figure 2.8a; une visualisation interpolée plus
esthétique mais trompeuse est présentée a la figure 2.8b.

Une technique de visualisation idéalement honnéte serait de ne représenter les
valeurs d’un champ qu’en chacun des centres des cellules, lieux ou elles sont définies.
Cette représentation, parfaitement adaptée pour les résultats d’'une méthode aux
différences finies, laisserait toutefois penser que ces valeurs ne seraient valables qu’en
ces seuls points, et non pour tout un volume autour de chacun d’entre eux. D’ou le
choix fait ici de représenter la valeur moyenne du champ — par définition constante
dans un volume de controle donné — sur toute la cellule. Il est évident que ces deux
modes d’affichage deviennent visuellement de plus en plus semblables & mesure que
le maillage est affiné; la question du choix ne se pose donc plus pour des maillages
suffisamment fins par rapport a 1’échelle d’observation.
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FIGURE 2.8 — Effet d’une interpolation artificielle dans la visualisation. Champ de
température obtenu & convergence sur un maillage grossier (n, = ng = 32, pour
f=0,55d=2, A0 =mn/4; cf 2.1.5 pour la définitions de ces grandeurs) pour les
parametres Ray = 105, T = 8 (convection de RAYLEIGH-BENARD, approzimation de
BOUSSINESQ; ¢f. chap. 1). La figure (a) représente simplement la valeur moyenne
de la température pour chaque volume de controle ; dans la figure (b), chacun d’entre
eux est artificiellement subdivisé en 5 dans les directions T et 0 - soit un « pseudo-
maillage » de 25 X 32 x 32 cellules : dans ces sous-cellules, la valeur est calculée
par interpolation bilinéaire. La représentation la moins esthétique mais cependant la
moins trompeuse est celle illustrée en (a). Elle permet notamment de garder a [’esprit
la résolution spatiale — garante de la précision numérique — utilisée pour parvenir au
résultat visualisé.
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Avantages et inconvénients par rapport aux autres méthodes

Deux autres méthodes générales sont classiquement employées pour la résolution
des équations aux dérivées partielles en mécanique des fluides : la technique des
éléments finis et les méthodes spectrales. La premiére repose, a 'instar de son ho-
mologue aux volumes finis, sur la discrétisation du domaine spatial D en un nombre
fini N d’éléments?* €, :

U =0 (2.27)

1€[1,N]

Pour un probléme bidimensionnel, ceux-ci sont souvent triangulaires ou quadran-
gulaires. L’étape suivante est une technique trés générale appelée parfois méthode
des résidus pondérés : ’équation différentielle est, dans un premier temps, multipliée
par une certaine fonction test, w, puis intégrée sur le domaine spatial D. L’équation
obtenue est appelée formulation variationnelle du probléme d’origine dont I’équation
différentielle est dite formulation forte. Les solutions de la premiére équation sont
aussi solutions de la seconde **. Les champs inconnus — par exemple la température
— sont alors remplacés par une décomposition suivant une certaine base de fonctions.

La méthode des éléments finis est un cas particulier de celle résumée ci-dessus :
elle utilise des polynomes — notamment les polynémes de LAGRANGE — définis lo-
calement, comme base de fonctions pour chaque €2;. Chacun des éléments est, au
sein du maillage, constitué d’un certain nombre de nceuds sur lequels « s’appuient »
les polynémes. La formulation variationnelle, aprés quelques étapes de calcul sup-
plémentaires, est alors ramenée & un ensemble de n équations discrétes formant un
sytéme linéaire a résoudre, dont chacune des n inconnues est la valeur de la fonction
en un nceud. L’avantage certain est que la détermination des n valeurs discrétes
de cette fonction permet de reconstruire, via les polyndémes, la solution sur tout le
domaine D. Ce point est une différence fondamentale par rapport aux méthodes
aux différences ou aux volumes finis, purement discrétes par nature : la grandeur
recherchée est ici définie en tout point du domaine spatial . Ceci est un avantage
considérable pour le calcul différentiel ; par exemple, pour calculer I'intégrale de la
variable cherchée sur une région donnée, nul besoin (théoriquement) de discrétiser

22. L’auteur confondra volontairement la notion d’élément et de sous-ensemble du domaine D,
tout en ayant conscience que cela ferait bondir au plafond tout mathématicien ou « élément-
finissien ». De plus, la notation D ou {2 sera indifféremment utilisée pour les éléments ou leurs
volumes associés ; le méme type de liberté sera pris pour leurs bords et les surfaces associées. . .

23. La formulation variationnelle a cependant I’avantage de permettre 'utilisation de propriétés
issues de ’analyse fonctionnelle.

24. Ceci est di au fait que la méthode des éléments finis suppose a priori (et localement, in-
dépendamment pour chaque élément) la nature de la fonction — un polynéme — pour la variable
considérée, ce que ne font pas les deux autres méthodes.
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ledit domaine comme en différences/volumes fini(e)s. Toutefois, il faut noter un in-
convénient qui peut devenir important dans certains contextes : toutes les équations
aux dérivées partielles ne possédent pas une formulation variationnelle.

La méthode des volumes finis peut, a son tour, étre vue comme un cas particulier,
cette fois-ci de celle des éléments finis (Patankar, 1980). En effet, en choisissant une
fonction-test w définie localement telle que, pour chaque ensemble €);, w soit égale
a la fonction indicatrice de celui-ci? :

avec 0;; le symbole de KRONECKER, on retombe sur la méthode des volumes fi-
nis puisque ’équation différentielle se retrouve simplement intégrée sur chacun des
éléments, appelés dans ce cas volumes de controle.

La méthode des volumes finis hérite donc de la souplesse géométrique des élé-
ments finis : elle permet de discrétiser un domaine spatial & géométrie complexe [cf.,
p. ex., 2.1.2, pour le programme GATA développé par Hiittig et Stemmer (2008a,b)].
De plus, bien souvent, les opérateurs différentiels sont approximés en différences
finies; la forme des équations discrétes refléte alors assez fidélement celle des équa-
tions de conservation d’origine. Ce « sens physique » sur lequel repose la technique
des volumes finis n’est pas étranger au caractére conservatif de ces méthodes. Nous
reviendrons sur ce point au 2.2.1.

Mentionnons un dernier avantage des méthodes aux volumes finis. Dans le cas de
systéemes de coordonnées et de maillages orthogonaux — en particulier en géométrie
cartésienne, les équations discrétes s’apparentent (trés) fortement a celles qui seraient
obtenues avec une méthode aux différences finies pure; elles ont donc 'avantage de
posséder des expressions relativement simples, permettant de garder en permanence
une intuition des phénomeénes en jeu a la seule lecture des équations discrétes. En
revanche, malgré leur ressemblance dans ce cas géométrique précis, elles ne sont pas
pour autant confondues. Il importe de garder a I'esprit que la technique des volumes
finis présente l’avantage d’étre conservative. De ce fait, certains auteurs (p. ex. Gerya,
2010) parlent, dans ce cas, de différences finies conservatives. Notons que le maillage
associé a une grille orthogonale est généralement structuré (connectivité réguliére
des éléments). La disposition spatiale relative des volumes peut alors étre facilement
mise en correspondance avec la disposition en mémoire des valeurs associées, sans
nécessiter de stocker explicitement des informations sur leur positionnement. Ceci
n’est bien entendu pas partagé par les maillages déstructurés, ce qui peut devenir
problématique en terme de mémoire dans le cas de géométries tridimensionnelles.

25. cf. note 22, p. 94.
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Pour plus de détails, le lecteur est invité a consulter 'ouvrage de Patankar (1980),
qui constitue une excellente introduction & la « philosophie » des volumes finis (ainsi
qu’a l’algorithme de couplage vitesse-pression utilisé dans cette étude, cf. 2.2.2). Plus
rattachés aux thématiques de la géodynamique, le récent ouvrage de Ismail-Zadeh
et Tackley (2010), ainsi que le chapitre de Zhong et al. (2007) permettent de se
faire une bonne idée des autres méthodes. Enfin, le livre de Gerya (2010) traite en
détail 'application des différences finies conservatives en géodynamique. Certaines
des réflexions présentées dans cette section ont ainsi été alimentées par la lecture de
ces ouvrages.

Nous passerons ici sous silence les autres types de méthodes existant (spectrales,
pseudo-spectrales, éléments spectraux, volumes spectraux, etc.), pour lesquelles le
lecteur pourra éventuellement trouver des éléments plus ou moins détaillés dans les
divers ouvrages cités précédemment.

2.1.5 Maillage du modéle

Le domaine géométrique

Le domaine géométrique D sur lequel sont résolues les équations de conserva-
tion dans l'outil élaboré au cours de cette thése — éq. (2.5), (2.7)-(2.8) et (2.14) —
est constitué d’un secteur d’anneau, de rayon interne R;, de rayon externe R, et
d’amplitude angulaire Af :

D :={(7,0) € [Ri; R] x [0: A0]; R;/R. = f, f €]0:1[, A0 €]0;2x]},  (2.29)

La quantité f est le rapport de courbure ?° de D ?7. Comme le calcul est fait dans
un formalisme adimensionnel basé, pour les longueurs, sur ’épaisseur du milieu
étudié — le manteau d’une planéte (cf. 1.3.2) — il est nécessaire que la différence
R. — R; soit égale a I'unité. Une valeur imposée de f implique donc les expressions
uniques suivantes pour les rayons interne et externe :

f 1
R, = —— t R. = ——. 2.30
-5 1—f (2:30)
Le domaine est ainsi entiérement caractérisé par la donnée du couple (f, Af). La
figure 2.9 présente une visualisation de celui-ci. Sur celle-ci apparaissent les diffé-

26. Rappelons que la courbure d’une portion de courbe de rayon de courbure rest 1/r; f = R% / R%
est donc un rapport de courbe. ..

27. Pour le manteau de la Terre, on a f = 0,55, si R; et R. sont identifiés respectivement au
rayon du noyau et a celui de la planéte (crofite négligée ou non).
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rentes parties I'y du bord 9D du domaine :

oD =T, Ul UT,UT,. (2.31)

FIGURE 2.9 — Domaine géométrique utilisé pour le modeéle de transferts de chaleur.
1l s’agit d’un secteur d’anneau — représenté ici en gris — d’amplitude angulaire A6
et de rayons interne et externe R; et R.. Les bords interne, externe, gauche et droit
sont notés respectivement I';, I, I'y et Iy, et représentés en traits épatis. Cette figure
correspond au cas f = 0,55 et AQ = 7/2.

On définit alors le rapport d’aspect R4 du domaine :

Ri+Re A6
RA = ﬁ soit RA =

Al
2

‘ ~

(2.32)

—_

~~

Discrétisation du domaine géométrique

La discrétisation du domaine repose sur la définition de volumes de controle (Pa-
tankar, 1980) pour chaque variable primitive : n, volumes dans la direction radiale,
ng dans la direction orthoradiale. Ces variables, au nombre de quatre dans notre
cas bidimensionnel, peuvent étre subdivisées en deux groupes. Un maillage de type
entrelacé sera ainsi utilisé, avec les pressions p et températures T définies au centre
des mailles et les composantes des vitesses, V V r et Vg = Vb@ définies sur
les centres des bords des cellules. Notons que la premiére utilisation de ce type de
maillage remonte aux travaux de Harlow et Welch (1965). La figure 2.10 présente un
tel maillage. Les frontiéres de cellules sont systématiquement orthogonales a 1'une
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des deux directions (T ou é) Ce type d’approche présente un avantage majeur par
rapport & un maillage collocatif. Il permet de faire intervenir des noeuds voisins dans
I'expression discréte (cf. 2.2) du gradient de pression présent dans l'équation de
conservation de la quantité de mouvement. Non seulement un gain en précision est
obtenu, mais surtout des oscillations artificielles de pression d’une cellule a I'autre
(champ « en échiquier »), qui peuvent intervenir au cours d’un processus itératif,
ne restent pas sans effet ici et peuvent étre corrigées (annulées) par ledit processus;
un maillage collocatif simple pour V et p’ considérerait, en effet, un tel champ en
échiquier comme uniforme. .. Un probléme trés similaire intervient pour 1’équation
de continuité : le maillage entrelacé permet d’éviter les champs de vitesse artificiel-
lement oscillants et évite ainsi un découplage artificiel des vitesses et des pressions.

La conséquence majeure est que toutes les dérivées intervenant dans les équations
de continuité et de mouvement sont précises & l'ordre deux en espace?® et font
intervenir des nceuds adjacents. Cette disposition entrelacée offre ainsi une précision
en espace quasi-équivalente a celle qui serait obtenue avec un positionnement centré
classique deux fois plus dense (cf., p. ex., Brandt et Livne, 2011). En fait, pour
les dérivées premiéres développées en différences finies a 1'ordre 2 en espace?’, on
peut montrer que, pour un maillage régulier, ’erreur commise est quatre fois plus
faible que celle qui serait obtenue, au méme ordre d’approximation, sur un maillage
collocatif (p. ex. Fornberg, 1998).

Enfin, nous verrons plus loin (2.2) qu’'un dispositif entrelacé offre deux avantages
considérables pour la stabilité numérique dans le cadre des problémes a viscosité
variable.

Raffinement géométrique radial

Au cours du processus de convection thermique d’un fluide, la distribution de
la température est telle que les plus grandes variations de celle-ci sont présentes
au voisinage des panaches et dans les couches limites thermiques. Ces derniéres,
pour une convection de type RAYLEIGH-BENARD , sont disposées au voisinage des
deux surfaces isothermes, sur une épaisseur d’autant plus fine que la convection est
vigoureuse. Dans le cceur convectif, les variations de température sont généralement
plus modérées, du moins pour une convection de type purement thermique. On
comprend dés lors que la discrétisation spatiale doit étre d’autant plus fine dans les
couches limites thermiques. Dans un domaine annulaire (d = 1 ou 2) ou sphérique,
la dissymétrie des surfaces interne et externe — la CMB et la surface de la planéte —
conduit, de part 1’égalité des puissances a 1’équilibre thermique, a un flux de chaleur
1/ f¢ fois plus fort dans la couche limite thermique chaude. Un soin particulier doit

28. Ceci n’est rigoureusement valable que pour un maillage uniforme
29. ce qui sera le cas des schémas en volumes finis utilisés dans cette étude
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FIGURE 2.10 — Maillage entrelacé utilisé dans cette étude. Le découpage principal
correspond aux volumes de contréle des pressions et températures, définies en chaque
point de symbole ®. Les quantités 17} et ‘79 sont décalées pour étre définies sur les faces
des mailles principales (symboles o, respectivement rouges et verts). Les volumes de
contréle de ‘Z et ‘79 sont également décalés; un exemple de chaque type est visible,
respectivement en gris et gris clair. Dans cette figure, une grille a faible résolution
~ (ny,ng) = (7,10) — est utilisée pour discrétiser un domaine défini par f = 0,49 et

Af =7/3.
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donc étre apporté au traitement numérique de cette zone.

Pour ce faire, le maillage choisi, décrit plus haut, a été muni d’'un pas radial
variable de discrétisation spatiale {07; };—1 ,. Le pas latéral, 06, a été choisi constant ;
il n’y a, en effet — dans les cas simples de convection thermique traités dans cette
étude — aucune raison a priori de privilégier la discrétisation latérale d’'une région
plutot qu’une autre puisque ’anneau entier sera considéré dans la majeure partie
des cas. En revanche, des gradients importants (température, viscosité) peuvent
apparaitre dans des zones trés variables au cours du phénoméne de convection. Un
maillage invariant dans le temps, méme raffiné aussi latéralement, perd alors son
intérét. Dans ce cas, une description fine des phénoménes associés nécessiterait un
maillage de type adaptatif, c’est-a-dire qui se verrait raffiné en fonction des contrastes
locaux de champs comme la température (cf., p. ex., Leng et Zhong, 2011); des
phénomeénes a différentes échelles peuvent ainsi étres traités — dans l'idéal — avec
une précision numérique comparable. Ceci est valable en particulier dans ’étude de
la convection de type thermo-chimique. C’est I'objet des techniques de type AMR
(Adaptative Mesh Refinement), bien connues des mécaniciens des fluides.

En outre, le raffinement de maillage permet d’atteindre une résolution souhaitée
dans certaines régions a forts gradients et de garder une résolution plus grossiére
ailleurs. Ainsi, un gain significatif est réalisé en temps de calcul comme en espace
mémoire. En effet, une résolution spatiale suffisamment fine dans les couches limites
thermiques, pour un maillage & pas constant, implique immédiatement un grand
nombre de cellules et donc d’équations a résoudre.

Nous présentons maintenant la technique simple utilisée dans l'outil de cette
thése pour raffiner radialement la résolution. L’idée-clé est que le pas d07; ne doit
pas varier trop d’une cellule a la suivante. Des exemples de maillages raffinés ou non
sont présentés a la figure 2.11. En effet, comme nous le verrons plus loin (2.2.1),
la discrétisation choisie pour les équations de conservation repose notamment sur
I'approximation locale (pour les quantités interpolées dans les équations discrétes) :

5’/:7, ~ 57:2'-‘,—1, 1€ [[1,nr — 1]] (233)

Ainsi, pour un facteur de croissance R de l'étendue radiale de deux cellules
voisines, on peut se donner la suite géométrique simple suivante, de raison R :

Uy ‘= (5fk

2.34
Uiyl = R'LLZ ’ ( >

(un)neN . {
restreinte & 'ensemble [0, N, — 1] et telle que Y _on _un = (Re — Ri)N,/n,.. k
et N, sont des valeurs génériques. Pour un maillage raffiné symétriquement dans
sa partie interne et dans sa partie externe (fig. 2.11c), on choisira successivement
(k = n,/2,N, = n,/2) puis (k = n,/2 + 1, N, = n,/2) pour procéder aux deux



2.1 Méthodologie générale 101

raffinements symétriques®’. Si 'on ne souhaite raffiner que la partie interne (fig.
2.11d) ou externe du domaine, on prendra respectivement (k = 1, N, = n,) ou
(k = n,, N, = n,.). Ainsi, pour un facteur de raffinement F souhaité entre la premiére
et la N,-iéme cellule de la zone a raffiner progressivement, les propriétés élémentaires
des suites géométriques conduisent a :

- N, 1—-R
(5')“]€ = (Re — Rz)n_r 1_—}%1\77'7 (235)
avec
R=Fw, (2.36)

Cette formulation, qui a le mérite d’étre simple, ne permet toutefois qu’un raffi-
nement relatif (c.-a-d. d’un facteur donné entre deux zones). Une approche plus ju-
dicieuse consiste a se donner un facteur de raffinement absolu pour une zone donnée.
Ainsi, F sera cette fois-ci défini de telle sorte que la taille de la cellule de résolution
la plus fine corresponde a 1/F fois celle qui serait obtenue pour un maillage & pas
constant 07 avec le méme nombre de cellules :
or  R.— R;

Fi=— = —, 2.37
0T N, 0Ty ( )

L’équation (2.35) reste valable, puisqu’on souhaite toujours un raffinement pro-
gressif, mais la condition (2.36) est remplacée par la précédente, ce qui conduit a

I’équation :

RN — FN,R+ FN, —1=0. (2.38)

Ainsi, dans le cadre d’un raffinement absolu, la détermination du facteur de
croissance R du pas radial n’est pas aussi simple que dans le cas d’un raffinement
relatif [éq. (2.36)]; la résolution de 'équation polynomiale (2.38) doit étre effectuée
numériquement, puisque son degré est nécessairement élevé (typiquement N, = 16
dans le « meilleur » des cas). Dans le cadre de I'outil numérique développé au cours
de cette these, une méthode itérative de NEWTON-RAPHSON est utilisée, celle-ci
étant a la fois simple et suffisamment efficace pour ce type de probléme. Il faut
toutefois prendre garde a choisir une solution initiale qui soit suffisamment éloignée
de la solution triviale R = 1, mais aussi suffisamment proche de celle qu’on attend
(on choisira typiquement *! 1,1). Rappelons que, le maillage étant invariant au cours
d’une simulation, ce calcul n’est effectué qu'une seule fois (initialisation des facteurs
géométriques) ; la valeur de R est toujours calculée jusqu’a la précision numeérique.

30. Dans ce cas, un raffinement au centre peut étre obtenu avec R < 1.
31. On prendra garde & choisir des raffinements, pour une résolution donnée, qui ne conduisent
pas & une valeur excessivement élevée de R, afin de ne pas trop s’éloigner de approximation (2.33).
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tes discréti-

ren

FIGURE 2.11 — Le raffinement radial du maillage. Exemple de diffé
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(b) Maillage

64 x 64 simple. (¢) Maillage 32 x 32 raffiné d’un facteur 2 au sommet et

base; R ~1,086. (d) Maillage 32 x 32 raffiné d’un facteur 2
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1,35), avec ou sans raffinement absolu. (a) Maillage 32 x 32 simple.
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a
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Flexibilité du domaine discrétisé

La combinaison d’'un domaine géométrique tel que défini plus haut et de I'ap-
proche généraliste annulaire de Hernlund et Tackley (2008) permet d’accéder a plu-
sieurs configurations bidimensionnelles. Ainsi, une portion d’anneau (A6 €]0;27])
ou bien tout ’anneau, cylindrique (si d = 1, cf. 2.1.3) ou sphérique (d = 2), peuvent
étre utilisés. De plus, pour le cas d = 1, une petite portion d’anneau va asymptoti-
quement se rapprocher d’'un domaine cartésien au fur et & mesure que f va tendre
vers I'unité. Le cas cartésien parfait serait atteint pour la limite f — oo, mais les
rayons R; et R. deviendraient infinis. .. Quoi qu’il en soit, une valeur de f suffisam-
ment proche de 1 permet d’obtenir des résultats dignes d’une approche purement
cartésienne (cf. 3.3.1). Cependant, la rigueur fait que l'on attribuera le qualificatif
de « pseudo-cartésienne » a ladite approche.

La proximité d’'une telle géométrie a une vraie géométrie cartésienne peut étre
appréhendée simplement, via la mesure de la variation relative A4, d’une surface
¢lémentaire (ou d’un volume « élémentaire » d’épaisseur unité) entre les rayons R; et
R.. Dans cette géométrie simple (d = 1), cela revient & mesurer la variation relative
des deux rayons :

R; :
AAZ.E = TI so1t AAie

Cette mesure, valable pour des valeurs élémentaires, fournit donc, en quelque

=51 (2.39)

sorte, la valeur maximale de la précision qui pourra étre atteinte par rapport a un
domaine (maillage) cartésien. Le tableau 2.1 ci-dessous donne les valeurs de cette
quantité pour une certaine gamme de rapports de courbure f.

TABLE 2.1 — Mesure de la proximité d’un domaine annulaire a un domaine cartésien.
Pour chaque valeur du rapport de courbure f, la variation relative A 4, d’un volume
élémentaire entre les rayons interne et externe est indiquée.

f 0,980 [ 0,990 [ 0,995 [ 0,999 | 0,9999
Au (%) ] 2,04 [ 1,01 | 0,50 | 0,100 | 0,01000

Pour les calculs cartésiens présentés dans cette thése (cf. chap. 3), sauf mention
contraire, on prendra donc f = 0,9999.
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Notons enfin que le domaine géométrique défini plus haut permet aussi de se
ramener facilement a la géométrie cylindrique (d = 1) redimensionnée, utilisée dans
I'étude de van Keken (2001), présentée au 2.1.2 (p. 78). Ainsi, en changeant les
rayons interne et externe pour la définition de I'espace D :

_f _ 1
_1—f2 et Re_l—f2’

on obtient un domaine annulaire dont le rapport des « surfaces » interne et externe

R; (2.40)

— le simple quotient des rayons, en cylindrique — est égal a celui qui serait obtenu

6ométrie spheéri est-a~dire & f2, tout 6 t diffé itai
en géométrie sphérique, c’est-a-dire & f~, tout en préservant une différence unitaire
entre R, et R;.

2.2 Reésolution de I’équation de Stokes

2.2.1 Cceur du probléme

L’équation de conservation de la quantité de mouvement adoptée pour décrire

I'écoulement du manteau est, on 'a vu (cf. 1.3.2), dépourvue de termes inertiels
en raison d’un nombre de PRANDTL considéré comme infini. Elle posséde la forme
générale adimensionnée suivante :
V.o=—-f, (2.41)
soit, en développant le tenseur des contraintes visqueuses, 7, en fonction de celui
des vitesses de déformation, D, pour un fluide newtonien dans ’approximation de
STOKES :

} —V§ = —f,. (2.42)

La forme utilisée dans cette étude, exprimée en coordonnées polaires pour une
géomeétrie annulaire, est présentée au 2.1.3 [éq. (2.7) et (2.8)]. L’approximation en
nombre de PRANDTL infini supprime, comme on I’a vu, la principale non-linéarité du
probléme — terme advectif dans la dérivée particulaire du champ de vitesse — et fait
que I’évolution temporelle des transferts de chaleur dans le manteau est entiérement
controlée par I’équation de la chaleur. La résolution de ’équation de STOKES revient
donc & calculer un état d’équilibre du champ tensoriel des contraintes & (7, 6, £,,) sur le
domaine D, a un instant £, donné, pour un certain champ de flottabilité f, (7,6, %,) et
un champ scalaire * de viscosité 7j(7, 6, 1,,). Le champ des vitesses V (7,6, 1,,) associé

32. Rappelons que seuls des fluides isotropes sont considérés dans cette étude.
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a cet état d’équilibre doit, de plus, vérifier la contrainte forte qu’est I’équation de
continuité caractérisant un régime stationnaire (Pr — oo), pour un profil de masse
volumique de référence donné p(7) :

SO V5 s~
v.v- YV Vr_ OWpp (2.43)
p or

Principales difficultés

Deux termes a priori complexes dans I'équation (2.42) — + et f, — requiérent
toute notre attention. Le premier est non linéaire en ce sens qu’il peut dépendre de
nombreux facteurs tels que le taux de déformation dans le cas d'une rhéologie non-
newtonienne, ou encore la taille de grain ; deux facteurs particuliérement importants
pour la viscosité sont la pression et la température. Dans le cadre de cette étude,
seule une dépendance plus ou moins forte en température sera considérée, via une
loi exponentielle dite de FRANK-KAMENETSKII (Frank-Kamenetskii, 1938, 1969).
Cette loi simple (cf. 1.3.4) correspond en fait & une linéarisation (cf. annexe A.4)
de I'argument de I’exponentielle de la loi d’ARRHENIUS qui, elle, est basée sur des
données expérimentales (Arrhenius, 1887 ; Weertman, 1970 ; Karato et Wu, 1993).
Les variations de viscosité avec la température résultant de la premiére loi sont
plus faibles que celles obtenues avec la seconde loi mais le caractére exponentiel de
la dépendance en température est conservé. Ainsi, un seul paramétre va controler
I'importance de cette dépendance en température : YT, le paramétre de FRANK-
KAMENETSKII, qui n’est rien d’autre qu’'une énergie d’activation adimensionnée (cf.
annexe A.4). Dans 'adimensionnement des équations (cf. 1.3.2, p. 56), le choix d’une
viscosité caractéristique située en base du domaine D — maintenue a la température
constante T(I';) = 1 — conduit a la forme suivante de la loi :

(T = exp [m _ T)] . (2.44)

Puisque le sommet du domaine est, lui, maintenu a la température T (T'e) =0, le
contraste global de viscosité An vaut :

max, , (1) _ n(Te) _ ()
min . (n) ) 7()

La température, dont dépend fortement la viscosité — et donc les contraintes —

An = =expT. (2.45)

est controlée par I’équation de conservation de 1’énergie et peut donc étre fortement
hétérogene. Or, I’équation de la chaleur est intimement couplée a celle de conserva-
tion de la quantité de mouvement ; le champ de vitesse va, en effet, donner lieu a
une certaine advection d’énergie. On comprend dés lors la nécessité d’un soin par-
ticulier & apporter au traitement de la viscosité dans la résolution de I’équation de
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STOKES. Dans cette partie, le champ de température sera vu comme une constante
dans le temps, c’est-a-dire que son évolution temporelle sera simplement ignorée,
pour se concentrer sur la détermination des champs V et 7 & un instant ¢, donné.
Le couplage avec I’équation de la chaleur ne sera abordé que dans la section suivante.

Le second terme complexe est la flottabilité, qui va non seulement dépendre de
la température mais aussi — dans le cadre de 'approximation anélastique-liquide
compléte — de la pression dynamique. Toutefois, cette dépendance est linéaire car,
rappelons-le, l'expression de la flottabilité peut étre écrite sous la forme de la dé-
composition suivante [éq. 1.128] :

fo=F3(0) + £ (1), (2.46)

avec f5 et fUT deux termes respectivement proportionnels & p’ et T

Il est donc nécessaire de disposer d’une valeur calculée précisément pour la pres-
sion dynamique, non seulement pour I’évaluation de son gradient et donc du champ
de vitesse associé, mais aussi pour calculer correctement 1'effet de celle-ci sur la flot-
tabilité du matériel mantellique. La dépendance en température est beaucoup moins
problématique que dans le cas des contraintes visqueuses.

Ces difficultés a l’esprit, nous pouvons passer a la discrétisation des équations
nécessaires pour la résolution de I’équation de STOKES.

Discrétisation des équations

La méthode aux volumes finis utilisée repose, on ’a vu (fig. 2.10), sur un maillage
entrelacé. Les variables pression, température, viscosité et profils de référence sont
définies au niveau de nceuds situés au centre des volumes de controle principaux.
Les variables composantes des vitesses sont, elles, définies au centre des faces de
ces derniers, selon la normale locale, et orientées selon la coordonnée e croissante
de la direction e a laquelle est perpendiculaire la face. Cette disposition, ainsi que
I'indexation associée des variables nécessaires, est présentée a la figure 2.12.

Nous détaillons ci-dessous la discrétisation de 1’équation de continuité, la plus
simple. Un principe similaire sera appliqué a I’équation de conservation de la quantité
de mouvement, pour laquelle seuls certains termes de la forme discréte finale seront
donnés.

En reprenant les notations introduites au 2.1.4, nous pouvons intégrer 1’équation
de continuité sur un volume de controle €2;; :

/ 6-(59)&2:7{ pV -1dS; =0, (2.47)
Qi S,

ij
avec S;; := 0€);; la frontiére du volume de controle et n la normale locale (unitaire),
orientée vers I'extérieur de celui-ci. Cette équation exprime simplement la nullité du
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FIGURE 2.12 — Nomenclature des grandeurs discrétes sur le domaine D. Le maillage

consiste en n, X ng cellules, toutes identifiées par un couple de valeurs, par exemple
(i,7) pour la cellule courante §;;, dont le centre (neeud) est situé aux coordonnées
polaires (r,,0;). Le rayon r~ correspond a la base d’une maille donnée. Pour celle-ci,
ainsi que pour ses quatre voisines immédiates, les neuds sont représentés. Seule ’am-
plitude radiale des cellules peut varier (6r,, et donc 61, la distance entre les neeuds),
mais pas leur étendue angulaire (660). Au bas de la figure, détail d’une maille : toute
quantité scalaire q,; est définie au centre et les deux composantes des vilesses selon
r et O aux centres des bords, respectivement inférieur et « droit ».
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débit-masse total a travers S;;; il ne peut y avoir de création ni de disparition de
masse au sein de §2;;. La figure 2.13a présente la localisation des normales locales
ainsi que leur nomenclature et celle des faces associées, pour un volume de controle
donné. La définition des cellules (2.1.5, p. 97) et le caractére orthonormé du systéme
de coordonnées utilis¢ font que, pour tout volume de controle €2;;, les normales
s'identifient — au signe prés — aux vecteurs de base :

i, =-n, =% et B, =-n, =6, (2.48)

ol les « points cardinaux » e;; indiquent la localisation des différentes facettes d'un
volume de controle €2;; donné (fig. 2.13a).

0 =1

FIGURE 2.13 — Détail d’un volume de contréle en géométrie annulaire. (a) Nomen-
clature des quatre facettes e;;, des normales N, , associces (en gris) et définition
des composantes des vitesses V7 et de toute quantité scalaire g;;, pour un volume
de controle §;; donné. (b) Représentation du méme volume de contréle muni d’une
épaisseur virtuelle r4=1 : il s’agit ici du cas d = 2 (anneau sphérique) ; voir aussi la
sous-section 2.1.3, en particulier les figures 2.4 et 2.5. L’intersection du plan équa-
torial du systéme de coordonnées sphériques avec les facettes « ouest » et « est » est
matérialisée par deux lignes grises en tireté.

Pour aller plus loin, il est nécessaire de recourir & une premiére hypothéese de
discrétisation : le courant volumique de masse local 5.2.]. V' sera supposé constant
sur la face e;; — de surface S*7 — au centre de laquelle V' est défini, et représentatif
du flux de masse a travers celle-ci. 5.”. représente la masse volumique reconstruite au
niveau des faces; celle-ci n’est, en effet, définie qu’au centre du volume de controle.
Le deuxiéme membre de I’équation (2.47) peut désormais étre développé :

ENij ‘Z'Nij SNij - ésij ‘Z”Sij SSij + 5Wij %Wij SWij - EEU ‘A}@Eij SEij = 0 (249>
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D’aprés la définition et 'indexation choisies pour les composantes des vitesses,
on a la correspondance directe (cf. fig. 2.12) :

PNG L S — (2.50)

r

AR AR VA v (2.51)

Pour la reconstruction des masses volumiques, on supposera une évolution li-
néaire entre deux noeuds. De plus, il faut garder a 'esprit que, dans le cadre de
I’approximation anélastique-liquide, il s’agit de profils radiaux de masse volumique
p(r), invariants selon 6 (et, qui plus est, constants **, c’est-a-dire invariants également
selon t). On peut donc écrire simplement :

- pit Py = picitpi ot 5 —
QN“ - 2 9 Qsij - 2 ) tQ -

Notons ici que, en toute rigueur, le pas radial dr; étant variable (cf. 2.1.5), il

N

) g

serait plus correct de substituer aux moyennes arithmétiques de I’équation (2.52)
des formules pondérées par les deux incréments consécutifs définissant la taille des
volumes de controle situés de part et d’autre d’une facette donnée. Cependant, a la
section précédente, nous avons veillé & définir la suite des dr; telle que la variation
relative entre deux termes consécutifs — dr; et dr;;1 — soit faible [approximation
(2.33)]. Ceci permet de justifier I'emploi de formules simples pour toute interpolation
radiale des variables au niveau des facettes **.

Enfin, pour évaluer correctement les flux a travers les frontiéres d’un volume de
controle, il faut apporter un soin particulier au calcul de 'aire® de ses facettes.
Ceci est particuliérement valable pour les maillages déstructurés, comme présentés
plus haut. Ici, la structuration est compléte et basée sur le systéme de coordonnées
annulaires, muni d’un degré de courbure effectif d (cf. 2.1.3); on a alors (cf. fig. 2.12
et 2.13Db) :

W= (7 , W= (7 et W= SN =TT 2.53
SN )00, S° )66 SWi = gF =15

Ainsi, en effectuant, dans I’équation (2.49), la substitution des différents termes
par les expressions fournies aux équations (2.50) a (2.53), suivie du quotient par la

33. Cependant, pour ’étude de I’évolution & long terme d’une planéte, il serait nécessaire de
prendre en compte 1’évolution séculaire des profils radiaux.

34. Cependant, a terme, une réécriture et une étude plus systématique des équations discrétes
sont prévues avec, entre autres, cette pondération par le pas radial. ..

35. Au sens topologique du terme; il en va de méme, rappelons-le, quand on parle de volumes
(ici en 2D).
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quantité *® 796057;, on aboutit & la forme suivante :

s, [+ ) G Vi = (s 30V 4 g (V0 = 77) =
(2.54)
Comparons maintenant l'expression ci-dessus avec l'équation (2.5) : nous re-
marquons alors qu’il s’agit exactement de la traduction en différences finies — en
raisonnant sur un volume de controle — de I’équation de continuité développée dans
le systéme de coordonnées de ’anneau sphérique. Nous mettons ainsi en évidence
une propriété particulierement agréable des méthodes aux volumes finis; pour des
maillages structurés orthogonaux — tel que celui utilisé dans cette étude — la discré-
tisation repose simplement sur deux procédés :

1. les opérateurs différentiels sont approximés en différences finies ;

2. les autres quantités sont estimées via des profils donnés (typiquement par
interpolation linéaire).

Toutefois, rappelons le trés gros avantage des volumes finis par rapport aux
différences finies classiques : leur caractére conservatif. Ainsi, pour des maillages
orthogonaux, moyennant quelques hypothéses de discrétisation — telles que celles
mentionnées plus haut — ces méthodes deviennent des différences finies conservatives
(cf. 2.1.4).

Pour la discrétisation en volumes finis de I’équation de conservation de la quantité
de mouvement, nous donnons ci-dessous uniquement la discrétisation de certains
termes a titre illustratif. La discrétisation se fait en raisonnant cette fois-ci sur
des volumes de controle décalés (fig. 2.10), centrés sur les composantes ‘7;,” pour
I'équation (2.7) et ‘N/;j pour l'équation (2.8).

1

Ainsi, le deuxiéme terme de 'équation (2.7) — 42 (79%,,) — s’écrit :

<

1 7479 —fd  Fiol
T 2.55
)t o .
avec
B eV 0 8 Vi el 0 WV /s V'
rr (] oF; 3 fzd or; T 00

(2.56)

36. Notons, au passage, que celle-ci correspond & une expression approximative du volume de
(Frp )T =)

o 66. Pour d = 1, les deux formes

la cellule €2;; ; 'expression correcte est, en effet :
sont toutefois équivalentes.
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De méme, le troisiéme terme — %% — peut se mettre sous la forme :
Ly —
il 2.57
00 (2.57)
avec :
S R V| LV VI e =V
T = (Mij Nie1j Tij—1 Mi—1j-1) 4 E 50 +7; = . (2.58)
Le premier terme de I’équation (2.8) — %%—ZZ — est discrétisé de la maniére suivante :
1 Py — Dija
B R 2.59
T 00 (2:59)
Enfin, le quatriéme terme — T’“T" — g’écrit :
o [LTE 40 - 4 7
_ ..M. 2 _
fi nZJ 771]—1 /fz (59
(2.60)

LV + VI i — 3V + VY ey
0F;

+ 7

On comprend aisément que I’écriture compléte des équations discrétes est parti-
culiérement longue et fastidieuse. La discrétisation entiére de I’équation de STOKES
selon les deux directions spatiales reste peu ou prou similaire aux quelques exemples
présentés ci-dessus. Cependant, deux aspects importants doivent étre soulignés. Tout
d’abord, les expressions de la plupart des composantes du tenseur des contraintes
visqueuses nécessitent une valeur de la viscosité en des endroits du maillage ot celle-
ci n’est pas définie [seules 7., et Ty pour I'équation (2.8) font figures d’exception]. Il
est alors nécessaire de « reconstruire » la viscosité en ces points. Il en va de méme
pour les composantes de la vitesse [pour 7y, Ty, ainsi que 7,9 du dernier terme de
I'équation (2.8)]. La figure 2.14 permet de visualiser ces différentes reconstructions
par rapport aux trois volumes de controle.

La viscosité est ainsi interpolée au niveau des coins des volumes de controle
principaux (c.-a-d. ceux de la pression/température), ainsi qu’au centre des faces de
ceux-ci (fig. 2.14c). La vitesse est, quant a elle, interpolée uniquement au centre des
volumes (fig. 2.14d) pour la composante radiale et sur les coins pour la composante
azimutale. Le schéma d’interpolation différe cependant pour ces deux quantités. Si,
pour la vitesse, de simples moyennes arithmétiques sont effectuées [éq. (2.60)| pour
récupérer les valeurs en dehors des points de définition, il n’en va pas de méme
pour la viscosité. En effet, comme celle-ci varie suivant une loi exponentielle en
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FIGURE 2.14 — Reconstructions nécessaires pour la discretisation de [’équation de
STOKES. Les trois volumes de contrdle sont représentés : ceux de la composante
radiale de la vitesse (a), de sa composante orthoradiale (b) et de la pression (c¢)-(d).
Les variables déja définies sur le maillage sont représentées — certaines — par des
neeuds pleins (viscosités) ou des vecteurs anotés (vitesses) ; les variables reconstruites
apparaissent toutes (pour le « point de vue » de chacun des volumes de contréle) en
neeuds vides (viscosités) ou en petits vecteurs (vitesses). Voir aussi figure 2.12.
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température, une moyenne géométrique sera utilisée pour estimer la viscosité en
dehors de ses lieux de définition — éq. (2.58) et (2.60). En effet, celle-ci correspond a
une moyenne arithmétique sur les températures ; cette derniére est ainsi utilisée pour
la température dans la discrétisation de la flottabilité (ainsi que dans la discrétisation
de I’équation de la chaleur, cf. 2.3); il en ira d’ailleurs de méme pour les différentes
autres quantités (p. ex. a et g) intervenant dans ce terme.

Systéme matriciel & résoudre

La discrétisation des équations de conservation de la masse et de la quantité de
mouvement permet d’aboutir & des systémes linéaires de la forme :

AX =B, (2.61)

ou A est une matrice carrée de grande taille — de l’ordre de n, x ng — mais creuse 7,

X le vecteur d’inconnues — par exemple les composantes de vitesse — et B un vecteur
second membre (termes sources). La résolution de ces systémes de maniére efficace
et précise représente le coeur du probléme pour les volumes finis, mais aussi toute la
difficulté.

La matrice A est construite & partir des coefficients de discrétisation associés a
chaque volume de contréle. D’une maniére générale, la discrétisation de ’ensemble
des équations de conservation ** rameéne au systéme global non-linéaire suivant (p. ex.
Trompert et Hansen, 1996 ; Pernice, 2000) :

0 D 0 {9} Ry
G+F QT B || Vy] =B, (2.62)
0 o cqvrin) \umy)  \r

avec les symboles suivants représentant des opérateurs discrets : () pour I'opérateur
de transport de quantité de mouvement (équivalant a la divergence des contraintes
visqueuses), G pour l'opérateur gradient (au signe prés), F, pour celui de flottabilité
(contribution de la variable ®) et D pour celui de divergence du courant volumique
de masse. C' correspond au transport et a la production (algébrique) de chaleur.
Les symboles R, désignent des résidus & un instant donné (leur importance ne sera
évoquée qu’au 2.2.3; il peuvent étre considérés comme nuls pour 'instant). Enfin, la
notation {e} est utilisée pour désigner un vecteur contenant I’ensemble des inconnues
correspondant a la variable e.

37. Grace au maillage entrelacé, le schéma discret ne fait intervenir, pour un point donné, que
les plus proches voisins.
38. La discrétisation de I’équation de conservation de 1’énergie sera explicitée au 2.3.
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Résoudre le probléme de convection [éq. (2.5), (2.7), (2.8) et (2.14)] revient donc
a déterminer, a chaque instant £ — pour un jeu donné de conditions aux limites et
initiales — la solution ({ﬁ’(f)}, (VD] {f(f)})T du systéme (2.62). Comme nous le
verrons au 2.3, une méthode explicite a été employée pour la résolution de I’équation
de conservation de I'énergie®’. De ce fait, le traitement de 1’équation de la chaleur
est effectué de maniére indépendante de celui des équations de continuité et d’écou-
lement. Ainsi, pour un champ discret de flottabilité (F := F, {j’} + Fr {T}) donné,
il s’agira de calculer I’écoulement & I'équilibre “’ (absence de termes inertiels). Au-
trement dit, pour un champ de température donné, seule la résolution du systéme
matriciel formé par les deux premiéres lignes de I’équation (2.62) est nécessaire. La
progression en temps se fait uniquement via I’évolution de la température, gouvernée
par I’équation de la chaleur.

2.2.2 Couplage vitesse-pression

La détermination correcte des vitesses repose sur une évaluation précise du
champ de pression dynamique. De plus, dans le cadre de ’approximation anélastique-
liquide, il est nécessaire de connaitre la valeur méme de la pression et non uniquement
son gradient — comme ce serait le cas en approximation de BOUSSINESQ (chap. 1).
C’est 1a I'une des raisons du choix d’une formulation du probléme en variables primi-
tives et non, par exemple, au moyen d’une fonction de courant [éq. (2.6)]. L’intéréet de
cette derniére est, justement, d’éliminer la pression dans les équations a résoudre. . .

L’algorithme SIMPLE(R)

La résolution du systéme (2.62) — avec ou sans la partie équation de la cha-
leur — n’est pas possible avec les méthodes itératives classiques puisque les termes
diagonaux de la matrice ne sont pas tous non-nuls. De plus, comme l'indiquent les
dépendances des opérateurs, dans la matrice de I’équation (2.62), en les différentes
variables de celle-ci, le sytéme est fortement non linéaire. Il importe donc de recou-
rir & une méthode de couplage vitesse-pression adaptée, basée sur la formulation en
variables primitives utilisée ici. Le choix s’est naturellement porté sur ’algorithme
SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations), proposé originelle-
ment par Patankar et Spalding (1972) et véritable succés populaire en mécanique
des fluides. L’idée fondamentale de cette méthode est simple et intuitive : il s’agit de
calculer itérativement les champs de vitesse et de pression de maniére couplée, le but
étant de satisfaire progressivement 1’équation de continuité. Ainsi, si — localement —
le champ de vitesse est convergent, la pression est augmentée et inversement pour un

39. c.-a-d. la troisiéme ligne du systéme (2.62).
40. sachant que P’ est ajusté de maniére dynamique au cours du calcul — itératif — de I’écoulement.



2.2 Résolution de I’équation de Stokes 115

champ divergent. Pour cela, une correction de pression est nécessaire : elle est basée
sur la discrétisation de I’équation de continuité et permet de corriger de maniére
cohérente les vitesses.

L’algorithme SIMPLE est donc le suivant :

1. Estimation de la vitesse & partir de la pression

(a) estimer un champ de pression « initial »

(b) résoudre?! I'équation de conservation de la quantité de mouvement

2. Réduction de la divergence du courant volumique

(a) résoudre’! I’équation de correction de pression

(b) corriger le champ de pression
(c) corriger le champ de vitesse

3. Si la divergence (une certaine norme de celle-ci) est supérieure a la précision
souhaitée, retourner a I’étape 1, en considérant le champ de pression corrigé
comme champ « initial »

Sinon, terminer : la convergence est atteinte.

Notons que, dans une formulation compléte de SIMPLE (Patankar, 1980), un
calcul supplémentaire est réalisé entre les étapes 2 et 3 : il s’agit de la résolution de
I'équation de conservation de I’énergie (ou de toute autre quantité : advection d’une
espéce chimique, etc.). Cette étape est nécessaire dans le cas d'une méthode implicite
ou semi-implicite pour le traitement de I’équation de la chaleur; par conséquent,
elle n’est pas mentionnée ici, puisque 1’on utilise une méthode explicite. L’advection
d’énergie est, en effet, réalisée pour un champ de vitesse a 1’équilibre obtenu avec
'algorithme de couplage vitesse-pression (cf. 2.3.3).

Dans le modéle numérique développé pour cette étude, une version améliorée
de l'algorithme SIMPLE a été implémentée : il s’agit de la méthode SIMPLER
(SIMPLE Revised, Patankar, 1981). En effet, dans SIMPLE, le changement de pres-
sion local, au centre d’un volume de controle, est supposé n’affecter que les vitesses
sur les faces de celui-ci, et non toutes celles du domaine géométrique. Le résultat
est une correction de pression trop forte, débouchant sur une estimation assez ap-
proximative du champ de pression. Une sous-relaxation des vitesses devient souvent
nécessaire dans le processus itératif. Dans SIMPLER, cette approximation n’est pas
réalisée : une équation supplémentaire — I’équation de pression — doit alors étre ré-
solue. La pression est donc calculée de maniére auto-cohérente et seules les vitesses
sont corrigées. Le résultat est une convergence plus rapide de l'algorithme, avec
cependant une quantité de calcul et de stockage mémoire > plus importante.

41. Ou, du moins, effectuer plusieurs itérations d’une méthode itérative (p. ex. GAUSS-SEIDEL)
afin d’obtenir une premiére approximation de la solution de cette équation.
42. Probléme d’importance moindre de nos jours, surtout en 2D. ..
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Concrétement, 'algorithme SIMPLER englobe en quelque sorte SIMPLE : il
s’agit cette fois-ci de partir d'un champ de vitesse initial et, de la, de résoudre en
plus une équation de POISSON pour déterminer directement le champ pression :

1. Estimation de la pression a partir de la vitesse
(a) estimer un champ de vitesse « initial »
(b) résoudre ’équation de pression

2. SIMPLE - sauf étape 2(b) — avec la pression calculée comme champ initial

Mathématiquement parlant, I’algorithme SIMPLER revient & résoudre le systéme

réduit :
(g g) (?%) - (RQR_l F> ) (2.63)

En décomposant la matrice () en parties diagonale (5), triangulaire inférieure
(—L) et supérieure (—U), on a, pour un champ de vitesse initial {Vy} [étape 1(a)] :

G{p'}+[S = (L+U){Vo} = Ry — F. (2.64)

En appliquant S~™! & I’équation (2.64), il vient :

(Vo} + 571G = STHL+ U){V,} + SRy — F). (2.65)

Le membre de gauche de I’équation (2.65) correspond aux « pseudo-vitesses »
définies par Patankar (1980), qui peuvent étre vues comme des vitesses — artificielles
— intermédiaires, « affranchies » de l'effet de la pression.

Or, on a D{‘~/E)} = R, (continuité). Ainsi, en remarquant I’égalité S~(L +U) =
I — S7'Q — avec I la matrice identité, Papplication de D a 'égalité (2.65) permet
d’aboutir a I’équation de pression :

DST'G{p'} = DS (Ry — F) + D(I — 57'Q){V,} — Ry. (2.66)
Celle-ci constitue un premier systéme linéaire a résoudre [étape 1(b)].
L’étape suivante est la résolution du systéme ** :

Q{V} =R, — (F+G{j'})  [étape 1(b) de SIMPLE]. (2.67)

Elle permet d’aboutir & une meilleure estimation des vitesses qui, cependant, ne
satisfont pas nécessairement a la continuité. Il importe donc de recourir de nouveau a
I’équation de continuité pour obtenir une équation de correction de pression. Cette

43. En réalité un systéme linéaire par direction spatiale, soit deux ici : pour ‘7; et 179.
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derniére servira, de maniére analogue a SIMPLE, & corriger les vitesses (unique-
ment), la pression elle-méme étant déterminée par 1'équation (2.66).

Soit Je := e“ — @ une correction de la variable e, avec ¢ la valeur corrigée. On a
alors, en écrivant ’équation de conservation de quantité de mouvement successive-
ment pour les valeurs obtenues a 1’étape précédente puis pour les valeurs corrigées,
et en soustrayant les deux équations obtenues :

(Ve ={V} - 5'G{ép'}, (2.68)

si I'on ne considére, comme dans SIMPLE, qu'un changement sur les vitesses du
volume de controle local (c.-a-d. @ =~ S). Il s’agit de ’équation de correction de
vitesse [étape 2(c) de SIMPLE].

Comme ces nouvelles vitesses doivent satisfaire a la continuité — c’est la le but
de la correction de pression, on a la condition : D{f/c} = R;. Elle permet ainsi, via
la formule (2.68), d’obtenir 1’équation de correction de pression :

DS'G{op'} = D{V} — R,. (2.69)
Il s’agit d’un dernier systéme linéaire a résoudre [étape 2(a) de SIMPLE].

Meéthode de relaxation

L’algorithme SIMPLER nécessite, dans notre cas bidimensionnel, la résolution
de quatre systémes linéaires [éq. (2.66), (2.67) et (2.69)]. Ces systémes sont certes
de grande taille mais creux. Une méthode de relaxation classique, de type GAUSS-
SEIDEL, a été choisie pour leur résolution. Cette technique simple a ’avantage d’étre
un bon lisseur pour une méthode multigrille (p. ex. Pernice, 2000), comme nous le
verrons au 2.2.3.

Pour chacun de ces systémes, de la forme (2.61), les coefficients a;; de la matrice
A sont déterminés grace aux équations discrétisées, mises sous la forme (Patankar,
1980) :

apTp = Zavs Zps + bp, (2.70)

VS
avec ap = ay le coefficient associé a la valeur x; du point courant et les a,s les
coefficients associés aux valeurs des voisins immédiats : xy, g, Ty et rg (notations
identiques a celles de la figure 2.13).

Le terme source bp est capital. Pour I’équation de pression, il s’identifie — au signe
pres — a la divergence du courant volumique de masse associé aux pseudo-vitesses.
Dans le cas de I'équation de correction de pression, il s’agit directement du résidu
de D'équation de continuité (R; — D{V'}). Ce dernier peut donc étre vu comme une
source de masse que la correction de pression va petit a petit annuler — itérativement.
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Il s’agit donc du critére de convergence de SIMPLE(R). Enfin, bp contient, dans le
cas de la conservation de la quantité de mouvement pour une direction donnée, le
gradient de pression selon cette direction, la flottabilité (seulement dans le cas de la
direction r) et tous les termes liés a la composante de la vitesse dans I’autre direction.
En ce sens, bp tient donc ici un role central dans le couplage de ces deux équations
du mouvement entre elles. Notons que, dans la pratique, le gradient de pression est
extrait du terme source pour l'algorithme SIMPLE(R) [cf. Patankar (1980)].
Comme les coefficients a;; sont rangés en colonne — chaque colonne de la matrice
correspond, spatialement, & I’ensemble des points de coordonnée ; — A posséde une
structure & bandes diagonales (fig. 2.15). Le vecteur X’ correspond donc a 1’ensemble
des points pour des r; croissants, et ce pour chaque ;. Pour cet arrangement, le
schéma itératif de relaxation utilisé est le suivant, & une itération n donnée :

. . . 12
w"Y = b =Y agal =3 agal (1 + 0y w)] “. (2.71)

j<i J>i w

avec w un parameétre de relaxation et £ un paramétre entier. Si k = 0, il s’agit
de la méthode de JACOBI, la méthode de (GAUSS-SEIDEL — de convergence deux
fois plus rapide (pour @w = 1) — correspondant & k£ = 1. On retrouve ainsi, pour
1 <w < 2et k=1, laméthode SOR (Successive Over-Relazation). Dans le code
de convection développé, une sous-relaxation des pressions (c.-a-d. w < 1; k = 1)
sera utilisée pour la stabilité du schéma. Notons que, au regard de la structure de la
matrice A (fig. 2.15) et de la construction de ces coefficients, la méthode convergera
généralement pour w = 1 (A est a diagonale [strictement| dominante) mais, de
par la dissymétrie de A, ne convergera pas nécessairement pour w # 1. Ces faits
sont cependant de moindre importance pour la technique numérique utilisée ici : en
effet, nous verrons que, la relaxation, au sein de l'algorithme SIMPLER couplée a
une méthode multigrille, n’est — dans notre cas — jamais effectuée que sur quelques
itérations (typiquement moins de 20).

Traitement des conditions aux limites

Les conditions aux limites sur les vitesses sont traitées par une construction
spéciale de la matrice. Avant tout, il est important de prendre conscience de la
structure des tableaux utilisés pour approximer les différents champs. Ainsi, les
champs de composantes ‘7} et ‘79, de méme que le champ scalaire p/, sur le domaine
géométrique D discrétisé, sont approximés par des tableaux bidimensionnels ‘7;}7 , 176”
et pi;, de taille (n, +2) X (ng + 2); pour toute variable générique o, on a :

o~ {e;;(i,7) € [0,n, + 1] x [0,n9 + 1] }. (2.72)
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FIGURE 2.15 — Structure typique d’un systeme linéaire a relazer au sein de
SIMPLER. Exzemple d’un maillage (n,,ng) = (4,8). Les trois niveauxr de gris in-
diquent d’une part les correspondances entre les coefficients la matrice creuse A et
les composantes des vecteurs solution X et second membre B du systéme AX = B
(haut de la figure), et, d’autre part, la localisation des volumes finis correspondants
dans le maillage (bas de la figure). Les composantes inchangées de X, pendant une re-
lazation donnée au sein de SIMPLER, apparaissent en noir ou en blanc (coefficients
unité dans A et B) : il s’agit des 2(n, +ng +2) cellules fantomes par lesquelles sont
appliquées les conditions aux limites. Le parcours (c.-a-d. la relazation) est effectué
suivant r puis 0 (c.-a-d., ici, en colonnes). Les « points cardinaux » correspondent
chacun a un wvoisin immédiat du point courant P (« X » dans B). Cette notation
sera reprise par la suite pour la discrétisation.
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Le domaine D est réellement représenté par une sous-partie de l’ensemble ci-
dessus, obtenue pour (i, j) € [1,n,] x[1,ne]. La partie complémentaire est purement
« artificielle » et sert a la prescription des conditions aux limites. On parlera de
cellules fantomes pour les maillages correspondant & ces bords tampons **.

Ainsi, afin de ne pas calculer les différents champs dans ces bords au cours d’une
méthode de relaxation, les lignes correspondantes (fig. 2.15) de la matrice A ne
contiennent qu’'un seul coefficient non-nul, égal a 'unité : le coefficient diagonal.
Ainsi, pour ces lignes neutres, on a a;; = d;;. Par conséquent, les blocs supérieur
gauche et inférieur droit de A sont des matrices unité.

Les conditions aux limites sont appliquées aprés chaque relaxation d'un sys-
téme linéaire. Dans l'algorithme SIMPLE(R), seules des conditions aux limites sur
les vitesses sont nécessaires, les pressions étant calculées de maniére couplée, elles
s’ajustent automatiquement en fonction du champ de vitesse. Dans notre cas, il
s’agira de prescrire, selon les cas, des conditions aux limites en bord libre (contrainte
cisaillante et vitesse normale nulles) sur une surface donnée :

(2.73)

avec N la normale locale a la surface, ou bien des conditions en bord rigide (vitesse
tangentielle imposée et vitesse normale nulle) :

{ (‘N/ — ‘N/S“rf) xn=0, (2.74)

V. .a=0,

avec Vol la vitesse imposée de la surface.

En géomeétrie annulaire compléte (Af = 2), seules des conditions aux limites
sur les bords interne I'; et externe I, (fig. 2.9) ont besoin d’étre prescrites (n = r).
Ainsi, la condition en bord rigide s’écrit comme une condition de DIRICHLET :
V, = Vy = 0. Celle en bord libre s’écrit {Tor = 0, V, = 0}, ce qui revient, pour la
composante orthoradiale de la vitesse, a une condition de NEUMANN sur Vj /7 |éq.

(2.12)] :
0 (Ve

Puisque les équations de conservation ont été développées dans la base physique
(base naturelle normée), Vj /7 représente une vitesse angulaire. La condition (2.75)

44. Cette expression est volontairement utilisée dans la mesure ou cesdits bords seront ceux-la
méme utilisés dans une future version paralléle de 1'outil numérique; il s’agira alors de prescrire,
via ces bords tampons, les conditions aux limites (raccords) entre des zones du domaine D traitées
par différents processeurs.
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exprime donc 1’égalité de ces vitesses angulaires de part et d’autre de la frontiére.
On comprend dés lors I’absence de cisaillement qui en résulte.

Dans les cas ou seule une portion d’anneau est traitée (Af < 27), des conditions
doivent également étre choisies sur les bords latéraux I'y et I'y. On choisira, selon les
cas, des bords libres ({7,, = 0, Vy = 0}, soit dV,./00 = 0) ou périodiques, c’est-a-dire :

V([,) =V ([ et P'(Ty) =p'(Ty). (2.76)

Conformément au schéma de discrétisation [cf. 2.2.1, p. ex. éq. (2.60)], les condi-

tions aux limites pour les bords I'; et ', s’écrivent :

( ~

V() =~ VY=o,
Vi(le) =~ Vit =0,
. _ 5 Vo (L
VA [(Qw — 1)+ 2(1 - w)%f)] ) (2.77)

~ . oned =

| V(Jw) € [0,n+ 1] x [0;1].

Il s’agit en fait, ici, de conditions aux limites mécaniques de ROBIN sur Vi : west
un poids relatif associé a la condition en bord libre dans la combinaison linéaire entre
celle-ci et la condition en vitesse imposée ; %(F.) est la vitesse azimutale imposée sur
les bords, pouvant étre quelconque et variable latéralement. Pour w = 1, on retrouve
une condition en bord libre; celle en bord rigide est obtenue pour w = %(F.) =0.

De méme, pour les bords latéraux I'y et I'y, on a :

;

‘N/Tio — V?}'k?(ne—l)-l—l7
f/rmgﬂ _ ypnetk(one)
‘A//veiﬂﬁ‘l’l _ ki}gﬂ, (278)
Piy = Din, sietseulementsi k=1,
Ping+1 = DPin siet seulement si k=1,
| V(i.k) € [0,n +1] x [0,1],

avec k un entier valant 1 pour des bords périodiques et 0 sinon (bords libres).

Cas particulier de la pression dynamique

Une des particularité de 'approximation anélastique-liquide est de nécessiter la
valeur absolue de la pression dynamique, et non simplement son gradient [p. ex. éq.
(2.7)]. Or, dans le maillage utilisé, les volumes de controle forment une partition du
domaine géométrique D (cf. p. ex. fig. 2.12). Ceux situés au voisinage des bords du
domaine voient donc une, voire deux de leurs frontiéres coincider avec ces derniers.
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La vitesse normale étant prescrite en ces points, il n’y a nul besoin d’information
sur la pression en ces lieux. Par conséquent, la version fondamentale de ’algorithme
SIMPLE(R) ne détermine le champ de pression qu’a une constante prés, puisque
une valeur relative est habituellement nécessaire.

Déterminer la pression dynamique absolue p' requiert seulement la connaissance
de sa valeur en un seul point (appartenant, par exemple, a I'un des bords Iy ), puisque
son gradient est déterminé sans ambiguité sur D, via SIMPLE(R). La pression to-
tale en surface d’un planéte s’écrit, en utilisant la décomposition introduite pour
I'équation (1.115) :

Psurf = p(Rp) = ﬁ(Rp) + p'(Rp), (2.79)

avec I, le rayon de la planéte. En surface, la pression totale est approximativement
nulle (« vide » spatial) ou égale & celle qui régne a la base d’une enveloppe fluide
(atmosphére ou océan). Dans tous les cas, la valeur p en surface est approximative-
ment négligeable devant celles qui régnent a l'intérieur du manteau. Il en va de méme
pour la pression dans 'état de référence (hydrostatique) p(R,). Ainsi, en surface, on
peut raisonnablement considérer que 1'on a une pression dynamique nulle*’. Cette
hypothése est complétement valide pour des planétes sans atmosphére ou d’enve-
loppe fluide « négligeable ». Ceci nous permet d’écrire la condition suivante pour la

pression dynamique (R, := R,) :

P(Ry) =~ p(Ie) = 0. (2.80)

Cette condition nécessite cependant d’étre incluse directement dans le processus
itératif de SIMPLE(R) et peut devenir problématique pour la stabilité de ’algo-
rithme (expérience personnelle de l'auteur), qui n’a pas été congu pour cela. Une
condition plus simple a donc été choisie : il s’agit d’'imposer une pression dynamique
moyenne nulle en surface du modéle. En effet, la valeur moyenne de la pression en
surface s’écrit :

< Psury > = < ﬁ(Rp) > + < p/(Rp) > (281)

Il semble raisonnable de considérer qu’en moyenne, la pression en surface est
égale a la pression hydrostatique, ce qui revient a une pression dynamique moyenne
nulle : < p'(R,) >= 0. Cette condition simple et bien entendu discutable, a tou-
tefois le mérite d’étre tres répandue dans la communauté des modélisateurs de la
convection, en particulier dans le cas de rhéologies complexes (p. ex. des rhéolo-
gies visco-élasto-plastiques). Elle facilite donc la comparaison entre modéles; c’est

45. sur la surface déformée, en toute rigueur, mais rappelons qu’il s’agit ici d’'un bord libre
(indéformable ; V. = 0), et non d’une surface libre. ..
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pourquoi le benchmark de King et al. (2010) repose dessus*® pour la partie en ap-
proximation anélastique-liquide compléte (ALA ; cf. chap. 3).

Ainsi, pour obtenir une pression dynamique satisfaisant & la condition ci-dessus
on soustraira au champ de pression dynamique relatif obtenu par SIMPLE(R) - ...,
sa valeur moyenne en surface — du moins son estimation < . >:=< p'(I'.) > :

B R Bl < By > (2.82)

Les bords tampons étant inutiles dans le cas de la pression pour SIMPLE(R)
— aucune condition aux limites n’est requise dans le processus itératif, seules les
valeurs associées aux volumes de controle du domaine géométrique D ont un sens
(exception faite des bords tampons latéraux en cas de condition périodique). La
pression moyenne en surface ne peut donc étre qu’approximativement estimée. Pour
ce faire, il a été choisi d’appliquer la méthode suivante : on supposera un profil
parabolique p'(r) au voisinage de la frontiére I'. ; la pression dynamique au niveau
de la surface de chaque volume de controle §2,, ; coincidant avec le bord I', — ]5; 1
peut alors étre évaluée par extrapolation quadratique a partir des valeurs de pression
associées aux trois volumes {Qij}ieﬂnr,gynrﬂ voisins.

De la est estimée la valeur moyenne :

) 1 o=
< Pl > - Zpﬁng- (2.83)
j=1

La correction [éq. (2.82) et (2.83)] est effectuée a la fin de chaque cycle multi-
grille (cf. 2.2.3) du solveur. Finalement, cette méthode approximative s’est avérée
suffisamment efficace pour la précision numérique attendue, comme cela sera montré
par le benchmark du modéle en approximation anélastique-liquide non tronquée (cf.

3.3).

2.2.3 Accélération de la convergence : la méthode multigrille

L’algorithme SIMPLER est particuliérement robuste pour la résolution de I’équa-
tion de STOKES. Cependant, sa vitesse de convergence reste limitée et, pour des
maillages de taille standard, elle devient rapidement problématique : un trés grand
nombre d’itérations est alors nécessaire pour obtenir une convergence de la solu-
tion (‘7,]5’ ) & un degré satisfaisant de précision. Ainsi, efficacité de la méthode
décroit avec la taille du maillage : le temps de calcul est proportionnel *” au carré de

I'étendue maximale du maillage max(n,., ng).

46. King (communication personnelle)

47. Plus ou moins approximativement, car cela dépend bien évidemment de divers facteurs, tels
que les paramétres de relaxation utilisés pour les différentes résolutions de systémes linéaires au
sein de SIMPLER.
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Un probléme de longueur d’onde. ..

La cause de la lenteur des techniques itératives, telles que les méthodes de
JACOBI, GAUSS-SEIDEL ou encore SIMPLE(R) peut étre appréhendée en exami-
nant conjointement la convergence de I’algorithme — via un certain critére — et la
répartition spatiale des résidus (voir paragraphe suivant pour la définition) a diverses
itérations n [éq. (2.61)]. La figure 2.16 illustre cette distribution.

IDV — Ry| / max (|DV - Ryl

0,00 0,25 0,50 0,75 1,00

FIGURE 2.16 — Cartes du résidu relatif de continuité a différentes itérations de
SIMPLER. (a) Champ initial. (b) Apreés 2 itérations. (c) Apreés 3 itérations. (d)
Apres 5 itérations. Probléme physique : approzimation de BOUSSINESQ, Ra = 10,
v =0, bord rigide pour I'; et I, bord libre pour Ty et I'y. Parametres géométriques
et numériques : f = 0,55, A0 = w/4, d = 2, n, = ng = 64, valeurs initiales
aléatoires pour les différents champs. Le résidu de continuité (D‘N/ — Ry) est ici
présenté normalisé a son maximum et en valeur absolue.

Nous pouvons remarquer que, dans un premier temps, ce sont les composantes
a petite longueur d’onde du résidu qui sont rapidement éliminées. Les grandes lon-
gueurs d’ondes sont rapidement dominantes et perdurent longtemps. Ce sont ces
derniéres que la méthode itérative peine a réduire efficacement : elles sont donc
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directement responsables de sa lenteur et de son inefficacité pour les maillages im-
portants. En effet, pour une taille identique du domaine géométrique, plus la grille
est fine, plus une composante de résidu — de taille donnée — est « pergue » a grande
longueur d’onde par le maillage. La capacité des méthodes itératives a réduire effi-
cacement les courtes longueurs d’onde du résidu — et donc de I'erreur — est appelée
propriété de lissage.

Pour pallier ce probléme, Brandt (1977) a montré toute l'efficacité d’'une mé-
thode trés générale dite multigrille, dont les différents ingrédients ont été pressentis
dés les années 60, voire méme avant ; la propriété de lissage des méthodes itératives
est, par exemple, connue depuis les années 40-50. Le lecteur intéressé par 1’histoire
des méthodes multigrilles trouvera plus de détails et un bon point de départ dans
l'ouvrage de Trottenberg et al. (2001) et les références qu'il inclut. L’idée est a la
fois simple et puissante : il s’agit d’utiliser un ensemble de grilles de résolutions spa-
tiales différentes afin de lisser ’erreur efficacement pour chaque famille de longueurs
d’onde. Ainsi, pour une grille donnée, le lissage des résidus (donc de 'erreur sur
la solution) devra étre effectué jusqu’a ce que seules subsistent les composantes de
I’erreur a grande longueur d’onde il est alors inutile de poursuivre les itérations, en
raison de l'inefficacité déja évoquée. Il s’agit ensuite de ramener le probléme & un
niveau de grille plus grossier : de maniére un peu simpliste, les grandes longueurs
d’onde de l'erreur sont alors « vues » comme des courtes sur ce nouveau maillage
(fig. 2.17), ce qui permet de les réduire efficacement. L’information nouvellement
obtenue est alors retransférée sur le niveau de grille fin : c’est la correction de grille
grossiere.

Principe de la correction de grille grossiére

Afin de comprendre 'intérét de I'utilisation d’une grille grossiére en plus de la
grille standard, repartons du systéme linéaire général a résoudre : AX = B. Au cours
d’un processus itératif pour résoudre ce systéme, on peut définir, a une itération n
donnée, un résidu :

R™ = Ax™ — B, (2.84)

qui est une mesure indirecte de ’écart de la solution courante X par rapport a la
solution exacte X'**. Cet écart est en fait I'erreur, que I'on va chercher & minimiser :

EM = xm) _ yo= (2.85)
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FIGURE 2.17 — Le probléme de la longueur d’onde de Uerreur. (a) Exemple d’un
signal d’erreur simple et unidimensionnel (en haut) et de ses deux composantes
a petite (au miliew) et grande longueur d’onde (en bas). (b) Discrétisation de la
composante & grande longueur d’onde sur une grille fine (en haut) et une grille deuz
fois plus grossiére (en bas). Dans ce dernier cas, cette composante est « vue » G petite
longueur d’onde par le maillage grossier.



2.2 Résolution de I’équation de Stokes 127

En partant de la condition & satisfaire, AX** = B, on parvient, en utilisant le
alt que est un opérateur linéaire, & un systéme annexe, cette fois-ci sur l'erreur
fait A est t 1 , t , cette f U
elle-méme :

AEM = R, (2.86)

Sur une grille donnée (la grille fine), il s’agit d’effectuer un certain nombre d’ité-
rations () afin de lisser le résidu R. Celui-ci ne présente alors plus de composantes
a courte longueur d’onde*®. L’idée de la correction de grille grossiére est alors de
transférer ce résidu sur une grille & pas plus large (typiquement d’un facteur 2) pour
ensuite résoudre l'équation (2.86) sur celle-ci. Il en ressort une certaine approxi-
mation de l'erreur £, non seulement parce que le transfert du résidu introduit
nécessairement des approximations mais aussi parce que l’on peut choisir de ne pas
résoudre complétement le systéme annexe (c.-a-d. effectuer vy itérations seulement ;
c’est le cas dans 'outil développé).

Cette estimation de l'erreur peut alors étre retransférée vers la grille grossiére *”
pour venir corriger l’estimation de grille fine de la solution. Un nombre additionnel
vy d’itérations est ensuite effectué : on parle de post-lissage.

Ainsi, en introduisant les notations es et @55 pour les variables et opérateurs sur
les deux types de grille — respectivement fine, de pas 9, et (deux fois plus) grossiére,
de pas 26 — la correction de grille grossiére peut se résumer ainsi :

1. pré-lissage : vy itérations sur le systéme A;X5 = B (solution initiale X(S(O)

quelconque), donnant X(;(VI) :
2. restriction du résidu : Rys = Z2Rs = I§5(A5X§”1) - B);

3. «résolution » (1 itérations) du systéme As5E25 = Raos (solution initiale : 52(2) =
(vo) .
0), donnant £y, ;

4. prolongation de I'erreur estimée : &5 = IS(;EQ(;O) ;

5. correction de I'estimation de grille fine : X5 = X(;(Vl) + &

6. post-lissage : v, itérations sur le systéme AsXs = B (solution initiale XY).

Les opérateurs de restriction et de prolongement, respectivement I§5 et Iga, per-
mettent de transférer® de 'information de la grille fine vers la grille grossiére (ré-

sidu) ou bien I'inverse (estimation de 'erreur). Dans la pratique, il s’agit simplement
d’opérations de moyenne et d’interpolation.

48. On sous-entendra toujours « longueur d’onde relativement au pas de la grille » ...
49. On introduit 14 de nouveau de petites erreurs durant cette opération.
50. Il s’agit d’un simple transfert, donc d’une sorte d’identité (idéalement); d’ou le symbole Zg.
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La méthode multigrille

A Tissue de la correction de grille grossiére, on obtient une premiére estimation
(V1+42dir1;10(D) +ro

X;
diminuées (plus ou moins selon les valeurs des paramétres v,). Or, rappelons-le,

) .
, dont les composantes a petite et a grande longueur d’onde ont été

cette longueur d’onde est toujours relative au pas de la grille. Ainsi, méme la grille
grossiére va étre limitante pour les parties aux plus grandes longueurs d’onde du
signal ('erreur). ..

Le principe de la méthode multigrille va étre d’utiliser cette grille grossieére de
maniére récursive : au sein d’'une correction de grille grossiére (étape 3), la grille de
pas 20 peut étre vue comme une grille fine ; 'estimation de I'erreur sur ce maillage
va alors, a son tour, subir une correction au moyen d’une grille encore plus grossiére
(de pas 46), et ainsi de suite. .. Aprés retour sur la grille fine de départ (nécessitant
au moins une série de prolongations ISZ;‘S et de post-lissages pour chaque niveau de
grille £), on a ainsi corrigé la valeur de grille la plus fine (¢ = 1) de toutes les familles
de longueurs d’onde possibles dans la décomposition spectrale de 'erreur (jusqu’a
la grille la plus grossiére choisie, c.-a-d. le niveau maximal ¢,,,). On parvient a ce
que 'on appelle un cycle multigrille (c.-a-d. correction de grille grossiére récursive).

Le schéma le plus classique est de ne passer qu'une seule fois par chaque niveau
de grille et conduit au cycle V (fig. 2.18). Il existe toutefois différents schémas,
suivant le nombre et 'ordre des passages par les différents niveaux de grille, plus
ou moins adaptés selon le probléme (c.-a-d. le systéme linéaire a résoudre), comme
par exemples les cycles W et F (fig. 2.18). Notons, par exemple, que des cycles V
sont généralement utilisés dans le solveur du code de convection écrit durant cette
thése. Dans certains cas®!, le cycle F s’avére particuliérement efficace, de méme que
le cycle W. Le premier s’avére cependant le plus économique en temps de calcul.

Ainsi, toute une famille de cycles multigrille (cycles i) peut étre résumée par le
processus récursif présenté ci-dessous °?, toutefois valable pour vy = v + v5.

X(s < MG?(X(;, 85) :
1. pré-relaxation de AsX = Bs en v, itérations, solution initiale Xj ;

2. 81 (0) = £, alors

aller au 4

sinon
B(; < I§6<A§X5 — 35)
X2§ ~—0

51. principalement dans le cas d’un faible nombre total de grilles dans la méthode multigrille
(condition de stabilité nécessaire pour des cas & viscosité fortement variable. . .)

52. Nous reprenons ici une présentation équivalente a celle utilisée dans ’ouvrage de Briggs et al.
(2000) ; le consulter pour une discussion plus approfondie (cependant & caractére introductif).
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FIGURE 2.18 — Variété des cycles multigrille. Quatre type de cycles sont représentés
ici : les classiques V (cycle = 1), W (cycle p = 2) et F, ainsi que le cycle FMG (full
multigrid) de type V. Les différents niveaux de grille sont indiqués par leur indice
l, en haut, ou bien par la largeur caractéristique 278 des cellules de chaque niveau.
Les opérateurs de transfert sont représentés par les symboles \ (restriction) et /
(prolongation). Les pointillés indiquent une prolongation spécifique au FMG (plus
précise). Enfin, les symboles des « neeuds » représentent les étapes de pré-lissage (o :
v itérations), post-lissage (o : vy itérations) et d’itération de grille grossiére (O :
Vo itérations).
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Xy < MGhs(Xas, Bas) o fois
fin si;
3. Xy Xs + I9sXo5;
4. post-relaxation de AsX = Bs en vy itérations, solution initiale Xjs.

Le cas pour p = 1 correspond au cycle V et celui pour p = 2 au cycle W.
Le cycle FMG, non testé durant cette thése, présente un fonctionnement un peu
différent : I'idée est de partir cette fois-ci de la grille la plus grossiére et de raffiner
progresssivement la solution avec des grilles de plus en plus fines (cf. fig. 2.18).
Celui-ci est particulierement efficace en cas de solution initiale inconnue au début
des itérations. Dans notre cas, les champs de vitesse et de pression ne vont cependant
pas varier significativement entre deux instants donnés d’une simulation, ce qui nous
place en dehors du contexte idéal pour le cycle FMG.

Comme on I’a mentionné plus haut, les différents jeux de restriction et de prolon-
gation vont nécessairement introduire des erreurs additionnelles. C’est pour cela que,
pour minimiser cet effet, il importe d’effectuer plusieurs cycles multigrilles & suivre,
et ce jusqu’a ce que le résidu (une certaine norme de celui-ci) parvienne & une valeur
suffisamment petite. La technique multigrille est donc itérative & deux échelles : au
niveau des trois étapes-clés (lissages a v, 1y et vy itérations) de la correction de
grille grossiére récursive et au niveau des cycles multigrilles eux-mémes.

Notons enfin que la méthode multigrille employée dans 1’outil développé au cours
de cette these vient englober I'algorithme SIMPLER. En effet, le choix aurait pu étre
d’appliquer simplement une méthode multigrille a chacune des quatre relaxations de
I’algorithme de couplage vitesse-pression. Cependant, dans le solveur mécanique, il
est important de garder un couplage maximal entre les vitesses et la pression. C’est
pour cela que SIMPLER a été employé comme lisseur méme du solveur multigrille.
Cela ajoute un certain nombre de spécificités a ce dernier. Par exemple, les résidus
a transmettre sur la grille grossiére sont celui de 1’équation de continuité et ceux |2
composantes, suivant (£ et )] de Péquation de bilan de quantité de mouvement 3. 1
correspondent aux notations R, de 'équation (2.63). En revanche, les informations
a prolonger sur la grille fine correspondent aux erreurs estimées sur les composantes
des vitesses et sur la pression.

53. Bien évidemment, si la restriction a lieu d’une grille grossiére vers la suivante, encore plus
grossiére, il s’agit de résidus sur les équations en erreur (cf. plus haut : ’équation n’est plus AX = B
mais AE =R...).
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Avantage de la méthode multigrille

Le résultat principal de la méthode multigrille est que — de maniére un peu sim-
pliste — les composantes a toutes les longueurs d’ondes de I'erreur sont réduites en
méme temps, au cours d'un cycle multigrille. Il en résulte une vitesse de conver-
gence considérablement accélérée par rapport a une méthode itérative classique (ici
SIMPLER). De plus, une proportion importante des calculs est réalisée sur des grilles
plus grossiéres que la grille de base (n, X ny), nécessitant ainsi nettement moins de
temps **. Le résultat principal est que le temps de calcul ne devient non plus pro-
portionnel au carré d’'un nombre de cellules mais directement au nombre de cellules
lui-méme. L’efficacité d'un solveur multigrille est donc d’autant plus grande — par
rapport & une méthode itérative — que le maillage est important.

Importance des opérateurs de transfert

Le passage de I'information entre les différents niveaux de grille est un point-clé
des méthodes multigrilles. En effet, comme on I’a vu précédemment, une fois ef-
fectuées quelques itérations sur la grille fine, il est inutile de continuer & traiter le
probléme sur cette méme grille : la vitesse de convergence va considérablement ralen-
tir lorsque les composantes & courte longueur d’onde de ’erreur seront atténuées. Le
principe est donc de poursuivre la résolution du probléme (c.-a-d. continuer & itérer)
sur une grille de pas plus large, ce qui implique la transmission de l'information de
la grille fine vers une grille plus grossiére. Cette opération ne peut étre effectuée que
de maniére approximative, par définition, puisque les grilles fines et grossiéres n’ont
pas la méme résolution spatiale.

Ce transfert est classiquement réalisé par une opération de moyennage. Dans
notre cas, le nombre de cellules sera divisé par deux dans les deux directions spatiales
et il s’agira d’'une simple moyenne des quatre valeurs de grille fine pour produire la
nouvelle valeur (de grille grossiére). Le principe est exposé a la figure 2.19; étant
donnée la nature curviligne du maillage, cette moyenne doit tenir compte des volumes
des cellules, variables radialement (méme en cas de ér uniforme, cf. note 36, p. 110).
Il s’agira donc d’un moyenne, arithmétique ou géométrique selon les champs®®. La,
prolongation est, elle, réalisée par simple interpolation bilinéaire de valeurs de la
grille grossiére vers la grille fine, avec le méme type de correction de courbure que
celui de la restriction. Dans la figure 2.19, les « zones d’influence » des opérateurs
de transfert sont symboliquement représentées en grisé. Elle indiquent les aires qui
vont entrer en compte dans la pondération. Les bandes grises étroites indiquent une

54. Ceci est encore plus vrai pour un maillage tridimensionnel. . .

55. La méthode multigrille implémentée dans l'outil développé est optimale pour des moyennes
arithmétiques pour tous les champs sauf la viscosité qui, elle, sera restreinte par une moyenne
géométrique, plus en accord avec le schéma de discrétisation de ’équation de STOKES employé.
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simple moyenne dans le procédé, sans courbure qui entre en jeux. Par exemple, dans
la figure 2.19b, la premiére partie (1) du transfert Z39; consiste & trouver les valeurs
de ‘7,, sur les bords horizontaux des cellules de grille grossiére découpés en deux,
grace aux voisins immédiats. Il s’agit ici d'une simple interpolation linéaire, sans
prise en compte de courbure puisque I'opération se fait & un méme rayon. Il n’en va
pas de méme pour les valeurs de grille fine [méme figure, opération (2)] a retrouver
sur les nouveaux bords construits (en tireté).



2.2 Résolution de I’équation de Stokes 133

FIGURE 2.19 — Opérations de prolongation et de restriction. (a) Champs scalaires :
résidu de continuité ou viscosité pour T2 ; erreur sur la pression pour L. (b) Com-
posante radiale de la vitesse pour T2, erreur sur celle-ci pour Z3s. (¢) Composante
azimutale de la vitesse pour T2, erreur sur celle-ci pour I3s. Ezemple pour un
maillage n, = 8, ng = 10 (f ~ 0,45, A0 = 7/3). La grille grossiére (variables
o) est représentée en traits pleins; des traits en pointillés viennent compléter ces
derniers pour représenter la grille fine (variables o), de pas deux fois plus petit.
Les parties grisées représentent la zone d’influence (cf. texte) de la restriction T2
(gris clair) et de la prolongation ISs (gris foncé). Les numéros indiquent 'ordre des
opérations pour 135 51 nécessaire.
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2.3 Reésolution de I’équation de la chaleur

La résolution de I’équation de conservation de I’énergie est primordiale dans tout
code de convection mantellique puisque c’est cette équation qui va véritablement
controler I’évolution temporelle du systéme (Pr — o0) ; le champ de vitesse-pression
est donc simplement « ajusté » (solveur mulgrille basé sur 'algorithme SIMPLER),
a chaque instant, au champ de flottabilité. Si la détermination de la solution nu-
mérique de I’équation de la chaleur peut étre délicate pour la partie advective de
celle-ci, elle reste cependant trés légére en temps de calcul, comparativement a la
détermination de 1’écoulement, puisqu’une méthode purement explicite en temps a
été choisie. Aucune technique particuliére ne sera donc nécessaire pour accélérer la
convergence, comme ce fut le cas pour ’équation de conservation de la quantité de
mouvement (méthode multigrille nécessaire). Ainsi, les développements requis furent
moins problématiques; nous nous attarderons donc moins sur la description de la
méthode de calcul elle-méme dans cette partie.

2.3.1 Généralités

La discrétisation est ici basée sur les mémes volumes de controle que ceux de la
pression. La méthode (classique) employée dans I'outil de cette thése consiste a trai-
ter séparément la conduction et I'advection thermiques. La discrétisation repose sur
une forme un peu différente — mais équivalente — de ’équation (2.14). Il faut garder
a esprit que les profils de référence sont constants dans le temps, par définition de
'approximation anélastique-liquide °° (cf. 1.3.3). De plus, ’adimensionnement choisi
pour la température |éq. (1.116)] implique que I’écriture générale de perturbation
autour de I'état de référence,

T=T+T, (2.87)
devient, dans sa forme sans dimension :

T=T+T +T, (2.88)

L’équation (2.14) peut ainsi s’écrire, aprés quelques simplifications °7, comme une

56. cf. note 33, p. 109
57. Par exemple, le gradient adiabatique, inclus dans la dérivée totale de I’équation (2.14), annule

exactement la partie proportionnelle 4 T' du quatriéme terme du second membre.
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équation sur la température potentielle T’ (voir aussi annexe A.1) :

9T 10 [-,0T+T)] koT ~ . (~0T V,oT
oc, — = —— |kt 2~/ ———— 4+ Hyop —pCp | Voo + = ,
T fdﬁflr o | Teoage e TP\ rgr T
traitemen?conductif traitemerR advectif
(2.89)

avec }Nth un terme source de chaleur incluant les trois types de chauffage (interne
[c.-a-d. radioactif et de marée|, visqueux et adiabatique) :

~. . Di
+ (I)znt_
Ra Ra

Notons que nous aurions pu également développer le terme radial de diffusion

~ - Ra
Hip = P .

— &@pDi(T" 4+ To) GV, (2.90)

de I'équation (2.89). La discrétisation utilisée dans le cadre du code de convection
développé correspond cependant & la forme exacte présentée dans cette équation (cf.
plus bas).

Le principe du solveur de I’équation de la chaleur mis en place repose sur les
calculs indépendants de la diffusion (conduction) thermique et de 'advection [cf. éq.
(2.89)]. Le traitement du premier phénomeéne ne pose pas de probléme particulier. En
revanche, celui du second requiert un soin particulier dans la discrétisation, comme
nous le verrons plus bas, afin de minimiser la diffusion numérique.

Enfin, comme la méthode employée est purement explicite en temps, cela ap-
porte l'inconvénient d’une stabilité dépendant fortement des conditions de calcul
(maillage, champ de vitesse, etc.); ainsi sera-t-il nécessaire de respecter un critére
de COURANT-FRIEDRICHS-LEWY (Courant et al., 1928). L’avantage est cependant
de taille en ce qui concerne le traitement de ’advection thermique. En effet, les
méthodes implicites sont souvent assez diffusives pour ce type de calcul (cf. p. ex.
Ismail-Zadeh et Tackley, 2010) ; la formulation explicite rend possible, comme nous
le verrons plus loin, un traitement particuliérement précis de 1’advection.

2.3.2 Traitement de la conduction thermique

Schéma discret

La diffusion de la chaleur est réalisée via une discrétisation en volumes finis &
'ordre 2 en espace °® et 1 en temps (méthode explicite). Cette derniére approximation
temporelle s’est avérée largement suffisante dans les cas présentés dans cette thése et
reste classique dans les codes de convection thermique pour les manteaux planétaires
(p. ex. Choblet et al., 2007 ; Tackley, 2008). En effet, la précision temporelle va
devenir importante dans certains cas critiques (régime transitoire devant étre décrit

58. comme dans le cas de I’équation de bilan de quantité de mouvement
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précisément, etc.) mais, compte tenu des larges incertitudes sur notre connaissance
des propriétés des intérieurs planétaires, l'erreur provenant de ces derniéres sera
prédominante. Il serait par exemple bien peu raisonnable d’avoir un schéma a l’ordre
5 en temps, aussi précis soit-il, pour décrire I’évolution d’un fluide dont les propriétés
sont peu certaines.

Avec les notations introduites précédemment dans ce chapitre — le raisonnement
se fait sur un volume de contrdle de type pression (cf. fig. 2.12 et 2.13) — la discré-
tisation de I’équation de conduction,

0T & e s o =
PCp o \ [kV(T"’T,)} + Hiot, (2.91)

donne [cf. éq. (2.89)], entre deux instants discrets successifs ¢ et ¢ + 6t :

- - ~ ~ % T,/ ! ] — (% F)
:': ﬂ;ij-ét o jlljt B 1 2]{; » (~_ )d ( +1 + Z+1]) i + ij
N T 57
i 7 i il +1

- =——=(") —
ko +k or,
T ot
+ 7:_12 ig+1 51]9721 i + Hzgt .

Le terme source de chaleur est discrétisé de la méme maniére, en utilisant le
maillage entrelacé introduit plus haut pour les valeurs discrétes des composantes
des vitesses |chauffages visqueux et adiabatique, cf. éq. (2.15) et (2.90)]. Contraire-
ment au cas de I’équation de STOKES, seules les vitesses nécessitent d’étre recons-
truites pour le schéma discrets de Izj,ff)t, la viscosité, nécessaire pour le terme CAISZ“,
est directement la valeur correspondant au nceud du centre du volume de controle,
7;;. Notons enfin qu'une moyenne harmonique est utilisée pour la reconstruction de
la conductivité thermique aux interfaces orthoradiales® de la cellule. Ce schéma
simple permet de bien mieux tenir compte des variations importantes possibles de
cette propriété d'une cellule a 'autre (Patankar, 1980, § 4.2-3) ; il est donc préférable,
dans le cas général.

59. Rappelons que k est, par définition, invariant avec 6.
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De la méme maniére que pour le calcul de I’écoulement de STOKES, I'équation
discrete précédente est mise sous la forme (2.70), chére a Patankar (1980), ce qui
permet d’écrire le schéma suivant pour la conduction :

T/t+6t . i,jt 4 (61';2;) : (2'93)
cond

avec

(2.94)

~ 5t Y G S ,
T/ E T T T T
(5 ij) cond N 515p [ avs < 1fs N ZI] ) + bl]

Les coefficients a” sont directement issus de la discrétisation (2.92); ils sont

associés aux temperatures des quatre neeuds o, ,;, ®,,;, o, , et o ., (plus proches
/ .
voisins du point courant T’ =T/ "). Le terme source bT contient tous les termes

proportionnels aux valeurs du profil de température de référence T., ainsi que le
terme incluant ’ensemble des sources de chaleur, Htot

Critére CFL

Le choix d’une méthode explicite, pour des raisons invoquées plus haut, néces-
site le recours & une condition spécifique sur la valeur du pas de temps 6¢ qui est
choisie. La forme (2.94) prend ici tout son intérét. En effet, le critére de COURANT-
FRIEDRICHS-LEWY (Courant et al., 1928) se retrouve simplement par la condition
fondamentale de positivité des coefficients (Patankar, 1980, § 3.4 et 4.3-2). Celle-ci
s’écrit ici :

=) all >0, (2.95)

/ é . . .
T _ b 57+ le coefficient associé au noeud courant e,;. Ainsi, afin de toujours

avec ap =

prendre la plus grande valeur possible du pas de temps 5t, la forme suivante est
obtenue, & partir de la condition (2.95) :

~ mingeq1,n,](PiCp,)
SECFL — L d\Pos) . (2.96)
(7 ) kz—lkz 2(71)? Rk 2k;
HaXie L n,] (@45@5@. Foh o hak,, |20

La complexité apparente de la condition CFL précédente est due a deux facteurs.
Le premier est la présence, dans 'approximation anélastique-liquide, de profils de
référence ® pouvant varier a priori indépendamment (au moins pour Ep et /5); le
second facteur complexifiant I'expression est purement numérique : il vient du choix
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d’un maillage pouvant étre raffiné radialement ®. Il faut donc en tenir compte dans
la détermination de la taille critique des cellules pour calculer l'effet de la diffusion
thermique durant une certaine durée finie 6.

Conditions aux limites

La résolution de I’équation différentielle de la chaleur, pour étre compléte, néces-
site bien évidemment des conditions aux limites en température. On supposera ici
un profil linéaire pour la reconstruction de cette grandeur aux interfaces des cellules.
Une reconstruction plus fine est cependant nécessaire pour la description de ’advec-
tion thermique (cf. 2.3.3). Ceci n’est cependant pas incompatible puisque, comme
nous l'avons déja évoqué au 2.2.2; les bords I'; et I'. seront considérés comme des
murs (impénétrables). Or, c’est précisément sur ces bords que la température sera
imposée, via des cellules fantdémes (comme pour I’équation de STOKES), par une
reconstruction linéaire simple. Cette derniére n’est donc pas en contradiction avec
le schéma d’avection & haute résolution qui sera présenté plus loin puisqu’aucune re-
construction de température sur les bords I'; et I'. n’est nécessaire (advection nulle
en ces lieux).

Sur les bords verticaux I'y et I'q, une condition de flux de chaleur nul sera imposée
dans le cas d’une géométrie en fraction d’anneau (A6 < 27) a bords miroirs [murs
impénétrables, c.-a-d. %(Fg) = %(Fd) = (]. Dans le cas a bords périodiques ou
bien d'un anneau complet (Af = 27), la condition est évidente. Sans entrer dans
les détails, les conditions aux limites précédemment décrites sont numériquement
imposées d’une maniére similaire & celle présentée dans les jeux d’équations (2.77)
et (2.78). Ainsi, pour prescrire, par exemple, une certaine température (constante)
T'(I;) sur le bord intérieur en approximation de BOUSSINESQ, on procédera en
imposant la température dans les cellules fantome correspondantes, c’est-a-dire de
rang 0 (cf., p. ex., fig. 2.15) :

Ty, =2T"(0y) - Ty Vi e [1,n]. (2.97)

1,50

Une condition en flux (condition de NEUMANN) peut également étre prescrite, en
raisonnant cette fois-ci sur I'expression discréte du flux de chaleur radial (purement
conductif, car ‘Z(FZ) = 0) : —l%%—?. Si la prescription de ces conditions ne pose
pas de probléme particulier dans le cas de 'approximation de BOUSSINESQ, il faut
cependant étre vigilant dans le cas de 'approximation anélastique-liquide. En effet,
I'outil développé durant cette thése résout 1’équation de la chaleur en température
potentielle %! (f’ ). Alinsi, les conditions aux limites classiques de surfaces isothermes,

60. Ces deux facteurs font que le critere CFL n’est basé ici que sur des quantités variant radia-
lement.
61. Choix « historique » de I'auteur. ..
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pour la température totate,

TC)=1 et T(T.) =0, (2.98)
s’écrivent-elles, compte-tenu de la décomposition (2.88) et du cas simple de profils
de références basés sur I’équation d’ADAMS-WILLIAMSON considéré dans cette thése
[cf. éq. (1.134); cf. aussi annexe A.1] :

T'(T;)=1—Toexp(Di) et  T(I.) = —T,. (2.99)

2.3.3 Prise en compte de ’advection de la chaleur

L’équation générale pour I'advection d’une quantité scalaire C' (p. ex. une concen-
tration en un élément chimique donné) s’écrit sous la forme d’une équation de trans-
port la plus simple possible :

DC
— =0. 2.100
Dy (2.100)

Dans notre cas, il s’agira de ’advection de chaleur soit, de maniére équivalente
[cf. éq. (1.107)], de 'advection de température. L’équation peut ainsi s’écrire, en
faisant apparaitre la divergence du champ vitesse :

T <

= (VI +T'V-V. (2.101)

Schéma de discrétisation

La discrétisation en volumes finis de cette équation passe par son intégration
sur une cellule générique du maillage [(7,0) € [F~,7T] x [7,607] ], de centre (7,0),
et sur lintervalle de temps discret ( € [f,# + t]); on obtient ainsi, toujours avec
une méthode explicite a l'ordre 1 en temps, I’équation suivante pour la variation de
température due a ’advection :

N O O Gt o LY PP,
6T') = e )YV T = (P T o |V Ty = V" Ty |
( e~ g [TV T = VT [+ s ’ o
o 0T [ S A ) e o
T [ Y- (7 dvﬂ T 5 [W v ] .
rgr [TV — () d 75750
(2.102)
L’équation précédente peut se simplifier, en remarquant que, pourd = 1 ou d = 2,
~Fyd_(=—\d
on a % = % Quelques commentaires s'imposent sur cette forme. En effet,

dans la discrétisation du premier terme du second membre de I'équation (2.101), les
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températures sur les bords de la cellule (ﬁf,, T T To- et ﬁ,w) sont nécessaires. Nous
verrons que c’est a ce niveau qu’intervient la méthode a haute résolution employée :
leur calcul est crucial pour une évaluation précise de ’advection thermique. Nous
reviendrons sur ce point au paragraphe suivant. Notons enfin que, pour la partie
proportionnelle a la divergence du champ de vitesse, I’hypothése d'une température
constante dans la cellule a été adoptée. Ceci semble en contradiction avec des valeur
possiblement différentes de la température sur les bords de la cellule. Cependant, il
faut bien garder a 'esprit qu’il n’y a a priori aucune raison de prendre les mémes
hypotheses de variation d’une quantité donnée au sein d’une cellule ou bien entre
deux cellules dans les diverses parties d’un schéma de discrétisation (p. ex. Patankar,
1980). Ainsi, les divers tests numériques effectués ont montré que cette discrétisation
était amplement suffisante pour le traitement de notre probléme de convection d’un
fluide compressible (ALA).

Le moyen de plus simple d’évaluer la température a une interface donnée est
de considérer que celle-ci est égale a la température associée au noeud situé immé-
diatement en amont de I’écoulement, c’est-a-dire sur le plus proche voisin (dans la
direction correspondante, r ou 6) dans le sens opposé a la composante locale de la

vitesse. Par exemple, pour une cellule €2;;, si la valeur discréte V¥ sur son bord

K
inférieur est positive (flux entrant dans le volume), la température, sur cette méme

interface (soit T - ), sera considérée comme égale a celle de la cellule du dessous, soit

directement 77 lj.J Pour cette raison, on parle de schéma de discrétisation « amont »
(ou upwind). Cette méthode est cependant peu précise : elle est sujette & une im-
portante diffusion numérique, artificielle (cf. chap. 3).

Une méthode plus précise est celle originellement issue des travaux de Godunov
(1959) ; on parle de schéma a haute résolution. La température aux interfaces peut
alors s’écrire comme celle évaluée en schéma amont pur a laquelle on rajoute une
certaine correction 877]." due & la méthode haute résolution. Sans détailler d’avan-
tage, pour 'instant, la forme de cette correction, la discrétisation (2.102) peut donc
s’écrire, sous la forme de Patankar (1980) et avec nos notation habituelles (cf. fig.
2.12 et 2.13) :

<5i’j>adv — 5i , (2.103)

avec les coefficients (notation habituelle pour les plus proches voisins ; cf. fig. 2.15) :

ST Z STy b, ST
aPij 7—Yij _'_ a’vs Tvs _'_ bl]
vSs

o (P — sgn(V,”) 7 (7) " sgn(V,™) + 1 7

ap, = ——= e
P pgp 2 " 70T, 2 "

~ ~ i1 (2.104)
1 (1 —sgn(V,") 7 sgn(V," ) +1 ‘7ij+1>

* 760 2 o 2 o
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o (f;—)d sgn(XN/;j) 41~

= v 2.105
a'Sij ’f’ld(S’f‘Z 2 ‘/1" ) ( 0 )
’ (fﬁ ) sgn(V”“) —1_ iy
o T i1 J
= v 2.106
&Nij ﬁdérz’ 9 roo ( )
N2l 1 Sgn(V”H) —1 ~ ij+1
yy,, = =57 5 v, (2.107)
o 1 sgn(vij) + 1~
T 0
= 2.1
aEi]' 7:1_59 2 V6’ ) ( 08)
iT (f;i)d N (7’;.; 1) =ity ij z]+1
0 = ag V0 0T — iV O, + - 5 (ve o] —Vy" 0T, o
S o 2.109
. f/ (Tii)df//vij . (Ti+1)d‘7i+1j + <VZJ . V1j+1>
S R A 1 AN

Les coefficients d.TZ_/j correspondent & un schéma d’advection amont pur. Le terme
“T/ . . BET .o . N
source b;; se décompose en deux parties : I'une (premiere ligne) Corresporid. a la
méthode haute résolution employée — via les corrections de température 977, aux
interfaces de la cellule % — et Pautre (seconde ligne) traduit I'influence de la com-
pressibilité du milieu (divergence non nulle possible du champ de vitesse).

Meéthode a haute résolution

Les corrections de température oT ’”. sont calculées avec une méthode a haute
résolution. Le principe général de cette derniére est trés simple; il est présenté a
la figure 2.20. Sur celle-ci est représenté un cas unidimensionnel, plus simple pour
le raisonnement. Trois volumes de controle apparaissent, chacun muni d'un nceud
auquel est associée une température. L’hypothése la plus simple pour ’évolution
de la température au sein du volume est de considérer celle-ci comme constante.
On obtient un champ de température reconstruit en échelons (fig. 2.20a). Ce cas
correspond au degré 0 de la méthode a haute résolution et s’identifie au schéma
amont (Godunov, 1959); étant donnée l'orientation du champ de vitesse ambiant
V', la température aux deux interfaces du volume de contréle de coordonnée nodale
x; correspond & chaque fois a celle du noeud situé a gauche de chacun de ces bords
(croix rouges).

62. Elle s’annule donc dans le cas d’un schéma amont simple.
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FIGURE 2.20 — Principe de la méthode d’advection a haute résolution. Un maillage
1D est représenté ici, avec trois volumes de contréle voisins. La hauteur (ordonnée)
des neuds de chacun correspond a la température qui leur est associée, c’est-a-dire
a la valeur moyenne de cette grandeur au sein de la cellule. L’hypothése la plus
simple sur l’évolution de la température au sein des volumes est de la considérer
constante (a); les températures « entrantes/sortantes » pour la cellule centrale sont
alors déterminées par un schéma amont (cf. texte; croix rouges). La méthode haute
résolution consiste a supposer une certaine variation linéaire au sein de la cellule (b),
définissant ainsi de nouvelles températures (croix noires) associées a l'énergie en-
trant/sortant du volume (zones rouges). Les pentes des profils de température doivent
cependant étre limitées, afin de ne pas parvenir a des oscillations artificielles comme
c’est le cas ici [le profil advecté (en bleu) implique une température moyenne (neeuds
bleus) plus forte dans la cellule en x;11 que dans la cellule en x;.]
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Un modéle simple mais plus réaliste consiste a considérer que la température varie
linéairement au sein des volumes de controle, via un profil de pente £ non nulle. Le
résultat est visible a la figure 2.20b (pour des pentes « arbitraires ») : la température
caractéristique du flux entrant (7} )/sortant (7."), que on considére comme celle
de l'interface dans la discrétisation présentée plus haut, est choisie équivalente a la
valeur moyenne de cette grandeur correspondant a la quantité d’énergie advectée (en
rouge) pendant la durée §t. Celle-ci dépend bien évidemment de la vitesse locale,
sur l'interface de la cellule. En conséquence, la méthode haute résolution peut étre
vue comme un schéma upwind généralisé : la température pour l'interface de la
cellule dépend non seulement du sens de la vitesse (principe amont), mais aussi
de la valeur absolue de son amplitude. En outre, la valeur de cette température
est directement contrainte par celle de la pente choisie pour le volume de controle
amont. Dans le cas de la figure 2.20b, la pente pour la cellule centrale est trop forte ;
en effet, aprés advection de la température, le nouveau profil, en bleu, implique
une température moyenne (points bleus) de la cellule ;.1 plus importante que celle
de la cellule z;. L’augmentation, certes obligatoire au vu de I'importante quantité
d’énergie advectée de la cellule z; vers sa voisine aval, est cependant trop forte et
une oscillation artificielle apparait dans le champ de température.

Rappelons que la variation (5%’ ) déterminée précédemment [éq. (2.103)] porte

adv

sur la valeur moyenne de la température dans la cellule % (cf. 2.1.4). La valeur de
ﬁ’J associée au noceud central du volume de contréle correspond, en effet, a la valeur
moyenne de la température dans toute la cellule. Ainsi, plusieurs types de profil de
température peuvent étre envisagés (reconstruits) au sein du volume de controle, du
moment que la valeur moyenne soit respectée.

Il importe donc de considérer des valeurs raisonnables pour les pentes de ces pro-
fils. C’est tout l'intérét de la technique appelée « limiteur de pente », classiquement
associée a la méthode haute résolution. Nous verrons que cette technique repose
sur un critére plus ou moins strict, basé sur les valeurs de température nodale de
la cellule et de ses plus proches voisines. Le but est de ne pas faire augmenter une
certaine quantité globale, dite variation totale du champ ; on parle de schéma TVD
(Total Variation Diminishing), généralisant le schéma amont. Ceci permet d’éviter
les oscillations artificielles précédemment évoquées. Le lecteur désireux d’en savoir
plus sur cette classe de méthodes® trés performantes pour le traitement de I’ad-
vection en général pourra consulter 'ouvrage de Leveque (2002, notamment chap.
4 et 6), mais aussi le livre de Ismail-Zadeh et Tackley (2010, chap. 3 et 7, § 7.9),
présentant plus le point de vue de la géodynamique.

63. méthode aux volumes finis!
64. originellement introduites pour la capture correcte des ondes de choc dans les fluides
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Une fois les deux familles de pentes — que l'on notera {£7} et {€} — calculées
pour les volumes de controle (advection successivement dans les direction r et ), les
corrections de température sont immédiates. Le principe de la construction peut étre
compris, 1a encore, avec un raisonnement 1D (fig. 2.20b, symboles +). Finalement,
dans notre cas bidimensionnel de géométrie annulaire, ces corrections s’écrivent :

e (5,3_1 _ 17;”5{) [sgn(v ) + 1} +e (5@ _ xZ”(sf) [sgn(v ) — 1]

4 )
(2.110)

T =
ij

1

o7 = % (59 - VQU 575) { - [sgn(v@ ) + 1] +¢ [sgn(f/;j) - 1} } (2.111)

Limiteurs de pente

Les valeurs des pentes sont calculées de différentes maniéres selon le limiteur
choisi. Rappelons que le cas &, = 0 correspond au schéma amont classique (Godu-
nov, 1959). A linstar d’une discrétisation en différences finies classiques, les trois
méthodes les plus simples pour estimer la pente du profil de température d’un volume
de controle consistent en une pente rétrograde (méthode de BEAM-WARMING),

T’ T T’ T’
T
une pente prograde (méthode de LAX-WENDROFF),
T, —T 7., —T.
g = *}r— et = e, (2.113)
i+1
ou bien une pente centrée (méthode de FROMM),
F T/+11 B T/ 1j oF T/ — T/
A R t ov . Wt T iml 2114
ST, 200 (2.114)

Cependant, ce calcul peut donner lieu & des oscillations artificielles dans les
régions a fort gradient de température, ainsi que cela a été évoqué plus haut. La
limitation des pentes passe donc par ce type de calcul, mais en prenant la valeur la
plus faible de celles obtenues, au sens d’un certain critére sur leur valeur absolue.

Une des méthodes les plus simples, dite du minmod, repose sur la comparaison
des valeurs des pentes amont et aval : c’est la plus faible en valeur absolue qui est
choisie. Dans le cas ou les deux pentes sont de signes opposés (c.-a-d. forte variation
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locale du champ), la pente est choisie nulle — retour au schéma amont. Le limiteur
minmod (limitation la moins forte) s’écrit donc ainsi :

oBW

" := minmod (gm ,5;.”) , (2.115)

avec la fonction minmod définie de la maniére suivante :

a si |a| <|b] et ab>0,
minmod(a,b) ;= ¢ b si |b] <l|a|] et ab>0, (2.116)
0 si ab<O.

Un limiteur plus contraignant est celui proposé par van Leer (1977), dit limiteur
MC (Monotonized Central-difference) et se contruit comme suit :
g = minmod (€5, 265,260 ). (2.117)
La fonction minmod est ici utilisée dans sa version a 3 arguments. Sa forme
générale & n arguments est la suivante :

) sgn(z1) min ({|a;|}) si sgn(x;) =sgn(xip1) Vi € [1,n — 1],
minmod(z1, ..., Z,) := i€ [1,n]

0 sinon.

(2.118)

Enfin, le limiteur le plus fort — celui qui a été utilisé ici pour le calcul des pentes

— est celui donné par la méthode dite superbee (Roe, 1986). En particulier, celle-ci se

révéle extrémenent efficace pour ’advection de discontinuités. Les pentes s’écrivent
alors, pour chacune des deux directions r et 6 :

{;S := maxmod minmod(fi'].LW, 2 S;J.BW), minmod (2 f:jLW,f;BW

)|, (2.119)
avec la fonction maxmod définie de la méme maniére que son homologue minmod
[éq. (2.118), avec max au lieu de min)].

Une derniére technique qui a été testée est le calcul des pentes via une approche
géométrique (p. ex. Hourdin et Armengaud, 1999 ; Choblet et al., 2007). Il s’agit
d’évaluer une pente effective, définie par (exemple de la direction r) :

LW  BW
e er

§T9€0m~ = ng
ij : i

st T, <T, =T, ou T, 2T, 2T, (2.120)

0 sinon.

Une méthode classique, encore largement utilisée dans les codes de convection
actuels (p. ex. Tackley, 2008), est connue sous 'acronyme MPDATA (Multidimensio-
nal Positive Definite Advection Transport Algorithm ; Smolarkiewicz, 1984). Il s’agit
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également, ici, d’apporter une correction au schéma upwind, mais a posteriori, par
application d’un champ de vitesse anti-diffusif, et ce de maniére récursive. Celui-ci
est dérivé via une analyse de l'erreur de troncature du schéma amont avec 1'hy-
pothése d’un écoulement uniforme. Si cet algorithme a largement fait ses preuves,
il reste cependant rapidement consommateur de temps de calcul, par rapport aux
méthodes a haute résolution, trés légéres.

Pour terminer, précisons que, dans le code de convection développé, ’advection
est réalisée en outre grace a une méthode en flux alternés. Ceci permet d’augmenter
la précision du calcul lorsque le champ de vitesse est diagonal par rapport aux cellules
du maillage, évitant ainsi des distorsions artificielles du champ lorsque I’advection est
réalisée simultanément dans les deux directions r et 6 (p. ex. Hourdin et Armengaud,
1999). Si, pour un pas de temps 6 déterminé par le critére CFL (cf. plus bas), la
variation du champ de température par conduction est bien déterminée en une fois,
'advection est, elle, calculée en n sous-pas de temps 6t/n, dans les directions r et
0 alternativement. Un compromis raisonnable a n = 10 a été utilisé afin de ne pas
trop pénaliser le temps de calcul du solveur thermique .

Critére CFL

A linstar du traitement de la conduction thermique, présenté plus haut, le cal-
cul de l'advection thermique est effectué via une méthode purement explicite en
temps. La stabilité du schéma repose donc de nouveau sur la réalisation d’un critére
de COURANT-FRIEDRICHS-LEWY (Courant et al., 1928). Mathématiquement sem-
blable, celui-ci est cependant plus intuitif que dans le cas de la diffusion de la chaleur ;
il peut étre évalué en raisonnant sur la quantité totale d’énergie entrant dans le vo-
lume par advection : celle-ci ne doit pas dépasser une certaine limite (correspondant
idéalement a tout le volume). Numériquement, bien entendu, rien n’est jamais aussi
simple! Aussi, prendra-t-on soin de pondérer — classiquement — ce critére par une
certaine constante C', qui dépendra notamment de la géométrie du probléme (p. ex.
cartésien ou anneau sphérique) mais aussi du schéma de discrétisation employé.

Le critére ainsi déterminé, suffisant dans le cadre du code de convection élaboré,
correspond au calcul suivant du pas de temps :

St = min (687.) (2.121)

v @)ellmrlx[Lng] *

65. qui demeure cependant trés « léger » devant le solveur mécanique, principalement en raison
de T'utilisation d’une méthode explicite.
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avec

5tV

adv *

% [(ﬁ;)dﬂ (2—)d+1] 50
X { [max 0, \7;1) (7)) + ‘mln (VZHJ,O)‘ (f;l)d] 56 (2.122)

+ |max(0, ‘79”)4— min 9”+ 0 || 74 tor .
1

La constante C' sera typiquement choisie égale a % Notons enfin que, dans notre
cas, la méthode en flux alternés contribue a renforcer la stabilité du critere CFL :
I’advection est, en effet, réalisée en sous-pas de temps plus petits.

Finalement, le pas de temps effectif, 67, réellement utilisé pour la conduction
comme pour ’advection, c’est-a-dire pour le schéma d’évolution temporelle du code,
est le plus faible trouvé, pour étre certain de la stabilité du schéma en toute cellule
du maillage et a tout instant :

6" = min (625, 6851 (2.123)

cond

Puisque la température est au coeur du couplage thermo-orbital modélisé dans
cette these, il importe de s’assurer que les méthodes choisies, et surtout leur im-
plémentation, aboutissent a une estimation correcte des transferts thermiques. La
validation du code de convection a donc été une étape cruciale dans ce travail. Elle
fait 'objet du chapitre suivant.






Chapitre

Le code de convection : principe et
validation

Ce chapitre présente certains des tests-clés qui ont permis de valider 1'outil éla-
boré durant cette thése pour le calcul des transferts thermiques au sein d’un man-
teau planétaire. La premiére partie est consacrée aux principes généraux du code de
convection. La deuxiéme présente quelques-uns des tests de précision et de perfor-
mance de l'outil. Enfin, la troisiéme section présente un apergu de la validation du
code final pour les transferts thermiques (benchmark). Celle-ci sera I'occasion, de
rappeler — qualitativement — quelques-unes des propriétés phénoménologiques de la
convection.

3.1 Principe de 'outil CHEOPS-2D

3.1.1 Philosophie suivie

Cette theése a été consacrée au développement d’un outil numérique permettant
de simuler conjointement la dynamique interne d’une planéte (ou de son satellite),
le chauffage de marée associé et sa rétro-action, ainsi que I’évolution orbitale du sys-
teme formé par ces deux corps. Le lecteur notera qu’il y a certes pléthore de codes
de convection, en particulier en géométrie bidimensionnelle. A I'instar de leurs ho-
mologues géophysiques, les programmes d’évolution orbitale sont nombreux de par
le monde. En revanche, a la connaissance de I'auteur, aucun outil n’existe réellement
pour décrire de maniére complétement cohérente® les deux phénoménes conjointe-
ment et étudier les interactions associées. Une discussion plus détaillée des approches
déja existantes (paramétrées ou semi-paramétrées) sera donnée au chapitre 5.

1. On ne le sera cependant jamais assez. .. principe premier du numéricien !

149
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Il a été décidé, au commencement de ce travail, de réécrire un outil complet de
dynamique interne et orbitale en utilisant, entre autres, des techniques numériques
qui ont fait leur preuves dans d’autres codes. A titre d’exemple, les travaux de Gaél
Choblet (p. ex. Choblet, 2005 ; Choblet et al., 2007) et de Paul Tackley (p. ex.
Tackley, 1994, 2008), tous deux auteurs respectifs des codes (EDIPE et StagYY
(3D sphériques), ont été une véritable source — parmi tant d’autres — d’inspiration
intellectuelle. Le temps passé a penser, écrire, déboguer (...), tester et valider un
code complet est certes (trés) long, qui plus est lorsqu’on en multiplie les possibilités
(géométries, approximations, etc.) mais il est toutefois largement compensé par les
compétences acquises pendant cette tache et la connaissance de 'outil final dans ses
moindres détails. Ce dernier point est crucial, tant pour les applications possibles
que pour les développements qui pourront étre apportés dans le futur. Un soin
particulier a ainsi été apporté aux caractéres modulaire et explicite du code, facilitant
les possibilités d’extensions futures, mais aussi la prise en main aisée de 'outil —
I’auteur 'espére — par de futurs collaborateurs.

Ainsi est né CHEOPS-2D? (Besserer et al., 201x). Ce code a été développé en
Fortran 95, afin de tirer parti a la fois de la puissance de ce langage pour le calcul
scientifique® et de la possibilité (apparue avec la norme Fortran 90) de programma-
tion moderne qu’il offre*.

3.1.2 Structure globale

Le schéma général de fonctionnement de CHEOPS-2D est présenté a la figure 3.1.
Les méthodes numériques employées pour chacune des composantes de ’outil ont été
décrites, pour la plupart, au chapitre 2. Les parties correspondant a 1’évaluation du
chauffage de marée et au calcul de I’évolution orbitale résultante seront présentées
respectivement aux chapitres 4 et 5.

L’initialisation (cf. fig. 3.1) concerne tant les quantités géométriques, telles que le
maillage ou encore la partie purement géométrique (donc constante) des coefficients
de discrétisation des équations, que des quantités plus physiques, comme par exemple
les profils de référence, constants® dans I’approximation anélastique-liquide. Dans
ce bloc figurent également des aspects purement pratiques : vérification de compati-
bilité des parameétres entrés par 'utilisateur, rédémarrage & partir d’'une simulation
précédente, fichiers de sorties et de sauvegarde, etc. La simulation est ensuite lancée
via le choix d’un nombre donné de pas de temps. On favorisera cette méthode a tout

2. Coupling Heat transfer and Ewvolution of the Orbit of Planets and of their Satellites in
2-Dimensional geometry

3. La toute premiére version, FORTRAN, fut définie voici 58 ans (Backus et al., 1954) ; elle est
apparue « concrétement » deux ans plus tard.

4. p. ex. allocation dynamique de mémoire et ’encapsulation de données.
5. cf. note 33, p. 109
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FIGURE 3.1 — Structure générale du code CHEOPS-2D. Les fléches circulaires in-
diquent que des processus itératifs sont en jeu. Les parties grisées correspondent a
des « solveurs » a part entiere et interagissent en fait entre elles (cf. chap. J et 5).
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type d’arrét automatique, qui serait basé sur un critére généraliste plus ou moins
complexe (et toujours incertain). Sur ce point, la possibilité de visualiser diverses
grandeurs moyennes (notamment < T >, VRMS, équilibre des flux de chaleur moyens
sur I'; et T'.) au cours d’une simulation permet a l'utilisateur de décider lui-méme
du moment ot il est raisonnable de stopper celle-ci, s’il y a convergence avant la fin
de I'exécution des N itérations en temps prescrites. Cette approche empirique est de
loin préférée par I'auteur, qui a toujours souhaité garder un controle sur le jugement
— pas toujours simple — de la convergence ou non d’un calcul.

S’en suit 'exécution d'une boucle générale sur le temps, dont le pas est déter-
miné de maniére optimale, & chaque itération (condition CFL, cf. 2.3). Les diverses
sources de chaleur sont évaluées dans un premier temps. Dans le cas de I’approxima-
tion de BOUSSINESQ (BA), il s’agit simplement du chauffage interne (par exemple
associé a une décroissance radioactive des sources). En revanche, dans les approxi-
mations de BOUSSINESQ étendue (EBA) et anélastique-liquide [tronquée (TALA)
ou non (ALA)|, deux sources de chaleur additionnelles, directement liées a ’écoule-
ment, doivent étre ajoutées : la dissipation visqueuse et le chauffage /refroidissement
adiabatique. En outre, si les effets de marées sont pris en compte, la source d’éner-
gie correspondante est également incluse. L’évaluation correcte de cette derniére a
demandé un effort particulier. Nous verrons au chapitre 4 qu'une méthode semi-
analytique a pour cela été développée. Celle-ci tient notamment compte du fait que
le probléme de la marée est intrinséquement tridimensionnel (sphérique) alors que les
transferts de chaleurs sont évalués dans une géométrie « 2D-sphérique », explicitée
au chapitre 2 (pour des raisons de temps de calcul essentiellement).

La conduction thermique est ensuite évaluée (cf. 2.3.2), avec I'application des
conditions aux limites appropriées. L’advection est alors calculée, via la méthode a
haute résolution en flux alternés présentée a la fin du chapitre précédent. Une sous-
boucle temporelle est réalisée en n pas de temps et I’advection est, a chaque itération,
évaluée (calcul des pentes et coefficients discrets, application du schéma discret avec
les conditions aux limites requises), pour une durée 6¢/n, dans la direction r puis
dans la direction 6. Nous verrons plus loin que cela minimise une certaine distorsion
d’anomalies thermiques advectées diagonalement par rapport au maillage orthogonal
de CHEOPS-2D.

L’étape suivante est de loin celle qui a demandé le plus d’effort en terme de
développement et d’optimisation : il s’agit du solveur mécanique, permettant de dé-
terminer 1’écoulement [solution (‘7, 7')], pour un jeu de champs de flottabilité et de
viscosité donné. Cette derniére quantité peut étre évaluée via une loi d’ARRHENIUS
ou, le plus souvent dans notre cas, avec I'approximation de FRANK-KAMENETSKII,
avec ou sans dépendance en pression hydrostatique. Le couplage entre les champs de
vitesse et de pression est réalisé, comme on I’a vu précédemment, via 1’algorithme
SIMPLER. Afin d’accélérer la convergence de la méthode, celui-ci est imbriqué au
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sein d’'une méthode multigrille géométrique. Un certain nombre de cycles V¢ per-
mettent alors de réduire significativement les résidus de I’équation de continuité
et des composantes des vitesses (‘7“ ‘79) Le critére de convergence est basé sur le
passage en dessous d’'une certaine tolérance — choisie par 1'utilisateur ; typiquement
10~* pour une simulation de convection standard — de la norme « infini » des résidus.
Notons, au passage, que les résidus sur les vitesses sont « normalisés » par la flotta-
bilité, afin que la tolérance choisie garde un sens générique et donc que ceux-ci soient
comparables aux résidus de continuité. En effet, un écoulement de convection a fort
nombre de RAYLEIGH induit nécessairement une flottabilité importante et donc des
vitesses élevées. L'« erreur » (résidu) absolue tolérée sur les vitesses peut donc étre
raisonnablement plus forte; c’est I'erreur relative qui importe alors.

A Tlissue de la détermination de 1’écoulement, qui demande plus de 90 % du
temps de calcul de CHEOPS-2D, une correction de la rotation moyenne est évén-
tuellement effectuée (cf. plus loin). La derniére étape, avant les divers stockages de
données (grandeurs moyennes globales, profils moyens, champs 2D, etc.) et de « sau-
vegardes » (fichier de redémarrage), est le calcul de I’évolution orbitale associée du
systéme planéte-satellite ou (exo)planéte-étoile considéré, si I'on a choisi de prendre
en compte les effets de marée sur l'orbite. L’évolution des éléments orbitaux qui en
résulte (demi-grand axe, excentricité, inclinaison et vitesses de rotation-propre; cf.
chap. 5) est calculée via une sous-boucle temporelle, avec un pas de temps typique-
ment de 'ordre de 10 000 ans, et ce sur une durée totale rigoureusement égale au
pas de temps utilisé pour le calcul des transferts de chaleur. Ce dernier n’est, en
effet, pas adapté pour les calculs orbitaux : il varie typiquement de ~ 10° & ~ 10°
années, selon le nombre de RAYLEIGH du probléme.

Lorsque la N€ itération temporelle globale a été effectuée, I’algorithme s’arréte
de lui-méme, quel que soit 1’état des divers champs et quantités calculés. Comme
mentionné précédemment, 'utilisateur peut bien entendu décider d’arréter la simu-
lation au moment ou il juge qu’un état stationnaire a été atteint (au sens d’une
précision raisonnable).

3.1.3 Le probléme de la rotation globale

Le calcul d’'un écoulement en géométrie annulaire munie de conditions en bords
libres (c.-a-d. contrainte cisaillante nulle sur les bords T'; et T'.) implique que la
solution déterminée est toujours valable & une composante en rotation solide prés. En
effet, puisqu’aucune vitesse n’est imposée sur les deux bords du modéle — autrement
dit la surface de la planéte et sa limite manteau-noyau — un déplacement global
peut apparaitre. En particulier, les méthodes itératives employées (SIMPLER et
cycles multigrille) pour le calcul des vitesses vont avoir naturellement tendance a

6. F dans les cas a fortes variations de viscosité
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favoriser ’émergence de cette rotation, qui se trouve comme « mise en route » par le
bruit résiduel — décroissant avec les itérations — du solveur. En effet, si une certaine
rotation peut bien avoir lieu, par exemple pour la partie lithosphérique par rapport
a l'asthénosphére, en lien avec les mouvements associés aux transferts de chaleur
interne, il n'y a pas de raison a priori de développer un mouvement de rotation
d’ensemble. En outre, les équations de LIOUVILLE qui décriraient cette rotation
n’étant pas prises en compte dans cette étude, il est légitime ici de contraindre
I’écoulement en le corrigeant de ce mouvement d’ensemble.

Il est donc important de soustraire cette rotation artificielle au champ de vitesse
obtenu. Celle-ci devient, en effet, de par le solveur mécanique itératif employé, de
plus en plus forte et n’a jamais tendance a se résorber. Puisqu’il s’agit d’une ro-
tation globale (s’identifiant & une rotation de solide), le transfert de chaleur n’est
théoriquement pas affecté. Cependant, de 'expérience de ’auteur, ce phénoméne va
impliquer des vitesses azimutales toujours plus élevées a mesure que la vitesse de
rotation augmente. Celles-ci vont, a terme, devenir problématiques pour le solveur
mécanique (ralentissement de la convergence) comme pour le solveur thermique;
par exemple, 'advection latérale se faisant avec des valeurs de plus en plus fortes de
vitesse, il en résulte un pas de temps CFL de plus en plus faible, allongeant considé-
rablement le nombres d’itérations temporelles nécessaires pour une durée physique
donnée de simulation.

Diverses méthodes sont utilisées par les auteurs pour retirer cette rotation moyenne,
caractéristique du mouvement de solide (vecteur rotation ﬁsol). Par exemple, Tackley
(2008) procede en évaluant la rotation par rapport a trois axes orthogonaux. Zhong
et al. (2008) procédent un peu différemment en passant par le moment d’inertie I de
la coquille sphérique (de masse volumique constante p). Ainsi, grace a I'expression
de ce dernier,

= 8m s 5

T =208~ RY), (3.1)
ainsi qu’a celle du moment cinétique du fluide — par rapport au centre O de la
coquille de volume Y - animé du champ de vitesse ‘7*,

Lo = ﬁ/~f x V*dy, (3.2)
v
avec T le vecteur position, d’origine O, la relation simple caractérisant un mouvement

de rotation solide de vitesse angulaire €2,

Lo =19, (3.3)
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permet & Zhong et al. (2008) de déduire le vecteur rotation moyen du fluide dans la
coquille sphérique :

- 15 ~

Qo i=—F—+ [ P XV dAV. 3.4

b 4

Le champ de vitesse final, ‘N/, est alors déterminé par la correction simple sui-
vante :

V=V*"— Q. xT. (3.5)

Une méthode équivalente consiste a directement évaluer le vecteur rotation moyen
par le calcul suivant :

Q. = i/ TV, (3.6)
vJs lIFlP

Celle-ci a été adoptée récemment pour le code GATA (Hiittig et Stemmer, 2008a,b),
qui n’était pas, jusqu’a présent, doté d’une telle correction pour les simulations en
bords libres (Tosi, communication personnelle). L’ajout de cette possibilité, de méme
que la compressibilité (EBA et TALA), fruit du travail de Nicola Tosi (DLR, Ber-
lin), a fait partie des éléments-clés pour 1’étude — débutée en collaboration avec ce
collegue — de benchmarking de codes de convection pour un manteau compressible
en géométrie cylindrique (voir plus bas).

Pour notre part, la correction est plus simple puisqu’il s’agit d'une géométrie
bidimensionnelle. Ainsi, a I'instar de ce que fait Tackley (communication personnelle)
dans son code StagYY (Tackley, 2008) en mode « anneau sphérique » (Hernlund et
Tackley, 2008), le retrait de la rotation moyenne dans CHEOPS-2D est effectué via
le simple calcul de la vitesse angulaire (c.-a-d. Vj/7) moyenne dans Panneau. Ainsi,
la composante du vecteur rotation moyen, nécessairement orthogonale au plan de
I’anneau, s’exprime de la maniére suivante :

" d + 1 Re A0
Qoo 1= ] / / Vo 7t dr do, (3.7)
A0 (R — R Jr, Jo

avec, rappelons-le, d le degré de courbure effectif du domaine.

Dans la pratique, ’expression ci-dessus est évaluée par simple moyenne, pondérée
par les volumes des cellules, de la quantité 179 /7, afin de rester cohérent avec la
précision numérique de calcul employée.

Notons que le probléme de la rotation moyenne apparait non seulement en géomé-
trie annulaire compléte (A0 = 27), que ce soit en anneau sphérique ou cylindrique,
mais aussi dans le cas d'une fraction d’anneau (A < 27) ou bien d'une géométrie
cartésienne (pseudo-cartésienne dans notre cas, avec d = 1 et f — 1) munies de
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bords latéraux périodiques. Dans ce dernier cas, la rotation moyenne s’identifie a un
flux latéral (profil de vitesse ; plus de notion de courbure ici), également artificiel et
a retirer de la solution.

3.2 Apercu des tests numériques

3.2.1 Précision pour I’équation de STOKES

Quelle est la précision pouvant étre obtenue avec la méthode de couplage vitesse-
pression implémentée dans CHEOPS-2D pour la résolution de I’équation de STOKES ?
Nous nous focaliserons ici sur quelques tests-clés pour montrer que la méthode em-
ployée — le solveur écrit — fournit précisément les solutions attendues dans la géo-
métrie d’anneau sphérique. Etant donnée la complexité intrinséque du probléme de
STOKES, seuls quelques cas simples, pourvus d’une solution analytique, ont été en-
visagés ; il s’agit de résoudre I'équation (2.7) tout en satisfaisant a la condition (2.5),
avec p = 1 et Ra = Co = 0. La véritable validation finale — le benchmark — de 1’ou-
til numérique (équations de conservation couplées) ne sera présenté qu’au 3.3. En
outre, si de multiples tests ont été effectués dans les différentes géométries rendues
possibles par 'outil (cf. p. 103), seuls les cas en géométrie annulaire compléte (d = 1
ou 2, Af = 2r) seront présentés dans cette sous-section.

Notons qu’aucune information sur la convergence de la méthode ne sera don-
née ici, puisque celle-ci (SIMPLER) n’est qu'un élément — le lisseur — du solveur
multigrille final. Cet aspect ne sera donc abordé qu’a la sous-section suivante.

Rotation solide

Un test simple mais instructif est d’imposer une vitesse azimutale proportionnelle
au rayon au niveau de la surface interne et de la surface externe de ’anneau :

Vo(Ty) = kR;, Va(Te) = kR, keR, (3.8)

La solution devant étre obtenue est une rotation de type solide rigide, c’est-a-
dire :
V,.(7,0) =0, Vy(7,0) =kr,  ¥(70) €D, (3.9)
k étant la vitesse angulaire du milieu.

La figure 3.2 présente un exemple de résultat pour une rotation unitaire (k = 1).

Pour illustrer la qualité de la réponse du solveur a cette solicitation de rotation
solide, diverses informations sont données sur les deux composantes de la vitesse.



3.2 Apercu des tests numériques 157

Pour ‘N/T, la moyenne est évaluée a chaque rayon r;, ainsi 'amplitude maximale (fig.
3.2a). Pour Vj (fig. 3.2b), Perreur RMS (ek,,4) est représentée :

ng 2
1

enrs(Vo) = n—@Z(f/;j—kﬁ)Q . ie[Ln]. (3.10)
j=1

Au regard de la figure 3.2a, les plus grandes erreurs sur la vitesse radiale —
courbes en tiretés — sont de I'ordre de grandeur de la tolérance choisie pour le solveur
et croissent logiquement lorsqu’on s’éloigne des bords, sur lesquels sont appliquées
les conditions aux limites (3.8). Les valeur moyennes — qui s’identifient ici aux er-
reurs moyennes, puisque la solution est \N/T(f, 0) = 0 — suivent globalement la méme
tendance, mais leur amplitude est trois ordres de grandeur en dessous de celle des
erreurs maximales. Cette caractéristique s’explique non seulement par le calcul de
moyenne, qui va « artificiellement » améliorer les valeurs, mais aussi par le fait que
la moyenne de la vitesse radiale, & un rayon donné, se doit d’étre nulle, par conser-
vation de la masse’, et refléte donc directement cette propriété. Cest d’ailleurs sur
cette derniére qu’est basé le critére de convergence de l'algorithme SIMPLER. Dans
les deux cas, les ruptures de pente brutales sont dues au changement de signe de
I'erreur (ici représentée en valeur absolue). L’écart entre ces deux courbes, pour une
tolérance donnée, est une mesure de la dispersion des valeurs : celle-ci diminue avec
la précision du solveur et devient quasi-nulle lorsqu’on tend vers la précision nu-
mérique ®. L’erreur quadratique moyenne sur 179 (fig. 3.2b) est nécessairement plus
importante, puisqu’elle est un résultat plus intriqué de la conservation de la masse
et de la quantité de mouvement. Toutefois, sa valeur est de I'ordre de grandeur de
la tolérance choisie, ce qui est souhaitable. La encore, les erreurs sont minimales au
voisinage des limites.

Le comportement de rotation solide est théoriquement indifférent au champ de
viscosité utilisé. Numériquement, cela se vérifie exactement quelle que soit la valeur
mise pour 777 ; le cas présenté ci-dessus a été réalisé dans des conditions isovisqueuses
(c-a-d. n = 1). La figure 3.3 illustre l'effet d’une viscosité variable avec le rayon.
Pour cela, la loi de viscosité choisie est de type exponentielle en température (loi de
FRANK-KAMENETSKII) avec un profil de température conductif (tel que T(Fl) =1,
T(I'.) =0, H = 0). Les profils d’erreur RMS sur Vj sont visibles sur la figure 3.3a,
de méme que les profils de viscosité correspondants (fig. 3.3b).

Ainsi, la variation de la viscosité avec le rayon va impliquer des zones de plus
en plus visqueuses — « rigides »— & mesure que I'on s’approche de la surface externe.

7. Ceci est valable puisque l'on a deux surfaces imperméables : cf. condition (2.77).

8. Dans l'outil CHEOPS-2D, tous les calculs portant sur les nombres & virgule flottante sont
effectués dans le standard IEE double précision (c.-a-d. 15 & 16 chiffres décimaux significatifs :
représentation de chacun de ces nombres sur 64 bits).

9. La vitesse de convergence vers la solution est cependant variable. . .
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FIGURE 3.2 — Mesure de la réponse du solveur en rotation solide (milieu isovis-

queuz). (a) Profils de vitesse radiale (V,) : les lignes en trait plein correspondent
auz profils moyens (en valeur absolue) alors que celles en tiretés identifient les vi-
tesses radiales de plus grande amplitude, pour chaque rayon. (b) Profil d’erreur RMS
sur la valeur de la composante azimutale de la vitesse (‘N/g) Les symboles désignent la
tolérance du solveur employée (c.-a-d. sur le résidu de continuité dans SIMPLER) :
A =10 0=10°% o = 107'° O = 1,5.107". Paramétres géométriques et
numériques : f = 0,5, A0 =27, d =2 ; n, = 32, ng = 256.
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FIGURE 3.3 — Mesure de la réponse du solveur en rotation solide : viscosité variable
radialement. (a) Erreur RMS sur la vitesse azimutale. (b) Profils de viscosité corres-
pondants. L’épaisseur croissante du trait indique un contraste de viscosité An de plus
en plus fort, successivement : 1 (isovisqueux, courbe tout a droite), 2,2.10%, 1,2.106
et 4,9.10%. Les carrés suivent la méme logique de symbole qu’a la figure 3.2 (c.-a-d.
tolérance du solveur de 107%). Parameétres identiques a ceuz de la figure précedente.

Celles-ci seront donc beaucoup plus facilement sujettes !’ & un mouvement de rota-
tion solide que les zones peu visqueuses, proches de la surface interne. C’est pour
cette méme raison que ’on observe des profils d’erreur de plus en plus « faibles »
quand les profils de viscosité correspondants sont de plus en plus « forts ».

Cisaillement simple

Une autre solution analytique simple est 1’écoulement induit par la rotation dif-
férentielle des deux surfaces de I’anneau. Une dérivation élégante de la solution a ce
probléme est présentée dans l'ouvrage de Landau et Lifshitz (1989), en géométrie
cylindrique (p. 55 de 'ouvrage) ou sphérique ' (p. 65), pour un fluide isovisqueux
et incompressible.

En généralisant cette approche pour un profil de viscosité simple du type n = 7"
tel que n € [—1,1], on trouve, en géométrie annulaire munie des conditions aux
limites suivantes (surface interne immobile et surface externe en rotation uniforme) :

Vo(L) =0, Vy(l.) =kR., keR, (3.11)

10. dans le processus numérique
11. donc valable aussi pour ’anneau sphérique, si I'on se restreint a la zone équatoriale de la
coquille. . .
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une solution de la forme :

‘/;"(fv 0) = 07 %(f7 6) = Rd+n+1 . Rd+n+1

d+n+1 d+n+1
BT e
(3.12)

La figure 3.4 présente un exemple de test en cisaillement du solveur, pour le
cas simple n = 0 et montre, la-encore, le bon accord des résultats obtenus avec les
solutions théoriques. Le probléme extréme du cisaillement reste cependant moins
simple physiquement — donc numériquement — que celui-ci de la rotation solide et,
a maillage identique, les erreurs sont un peu plus importantes, notamment a la base
de I'anneau. Ceci est un des (nombreux) points sur lesquels le solveur développé
mériterait d’étre amélioré. Toutefois, nous verrons plus loin que la version présentée
dans cette thése s’est avérée largement suffisante pour la résolution du probléme de

convection thermique (cf. benchmarks dans la derniére partie de ce chapitre).

Couplage de V, et ‘79

Le test final, que nous ne ferons simplement que mentionner ici, consiste a vérifier
une partie du couplage des deux composantes de la vitesse. Il s’agit d’ajouter une
composante 17} non nulle aux configurations en cisaillement précédemment exposées.
Par exemple, le choix ‘77« = 7% permet de ne pas affecter I’équation de continuité
[éq. (2.5); rappelons que p = 1 ici]. De plus, comme pour tous ces tests simples,
I’équation de la chaleur n’intervient pas; le probléme de STOKES est donc linéaire,
ce qui permet d’utiliser le principe de superposition '°.

Ainsi, Pécoulement V' = #/7 ne doit pas modifier le précédent [éq. (3.12)] : les
deux doivent se superposer. Aux équations (3.11) seront ainsi adjointes les conditions
aux limites suivantes :

V.(I;) =R V() =R (3.13)
Dans tout le domaine D, \N/,, doit avoir la forme requise.

Un test ultime aurait pu étre le cas — classique en mécanique des fluides — de la
cavité entrainée [Af < 2m et k = 0 dans 'équation (2.78), avec p. ex. Vyp(I;) = 0
et Vyp(T.) # 0, cf. éq. (2.77)]. Toutefois, il n’existe pas, & la connaissance de I'au-
teur, de solution simple & ce type de probléme de STOKES (en dehors des benchmark
numeériques), qui plus est en géométrie d’anneau sphérique. Comme mentionné pré-
cédemment, la phase logique suivante pour le test du solveur de I’écoulement est la
confrontation & des solution numériques — tabulées — dans le cas du probléme de
convection thermique.

12. déja utilisé pour déterminer 1’écoulement entre deux sphéres en rotation (cf. paragraphe
précédent)
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FIGURE 3.4 — Mesure de la réponse du solveur en cisaillement. Exemple du cas

d=2,k=2etn=0 [ég. (3.12)]. (a) Erreur RMS relative sur la vitesse azimutale ;
noter les valeurs artificiellement élevées vers la base (% — 0). Les traits pleins
correspondent ¢ une tolérance du solveur de 107° et ceux en pointillés, & une tolérance
de 10710 ; les symboles « + » et ® correspondent respectivement & des résolutions
spatiales (n,,ng) de (32,256) et (64,512). (b) Exemple de profils de vitesse théoriques
obtenus a partir de l’équation (3.12). Les symboles ont la signification suivante pour
les couples (n,d) : A =(0,1) =(—1,2),0=(0,2) = (1,1), v=(1,2), o = (—1,1).
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3.2.2 Performance du solveur multigrille

Nous présentons ci-dessous quelques exemples de caractérisation du solveur mul-
tigrille couplé a l'algorithme SIMPLER (notation « MG-SIMPLER » dans la suite),
mis en place pour la résolution de I’équation de STOKES. Celui-ci, décrit en partie
au chapitre précédent (cf. 2.2), occupe une place centrale dans le code CHEOPS-
2D, tant par la durée qui y a été consacrée durant la thése que par la proportion
significative du temps de calcul qu’il représente au sein de I'outil numérique.

Le premier exemple illustre 1’accélération obtenue sur la convergence de la mé-
thode itérative par rapport a la technique de base SIMPLER, c¢’est-a-dire par rapport
a l'algorithme MG-SIMPLER pour un seul niveau de grille (pas de grille grossiére
du tout). Rappelons que le solveur est automatiquement stoppé via le passage de
la norme « infini » des résidus sur V,, Vj et V - (p ‘7) Or, c’est sur le troisiéme
qu’est basée la convergence de SIMPLER (il s’agit du terme source de masse sur
lequel est basée la correction de pression, cf. 2.2.2). Une comparaison rigoureuse des
deux méthodes requiert donc un arrét la convergence sur ce seul critére au sein du
solveur multigrille. Nous pourrions nous contenter de comparer la décroissance de
grandeurs caractéristiques en fonction du temps de calcul sur une méme machine.
Mais une quantité plus significative et classiquement utilisée est le nombre équi-
valent sur SIMPLER d’itérations de grille fine pour MG-SIMPLER. L’idée est que,
en négligeant le « temps » de calcul consommé par les opérations de prolongation
et de restriction entre les grilles, une itération sur une grille deux fois plus grossiére
(n,/2,mp/2) que le maillage de base (n,,ny) — le seul pour SIMPLER - « cofite »
environ quatre fois moins de temps de calcul. Sur la base de ce raisonnement, on
peut montrer, par exemple en s’aidant de la figure 2.18, les formules suivantes de

calcul du nombre équivalent d’itérations de grille fine ngy(e) pour les trois types de
cycles (V, W et F) implémentés dans CHEOPS-2D :

i emax_l
1 1%
TLGF<V) = V1+4 (V1+V2) Z E+4€n?€m], (314>
L =2
¢ -1
nee(W) = v1+2 ZZ; ol + 2‘€max+1] ) (3.15)
4 -1
N~ v+ (-1 loax — 1
nor(F) = |y Pty L )] (3.16)
L (=2

avec, rappelons-le, 11 le nombre d’itérations de pré-relaxation du lisseur (SIMPLER),
vy celui correspondant a la post-relaxation et vy le nombre d’itérations sur la grille la
plus grossiére. £ est I'indice — le rang — de la grille (fig. 2.18), pour un cycle basé sur
oy grilles. Le cas /,,,, = 1 correspond & SIMPLER sans multigrille (v itérations).
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La figure 3.5 présente ainsi un exemple d’évolution du résidu de continuité (son
maximum en valeur absolue sur tout le maillage) pour un probléme simple mais
pour un maillage a haute résolution, dans le cas d’un cycle V et pour différentes
quantités totales de grilles considérées. Ainsi, la seule correction de grille grossiére
(c.-a-d. £, = 2) permet déja un gain considérable en vitesse de convergence. Plus le
nombre de grilles est important, plus 'efficacité de la méthode multigrille est révélée.
Les derniéres courbes sont cependant confondues sur ce graphe : dans ce cas simple
d’écoulement, qui plus est isovisqueux, la méthode est optimale pour une hiérarchie
de 5 grilles [le niveau le plus grossier est ici de taille (8,16)] et un gain négligeable
est obtenu avec plus de niveaux de grille. On corrige ainsi la majeure partie des
composantes (longueurs d’onde) des erreurs en méme temps (c.-a-d. au sein d’un
cycle). En complément, la figure 3.6 présente un cas de figure similaire, mais pour
deux types de cycles (V et W). Dans ce cas simple, la vitesse de convergence optimale
a été trouvée pour un cycle minimaliste V(1,1).

Dans les cas a viscosité variables, non présentés dans cette partie synthétique de
tests, l'efficacité du multigrille s’avére moindre, cependant, et nécessite de recourir
non seulement a une quantité d’itérations de relaxation parfois plus importante, mais
surtout & un nombre de (corrections de) grilles (grossiéres) moindre. L’inconvénient
des méthodes multigrille géométriques réside, en effet, dans leur sensibilité et leur
perte « rapide » d’efficacité pour des variations fortes des coefficients d’une cellule
a l'autre. En effet, cette information & courte longueur d’onde est rapidement « mal
pergue » sur les grilles plus grossiéres (probléme di notamment aux restrictions
successives qui la détériorent); l'erreur associée est donc réduite beaucoup moins
efficacement, voire méme augmentée si le nombre de grilles est trop élevé : les erreurs
remontées, pour la correction de grille grossiére récursive (cf. 2.2.3) perdent alors de
leur sens. La solution est, par exemple, une amélioration des opérateurs de grille
grossiére (approximation de GALERKIN, cf. Briggs et al., 2000) ou de transferts
(prolongation /restriction).

En conclusion, dans le cadre de cette thése, il a été trouvé que, dans des cas plus
réalistes de simulations de convection thermique dans un anneau complet (d = 1
ou 2) comme en géométrie cartésienne, la méthode est performante (idéalement
optimale) pour des cycles V(2,1) sur toute la hiérarchie de grilles, soit pour /., =
log, [min(n,, ny)] niveaux de maillage, dans les cas isovisqueux et a variations de
viscosité modérées (T < 8, environ). Pour les cas & variations plus importantes de
viscosité, on choisira par exemple des cycles V(3,2), avec une a deux grilles de moins
que le nombre maximal. Pour ce qui est des fortes variations de viscosité, on prendra
trois & quatre grilles au maximum. Dans ce cas, le cycle W devient plus stable et
performant que le cycle V; le cycle F confére également une certaine robustesse au
solveur dans cette configuration. Cependant, si le schéma de parcours des différents
niveaux de grille — qui conditionne la stabilité dans ces cas de figure — est comparable
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FIGURE 3.5 — Performance du solveur multigrille couplé (MG-SIMPLER) par rap-
port a la méthode SIMPLER. La décroissance de la norme <« infini » du résidu de
continuité est représentée en fonction du nombre d’itérations de grille fine [cf. éq.
(5.14)], pour différentes quantités de grilles employées considérées dans la hiérarchie
de corrections de grille grossiére de l’algorithme multigrille. f = 0,8, A = 7/6,
d =1, n, = 128, ny = 256. Cycles multigrille V [(v1,v2,19) = (2,1,15)/, tolé-
rance du solveur fizée a 10711, Cet exzemple correspond & des champ initicux (‘7,13’,
etc.) « aléatoires » pour une configuration telle que [’écoulement solution est nul.
La comparaison a été réalisée pour des parameétres idéalement optimauxr dans les
deux méthodes (nombre d’itérations de GAUSS-SEIDEL sur les vitesses, pressions et
corrections de pression au sein du lisseur, parameétres de relaxation w associés, etc.).
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V(1,1) —e—
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FIGURE 3.6 — Exemple de variation de la vitesse de convergence du solveur mul-
tigrille selon le type de cycle. La décroissance de la norme <« infini » du résidu de
continuité est représentée en fonction du nombre d’itérations de grille fine [cf. éq.
(5.14) et (3.15)], pour différents types de cycles considérés dans 'algorithme MG-
SIMPLER [cycles V (vy,vs) et W(v1,15) ; vy = 15]. Mémes parameétres et cas d’étude
qu’a la figure 5.5.
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a celui mis en ceuvre au sein du cycle W (cf. fig. 2.18), le cycle F est, en revanche,
plus léger en terme de nombre d’itérations de grille fine. Ainsi, on choisira des cycles
F(3,2), avec /.. = 3 a 4 dans ces cas de figure. Si le but de CHEOPS-2D n’est pas
spécialement de traiter de trés forts contrastes de viscosité — il fonctionne tres bien
pour des valeurs de T jusqu’a 17 ou un peu plus — des simulations extrémes ont
cependant pu étre menées avec des contrastes globaux importants, typiquement de
lordre de An = 10'? (soit Y ~ 27,6), pour une résolution raisonnable en terme de
temps de calcul (n, = 64, ng = 512), avec toutefois un nombre de RAYLEIGH a la base
relativement faible (3-107). Ce dernier, outre le fait de modérer la résolution spatiale
nécessaire, permet surtout de ne pas avoir un écoulement a trop petite longueur
d’onde dans ce cas. Les contrastes locaux de viscosité, les plus problématiques pour
la méthode multigrille, sont ainsi acceptables.

Pour plus de détails sur 'optimisation d’un solveur multigrille (avec viscosité va-
riable ou non), le lecteur pourra par exemple consulter le paragraphe 1.2 de ’annexe
A1 de la these de Deschamps (1997). Des méthodes particuliérement performantes
pour « digérer » les forts contrastes de viscosité ont plus récemment été élaborées,
notamment par Tackley (2008), en particulier la réalisation d’un schéma optimal de
prolongation de pression. Celles-ci sont discutées plus en détails dans I'ouvrage de
Gerya (2010). Enfin, des méthodes qui ont fait leurs preuves dans d’autres domaines
et réellement prometteuses pour la géodynamique sont celles dites de multigrille
algébrique ™ (cf. p. ex. Briggs et al., 2000, pour une introduction). En deux mots,
celles-ci, par ailleurs particulierement efficaces pour les grilles hautement déstruc-
turées ou irréguliéres, ne sont pas perturbées par des modes a haute fréquence de
Perreur qui peuvent persister sur la grille fine en raison d’une mauvaise remontée
d’information par les corrections de grille grossiére (c’est le cas en viscosité fortement
variable). En effet, la définition d’un niveau de grille grossier repose alors non plus
sur une agglomération géométrique de cellules (quatre par quatre, dans notre cas)
mais algébrique : il s’agit de rassembler, sur un méme niveau, des zones non indépen-
dantes (notamment de valeurs de résidus comparables). La localisation géométrique
des cellules rassemblées ainsi est donc a priori inconnue et évolutive.

Le dernier point qu’il convient de discuter dans cette partie est I’évolution de
lefficacité du solveur multigrille couplé par rapport a la méthode SIMPLER en
fonction de la taille du maillage. En effet, le temps de calcul d’'une méthode itérative
de type GAUSS-SEIDEL (employée au sein de SIMPLER dans notre cas) ou JACOBI
est théoriquement proportionnel au carré de la plus grande étendue du maillage
[max(n,, ng)|. Cependant, une propriété fondamentale de la méthode multigrille est
de réduire (idéalement) toutes les longueurs d’onde a la fois (au cours d’un cycle).
On montre que le temps de calcul s’en trouve directement proportionnel au nombre

13. Dans notre cas, il s’agit d’une méthode multigrille dite géométrique, classique.
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d’inconnues (donc de cellules ; trois inconnues par cellule pour le solveur : ‘N/T, \N/r, )
Alinsi, cette évolution théoriquement linéaire implique que le solveur multigrille doit
étre d’autant plus efficace, par rapport & SIMPLER, que le maillage est important.
On comprend ainsi toute I'utilité de ces méthodes pour les codes tridimensionnels !
Ceci est illustré a la figure 3.7, qui montre que la méthode multigrille implémentée
dans CHEOPS-2D s’avere efficace ; elle vérifie remarquablement la propriété fonda-

mentale énoncée précédemment.
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FIGURE 3.7 — Efficacité du solveur multigrille couplé (MG-SIMPLER) par rapport a
la méthode SIMPLER en fonction de la taille du maillage. Le temps de calcul (croix
noires) est représenté en fonction du nombre de cellules du domaine physique du
maillage (c.-a-d. n.xng). Les courbes en pointillés correspondent a l’ensemble des va-
leurs ; elles se lisent avec les axes de gauche et du bas (logarithmiques). Les courbes en
tiretés correspondent, elles, a un détail de ces points (visualisation avec les azes droit
et du haut, linéaires). Mémes parametres et cas d’étude qu’a la figure 3.5. Ici, 6 dif-
férentes tailles de maillage ont été testées, (n.,ng) = (8,16), (16, 32),...,(256,512) ;

tolérance du solveur fivée a 10710,
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3.2.3 Conduction thermique et solutions analytiques

Nous présentons ici deux exemples de tests fondamentaux pour le traitement de
I’équation de la chaleur dans le cas d'un champ de vitesse nul (c.-a-d. advection
inexistante). La méthodologie numérique employée a été décrite au 2.3.2. Il s’agit
d’une part de s’assurer que la solution numeérique, pour un probléme donné (jeu de
conditions aux limites en température, par exemple) converge bien vers la solution
attendue. D’autre part, il importe de vérifier que 1’évolution temporelle associée est
correctement décrite.

Considérons dans un premier temps 1’équation de la chaleur [éq. (2.14)] en régime
stationnaire. Dans I’état purement conductif et pour un fluide & propriétés constantes
(k), celle-ci devient une équation de POISSON :

V2T = —H. (3.17)

Considérons le probléme d’un domaine homogéne maintenu a des températures
constantes T(I';) = 1 et T(I.) = 0 sur ses bords. La solution & ce probléme, via
I'intégration de I’équation (3.17) est extrémement simple dans le cas de 'anneau
cylindrique. Dans le cas d’une coquille sphérique, les développements sont un peu
plus longs [p. ex. Schubert et al. (2001), éq. (7.7.6)]. En généralisant le raisonnement
a notre domaine annulaire habituel, on trouve la solution suivante pour le profil de
température conductif :

Pt - TR 1
I Y(R,) — n'“"Y(R,)
. H { (=1)?1n*"*(R;)R? + In*"*(R,)R?
2(d + 1) In*"*(R./R;)
(d—1)R;+(d—2)In R,

(R [ (R)

@) 7)

+(d - 1)R;R. — f2}

:|3—2d '

(3.18)

Rappelons que, dans notre cas, on a f := R;/R. et R, — R; = 1. Par exemple,
dans le cas d'un chauffage interne nul, la forme ci-dessus se simplifie grandement.
On a alors :

iond(f, 1) = w et iond(f, 2) = ﬁ (% +f- 1) . (3.19)

La forme (3.18) a permis de tester systématiquement le comportement en conduc-
tion (radiale) de CHEOPS-2D. Un cas simpliste & conductivité variable k = 1/7 nous
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permet également de dériver une solution analytique. En géométrie d’anneau cylin-
drique (d = 1), le profil de température obtenu est linéaire [T,,.q(7,1) = 2 — 7] et
permet ainsi de « mimer » une conduction en géométrie cartésienne (effets de cour-
bure annulés) ; pour le cas sphérique, la solution est exactement celle obtenue avec
la forme (3.18) pour d = 1 et H = 0. Notons que, avec cette loi radiale inverse
pour la conductivité thermique, le schéma discret [cf. éq. (2.3.2)] permet de récu-
pérer la valeur exacte de la conductivité thermique aux interfaces des volumes de
controle, puisqu’une moyenne harmonique a été employée pour reconstruire celle-1a.
Ceci apporte une propriété intéressante de ce test : il s’agit de tester la conduction,
numériquement calculée, sans aucune approximation sur le profil réel de conductivité
imposé.

La figure 3.8a présente un exemple de cas testés dans les configurations mention-
nées ci-dessus. Sans entrer dans les détails, ’accord est globalement bon entre les
solutions théoriques et les approximations numériques obtenues pour celles-ci (moins
de 0,01 % d’erreur). Cette comparaison nous ameéne toutefois & une observation in-
téressante sur I'anneau sphérique. En effet, non seulement la solution obtenue ici est
rigoureusement identique & celle & laquelle on parviendrait avec une coquille sphé-
rique compléte — c’est la 1'un des nombreux avantages de cette géométrie 2D — mais,
en outre, la comparaison avec I’anneau cylindrique (d = 1) montre que, pour de
mémes conditions, les profils de température obtenus sont systématiquement plus
« froids » en anneau sphérique qu’en anneau cylindrique. Ceci est la conséquence
physique de la différence de jacobien des systémes de coordonnée (J = r?, cf. 2.1.3) :
J controle la variation des volumes élémentaires et donc 1’évolution du « confine-
ment » de ’énergie thermique en fonction du rayon dans le domaine géométrique
2D. Aux abords des frontiéres de celui-ci, les profils se confondent bien str en raison
des conditions aux limites.

Un test de comportement en temps de la diffusion dans une coquille sphérique
— donc dans un anneau sphérique également — initialement froide [T'(t = 0) = 0] et
chauffée par la base [T(I;,t) = 1] est présenté ci-dessous. La solution analytique a ce
probléme peut étre obtenue via un développement en série de FOURIER ' [Carslaw
et Jaeger (1995), éq. (4), p. 233|. Elle s’exprime ici de la maniére suivante :

~ R; 2R & — .
Tcond(,],;, 2’]5) - [R L1 7” — Z Sln n'ﬂ' r )] e anﬂ-zt. (320)

n=1

Lorsque t tend vers l'infini, la forme précédente tend bien entendu vers I’équilibre
stationnaire (3.19). La figure 3.8b montre ainsi la progression du profil de tempé-

14. La solution en série de FOURIER converge rapidement a temps longs, mais mal a temps courts,
pour lesquels il est préférable d’utiliser un développement en somme de fonctions erreur (Labrosse,
communication personnelle).
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FIGURE 3.8 — Tests analytiques sur la diffusion thermique. (a) Profils de tem-
pérature a l’état stationnaire dans différentes configurations géométriques (d = 1
ou 2) et thermiques (conductivité thermique variable, chauffage interne) : solutions
analytiques et valeurs discretes. (b) Evolution temporelle du profil de température
d’une coquille sphérique homogéne, initialement froide (T = 0), chauffée par la base
[T(T;) = 1/, pour différentes itérations (« it. » ). Les courbes correspondent a la so-

lution analytique [éq. (3.20)]; les points indiquent les valeurs numériques obtenues
(d=2;0f~1,736-107%). f = 0,5, n, = 32, ng = 256, A§ = 2r.
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rature trouvée, a différents instants (c.-a-d. itérations temporelles). La conduction
thermique semble donc non seulement conduire & la solution finale (stationnaire)
correcte, mais, en outre, I’évolution temporelle qui y méne est bien celle attendue.
Rappelons, au passage, que le temps ¢ est adimensionné par rapport a la durée ca-
ractéristique de la diffusion, td [cf. éq. (1.117)]. La derniére courbe de la figure 3.8b
(10 000 itérations, soit une durée d’environ 1,736 td) correspond donc & un équilibre
thermique largement atteint. Le pas de temps CFL conductif [éq. (2.96)] s’est, par
ailleurs, révélé extrémement robuste. Cependant, par précaution, dans CHEOPS-
2D, il sera toujours choisi & 90 % de sa valeur optimale. Il en ira de méme pour celui
impliqué dans 'advection.

3.2.4 Minimisation de la diffusion numérique dans 1’advec-
tion

Nous présentons ici I'intérét des méthodes & haute résolution pour la descrip-
tion de I’advection thermique. Ainsi, une caractérisation quantitative de la diffusion
thermique avec un schéma amont simple sera présentée ; puis, un exemple-clé d’ad-
vection d’un échelon de température dans un anneau viendra appuyer notre propos
sur I’apport des corrections a haute résolution sur le schéma amont classique. Enfin,
I'intérét d’une subdivision spatio-temporelle de I'advection sera présenté. Dans tous
les cas, la diffusion thermique a naturellement été annulée dans les calculs.

Meéthode a haute résolution

Comme nous 'avons évoqué précédemment, la méthode amont, intuitive, est
cependant sujette a une diffusion numérique particuliérement importante. Il est ins-
tructif de caractériser celle-ci dans le cas de notre géométrie annulaire. La figure
3.9 présente ainsi un exemple de test d’advection circulaire d'un échelon de tem-
pérature, pour différentes résolutions de maillage. Une rotation de type solide [éq.
(3.9)] est ainsi appliquée jusqu'a ce que I'anomalie initiale ait subi 20 révolutions
complétes dans I'anneau. A chaque tour effectué, le profil azimutal de température
(ici au niveau du rayon moyen de ’anneau) est représenté.

Nous constatons une propriété classique de la méthode upwind en maillage iso-
trope et régulier : I’échelon thermique n’est pas conservé et une certaine diffusion
numérique — artificielle — apparait ; la symétrie du schéma discret et du maillage font
que 'anomalie de température se transforme rapidement en une gaussienne qui va
progressivement s’étaler latéralement. En outre, la largeur de celle-ci tend asymp-
totiquement vers une certaine limite. Ce comportement, certes de plus en plus lent
et de moins en moins problématique, reste cependant important sur un maillage fin
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FIGURE 3.9 — Effet de la diffusion numérique sur l’advection d’un échelon de tem-
pérature en schéma amont. L’anomalie thermique initiale correspond a une tempéra-
ture constante (unitaire) radialement, sur une largeur d’environ 11,25°. Pour chaque
graphe, les différentes courbes représentent le champ de température au rayon cen-
tral de 'anneau [(R;+ R.)/2/, a ’état initial ainsi qu’aprés chacune des 20 rotations
effectuées ; la résolution spatiale (n, X ng) est indiquée. f =0,5, A0 =2m, d = 2.
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[cas (n,,ng) = (128,1024)], ce qui n’est pas souhaitable. L’évolution des paramétres
des gaussiennes correspondant a la figure 3.9 est illustrée a la figure 3.10.
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FIGURE 3.10 — Evolution quantitative de la diffusion numérique en schéma amont.

La variation de la hauteur (température; a gauche) et de la largeur a mi-hauteur

(LMH ; a droite) des courbes gaussiennes caractérisant la diffusion numérique asso-

ciée a ladvection d’un échelon de température (cf. fig. 5.9 ; mémes paramétres). Les

divers types de traits correspondent & différentes résolutions spatiales (n, X ng).

Les techniques a haute résolution, présentées au chapitre précédent (cf. 2.3.3),
permettent précisément de corriger en partie le défaut de la méthode upwind, a
savoir l’estimation trop grossiére de la température des interfaces dans le schéma
discret, tout en conservant ’esprit de cette technique intuitive. En effet, nous avons
montré plus haut que ’écriture discréte employée mettait en évidence des coefficients
classiques d’'un schéma amont, avec un terme source incluant des termes correctifs
provenant de la discrétisation a haute résolution [cf. éq. (2.103)].

La figure 3.11 donne ainsi un exemple de test similaire & celui présenté plus
haut (advection circulaire d’un échelon de température). La déformation artificielle
de I'échelon est visualisée pour différents types de limiteurs de pente associés a la
méthode a haute résolution. Pour comparaison, le cas de référence en schéma amont
est adjoint. Ainsi, aprés une rotation compléte dans 'anneau (échelon revenu au
méme endroit ; fig. 3.11a), la méthode & haute résolution implémentée dans 'outil
CHEOPS-2D donne de bons résultats quel que soit le limiteur de pente qui lui
est associé ; les différences de précision (conservation d’un échelon) restent subtiles,
mais 1'on pressent déja que le limiteur superbee est le plus performant. Ceci se
confirme sur la figure 3.11b, qui montre le méme échelon mais aprés vingt rotations
complétes. Comme dans le cas de la figure 3.9, on constate que l’advection par
la méthode upwind est sévérement diffusive. De méme, aprés un grand nombre de
révolutions dans I'anneau, le limiteur minmod (cf. 2.3.3), le plus « doux », devient
problématique. Contrairement aux autres, il ne respecte plus la hauteur de I’échelon



174 CHAPITRE 3. LE CODE DE CONVECTION : PRINCIPE ET...

de température. Les méthodes MC et géométriques deviennent ici problématiques
pour deux raisons. D’une part, une déformation importante de I’échelon est observée.
D’autre part, celle-ci est asymétrique, ce qui n’est pas souhaitable. Cette déformation
géométrique se comprend aisément au vu de la symétrie présente dans la définition
du limiteur minmod [éq. (2.115)], mais absente dans celle des limiteurs MC, superbee
et géométrique [éq. (2.117), (2.119) et (2.120)].

Il faut rappeler que la diffusion numeérique, qui persiste quelque peu (inévitable-
ment) avec l'utilisation de la technique superbee, reste cependant minime par rapport
a la diffusion réelle — thermique — qui a lieu au cours des transferts de chaleur. Pour
cette raison, le schéma d’advection choisi reste suffisant pour notre étude. En outre,
on peut invoquer les mémes raisons que pour le choix de 'ordre 1 en temps de la mé-
thode explicite (cf. 2.3.2) : étant données les incertitudes importantes existant dans
notre connaissance des propriétés des intérieurs planétaires, il serait illusoire d’es-
pérer décrire parfaitement le transfert thermique au moyen d’un schéma d’avection
idéalement précis. On pourra cependant objecter que, pour un jeu de paramétres
donnés, bien que ceux-ci soient incertains par rapport a la réalité de 1'objet dé-
crit, il est souhaitable de décrire au mieux les phénoménes physiques associés, afin
de ne pas perturber la compréhension des effets résultants par des comportements
faussés (numériquement). En somme, en modélisation numérique, tout est affaire de
compromis, comme partout ailleurs!

Notons, pour finir, que le limiteur superbee ne doit pas non plus étre per¢cu comme
une panacée. En effet, son fort pouvoir limitant le rend particulierement performant
pour ’advection de discontinuités. Toutefois, il faut savoir que cette méthode possede
une tendance — cependant acceptable dans notre cas — & artificiellement accentuer les
variations plus progressives des « zones » advectées (p. ex. Ismail-Zadeh et Tackley,
2010). Ainsi, a terme, un faible gradient va progressivement se transformer en forte
variation (voire en discontinuité). Ce point est important pour les développements
futurs dans CHEOPS-2D et constitue I'un des points-clés & améliorer dans le coeur
de l'outil, avec la robustesse et la performance du solveur mécanique.

Meéthode en flux alternés

Le dernier point que nous présentons concernant le traitement de ’advection
dans CHEOPS-2D est l'intérét de la méthode en flux alternés. Comme nous I’avons
mentionné plus haut, le calcul de la variation de température due a l'advection
simultanément pour les deux directions peut devenir responsable d’une certaine dis-
torsion artificielle lorsque le champ de vitesse « porteur » est oblique par rapport au
maillage. On montre classiquement que, dans le cas d'un maillage orthogonal bidi-
mensionnel, le coefficient (local) de diffusion numérique associé est proportionnel a
la quantité V sin(2«), avec « 'angle entre la direction de I’écoulement (de vitesse
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FIGURE 3.11 — Effet des méthodes a haute résolution sur l’advection d’un échelon
de température. Méme type de représentation qu’a la figure 5.9, ici pour un échelon
initial large d’environ 57,6°; mémes paramétres géométriques. (a) Aprés 1 rotation
compléte; (b) apres 20 rotations. Résolution : n,. = 32, ng = 256. Les couleurs cor-
respondent a différents types de limiteurs de pente. La notation « géom. » correspond
au calcul géométrique des pentes [éq. (2.120)].
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de norme V) et celle du maillage (direction r ou 6 dans notre cas). Le phénoméne
est ainsi maximal pour une advection diagonale par rapport a la grille (cf., p. ex.,
Patankar, 1980, § 5.6).

Ce phénoméne peut étre réduit par ’astuce suivante : si ’on ne peut bien évi-
demment pas changer la direction de ’écoulement («v), il est possible, en revanche, de
diminuer la valeur effective de V. En procédant en un certain nombre de sous-pas de
temps et, qui plus est, alternativement dans les deux directions du maillage, il devient
possible de faire chuter de maniére importante le coefficient de diffusion numérique.
La figure 3.12 illustre notre propos : elle présente un exemple d’advection diagonale
d’une anomalie « sphérique » de température au sein d’une portion d’anneau. Afin
de ne pas conserver trop d’effets — naturels — de « distorsion » de ’anomalie durant
sa remontée vers la surface de I'anneau (jacobien en r?), le maillage est choisi a
faible degré de courbure (f = 0,98, d = 1). En outre, 'advection, dans le cas de
droite, a été réalisé sans subdivision du pas de temps, c¢’est-a-dire simplement selon
les directions r puis 6.

0,0 0,2 04 0,6 0,8 10
Température

FIGURE 3.12 — Advection en flux alternés. A gauche, position d’une anomalie de
température initiale (chaude), « sphérique », dans un milieu homogéne (froid). Au
centre, advection — apres 2400 itérations en temps — de ’anomalie par un champ
de vitesse quasi-diagonal par rapport au maillage (‘Z = 179 =50). A droite, méme
advection, mais en flux alternés (direction r puis ), minimisant ainsi la distorsion
artificielle. f = 0,98, A0 = /90, n, = 128, ng = 256, d = 1.

L’effet de ce changement est déja trés important : la distorsion de ’anomalie
thermique, relativement importante (figure centrale), méme pour le maillage a haute
résolution employé ici, est minimisée par cette simple décorrélation des directions
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de l'advection. L’amélioration qui serait apportée par l'utilisation de sous-pas de
temps serait plus délicate a voir sur ce type de figure. De la méme maniére, une
simulation de convection avec un schéma upwind, pourtant trés diffusif, peut paraitre
visuellement correcte (champ de température, etc.); d’autant plus qu'une diffusion
thermique importante a lieu au sein des couches limites thermiques.

3.3 Eléments de validation finale de ’outil

La véritable validation du code élaboré doit étre menée sur des cas de convec-
tion plus ou moins complexes, pour lesquels seules des solutions numériques (c.-a-d.
tabulées) existent. C’est le principe des benchmarks existant dans la littérature, an-
glicisme que l'on pourrait grossiérement traduire par « simulations de référence ».
Nous verrons que toute la difficulté — en partie liée a la « gourmandise numérique »
de 'auteur qui a souhaité développer un code dans diverses géométries et approxima-
tions thermodynamiques — est de pouvoir valider 1'outil dans suffisamment de confi-
gurations différentes pour commencer & avoir confiance en celui-ci. Les benchmarks
bidimensionnels existant dans la littérature les plus abondants sont cependant, pour
la plupart, en géométrie cartésienne ; d’ou 'importance d’avoir cette possibilité dans
I'outil CHEOPS-2D. Les résultats principaux cités ci-dessous sont donc dans cette
géométrie (benchmarks les plus fiables). Dans le cas des configuration curvilignes
2D (ici anneau cylindrique ou sphérique), nous verrons que les données disponibles
sont bien plus éparses, voire tout simplement inexistantes. A cela s’ajoutent les
différents choix possibles d’approximations thermodynamiques (BOUSSINESQ, ané-
lastique, etc.) et de propriétés fondamentales (p. ex. loi de viscosité).

Le tableau 3.1 présente une vision globale de I’ensemble des cas de figure testés
et accessibles dans la littérature pour la réalisation du benchmarking. Les zones non
testées dans cet espace de paramétres sont donc des données manquantes actuelle-
ment. Cependant, comme nous le verrons plus bas, le respect de certains critéres
(p. ex. conservation globale de I'énergie, via 1’équilibre des puissances thermiques
moyennes a la base et au sommet de 'anneau ou via 1’égalité raisonnable entre les
valeurs moyennes de chauffage adiabatique et de dissipation visqueuse) et le com-
portement global de CHEOPS-2D dans ces configurations laissent penser que le code
permet une modélisation correcte de la convection thermique pour celles-ci.

En outre, bien que certains cas de figure n’aient pas pu étre rigoureusement
testés (absence de données de référence), la validation de l'outil dans les autres
configurations — complémentaires — est rassurante quant a son comportement par
ailleurs. Ainsi, par exemple, des résultats préliminaires encourageants ont été obtenus
avec la comparaison, en géométrie d’anneau cylindrique, des codes CHEOPS-2D et
GAIA (cf. 3.3.2), pour les configurations thermodynamiques BA, EBA et TALA.
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TABLE 3.1 — Résumé des données disponibles pour le benchmarking de CHEOPS-2D.
L’absence de données est indiquée par un « - » ; la notation « ~ OK » indique des
données non publiées (c.-a-d. travail en cours) ou partielles. Les exposants indiquent
que le comportement en temps a €té testé (o) ou que des cas a viscosité variable
avec la température (o7 ) et/ou la pression (o) ont également été examinés. Les cas
cartésiens correspondent au benchmark exhaustif de King et al. (2010), ainsi qu’d
ceux, plus anciens — donc moins vastes — mais complémentaires, de Blankenbach
et al. (1989) et de Travis et al. (1990). Les cas cylindriques correspondent a l'article
de Jarvis (1993) et surtout a un travail en cours mené en collaboration avec Nicola
Tosi (DLR, Berlin). Enfin, les cas sphériques (2D) correspondent a ceux présentés
dans ’étude de Hernlund et Tackley (2008).

Approximation | Cartésien | A. cylindrique | A. sphérique
BA OKT»t ~ OK ~ OKT
EBA OKT” ~ OK -
TALA OKT” ~ OK -
ALA OK” - -

Ceci, associé au fait que le comportement de 1'outil développé est correct en mode
BA dans I’anneau sphérique, laisse raisonnablement penser qu’il en va de méme pour
les modes EBA, TALA (et ALA) dans cette méme géométrie. Cependant, comme
le modélisateur n’est — par définition — jamais str de rien et qu’il finit par douter
de tout (paranoia acquise), nous nous contenterons d’affirmer que, jusqu’a présent,
aucun indice qui suggére que le code contiendrait une erreur fondamentale '° n’a été
détecté.

Un petit bémol. ..

Signalons ici, apres cette présentation optimiste de l'outil obtenu, qu'un pro-
bléme demeure cependant dans CHEOPS-2D. 1l reste, pour 'instant, un mystére
pour l'auteur. Le solveur multigrille élaboré devient instable dans des configurations
a viscosité variable lorsqu’une condition en bord libre est prescrite sur la frontiére
externe, I'. (et ce indépendamment de la condition mécanique sur I';), pour un an-
neau complet ou bien, de maniére équivalente, pour une fraction d’anneau munie de
conditions aux limites latérales périodiques. SIMPLER seul (c.-a-d. une seule grille)
fonctionne trés bien dans cette configuration ; mais le maillage accessible ne peut étre

15. L’avenir nous le dira; c’est un risque qu’il faut cependant accepter! De méme que lidée
que les données produites sont nécessairement entachées d’erreurs, qu’il faut idéalement chercher
a minimiser. . .
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qu’a résolution faible si ’on souhaite conserver des temps de calcul raisonnables. Ce
probléme, qui semble pourtant simple, a déja fait perdre tant de cheveux a l'auteur
qu’il a été décidé de laisser ce cas de coté — temporairement ! Cependant, les cas en
bord rigide sur I'., quelles que soient les conditions restantes (I';, viscosité variable
ou non, etc.) ne posent heureusement aucun probléme. . .

3.3.1 Benchmark cartésien

Comme nous I’avons vu au chapitre 2 (cf. 2.1.5), I'outil CHEOPS-2D développé
durant cette thése permet d’accéder a une géométrie pseudo-cartésienne. Il suffit
pour cela de prendre un rapport de courbure f suffisamment proche de I'unité, ainsi
qu'un degré de courbure effectif d égal a 1. Comme nous le verrons plus bas, les
effets curvilignes deviennent alors négligeables et les résultats sont quasi-identiques
a ceux obtenus avec des codes cartésiens purs.

Approximation de BOUSSINESQ classique

Le cas simple de 'approximation de BOUSSINESQ est amplement documenté. De
nombreux tests ont été effectués sur 'outil CHEOPS-2D dans cette approximation.
Nous en présentons quelques-uns ci-dessous. Tout code de convection cartésien doit
commencer par vérifier un benchmark classique et incontournable : celui de Blan-
kenbach et al. (1989). Un certain nombre de cas sont définis dans ce dernier, en
grande partie pour une boite cartésienne de rapport d’aspect unitaire et munie de
bords libres sur toutes ses faces. Celle-ci contient un fluide (Pr — o0) chauffé par
la base [T(R;) = 1] et refroidi par le sommet [T(R.) = 0]; elle constitue le cas le
plus classique de convection de RAYLEIGH-BENARD que 'on puisse imaginer. L’in-
térét de cette configuration simple est qu’elle a non seulement permis de vérifier
que le comportement de CHEOPS-2D était correct en terme de phénoménologie de
la convection, mais aussi que la géométrie pseudo-cartésienne accessible via notre
domaine annulaire donnait des résultats extrémement comparables a ceux attendus
avec un outil purement cartésien.

L’étude de Blankenbach et al. (1989) a défini trois cas isovisqueux qui nous
intéressent : la, 1b, lc, correspondant respectivement & des nombres de RAYLEIGH
de 10%, 105 et 106. Elle fut complétée récemment par celle de King et al. (2010), dans
le cadre d’un benchmark plus général (anélastique). Le tableau 3.2 présente ainsi une
comparaison systématique des résultats de CHEOPS-2D face & ceux d’autres codes
pour les cas évoqués précédemment. Des grandeurs globales sont comparées, a savoir
la température moyenne, < T > et la vitesse RMS, VRMS, mais aussi plus locales :
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le nombre de NUSSELT '® moyen Nu (ici en surface; équivalent a celui a la base
du modéle, a I’équilibre thermique) ainsi que les vitesses maximale et moyenne en
surface, Qigf et < Vot >,

L’accord des données produites par CHEOPS-2D est bon dans ’ensemble, pour
le cas d’'un rapport de courbure f de 0,999. Un cas avec f = 0,9999 est également
inclus et montre un raccord excellent sur le cas cartésien pur. Ceci est visible en
particulier sur la température moyenne qui devient, au sens de la précision requise
pour le benchmark, parfaitement égale a sa valeur théorique de 0,5. Globalement,
nous pouvons constater que les valeurs obtenues avec CHEOPS-2D sont comprises
dans l'intervalle des variations observées entres les résultats des autres codes.

A titre d’exemple, les figures 3.13 et 3.14 illustrent visuellement les résultats ob-
tenus pour les cas la et 1c de Blankenbach et al. (1989). Les champs de température,
de vitesse |via la fonction de courant U, of. éq. (2.6), la composante V, et la vorticité
(6 X ‘N/)] et du second invariant de la contrainte déviatorique 7. La seconde figure
représente les profils associés, moyennés horizontalement. Afin de ne pas surcharger
ces derniers, la discrétisation (noeuds habituels sur les courbes) n’est plus représentée
dans ce cas; la résolution élevée des simulations présentées rend raisonnable cette
représentation. Nous adopterons systématiquement ce choix par la suite, sauf dans
les cas a résolution radiale n, de 64 cellules ou moins. Rappelons (cf. fig. 2.8) que,
dans les figures de champ 2D présentées dans ce mémoire, aucune interpolation n’a
été réalisée, y compris dans les cas avec raffinement de maillage.

Grace a ces figures, nous retrouvons les principaux traits de la convection ther-
mique, qu’il est instructif de commenter un minimum : une cellule de convection
unique (vorticité de signe constant) est ici observée et il y a parfaite symétrie entre
le panache chaud montant et le panache froid descendant (zones a forte valeur ab-
solue de YZ) ; une symétrie centrale qui se retrouve dans tous les champs et profils
présentés. Cet exemple de comparaison montre également le rétrécissement (et a
fortiori la symétrie persistante) des couches limites thermiques chaude et froide,
respectivement a la base et au sommet de la boite, lorsque le nombre de RAYLEIGH
(grossiérement la vigueur de la convection) augmente. Ces zones sont marquées par
de forts gradients de température permettant de « compenser » un intérieur iso-
therme en moyenne (flux advectif dominant). Dans le cas 1c, les couches limites
thermiques (p. ex. flux conductif dominant) sont rendues trés fines par la poussée
des panaches qui viennent véritablement s’écraser et s’étaler sur les bords horizon-
taux de la boite; cette caractéristique est marquée par des bosses sur le profil de
température moyen et des gradients importants dans les profils de températures
extrémes.

16. Il s’agit, par définition, du rapport du flux de chaleur réel (convection thermique) a celui
qui serait observé dans un état purement conductif. Dans le cadre cartésien, il s’identifie donc
simplement au flux de chaleur adimensionné.
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TABLE 3.2 — Comparaison des résultats de CHEOPS-2D en géométrie quasi-
cartésienne (f = 0,999; Ry = 1) avec ceux d’autres codes : approximation de
BOUSSINESQ. Les valeurs sont extraites du benchmark de King et al. (2010). Les
codes indiqués par UM (P.E. van Keken — University of Michigan), VT (S.D. King
— Virginia Tech), CU (W. Leng et S. Zhong — University of Colorado) et CT (E.
Tan — Caltech) reposent sur la méthode des éléments finis alors que ceux indiqués
par CZ (N. Tosi — Charles University ) et KS (M.C. Kameyama — Ehime University)
sont basés sur celle des volumes finis (pour les détails, cf. King et al., 2010). Les
cas 1(a), 1(b) et 1(c) du benchmark de Blankenbach et al. (1989) sont également
reportés. Dans certains cas — indiqués par un « r »— le maillage est raffiné dans les
couches limites thermiques horizontales (6z variable). Pour le code développé durant
cette these — CHEOPS-2D : n, = ny et n, = n,. Pour comparaison, un exemple a
f=0,9999 est indiqué (*).

Code Ng X Nz Ra Nu ‘7RJ\/[S Vr%uarxf < ysurf > <T >

UM 60 X 68r 4,8800 42,9000 61,6000 41,4000 0,5000

vT 64 x 64 4,8900 43,0300 61,6000 41,4000 0,5000

CU 64 x 64r 4,8800 42,9000 61,7000 41,4000 0,5002

cT 64 x 64 104 4,8869 42,8921 61,6623 41,4334 0,5000

Cz 70 x 70r 4,8600 43,2100 62,1700 41,7600 0,5000

KS 128 x 128 4,8814 42,8450 61,5900 41,3980 0,5000

CHEOPS-2D 128 x 256 4,8849 42,8646 61,6276 41,4281 0,4998
Blankenbach 1(a) 4,8844 42,8649

UM 60 X 68r 6,1900 68,2000 97,1000 67,3000 0,5000

vT 64 x 64 6,2000 68,6100 97,1800 67,1000 0,5000

CcU 64 X 64r 6,1900 68,3000 97,2000 67,3000 0,5002

cT 64 x 64 2.104 6,2011 68,2763 97,1841 67,3052 0,5000

Ccz 70 x 70r 6,1600 68,8400 98,0300 67,9000 0,5000

KS 128 x 128 6,1893 68,1750 97,0470 67,2220 0,5000

CHEOPS-2D 128 x 256 6,1969 68,2182 97,1185 67,2881 0,4998

UM 60 X 68r 8,3800 123,9000 173,3000 125,1000 0,5000

vT 64 x 64 8,4100 124,8300 173,2700 125,1700 0,5000

CcU 64 X 64r 8,3900 123,9000 173,2000 125,1000 0,5002

cT 64 x 64 5.10% 8,4111 123,9547 173,2740 125,1729 0,5000

CzZ 70 x 70r 8,3500 125,0200 174,8400 126,3800 0,5000

KS 128 x 128 8,3846 123,7300 173,0000 124,9600 0,5000

CHEOPS-2D 128 X 256 8,4056 123,8592 173,1881 125,1589  0,4998

UM 60 X 68r 10,4900 193,3000 266,4000 198,2000 0,5000

vT 64 x 64 10,5400 195,0800 266,3700 198,2800 0,5000

CU 64 X 64r 10,5000 193,4000 266,3000 198,2000 0,5001

CcT 64 x 64 10,5421 193,4284 266,3764 198,2904 0,5000

cz 70 x 70r 10° 10,4600 195,0000 268,6100 200,2200 0,5000

KS 128 x 128 10,4950 192,8700 265,7400 197,7600 0,5000

CHEOPS-2D 128 x 256 10,5392 193,1980 266,1756 198,2311 0,4998

CHEOPS — 2D* 128 x 256 10,5390 193,2245 266,2139 198,2695 0,5000
Blankenbach 1(b) 10,5341 193,2145

UM 60 X 68r 13,0800 300,5000 408,5000 311,9000 0,5000

vT 64 x 64 13,1900 300,9600 408,7900 312,2800 0,5000

CcU 64 X 64r 13,1000 300,8000 408,5000 312,0000 0,5002

CcT 64 x 64 2.10° 13,1814 300,9805 408,7873 312,2900 0,5000

Ccz 70 x 70r 13,0600 303,1400 411,7800 315,2100 0,5000

KS 128 x 128 13,0890 299,5700 407,0800 310,9000 0,5000

CHEOPS-2D 128 x 256 13,1782 300,3654 408,1621 312,0129 0,4999

UM 60 X 68r 17,4300 537,3000 718,9000 564,2000 0,5000

vT 64 x 64 17,6400 538,9808 720,5100 565,6900 0,5000

CU 64 X 64r 17,4700 538,2000 719,5000 564,8000 0,5002

cT 64 x 64 5.10° 17,6568 538,814 720,4860 565,6980 0,5000

cz 70 X 70r 17,0700 542,8700 726,3500 571,4900 0,5000

KS 128 x 128 17,4420 537,4900 714,9600 561,1600 0,5000

CHEOPS-2D 128 x 256 17,6533 537,1465 718,5242 564,5840 0,4999

UM 60 X 68r 21,5900 834,0000 1104,4000 880,8000 0,5000

vT 64 x 64 22,0200 838,0237 1108,7000 884,5200 0,5000

CcU 64 X 64r 21,6400 836,1000 1106,3000 882,5000 0,5002

CcT 64 x 64 106 21,9848 838,0348 1108,6764 884,5452 0,5000

Cz 70 x 70r 21,0400 842,7800 1116,2700 892,5100 0,5000

KS 128 x 128 21,6040 827,4300 1095,6000 873,7900 0,5000

CHEOPS-2D 128 x 256 21,9992 833,9605 1104,1592 881,7233 0,5000

Blankenbach 1(c) 21,9725 833,9898
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FIGURE 3.13 — Ezemple de champs pour les cas 1a et 1¢ de Blankenbach et al. (1989).
Colonne de gauche : Blankenbach-1a (Ra = 10*) ; colonne de droite : Blankenbach-1c
(Ra = 109). Les isolignes correspondent a la fonction de courant 1; (premieére ligne,
intervalle de 15) et & la valeur de V, (deuzieme ligne, intervalle de 50). f = 0,999,
n, =256, np =128, d=1, Ry = 1.
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FIGURE 3.14 — Exemple de profils moyens pour les cas 1a et 1¢ de Blankenbach et al.
(1989) [1a en rouge, 1c en vert]. (a) Température moyenne, minimale (tiretés) et
mazimale (pointillés). (b) moyen, advectif (tiretés) et diffusif (pointillés). (c) Vitesse
RMS, mazimale descendante (tiretés) ou ascendante (pointillés). Voir figure 3.13
pour les divers parametres.
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Notons enfin la remarquable constance avec la profondeur du flux de chaleur
moyen. Certains pourraient arguer qu’elle n’est due ici qu’a la trés haute résolu-
tion radiale employée (n, = 256). Si ce fait contribue, en effet, au respect de cette
propriété phénoménologique essentielle de la convection, cela n’est cependant qu’un
aspect annexe. En effet, nous verrons plus loin qu'une constance quasi-similaire a
été obtenue pour des cas a résolution radiale bien moindre (typiquement n, = 64 ou
méme 32) 7. Ceci s’explique par un calcul rigoureux des flux de chaleur verticaux
employés pour réaliser ces profils moyens. Ainsi, afin de rester parfaitement cohérent
avec la discrétisation employée pour I’équation de la chaleur, le flux conductif est
calculé avec un schéma au méme ordre en espace (c.-a-d. 2) que celui employé pour
le traitement de 1’équation de conduction. De la méme maniére, le flux advectif est
calculé a partir d'un schéma a haute résolution. Une tentative de calculer un flux
plus précis (dérivée a l'odre 3, etc.) serait vaine puisque la précision dépasserait alors
celle de l'outil : les variations qui pourraient alors apparaitre le long du profil de flux
de chaleur moyen ne seraient qu’une sorte de bruit numérique. . .

L’étude de Blankenbach et al. (1989) fournit également des cas & viscosité va-
riable. Les figures 3.15 et 3.16 présentent les mémes exemples de champ que pré-
cédemment, pour les cas 2a et 2b du benchmark de Blankenbach et al. (1989). Il
s’agit d’examiner U'effet d’une viscosité variable avec la température [loi de FRANK-
KAMENETSKII; cf. éq. (1.151)] et la pression. A nouveau, le cas 2a a été étendu
dans 1'étude de King et al. (2010) pour les approximations BA, EBA, TALA et
ALA. Le lecteur intéressé pourra trouver une comparaison systématique des résul-
tasts de CHEOPS-2D dans ces cas de figure dans 'annexe B (tab. B.18). Celle-ci
rassemble tous les résultats obtenus pour les cas de l'article de King et al. (2010).

Ces figures illustrent que le changement principal apporté par la variations de
la viscosité avec la température est une rupture de symétrie et une augmentation
globale de la température du milieu. En effet, le panache chaud, dans I’exemple
présenté, se trouve associé a des vitesses radiales bien plus importantes que son
homologue froid, en raison de la chute de la viscosité avec la température. Ce fait
est par exemple visible via les isolignes de 17} et les profils de vitesse ascendante et
descendante, mais aussi a travers ’écrasement des lignes de courant dans le panache
chaud. La couche limite thermique chaude s’en trouve ainsi trés amincie (cf. fig. 3.16a
et 3.16¢). En outre, la grande mobilité du panache chaud va, on I'a vu, contribuer
a un réchauffement du milieu convectif plus efficace : le contraste de température
associé est donc moins marqué. En effet, dans la figure 3.16a, ’écart entre les courbes

17. C’est 1a I'un des inconvénients de travailler en géométrie annulaire compléte (Af = 27) : le
nombre de cellules requis est rapidement important, limitant, de ce fait, la résolution radiale. C’est
I'une des raisons de l'existence du raffinement de maillage dans CHEOSP-2D. Une parallélisation
de loutil (réalisation des calculs sur plusieurs processeurs) est prévue, a terme, afin de pallier ce
probléme majeur.
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FIGURE 3.15 — Exemple de champs pour les cas 2a et 2b de Blankenbach et al. (1989).
Ligne du haut : Blankenbach-2a (Anr = 10%); lignes restantes : Blankenbach-2b

(Anr = 2 = 28An,) — Rag,; = 10*. Les isolignes correspondent a celles de la
figure 3.13. f = 0,999, n, =ng =128, d =1, Ry = 1 (premiére ligne) ou Ry = 2,5
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FIGURE 3.16 — FEzemple de profils moyens pour les cas 2a et 2b de Blankenbach
et al. (1989) [2a en rouge, 2b en vert]. Méme signification des différents types de
traits qu’a la figure 3.14. Voir figure 3.15 pour les divers parameétres.
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rouges en trait plein et en pointillés est peu important et 'on observe une absence de
« bosse » dans le profil moyen avant la couche limite thermique froide. La différence
de température moyenne par rapport a la base chauffée est donc moindre que celle
caractérisant la couche limite thermique froide, mais comme 1’épaisseur associée
est aussi plus faible, le flux de chaleur conductif reste comparable dans les deux
couches. La forte augmentation de la viscosité a faible température — en haut de la
couche — explique la formation d’'un zone visqueuse épaisse '® qui participe beaucoup
moins activement a la convection. Il en résulte un découplage partiel de cette couche
avec la partie convective, d’out les petites zones a vorticité négative présentes au-
dessus des deux panaches. Enfin, comme la contrainte convective est directement
proportionnelle & la viscosité, les valeurs fortes de celle-ci se trouvent regroupées dans
la zone froide (trés visqueuse) et au-dessus du panache froid (contraintes normales
importantes et confinement dans le coin de la boite).

Le cas 2b du benchmark de Blankenbach et al. (1989) nous montre que 'effet
de la pression sur la viscosité donne un tendance grossiérement inverse a ce qui a
été mentionné précédemment, avec pourtant, dans ce cas, un ordre de grandeur de
plus pour le contraste purement thermique de viscosité. Globalement, la vigueur de
I'écoulement est moindre (voir, par exemple les profils de vitesse et de flux advec-
tif). La température du milieu est ainsi similaire & celle rencontrée dans le cas 2a.
Une différence importante réside dans I'importance du panache froid : celui-ci, trés
visqueux (puisque & basse température et a profondeur — pression — importante),
est peu mobile et a l'origine de la plus forte zone de contraintes. L’essentiel des
valeurs fortes de vitesse radiale et de vorticité est donc visible dans une zone située
au niveau du panache chaud, bien plus fin et mobile.

A Dinstar de ce que nous avons vu précédemment pour les tests numériques sur
la conduction (cf. 3.2.3), il est important de vérifier le comportement temporel de
CHEOPS-2D pour des solutions convectives. Les données sont bien moindres dans ce
cas. Nous illustrons cette démarche avec la figure 3.17 ci-dessous. Il s’agit des cas B2,
B3 et B4 du benchmark de Travis et al. (1990). Si la géométrie est la méme que celle
requise précédemment, la configuration thermique est ici sensiblement différente :
un fluide est chauffé de Dintérieur (H homogéne) et refroidi par le haut. Le bord
inférieur est thermiquement isolé. Les figures 3.17a et 3.17b — qui sont exactement
celles présentées par Travis et al. (1990, fig. 7 et 13) — ainsi que les profils associés
(fig. 3.17c) nous permettent de retrouver les caractéristiques bien connues de la
convection dans cette configuration dite de RAYLEIGH-ROBERTS : le transfert de
chaleur est dominé par les instabilités (ici une seule, en raison du rapport d’aspect
unitaire de la boite) qui naissent dans la couche limite thermique froide. La remontée
de matériau « chaud » (on devrait plutot dire « moins froid ») n’est que passive, par

18. Il ne s’agit toutefois pas vraiment d’un couvercle stagnant comme dans un cas & contraste
global de viscosité plus éleve. . .
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conservation de la masse. En effet, la condition en flux de chaleur nul a la base résulte
en l'absence de couche limite thermique chaude. Les contrastes de température (cf.
fig. 3.17c) sont naturellement plus forts dans le haut de la boite.

Le test sur le comportement en temps a d’abord porté sur une évolution tran-
sitoire vers un état d’équilibre final stationnaire. Il s’agit du cas B3 du benchmark
de Travis et al. (1990). La simulation est démarrée a partir de la solution obtenue
pour le cas B2 (fig. 3.17a) mais avec une augmentation brutale (instantanée) du
nombre de RAYLEIGH. La solution devient donc instable, oscillante et un nouvel
équilibre va petit a petit s’instaurer. Ce changement temporel est ici visualisé a la
figure 3.17d, & travers la variation de I’énergie cinétique moyenne de 1’écoulement.
Un examen attentif de la figure 13 de Travis et al. (1990) correspondant révéle que
les données issues de CHEOPS-2D sont en excellent accord. Il en est de méme pour
le test, présenté a la figure 3.17e, dans lequel, suite & une variation transitoire, un
état d’équilibre oscillant (statistiquement stationnaire) est atteint. Bien que le détail
de la période transitoire, plus complexe que dans le cas B3, différe un peu de celui
présenté par Travis et al. (1990, fig. 17a), 'état d’équilibre final atteint est trés sem-
blable (cycles a deux périodes, de I'ordre de 0,0044 et 0,0022). Il faut noter que, dans
I'article de Travis et al. (1990), les auteurs admettent une certaine variabilité dans
les résultats obtenus avec les différents codes pour la partie transitoire. Ceci est bien
normal car ces détails fins sont directement dépendants des méthodes numériques
associées et du maillage choisi. Il est raisonnable de penser que, pour des maillages
extrémement fins, tous les codes convergeraient vers le méme comportement transi-
toire, sous réserve d’'un ordre en temps comparable des méthodes et de conditions
initiales identiques. A ce propos, notons que les solutions initiales employées pour
les calculs illustrés dans ce chapitre consistent — sauf mention contraire — en un état

purement conductif muni de petites perturbations pseudo-aléatoires '°.

Approximations en compressibilité non nulle

Le comportement de l'outil est donc validé en approximation de BOUSSINESQ
dans une géométrie cartésienne. L’étape naturelle suivante est la validation dans un
comportement compressible (approximations EBA, TALA et ALA). Un soin particu-
lier a été apporté a cette partie puisque, d’une part, le seul benchmark de convection
compressible actuellement disponible est celui de King et al. (2010), qui reprend — de
maniére exhaustive — le flambeau allumé vingt ans plus tot par Blankenbach et al.
(1989) et Travis et al. (1990) et, d’autre part, la compressibilité a un role central
dans la premiére application de 1'outil CHEOPS-2D (cf. chap. 4).

19. c.-a-d. au sens d’un ordinateur... qui plus est de Fortran 95 (sans changement du germe
d’initialisation, afin de garder une comparaison possible entre deux simulations partant du méme
état initial perturbé)
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FIGURE 3.17 — Test du comportement en temps a ['aide du benchmark de Travis
et al. (1990). Champ de température final (stationnaire) des problémes B2 [Ra, =
38880/ (a) et B3 [Ra,, = 129600/ (b) — contour a 0,01 — et profils associés (c) [cf.
fig. 8.14a]. Evolution transitoire de B2 vers B3 (d) et évolution de B [Ra = 10°]
vers un équilibre statistique (e). f =0,999, n, =ny =128, d=1, Ry =1 (B2, B3)
ou Ry =2 (BY).
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Le tableau 3.3 ci-dessous présente un exemple des résultats obtenus durant la
campagne de tests menée pour comparer les résultats de CHEOPS-2D, dans les
diverses approximations compressibles, avec les données fournies par six autres codes
(éléments ou volumes finis). Notons que ce tableau, correspondant au cas ALA,
ne laisse apparaitre que trois autres codes (UM, VT et CU; cf. tab. 3.2). Il faut
mentionner ici un point important : seuls ceux-ci, dans le benchmark de King et al.
(2010), ont été « capables » de fonctionner dans I’approximation anélastique-liquide
compléte ; la pression dynamique doit, en effet, étre incluse dans la flottabilité et
donc, pour cela, étre calculée de maniére précise et auto-cohérente. CHEOPS-2D
est donc entré dans le club plutot fermé des codes pouvant réaliser I’approximation
ALA, qui plus est pour diverses géométries et grace & une méthode en volumes finis ;
les trois outils mentionnés plus haut reposent tous sur la méthode des éléments finis.
En outre, CHEOPS-2D constitue actuellement, a la connaissance de I'auteur, I'un
des trois seuls outils, avec les codes par ailleurs sphériques StagYY (Tackley, 2008)
et GATA (Hiittig et Stemmer, 2008a,b), qui fonctionnent dans ces approximations
en géométries annulaires (d = 1 seulement pour GAIA).

TABLE 3.3 — Comparaison des résultats de CHEOPS en géométrie quasi-cartésienne
(f =0,9999; Ra = 1) avec ceux d’autres codes : approximation anélastique-liquide
(Di = 1). Mémes notations qu’au tableau 3.2.

Code ng X Ny Ra Nu Vams \Z%‘;rxf < psurf 5 <T> < ﬁvis > | < ﬁad > |
UM 60 x 68r 2,438 24,663 36,767 23,811 0,512 1,343 1,349
VT 64 x 64 4 2,4716 25,0157 37,6020 24,4009 0,5100 1,3622 1,3621
CuU 64 X 64r 10 2,4700 24,9000 37,6000 24,4000 0,5103 1,3627 1,3638
CHEOPS 64 x 128 2,4712 24,9395 37,5987 24,4058 0,5101 1,3638 1,3643
UM 60 X 68r 2,878 38,453 57,992 -37,973 0,517 1,761 1,771
vT 64 X 64 2.10% 2,9155 39,0295 59,1039 38,7772 0,5153 1,7840 1,7840
cuU 64 x 64r : 2,9100 38,8000 59,1000 38,8000 0,5155 1,7845 1,7864
CHEOPS 64 x 128 2,9150 38,8543 59,0970 38,7952 0,5154 1,7881 1,7895
UM 60 X 68r 3,51 64,925 100,244 -66,063 0,524 2,375 2,391
VT 64 x 64 4 3,5481 65,8980 101,5172 67,0285 0,5234 2,4029 2,4030
CuU 64 X 64r 5.10 3,5400 65,4000 101,5000 67,0000 0,5236 2,4031 2,4074
CHEOPS 64 x 128 3,5441 65,3538 101,4614 66,9722 0,5239 2,4130 2,4172
UM 60 x 68r 3,857 84,587 136,877 288,567 0,53 2,742 2,765
vT 64 X 64 105 3,8780 85,5803 137,1660 88,7874 0,5294 2,7610 2,7614
CU 64 X 64r 3,8800 84,6000 137,2000 88,8000 0,5294 2,7652 2,7742
CHEOPS 64 x 128 3,8498 83,5057 135,8279 87,6282 0,5302 2,7604 2,7702
UM?* 60 x 68r 4,84 103,194 147,369 -25,531 0,523 3,714 3,785
vT 64 x 64 2.10° 4,0780 100,9249 171,5152 105,6082 0,5340 2,9982 2,9992
CuU 64 X 64r : 4,0700 99,0000 171,6000 105,7000 0,5339 3,0054 3,0235
CHEOPS 64 x 128 4,0336 97,0902 168,5287 103,1912 0,5352 2,9869 3,0080
UM? 60 x 68r 6,103 156,946 225,07 0,161 0,523 4,993 5,14
vTe 64 X 64 5.105 6,1681 161,7634 226,4310 0,0000 0,5245 5,0752 5,0777
cu“® 64 X 64r ) 6,1400 157,9000 226,3000 143,6000 0,5242 5,0842 5,1340
CHEOPS* 64 X 128 6,1262 155,9104 224,6596 -0,0018 0,5251 5,0963 5,1597
UM “ 60 x 68r 6,994 202,086 320,782 -0,083 0,524 5,902 6,144
vT 64 x 64 106 ]*;tat final instationnaire

CcU 64 X 64r Etat final instationnaire

CHEOPS 64 x 128 Etat final instationnaire

a. Mode varié ou a 2 cellules de convection.
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Les quantités indiquées dans le tableau 3.3 sont les mémes que celles présentées
plus haut (tab. 3.2), auxquelles sont adjointes les moyennes globales du chauffage
adiabatique, | < H, > | (la moyenne < H,, > est négative) et de la dissipation
visqueuse, < H,. >. L’accord visible est largement raisonnable, en particulier a
faible nombre de RAYLEIGH. Comme dans les cas précédents, ainsi que dans ceux
présentés dans 'annexe B, les variations observées par rapport aux valeur moyennes
fournies par le benchmark de King et al. (2010) sont en bon accord avec la variabilité
de ces données elles-mémes au sein du benchmark. Un examen attentif des valeurs de
chauffage, qui doivent étre, on I’a vu, idéalement identiques deux & deux, permet de
juger de la conservation globale de ’énergie dans les différents codes. Ainsi, grace a ce
seul critére — certes restrictif — nous voyons que la performance obtenue par 1'outil
est comparable & celle réalisée avec le code de Leng et Zhong (2008), dénommé
« CU » dans le tableau (CitCom). Elle semble meilleure que celle obtenue par Peter
van Keken (« UM ») mais nettement moins bonne que la conservation de 1’énergie
a laquelle parviennent Scott King et ses collegues (« VT »; Conman) qui, il faut
bien 'avouer, remportent haut la main le titre de rigueur énergétique du code. Par
exemple, dans le cas Ra = 10°, les valeurs moyennes du chauffage adiabatique et de la
dissipation visqueuse différent de 0,84 % (UM), 0,33 % (CU), 0,36 % (CHEOPS-2D)
et 0,01 % (VT). Ces faibles écarts sont réellement rendus possibles par 'utilisation
de 'approximation anélastique-liquide non tronquée. En effet, dans exactement le
méme cas mais en version tronquée (TALA; cf. tab. B.6), cinq des six codes du
benchmark de King et al. (2010) donnent un écart supérieur a 1 voire & 2 % (1,91 %
pour CHEOPS-2D). Le gain ainsi apporté par le passage du mode TALA au mode
ALA se confirme dans les autres cas testés (cf. annexe B).

Pour terminer, il est instructif de visualiser le type de solution obtenue pour les
cas du tableau 3.3. La figure 3.18 présente ainsi, de la méme maniére que précé-
demment, la simulation pour Ra = 10* référencée dans ce tableau. Elle constitue
exactement le prolongement du cas (incompressible) la du benchmark de Blanken-
bach et al. (1989). Ainsi, le lecteur est encouragé a comparer ces résultats avec ceux
visibles a la colonne de gauche de la figure 3.13. Les profils de la figure 3.19 résument,
eux, les cas pour Ra = 10° et Di = 0, 5 ou 1. Ils peuvent étre examinés conjointement
— et prudemment (différents Ra) — avec les profils présentés a la figure 3.14.

Le premier effet notable impliqué par la compressibilité (ALA) sur la convec-
tion est une diminution de la vigueur de 1’écoulement, marquée notamment par des
panaches thermiques bien moins développés (voir aussi la carte des contraintes, qui
sont de plus faible amplitude, par rapport au cas BA correspondant). La température
présente, en outre, une certaine augmentation globale avec la profondeur (gradient
adiabatique, ici isentropique, car la composition est homogéne), par définition nulle
dans le cas BA ; son importance est d’autant plus marquée que le nombre de dissipa-
tion est élevé (fig. 3.19a). Une certaine conduction thermique a donc lieu « le long »
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Vorticité Chauffage adiabatique

o 79 158 237 316 395 o 6 12 18 24 30
Contrainte déviatorique (second invariant) Dissipation visqueuse

FIGURE 3.18 — Ezemple de champs pour le cas Ra = 10*, Di = 1 (ALA) du bench-
mark de King et al. (2010). Les isolignes correspondent aux grandeurs suivantes (de
gauche a droite puis de haut en bas) : J (contour : 0,5), T-T (cont. 0,1), V, (cont.
10) et V-V (cont. 5); Tg := Ty /AT = 273/3000 = 0,091. f = 0,9999, n, = 128,
ng =64, d=1, Ry =1.
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FIGURE 3.19 — Ezemple de profils moyens pour le cas Ra = 105 (ALA) du bench-
mark de King et al. (2010) [en rouge, Di = 0,5, en vert, Di = 1]. Méme signification
des différents types de traits qu’a la figure 3.1/ ; pour (b), le « chauffage » adiabatique
(—f[m) est représenté en tiretés. Voir figure 3.18 pour les divers paramétres.
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de ce profil adiabatique, en plus de celle qui a lieu au sein des couches limites ther-
miques. Cette derniére est cependant la plus marquée. Or, la diffusion thermique est
responsable d'une certaine dissipation (thermique) d’énergie et est, par conséquent,
génératrice d’entropie [cf. chap. 1, p. ex. éq. (1.104) et (1.105)]. Cette diffusion est
trés importante dans les couches limites thermiques. Ce fait est clairement visible
dans la carte d’entropie (cf. annexe A.2) de la figure 3.18 : cette grandeur y est
représentée en différence par rapport a la valeur au sommet isentropique et croit
de maniére importante dans la couche limite thermique froide. Il faut noter ici que
I’entropie, en convection anélastique, est réellement ’analogue de la température en
approximation de BOUSSINESQ (cf. fig. 3.13).

L’autre caractéristique importante impliquée par la compressibilité est la dis-
symétrie apportée. En effet, les cartes de chauffage/refroidissement adiabatique et
de dissipation visqueuse nous montrent deux phénomeénes antagonistes. En effet,
le panache chaud est affecté par deux sources de chauffage en compétition, toutes
deux liées a son écoulement, mais localisées dans des zones différentes : la dissipa-
tion visqueuse, qui vient réchauffer son sommet et sa base (ici les coins du domaine
géométrique) — car c’est & ces endroits qu’on rencontre de forts gradients de vitesse
— et le refroidissement par décompression adiabatique, qui a lieu en son coeur, ol
les vitesses ascentionnelles sont importantes. Il faut noter, au passage, la corrélation
naturelle observée entre les cartes de chauffage/refroidissement adiabatique et celles
de la divergence de la vitesse (6 -V > 0 au sein du panache montant). Le panache
froid est, au contraire, « réchauffé de toutes parts » (chauffage visqueux et compres-
sion adiabatique). Le résultat de tout ceci est un panache « froid » qui perd de son
ampleur, au profit de celle du panache « chaud » (cf. carte d’entropie). La perte de
chaleur de celui-ci est donc prédominante (voir carte) et le bilan est un chauffage

O négatif (refroidissement), qui vient compenser exactement —

adiabatique moyen ?
en théorie — le chauffage visqueux a ’échelle globale (c.-a-d. valeurs moyennes sur
le domaine). Ceci peut aussi se voir de la maniére suivante, équivalente : I’anomalie
thermique advectée depuis la base (panache chaud) est plus importante, en valeur
absolue, que celle qui est advectée depuis la surface. Or, le chauffage adiabatique [3¢
terme du second membre de I’équation (1.123)] est lié au déplacement de long de
I’adiabat et est donc proportionnel a la température ; d’otu le refroidissement du pa-
nache chaud plus important que le chauffage du panache froid. Dans le cas présenté,
la conservation de la masse & un rayon donné peut étre « sentie » en comparant la
carte représentant la température et la fonction de courant (fig. 3.18a) : les lignes
de vitesse?! sont plus resserrées (flux plus important ; cf. courbes de vitesse des-
cendantes, en tiretés sur la figure 3.19¢) pour le panache froid qui est plus étroit
que le panache chaud. La dissymétrie générale impliquée par la compressibilité est

20. aussi bien pour une moyenne locale (c.-a-d. & un rayon donné) que globale
21. c.-a-d. les trajectoires des particules, puisqu’on est a état stationnaire (en outre, Pr — co)
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particuliérement visible lorsque 'on compare les cartes de vorticité et surtout de
contrainte des figures 3.18 et 3.13. Elle s’accentue lorsque le nombre de dissipation
augmente (fig. 3.19¢).

3.3.2 Benchmarks partiels en géométrie annulaire

Comme nous 'avons mentionné au début de cette section, les benchmarks au sens
propre n’ont pu étre réalisés complétement que dans le cadre cartésien. En géométrie
annulaire, nous commencerons par examiner briévement le cas cylindrique, dont une
exploration systématique a été débutée dans les approximations BA, EBA et TALA,
en collaboration avec Nicola Tosi. Nous nous attarderons ensuite un peu plus pour
examiner des cas dans la géométrie qui nous intéresse le plus dans CHEOPS-2D :
I’anneau sphérique.

Géométrie d’anneau cylindrique (d = 1)

Les cas cylindriques examinés sont les quelques exemples de Jarvis (1993), non
présentés ici (BA, fraction d’anneau pour diverses valeurs de f) et un certain nombre
de cas choisis dans le méme esprit que ceux de King et al. (2010), mais pour un
anneau complet. Ce type de domaine, plus étendu, suggére notamment le test de
différents types de solutions initiales. Les tableaux 3.4 a 3.7 présentent ainsi les
résultats préliminaires d’une étude menée en collaboration avec Nicola Tosi (DLR,
Berlin). Ils comparent divers résultats additionnels par rapport a ceux présents dans
le benchmark cartésien : la comparaison des nombres de NUSSELT en surface et a
la base (ceux-ci doivent étre égaux en théorie, du moins leur moyenne temporelle
pour des cas instationnaires) et les moyennes RMS des composantes V et Vg Notons
en outre que, pour le cas en approximation de BOUSSINESQ (tab. 3.4), les valeurs
moyennes du chauffage adiabatique et de la dissipation visqueuse — bien que ces
sources/puits de chaleur n’interviennent pas dans les équations — sont tout de méme
examinées en tant que quantités diagnostiques. Notons que deux cas en mode ALA
ont été ajoutés pour le seul CHEOPS-2D. Il permettent de se rendre compte, comme
dans les cas cartésiens, du gain en précision sur la conservation de I’énergie qui
est apporté par l'inclusion de la pression dynamique dans la flottabilité (cf. le cas
Ra = 10%-Di = 1,25 dans les tableaux 3.6 et 3.7 : Pécart entre | < Huq > | et
< H,is > passe de 6,55 & 1,35 %). Le code GAIA — dont la version cylindrique a été
utilisée pour cette étude — ne permet pas, pour 'instant, d’accéder au mode ALA.
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L’examen des différents cas montre que, dans I’ensemble, les résultats sont en bon
accord, ce qui est encourageant pour la suite de I’étude et nous met raisonnablement
en confiance pour les cas compressibles en géométrie annulaire en général. Le mode
de degré 4 a été trouvé particuliérement stable en géométrie annulaire (f = 0,55)
au cours des différentes investigations avec CHEOPS-2D comme avec GAIA ; d’otl
I'initialisation choisie couramment a ce mode, afin d’accélérer la convergence vers la
solution dans cette premiére étape de test.

Notons enfin qu'une comparaison instructive porte sur la température moyenne.
En effet, en géométrie d’anneau cylindrique (BA), Jarvis (1993) a proposé, via
une analyse de couche limite thermique, la relation 2 suivante pour la température

moyenne :
1

1+ f*3/4’

soit < T >= 0, 3897 pour notre cas-test a f = 0, 55. Il est remarquable de constater

<T' >(d=1)= (3.21)

que les valeurs présentées dans le tableau 3.4 s’écartent seulement de 1,5 a 2,1 %
de celles déterminées grace a la formule théorique (3.21). Ceci montre que cette loi
d’échelle simple reste valable, méme & nombre de RAYLEIGH modéré.

22. On doit tendre vers cette solution a fort nombre de RAYLEIGH. ..
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Les figures 3.20 et 3.21 illustrent deux des cas du benchmark présenté ci-dessus, a
travers des cartes de champ de température, d’entropie relative [écart par rapport a
la valeur en surface (isentropique)|, de chauffage/refroidissement adiabatique, de vi-
tesse azimutale, de dissipation visqueuse et de contrainte visqueuse effective (second
invariant), pour un nombre de RAYLEIGH de 10%.

L’effet de 'augmentation du nombre de dissipation montre ainsi la diminution de
la vigueur de la convection, qui se marque, par exemple, par une importance moindre
des panaches thermiques (cf. isolignes de température, fig. 3.20a). Un effet intéres-
sant est également (voir cas a Di = 0,5) le renforcement de la dissymétrie entre les
valeurs et la morphologie des champs de chauffage et de refroidissement adiabatique
par rapport au cas cartésien. Il s’agit d’un effet de la géométrie curviligne, sur lequel
nous reviendrons dans la sous-section suivante : la surface inférieure (bord I';) est
f~¢ fois plus petite que son homologue supérieure. A 1'équilibre thermique, I’égalité
des puissances sur ces surfaces implique donc un flux de chaleur plus important a
la base de la couche convective qu’au sommet, qui se manifeste ici par un saut de
température plus fort dans la couche limite thermique chaude ; ceci est associé a une
température moyenne plus faible dans le milieu (c.-a-d. largement inférieure a 0,5
dans le cas BA). Il en ressort des panaches chauds plus fins et rapides (\N/,,) que les
panaches froids, qui sont plus amples; on a ainsi toujours un flux de masse moyen
nul, & un rayon donné. Cette dissymétrie, propre aux géométries curvilignes, est évi-
demment renforcée dans le cas sphérique (d = 2 ou 3D) : elle vient accentuer celle qui
a déja lieu dans le cas cartésien (cf. p. 194) due a 'augmentation du gradient adia-
batique avec la température. La figure 3.20c montre ainsi, au niveau des structures
montantes, d’étroites zones pourvues d'un refroidissement adiabatique trés intense
par rapport au réchauffement des zones descendantes, plus diffus.

Entre les figures 3.20c et 3.20d, I’'augmentation du nombre de dissipation diminue
la vigueur de la convection thermique et augmente la contribution adiabatique (pro-
portionnelle a Di) : les valeurs du profil de température adiabatique sont plus élevées
et les écarts de température T’ par rapport & ce profil sont plus faibles [cf. condition
(2.99)], ce qui rend la convection moins intense; le nombre de RAYLEIGH effec-
tif pour la convection, calculé & partir de I’écart de température super-adiabatique
AT,, = AT — AT, est donc plus faible (c.-a~d. proche de sa valeur critique). La dis-
symétrie est ainsi moins accentuée entre chauffage et refroidissement adiabatique.

Il est remarquable de constater que, bien que les valeurs de ces champs soient
naturellement plus élevées dans le cas a fort nombre de dissipation (le chauffage
visqueux est également proportionnel a Di), la morphologie générale du champ de
dissipation visqueuse n’est que peu affectée (fig. 3.21a et 3.21b), sauf prés de la
surface, ou une différence existe pour les panaches chauds et froids. Cette simila-
rité se retrouve dans la carte de la contrainte effective (second invariant 7;7). En
effet, rappelons que la dissipation visqueuse est directement reliée a la contrainte et
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FIGURE 3.20 — Exzemple de champs obtenus dans le cas du benchmark en anneau
cylindrique (TALA). Les isolignes représentent la température [contour & 0,1; (a)
et (b)] et la composante Vo [cont. & 20; (¢) et (d)]. Ra = 10*, Ty = 0,091 ; bords
libres; f = 0,55, n, =64, ng =512, d = 1.
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I |
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FIGURE 3.21 — Champs de chauffage et de contraintes visqueux obtenus dans le cas
du benchmark en anneau cylindrique. Mémes paramétres qu’a la figure 3.20.
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s’exprime par le produit 7 : VV [éq. (1.113)]. En raison de 'écoulement nettement
moins vigoureux pour le cas Di = 1,25 que pour celui a Di = 0,5, les valeurs des
contraintes associées sont plus faibles.

Géomeétrie d’anneau sphérique (d = 2)

Terminons ce chapitre en présentant quelques résultats obtenus en géométrie
d’anneau sphérique. Nous insistons ici sur le fait que ette configuration n’a malheu-
reusement pu étre testée que partiellement, puisque les seules données disponibles
a I'heure actuelle sont celles de Iarticle de Hernlund et Tackley (2008) — fonda-
teur de cette géométrie — dans le cas de 'approximation de BOUSSINESQ. En outre,
ces valeurs ne sont fournies qu’a titre indicatif, dans 'optique d’une comparaison
de résultats entre les différents cas curvilignes 2D et une référence 3D sphérique,
au moyen d’'un méme code (StagYY); il ne s’agit donc pas d’'un benchmark et la
comparaison quantitative des résultats de CHEOPS-2D, sur laquelle nous ne nous
attarderons que peu dans cette partie, doit étre menée avec prudence.

L’étude de Hernlund et Tackley (2008) définit quatre cas de référence : deux
pour un fluide isovisqueux, avec ou sans chauffage interne uniforme et deux autres
pour un fluide avec une variation importante de viscosité (An = 10°), également
avec ou sans source de chaleur. Les simulations présentées par ces auteurs ont été
menées pour diverses valeurs du nombre de RAYLEIGH et en bords libres (retrait de
la rotation explicité plus haut, cf. 3.1.3) et pour une résolution (n,,ny) = (32,256)
ou (64,512). En outre, le maillage a été raffiné deux fois dans les couches limites
thermiques (Tackley, communication personnelle). Afin d’obtenir une comparaison la
plus cohérente possible, ces mémes conditions ont été appliquées dans les simulations
menées avec CHEOPS-2D.

La figure 3.22 présente un exemple-clé de comparaison des résultats obtenus avec
ceux de deux simulations de Hernlund et Tackley (2008). Pour un fluide isovisqueux
de convection de RAYLEIGH-BENARD, un exemple de cas stationnaire (Ra = 10%) et
un autre pour un équilibre statistiquement stationnaire (Ra = 10°) sont présentés,
a travers la convergence (temporelle) du nombre de NUSSELT et de la vitesse RMS
vers les valeurs correspondantes de Hernlund et Tackley (2008).

Dans cet exemple, nous constatons la bonne correspondance entre les résultats
de CHEOPS-2D et ceux de StagYY pour un faible nombre de RAYLEIGH. Pour le
cas Ra = 10°, les données sont en bon accord, mais cependant moins similaires que
dans un cas stationnaire. L’utilisation du méme raffinement de maillage (courbes
vertes) que celui choisi par Hernlund et Tackley (2008) permet de se rapprocher au
mieux des valeurs de ces auteurs (fig. 3.22a), confirmant au passage la validité et
I'utilité de cette souplesse géométrique implémentée dans CHEOPS-2D. Malgré cela,
si les valeurs moyennes VRMS et surtout Nu semblent en bon accord, 'amplitude des
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FIGURE 3.22 — Fxemple de comparaison des résultats de CHEOPS-2D en géométrie
d’anneau sphérique avec ceux de Hernlund et Tackley (2008), pour un fluide isovis-
queus. Evolution temporelle du nombre de NUSSELT (a) et de la vitesse RMS (b). En
vert, cas a raffinement radial de maillage (2 fois) dans les couches limites thermiques.
Simulations en bords libres. Les segments noirs indiquent la valeur (Ra = 10*) ou
bien la valeur moyenne et lintervalle d’oscillation associé (Ra = 10°) tabulés dans
Uarticle de Hernlund et Tackley (2008). Solutions initiales : état thermique conductif,
perturbé aléatoirement (cas sans raffinement) ou bien par un degré { = 5. f = 0,55,
n, = 32, ng = 256, A0 =27, d = 2.
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variations obtenues est plus importante dans le cas de CHEOPS-2D. Ceci est parti-
culiérement vrai pour la vitesse RMS. Si les écarts des résultats entre différents codes
sont compréhensibles dans un état oscillant entre deux codes indépendants, il n’en
reste pas moins qu'une comparaison plus systématique (de type benchmark) devra
étre envisagée a ’avenir afin de comprendre et — pourquoi pas — de réduire au mieux
ces écarts. Une partie importante de ceux-ci s’explique probablement par la diffé-
rence de nature des solveurs mécaniques de CHEOPS-2D et de StagYY (bien que
ceux-ci soient conceptuellement proches), mais surtout par le traitement fondamen-
talement différent de 'advection : CHEOPS-2D est basé sur une méthode & haute
résolution alors que StagY'Y utilise 'algorithme MPDATA (Smolarkiewicz, 1984),
qui semble a prior: plus diffusif, du moins si I’on ne choisit qu’un nombre trop res-
treint de corrections anti-diffusives. L’éventuelle future étude commune, mentionnée
précédemment, devra se pencher sur ces aspects. Par exemple, une méthode parti-
culiérement performante pour approcher une advection sans diffusion numérique est
celle introduite par Prather (cf. p. ex. Hourdin et Armengaud, 1999) dans un schéma
d’avection a 'ordre 3, ou encore une technique lagrangienne comme ’advection au
moyen de traceurs (p. ex. Gerya, 2010, § 10.4).

La figure 3.23 montre quatre exemples de champs de température obtenus en
géométrie d’anneau sphérique dans le cadre de la campagne de tests ménée pour
comparer les résultats de CHEOPS-2D avec ceux publiés par Hernlund et Tackley
(2008), dans les cas correspondant & ceux de la figure précédente. Outre la struc-
ture globale des panaches thermiques qui différe sensiblement de celle obtenue en
géométrie cylindrique — nous reviendrons sur ce point un peu plus loin — 'examen
des figures 3.23a & 3.23c est instructif, tant du point de vue du probléme théorique
de la convection thermique que de celui de son traitement par le code CHEOPS-2D.
En effet, il faut noter la trés grande stabilité du mode ¢ = 4 (c.-a-d. 4 panaches
chauds et 4 panaches froids, dans ce cas 2D annulaire) dans la convection observée
dans ces cas (également le cas de 'anneau cylindrique, cf. plus haut). L’initiation,
pour ces derniers, a été réalisée a partir d'une perturbation (amplitude 0,05) du
champ de température en mode 4 ou 5, ou bien d’une perturbation de méme am-
plitude mais pseudo-aléatoire *. Le mode final observé est cependant toujours celui
de degré 4. La figure 3.23c est intéressante en ce sens qu’elle montre que la solution
obtenue, orientée arbitrairement par rapport au domaine annulaire, est bien insen-
sible & la frontiére virtuelle de ce dernier ; celle-ci est toujours verticale et située en
bas (« pole sud ») dans toutes les figures (A8 = 27) présentées dans ce mémoire. En
effet, le domaine annulaire complet est numériquement représenté par un tableau
(non-circulaire) dont les bords — frontiéres I'y et I'; du domaine — sont raccordés
par des conditions aux limites périodiques (cf., p. ex., 2.2.2); cette limite azimu-

23. cf. note 19, p. 188
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tale, purement numérique, ne doit théoriquement en rien géner toute quantité qui
la franchit.

La figure 3.23a montre I'effet des conditions aux limites mécaniques (bords I'; et
I.). Elle correspond toujours au méme cas (Ra = 10*), mais munie de bords rigides ;
il n’y a donc plus lieu ici de corriger le champ de vitesse d’une rotation moyenne.
Les murs sans glissement possible que constituent ici les bords du domaine limitent
I’étalement latéral des panaches sur ces premiers, par rapport aux cas en bords
libres (p. ex. fig. 3.23b); les couches limites thermiques sont donc plus épaisses,
notamment aux endroits ol, en bords libres, celles-ci sont fortement « écrasées »
par les panaches. Notons, au passage, que la solution présentée a la figure 3.23a
est parfaitement alignée avec l'axe des « poles » de I'anneau; ceci s’explique par
la perturbation initiale, choisie de degré 4 et alignée sur cet axe (premier panache
dessus). Ceci nous améne au fait que, durant les tests effectués, il a été remarqué
que, pour le cas simple & Ra = 10%, la solution obtenue par Hernlund et Tackley
(2008, fig. 3) était quelque peu différente. En effet ces auteurs déterminent un mode
final £ = 5. Or, la simulation correspondant & la figure 3.23b ci-dessus a précisément
été initialisée a ce mode de perturbation. L’évolution temporelle observée, au regard
des valeurs de Hernlund et Tackley (2008, tab. 1), ajoutée au fait qu’aucun cas stable
a ¢ = b5 n’a été trouvé dans la série de simulations réalisées, suggére que la solution
obtenue par ces auteurs n’est pas tout a fait convergée. En effet, la solution de la
figure 3.23b, au cours de son histoire, semble tout d’abord converger vers un état de
mode ¢ = 5, avec des valeurs diagnostiques Nu = 4,19 et VRMS = 38, 1, trés proches
de celles déterminées par Hernlund et Tackley (2008) : Nu = 4,18 et Viams = 37, 7.
En revanche, aprés une durée d’environ 5 fois le temps diffusif (c.-a-d. At ~ 5), une
fusion de deux panaches s’opére, augmentant ainsi la vitesse RMS (les 4 panaches
obtenus sont plus « puissants ») & une valeur finale?* de ‘7RM5 = 40,6 ; le nombre
de NUSSELT est, lui, réduit a une valeur de Nu = 4, 16.

La géométrie d’anneau sphérique a précisément été créée pour représenter au
mieux une géométrie sphérique dans une approche bidimensionnelle (cf. 2.1.3). A
ce titre, il est toujours intéressant d’examiner comment la convection obtenue dans
cette géométrie se positionne par rapport a celle observée dans les autres géométries
(voir aussi la discussion de Hernlund et Tackley, 2008) : la figure 3.24 montre une
comparaison des champs de température et des profils moyens de flux de chaleur
associés, pour les trois géométries curvilignes accessibles dans 'outil CHEOPS-2D.

Ainsi, dans le cas cylindrique pur (d = 1), la température est globalement plus
élevée dans le milieu convectif et les panaches chauds sont plus étendus, par rapport
au cas sphérique (d = 2; cf. fig. 3.23b) ; 'explication est a rapprocher ici de la notion
d’épaisseur virtuelle de 'anneau (cf. p. ex. fig. 2.5) : I'énergie advectée de la base

24. Elle devient alors semblable a celle obtenue par Hernlund et Tackley (2008) dans le cas d’une
géométrie sphérique axisymétrique (Vrays = 41,0). ..
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Température Température

(a) Ra = 10%, init. £ = 4 (bords rigides) (b) Ra = 10%, init. £ =5

0,0 02 04 0.6 0.8 1,0 0,0 02 04 0.6 0.8 1,0
Température Température
(c) Ra = 10%, init. aléatoire (d) Ra = 10°, init. £ =5

FIGURE 3.23 — FExemples de champs de température obtenus en anneau sphérique
dans les cas isovisqueuz de Hernlund et Tackley (2008). Solutions finales trouvées a
convergence [statistique dans le cas (d) : champ instantané visualisé] pour différentes
perturbations initiales d’un €état conductif. Mémes parameétres qu’a la figure 5.22
(avec raffinement de maillage), sauf pour le cas (a) (n, = 64, ng = 512, sans
raffinement ; bords rigides).
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FIGURE 3.24 — Exemple de comparaison entre la géométrie d’anneau sphérique et
deuz géométries cylindriques différentes. Cas isovisqueur (Ra = 10*) de Hernlund et
Tackley (2008). Champ de température obtenu en anneau cylindrique classique [(a);
n, = 64, ng = 256/ ou redimensionné — cf. van Keken (2001) - [(b); n, = 32 (raffi-
nement double des couches limites), ng = 256 ; notation « vK » /. (¢) Profils moyens
de température associés, ainst que pour le cas correspondant en anneau sphérique
(fig. 3.23). (d) Comparaison des profils associés de fluz conductif (tiretés), advectif
(pointillés) et de la puissance totale.
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chaude de 'anneau vers sa surface posséde, en effet, plus d’espace pour s’étaler dans
le cas de ’anneau sphérique (volumes élémentaires — jacobien — en r¢), d’otl la sures-
timation de la température qui est faite dans le cas cylindrique. Si, dans ce dernier,
les rayons interne et externe sont remis a 1’échelle — idée proposée originellement
par Vangelov et Jarvis (1994) et reprise par van Keken (2001), voir 2.1.2, on obtient
la solution visible a la figure 3.24b. L’identité du rapport des surfaces externe et
interne entre le cas sphérique et cette approche cylindrique particuliére, qui est la
justification fondamentale de celle-ci, implique que I’on a bien une description quasi-
identique des couches limites thermiques. Le flux de chaleur est donc trés proche de
celui obtenu dans le cas sphérique (ici 2D), ce qui est le but de I'approche de van
Keken (2001). En revanche, le milieu convectif voit sa température sur-estimée, pour
la méme raison que celle évoquée précédemment dans le cas cylindrique pur. En ef-
fet, le redimensionnement des rayons R; et R, [éq. (2.40)| implique certes des flux de
chaleur comparables a ceux du cas sphérique, au voisinage de chacune des frontiéres,
mais ne change en rien le fait que le jacobien reste celui d’une géométrie cylindrique.
En outre — et c’est 1a I'un des inconvénients majeurs de cette approche — le rayon
interne (c.-a-d. le noyau) s’en trouve artificiellement plus petit. Une conséquence est
la diminution du degré de la convection; un mode [ = 3 est ici obtenu, a l'instar
de ce qui est présenté dans I’étude de Tackley (2008, fig. 3). Pour avoir une compa-
raison avec ’anneau sphérique qui ait réellement un sens, il importe de recourir a
une certaine fraction d’anneau cylindrique remis a ’échelle (van Keken, 2001), afin
de faire coincider les rapports d’aspect, en plus du rapport des surfaces externe et
interne. On perd toutefois I'intérét d’'un domaine annulaire entier !

Notons enfin que la figure 3.24d montre la dissymétrie, évoquée précédemment
dans ce chapitre, qui caractérise les flux de chaleur a la base et au sommet d’un
domaine en géométrie curviligne (cf. aussi fig. 3.24¢). La surface interne est, en effet,
f~? fois plus petite que celle située au sommet. Or, lorsque I’équilibre thermique
est atteint, la puissance regue (chauffage a la base ici) doit étre identique a celle
évacuée au sommet; d’ott le flux de chaleur (purement conductif) f~¢ fois plus
fort au niveau de la base (couche limite thermique chaude). Cette dissymétrie est
donc sous-estimée en géométrie cylindrique; elle est, par définition, rigoureusement
respectée dans le cas de la remise a 1’échelle des rayons. Les profils de puissance
totale présentés a la figure 3.24c ne sont pas directement comparables (puisque liés
aux volumes élémentaires, et donc aux rayons!), mais leur relative constance avec

la profondeur illustre un aspect du respect de la conservation de 1’énergie au sein de
I'outil CHEOPS-2D.

La comparaison du comportement de ’anneau sphérique face a la géométrie
sphérique compléte, que le premier est censé mimer au mieux, mériterait toute une
étude a elle seule. Quelques éléments de réflexion ont déja été donnés au 2.1.3. En
complément, la figure 3.25 présente un exemple de comparaison directe des résul-
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FIGURE 3.25 — Exemple de comparaison de résultats entre les géométries 2D (an-
neau sphérique) et 3D (sphérique complet). (a) Profils de température moyenne,
minimale et mazimale; (b) profils de puissance thermique (mémes types de traits
qu’a la fig. 3.24d); (c) profils de vitesse verticale extréme (mazimale ascendante,
en pointillés et maximale descendante). Cas 2D : celui de la figure 3.23a. Cas 3D :
mémes conditions, solution cubique (mémes paramétres — code (EDIPE — c.-a-d.
résolution 6 x 64 x 128 x 128).
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tats bidimensionnels de CHEOPS-2D avec ceux du code sphérique (EDIPE (Choblet
et al., 2007). Nous pouvons remarquer deux caractéristiques essentielles — et liées
— constituant les principaux inconvénients de 'anneau sphérique. Si la distribution
moyenne de température dans les couches limites thermiques 3D est remarquable-
ment bien approchée dans le cas 2D, il n’en va pas tout & fait de méme pour la zone
convective. La raison est a rapprocher de celle qui a été évoquée pour la surestima-
tion de la température en anneau cylindrique ; I'extension latérale possible (c.-a-d.
le nombre de degrés de liberté) de I’énergie est, en effet, plus importante dans le cas
sphérique 3D.

Ceci est a l'origine de la différence notable observée sur les profils de tempé-
rature maximale, véritables traces des panaches thermiques chauds. En effet, la
structure thermique de la convection, dans ce cas a faible nombre de RAYLEIGH
est, rappelons-le, composée de panaches chauds de forme plutét cylindrique et de
« feuillets » descendants, froids (solution 3D cubique, dans notre cas, c.-a-d. 6 pa-
naches chauds). Il n’est donc pas étonnant que de tels feuillets (=~ 2D, avec un certain
degré de courbure® qui suit celui de la sphére) soient mieux approximés, dans la
géométrie 2D utilisée, que des panaches cylindriques, dont la structure est purement
tridimensionnelle (voir la discussion au 2.1.3). Les panaches chauds ont donc une im-
portance relative, par rapport a leurs homologues froids, qui est sous-estimée dans
le cas de I'anneau sphérique. Dans cette géométrie, en effet, les structures obser-
vées par exemple a la figure 3.23b ont toutes la méme « valeur » (feuillets courbes),
quelque soit leur localisation dans le domaine, et la distinction précédemment men-
tionnée — feuillets vs cylindres, propre au cas sphérique, n’est pas présente. Ceci
s’observe notamment sur les figures 3.25a et 3.25¢ (vitesse maximale ascendante
sous-estimée). Comme nous 'avons évoqué au 2.1.3, 'anneau sphérique sera de plus
en plus inadapté & mesure que ’écoulement aura une structure de plus en plus tridi-
mensionnelle. C’est 14 une limite naturelle de toute géométrie bidimensionnelle, quel
que soit son degré de raffinement.

Notons enfin que la couche limite thermique chaude est remarquablement bien
décrite en 2D, par rapport au cas sphérique. Cependant, l’absence de la dissymétrie
structurelle précédemment mentionnée entre les deux types de panaches va accentuer
les différences dans les profils de puissance advective — et par conséquent conductive
— au fur et a mesure que l'on se rapproche de la surface externe (fig. 3.25b). La
conséquence de panaches chauds plus « puissants » est, par exemple, la réduction
(écrasement) de I’épaisseur moyenne de la couche limite thermique?® froide. Ces
différences, subtiles — car présentées ici en moyennes radiales — ne doivent cependant
pas masquer la remarquable similitude des profils de puissance totale 2D et 3D.

25. respecté, en principe, par ’anneau sphérique
26. prise ici au sens de la zone dans laquelle la diffusion moyenne est dominante par rapport a
I’advection
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Terminons par illustrer briévement deux autres familles de tests réalisés (BA),
proposés par Hernlund et Tackley (2008). La premiére concerne des cas a chauffage
interne pur. A l'instar de ce qui est fait habituellement, la condition thermique en
surface reste inchangée (température T constante et nulle) mais la base est maintenue
en flux de chaleur nul. Le chauffage interne imposé, H , constant et uniforme, est
choisi tel que les flux de chaleur en surface des états obtenus dans les simulations de
RAYLEIGH-BENARD soient identiques a ceux observés pour les cas sans chauffage
interne correspondant — méme nombre de RAYLEIGH (cf. Hernlund et Tackley, 2008).
La figure 3.26 illustre ces cas, dont la structure thermique des solutions obtenues a
convergence est bien similaire & celle obtenue par Hernlund et Tackley (2008, p. ex.
fig. 3). Les profils moyens correspondants illustrent notamment la diminution de
la couche limite thermique lorsque l'on passe d’un régime stationnaire (ici Ra, =
3,4-10%) & un régime oscillant mais statistiquement stationnaire (ici Ra, = 6,6-10°).
Ici encore, la puissance thermique totale moyenne est bien trouvée égale, a chaque
rayon, a la puissance thermique produite par le chauffage interne (fig. 3.27b et 3.27c,
courbes marquées de la discrétisation). Les profils en trait plein représentent ainsi
la différence entre ces deux quantités (« puissance résiduelle »). Il faut noter que,
pour le cas instationnaire, les profils (en vert) ont été moyennés dans le temps sur
un grand nombre de données réguliérement stockées.

Notons un effet important, diit au caractére bidimensionnel de la géométrie : le
champ de température est ici composé de panaches froids, actifs, et de « panaches »
chauds, passifs. Bien que ces derniers soient plus étroits a la base et plus étendus au
sommet, leur structure n’est due qu’au confinement 2D de I’écoulement, autrement
dit & I'absence d’une troisiéme dimension qui favoriserait leur étalement latéral. En
effet, les simulations en géométrie 3D sphérique (p. ex. Tackley, 2008, fig. 3) ou
cartésienne (p. ex. Sotin et Labrosse, 1999, fig. 4) montrent la prépondérance des
instabilités de la couche limite thermique froide dans les cas & fort chauffage interne
(c.-a-d. dominant sur le chauffage basal). L’étalement latéral des panaches froids a
la base peut donner lieu a la formation (par « compression ») de petits panaches
montants de matériau un peu plus chaud. La remontée se fait cependant plutot
de maniére diffuse (conservation de la masse). L’anneau sphérique n’est donc pas
réellement adapté a la description de ce type d’écoulement ; pour cela, la géométrie
sphérique, reste, a terme, incontournable.

Un cas en géométrie cartésienne a été ajouté (fig. 3.26¢), « équivalent » a celui
de la figure 3.26a en ce sens qu’il est muni de bords périodiques (I'y et I'y) et d'un
rapport d’aspect identique a celui de ’anneau. L’absence de courbure implique, dans
ce cas, un étalement horizontal semblable des structures thermiques antagonistes.
En outre, il en résulte une surestimation importante des températures par rapport
au cas curviligne.
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Température Température
(a) Ra =10, H = 3,4 (b) Ra=10°, H =6,6

000 013 02 039 052 065
Température

(¢) Ra = 10%, H = 3.4 (pseudo-cartésien)

FIGURE 3.26 — FEzemples de champs de température obtenus en anneau sphérique
dans les cas a chauffage interne pur de Hernlund et Tackley (2008). Solutions finales
trouvées a convergence [statistique pour le cas (b)]. Mémes paramétres géométriques
que dans les figures précédents — n, = 32 (raffinement double dans la couche limite
thermique froide et a la base), ng = 256 [cas (a) et (¢)]; n, = 64, ng = 512 [cas (b)].
La sous-figure (c) est un exemple de résultat pseudo-cartésien « équivalent » a celui
du cas (a) présenté (méme rapport d’aspect Ry ~ 10,8 ; f =0,999), A0 ~ 0,011 rad,
d=1.
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FIGURE 3.27 — Exemples de profils moyens obtenus en anneau sphérique dans les cas
en chauffage interne pur de Hernlund et Tackley (2008). Les cas sont ceux des figures
3.20a (en rouge) et 3.26b (en vert; moyenne temporelle). (a) Profils de températures
moyenne, minimale et mazimale (cf. p. ex. fig. 3.14a). (b) et (c) : profils moyens de
puissance conductive (tiretés), advective (pointillés), interne (trait plein avec points)
et écart résiduel (trait plein simple). Les points marquent la discrétisation.
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L’autre famille de cas testés par rapport aux données de Hernlund et Tackley
(2008) est constituée de simulations en viscosité variable. Il faut d’ores et déja men-
tionner la difficulté rencontrée pour I'obtention de ces résultats. En effet, comme
explicité au 3.3, la condition en bord libre en surface (sur I'.) reste, & ’heure ac-
tuelle, problématique dans les cas en viscosité variable pour le solveur multigrille
de CHEOPS-2D. Seul 'algorithme SIMPLER (c.-a-d. une seule grille) permet de
contourner ce probléme. De telles simulations n’ont donc pu étre réalisées de ma-
niére stable que sur un maillage de faible densité, par exemple une fraction d’anneau
d’amplitude Af = 7/2 et de résolution n, = 32, ny = 64. Si les résultats obtenus sont
plutdt proches de ceux de Hernlund et Tackley (2008), cela reste cependant insuffi-
sant pour prétendre valider I'outil CHEOPS-2D en viscosité variable dans ’anneau
sphérique. Cependant, compte tenu, d’une part, des validations effectuées rigoureu-
sement en viscosité variable pour la géométrie cartésienne (BA, TALA, ALA; cf.
p. ex. tab. B.18) et du comportement vraisemblablement correct du code de convec-
tion en géométrie d’anneau sphérique pour des cas isovisqueux, il semble raisonnable
de conclure qu’il en va de méme pour cette derniére famille de cas présentée ici. En
outre, les simulations en viscosité variable (voire fortement variable, cf. 3.2.2) ont été
obtenues sans probléme avec un bord libre a la base et un bord rigide au sommet du
domaine. C’est cette configuration mécanique, raisonnablement réaliste en régime
de couvercle stagnant, qui sera utilisée au chapitre 4.

La figure 3.28 présente quatre exemples de champs de température obtenu pour
les cas a viscosité variable de Hernlund et Tackley (2008), c’est-a-dire dans un anneau
sphérique complet. Nous insistons sur le fait que ceux-ci sont simplement présentés
a titre d’illustration; en effet, ils ont pu étre obtenus via le solveur multigrille,
mais par le biais d’un certain nombre d’astuces numériques, voire d’approximations
grossiéres [tolérance du solveur mécanique peu restrictive, maillage sous-résolu (fig.
3.28a et 3.28¢), etc. |. Ils représentent cependant une premiére étape vers la validation
de CHEOPS-2D pour le cas de figure problématique évoqué ci-dessus. Cependant,
puisque, au premier ordre, I’examen des données de ces simulations montre qu’elles
peuvent étre considérées en bon accord avec celles de Hernlund et Tackley (2008), il
est instructif d’examiner les traits principaux des solutions obtenues.

Notons que le nombre de RAYLEIGH qui doit étre respecté est ici défini pour
une viscosité telle que la température adimensionnée correspondante vale 0,5 [soit
(T = 0,5) := 1]. Les simulations-tests de Hernlund et Tackley (2008) sont ainsi
basées sur les valeurs Rajjs := Ra[n(T = T, + AT/2)] = 10° et Ra;;, = 10°.
Les champs de température obtenus montrent un trait classique de la convection
pour une viscosité fortement variable avec la température : la présence du couvercle
stagnant, trés froid donc visqueux, qui ne participe pas a la convection ; seules des
instabilités froides, qui se forment juste sous sa base, vont se détacher et tomber

vers la base (« noyau »). Tous les cas présentés a la figure 3.28 sont instationnaires.
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00 02 04 0.6 08 1,0 000 017 034 051 068 085
Température Température
(a) Rag/p = 10° b) Ra; /s = 10, H=5
00 02 04 0.6 038 1,0
Température Temperature
(¢) Ray /o = 10° (d) Ray /e = 10%, H = 10

FIGURE 3.28 — FEzxemple de champs de température obtenus en anneau sphérique
dans les cas a viscosité variable de Hernlund et Tackley (2008). Instantanés des
solutions finales trouvées a convergence statistique avec (colonne de droite) ou sans
chauffage interne. Les isolignes correspondent a la valeur T = 0,775. Contraste de
viscosité global : An = 10° (c.-a-d. Y =~ 13,8). f = 0,55, d =2 — n, = 32, ng = 256
[cas (a) et (b)]; n,. =64, ng =512 [cas (¢) et (d)].
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Comme ce qui a été mentionné dans le cadre cartésien, la variation de la viscosité avec
la température est responsable de structures chaudes (panaches) particuliérement
fines et munies d’une flottabilité importante. Ceci est ici renforcé par la dissymétrie
des flux de chaleur propre aux géométries curvilignes, notamment sphérique.

Lorsque le nombre de RAYLEIGH est augmenté (fig. 3.28a — 3.28¢ ou 3.28b —
3.28d), le couvercle conductif va petit & petit subir une érosion thermique et une
nouvelle épaisseur d’équilibre sera atteinte. La présence d’un chauffage interne pur,
en viscosité variable (fig. 3.28b et 3.28d), implique un transfert thermique interne
(sous le couvercle) dominé par les anomalies froides, a I'instar de ce qui a lieu dans les
cas isovisqueux, mais celles-ci correspondent a des structures a plus courte longueur
d’onde. En outre, I'essentiel des variations de température est dii a la conduction
thermique, au sein du couvercle.

Le code de convection développé au cours de ce travail se révéle suffisamment pré-
cis et performant dans les diverses géométries et approximations thermodynamiques
testées. Pour la suite, on ne considérera plus que la géométrie d’anneau sphérique,
la plus adaptée pour modéliser les transferts de chaleur dans un manteau planétaire
entier. La dissipation de marée peut désormais étre incluse comme source de cha-
leur additionnelle dans le traitement de ’équation de 1’énergie. Ce couplage avec le
chauffage de marée, ainsi qu’une application préliminaire associée, sont présentés au
chapitre qui suit.






Chapitre

Couplage avec la dissipation de marée

Ce chapitre est constitué d’une premiére partie détaillant la méthode de calcul
mise en ceuvre pour I’évaluation de la dissipation de maniére couplée avec les trans-
ferts de chaleur. La seconde partie est écrite en langue anglaise : elle représente le
corps d'un article en préparation (Besserer et al., 201x). Notons que, de maniére
complémentaire & ce qui figure dans les chapitres 1 et 2, toutes les équations y
sont présentées dans leur version dimensionnée. Les symboles et notations utilisés
différent donc parfois de ceux employés dans le reste du mémoire.

4.1 Meéthodologie générale

4.1.1 Motivations

L’approche générale qui a été menée pour calculer la dissipation de marée repose
sur des choix géométriques particuliers. En effet, bien que la description des trans-
ferts de chaleur soit réalisée via une approche bidimensionnelle (chap. 2 et 3), il faut
garder a l'esprit que le probléme de la déformation de marée est tridimensionnel par
nature. Une approche couplée compléte, c’est-a-dire 3D sphérique & la fois pour le
traitement de la dissipation de marée et des transferts de chaleur, a récemment été
développée par Béhounkova et al. (2010) : outil obtenu, baptisé Antigone, est basé
sur un couplage entre, d'une part, le traitement de la convection thermique via le
code (EDIPE de Choblet et al. (2007) et, d’autre part, I’évaluation de la dissipation
de marée selon 'approche de Tobie et al. (2008). Toutefois, il faut souligner que,
en plus de nécessiter des temps de calcul importants consécutifs au caractére tridi-
mensionnel de la géométrie employée, cette approche ne traite le probléme qu’avec
I’hypothése d’incompressibilité inhérente a 1'outil (EDIPE. En outre, le traitement
de la déformation viscoélastique dans le domaine temporel rend complexe la prise en
compte de la variabilité fréquentielle de celle-ci; cette dépendance est donc ignorée.

219
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De ce fait, cela limite fortement les types de rhéologie accessibles pour le calcul de
la dissipation de marée. Enfin, il est difficile, avec le code Antigone, de résoudre le
couplage convection-dissipation dans plusieurs corps simultanément, ainsi que les
interactions orbitales mutuelles résultantes.

Ce sont notamment ces quatre raisons qui ont motivé la réalisation de 1’outil
CHEOPS-2D. Le probléme du temps de calcul est amoindri par 'utilisation d'une
géométrie curviligne bidimensionnelle, 'anneau sphérique (Hernlund et Tackley,
2008, cf. aussi 2.1.3), congue pour approximer les transferts de chaleur tridimension-
nels sphériques. Pour tenir compte de la compressibilité du milieu étudié — le manteau
du corps planétaire — les équations de conservation, qui permettent de décrire les
transferts de chaleur, sont traitées dans l’approximation anélastique-liquide (Jarvis
et McKenzie, 1980). En outre, 'équation du mouvement résolue pour la déforma-
tion sphéroidale de marée prend également en compte une certaine compressibililité,
variable radialement. Cette équation est traitée dans le domaine fréquentiel, selon
I'approche de Tobie et al. (2005), qui rend aisée 'utilisation de nombreuses rhéolo-
gies viscoélastiques. Enfin, CHEOPS-2D permet de calculer de maniére cohérente
I’évolution orbitale qui résulte de la dissipation de marée, ainsi que la rétroaction de
celle-ci. Ce dernier point sera 1’objet du chapitre 5. Ici, nous considérerons simple-
ment une configuration orbitale fixe.

L’idée générale de la méthode de couplage mise en ceuvre est la suivante : dans
un premier temps, la réponse de marée moyenne du corps est calculée, en ne considé-
rant que des variations radiales. Cette technique permet, & partir de profils radiaux
moyens de propriétés thermo-mécaniques’, d’employer la méthode mise en ceuvre
par Castillo et al. (2000) et Tobie et al. (2005) pour le calcul des fonctions radiales.
La réponse moyenne tridimensionnelle est ensuite remise & 1’échelle dans la géomé-
trie d’anneau sphérique, via une moyenne longitudinale de la réponse 3D (le plan
« équatorial » correspond ici au plan orbital du corps perturbateur). Cette approche
permet de déboucher sur une formulation semi-analytique de la réponse moyenne
équivalente bidimensionnelle (annulaire) du corps. Enfin, une correction du champ
de dissipation de marée résultant est réalisée afin de tenir compte des variations
latérales de température.

4.1.2 Potentiel de marée employé

Dans ce chapitre, il est question du couplage entre les transferts de chaleur ayant
lieu au sein d'un corps secondaire (satellite ou planéte), et la dissipation de ma-
rée engendrée par une déformation anélastique de celui-ci en réponse au potentiel
excitateur d'un corps central (planéte ou étoile), autour duquel le corps secondaire

1. pouvant varier avec la température, selon le profil moyen de celle-ci obtenu, & un instant
donné, a partir du module décrivant les transferts de chaleur dans CHEOPS-2D
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décrit une orbite excentrique. L’équation (1.15) doit donc étre comprise, ici, comme
I’expression du potentiel excitateur appliqué au corps orbitant, c’est-a-dire lié aux
effets de marée résultant de 'interaction gravitationnelle avec le corps central. On a
donc la décomposition (cf. p. 20) :

U = U™ + B(2), (4.1)

mar

avec ® la partie périodique du potentiel (potentiel dynamique).

L’expression classiquement employée dans la littérature (p. ex. Murray et Der-
mott, 1999 ; Tobie et al., 2005) est généralement celle, pour un satellite en résonance
spin-orbite 1 : 1, obtenue a partir de la formule dérivée par Kaula (1964) [éq. (1.25)],
au degré [ = 2, au premier ordre en excentricité et en supposant une obliquité nulle
du satellite sur son orbite (c.-a-d. une inclinaison nulle de I'orbite de la planéte
centrale dans le référentiel du satellite). En effet, ’'obliquité d’un corps bloqué en
résonance spin-orbite est généralement faible (p. ex. Bills, 2005). L’expression du
potentiel dynamique, dans le systéme de coordonnées sphériques associé au satellite,
peut se mettre sous la forme :

T2n2

O(r, 0, ,t) = — F(9,0,e,t), (4.2)

avec la fonction

F(0,¢,e,t) = 3ePa(cos ) cos(nt)

e . . (4.3)
_§P22(COS V) [3 cos(nt) cos(2¢) + 4sin(nt) sin(2¢)],

ou 7, ¥ et ¢ sont respectivement le rayon, la colatitude et la longitude dans le repére
lié au corps orbitant ; n est le moyen mouvement de ce dernier le long de son orbite
d’excentricité e.

Cependant, si I'on souhaite décrire précisément la dissipation de marée dans
des cas a excentricité importante (typiquement plus que quelques pourcents), il
convient d’utiliser une expression moins approximative. Le choix s’est porté sur
un développement du potentiel & un ordre plus élevé en e, toujours a partir de
I'expression générale de Kaula (1964), de 'hypothése d'une obliquité négligeable du
corps secondaire sur son orbite et d'un degré [ = 2 largement prédominant. Cette
derniére hypotheése reste valable si le rapport du rayon du corps perturbé au demi-
grand axe de son orbite est petit. La restriction principale est une troncature a
I'ordre 4 des fonctions d’excentricité Gy, de Kaula (1964). Ainsi, dans le cas d'une
résonance spin-orbite k : j, on trouve la forme suivante pour la fonction F (p. ex.
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Béhounkova et al., 2010), généralisant ainsi l'expression (4.3) :

2
F(t) =Pyo(cos ) {36 cos(nt) + geg cos(2nt) + ge?’ cos(nt) + ;64 cos(Qnt)l

—%Pm(cos ) {cos {2¢ +2 (? - 1) nt}

e [cos (2¢ + (2? _ 1)nt> — 7 cos <2¢ + (2? - 3)msﬂ
_%GQ {5 cos <2¢ + 2(? - 1)nt) ~ 17cos (2¢> 4 2(% - 2)nt>]

—|—1—1663 |:COS (2¢ + (2? - 1)nt) — 123 cos (2¢> + (2? - 3)nt)}

+% et [g CoS (2¢ + 2(? - l)nt) - % Cos <2gz5 + 2(? - 2)nt>} }

Dans cette thése, en premiére approche, seul le cas d'une résonance 1 : 1 a été
considéré. L’expression ci-dessus se simplifie donc quelque peu pour la partie d’ordre
azimutal égal & 2. En particulier, certains termes ne dépendent plus du temps et
peuvent donc étre ignorés. On a ainsi, en isolant les fonctions circulaires du temps :

F () =Pafcos ) [3ecos(nt) + 3¢ cos(2nt) + 2" cos(nt) + Le* cos(2n)
—%sz(cos 9) {e [3 cos(26) cos(nt) + 4sin(26) sin(nt)]
+g62 [cos(2¢)) cos(2nt) + sin(2¢) sin(2nt)] (4.5)
—%63 (61 cos(26) cos(nt) + 62 sin(26) sin(nt)]
———¢* [cos(2¢) cos(2nt) + sin(2¢) sin(2nt)]}

Ainsi, pour une résonance 1 : 1 et une précision a l'ordre 4 en excentricité, on voit
qu’émergent deux fréquences angulaires dans le signal du potentiel dynamique : n
(le moyen mouvement) et 2n; il n’y en a qu’une seule (n) dans le cas de I'expression
simplifiée (4.3). Cet aspect sera important pour la suite : il sera nécessaire, pour
calculer la dissipation de marée dans le corps en orbite, d’évaluer les parameétres
viscoélastiques de celui-ci & ces deux fréquences.
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4.1.3 Contraintes et déformation de marée

L’approche employée pour évaluer les contraintes et les déformations de marée
est celle de Tobie et al. (2005), basée sur le formalisme des fonctions radiales (Pekeris
et Jarosch, 1958 ; Takeuchi et Saito, 1972 ; Molodenskiy, 1976). Celui-ci repose sur
I’hypothése d’un milieu & symétrie sphérique, autrement dit ne permet de prendre en
compte que des variations purement radiales des propriétés du corps. C’est la raison
pour laquelle nous ne pouvons I'employer que pour calculer la réponse moyenne du
corps. Dans ce formalisme, 1’équation du mouvement, traitée ici dans I'hypothése
des petites perturbations, ainsi que 1’équation de POISSON sur le potentiel induit
par la redistribution de masse qu’engendre la déformation de marée du corps |[cf.
plus loin, éq. (4.58) et (4.59)] sont tranformées en un systéme équivalent de six
équations différentielles, dans le domaine fréquentiel, que ’on peut résumer sous la
forme suivante :

~]

W =) ay(w) di(rw)  Vie[1,6], (4.6)

j=1,6
ou 7 est le rayon, mesuré depuis le centre du corps, w la fréquence angulaire de la
sollicitation et y! la i-éme fonction radiale de la planéte, & une fréquence et un degré
[ donnés. Le coefficient a;; est ’élément d’un opérateur matriciel A portant sur les
fonctions 7! et leurs dérivées radiales. Celui-ci dépend notamment de la fréquence et
des propriétés (radiales) que sont la masse volumique p, la gravité g, le coefficient

d’incompressibilité K et la rigité pu.

Le probléme viscoélastique de la déformation de marée dans le domaine temporel
se raméne ainsi a une formulation élastique équivalente dans I'espace des fréquences,
via la définition de modules complexes K (r,w) et fi(r,w); c’est I'idée du principe de
correspondance (Biot, 1954 ; Cathles, 1975). La notation « @ » indique des trans-
formées de LAPLACE. Notons que, dans notre cas ou les signaux sont purement
périodiques — potentiel de marée sans aspect transitoire — ces transformées sont ri-
goureusement équivalentes a celles qui seraient obtenues avec une transformation de
FOURIER unilatérale.

La résolution du systéme (4.6) ne sera pas détaillée ici; il s’agit, en effet, de
I'une des deux seules parties? de I'outil CHEOPS-2D qui n’a pas été écrite par
I’auteur de ces lignes. Le lecteur intéressé trouvera une explication détaillée dans la
thése de Tobie (2003). Mentionnons simplement que le solveur employé repose sur
une méthode de RUNGE-KUTTA a l'ordre 4, munie d'un pas radial adaptatif afin
d’optimiser les calculs. Cette amélioration a été récemment apportée par Mathieu
Le Feuvre, dans le cadre de son post-doctorat au LPG Nantes.

2. Vautre étant le calcul des fonctions d’excentricité et d’inclinaison de Kaula (1964); voir
chapitre 5
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Une fois déterminées les six fonctions radiales, pour les deux fréquences w = n et
w = 2n qui nous intéressent, il devient possible d’accéder aux champs tridimension-
nels sphériques de contrainte o et de déformation € de marée. Cette reconstruction
peut se faire séparément pour chaque composante de ces tenseurs symétriques, via
les fonctions radiales et la décomposition en harmoniques sphériques de la trans-
formée de LAPLACE du potentiel perturbateur ® [éq. (4.2) et (4.5)] en surface du
corps secondaire de rayon R. Les formules de reconstruction obtenues illustrent le
principe de séparation de variables, puisque chaque terme peut étre évalué comme
le produit d’une fonction & variations strictement radiales par une autre, purement
azimutale. En effet, on a, pour chacune des douze composantes e;; sphériques qui
nous intéressent, la décomposition suivante (Takeuchi et Saito, 1972 ; Tobie et al.,

2003) :

o) [
'Lj T 19 ¢7 Z Z o (47)
=2 m=—1
avec
~1
et = OGR4, ,0), (48)
~1 23 m .
ag_%ﬁfﬁzg(Ra¢wywmn@qwga¢wx (4.9)
- 29 92Qm o
%¢=%@wﬂ{§%—éM§U%&¢w) &9U%§¢u0} (4.10)
+ i (r,w) PP (R, Y, 6, w),
~1 Tm
%:%Y?&Dm0¢) (4.11)
l 8(I)m
i — /;((’ s (R.0.0.0), (112)
. R o
gg¢:: i )(Scﬂ [a¢aﬁ(R 9, ¢, w) — @é (R,ﬁ,¢,w)] (4.13)

(4.14)

et
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G = Gh(r,w) O (R, 0, ¢, w), (4.15)
~lm {:\<T7W) dgll(r7 w) + 5‘(7"7 w) tQﬂJ(Taw) [

099 —

243 (r,w) — (I + 1)gs(r,w)]

(fi;m 26m
- —g}é(r, w) [cot ﬁa—l(R, 9, d,w) + csc? 198 !
’
)

v g (B0.6w)| . (4.16)

N A(r,w) + 2[(r,w) [

lel(r7 w) - l(l + 1)ﬂé(r, w)}

20(r,w) ~.
- ) ) | B, 0,00
201(r,w) _ 2P
- ’u( )yfli(rﬂ w) aﬂQl (R7197¢7w)7 (417)
m - o}
U7l“19 = yi<rvw)a—é(R7ﬁ7¢aw)a (418)
Hm
3 = h(r) s 05 (R, 0,0,), (1.19)
2 2&5771 Ef)m
559’(’; - M@é(r,w) [CSC 19(3198% (R, Y, ¢,w) — cot ) csc ﬁ%(R, 9, ¢,w)
(4.20)
X est, a l'instar de i1, un paramétre de LAME effectif, défini par :
5 2
Ar,w) == K(r) — zf(r,w). (4.21)

3

Cette définition implique que la dissipation d’énergie de marée par changement
de volume est négligée. Rappelons que cette hypothéses est également appliquée
pour le calcul des transferts de chaleur (cf. approximation de STOKES, cf. 1.3.2).
La dissipation, dans l'approche choisie, est donc considérée n’avoir lieu que par
cisaillement. Les grandeurs complexes e, dans les équations précédentes, incluent
toujours une part élastique (partie réelle de la grandeur), c’est-a-dire correspondant
a la réponse instantanée du corps, et une part visqueuse (partie imaginaire ; nulle
pour K ici), a savoir la partie différée de la réponse (retard de phase, cf. 1.2.3). En
vertu du principe de correspondance (Biot, 1954 ; Cathles, 1975), la technique de
Takeuchi et Saito (1972), originellement développée pour un milieu élastique, peut
étre appliquée pour des fonctions radiales complexes (7;).
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Notons que deux des fonctions radiales n’apparaissent pas dans les équations
précédentes. Il s’agit de yg, qui permet de tenir compte de la continuité du gradient
du potentiel d’autogravitation du corps et de ys, qui caractérise le potentiel induit
par la redistribution de masse qu’engendre la déformation de marée du corps (p. ex.
Tobie et al., 2005). La valeur en surface de ys permet d’accéder directement au
nombre de LOVE k; (Love, 1909), défini comme le rapport du potentiel induit au
potentiel perturbateur, & un degré [ donné. Entre deux composantes du potentiel
perturbateur ® et du potentiel gravitationnel total U, on a la relation générique
suivante :

U=uys;®, (4.22)
soit ici
Ri(w) = Gh(R.w) — 1. (4.23)
Si 'on suppose que toute la dissipation est « incluse » dans le déphasage du
nombre de LOVE ks, le facteur de dissipation s’écrit :

_ Imffa(w)]
o ()]

Par ailleurs, le second nombre de LOVE, h;, et le nombre de SHIDA, ¢;, carac-

Q' (w) (4.24)

térisant respectivement les déplacements verticaux et horizontaux, sont reliés aux
valeurs des fonctions y; et y3 et de la norme du champ de gravité en surface :

= w)g(R), (4.25)
O(w) = F3(R,w)g(R). (4.26)

4.1.4 Réponse moyenne du corps et dissipation

La source de chaleur de marée que nous souhaitons évaluer est, classiquement,
la puissance moyenne dissipée au cours d'un cycle orbital. En notant < P > cette
grandeur et T, := 27 /n la période de l'orbite, on a :

I 1
o J0O o k.l

avec les indices k et [ correspondant successivement aux trois directions habituelles
r, ¥ et ¢ des coordonnées sphériques.
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Pour la suite du raisonnement, nous emploierons la notation réduite ci-dessous :

1 .
< P>= ;Wkl, avec T = T ]{(m(t)a?m(t) dt. (4.28)

En utilisant la décomposition de FOURIER des fonctions oy, (t) et £x(t), il vient,

pour un spectre discret de fréquences entiéres® :

1 <= z i — : :
= Tojq{ Z pr(wn)et x Z_ Epa(wn et dt, (4.29)

n=—oo

o] +oo
- x 1 .
- Z Z 6kl<wn)ékl<wn’)j_—v%eZ(wn+wn,)tdt7 (4.30)

n=—oon/=—oo

avec w, = nw (n € Z) ; lanotation e traduit des spectres au sens de la transformation
de FOURIER classique (c.-a-d. bilatérale).
La premiére somme peut se décomposer de la maniére suivante :

~ +o00
5 z 1 i(wn+w, s
Tkt = Z Z O-kl(wn)gkl(wn/)ffe( nt+w, )tdt

n=—oo n'=—oo

+oo  +oo _ 1 (431)

z ¥ ) — i(wn-i-wn/)tdt

+ ; n/;w Tt (Wn ) Eri(wn )To 7{6 ;

puisque 'on a 5kl(0)gkl(0) =0.
En utilisant la propriété d’orthogonalité
1 . 1 si n=-n

— @ ellnteniqy = 4.32
T, j{e { 0 sinon ’ (4.32)

3. C’est bien le cas pour les potentiels de marées qui nous intéressent dans cette thése, c’est-a-
dire ceux correspondant & une résonance spin-orbite donnée.
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I'équation (4.31) devient :

TR =

SE ST 1 [
Z Z 6kl(wn)ékl(wn/)ffGZ(wner”/)tdt

n=—oon’/=1

Shel : 1 [
Z Z 5kl(wn)€kl(wn/)T %ez(w'rz"!‘wn/)tdt’

o

n=1n'=—oco
S X 7 1 ,
Z Z O —wn) Ext(Wnr) 7 fez(“’n’_wn)tdt

= I— SN——— TO
n=1ln'=1 -

ot (wn)
SLSr : 1 [
D0 nlwn) Eul—ww) T ]{ ei@n—wnt gy
n=1n'=1 %/_/ o
€r(wnr)

avec la notation « e* » pour le complexe conjugué.

(4.33)

(4.34)

Les deux intégrales de I'expression (4.34) sont sujettes a la propriété (4.32), mais

cette fois avec 1'égalité n = n’ comme condition principale. La puissance m; prend

donc la forme simple suivante :

Tl =

+o0 ~ +o0 ~
> Gi(wn)Er(wn) + Y Gri(wn) (wn),
n=1 n=1

“+oo

> { [Futeniitn)] + sute)Zwn}

n=1

io 2Re | Fya(wn)épy(wn)|

n=1

(4.35)

(4.36)

(4.37)

Finalement, en revenant sur des transformées de LAPLACE classiques & = 2e,

qui sont celles utilisées dans la formulation du probléme des déformations de marées

[cf. éq. (4.6)], on parvient & une forme analogue a ce qui est couramment utilisé en

électromagnétisme :

avec

Pkl (w)

T = Z Re [Pkl(wn)} s

n=1

1. 7*
= EUkl(W)gkl(W)a
1w _ . .
= —Eakl(w)skl(w) si ep(t=0)=0,

(4.38)

(4.39)

(4.40)
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la puissance complexe volumique, pour une fréquence w donnée. Notons que le rai-
sonnement ci-dessus pourrait tout a fait étre transposé au cas d’un spectre continu
de fréquences.

Ainsi, une fois les diverses composantes des tenseurs de contrainte et de défor-
mation viscoélastiques de marée correctement estimées dans le domaine fréquentiel,
via I’équation (4.7) — il s’agit donc de déterminer précisément les fonctions radiales
— la dissipation de marée < P > est calculée trés simplement, grace aux équations
(4.28), (4.38) et (4.40).

4.1.5 Reéduction & une géométrie annulaire

Les composantes de contrainte et de déformation précédemment obtenues sont
celles de la réponse moyenne du corps planétaire, en considérant des variations pu-
rement radiales — dominantes — de ses propriétés thermo-mécaniques. Cependant,
cette réponse est tridimensionnelle (sphérique). Or, afin de pouvoir coupler trans-
ferts de chaleur et dissipation de marée, cette derniére doit pouvoir étre employée
comme un terme source de chaleur dans 1’équation de conservation de ’énergie ré-
solue dans I’outil bidimensionnel annulaire développé. Ceci nécessite donc le recours
a une certaine réduction géométrique.

Dans le cas de la résonance spin-orbite 1 : 1 qui nous intéresse particuliérement,
les variations les plus importantes sont celles en latitude, puisque l'obliquité du
corps perturbé est considérée nulle. Afin que la réduction préserve un maximum
d’information sur ces variations, il a été choisi de considérer I'anneau sphérique (c.-
a~d. le domaine géométrique correspondant au manteau convectif) comme orthogonal
a I’équateur du corps planétaire (secondaire), autrement dit perpendiculaire au plan
orbital. C’est ainsi la moyenne en longitude de la dissipation de marée 3D — réponse
moyenne — qui sera « incluse » dans 'anneau. Cette moyenne peut étre réalisée
analytiquement, en tirant parti du formalisme présenté plus haut et des propriétés
remarquables des harmoniques sphériques.

Ainsi, on peut toujours écrire le jeu d’équations (4.7) sous la forme trés générale
suivante :

+oo 1

Gulw) = Y 3 F{i@)} ) Gy 6.0) (4.41)

=0 m=—

o

Giw) = D> G {ii(w) iz ] DI (@)Y (6,9), (4.42)

=0 m=—1 ~
oy*

avec F et G deux fonctions des y; et de leurs dérivées radiales et Y;™ les harmoniques
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sphériques® (C" et D" étant des coefficients complexes associés) :

Y;™(0, ¢) = P™(cos §)e™®. (4.43)

La moyenne en longitude de la puissance my; [éq. (4.38)], associée aux compo-
santes e, des contraintes et déformations de marée, s’écrit simplement :

1 27
Iy = — do. 4.44
Kl 27T/o T do ( )

Ainsi, nous avons, dans le cas général d’un spectre continu en fréquence :

i 271- +OO ! ! I
I, = —}/ / w Z}—ImCZmYEm Zgzrfn *Dlm* l/m* dwdo,
0 - lym ' m/

i +OO I I 27T !
= —— momrGr DYt Y'Y o | dw. 4.4
W/—oo w [”;m/]:l arg l /0 ! ¢] w ( 5)

Or, on a la forme suivante de propriété d’orthogonalité pour les harmoniques
sphériques :

2w 2w
/ Y'Y g = PP / e'm=mo g, (4.46)
0 0
= 20" P S (4.47)

avec 0;; le symbole de KRONECKER, ce qui permet de simplifier I'expression (4.45) :

oo

—+o00
I, = —21/ W( Z Emcﬁgﬁl/*D{’n/*BmPlCnlémm’> dw?

LI, mm’
“+o00
~ %Y prpr / T ()G (r, )OI () DI (w)dow. (4.48)

LIm —00

Dans le cas du potentiel qui nous intéresse, c¢’est-a-dire pour une résonance spin-
orbite 1 : 1 et & 'ordre 4 en excentricité, I'intégrale peut s’écrire sous forme discréte,
ce qui donne 'expression finale suivante :

2
My =—21 Y PP w7 (r,wa)G (r,w,) "Cl "Dy, (4.49)

Ll'm n=-—2

4. Ici, le raisonnement et les calculs finaux ont été effectués avec des fonctions de LEGENDRE
associées (de premiére espéce) normalisées (P/™). Ceci est cependant un choix purement pratique. . .
Noter que des fonctions non normalisées (Py,,) sont employées aux chapitres 1 et 5.
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avec w, = nw, et w, = 27/T, la fréquence orbitale principale (c.-a-d. le moyen
mouvement), "C/" et "D;" étant des coefficients complexes.

Finalement, la puissance moyennée en longitude, < P >4, qui sera utilisée pour
caractériser la réponse moyenne du corps en géométrie annulaire (anneau disposé
selon un méridien) s’écrira, puisqu’elle doit inclure les contributions de chacune des
composantes e, des contraintes de marée (aux différentes fréquences) :

< P>, (n0) = % < P>(r0,0)do (4.50)

- Z Iy(r, 0), (4.51)

avec 1 et 0 les coordonnées polaires associées a ’anneau sphérique.

Les fonctions Ilj;, dérivées au moyen de l'équation (4.49), sont présentées en
annexe de larticle qui suit (cf. 4.2.5, p. 265). Les avantages de ces solutions semi-
analytiques sont la simplicité qu’elles permettent pour I'évaluation de la dissipation
de marée et la rapidité de calcul qui en découle : en effet, aucun passage en géomé-
trie 3D sphérique n’est réalisé en pratique. Ceci permet de recalculer le champ de
dissipation de marée a chaque instant, dans une simulation de convection thermique.
Dans la méthode tridimensionnelle de Béhounkova et al. (2010), certes plus correcte
par essence, 1’évaluation du champ de dissipation reste cofiteuse en temps de cal-
cul; pour cette raison, celui-ci n’est pas remis a jour a chaque instant. L’approche
utilisée par Roberts et Nimmo (2008) pour évaluer la dissipation de marée au sein
d’Encelade, qui s’inspire étroitement des travaux de Tobie et al. (2005), repose, elle
aussi, sur un calcul 3D du champ de dissipation. Celui-ci est certes nécessaire pour
les quelques simulations sphériques que présentent ces auteurs, mais il induit vrai-
semblablement un surcotit important dans le cas de leurs simulations 2D sphériques
axisymétriques. Ces auteurs ne calculent la réponse moyenne qu’une seule fois, au
début d’une simulation, et appliquent ensuite des corrections locales & partir de cet
unique champ de dissipation moyen. La méthode semi-analytique élaborée durant
cette thése permet, entre autres, de contourner ce probléme, dont on peut penser
qu’il conduirait & des imprécisions croissantes pour un calcul & long terme (p. ex.
avec une évolution orbitale).

Comme cela est présenté dans l'article qui suit [éq. (4.69)], le chauffage de marée
a inclure dans les calculs de transfert de chaleur [éq. (2.14)] doit tenir compte des
variations latérales (2D) de température et non plus simplement de la variation
radiale (1D), comme c’est le cas pour le calcul de la réponse de marée moyenne
du corps. Ces variations latérales n’ont a priori aucune raison de posséder une
quelconque symétrie : 'anneau sphérique permet de s’affranchir de ce probléme tout
en conservant une variation correcte (c.-a-d. sphérique) des volumes élémentaires
(cf. 2.1.3).
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4.2 Article: Coupling heat transfer and tidal dis-
stpation in planetary mantles with CHEOPS-
2D: Role of compressibility

4.2.1 Introduction

Tidal dissipation plays a fundamental role in the energy budget and in the
thermal-orbital evolution of various bodies in our Solar system, including Io (e.g.,
Moore, 2003 ; Lainey et al., 2009), Europa (Hussmann et al., 2002 ; Tobie et al.,
2003 ; Nimmo et al., 2007) and Enceladus (e.g., Roberts et Nimmo, 2008 ; Tobie
et al., 2008), and probably also in other planetary systems (e.g., Henning et al.,
2009 ; Béhounkové et al., 2011). Part of the mechanical energy due to tides is dis-
sipated in solid and liquid layers through various frictional processes. In the solid
mantle, dissipation mostly results from visous friction, which strongly depends on
rheology, hence on temperature. As a consequence, there is a natural coupling be-
tween these effects and heat transfer inside planetary mantles. This coupling is a
key feature for satellites or planets orbiting at a close distance to their central com-
panion. In particular, it is fundamental to understand if a planet or satellite may
remain thermally stable or may be subjected to thermal runaways (e.g., Béhounkovéa
et al., 2011).

Some authors already modeled the thermal-orbital evolution of the Galilean
moons, including Ganymede (Showman et al., 1997 ; Bland et al., 2009) and the Io-
Europa system (Ojakangas et Stevenson, 1986 ; Fischer et Spohn, 1990 ; Hussmann et
Spohn, 2004), the long-term Earth-Moon system (Ross et Schubert, 1989), the early
Moon (Meyer et al., 2010), and super-Earths (Tachinami et Yuen, 2010). These pi-
oneer studies all used parameterized or semi-parameterized models to describe heat
transfer. However, these parameterized models do not accurately describe solid-
state convection, particularly when feedbacks occur due to heterogeneous internal
heating caused by tidal dissipation (Roberts et Nimmo, 2008 ; Béhounkova et al.,
2010, 2011). Recently, Robuchon et al. (2011) modeled the coupled thermal-orbital
evolution of two satellites of Saturn, Enceladus and Dione, with a self-consistent
(i.e. not parameterized) treatment of thermal conduction. Their results highlighted
the importance of thermal feedbacks on the tidal parameters of the satellites and
consequently on their orbital evolution.

In order to fully model the thermal-orbital evolution of planetary bodies, one
needs to take into account the internal heat transfer in a self-consistent way (wether
these involve developed convection or exclusively thermal conduction). The major
drawback of the previously mentioned coupled studies is the lack, or the oversimpli-
fication, of heat transport by thermal convection inside the bodies. We have devel-
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oped a new numerical tool to overcome this simplification, CHEOPS-2D (Coupling
Heat transfer and Evolution of the Orbit of Planets and of their Satellites in
2-Dimensional geometry). Conservation equations for heat transfer are treated
through a compressible, anelastic formulation. Indeed, planetary mantles of Earth-
like bodies are subjected to long-term (i.e. convective) viscous heating that can be
locally important, particularly in hot and cold thermal plumes (e.g., van den Berg et
Yuen, 1997). On the other hand, tidal dissipation, which is probably crucial for the
orbital evolution of close-in Earth-like extrasolar planets on highly eccentric orbits
(e.g., Gl 581 e, Forveille et al., 2012), is another kind of viscous heating, occurring
at very short timescales when compared to convective dissipation. This heat source
is highly temperature-dependent (e.g., Mitri et Showman, 2008 ; Béhounkova et al.,
2010 ; Béhounkova et al., 2012). The feedbacks and interactions between these vis-
cous dissipations in the mantle of tidally heated bodies are poorly known. So far,
tidally heated thermal convection was modeled within an incompressible framework
(e.g., Tackley et al., 2001 ; Tobie et al., 2003 ; Roberts et Nimmo, 2008 ; Béhounkova
et al., 2010, 2011), which is well justified for small bodies, like icy and/or rocky
moons of giant planets. However, in Earth-like planets, and all the more in po-
tential super-Earths, compressibility may hardly be neglected. The anelastic-liquid
formalism of Jarvis et McKenzie (1980) enables us to consistently include adiabatic
heating/cooling sources and both tidal and convective viscous dissipation in numeri-
cal models. Compressibility is also considered in the viscoelastic tidal response of the
body, through an approach based on the work of Tobie et al. (2005). The resulting
orbital evolution that will in fact change the tidal response, mainly through orbital
eccentricity and semi-major axis (therefore tidal forcing frequency), is computed
within the formalism of Kaula (1964). In the present study, we consider a fixed
orbital configuration (here 1 : 1 spin-orbit resonance) as an illustrative example of
the method, in order to focus on the coupling between compressible convection and
tidal dissipation. More general coupled orbital-thermal evolutions will be addressed
in forthcoming papers.

The model is detailed in section 4.2.2, where the general philosophy of our ap-
proach is outlined, the governing equations for compressible heat transfer and tidal
dissipation feedback are presented, and the numerical methodology is described.
Section 4.2.3 presents the physical hypotheses chosen in order to compare tidally
heated compressible and incompressible cases. Then, section 4.2.4 presents key re-
sults of the application of our model to Earth-like planets, focusing on the effect of
compressibility on, first, isothermal viscoelastic models (i.e. without heat transfer)
and, second, on tidally heated heat transfer.
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4.2.2 Model

A self-consistent description of the evolution of a tidally heated planet and/or
a satellite, requires to account for the tidal energy dissipation feedbacks on both
thermal and orbital evolutions. Even though this highly coupled problem should
ideally be treated in a fully spherical geometry, such approaches often require high
computational times and, therefore, limit the parameter range that can be explored.
In order to save computational time without too much loss of physical accuracy,
two different geometrical approaches are combined in our model: the spherical an-
nulus (Hernlund et Tackley, 2008) for thermal transfer and a spherically symmetric
geometry for tidal dissipation.

The coupling mechanism between thermal transfer and tidal dissipation is de-
tailed in figure 4.1. The various steps and symbols in this diagram will be detailed in
the two next sections. The general idea of the coupling method is as follows: 2D heat
transfer (spherical annulus computation) governs the temperature field, from which
a radially averaged distribution is extracted, at a given time step. This distribution,
together with the associated mechanical properties, are the inputs for the computa-
tion of the complex radial functions of the planet, namely its viscoelastic response to
tidal forcing. For a given tidal perturbating potential, the semi-analytical solution
corresponding to the longitudinally averaged response of the spherical body is used
to project it back to the spherical annulus geometry. The resulting mean tidal dissi-
pation field is locally corrected to account for lateral variations of temperature. The
corresponding tidal heating field (Hy;q) is then used as a heterogeneous heat source
in the computation of heat transfer, yielding a new average temperature profile at
the next time step, and so forth. ..

When orbital evolution is included, the tidal heating field is integrated over the
entire volume of the mantle and the resulting global dissipated power is introduced
in the computation of the orbital evolution: changes of the semi-major axis, ec-
centricity, inclination, and rotational states of the bodies. The result is a modified
tidal potential, that will ultimately affect the mean tidal response. We stress here
the pivotal role of the temperature field (see fig. 4.1), which controls both viscous
(convective) and viscoelastic (tidal) rheologies, and buoyancy of the mantle, hence
modulating tidal response and heat transfer efficiency. For this reason, thermal
convection must be accurately computed to describe thermo-orbital evolution.

Thermal convection

We describe the solid state heat transfer in the compressible mantle by solving the
usual conservation equations for thermal convection in the infinite Prandlt number
anelastic-liquid approximation (ALA), introduced by Jarvis et McKenzie (1980).
Within this framework, the primitive variable forms of the conservation equations
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Radial functions

{gi(w)}i:LG

Tidal potential
at the surface

6t0ide(RP7 07 d): w)

[2D]

Heat transfer Radial profiles
thermal feedback mean radial viscoelastic
T(r,d) > 10,09, K >
properties behavior
[2D] [1D] [1D]
Tidal heating Local correction Mean tidal response
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Figure 4.1 : Detailed structure of the coupling method for heat transfer and tidal
dissipation in CHEOPS-2D. The intrinsic geometry of each sub-problem is indicated
in square brackets. Hollow arrows stand for combination of phenomena while simple
ones only represent direct consequences; the dotted one stands for the orbital feedback
(not considered in this paper). Note the pivotal role of the temperature field [T (r,4)].
In fact, the reconstruction of the fully spherical mean tidal response is only virtual
here and does not need to be explicitely performed, thanks to our semi-analytical
solution derived for the 2D mean tidal power [Py (r,9)]. See text for the signification

of the various symbols and details.
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of mass, momentum and energy are, respectively, for any coordinate system:

_ = - = PPl __
V-r=V{p-p+ |a(T -T)— ——| pg, (4.53)
Ky
__ DT - o _
Py = V- (kVT)+7:Vo+alpg-v+ pH, (4.54)

where p is the density, v is the velocity, p is the pressure, g is the acceleration of
gravity, a is the thermal expansivity, T is the temperature, K is the isothermal
bulk modulus, ¢, is the specific heat at constant pressure, % is the Lagrangian
time derivative, k is the thermal conductivity, 7 is the viscous stress tensor, and
H is an internal heating rate per unit mass; e stands for hydrostatic, adiabatic
depth-dependent values in the reference state.

Since this study deals with tidally heated bodies, we decompose the internal
heat sources into radiogenic and tidal contributions: H = H,.q + Hyige. The second
and third terms of the right-hand side of equation (4.54) correspond to the viscous
dissipation and to the adiabatic heating/cooling contributions, respectively. The
viscous stress tensor is developed here as a function of velocity, for a Newtonian-
Stokesian, isotropic fluid:

2V v

T=n|Vv+ (Vv) — G|, (4.55)

with 7 the dynamic viscosity and G the metric tensor; " stands for second-order
tensor transposition.
Two important dimensionless numbers characterize the isoviscous thermal con-

vection under the ALA: the Rayleigh number, Ra and the dissipation number, Di.
These are defined by:

2 3
Ra — Qo CpoATsa Po gOL : (456>
komo
Di 1 Qodok (4.57)

Cpo

where AT, is the super-adiabatic temperature jump accross the mantle of thickness
L and e refers to the characteristic values that scale the different variables. Here,
Ra and Di are defined at the core-mantle boundary (i.e. characteristic values defined
at radius Ry := R, — L, R, being the planetary body’s radius). The ratio Di/v, with
~ the Griineisen parameter, defines a compressibility number Co (i.e. dimensionless
characteristic compressibility). Ra roughly characterizes the vigor of convection
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while Di controls the importance of viscous dissipation and adiabatic heating/cooling
(temperature stratification) and Co directly the density stratification.

For further details on the ALA equations, the reader is referred to the book
of Schubert et al. (2001). We stress here that we are not neglecting the dynamic
pressure (p — p) in the buoyancy term of the momentum conservation equation, in
order to keep full energetic consistency (Leng et Zhong, 2008).

The thermal transfer equations (4.52)-(4.54) are solved in the spherical annulus
geometry (Hernlund et Tackley, 2008). The goal of this approach is to capture as
much of the essential characteristics of the fully spherical geometry as possible in a
2D framework, associated with a polar coordinate system (r, ¢/), and an orthonormal
basis (i.e. G = I, with | the second-order identity tensor). The two-dimensionality
has the advantage of requiring smaller computational times, thus allowing for a wider
parameter space in simulations. This point is crucial when considering fully coupled
thermal-orbital evolutions.

Hernlund et Tackley (2008) proposed a generic formulation, with an effective de-
gree of curvature d. For d = 1, the equations correspond to the classical cylindrical
annulus geometry and, for d = 2, to the case of the spherical annulus. This for-
mulation also allows for a quasi-cartesian geometry, by taking d = 1, a curvature f
close to unity (e.g., f := Ry/R, = 0.9999), and an annulus segment of tiny angular
extent (see, e.g., Jarvis, 1993). When compared to other two-dimensional curvilin-
ear geometries (e.g., spherical-axisymmetric), the spherical annulus approach yields
the closest approximation of the fully spherical geometry for most of the convection
cases investigated by Hernlund et Tackley (2008).

The tidal effects are instrinsically three-dimensional. For this reason, the tidal
stresses and the associated strain rates are computed in the fully spherical geometry,
with a radial function-based method for the tidal response of the planet, as explained
below, and the corresponding volumetric power is averaged over the longtitudinal
direction.

Tidal dissipation computation and feedback

A self-gravitating planet or moon subjected to periodic tidal forcing undergoes
spheroidal deformations, which are governed by a Poisson equation and the equation
of motion for small perturbations:

1
V- (pu) = ===V Usiae, (4.58)
0*u . i
P — V-0 = pV(Us + Usige + Usiac ), (4.59)

where u and o are the tidally induced displacement and stress tensor, GG is the
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gravitational constant and U,, U}, and U},,, are the gravitational, tidal perturbing
and tidally induced potentials, respectively.

The viscoelastic behavior of planetary materials may be described by various
rheological models. In the present study, we consider an isotropic compressible
Maxwell viscoelastic rheology. The stress and strain rate tensors are then related
by the following constitutive equation:

do 1

1 . 2 .
N + E [0' -3 tr(a)G} = 2u€ + (K — g,u) tr(e)G, (4.60)

with p the shear modulus, 7 ., the effective viscosity relevant to tidal frequencies,

K the bulk modulus; tr(e) ::ffG : @ stands for the trace of a second-order tensor
and € is the infinitesimal strain rate tensor.

These equations can be transposed into the frequency domain by taking their
Laplace transforms and applying the correspondence principle (Biot, 1954 ; Cathles,
1975). The constitutive equation (4.60) becomes a Hooke-like equation, character-
ized by complex effective Lamé parameters A(w) and fi(w), at any angular frequency
w; @ indicates Laplace transforms. The frequency version of the system (4.58)-(4.59)
is then treated in the fully spherical coordinate system, extending from the center
to the surface of the planet (i.e. standard coordinates r, 6, ¢; G = I) and within the
formalism of Pekeris et Jarosch (1958), valid for spherically-layered bodies. This pro-
vides a laterally-averaged tidal response through the radial functions {g;(r,w)}
(see e.g., Takeuchi et Saito, 1972 ; Molodenskiy, 1976 ; Tobie et al., 2005).

The different steps of the coupling method are presented in figure 4.1. First,

1=1,6

an average radial distribution 7%(r) is extracted from the 2D-temperature field,
T(r,9), at a given time. Then, for a given set of mechanical radial distributions
[here p(r), pu(r) and K(r)], the resulting effective Lamé parameters profiles A(r,w)
and fi(r,w) are computed. For a Maxwell viscoelastic rheology, considering only
shear dissipation, these functions are given by:

p— iwp(r)

AT w) = - v (4.61)
1w+ Tieff(Tﬂ”M)

~ 2

)\(Tﬁz}?w) = K(T> - IEL(T;W’("J)’ (462>

3
with i the imaginary unit.

All the results presented here assumed a Maxwell compressible rheology. Note,
however, that any other behavior (Burgers, Andrade, etc.) may be considered in our
approach as long as complex shear and bulk modulus, ;i and K can be defined in
the frequency domain. The main motivation of using a Maxwell model is to reduce
the number of free parameters to explore.
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Following the elastic formulation of Takeuchi et Saito (1972), the tidal stress and
strain rate tensor components e;; (spherical coordinates), in the frequency domain,
are written in their most general form as:

[e%9) l

Gij(r, 0, ¢,w) Z Z R}" r,0,0,w)Y,"(0,0), (4.63)
=0 m=—1
e l

E(r,0,0,0) =iw> Y §(r,0,6,w) Y0, 9), (4.64)

=0 m=-1

where R" and S;" are functions that contain the mechanical behavior of the planet
(i.e. the aforementioned functions A, fi and {#i},_.¢), but also the surface tidal per-
turbing potential Utlde(Rp, 0, ,w) and its azimuthal first and second spatial deriva-
tives (see Tobie et al., 2005, for details) in their spherical harmonic decomposition
form. Y,"(6,¢) = P™(cosf)exp(ime¢) is the usual spherical harmonic of degree I
and ordrer m, with P/ the fully normalized associated Legendre polynomials.

The volumetric complex power P is then:

1 -
P(r.0,¢,w ZPZ] r.0,¢,w) = > GiEs, (4.65)
,J

with e* standing for the complex conjugate. Indices ¢ and j in the sum stand for
the spherical coordinates r, 8 or ¢.

For the heat transfer description, this 3D spherical energy source is included in
a 2D framework (spherical annulus) by averaging it on longitudes, hence preserving
the most important, latitudinal variations (the 2D annular domain used to described
heat transfer is considered perpendicular to the orbital plane of the perturbed body
around its perturber), resulting in:

I1;;(r, 0, w) j{ﬂj do, (4.66)

which reduces to

I, = —iw Y _ RSy PP, (4.67)
L'm
taking advantage of the orthogonality property of spherical harmonics.

As an illustrative example, we consider here the tidal perturbing potential in the
form used by Béhounkova et al. (2010, 2011), i.e. derived from Kaula (1964), for a
zero obliquity of the perturbed body, up to the fourth order in eccentricity and to
the order [ = 2, here for a 1:1 spin-orbit resonance. In this particular case, only two
forcing frequencies appear: w,, the orbital frequency (i.e. mean motion), and 2w,.
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The resulting six contributions II;; corresponding to the e;; components of the tidal
stress and strain rate tensors are given in appendix 4.2.5 in a semi-analytical form
(i.e. only the radial functions must be numerically computed).

The real part of the complex power gives the contribution of the dissipated power
averaged over one orbital cycle, Py, at a given angular frequency w:

Prot(r,0,w) = Z Re [IT;;(w)] (4.68)

The term P;,; represents the longitudinally-averaged mean response of the body.
It is therefore symmetric with respect to the polar axis. However, tidal dissipation
depends on the local temperature field wich can be “arbitrarily” spatially hetero-
geneous. Therefore, a correction from the 2D-temperature field T'(r, ) is applied,
resulting in a temperature- and frequency-dependent tidal heating field per unit
mass:

oo, 9) = © / ImlA(T(r,9), )] 9, 0) do (4.60)
pJo  Im[p(Tr,w)]

This term represents an internal heating source (from external origin) which is
heterogeneous both in space and time and must be included in the energy equation
(4.54). Recall that, in the particular case of a 1 : 1 spin-orbit resonance, only two
frequencies appear in the perturbing potential. The integral in equation (4.69) is
thus simply evaluated as the sum of two contributions (at w, and 2w,).

Numerical solvers

Conservation equations (4.52)-(4.54) are discretized on an orthogonal staggered
mesh, through a finite volume method (Patankar, 1980), using the spherical annulus
geometry of Hernlund et Tackley (2008), with radial mesh refinement in thermal
boundary layers. Momentum equations are then solved using a geometric multi-
grid method (Brandt, 1977), with V- or F-cycles and a SIMPLER-based smoother
(Patankar, 1981 ; Trompert et Hansen, 1996) that couples pressure and velocity.
Relaxation at each level of the SIMPLER algorithm is performed using a standard
Gauss-Seidel method: coupled to multigrid, this simple method has been proven to
be very efficient (e.g., Choblet, 2005). Coarse grids operators are derived from the
fine grid discretization. Restrictions and prolongations between the grid levels are
done through bilinear, curvature-corrected averaging and interpolating schemes.

Conservation of energy is treated with a second-order method, centered deriva-
tives for heat diffusion and a high resolution Godunov method together with a
“superbee” slope limiter for the advective term (Godunov, 1959 ; Roe, 1986), thus
minimizing numerical diffusion. Advancing in time is performed using an explicit
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Figure 4.2 : Working geometry of CHEOPS-2D. The physical domain, here in solid
gray, is an annulus (full or segment of angular extent A1), delimited by its inner
(Ro) and outer (R,) radii. The red line is a radial cross-section through the annulus,
showing the intrinsinc degree of curvature for the cylindrical (d = 1) and spherical
(d =2) annulus. The corresponding slices, on the right side, represent the different
radial evolutions of the “virtual” thickness 1~ (see Hernlund et Tackley, 2008).

method with a standard Courant-Friedrichs-Lewy criterion. This makes the treat-
ment of the energy equation (4.54) completely decoupled from those of equations
(4.52) and (4.53).

The thermal convection part of CHEOPS-2D was benchmarked against several
data sets: the 2D-Cartesian benchmark of King et al. (2010) [box of aspect ratio
o ie AV =20 (1—f)/(1+ f), with f = 0.9999 and d = 1; see figure 4.2] in
Boussinesq (BA), extended-Boussinesq (EBA), truncated anelastic-liquid (TALA)
and anelastic-liquid (ALA) approximations and also the complementary BA bench-
marks of Blankenbach et al. (1989) and of Travis et al. (1990). Thermal convection
in the spherical annulus (AY = 27; d = 2) and rescaled cylindrical annulus (d = 1,
Ro/R, = f? e.g., van Keken, 2001) has been tested against the simple BA test
cases presented in Hernlund et Tackley (2008). Note that the equations for the
various thermodynamic approximations can be retrieved from equations (4.52) to
(4.54): TALA cases correspond to an infinite bulk modulus K7 and EBA cases to
the additional condition of constant values for p and 7. Further neglecting other
variations of properties ®, and the viscous and adiabatic heating terms in equation
(4.54), results in the BA. See for example King et al. (2010) for a detailed discussion
on this topic.
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The equation of motion for computing the tidal dissipation [eq. (4.59)] is solved
by using the radial function-based method of Takeuchi et Saito (1972), applied
here to the viscoelastic response of a body to a given forcing tidal potential (e.g.,
Molodenskiy, 1976 ; Tobie et al., 2005). The system of ordinary differential equations
that governs the six radial functions of the viscoelastic body is solved by a fourth-
order Runge-Kutta method, with an optimized, adaptative spatial step.

For the convective part, thermomechanical boundary conditions are the following;:
the inner surface (radius Ry) of the mantle is considered free-slip, undeformable and
isothermal — T'(Ry) := Ty, corresponding to the presence of a liquid core, and the
outer surface (R,) is considered no-slip, undeformable and isothermal - T'(R,) := T.
For the tidal deformation part, the radial functions are integrated from the center
of the body to its surface. A fully liquid core is assumed, with no inner solid
core. A resolution of 64x512 cells is used to perform the simulations, with double
radial mesh refinement in the thermal boundary layers. The same radial mesh
discretization was used to compute the radial functions, with discrete nodes located
at radii corresponding to the cell centers.

4.2.3 Defining comparable cases

Thermodynamic properties

The thermodynamic dependence of shear viscosity inside planetary mantles,
whether these are composed of silicates or of ice, can be described by an Arrhe-
nius law (Arrhenius, 1887 ; Weertman, 1970). Considering that we only focus on
the effect of elastic compressibility on tidally heated convection, we use a simpler
exponential form of the shear viscosity law and consider the Frank-Kamenetskii
approximation (Frank-Kamenetskii, 1969), i.e. the pressure, stress and grain-size
dependences of shear viscosity are not taken into account. This approximation is
appropriate here, because we consider convection cases in the stagnant lid regime.
The viscosity is thus given by:

n(T) = no exp (T TOA_TT> , (4.70)

where T is the non-dimensional Frank-Kamenetskii parameter, therefore adding a
third dimensionless number characterizing thermal convection in the ALA. AT =
T(Ry) — T(R,) + AT,, is the total temperature jump accross the mantle, whereas
AT, is the super-adiabatic jump.

For sake of simplicity, the nature of the temperature dependence of the effective
viscosity 7, used for the tidal dissipation computation is the same as in equation
(4.70), but with potentially different parameters: nt// and Y. r¢. Table 4.2 gives the

various thermodynamic parameters and their associated values used for this study.
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We consider the same temperature-dependence for both long-term (convective) and
tidal (effective) viscosity (i.e. T = Y.rs). The latter is strongly frequency-dependent
and, given our Maxwell rheology, is related to the dissipation factor Q! by:

Q' = : (4.71)

The value of ngf ! is evaluated using the same empirical, Earth-like scaling law
-1
as in Béhounkova et al. (2011), that is Q,"' = (350 — 10—”)

Wo

To define a simple reference state in the thermal convection problem, we consider
a mantle with a radial reference density distribution in the general form: p(r) =
aexp(br), a and b being real constants. Hence, we have:

Olog(p) _, _ elr) (4.72)

or (r)’

with ¢ a given variable. For an adiabatic reference state, c(r) is equal to 22 Given

the definition of the Griineisen parameter:

K
= a 5 (4.73)

PCp

with Kg the isentropic bulk modulus, in case of constant gravity g = g9 and with

the approximation Kg ~ Ky this finally gives the constraint of a constant K (r)/p(r)
ratio.

For sake of simplicity, thermal expansion and specific heat are assumed constant.
This choice enables us to focus on the effect of compressibility. The resulting expres-
sions for the reference state density and temperature (adiabat) profiles are those of
a simplified Adams-Williamson reference state (see figure 4.3):

p(r) = poexp (Co fo L_ T) , (4.74)

T(r) = T, exp (Di RI’L_ T> . (4.75)

In this case, the super-adiabatic temperature jump accross the mantle is given
by:
ATy, = AT + T,[1 — exp(Di)]. (4.76)

Since the deviations from the reference state are small, the density profile used
for computing the tidal response, p(r) [eq.(4.58)-(4.59)], is considered equal to the
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Figure 4.3 : Density and temperature reference profiles. The density variation (left)
18 shown as a function of depth and of the three compressibility numbers considered
i this study. The various profiles are scaled such as the total mass of the mantle
remains the same (see text). The common average value is shown with the vertical
line, corresponding to the constant density profile in incompressible cases (BA and
EBA; Co=0). The reference adiabat relative to the surface temperature T is shown
(right) for the corresponding dissipation numbers.
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reference state variable p, hence K(r) = Kr [eq. (4.60) and (4.62)]. We addition-
ally assume the classical relation u(r) ~ 2K(r) valid for PREM-like lower mantle
properties (e.g., Dziewonski et Anderson, 1981).

Finally, the core is considered liquid (¢ = 0), incompressible — therefore keeping
the effect of mantle compressibility only — and of constant density pc.

Scaling between cases

For sake of comparison between the compressible and incompressible cases, we
defined the density, bulk and shear modulus in the incompressible case as the
spherically-averaged values < e > obtained in the compressible case. Hence, given
the density distribution (4.74), we have:

3po/Co?
< p>= po/Co

—m{(l—f)[(lJrf)(?—CO)—‘l]

(4.77)

+ [1 — exp (—Co)] {2(1 -/ (1 + %) + Co] } :

which reduces to a simple average (i.e. no curvature correction) in the Cartesian
case (f = 1). This scaling between incompressible and compressible cases allows us
to compare models with the same total mass and the same averaged elasticity. The
values chosen for < p > and < K > are indicated in table 4.2. In the compressible
case, the radial distributions p(r), K(r) and u(r) are related through the constant
ratios K/p and u/K (see above and tab. 4.2). Given (4.56), these relations define a
scaling between the Rayleigh numbers of the ALA, BA, and EBA simulations:

_ 2
Ra(F)BA — {&} RaAl4, 478
pO(f7 CO) ( )

where pg is given by formula (4.77) for a given curvature f and compressibility
number Co.

For sake of consistency between the compresssible and incompressible cases (es-
pecially when tidal dissipation is included), we also need to use a similar depth-
dependence of the long-term viscosity [eq. (4.70)] in (E)BA, and in ALA cases.
Otherwise, the difference between incompressible and compressible cases would be
dominated by this depth-dependence, interfering with our goal of examining the
role of compressibility in tidally heated convection. This dependence is only due to
the adiabat 7', which is constant (T' = T,) in (E)BA cases. Therefore, the scaled
viscosity for BA and EBA cases is simply:
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NPT, r) = [T + T4 (r)], (4.79)

T _T_TALA
= 1ngexp (T 0 AT (T)),

(4.80)

where TAL4(r) is obtained from (4.75).

4.2.4 Results

Effects of compressibility on the tidal response

Before investigating the role of compressibility on tidally heated convection, it is
convenient to examine the general behavior of the semi-analytical solution derived
for this study. In this paragraph, the tidal dissipation patterns and the associ-
ated global powers are analyzed as a function of compressibility factors and core
sizes. These test cases have been computed for models with homogeneous viscosities
(T = Yeff = 0). In this case, the solutions exhibit two intrinsic simplifications.
First, since local corrections are not required [eq. (4.69)], the volumetric dissipa-
tion power field is directly the axisymmetric mean response P;,;. Second, neglecting
the temperature-dependence of both viscous (i.e. convective) and viscoelastic (i.e.
tidal) rheologies implies that the solutions obtained are time-independent, for a given
orbital configuration.

Bulk modulus Figure 4.4 shows typical examples of the tidal dissipation fields
obtained. The left column shows the influence of the sole, constant bulk modulus
value, K. The effect of K alone is rather subtle: in general, the maximum tidal
heating values are obtained in the polar region, where tidal shear stress is maximal:
this is a well-known pattern in case of a mantle that is tidally deformed above a liquid
core, in a 1 : 1 spin-orbit resonance (e.g., Tobie et al., 2005 ; Béhounkova et al., 2010).
Here, the effect of compressibility is to increase the size of the “hot” polar lenses
which are subjected to intense tidal heating, as compared to the rest of the mantle,
and the associated maximum values are located at the core-mantle boundary. This
polar increase takes place at the expense of the regions with moderate tidal heating,
resulting in a more concentrated dissipation in the case of compressible mantles.
However, the global power P4 of the entire mantle is only weakly changed.

“Main frequency” approximation These test cases offer the opportunity to
check the hypothesis used by Béhounkova et al. (2010, 2011), namely the assump-
tion that the effective viscosity might be approximated by its main frequency (w,)
value. This approximation only induces a small (about 1 %) underestimation of the
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Figure 4.4 : Semi-analytical solutions for the tidal response of an isoviscous body.
The eccentricity and orbital period are e = 0.05 and T, = 20 days. Influence of com-
pressibility through the bulk modulus (K ) value (left column) or its radial variation
as characterized by the compressibility number (top right, < K >= 330 GPa). The
ratio K/p is kept constant. Core size effect is shown through two thinner mantle
cases (bottom right). Note that color scales are slightly different. For each case, the
global dissipated power is indicated (Pyqe); the values in brackets indicate the power
obtained in the “main frequency” approrimation used by Béhounkovd et al. (2010,

2011) for the viscoelastic rheology (see text for details).
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total dissipated power (bracketed values in figure 4.4). Indeed, though the effective
viscosities at w, and 2w, are different by about half an order of magnitude [here
Nesf(wo) =~ 1.4 10Y Pa-s and 1n.54(2w,) &~ 8.2 10'® Pa-s|, the w, term dominates the
perturbing tidal potential and the resulting global dissipation power is dominated
by the main frequency contribution. This can be understood via the theoretical
formula derived by Béhounkova et al. (2010) for the total power, hereafter denoted
by P which is a generalization of the equation of Segatz et al. (1988) for the tidal
potential up to fourth order in eccentricity and for 1 : 1 spin-orbit resonance:

Pf(])lt :Pfgt(WO) + Pfgt(ZWO)
(woRp)5

= — S [ha(wo) Q" (o) (B4 — 303¢" + 366¢%) (4.81)

1815 26597
+ k2 (2w,) Q™ (2w,) < 5 et — 38478 + TeS)} :

where k, is the second-degree Love number. The ko@Q~! factor, in our radial function
approach, simply corresponds to the imaginary part of the complex value g5 (R,, w).

For moderate eccentricities, P} (w,) will be the dominant term, a balance which
is expected to change at higher eccentricites. The global power derived with our
method were systematically compared with the values derived from the formulae
of Segatz et al. (1988), valid up to first order in eccentricity, and of Béhounkova
et al. (2011): for the all the cases shown in figure 4.4, the relative deviations from
the formulae were 1.32 % and only 0.63-9.33x1073 %, respectively. We stress here
that our results show a remarkable agreement with the values obtained from the
theoretical formula (4.81), which was derived for an homogeneous, incompressible
body. However, core compressibility is expected to be more critical.

Density increase The top right part of figure 4.4 shows the volumetric power
fields obtained for the two extreme compressibility numbers considered in this study.
The general effect is to focus tidal dissipation in the lower part of the mantle and,
even if the local, polar values are higher than in the homogeneous case (fig. 4.4,
top left), the total dissipation is smaller, due to the relative small volume of the
dissipative areas, as compared to the whole mantle. This effect is enhanced with
an increasing compressibility number. This is explained by the higher densities in
the bottom part of the mantle (see fig. 4.3), that limits the tidal deformation and
consequently the amount of shear heating in these regions.

Core size A last effect examined here is the increase of the core size For the two
cases shown in figure 4.4 (bottom right), namely f = 0.65 and f = 0.8, the values
core density pc are equal to 7913 kg-m~3 and 6331kg - m~3, respectively, in order to
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keep a constant total mass of the planet. A core size increase yields to wider polar
lenses of intense tidal heating, and to a general increase of dissipation levels in the
whole mantle. For f = 0.8, the global tidal dissipation is almost 50 % greater than
in the standard case (f = 0.5). The dissipation is homogeneously distributed in non-
polar regions of the mantle. As f is further increased, the global tidal power values
drop: for two extreme cases with f = 0.9 and f = 0.95 (not shown here), we found
2.31 TW and 1.49 TW, respectively. The configuration f = 0.8 therefore seems to
be close to an optimal one for tidal dissipation, at least for the 1 : 1 resonant case
examined here (and e = 0.05).

Eccentricity As previously mentioned, one expects that the tidal power contains a
more significant contribution of the second frequency (2w,) for higher eccentricities.
Figure 4.5 illustrates this case by comparing the space and frequency distributions
of tidal dissipation for two eccentricities: e = 0.05 and e = 0.10. In addition
to an increase of the total dissipated power, a higher eccentricity induces a larger
contribution of the 2w, term in polar regions and a less contrasted distribution of the
dissipation between the top and the bottom of the mantle. The 2w, term contributes
to 2 % and 8 % of the total dissipated power for e = 0.05 and e = 0.10 %, respectively.

Pride(ws) = 196 TW  Prige(2w,) = 0.04 TW Prie(ws) = 7.63 TW  Prige(2wo) = 0.68 TW
(0.03) (0.41)
_ -3 = -3
logio(pHtige) (W-m™°) logio(pHtige) (W-m™2)
-11 -10 -9 -8 -10 -9 -8

Figure 4.5 : Evolution of tidal power distribution in space and frequency for two ec-
centricity values. The values of the global tidal power contributions at both frequen-
cies are indicated. The values in brackets are those found by considering the same
effective wviscosity for both power contributions (i.e. the approach of Béhounkovd
et al., 2010, 2011).
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This result points out the importance of higher order terms in eccentricity: the
value P = 8.31 TW for e = 0,10 (figure 4.5) deviates by only 2.47x1072 %
from the theoretical value (4.81), while the value calculated using the first order
approximation (Segatz et al., 1988) differs by more than 5 %.

Comparison of simple convection cases

Heat transfer in planetary mantles is governed by solid state convection. In this
process, compressibility effects can be measured by the two characteristic dimension-
less numbers introduced before, i.e. Di and Co. The dissipation number Di controls
the rate at which mechanical energy is converted into heat by viscous friction and
compressive, adiabatic increase of temperature with depth [see eq. (4.75)], hence the
adiabatic heating/cooling sources. On the other hand, Di gives the ratio between
viscous dissipation and heat flow (e.g., Hewitt et al., 1975). The compressibility
number Co mainly controls the increase of density with depth. For the constant,
unitary Griineisen parameter that we assumed as a working hypothesis, Di and Co
definitions merge. Therefore, we will hereafter use the sole notation Co to denote
the overall effects of compressibility. These effects have been extensively studied
by various authors for thermal convection in 2D-3D Cartesian (e.g., Turcotte et al.,
1974 ; Jarvis et McKenzie, 1980 ; Tackley, 1996 ; van den Berg et Yuen, 1997) and
spherical geometries (e.g., Bercovici et al., 1992). In this section, we present a gen-
eral overview of the convective solutions that we used as initial solutions for the
tidally heated configurations (see next section). We analyze the differences induced
by compressibility effects for the cases presented in section 4.2.3, before including
any tidal feedback. Indeed, since tidal heating will be controlled by the temperature
distribution, we will see that even subtle changes in this field can drive different
feedback behaviors between tidal dissipation and heat transfer.

Figure 4.6 shows the steady state temperature fields for a characteristic set of
nine simulations. Three different values of the compressibility number were chosen:
a standard one (Co = 0.5), which is typical for the Earth, an extreme one (Co = 1),
which might be representative of an excessively thermally expandable mantle, or with
a particularly high thermal capacity [see eq. (4.57)], and intermediate case (Co =
0.75). The results presented below were obtained for a willfully low Rayleigh number
(%Ra = 107), in order to obtain fully (or close to) steady states in the final, tidally
heated solutions. The comparison between the behavior of compressible (ALA) and
incompressible (BA, EBA) cases is then easier, avoiding potential complexities such
as thermal turbulence. One more realistic case (%Ra = 10%) will be shown at the
end of this paper.
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Figure 4.6 : Comparison of steady state convective solutions without tidal heating.
The volume-averaged temperature value is shown for each case. The respective val-
ues of the super-adiabatic temperature jump ATy, (scale) are: 2323 K (Co = 0.5),
2195 K (Co = 0.75) and 2031 K (Co = 1). Bottom Rayleigh numbers of Boussinesq
(BA) and Extended Boussinesq (EBA) cases are scaled with respect to the value of
the anelastic case (ALA), chosen such that %Ra =107 [see eq. (4.78)]. The polar

axis of the planet is parallel to a vertical line on this figure (i.e. as in fig. 4.4 and
other ones in this paper).
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Since the essence of the conservation equations used to describe convective heat
transfer relies on perturbations around an adiabatic, hydrostatic reference state,
comparisons of temperature fields will make sense only with the departures from this
reference state, i.e. with the super-adiabatic temperature fields. Recall, however,
that super-adiabatic and total temperatures are equivalent in the BA, but also in the
EBA, where the inclusion of adiabatic heating (in addition to viscous one) is rather
arbitrary: this latter approximation offers us the possibility to isolate the effect of
these two heat sources on tidally heated convection, without any density increase.

An examination of the solutions presented in figure 4.6 reveal that, for a small,
Earth-like compressibility number, the super-adiabatic temperature fields are very
similar in compressible (ALA) and incompressible (BA, EBA) cases, as expected. In
the anelastic case, hot and cold thermal plumes display a finer structure. This is due
to a combination of two factors: (1) the bottom Ra is twice larger in this case when
compared to the reference incompressible case (see 4.2.3), a consequence of our choice
to keep the same mass of the mantle, in order to have a meaningful comparison of
cases with tidal heating - this is the main effect; (2) the reinforced adiabatic heating
in the downwellings in the ALA cases due to the increase in density and adiabatic
temperature with depth [see eq. (4.54)]. As compared to BA and EBA cases, the
effect of a non-constant adiabat in ALA also yields an average temperature that is
necessarily higher (here 1413 K instead of 1315-1320 K), in addition to the effect of
a more efficient heat transport (higher Ra) that contributes to the homogeneization
and increase of the temperature in the convective layer.

The differences between the three cases are coherently increasing with the com-
pressibility number. In the incompressible cases, a very low convection vigor is
found, or even no convection at all [i.e., purely conductive states; (E)BA-Co =1
cases|, as a consequence of a RAYLEIGH number close to its critical value. Note that
the expected decrease of convection vigor with increasing compressibility (e.g., ALA
case in figure 4.6), also holds in the incompressible cases. This is due to our choice
of keeping the same depth-dependence of viscosity in all cases for a given value of
Co (see 4.2.3) in order to isolate the sole effect of compressibility.

Tidally heated convection: effect of compressibiliy

The convective solutions without tidally dissipated power displayed in figure 4.6
were used as initial conditions for the simulations with tidal heating. A fixed eccen-
tricity of 0.05 was chosen for the orbit of the planet around its central, perturbing
body. For each of the nine reference (i.e. convective) cases, simulations with three
different orbital periods were conducted: T, = 30, 25 and 20 days. This a rather
small interval but recall that tidal dissipated power scale with T, [eq. (4.81)]. Sim-
ulations were run until a new thermal equilibrium was reached (in the statistical
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sense for the ALA-Co = 0.5 case). Note that thermal convection solutions of figure
4.6 were deliberately aligned on the polar axis. In this case, convergence to the
tidally heated steady states was reached more rapidly. Tests that were performed
with initially non-aligned solutions confirmed that they converged toward the same
final state, i.e. to a configuration with predominant polar plumes |consistent with
3D simulations performed by Béhounkova et al. (2010)]. In fact, the initial solutions
that were used to obtain the convective solutions were a conductive state |exactly
the (E)BA-Co = 1 cases of figure 4.6] perturbed by small amplitude temperature
anomalies that were either random or modal (i.e. sinusoidal). The first kind of
perturbation yielded the arbitrarily-aligned cases mentioned before. The solutions
aligned on the polar axis were simply obtained by imposing a degree 4 perturba-
tion, ultimately leading to a degree 4 solution, a particularly stable mode in annular
geometry.

Figure 4.7 displays the super-adiabatic temperature fields obtained with an or-
bital period of 20 days. The general behavior is consistent with the tidal dissipation
patterns obtained in the simple isoviscous cases (fig. 4.4): tidal heating concen-
trates at the bottom of the mantle in polar regions. This results in the growth of
polar plumes at the expense of equatorial ones. As a consequence of their rather
similar behavior in the absence of tidal feedback, the BA and EBA cases also dis-
play very minor differences, both in thermal structure and total dissipated power
(1-4.8 % deviations in the values of Pj;4.). Interestingly, the two sub-critical cases
(E)BA-Co = 1 display a weak, but bipolar convection.

One important result is that the differences in the convective patterns between
compressible and incompressible cases are increased by tidal heating. This is obvious
for the Earth-like, Co = 0.5 cases. The initially steady convective ALA solution
becomes oscillatory when tidal heating is introduced, with the two polar plumes
acting as particularly efficient traps for hot anomalies that develop in the wide hot
polar regions. The two initial equatorial plumes are confined in small regions subject
to cold instabilities, which disappear in the case of intermediate compressibility.
The corresponding scaled incompressible solution for Co = 0.5 displays a more
pronounced concentration of heat, hence of tidal dissipation (positive feedback),
at the poles since the smaller, scaled Rayleigh number implies a less efficient heat
transport. Consequently, the hot polar zones are of smaller extent, keeping “alive”
the equatorial plumes. As a consequence of the structural difference between the
equilibrium thermal fields, the associated globally dissipated tidal power is ~ 5—8 %
higher in the incompressible cases, as compared to the compressible (ALA) ones,
except for the extreme value of Co, for which the difference falls to 2.5 %. The
latter result is due to the restriction of tidal dissipation within a small volume at the
base of the mantle. The optimal dissipation value is found with Co = 0.75 for ALA,
and with Co = 0.5 for BA and EBA. The reappearance of the equatorial plumes in
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Figure 4.7 : Comparison of convection solutions with tidal heating. The various
cases are the same as in fig. 4.0, except that tidal dissipation occurs. (e = 0.05,
T, = 20 days). The volume-averaged temperature value and the global dissipated
power (P ) are shown for each case. For the oscillatory ALA-Co = 0.5 case, these
values are indicated by the average ones and the corresponding peak-to-peak amplitude
of oscillations. The respective values of the super-adiabatic temperature jump AT,
(scale) are: 2323 K (Co = 0.5), 2195 K (Co = 0.75) and 2031 K (Co = 1). The
thin, black areas at the bottom of the polar regions (cases BA-Co = 0.75 and EBA-
Co = 0.75—1) indicate a temperature that is higher than the constant value prescribed
at the bottom.
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the ALA-Co = 1 yields a less effective heat concentration in the poles and explains
the decrease of global dissipation, as compared to ALA-Co = 0.75. The associated
reduction of the convection wavelength is due to a thinner convective layer, which
originates in the strong thermal stratification that characterizes the convective initial
solution (fig. 4.6): since the adiabatic gradient is proportional to temperature, more
heat can be conducted along the adiabat and the stable upper layer expands, at the
expense of the bottom, unstable one. Note that for the BA-Co = 0.75 and EBA-
Co = 0.75—1 of figure 4.7, temperature values in deep polar regions are higher than
the value that is prescribed at the bottom of the mantle (7 = 2773 K). Such “core-
heating” effect is probably due to the scaling adopted for comparing incompressible
cases with compressible ones, since it does not appear in the ALA cases.

The temperature field in anelastic convection is shaped by various heterogeneous
internal heating fields: viscous heating, adiabatic heating or cooling, and, in our case,
tidal viscous heating. The first two contributions directly depend on the flow field
and scale here with Co, whereas the tidally generated heat source solely depends on
the temperature dependent effective viscosity. Figure 4.8 shows the spatial distribu-
tion of the various terms, with the associated temperature field. The corresponding
laterally-averaged radial distributions are displayed in figure 4.9.

Figure 4.8b highlights the tidal heating patterns: this source is restricted to the
hot, convective regions and becomes predominant in the polar areas, as a conse-
quence of the 1 : 1 spin-orbit resonance that we consider (see fig. 4.4). As illustrated
here for the ALA-Co = 0.5 case, in all simulations that were run, the convective
viscous heating was found to occur in regions that are complementary as regard to
the regions with tidal viscous heating. Hence, the total viscous heating patterns
are found to be well distributed in the mantle [see, e.g., figure 4.8¢c|. In detail, vis-
cous friction produced by convective motions is dominant at intermediate depths in
the mantle, especially in the regions associated to the cold, equatorial [“tropical” in
EBA and ALA-Co = 1 cases, see figure 4.7| plumes, as a natural consequence of the
temperature-dependent viscosity; shear stress can become greater in the hot polar
regions if small-scale structures exist. However, the associated dissipation remains
at a lower level than tidal dissipation in these regions. The cooling of hot plumes
by adiabatic decompression can be locally very intense |[fig. 4.8d], much more than
the diffuse adiabatic heating that is observed in downwellings. The consequence is
a net, global cooling, which is characteristic of convection experiments in EBA and
ALA. Hence, the opposite value of adiabatic heating is presented in figure 4.9¢. In
the bottom part of the mantle — over ~34 % of its thickness — tidal dissipation, for
the orbital period and eccentricity considered here, prevails over convective dissipa-
tion, becoming almost 20 times greater at the core-mantle boundary. The amount
of adiabatic cooling surpasses convective viscous heating in the major part of the
convective layer, except in a 140 km thick region above the core-mantle boundary.
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Figure 4.8 : Temperature and various internal heating fields for the ALA-Co =
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0.5 case (snapshot). Here, the temperature field is displayed (a), whereas figure

4.7 presents super-adiabatic values.

The patterns are basically the same but the

temperature scale here is AT. The various kinds of heat sources are tidal viscous
heating (b), or more generally the total (tidal+convective) viscous heating (c) and
the adiabatic heat sources/sinks. For this last component, the zero value isoline is
displayed, in order to discriminate between globally cooled and heated regions.
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Figure 4.9 : Laterally-averaged profiles for the case shown in figure 4.8. (a) Temper-
ature average, minimal and maximal values; (b) long-term (convective) and short-
term (tidal, i.e. effective) viscosities; (¢) tidal and convective viscous dissipation,
and adiabatic cooling (opposite value, see text). The numerical discretization is in-
dicated with points that correspond to the location of the control volume centers of

the mesh.
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On a global scale, adiabatic and viscous heating terms should theoretically cancel
each other in a convective system described by the anelastic-liquid approximation,
whether there is internal (tidal) heating or not (see, e.g., the demonstration of Leng
et Zhong, 2008). Here, a deviation of only 0.28 % is found (0.24 % without tidal
heating). This precision is mostly due to the inclusion of the pressure effect in
the buoyancy term of equation (4.53), that ensures energetic consistency (Leng et
Zhong, 2008). The tidal dissipation surpasses the adiabatic cooling in the bottom
18 % of the mantle.

The frequency dependence of tidal heating is shown in figure 4.10a, where the
laterally-averaged radial distributions of the two different viscous dissipations are
shown: tidal heating, which is the result of shear stress associated to a periodic de-
formation of the planet on a timescale of 20-30 days, and convective viscous heating,
which is due to mantle flow over much longer timescales (typically tens of million
years). It can be seen that the case T, = 20 days is the only one for which tidal dis-
sipation becomes dominant in the lower, hot part of the mantle. In fact, the solution
corresponding to those in figure 4.7 for the two longest orbital periods (25 and 30
days; fields not shown here) do not display strong modifications by tidal heating, like
the cases shown for T, = 20 days: the final solutions were very close to the initial,
purely convective one, diplayed in figure 4.6. Therefore, the predominance of tidal
heating over convective viscous dissipation seems to be a necessary condition for
tidal dissipation to siginificantly affect anelastic thermal convection, i.e. to reshape
mantle flow patterns.

The effect of compressibility on the average tidal viscous dissipation is examined
in figure 4.10b, for the ALA cases and T, = 20 days. The increase of the compress-
ibility number from 0.5 to 0.75 leads to a more dissipative mantle in the bottom
region, yielding a global dissipation power increase of almost 10 % (see values on
figure 4.7). A larger compressibility (Co = 1) implies, as seen above, a very weak
convection in the cases of this study and the associated dissipated power becomes
smaller. In this case, the tidal heating field basically shows patterns that are very
similar to those of the simple case diplayed in figure 4.4. However, the global dissi-
pated power is only 268 GW, instead of 1.62 TW. This decrease of more than 80 %
is due to the temperature-dependence of the effective viscosity, that is ignored in
the simplified cases of figure 4.4: a major part of the mantle, including the stag-
nant, conductive lid above the convecting layer, is cold, hence very viscous, whereas
low viscosity regions are confined in the bottom part of the mantle, focusing tidal
dissipation in this low volume region. Finally, a comparison of the average tidal dis-
sipation between an incompressible (BA) and a compressible case [fig. 4.10¢| shows
that, for an Earth-like compressibility, the combined density and reference temper-
ature increases with depth [absent in (E)BA]| imply lower values of dissipation in
the convective region and higher (though still small) values in the conductive lid, a
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Figure 4.10 : Variability of the tidal heating profiles with orbital period and com-
pressibility. (a) Variation of the two kinds of viscous heating (tidal and convective)
with the orbital period for the ALA-Co = 0.5 case — note that the convective heating
profiles are almost superimposed for T, = 25 days and T, = 30 days; (b) ALA cases
for T, = 20 days; (c) comparison of BA and ALA cases for the two extreme values
of Co and T, = 20 days. Note that, in these three subfigures, red solid lines depict
the ALA-Co = 0.5 case, detailed in figure 4.8 and 4.9.
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fact which is consistent with the thermal sructure and the larger dissipated power
in the BA case [see fig. 4.7]. In constrast, for an extreme compressibility, the close-
to-critical Rayleigh number, bipolar BA solution of figure 4.7 is associated to lower
dissipation values in the whole mantle (fig. 4.10c).

We present below a last case, with a more realistic Rayleigh number, for the
same value of the orbital period (7, = 20 days) and an Earth-like compressibility.
This is obtained by decreasing the bottom long-term viscosity 7y by two orders of
magnitude, giving a value of %Ra = 10%. The result is depicted in figures 4.11 and
4.12; which display similar fields and profiles as for the corresponding low Rayleigh
number case in figure 4.8 and 4.9. As compared to the case in figure 4.8, heat transfer
is characterized by a much more efficient heat transport, here by almost-whole mantle
thermal turbulence, yielding a more homogeneously distributed temperature in a
wider convective region |fig. 4.11a|, as depicted with the closer profiles of figure 4.12a.
Note that the fields and profiles shown here are a snapshot of a highly oscillatory
state. Cold thermal instabilities develop from a small region below the “stagnant” lid
and fall toward the core, undergoing particularly high adiabatic heating [fig. 4.11d,
~40 times higher than the diffuse heating observed in the low Rayleigh number case
(fig. 4.8d)]. As these instabilities reach the core-mantle boundary, their still colder
temperature locally decreases the tidal viscous dissipation [fig. 4.11b|. However, such
narrow, cold plumes locally lead to very high convective viscous heating |[fig. 4.11¢],
up to 6.3x1077 W-m~3. Average profiles [fig. 4.12c| show that this kind of viscous
heating dominates as a heat source (with the adiabatic cooling/heating); the tidal
heating is rather similar to the one in the low Rayleigh number case, even if a bit
smaller (P4 ~ 240 GW, instead of ~257 GW; see fig. 4.7). The convection is
therefore unaffected by the tidal dissipation, as it was obtained in the low frequency
case |T, = 25 — 30 days, see fig. 4.10a], here with a more acute difference of values
between viscous heating terms. Indeed, the high efficiency of heat transport by the
arrival of cold anomalies on the core balances the weak upward energy advection
(characterizing the hot plumes in this region) to evacuate energy from the bottom
mantle region, in particular from polar areas. Consequently, we did not observe
here a positive feedback like the one that shaped the solutions depicted in figure
4.7. Such a positive feedback would be obtained either with a more compressible
mantle, a way to decrease convection vigor, hence heat transfer efficiency in polar
regions, or with a shorter orbital period (or a higher eccentricity), inscreasing tidal
viscoelastic shear heating.
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Figure 4.11 : Temperature and various internal heating fields for a high Rayleigh

number case; ALA-Co = 0.5, %Ra = 10°. Same display and scales as in figure

4.8. Note that scale in (¢) is deliberately saturated for the highest values.
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Figure 4.12 : Laterally-averaged profiles for the case

display as in figure J.9.

4.2.5 Appendices

Variables and symbols

shown in figure 4.11. Same

Table 4.1: Variables and symbols. Equation numbers refer to first use/definition.

Variable/symbol  Description Equation
Heat transfer
Co Compressibility number (4.74)
Cp specific heat at constant pressure (4.54)
Di Dissipation number (4.57)
g (9) acceleration of gravity (norm) (4.53)
H internal heating rate per unit mass (4.54)
H,.ua radiogenic heat source -
Hiige tidal heat source (4.69)
k thermal conductivity (4.54)
Kr, Kg isothermal, isentropic bulk modulus (4.53), (4.73)
L thickness of the mantle (4.56)
D pressure (4.53)
Ra bottom Rayleigh number (at r = Ry) (4.56)
T temperature (4.54)
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Variable/symbol  Description Equation
table 4.1 (continued)

Ts surface temperature (4.75)

T average temperature profile (4.62)

v velocity (4.53)

a thermal expansivity (4.54)

v Griineisen parameter (4.72)

AT total temperature jump (4.70)

ATy, super-adiabatic temperature jump (4.56)

n dynamic viscosity (4.55)

p density (4.53)

T viscous stress tensor (4.53)

T Frank-Kamenetskii parameter (4.70)

. reference state profile (4.52)

o characteristic value (at r = Ry) (4.56)

Geometry

d effective degree of curvature (annulus) -

f curvature (4.77)

G metric tensor (4.55)

Ry radius of the core-mantle boundary (4.74)

R, radius of the body (4.75)

r, Y polar coordinates (annulus) (4.68)

r, 0, ¢ usual spherical coordinates (4.63)
A annulus angular extent -

< o> spherical average (4.77)

Tidal effects

orbital eccentricity
gravitational constant

bulk modulus

degree and order

mechanical functions
gravitational potential

tidal perturbing potential
tidally induced potential
tidally induced displacement
spherical harmonic

volumetric complex power
orbit-averaged dissipated volumetric power
associated Legendre polynomial
global dissipated power

o e e = R B RS R S R = = = A )
ISR R RS
JdxreExrrsEssEsEee2l
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Variable/symbol  Description Equation
table 4.1 (continued)
ﬂ%e theoretical global dissipated power (4.81)
Dn eccentricity polynomial (4.82)
Yi radial function (4.82)
15 tidally induced strain rate tensor (4.60)
A Lamé parameters (4.62), (4.60)
I1;; longitudinally-averaged complex power (4.66)
po core density -
o tidally induced stress tensor (4.59)
w angular frequency (4.61)
Wo orbital angular frequency -
o/, oc/f effective parameter (4.60)
Miscellaneous
a, b, c generic real variables (4.72)
i imaginary unit (4.61)
o* complex conjugate (4.65)
Re(e), Im(e) real, imaginary part of a complex number  (4.68), (4.69)
v del operator (4.52)
%; = % +v- Ve Lagrangian time derivative (4.54)
. Laplace transform (4.61)
| second-order identity tensor -
of second-order tensor transposition (4.55)
tr(e):=G:e trace of a second-order tensor (4.60)
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Table 4.2: Values of the various parameters used in this work. See table 4.1 for the
definition of the symbols.

Parameter Value Units Parameter Value Units
Heat transfer Tidal effects
cp 1200 J-K!.kg! e 0-0.10 0
Co 0—-1 0 G 6.67-107"" N.m?. kg ?
Di 0—-1 0 <K > 330 GPa
90 10 m-s2 u/K 3/5 0
Hiuq 0 pc 12000 kg-m™3
ko 4 W-m™!.K! Wo 27/(20 — 30) rad - day~!
L 3200 km net? see eq. (4.71)
AATZG Ra 1079 9 Geometry
Ts 273 K d 2 0
ag 2.107° K-! f 0.5 0
v 1 0 Ry 3200 km
AT 2500 K R, 6400 km
) see eq. (4.56) and (4.77) A9 2 0
<p> 4500 kg-m™3
T ="y 10 0

Semi-analytical solutions for the 2D-tidal power

The analytical integration used to scale the 3D global tidal response down to
a 2D one [eq. (4.66)] gives, by using eq. (4.63) and (4.64) (see Takeuchi et Saito,
1972 ; Tobie et al., 2005), the following expressions for the six contributions II;;(w)
[see table 4.3 for the expression for the eccentricity polynomials p, (e, w)]:

RAwWP R Ot (w)*
I,.(r,0,w) = fli U2 (w) h(w)

[p1(e,w) Py (cos0)* + pa(e,w) Py (cos6)?], (4.82)

ILg(r,0,w) = Rjw’ % ps(e, w)sin®(20), (4.83)
IL4(r,0,w) = 9R§w5 %pg(e,w) sin?(#), (4.84)
Hyy(r,0,w) = 36R§w5 M fi(w) pa(e, w) cos?(8), (4.85)

ir?
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Table 4.3: Eccentricity polynomials for the semi-analytical expressions of the con-
tributions I1;;(w) to tidal dissipation.

n (e, wo) (e, 2w,)
1 9 (e+ 263)2 1(9e? + 7et)? )
1 431 4 7565 1 115 4
O i Sy w S £ N
3 5 (43¢ — et + Ge0)  § (et — b + e

41 r?

~6 (4) g 43 ) i)

Igo(r, 0, w) :Rf’fdg) L { [2 (X(W) + ﬂ(w)) n(w) + X(w)a‘%f,w) r

 [i0) = o )| () Ph(cost)?
1 10 (w)

+ |2 () + ) ) + 2 2282

(4.86)

+2 (2ﬁ(w)(csc2 9 2)— 3X(w)) gg(w)}
[t + 250 - 2 g0t ) Pieos?},
B @+ a0 ) + 20

—6 ()5 + 3 ) )]

H¢¢(T‘, 8, w) =

X [?Ji‘ (w) = % 175‘(@} pi(e,w) Py (cos 0)* (4.87)

+ [2 (M) + i) () + X(w)ag(;i“) r

_9 (2/1(w)(csc2 0+1)+ 3X(w)) gg(w)]
X [ (w) — 2(csc® 6 + 1) J3(w)] pa(e, w) Py (cos0)*} .

These semi-analytical functions were accurately tested against the solutions ob-
tained from a numerical integration. Note that each of the functions that must be
included in 2D annular (AY = 27) geometry, I1;;(r, ¥, w), is simply constructed with
a reflective symmetry, about the polar axis of the planetary body, of the longitutinal
averages I1;;(r,0,w). The symmetry is lost after the local correction (4.69).
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Corrigendum to Tobie et al. (Icarus 177, pp. 534-549)

We found two misprints that appeared in equation (10) of Tobie et al. (2005), in
the expressions of two components of the tidal strain tensor. Below are the correct
formulae [the notations match those used in Tobie et al. (2005)]:

LSy L [P0 0900,0)
€9¢—; lmyg(r,wl )sin9 [ 2600 —cot 6 96 , (4.88)
1 my 1 0PP(0,9) m 007 (0, ¢)
€pp = - lgm ys(r, W )sin2 TR Ys + y3(r, w]™) cot 0—09 (4.89)

+ yl(ra wlm)q)lm(ea ¢)

Fortunately, all the computations presented in Tobie et al. (2005) were carried
out with the correct expressions.

This research was financed by the French Ministry of Research and Education.
J. B. also thanks M. Le Feuvre for his contribution to enhancing the solving method
for the radial functions and N. Tosi for valuable discussions and benchmark on the

ALA.

La dissipation de marée dans un corps, modulée par les transferts de chaleur
et agissant en retour sur ceux-ci, donne lieu a une certaine modification de l'or-
bite de I'objet. Dans ce chapitre, seuls des équilibres thermiques pour une configu-
ration orbitale fixe ont été considérés, afin de comprendre la nature du couplage
convection-dissipation de marée dans un manteau compressible. Une approche cohé-
rente requiert toutefois la considération d’un couplage également avec I'orbite, afin
de conserver l'énergie totale du systéme corps primaire - corps secondaire. Cette
ultime étape constitue 'objet du chapitre final, ot un modéle complet d’évolution
thermo-orbitale est établi.






Chapitre

Un premier couplage avec I'évolution
orbitale

Dans ce chapitre, nous rappellerons quelques éléments de la théorie classique de
I’évolution orbitale d’un systéme planéte-satellite qui résulte des effets de marée et
décrirons la méthode employée pour traiter ce probléme dans le code CHEOPS-2D.
Nous présenterons ensuite quelques résultats préliminaires et illustratifs du modéle
complet d’évolution couplée orbite-dynamique interne — ’essentiel de cette thése
ayant été consacré a I’élaboration dudit modéle.

5.1 Evolution orbitale d’un satellite

Dans cette partie, il sera volontairement fait un amalgame entre les notions de
corps primaire et de planéte (centrale), d’une part, et entre celles de corps secondaire
et de satellite, d’autre part. Les modifications orbitales de ce dernier sont induites
par les variations d’énergie du systéme planéte-satellite, le moment cinétique devant
étre conservé '

La méthode mise en ceuvre dans ce chapitre pour calculer les variations orbi-
tales repose en grande partie sur 'approche de Kaula (1964). Cette derniére est par
exemple adaptée pour un systéme de type Terre-Lune — I’étude originale de Kaula
(1964) porte précisément sur celui-ci — ou encore pour le systéme Mars-Phobos (p. ex.
Lambeck, 1979). Cependant, comme la dissipation dans le satellite est calculée de
maniére explicite dans la méthode développée au cours de cette thése (cf. chap. 4),
une technique alternative est utilisée ici pour décrire l'effet de la dissipation dans
le satellite sur son orbite; elle est basée directement sur le bilan d’énergie et la
conservation du moment cinétique, et tire parti de la méthode présentée au chapitre

1. hypotheése de systéme compact isolé
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précédent. Ceci évite notamment de passer par un facteur de dissipation global pour
le satellite, principe nécessaire dans 'approche de Kaula (1964).

5.1.1 Théorie de la perturbation

L’évolution orbitale du satellite est décrite par les équations de LAGRANGE, au
moyen d’un potentiel perturbateur qui dépend de la nature des corps impliqués (par
exemple leur structure interne). La présentation qui suit est en partie basée sur les
ouvrages de Coulomb et Jobert (1972) et de Kaula (1966). On pourra également
consulter le livre de Murray et Dermott (1999).

Equations de LAGRANGE

Considérons un systéme formé d’'une planéte et de son satellite, dans le référentiel
lié au centre de masse de la planéte (cf. point I, fig. 1.5, p. 21). Le potentiel de
la planéte, qui détermine la force agissant sur le satellite, se décompose en deux
termes de marée : le premier est une composante intrinséque a la planéte (c’est-a-
dire qui agirait seule si celle-ci n’était pas déformée par le satellite); le second est
un terme induit par le changement de la répartition de masse que la déformation de
marée du satellite entraine. Une telle décomposition concerne également le satellite
agissant sur le corps central. Les deux potentiels induits par la réponse de chaque
corps dépendent de la structure interne de ceux-ci et de leurs propriétés dissipatives,
donc de leur état thermique.

En premiére approche, on considérera constantes la structure et les propriétés
dissipatives de la planéte. Ceci revient donc, dans la méthode utilisée, a considérer
un facteur de dissipation Q;l du corps constant dans le temps. En revanche, les
transferts de chaleur au sein du satellite et donc les modifications des propriétés
dissipatives qui en résultent sont calculés explicitement. Ceci permet d’examiner
I'impact des variations internes du corps orbitant sur I’évolution globale du systéme.
A terme, une approche compléte devra également prendre en compte ’évolution des
propriétés intrinseques de la planéte.

L’équation du mouvement du satellite est donnée par :

¥ =—-V({Uy+R), (5.1)

avec T := 1T le vecteur position par rapport au centre de la planéte, Uy := —GM;/r
le terme de degré 0 du potentiel gravitationnel de celle-ci [cf. éq. (1.8), en inversant
les roles pour la planéte et le satellite] et R la contribution des degrés [ > 2 de ce
potentiel (c.-a-d. le potentiel de marée).

R est généralement appelée la fonction de perturbation puisque I’équation (5.1)
est tres générale, l'expression de R gouvernant sa complexité. Le probléme classique
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a deux corps est retrouvé pour R = 0. Rappelons que la convention de signe utilisée
dans I’équation (5.1) est celle de la physique (cf. p. 18), contrairement & ce qui est
fait dans les travaux (convention géodésique) de Kaula (1964, 1966) et Lambeck
(1979).

Dans les modeéles de mécanique céleste a ’échelle du Systéme Solaire, il est
commode de travailler avec des coordonnées cartésiennes?® (p. ex. Murray et Der-
mott, 1999) pour décrire I’évolution des composantes du vecteur 7, puisqu’un grand
nombre de corps peut entrer en jeu. La fonction de perturbation peut alors revétir
des formes particuliérement complexes. Dans notre probléme simple d’un systéme
planéte-satellite isolé, il est cependant plus pratique d’exprimer I’équation (5.1) dans
I’espace des éléments elliptiques de 'orbite du satellite, a savoir a, e, w, 2, I et M
(cf. fig. 1.5 et 1.6). Le résultat forme un jeu de six équations différentielles, appelées
équations de LAGRANGE :

L2 0R

 nadM’

Vi@ n0R R

= na2e 68/\/1 Oow |’

1 \/1—628_72_ cot [ 8_R

w_naQ e Oe V1i—e20I )’

(5.2)

¢ — csc OR

na2v/1 — 6257

: 1 OR OR
f=— o (eot T LS sl 22
na?y/1 — e? (CO B O GQ) ’

: 1 [1-€e?0R _OR
./\/l—n——< ae  de E)a>'

\ na

Notons que les six éléments orbitaux ainsi calculés n’ont bien évidemment qu’une
valeur instantanée : on parle d’éléments osculateurs. Ceux-ci correspondent en fait,
a un instant donné, aux éléments képlériens qui décriraient 'orbite du corps si les
perturbations cessaient a cet instant (c.-a-d. R = 0).

2. par exemple un systéme de coordonnées dont l'origine coincide avec le centre de masse du
Systéme Solaire et dont les axes sont orientés vers trois étoiles lointaines « fixes ».
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Expression du potentiel perturbateur

Le potentiel de marée du corps perturbateur (ici le satellite), U,,.., va déformer

mar
le corps perturbé (ici la planéte). Plus généralement, c’est le potentiel gravitationnel
U du corps perturbateur qui agit — sachant que seuls les degrés [ > 2 contribuent
a la déformation de marée [éq. (1.10) et (1.11)]. Il en résulte un potentiel induit
V' du corps central qui s’écrit, & un rayon r donné du centre de celui-ci et dans le

formalisme de Kaula (1964) :

VI =Y 33> Vi), (5.3)

avec

I+1
Vlmpq(r) - <_> klmpq Ulr:I;pq(R])7 (5'4)

par définition® du second nombre de LOVE élastique (Love, 1909) du corps déformé
[Ktmpg = Kk(Wimpg)|- La notation e (pour « retardé ») indique que, en raison de
I’anélasticité du corps perturbé (dissipation d’énergie dans la planéte, de rayon R;),
il y a un certain retard de la réponse de celui-ci. La partie imaginaire du nombre de
LOVE |[cf., p. ex., éq. (4.23)] est ici « incluse » dans ce terme de retard.

Pour la gamme de périodes étudiées dans cette these, la valeur élastique kjpyq
varie relativement peu et sera donc considérée constante par la suite, pour un degré
[ donné (notation k;). La réponse Vi, du corps, observée a un instant ¢ donné,
correspond a la sollicitation du potentiel & I'instant ¢t — A, avec Aty le retard
temporel de la réponse. Ce dernier se traduit par un retard de phase €, de la
déformation — c’est-a-dire de la composante du bourrelet de marée correspondant a
la fréquence wip,q, tel que :

€lmpg = Wimpgq Atlmp(p (55)
Wimpq ¢tant la fréquence angulaire donnée par l'expression (1.28). Notons que €y,
est 'analogue du déphasage —d(w) introduit au chapitre 1 [éq. (1.56)].

La composante Vj,, du potentiel induit s’écrit donc, de maniére similaire a
I'équation (1.25) du chapitre 1 (Kaula, 1964 ; Lambeck, 1979) :

M l +1
wmpq(r,A,¢):—g 1 (ﬁ) (&) ki Fip (1) Gip (€) P (510 )

a a T
(I —m)!
L9 4,
(I +m)! ( m);
3. En surface de la planéte, le rapport du potentiel induit au potentiel gravitationnel du corps
perturbateur définit le nombre de LOVE.

(5.6)
X Jim [Ulmpq — €lmpqg — m(¢ + 9)]
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avec, rappelons-le, a le demi-grand axe de l'orbite du satellite, e son excentricité,
Fimp €t Gipq les fonctions d’inclinaison et d’excentricité de Kaula (1964), A et ¢ les
latitude et longitude (référentiel planétocentrique), 6 le temps sidéral et v, la
fonction angulaire définie dans ’équation (1.26).

Remarquons dés maintenant une différence subtile entre ’écriture due a Kaula
(1964) et celle employée par Lambeck (1979) : chez ce dernier, I'expression de vy,
inclut le facteur « —m# » ; on a ainsi directement — de maniére plus cohérente —
Wimpg = Vimpq |cf. éq. (1.27)]. A cette correction mineure s’ajoute le changement de
signe suivant, toujours chez Lambeck : le retard de phase €y, est ajouté et non
soustrait & la fonction angulaire vj,,,, dans I'équation (5.6). Cette seconde différence
—majeure — explique ’absence du signe moins dans les équations d’évolution orbitale

[cf. éq. (5.9)-(5.11)] de Lambeck (1979).

Notons enfin une petite simplification par rapport au formalisme de Kaula (1964) :
le corps perturbateur et le corps perturbé par le potentiel que la déformation du
corps central induit seront confondus dans cette théese. Le formalisme généraliste de
Kaula (1964) est, en effet, valable pour deux satellites, dont 1'un subit les effets de
la perturbation de marée engendrée par l'autre sur la planéte.

Equations finales de Kaula pour 1’évolution orbitale du satellite

Ainsi que nous I'avons vu précédemment dans cette thése (chap. 4), il sera fait
I’hypothése de variations négligeables de I'argument du périastre et de la longitude
du noeud ascendant :

WEM et Q<M. (5.7)

Comme la derniére équation du systéme (5.2) n’exprime que la vitesse angulaire
instantanée du corps sur son orbite, il ne reste que trois équations pour décrire
Pévolution de 'orbite elle-méme : les deux premiéres (a, €) et Pavant-derniére (1)
du systéme.

Finalement, si ’'on remplace la fonction de perturbation R, dans ces trois équa-
tions, par 'expression du potentiel induit? dérivée par Kaula (1964) [éq. (5.3) et
(5.6)], I'on obtient, au moyen de la troisiéme loi de KEPLER pour le systéme planéte-

4. correspondant au potentiel de marée de Kaula (1964) — définition différente de celle employée
dans cette thése
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satellite et en utilisant les notations de Lambeck (1979), le systéme

( +oo 1 l 400
. LT
ar=3 22 D U

=2 m=0 p=0 ¢g=—0

l l

er = Z Z Z Z éllmpq’ (5.8)

=2 m=0 p=0 g=—00

l l

5 3)3) 3 Sy

\ 1=2 m=0 p=0 q=—o0
avec :
dllmpq = _2Klmpq(l —2p + Q)klI sin ElImp(p (59>
: V1—e? '
Chmpy =~ Kompg——— [(l —2p+q)V1—e®—1+2p| ki sine,,,, (5.10)

(I —2p)cosy —m

Iimpg = —Kimpg e ki sin €], (5.11)
et
GM][ R] 2+l 2 (l — m)'
Kipg = — i, G ———(2 = dom)- (H.12
o= e () Finl) Gunlo) (2= o). (512

Les indices ou exposants « e; » et « @77 » se rapportent respectivement aux corps
primaire (planéte centrale) et secondaire (ici satellite); exposant « ef » sur les
dérivées temporelles signfie donc que les variations correspondantes sont dues a la
dissipation de marée au sein de la planéte. Une méthode différente sera utilisée pour
traiter les effets de la dissipation dans le satellite. v désigne la somme de I'obliquité
S de la planéte sur le plan de référence (inertiel) et de I'inclinaison I du satellite par
rapport a ce méme plan (cf., p. ex., Ross et Schubert, 1989), comme indiqué dans
la figure 5.1 : il s’agit donc de I'inclinaison du satellite par rapport a ’équateur de
la planéte.

On a les deux relations suivantes entre les angles 5 et [ (cf. fig. 5.1) :

Loy + LI || sin ] + ||LL, || sinB = 0, (5.13)

|]Lorb+L7{£t|]cos[+|]L,{0t||cosﬁ = L. (5.14)
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<
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FIGURE 5.1 — Principe de la conservation du moment cinétique d’un systeme

planéte-satellite isolé. L obliquité Br; du satellite est considérée comme nulle. Afin de
conserver le moment cinétique total Ly, par rapport au centre de masse du systéme
et dans le référentiel du plan de référence 11 (inertiel), une variation d’inclinaison I
de Uorbite du satellite (de pole z') par rapport au plan 11 (de péle z) implique néces-
sairement un changement — de signe opposé — de l'obliquité de la planéte (B; = ).
Les couleurs se réferent a l’équateur (en haut) ou au moment cinétique (en bas) de
la planeéte (en rouge ; rotation propre 91) ou du satellite (en vert; rotation propre 011
et moyen mouvement n). Ce schéma a été inspiré par la figure 1 de Ross et Schubert

(1989).
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Celles-ci [p. ex. éq. (5.13)] permettent de calculer la variation d’obliquité 3 ; le
changement d’inclinaison relative v s’écrit donc naturellement :

=145, (5.15)

c’est-a-dire directement en fonction de la variation d’inclinaison I obtenue via la
troisiéme équation du systéme (5.8).
La condition (5.7) permet d’écrire I'égalité (p. ex. Efroimsky et Williams, 2009) :

sin ellmpq = g0 (Wimpq) Ql_nipq, (5.16)

avec Qlj;pq = Q7 ' (|wimpq|) le facteur de dissipation de la planéte centrale et
Wimpg = (I — 2p + q)n — mb. (5.17)

Equations de Kaula réduites

Dans la littérature (p. ex. Noyelles, 2005, § 4.3 et références associées), on trouve
classiquement des formulations approchées, dérivées des équations de Kaula (1964).
Ainsi, dans le cas d’une inclinaison orbitale négligeable et de ’hypothése d’un dé-
phasage €, indépendant de la fréquence, on obtient, via une troncature au degré
[ = 2 du développement de Kaula et a I'ordre 2 en excentricité, le jeu d’équations
suivant pour l'effet de la dissipation dans le corps central :

d e ST (k) Mu (Ri\
a8 \Q), M \ a ’

d! 1 d!
—Ina = E (1—1— 5—62) —Ine,

(5.18)

dt 19 4 dt

avec () le facteur de qualité, inverse du facteur de dissipation Q~!. L’expression ’22—2 est
volontairement employée ici en raison de son caractére standard dans la littérature.

Pour Deffet de la dissipation dans le satellite, sous les mémes hypothéses?®, les
équations classiquement obtenues sont :

21 (kY My (Ru\”
dt N 2 Q I]MII a ’
i1 17
d—lna:262—lne.

dt dt

(5.19)

5. C’est 'obliquité du satellite sur son orbite qui est considérée comme négligeable ici, autrement
dit 'inclinaison de 'orbite de la planéte dans le référentiel du satellite. . .
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Notons que I'obtention de ce dernier systéme d’équations est moins évidente que
celle du précédent. Elle passe par un bilan d’énergie, pour a;; et par la conservation
du moment cinétique, pour é;; (voir Noyelles, 2005, § 4.3). Nous verrons plus loin
que cette méthode a inspiré celle de cette thése pour traiter 1'effet de la dissipation
dans le satellite sur son orbite, sans restriction sur ’excentricité autre que celle
imposée par le potentiel considéré. L’effet de la dissipation au sein de la planéte sera
directement évalué via les équations complétes de Kaula (1964), avec toutefois une
troncature a l'ordre 4 en e des fonctions d’excentricité (cf. annexe A.5), ceci afin de
rester cohérent avec le potentiel utilisé pour évaluer le chauffage de marée dans le
satellite (cf. chap. 4).

5.1.2 Effet de la dissipation dans la planéte

La réponse spatio-temporelle de la planéte centrale — le bourrelet de marée —
induit un couple de force sur le satellite perturbateur. Il en résulte une modification
des trois éléments principaux de son orbite : a, e et I (cf. chap. 1, fig. 1.7 et 1.8). Dans
le code CHEOPS-2D, cette variation est calculée par I'approche de Kaula (1964),
c’est-a-dire grace aux trois équations du systéme (5.8).

Puisque la révolution du satellite autour de sa planéte est modifiée, un change-
ment de ’état de rotation des deux corps en résulte, par conservation du moment
cinétique total. Nous ferons I’hypothése que le satellite est bloqué en résonance spin-
orbite « : 9, fixant ainsi a priori la variation de sa vitesse de rotation propre. Celle-ci
résulte alors directement de 1’évolution du demi-grand axe |ay ; cf. éq. (5.8)]. En effet,
puisque 'on a la relation de résonance

(59'[[ = an, (520)

la loi d’évolution résultante est simplement obtenue via la forme newtonienne de la
troisiéme loi de KEPLER ®, qui permet d’écrire

a’z, (5.21)

D=
Njw

n = [G(M[ + M[[)]
soit

.. 3an ar
O = ——— —. 5.22
11 % a ( )

Cette équation caractérise complétement le changement de 1’état de rotation du
satellite, puisque celui-ci est supposé posséder une obliquité nulle sur son orbite.

6. Rappelons que celle-ci, purement empirique et due & KEPLER (1618) — obtenue grace aux
observations de TYCHO BRAHE — n’a été démontrée que prés de 70 ans plus tard par NEWTON.
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Evolution des éléments de la planéte : obliquité et rotation propre

La planéte centrale voit également un changement de son moment cinétique ; par
exemple, le moment cinétique gagné dans l'orbite du satellite est, a contrario, perdu
pour la rotation du corps central (cf. 1.1.4). Puisque la masse de celui-ci est constante
et que I'on peut, en premiére approximation, négliger les variations de sa répartition
impliquées par sa déformation de marée, son moment d’inertie est donc invariant. La
variation impliquée porte donc uniquement sur le vecteur rotation propre, autrement
dit sur sa norme (9 1) et son orientation. Pour cette derniére, un seul angle suffit ici,
puisque le systéme planéte-satellite est considéré comme isolé ; il s’agit de I'obliquité
[ de la planéte.

Les quantités §; = § et §; peuvent étre déterminées par équation de conserva-
tion du moment cinétique du systéme,

Low=L;+ L+ L =o0. (5.23)
——
Li;

La projection de la relation précédente sur la direction z (normale au plan iner-
tiel; cf. fig. 5.1), qui est celle du moment cinétique total, implique, dans notre cas,
la relation suivante :

d'L,.,., dIL
ota _ Z _ 24
soit
. d s, d'L7 ;s
L7 = % (L‘}I cos [) =— dtH cosl + Lij,Isinl. (5.25)

Dans 'équation précédente, la dérivée I est obtenue grace au systéme (5.8).
L’expression de la composante sur la direction z’ (pole orbital) du moment cinétique
du secondaire, ainsi que de sa dérivée, peut étre obtenue aisément :

1
2

G Q
LY = M;M;; | ——— a(1 — &2 e 5.26
17 — I II |:M]+M][ a( 6 ):| + 5 IIn? ( )
Soit

AL G 2 [/1—e2\2¢ 2 3 '
II —€ ary a . an ar
— 0 — MMy —m - — — Oy —
dt ! H(MHLMH) [( a ) 2 (1—62) efe] 25 M

(5.27)
avec C7 et U les moments d’inertie de la planéte et du satellite par rapport a leurs
axes polaires respectifs.
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La variation du moment cinétique de la planéte est donc déterminée grace a
I'équation (5.25). Elle permet d’accéder a la variation de obliquité”. En effet, on a
(fig. 5.1) :

L = C10; cos f, (5.28)
ce qui implique
o1 L3
= — |f;cot B— =Lese ] . 5.29
i-g [ 57 ﬁ] (5:29)

Ceci nécessite donc de connaitre la variation ; de la rotation propre de la planéte.
Celle-ci peut étre calculée en faisant cette fois-ci intervenir la combinaison de la
projection de I'équation (5.23) sur 'axe z et celle sur un axe orthogonal [c.-a-d.
dans le plan IT; cf. éq. (5.13) et (5.14)] — « élimination » de 3. On obtient :

. 1 - d'L?
0, = o lLfII siny — dtH cos 7} , (5.30)
avec, rappelons-le, v := I + 3 l'inclinaison de l'orbite du satellite par rapport a

I’équateur de la planéte.
Les évolutions a; (donc ny) et 6 controlent la valeur de la fréquence angulaire
Wimpq €t donc celle du déphasage €, [€q. (5.16)].

Importance de la précision en excentricité

Dans ce travail, le potentiel de marée perturbateur considéré est celui obtenu a
partir de la formule de Kaula (1964), pour une obliquité nulle du satellite (cf. chap.
4), un degré | = 2 et une troncature a 'ordre 4 des fonctions d’excentricité. Or,
la méthode employée pour décrire I'évolution orbitale du satellite qui résulte de la
dissipation dans la planéte est précisément basée sur le formalisme de Kaula (1964).
Une approche cohérente requiert donc la troncature au méme ordre en excentricité
dans les fonctions Gy, de Kaula (1964), pour le potentiel comme pour les équations
paramétrées de lorbite. Ainsi, pour l'intégration du systéme (5.8), 'expression du
facteur Ky, se simplifie grandement, puisqu’il ne reste plus que 13 valeurs non-
nulles de la fonction Gy, (cf. tab. A.1). On évite ainsi le calcul complet de cette
fonction, plutét lourd numériquement. Cependant, le calcul de la fonction Fj,,, de
Kaula (1964) reste inévitable si 'on veut pouvoir considérer des systémes a incli-
naison non nulle. A ce titre, mentionnons 'aide apportée par Axel Bazin (stage de

7. On supposera que seule la dissipation dans la planéte affecte la rotation propre de celle-ci et

I'inclinaison de l'orbite (voir la partie consacrée a leffet de la dissipation dans le satellite), c.-a-d.
IIp . . . .

d dtef = I;; = 0; d’otut les notations allégées 0r et I employées. De méme, on a noté L} au lieu de
Ire . .

ddfl et 8 au lieu de (.
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Master 1), pour le calcul des fonctions Fj,,, et Gy ; la méthode employée est décrite
dans l'article de Szeto et Lambeck (1982).

Il convient maintenant de comparer les résultats d’un calcul d’évolution orbital
avec ou sans 'approximation a l’ordre 4 en e, afin de déterminer quelle est la gamme
d’excentricité dans laquelle I’approche utilisée reste raisonnable. Pour cela, un certain
nombre de tests ont été effectués; une partie de ceux-ci est résumée par les figures
5.2 et 5.3 ci-dessous.

Les tests présentés ici ont été réalisés en inclinaison nulle, afin de permettre
également une comparaison avec les formules classiques a l'ordre 2 en excentricité
[éq. (5.18)]. Il permettent véritablement de visualiser I'accumulation des erreurs de
simulation étalée sur 4,5 Ga — soit une durée correspondant a I’age approximatif du
systéme Terre-Lune — la troncature a 'ordre 4 en e reste tout a fait acceptable pour
une excentricité initiale de 5 %, qui augmente alors progressivement jusqu’a une
valeur de presque 30 % (fig. 5.3a), avec un résultat trés proche de celui obtenu sans
troncature. L’écart final n’est que de 0,43 % pour e et de 0,17 % pour a (demi-grand
axe). Il atteint cependant des valeurs correspondantes de 9,6 % et 2,3 % dans le cas
d’une troncature a 'ordre 2 (courbes bleues). Cette derniére est donc & utiliser avec
prudence et ne prend son sens qu’a de trés faibles excentricités ; par exemple, pour
les satellites galiléens. Au vu des figures présentées ici, il ressort que la formulation
en e* utilisée dans cette thése reste satisfaisante jusqu’a une excentricité de 'ordre
de 10 %. Au-dela, il est nécessaire d’utiliser les fonctions Gy, complétes ou bien de
recourir a une troncature des expressions & un ordre plus avancé. Notons toutefois
que cette restriction ne concerne que 1’algorithme d’évolution orbitale lui-méme. La
dissipation de marée peut étre calculée raisonnablement jusqu’a 20 % d’excentricité
(p. ex. Béhounkova et al., 2010) : une erreur sera nécessairement commise sur le
potentiel, mais « moins grave » que celle qui résulte de 'accumulation d’imprécisions
sur une évolution orbitale. Notons enfin que les écarts importants observés dans ces
tests pour une excentricité initiale de 20 % sont renforcés par le fait que celle-ci va
augmenter jusqu’a plus de 40 % et que, dans ce cas, I’évolution orbitale avec des
fonctions Gy, tronquées en e* n’est plus tellement pertinente.

L’exemple d’évolution couplée qui sera présenté plus loin est basé sur une confi-
guration orbitale initiale d’excentricité égale a 5,3 %, pour laquelle 'approche au
quatriéme ordre utilisée est raisonnable.
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FIGURE 5.2 — Effet de différentes approximations en excentricité sur [’évolution

du demi-grand axe résultant de la dissipation dans le corps central. Pour différentes
valeurs d’excentricité initiale (e;,;), I’évolution orbitale a été calculée avec les fonc-
tions de Kaula (1964) complétes (notation « Gy, »), tronquées a Uordre 4 Jo(e*)]
ou via les équations simplifiées (5.18) [o(e?)]. Les paramétres des corps primaire et
secondaire correspondent au systéme de type Terre-Lune simplifié étudié par la suite
(ici QI_I = 0,0755, cf. tab. 5.1), avec toutefois des obliquité et inclinaison nulles.
Pas de temps orbital : 40 000 a.
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FIGURE 5.3 — Effet de différentes approximations en excentricité sur l’évolution

de cette méme quantité résultant de la dissipation dans le corps central. Mémes
notations et parametres qu’a la figure 5.2.
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5.1.3 Effet de la dissipation dans le satellite

Contrairement au cas du corps central, la dissipation de marée dans le satellite est
directement évaluée en interaction avec le calcul des transferts de chaleurs qui gou-
vernent ’état thermique de son manteau. La méthode semi-analytique développée
durant cette thése, et présentée au chapitre 4, permet, en effet, d’obtenir le champ
de chauffage de marée dans le satellite pour un manteau a viscosité variable avec la
température [p. ex. éq. (4.69)]. L’intégration de celui-ci sur le volume du manteau
donne la puissance globale dissipée, moyennée sur une orbite, que nous noterons ici
P

Puisque la rotation propre de la planéte est supposée ne pas étre affectée par la
dissipation de marée dans le satellite, le bilan d’énergie (1.29) du systéme s’écrit, en

supposant que le phénoméne de marée est la seule source de dissipation d’énergie :

dII E . .
or _I_ EII — _PII ,
dt rot mar
avec les expressions suivantes pour les énergies orbitale et de rotation du satellite :

(5.31)

_G(MI + M) Mg
2a ’

1 .
B = §CHH§I. (5.33)

rot

Eorb -

(5.32)

Les trois équations scalaires précédentes permettent d’aboutir a la loi décrivant
I’évolution du demi-grand axe de l'orbite du satellite en raison de la dissipation
d’énergie qui a lieu en son sein. Ainsi, puisque 'on a supposé une résonance spin-
orbite « : §, cette loi peut étre écrite sous la forme :

T 3&2 C R[[ 2
1 =a—= |1— 5.34
RO S (MR?)H ( a ) .
Par conservation du moment cinétique, on a [cf. éq. (5.24)] :
dHL?] 4! .
=——(C0 .

o o (C10; cos B), (5.35)
soit, avec les hypothéses I;1=0 (donc ﬂ ;1 = 0; 'obliquité du satellite sur son orbite
est considérée comme nulle) et dléff =0:

dHLz’
— —. (5.36)

dt
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Autrement dit, la dissipation dans le satellite est supposée ne pas affecter I'état de
rotation (vitesse de rotation propre et obliquité) de la planéte, d’out la conservation
du moment cinétique (orbital et de rotation) du satellite. Grace a 1’équation (5.27),
on obtient :

d't ) arr 3a oy 1 C R\’ My
- =- et () () ()|

(5.37)

Les expressions (5.34) et (5.37) aménent une remarque générale sur I’approche
mise en ceuvre pour calculer I’évolution orbitale. En effet, nous pouvons remar-
quer que, dans ces équations, deux valeurs numériques relativement mineures in-
terviennent : le facteur de moment d’inertie du satellite, Cy7/(M;rR?;), ainsi que
le rapport de son rayon au demi-grand axe. Le premier traduit directement la dif-
férenciation du corps, avec une valeur maximale a 0,4 correspondant au cas d’un
corps (sphérique) homogeéne. Le second, est, en régle générale, trés faible, d’autant
plus qu’il est élevé au carré; il ne devient généralement important qu’aux abords
de la limite de ROCHE. Les systémes doubles, tels le couple Pluton-Charon, font
toutefois figure d’exception. Enfin, le rapport de masse, a la fin de 'équation (5.37),
est généralement faible, puisque, dans les cas extrémes des systémes Terre-Lune
et Pluton-Charon, il atteint seulement les valeurs respectives de 0,0123 et 0,130
(1,7.1078 pour le systéme Mars-Phobos!).

L’approche classiquement utilisée consiste a négliger 1'énergie et le moment ci-
nétique liés a la rotation du satellite, qui n’apparaissent que mineurs dans les bilans
de quantités totales du systéme. Si cela est amplement raisonnable pour les lunes
des planétes géantes, par exemple les satellites galiléens, cela parait toutefois moins
justifié pour des systémes comme celui formé par notre planéte et son satellite.
Les expressions complétes (5.26), (5.27), (5.34) et (5.37) ont été conservées dans
I’approche menée dans cette thése, ceci afin de non seulement garder un caractére
généraliste mais aussi de décrire au mieux la conservation du moment cinétique et
le bilan d’énergie au sein du systéme.

Notons toutefois que, dans la méthode employée pour I’évolution orbitale, toutes
les autres composantes possibles d’énergie et de moment cinétique ont été ignorées.
Ces facteurs négligés peuvent par exemple étre la dissipation d’énergie au sein des
couches fluides ou aux interfaces entre celles-ci et les couches solides, comme c’est
probablement le cas a la limite manteau-noyau sur Terre, laquelle posséde une cer-
taine topographie. Il peut aussi s’agir des transferts de moment cinétique entre la
planéte et ses enveloppes fluides externes (océans et/ou atmosphére). Dans cette
approche préliminaire, ces différents effets sont considérés de second ordre (sauf la
dissipation des océans). Dans le cas du corps central, ils peuvent cependant étre
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« inclus » de maniére paramétrée dans la valeur du facteur de dissipation Ql_l
celui-ci caractérise la réponse de ’ensemble de la planéte. Cette technique permet,
par exemple, d’inclure I'effet de la dissipation des océans dans le systéme Terre-Lune
(cf. plus loin).

5.1.4 Algorithme d’évolution orbitale

L’algorithme mis en ceuvre pour décrire I’évolution orbitale qui résulte de la
dissipation de marée au sein de la planéte et de son satellite — pour lequel sont
calculés les transferts de chaleur — est illustré a la figure 5.4. Les différentes quantités
indiquées sont calculées via les formules présentées précédemment.

Planete (I) Satellite (I7)

(2t)

1 eft dat Eorb 7 1
Wimpgq +Erot 7)
er ary

. 5 .. éII
L7 ,01
all 2/
Ir — )
dt

FIGURE 5.4 — Les différentes étapes de calcul de [’évolution orbitale et leurs interac-
tions. Noter les rétro-actions (fleches courbes) via la dépendance fréquentielle possible
de la dissipation de marée dans la planéte [Ql_l(w) ; la dépendance fréquentielle de
Q;l est toutefois ignorée dans cette premiére approche/. La notation « eff » indique
une valeur effective pour le facteur kl /Qr de la planéte ; elle permet de tenir compte
de formes additionnelles de dissipation d’énergie (par exemple celle des océans) ou
encore d’une certaine compressibilité. En réalité, une dépendance fréquentielle est
également incluse dans le terme PIL (cf. chap. /), mais celle-ci n’intervient pas

explicitement dans le calcul de [’évolution orbitale.
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Le schéma temporel d’évolution utilisé pour 'intégration des équations d’évolu-
tion des éléments a, e, I, 3 et 0; est, a Pheure actuelle, une simple méthode d’EULER
(c.-a~d. a l'ordre 1 en temps). Cette approche est justifiée par deux points. D’une
part, le pas de temps orbital utilisé est généralement de I'ordre de 10 000 ans, ce
qui reste faible devant les durées envisagées dans cette thése, sachant qu'un pas de
temps convectif est généralement de 'ordre de ~ 10° années. D’autre part, étant
donné que la précision requise pour décrire les orbites est relativement mineure
dans notre cas, ce schéma s’avére suffisant. En effet, la seule hypothése de systéme
primaire-secondaire isolé justifie de ne pas employer de schéma trop précis : il serait
par exemple illusoire de vouloir décrire, avec un systéme aussi simple, ['orbite de la
Lune avec une précision similaire & celle obtenue par les méthodes modernes de la
mécanique céleste, qui incluent I'interaction avec les autres corps du Systéme Solaire
(notamment Jupiter) et les effets relativistes (p. ex. Fienga et al., 2008). Quoi qu’il
en soit, 'approche utilisée dans ce travail ne consiste qu’en un calcul des variations
séculaires des éléments orbitaux, et non de la dynamique orbitale du systéme.

5.2 Un premier exemple : évolution thermo-orbitale
d’un corps de type Lune

Dans cette partie sont présentés quelques résultats de simulations qui ont été
menées pour un couplage complet entre les transferts de chaleur, la dissipation de
marée et I’évolution orbitale résultante. Le systéme choisi est de type Terre-Lune
simplifié. En effet, d’une part, toute la complexité des objets n’a pas été envisagée
pour cette premiére approche. Par exemple, une Lune en convection sera considé-
rée, mais sans refroidissement séculaire. L’enjeu n’est pas, en effet, de tenter de
reconstituer 1’évolution exacte de la Lune mais plutét de comprendre quelques-unes
des grandes lignes du couplage thermo-orbital mis en jeu ici. D’autre part, ['outil
CHEOPS-2D ne permet pas, pour 'instant, de traiter simultanément les transferts
de chaleur dans les deux corps. En conséquence, ceux-ci ne sont traités que dans la
Lune, ainsi que 1’énergie de marée qu’elle dissipe. La Terre est simplement considérée
par des valeurs constantes du nombre de LOVE k/ et du facteur de dissipation Q.

5.2.1 Modéle

Si le rayon de la Lune est connu depuis fort longtemps, sa valeur précise a surtout
été déterminée a partir de la période Apollo (altimétrie laser). On peut actuellement
admettre un rayon lunaire moyen de R;; = 1737,103 £ 0,015 km (Smith et al.,
1997, données lidar, sonde Clémentine). La masse de la Lune peut étre estimée
grace & son champ de gravitation ; on trouve ainsi M;; = 7, 3476740, 00033 - 10?2 kg
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(p. ex. Wieczorek et al., 2006), soit une masse volumique moyenne de < p;; >=
3346,45 £ 0,17 kg - m~3. En outre, le moment d’inertie polaire de notre satellite est
évalué a Cry = 0,3936 + 0,0002 M;rR?, (Konopliv et al., 1998).

Les divers parameétres choisis pour respecter ces contraintes pour le modéle sim-
plifié de systéme Terre-Lune sont présentés au tableau 5.1. Un aspect important
réside dans le choix de la taille du noyau lunaire, sous réserve que ce dernier existe
bien. L’étude de Weber et al. (2011), basée sur un traitement nouveau des données
sismologiques Apollo, suggére la présence de celui-ci et que 60 % de son volume
serait liquide. La meilleure estimation que ces auteurs avancent est un rayon de la
limite manteau-noyau de 330420 km ®. Le choix s’est donc porté sur un rapport f de
ce rayon a celui de la surface de 0,2 pour le modéle de corps de type Lune employé
ici. En outre, le noyau a été considéré comme entierement liquide.

Une fois choisis ces divers paramétres géométriques fondamentaux, la question
de la configuration initiale se pose, tant du point de vue thermique qu’orbital. La
solution orbitale considérée au début de chacune des simulations présentées plus bas
(cf. tab. 5.1) correspond aux valeurs des paramétres orbitaux qui sont obtenues a
la date ¢t = 200 Ma dans le modéle de Ross et Schubert (1989, fig. 3 — version sans
dissipation des océans), dont I’approche a véritablement inspiré la derniére partie
de cette thése. Le modeéle de ces auteurs fait notamment intervenir une Lune et
une Terre en convection thermique & chauffage interne pur (radioactif), de maniére
paramétrée et emploie le formalisme de Kaula (1964) pour la description de 'effet
de la dissipation de marée dans la planéte et dans le satellite. Notons cependant que
ces auteurs considérent une dépendance fréquentielle des facteurs de dissipation des
deux corps, alors qu’elle est ignorée pour la Terre dans notre illustration. L’approche
choisie dans cette thése, a l'instar de celle de Ross et Schubert (1989), ne prend
aucunement en compte l'effet du Soleil. Il s’agit simplement du probléme a deux
corps isolés et les valeurs finales obtenues (notamment 'obliquité de la Terre et
'inclinaison de la Lune) ne peuvent étre directement comparables avec les valeurs
réelles actuelles (8 = 23,44°; I = 5,145°). En outre, il faut mentionner 'obliquité
non-négligeable de la Lune (~ 6,69°), qui n’est pas prise en compte dans ces modéles.
Dans le cas d’étude présenté ici, la Lune commencera ainsi son évolution a une
distance (demi-grand axe) de 42 rayons terrestres (voir tableau 5.1 pour les valeurs
des autres ¢léments).

Notons qu’un degré maximal [ = 2 est considéré pour I’évolution orbitale |[cf.
éq. (5.8)], a 'instar de ce qui a été choisi pour la dérivation du potentiel de marée
responsable de la dissipation dans le satellite (cf. chap. 4). Cette hypothése est
justifiée tant que le rayon des corps reste faible devant le demi-grand axe. Elle n’est

8. Il s’agit cependant de la limite inférieure proposée pour la taille du noyau lunaire (p. ex.
Wieczorek et al., 2006).
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cependant plus valable pour le cas du systéme Mars-Phobos [développement jusqu’a
[ = 3 ou 4 nécessaire, cf. Lambeck (1979)].

L’état thermique de la Lune et la description du transfert de chaleur en son
sein sont importants. Le manteau lunaire est considéré ici comme incompressible’
et homogéne. En effet, le nombre de dissipation que 'on peut estimer pour la Lune
est faible, de 'ordre de Di ~ 0,04. Les transferts thermiques ont donc été décrits
dans 'approximation de BOUSSINESQ, en premiére approche. Les divers parameétres
thermo-mécaniques qui ont été choisis sont indiqués dans le tableau 5.2. En par-
ticulier, un chauffage radioactif constant dans le manteau et dans le temps a été
choisi, ainsi qu'un chauffage par la base (noyau liquide, température imposée), lui
aussi constant en premiére approche. Un point important concerne les rhéologies em-
ployées pour le manteau lunaire. La viscosité convective est ainsi décrite par une loi
d’ARRHENIUS (cf. p. 65), munie d’une énergie d’activation réaliste pour un processus
de fluage par diffusion (newtonien). L’hypothése de la prédominance de ce dernier
est justifiée par la faible épaisseur du manteau lunaire. Les pressions modérées mises
en jeu permettent par ailleurs de négliger la dépendance en profondeur de la vis-
cosité. La rhéologie visco-élastique de la Lune est décrite au moyen d’un modéle
d’ANDRADE (cf. p. 46), pourvu de la formulation réduite proposée par Castillo-
Rogez et al. (2011), adaptée aux propriétés d’atténuation mesurées pour 'olivine
[cf. éq. (1.87)]; celle-ci aboutit & un seul paramétre d’ANDRADE, a4, dont le choix
reste cependant assez arbitraire : une valeur « standard » de 0,33 (Jackson, 1993) a
été adoptée. Notons enfin que la viscosité effective, par simplicité, a également été
décrite via une loi d’ARRHENIUS (méme énergie d’activation).

Les paramétres numériques (maillage, etc.) pour les simulations réalisées sont
indiqués dans le tableau 5.3.

5.2.2 Résultats

Etat thermique initial

La solution thermique initiale qui a été adoptée pour la Lune consiste en un
transfert de chaleur convectif a I’équilibre. Rappelons qu’il s’agit ici d’une convec-
tion munie d’un chauffage a la base et interne, avec de fortes variations de viscosité
et sans refroidissement séculaire. Cependant, étant donnée I'importance relative du
chauffage interne et la faiblesse de I’écart global de température (AT = 1300 K) choi-
sis, la convection obtenue est naturellement proche d’'une convection de RAYLEIGH-
ROBERTS, c’est-a-dire en chauffage interne pur (faible flux de chaleur a la base ici).
La structure a ’équilibre (statistique) de la solution obtenue est visible grace aux
figures 5.5 et 5.6 ci-dessous. Il s’agit d’un cas classique de convection a régime de

9. aux échelles de temps de la convection uniquement (voir plus loin, tab. 5.2)
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TABLE 5.1 — Parametres géométriques choisis pour le systeme Terre-Lune. La Lune

est considérée en résonance spin-orbite 1 : 1.

Dénomination Symbole Valeur

Lune : structure

Rayon ¢ R 1737 km
Masse ¢ M;r 7,349 10% kg
Moment d’inertie @ Crr 0,397 M R,
Intensité du champ de pesanteur en surface’ g 1,62 m-s2
Epaisseur du manteau © ¢ b 1407 km
Masse volumique du manteau® PM 3326 kg - m—3
Masse volumique du noyau ¢ ¢ PN 6500 kg - m—3
Terre : structure et propriétés globales

Rayon ° Ry 6371 km
Masse® My 5,974 10** kg
Moment d’inertie® o) 0,331 M;R?
Nombre de Love’ k! 0,298
Facteur de dissipation Q;l 0,0027 9-0,0755 "

Systéme Terre-Lune : configuration initiale’

Demi-grand axe a
Excentricité e
Période orbitale 21 /n
Durée du jour terrestre 27/ 0;
Inclinaison de la Lune sur I’écliptique 1
Obliquité de la Terre 6]

a. Wieczorek et al. (2006)
b. Valeur résultante
c. Conséquence du choix du modele (cf. tab. 5.2)
d. Weber et al. (2011)
e. p. ex.
(site consulté le 16 mars 2012)
f. Benjamin et al. (2006)

42 Ry
0,053
15,95 j
13 h
2,9°
6,6°

g- Ray et al. (1996) — donnée d’origine : Q=370 (période de 12,4 h)

h. Kaula (1964) ; Kantha et al. (1998)
i. Ross et Schubert (1989), date ¢t = 200 Ma (cf. p. 287)


http://nssdc.gsfc.nasa.gov/planetary/factsheet/earthfact.html
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TABLE 5.2 — Propriétés thermo-mécaniques choisies pour le manteau lunaire. La
dépendance en pression de la viscosité (convective ou effective) est ignorée.

Dénomination Symbole Valeur
Transferts thermiques

Coefficient de dilatation (thermique) isobare* « 2:107° K™!
Saut de température a travers le manteau® AT 1300 K
Conductivité thermique® k 4 W-m 1K1
Capacité thermique massique isobare® e 1,2 kJ- K tkg™!
Energie d’activation ” E, 300 kJ-mol~!
Viscosité a la base ¢ Moase 10" Pa-s
Température de surface® T 273 K
Chauffage interne (radioactif)? H, .4 21078 W.m™3
Nombres caractéristiques résultants

Nombre de RAYLEIGH basal Rapgse 3,9-107
Nombre de RAYLEIGH-ROBERTS basal Ral®¢  3,0-10°
Température de surface sans dimension Ty 0,21

Nombre de dissipation Di 0,038 (négligé ici)
Dissipation de marée

Coefficient d’incompressibilité du manteau ¢ Ky 120 GPa
Module de rigidité du manteau? 115 62 GPa
Coefficient d’incompressibilité du noyau® Ky 00

Module de rigidité du noyau® N 0

Viscosité du noyau® NN 0

Energie d’activation® ¢ BT 300 kJ-mol~*
Viscosité a la base® 772?‘}6 10718 Pa-s
Parameétre d’Andrade ¢ QA 0,33

Karato et Wu (1993)
Choix du modele
Weber et al. (2011)
Jackson (1993)

IR

Valeur en accord avec celle de I'étude de Ziethe et al. (2009)
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TABLE 5.3 — Paramétres numériques des stimulations. Noter le choix d’une limitation,
pour des raisons purement numériques, du constraste de viscosité global (cf. aussi

fig. 5.6a).

Dénomination Symbole et valeur ou spécificité
Rapport de courbure f=0,2

Amplitude angulaire du domaine AO =27

Degré de courbure effectif d=2

Résolution radiale n, = 64

Résolution azimutale ng = 256

Raffinement de maillage double vers la base

Bord interne (T';) isotherme et libre

Bord externe (T';) isotherme et rigide

Contraste maximal de viscosité Anmet = Angiy = 108

Degré maximal pour I’évolution orbitale [ = 2
Pas de temps orbital 0tory = 10 000 a

couvercle stagnant épais et dominé par les instabilités froides qui se forment dans
une mince région sous celui-ci. Il s’apparente fortement aux solutions cartésiennes de
Grasset et Parmentier (1998). Notons que, pour cette simulation initiale, un maillage
raffiné deux fois a la base du manteau a été choisi. Il permet non seulement de dé-
crire plus finement les transferts de chaleur dans cette région — question importante
puisque ’essentiel de la dissipation de marée aura lieu en ce lieu — mais aussi, par la
méme occasion, d’obtenir un rapport d’aspect plus homogéne des cellules du maillage
dont la courbure est nécessairement importante (f = 0, 2).

Le milieu convectif est de température relativement homogéne; 1'essentiel de
la variation de viscosité se situe au niveau du couvercle stagnant [fig. 5.6a] et la
convection sous-jacente est donc presque isovisqueuse. La condition imposée a la
base étant en bord libre (noyau liquide), le maximum des vitesses d’écoulement
latéral est donc en ce lieu (fig. 5.6b), alors que la vitesse d’ascension optimale des
panaches se situe au cceur du milieu convectif, pour lequel le flux de chaleur advectif
devient prédominant (fig. 5.6¢). La faiblesse du flux de chaleur basal est directement
due a la température élevée du milieu convectif. Dans le couvercle, on retrouve une
évolution du flux de chaleur qui est quasiment celle d’un flux conductif en chauffage
interne pur [fig. 5.6¢, courbe bleue] : le petit écart observé est dii a la « composante »
en chauffage basal de la convection qui a lieu ici : étant donnée la courbure (d = 2
et f=0,2), le flux additionnel en surface est mineur (f? fois celui a la base).
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FIGURE 5.5 — Champ de température initial pour le modéle de Lune convective
choisi. FExemple d’un instantané de la solution aprés convergence statistique. Les
1solignes correspondent a un intervalle de 30 K.
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FIGURE 5.6 — Profils moyens caractéristiques du modéle de Lune convective (ins-
tantanés). Noter la troncature artificielle de la variation de viscosité imposée dans
le couvercle [stabilité numérique ; fig. 5.0a]. Les points représentent la discrétisation
employée (ils correspondent auz centres des cellules du maillage).
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Evolution thermo-obitale

Une fois la solution thermique initiale obtenue, un ensemble de six cas différents
ont été testés, regroupés en deux familles. Pour la premiére, un facteur de dissipation
terrestre a été choisi a Q;l = 0,0755 (soit @; ~ 13,2), simulant ainsi une Terre
actuelle, c¢’est-a-dire pourvue d’océans. Il s’agit de celui employé dans I'étude de
Kaula (1964). Notons que les valeurs mesurées, pour le facteur de qualité effectif de la
Terre, s’étalent approximativement de 5 a 23, respectivement pour des périodes d'une
demi-journée a quelques jours (Kantha et al., 1998) ; la valeur choisie ici correspond
a la marée diurne. La seconde famille de simulations a été réalisée pour une valeur de
Ql_l de 0,0027, ce qui correspond approximativement a une Terre sans océan (Ray
et al., 1996). Pour chacun de ces deux cas extrémes, trois simulations ont été menées :
pour une Lune non dissipative, ou bien dissipative avec deux valeurs différentes de
viscosité effective a la base du manteau (1245 = 10'® Pa-s et n’45* = 10'” Pa-s). Nous
insistons ici sur le fait que le facteur de dissipation de la Terre a été choisi constant,
a la fois en fréquence et durant I’évolution thermo-orbitale, afin de ne pas trop
complexifier le systéme dans cette premiére approche. La rétroaction de I’évolution
de la fréquence orbitale sur celui-ci [cf. a;r — Q7' (w), fig. 5.4] est donc ignorée ici.
Notons enfin que ces simulations ont été réalisées sur une durée de 4,5 Ga.

La figure 5.7 présente les évolutions du demi-grand axe et de ’excentricité de
I'orbite de la Lune, qui sont gouvernées a chaque instant par un équilibre entre les
modifications de ces quantités dues a la dissipation dans la Lune et celles, de signe
opposé, dues a la dissipation dans la Terre. Le demi-grand axe de la Lune n’évolue
que peu dans le cas d’un faible facteur de dissipation de la Terre et atteint a peine
300 000 km (la valeur actuelle est de 384 399 km). A P'inverse, 1’éloignement de la
Lune est beaucoup trop fort dans les cas munis d’un facteur de dissipation actuel
pour la Terre : ainsi, pour une Lune non dissipative, le demi-grand axe finit par
atteindre 461 332 km. Il n’est toutefois pas tellement pertinent ici de comparer les
résultats obtenus pour ce modéle simplifié avec les valeur caractéristiques réelles du
systéme Terre-Lune. Il est en revanche intéressant de comprendre les comportements
visibles dans les figures 5.7 & 5.9. Ainsi, il est remarquable de constater le faible effet
obtenu de la dissipation dans la Lune sur sa vitesse d’éloignement dans un cas a
Terre peu dissipative [Q;l = 0,0027, fig. 5.7a|; 'excentricité, elle, est rapidement
atténuée pour une Lune dissipative [fig. 5.7b, courbes rouges et vertes| et ne fait bien
évidemment qu’augmenter en cas d’absence de dissipation dans le satellite. Cette
grande sensibilité de I'évolution de ’excentricité e peut étre comprise en partie en
raisonnant a l'ordre 2 [cf. éq. (5.19)] : on trouve ainsi que la modification du demi-
grand axe due a la dissipation dans le satellite (ar;) est proportionnelle & e?; elle
est donc moins critique que la modification de 1’excentricité (é;;), proportionnelle
directement a e.
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FIGURE 5.7 — Ewvolution du demi-grand aze et de Uexcentricité de orbite pour le
modele de Lune simplifié. Les différents cas testés sont identifiés par une couleur
(lune dissipative ou non) et un type de trait (tiretés pour une Terre sans océan,
trait plein pour une Terre actuelle). Les deux points correspondent a la localisation
temporelle des champs de la figure 5.9. La ligne noire en pointillés indique la valeur
actuelle (p. ex. Wieczorek et al., 2006).
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Dans le cas d'une Terre avec océans [QI_I = 0,0755], la dissipation dans la
Lune, controlée par les transfert thermiques qui ont lieu en celle-ci, implique une
atténuation progressive de la vitesse de croissance de 1’orbite, pour finalement arriver,
au bout de 4,5 Ga, a un écart de presque 15 000 km sur la distance finale, valeur
quasiment identique dans le cas d’une Lune plus dissipative (n’;‘}‘}e = 10'7 Pa-s).
L’effet est & nouveau plus marqué pour ’évolution de I'excentricité [fig. 5.7b, courbes
rouge et vertes en traits pleins| mais l'attenuation est moins forte en raison de
I’excitation importante de e par la dissipation dans la Terre. Ainsi, la valeur initiale
eini = 0,053 choisie dans ces simulations chute a 3,4 % a la fin de 1’évolution, dans le
cas d’une Lune modérément dissipative (1245 = 10'® Pa-s), alors qu’elle s’accroit et
parvient & 17,7 % lorsque seule la Terre dissipe de 1’énergie de marée. La dissipation
dans la Lune a donc ici une influence considérable sur la circularisation de son orbite.
En outre, contrairement a la vitesse d’éloignement du satellite, cette circularisation
se révele particulierement sensible & la viscosité effective de la Lune : la diminution
d’un ordre de grandeur de celle-ci implique une valeur finale passant de 3,4 4 0,16 %
seulement. La chute de l'excentricité, alliée & 'augmentation du demi-grand axe
(diminution de la fréquence w,) conduit a une décroissance de la dissipation globale
dans la Lune (fig. 5.8a) qui, en retour, implique une dominance de plus en plus
forte des effets de la dissipation dans la Terre. La puissance dissipée lunaire diminue
bien plus rapidement dans les cas a Terre sans océan, pour lesquels ’excentricité est
rapidement atténuée, que dans le cas d’une Terre de type actuel. Ceci se retrouve
dans la similitude existant entre les courbes en trait plein des figures 5.8a et 5.7b.
Par exemple, dans le cas d’'une Lune modérément dissipative et d’une Terre sans
océan, vers la date ¢ = 30,7 Ma, la dissipation globale est de 21,3 GW. Environ
150 Ma plus tard, celle-ci a décru de moitié.

La figure 5.9 présente le champ de chauffage de marée dans la Lune & ces deux
instants. Leur localisation dans le temps est indiquée par deux points sur les figures
5.7 a 5.10. La dissipation est restreinte a la zone convective quasi-isotherme et re-
présente, de ce fait, un terme additionnel de chauffage interne approximativememt
constant dans une grande partie du manteau convectif. Comme nous I’avons vu au
chapitre 4, les zones de chauffage maximal sont situées au niveau des poles, pour ce
cas a noyau liquide et a résonance spin-orbite 1 : 1. En raison de la relative homo-
généité du champ de température sous le couvercle conductif, les anomalies « peu
froides » qui descendent sur le noyau n’affectent que peu le chauffage de marée local,
contrairement au cas d’'une convection vigoureuse et sans chauffage radioactif de la
figure 4.11. La structure du chauffage de marée reste la méme au cours de 1’évolution
thermo-orbitale, mais sa valeur globale diminue grandement (fig. 5.8a et 5.9b). Ces
champs montrent également & quel point il est important de considérer la structure
thermique de la Lune (essentiellement radiale dans ce cas simple) si 'on souhaite
estimer correctement ses propriétés dissipatives et donc 1’évolution orbitale qui en
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résulte. Une approche qui considérerait, par exemple, une Lune thermiquement ho-
mogene, serait inappropriée.

La figure 5.8b présente 1’évolution de la température moyenne a l'intérieur de
la Lune. Celle-ci améne divers commentaires. Tout d’abord, nous pouvons remar-
quer lextréme faiblesse des variations générales constatées (moins de 2,5 K). Ceci
s’explique par la conjugaison de deux faits : non seulement les modifications locales
du champ de température sont faibles dans le cas testé, pour lequel le chauffage
de marée n’a pas I'importance relative présentée dans les simulations du chapitre 4
mais, en outre, cette augmentation de la température a lieu essentiellement dans les
zones proches du noyau. Or, ces derniéres sont de trés faible volume relativement
aux zones proches de la surface qui, elles, sont caractérisées par un couvercle froid,
et dont les variations de température avec le temps sont mineures. Le résultat est
une faible influence sur la moyenne globale (volumique) de la température.

Si 'on s’affranchit des valeurs, la variation observée est toutefois intéressante :
dans un premier temps, lorsque la dissipation de marée dans la Lune est suffisamment
¢levée (au cours des premiéres dizaines de millions d’années, fig. 5.8a), la tempéra-
ture moyenne augmente rapidement puis va progressivement rediminuer pour, a la
fin de I’évolution, retomber a des valeurs plus faibles. Ces derniéres, si les simula-
tions étaient poursuivies au-dela de 4,5 Ga, deviendraient comparables aux valeurs
initiales. Cette évolution traduit une accumulation d’énergie thermique durant les
premiéres centaines de millions & premier milliard d’années selon les cas. Du point de
vue de la convection thermique, elle correspond & un ajustement de la solution a un
chauffage de marée imposé brutalement au début des simulations. La décroissance
rapide du chauffage de marée fait que cet ajustement transitoire laisse rapidement
place a un refroidissement séculaire. Les petites variations qui se superposent a ces
évolutions générales de la température moyenne sont caractéristiques de la convec-
tion instationnaire qui régne dans le modéle de Lune : il s’agit de I'influence de
la plongée des nombreux petits panaches froids qui se forment sous le couvercle
conductif et parviennent sur la frontiére manteau-noyau (fig. 5.5 et 5.9).

Cet état instationnaire de la convection est également illustré a la figure 5.10, qui
représente I’évolution du flux de chaleur et de la vitesse caractéristique du manteau
lunaire. Au niveau du noyau, cette quantité oscille ainsi autour d’une valeur faible de
4 mW-m~2, avec des valeurs extrémes entre 2.4 et 6,4 mW-m~2, en raison de l'arrivée
des panaches « froids » sur le noyau [anomalies de l'ordre de 60 K, cf. fig. 5.9a]. Le
flux de chaleur en surface (11,9 mW-m~2) présente des variations de beaucoup plus
faible amplitude, mais aussi a plus basse fréquence ' (de ordre de 7 fois plus faible) :
ceci illustre les effets d’atténuation et de filtre exercés par 1’épais couvercle conductif
sur les variations de flux de chaleur qui ont lieu a sa base. Ces courbes, ainsi que celle

10. au sens temporel
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FIGURE 5.8 — Evolution de la puissance de marée globale dissipée et de la température
moyenne dans le modeéle de Lune. Notations identiques a celles de la figure 5.7.
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FIGURE 5.9 — Ezemples de champ de dissipation de marée a deur dates au cours
de I’évolution thermo-orbitale du modéle de Lune. Les isolignes correspondent a la
température (intervalle de 15 K). Q7' = 0,0027, nt¥ = 10" Pa-s. Noter la chute
rapide de la dissipation en raison de l’élotgnement de la Lune et de la circularisation

de son orbite [cf. fig. 5.7].



300 CHAPITRE 5. UN PREMIER COUPLAGE AVEC L’EVOLUTION . ..

de la vitesse RMS [fig. 5.10b], montrent que, dans les cas considérés, les transferts
de chaleur ne sont que peu affectés par le chauffage de marée, puisque I'histoire des
quantités visualisées (Fyurr, Frase €6 Vrars) reste comparable, mais avec des décalages
temporels. Ceux-ci, minimes au début de 1’évolution, s’accroissent par la suite. De
méme, on ne voit pas de fluctuations dans les paramétres orbitaux aux fréquences
caractéristiques de la convection.

Pour achever de caractériser les diverses simulations réalisées pour I’histoire
thermo-orbitale d’un systéme Terre-Lune simplifié, il convient d’examiner les der-
niéres quantités dont ’évolution est calculée dans I'algorithme (fig. 5.4) : il s’agit
des angles d’orientation du systéme (obliquité [ et inclinaison I) et de la période
de rotation de la Terre (c.-a-d. la durée du jour). Leurs évolutions sont représen-
tées a la figure 5.11. Rappelons que, lors de la dérivation des diverses équations
qui ont conduit a I'algorithme d’évolution orbitale (cf. début du chapitre), il a été
fait I’hypothése — raisonnable puisque 1'obliquité de la Lune est considérée comme
nulle — que seule la dissipation au sein de la planéte influengait sa rotation propre et
Iinclinaison de l'orbite du satellite. Un schéma cohérent numériquement doit donc
respecter ce type d’hypothése. La figure 5.11a montre que c’est bien le cas pour les
angles d’orientation du systéme : pour une Lune dissipative ou non, les histoires
B(t) et I(t) sont seulement controlées par le choix du facteur de dissipation de la
Terre, Ql_l. Ainsi, la dissipation dans la Terre implique une atténuation progressive
de l'inclinaison orbitale (fig. 1.8) et, par conservation du moment cinétique, une aug-
mentation — certes moindre en amplitude en raison des différences de masse en jeu
— de l'obliquité de la planéte centrale (fig. 5.1). Cet effet est bien évidemment plus
marqué lorsque la dissipation dans la Terre est augmentée.

Un point marquant concerne le comportement de CHEOPS-2D sur I’évolution de
la période de rotation propre du corps central. En effet, si la durée du jour augmente
bien en raison de la dissipation au sein du corps primaire (couple de rappel du corps
orbitant, [cf. fig. 1.7a] — et cela de maniére d’autant plus aigué que la valeur Q7" est
élevée — le comportement a long terme semble quelque peu étrange dans un cas a
forte dissipation. En effet, le schéma semble ne pas respecter totalement 1’hypothése
d’une influence nulle de la dissipation dans le corps secondaire puisque, dans le cas
d’une Lune dissipative [courbe rouge de la figure 5.11b], un écart significatif apparait
progressivement avec le cas ou seule la Terre dissipe de 1’énergie de marée. Celui-ci
atteint finalement 1,3 % a lissue des 4,5 Ga écoulées durant la simulation. Ceci
interroge naturellement sur la pertinence et la précision du schéma choisi pour ce
travail. Il importe donc de déterminer quelles sont les erreurs commises durant ces
simulations.
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FIGURE 5.10 — Evolution du flux de chaleur et de la vitesse dans le modéle de Lune ;

(a) flur de chaleur moyen a la base du manteau (Fyese) et en surface (Fgug); (b)
vitesse RMS dans le manteau. Notations identiques a celles de la figure 5.7.
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FIGURE 5.11 — Evolution des angles d’orientation du modéle de systéme Terre-Lune
simplifié et de la durée du jour terrestre. Notations identiques a celles de la figure
5.7.
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Respect du bilan d’énergie et de la conservation du moment cinétique

Nous proposons ici d’examiner la précision du schéma d’évolution orbitale mis
en ceuvre lors de la conception de I'outil CHEOPS-2D via deux quantités simples.
La premiére est le résidu relatif de puissance totale. En effet, la conservation de
I’énergie totale du systéme planéte-satellite s’écrit, en considérant la marée comme
seule source de dissipation d’énergie :

EOTb + Efot + Efolt = - (Pilar + P7InIa7°) ) (538)

et 'on peut définir un résidu R sur ces puissances, qui n’est autre que I’écart relatif

R o P’r{@ar + P’r{{ar + EOTb + E'got + E"r{olt
. Eorb + E/I{Ot + EII .

rot

(5.39)

La puissance dissipée a l'intérieur du corps primaire peut étre estimée par le
biais de l'équation (32) de Kaula (1964), correspondant a la valeur moyennée sur
une orbite :

l l 400

+oo
PlL.=> >3 ) plimm (5.40)

=2 m=0 p=0 g=—o0

avec [cf. éq. (5.17)]

. G(M;+ M k.
plLimpg . _ —MH\/MKZmqulmpq‘ ( ! ) . (5.41)
I

e a lepq

Le second critére choisi est la conservation du moment cinétique total, L;.

Cette propriété est évaluée cette fois-ci par la valeur de la variation relative de
sa norme, L7 ,, au cours des simulations, par rapport a sa valeur initiale. Dans
un schéma idéalement précis, cette quantité, ainsi que le résidu de puissance R
devraient étre nuls a tout instant. La figure 5.12 présente I’évolution de ces quantités
pour ’ensemble des simulations réalisées. Il ressort ainsi que la quantité la mieux
conservée par le schéma est le moment cinétique total. En effet, 'accumulation
d’erreurs numériques au cours du calcul implique que I'on a une variation finale de
0,033 % a la fin de I'ensemble des simulations (avec ou sans dissipation lunaire),
pour Ql_l = 0,0027; elle reste encore largement inférieure a 1 % (0,17 %) dans les
cas a forte dissipation terrestre.

Tout n’est cependant pas aussi rose en ce qui concerne la conservation de I'énergie
du systéme. En effet, la figure 5.12a montre que, dans le cas a dissipation terrestre
modérée, le résidu relatif de puissance totale s’éléve rapidement a presque 1,28 %
lors du premier demi-milliard d’années d’évolution puis décroit légérement. En ce
qui concerne les cas a forte dissipation dans la Terre, le comportement est assez
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FIGURE 5.12 — Mesure de la conservation de [’énergie et du moment cinétique au
cours des simulations du modeéle de systéme Terre-Lune simplifié : (a) écart relatif
entre la puissance résultant des modifications orbitales et la puissance totale dissi-
pée dans le systéme; (b) variation relative du moment cinétique total du systeme.
Notations identiques a celles de la figure 5.7.
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différent. En effet, la valeur initiale de ce résidu, en plus d’étre initialement du méme
ordre que la valeur maximale atteinte dans le cas Ql_l = 0,0027, décroit d’abord
légerement puis, a l'issue de la période « critique » des 500 premiers millions d’années,
se met a augmenter progressivement. En outre, son comportement est nettement
plus oscillant. Une analyse détaillée de ces erreurs sera nécessaire prochainement,
mais l'on peut déja pronostiquer qu'une partie au moins du probléme provient de
l'uilisation d’un schéma d’EULER pour la description de l'avancée temporelle du
probléme. En effet, dans ces simulations, les variations les plus abruptes des diverses
quantités orbitales sont rencontrées au début de 'évolution [p. ex. fig. 5.7a, 5.11a
et 5.11b] et il semble raisonnable de penser qu'un schéma a lordre 1 en temps
implique de petites imprécisions qui vont facilement s’accumuler au cours du calcul.
Soulignons cependant que la précision du schéma reste largement acceptable pour
la premiére approche qui a été présentée ici, puisque des erreurs vraisemblablement
plus critiques seront nécessairement commises en raison du manque de connaissance
des propriétés elles-mémes des corps mis en jeux ainsi que des processus physiques
a 'ceuvre. Par exemple, 'influence du Soleil a ici été négligée sur des échelles de
temps de l'ordre de I’age du Systéme Solaire, ce qui parait difficilement réaliste.
Cette hypothése a cependant permis de dériver une approche simple, basée sur des
expressions classiques de conservation.

5.2.3 Quelques améliorations physiques possibles

Le systéme Terre-Lune constitue un élément particuliérement intéressant a étu-
dier avec un modeéle thermo-orbital, en particulier en ce qui concerne les premiers
temps qui ont suivi la formation de la Lune, probablement suite & un impact géant
(Hartmann et Davis, 1975 ; Cameron et Ward, 1976) d’un objet — baptisé¢ Théia —
d’une taille comparable a celle de Mars avec la proto-Terre, 32 a 110 Ma aprés 1'ac-
crétion de celle-ci (p. ex. Jacobsen et al., 2009). En effet, la proximité de la Lune &
la Terre, conjuguée au fait que ces deux corps devaient étre particuliérement chauds
a cette période, implique que la dissipation de marée a di étre intense; I'influence
de celle-ci a pu étre cruciale pour I'histoire orbitale de la Lune. Cependant, si ’on
souhaite pousser plus en avant ’étude de la Lune, il importe de disposer de divers
éléments additionnels dans le modéle de systéme Terre-Lune, tels que la possibilité
de fusion partielle ou encore une configuration orbitale plus générale (p. ex. sans
résonance spin-orbite). Ceci permettrait par exemple d’apporter des éléments de
réponse sur des points comme la possibilité d’un volcanisme précoce sur la Lune
(p. ex. Haruyama et al., 2009) ou les conséquences d’une réorientation de la Lune
par un impact géant (Wieczorek et Le Feuvre, 2009). En outre, du point de vue de
la dynamique interne de la Lune, le role du champ de gravité, certes faible, mais
particulierement variable dans le manteau lunaire, ainsi que celui d’une surface aux
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propriétés thermiquement isolantes (régolithe ; équilibre radiatif en surface, et non
température constante), seraient particuliérement intéressants a examiner au moyen
de 'approximation anélastique employée dans cette thése. En effet, celle-ci fait natu-
rellement intervenir une variation radiale possible de la gravité et de la conductivité
thermique. Enfin, deux facteurs importants n’ont pas été pris en compte ici : le refroi-
dissement séculaire de la Lune (noyau maintenu & température constante dans cette
approche préliminaire) ainsi qu’un chauffage radioactif décroissant avec le temps.

D’un point de vue purement orbital, il sera prochainement question de réali-
les conditions dans lesquelles le chauffage de marée dans la Lune peut réellement
influencer les transferts de chaleur. A titre préliminaire, la figure 5.13 ci-dessous
indique les valeurs de dissipation qui ont été obtenues avec le modéle de systéme
Terre-Lune utilisé dans ce chapitre, pour différentes valeurs de période orbitale et
d’excentricité (limitée a 20 %, étant donnée I'approximation a 'ordre 4 en e dans le
potentiel de marée excitateur utilisé) et sans évolution (ni thermique, ni orbitale).
Les autres paramétres sont inchangés, c¢’est-a-dire que leurs valeurs sont celles initia-
lement choisies pour les cas d’évolution couplée décrits plus haut (cf. tab. 5.2). Les
résultats obtenus montrent que, dans le cas du modéle employé ici, la puissance de
marée dissipée devient comparable ou supérieure au chauffage radioactif (actuel) a
partir d’une excentricité de 7,5 % si la période orbitale n’est que de 10 jours. Comme
cette dissipation décroit rapidement avec la période orbitale, une augmentation de
cette derniére de 5 jours implique que ’excentricité-limite donnée plus haut s’éléve
a 18,4 %. Méme si aucun couplage n’est considéré dans ces calculs, on constate que,
pour une Lune relativement chaude telle que celle modélisée ici, le chauffage par
les éléments radioactifs devient rapidement dominant sur la dissipation lorsque la
période orbitale augmente (éloignement de la Lune). Cependant, pendant la courte
période a laquelle cette source d’énergie est intense pour le manteau lunaire, il y a
tout lieu de penser qu’elle pourrait influencer significativement la convection ther-
mique et, par 14 méme, provoquer par exemple d’intenses épisodes de fusion partielle.
La prise en compte d’excentricités plus élevées nécessiterait le recours a un autre
type de techniques de calculs que celui employé dans ce travail. . .



5.2 Un premier exemple : évolution thermo-orbitale d'un corps de... 307
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FIGURE 5.13 — Evolution de la puissance globale initiale dissipée dans le modéle de
Lune en fonction de [’excentricité, pour différentes périodes orbitales. Les valeurs
entre parentheses indiquent la distance Terre-Lune correspondante (R; correspond
au rayon de la Terre). La dissipation est calculée & partir du champ de température
initial considéré pour les simulations d’évolution thermo-orbitale (c.-a-d. fig. 5.5).
La puissance radioactive globale est indiquée (cf. tab. 5.2 pour les autres parametres.)






Conclusion et perspectives

Cette these a vu la naissance d’un outil numérique nouveau, CHEOPS-2D, per-
mettant de simuler ’évolution couplée thermique et orbitale d’un satellite en orbite
autour d’une planéte, en prenant en compte la convection thermique dans celui-ci.
L’approche qui a été adoptée durant ce travail est par nature pluridisciplinaire, et
ce couplage — par effets de marée — requiert la considération d’échelles de temps
trés variées. Elle reléve a la fois de la mécanique des fluides, qui permet de décrire
les transferts de chaleur au sein d’'un manteau planétaire sur des échelles de temps
géologiques (t ~ 10379 a), de la mécanique des solides visco-élastiques en oscillations
forcées, pour le calcul de la dissipation de marée solide (t ~ 10°7! j), et de la mé-
canique céleste classique, requise pour la description de l'effet de cette dissipation
d’énergie sur les éléments orbitaux du satellite (¢ ~ 10°79 a).

Un accent particulier a été mis sur une description précise de la convection ther-
mique, puisque celle-ci gouverne 1’évolution de la température, grandeur qui se situe
au coeur du couplage modélisé dans cette thése. Le formalisme thermodynamique
rigoureux de I’approximation anélastique-liquide (Jarvis et McKenzie, 1980 ; Leng
et Zhong, 2008) a ainsi rendu possible un premier examen de 'effet de la chaleur
de marée sur les transferts thermiques dans un manteau compressible. Les résultats
préliminaires obtenus a l’issue de ’achévement du modéle montrent que, dans le
cas des (exo)planétes de type Terre, le chauffage de marée par dissipation visqueuse
doit étre au moins comparable au chauffage visqueux issu des mouvements convectifs
pour significativement influencer les transferts thermiques. Dans ce cas, I’évacuation
de la chaleur n’est pas assez efficace pour compenser I'apport d’énergie par friction
de marée. Une convection plus vigoureuse (Rapgse ~ 10%) dans le manteau autorise
ainsi un forcage de marée plus intense. Le fait que la forme de la convection, pour
des nombres de dissipation du type de celui de la Terre (Di &~ 0,5), ne présente que
peu de différences — si ce n’est localement — dans un cas compressible, par rapport a
un cas incompressible (p. ex. Schubert et al., 2001), semble cependant mis en défaut
lorsqu'un chauffage de marée significatif est a 'ceuvre. L’effet de la compressibilité
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aux échelles de temps des marées reste, lui, mineur : 'influence de la taille du noyau
est prédominante.

Le choix d’une approche bidimensionnelle pour le calcul des transferts de chaleur
a été décisif pour la réalisation de l'outil de couplage. En effet, un compromis a di
ére trouvé entre précision physique et numérique, d'une part, et temps de calcul
pratique, d’autre part. A ce titre, l'utilisation de la géométrie d’anneau sphérique,
proposée par Hernlund et Tackley (2008), a non seulement offert une approxima-
tion 2D intéressante de la convection 3D-sphérique, mais aussi a permis d’accéder
a diverses géométries bidimensionnelles classiques, qui se retrouvent ainsi comme
autant de cas particuliers qu’englobe le formalisme de Hernlund et Tackley (2008).
Cette souplesse géométrique apportée dans I'outil CHEOPS-2D, associée a I'utilisa-
tion de divers niveaux possibles d’approximation thermodynamique (BOUSSINESQ,
BOUSSINESQ étendue, anélastique-liquide tronquée ou non), pour la partie du code
concernant les transferts de chaleur, a été cruciale pour la validation de celui-ci.

En plus de représenter un outil actuellement unique de couplage cohérent thermo-
orbital, CHEOPS-2D constitue également un objet intéressant pour I’étude du phé-
nomene de convection lui-méme et a été écrit dans 'optique d’une utilisation générale
sur différents problémes en planétologie. Dans ce cadre, il vient compléter la gamme
de codes numériques développés cette derniére décennie au Laboratoire de Planéto-
logie et Géodynamique de Nantes pour le calcul des transferts thermiques au sein
des planétes. Par exemple, CHEOPS-2D offre une complémentarité intéressante avec
le code tridimensionnel sphérique (EDIPE (Choblet et al., 2007), puisque ce dernier
est restreint, actuellement, a 'approximation de BOUSSINESQ. En revanche, 'inté-
rét d’(EDIPE porte notamment sur la géométrie sphérique, incontournable si 1’on
veut décrire correctement la dynamique des manteaux planétaires. On peut donc
imaginer, pour les problémes planétologiques qui seront étudiés a l’avenir, utiliser
de concert le code issu de cette thése pour une exploration étendue des gammes
de paramétres et déterminer des cas importants a étudier plus en détail au moyen
de simulations sphériques grace & (EDIPE. De méme, 'implémentation d’éléments
physiques complexes (p. ex. fusion partielle, évolution de taille de grain, rhéologies
complexes ', etc.) sera moins cotiteuse en développements dans CHEOPS-2D, princi-
palement en raison de son caractére bidimensionnel et du maillage orthogonal simple
associé, permettant ainsi d’examiner la cohérence et I’effet d’'un nouveau phénomeéne
physique que 1’on souhaite prendre en compte, avant de I’établir en géométrie sphé-
rique compléte. Cette approche conjointe 2D-3D sphériques est par exemple celle
adoptée depuis quelques années par Tackley et ses collaborateurs a 'ETH de Ziirich
(p. ex. Nakagawa et Tackley, 2010).

11. Une viscosité anisotrope est cependant exclue en 2D. ..
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Une premiére tentative de traitement de ’évolution orbitale a été menée dans la
derniére partie de cette thése. Restreinte & un couple planéte-satellite isolé (systéme
compact), 'approche employée est basée sur le formalisme classique de Kaula (1964)
pour la description de l'effet de la dissipation de marée dans la planéte sur les élé-
ments orbitaux. La dissipation dans le satellite, qui est évaluée de maniére cohérente
avec les transferts de chaleurs ayant lieu au sein de celui-ci, est directement exploi-
tée dans un schéma simple de conservation de 1’énergie et du moment cinétique du
systéme ; ceci permet de déterminer les modifications du demi-grand axe et de I'ex-
centricité qui résultent de cette perte d’énergie pour I'orbite. Un premier exemple est
présenté a la fin de cette thése pour illustrer I'influence du couplage entre transfert
thermique et dissipation de marée sur 1’évolution orbitale. Il reprend en partie le cas
envisagé dans ’étude pionniére de Ross et Schubert (1989). Cet exemple a surtout
permis de valider I'outil final CHEOPS-2D pour un couplage thermo-orbital com-
plet. Pour les quelques simulations présentées, ’effet de la dissipation de marée dans
un modéle de Lune convective reste peu important sur son évolution orbitale et est
dominé par celui du facteur Q! de la Terre, qui controle ’éloignement de la Lune.
La dissipation dans celle-ci a conduit, dans la plupart des cas testés, & une chute
rapide de 'excentricité et 1'effet principal qui persiste est 1’éloignement du satellite
a diverses vitesses. Si la friction de marée actuelle dans le systéme Terre-Lune est
principalement celle des océans terrestres, il n’en va probablement pas de méme pour
les premiers temps qui ont suivi la formation de la Lune. Celle-ci, alors plus chaude
et plus proche de notre planéte (elle-méme plus chaude), a vraisemblablement été
sujette a une intense dissipation de marée; les effets résultants sont probablement
déterminants pour 1’évolution a long terme de son orbite. Ils constituent 1'une des
perspectives d’application intéressante de I'outil CHEOPS-2D.

Soulignons ici que le but ultime de I'outil mis en ceuvre durant cette thése est
de parvenir & une description couplée de 'orbite et des transferts de chaleur au sein
de plusieurs corps en convection. On comprend ici la complexité inhérente & un tel
modeéle physique et la nécessité de recourir a une approche bidimensionnelle pour
le calcul des transferts de chaleur. Le cas de la résonance 1 : 1 considérée dans
cette thése, a titre de premiére approche, reste adapté pour décrire individuellement
I’évolution récente de la plupart des satellites naturels du Systéme Solaire, en parti-
culier les satellites galiléens. Cependant, tout 'intérét d’un ultime outil de couplage
serait de permettre de prendre en compte les interactions mutuelles entre différents
satellites en orbite et pourvus chacun d’une certaine dynamique des transferts de
chaleur. Le cas des satellites galiléens est particuliérement intéressant. En effet, les
trois les plus proches de la planéte centrale (Jupiter), To, Europe et Ganymede, se
trouvent dans une configuration telle que leurs périodes orbitales sont dans le rap-
port 1: 2 : 4. Il s’agit d’une résonance dite de LAPLACE, dont I'une des conséquences
est d’entretenir I’excentricité de Io, corps volcanique soumis a une intense dissipa-
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tion de marée. Par ailleurs, Europe, lune silicatée recouverte de glace, a trés bien
pu subir un intense chauffage de marée par le passé, a l'instar de Ganymede, pour
lequel un ou plusieurs épisodes de resurfacage ont probablement eu lieu au cours de
son évolution thermo-orbitale (Showman et Malhotra, 1997 ; Bland et al., 2009).

L’étude du systéme lo-Europe (fig. 5.14) devrait constituer la premiére véritable
application de 'outil CHEOPS-2D. Il est prévu de coupler ce dernier avec un code
d’évolution orbitale (Zhang et Nimmo, 2009) adapté aux interactions résonantes
de satellites et récemment utilisé dans un couplage thermo-orbital avec prise en
compte cohérente (c.-a-d. sphérique et non paramétrée) de la conduction thermique
(Robuchon et al., 2011). Le but de ce travail futur est notamment de contraindre la
possibilité d'un volcanisme silicaté a la base de 'océan d’Europe. Combien d’épisodes
volcaniques ont pu avoir lieu? Pendant combien de temps? Quelle est la quantité
d’énergie apportée a la base de 'océan? Une telle activité existe-t-elle toujours
aujourd’hui ? Telles sont quelques-unes des questions qui ont motivé ce projet. En
effet, les traces d’activité en surface du satellite sont nombreuses (chaos, failles,
etc.) mais l'origine de celles-ci reste encore mystérieuse. La source est peut-étre la
dissipation qui a lieu dans la couche de glace externe (Sotin et al., 2002 ; Schmidt
et al., 2011) ou bien une intense activité a la base de 'océan d’Europe (Thomson et
Delaney, 2001). La dissipation de marée dans la partie silicatée d’Europe a pu, par
exemple, affecter I’évolution de ’épaisseur de la couche de glace externe, facilitant
ainsi les échanges entre la surface et 'océan interne trés probable du satellite :
I'intérét exobiologique devient alors un enjeu de premier plan dans cette étude.

1000 km

FIGURE 5.14 — Le systéme lo-Europe. lo (4 gauche) posséde une surface soufrée,
siege d’un volcanisme intense (les points noirs correspondent a des volcans); celle
d’Europe (a droite) est glacée, relativement jeune et fracturée. Les deux images ont
été acquises par la sonde Galileo (en 1999 et 1996, respectivement) et sont pré-
sentées ici a la méme échelle. Leur structure interne probable est donnée schéma-
tiqguement : un noyau de fer entouré d’un manteau de silicates avec, pour Furope,
une couche externe d’eau liquide, surmontée d’une fine coquille de glace. Crédits :

NASA/JPL/University of Arizona/DLR.
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Annexe A

Quelques précisions sur les équations

A.1 Précautions d’écriture pour I’équation de la cha-
leur

Cette partie a pour but d’éclaircir quelques points souvent obscurs dans la lit-
térature. En effet, nous allons voir que les formes que peut prendre 1’équation de la
chaleur (exprimée ici en température) sont sensiblement différentes selon qu’il est
choisi de prendre en compte ou non la température de surface dans ’adimension-
nement. De méme, la formulation en température totale ou potentielle invite a la
prudence quant a la définition des conditions aux limites.

Rappelons, tout d’abord, qu’une des clefs de ’approximation anélastique-liquide
(cf. p. 57) est la décomposition suivante pour la température :

T=T+T. (A1)

Ici se trouve un premier piége. En effet, si I’on choisit I’adimensionnement suivant,
a l'instar, par exemple, de ce qui est fait dans 'ouvrage de Schubert et al. (2001) :

~ T
T=— A2
AT ) ( )
avec, rappelons-le, AT = AT + AT,,, la version sans dimension de la relation (A.1)
est immeédiate :

~i

T=T+T. (A.3)

En revanche, le choix de faire intervenir la température de surface T, dans I’adi-
mensionnement (p. ex. Leng et Zhong, 2008), par ailleurs classique pour approxi-
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mation de BOUSSINESQ :

- T-T.
T = 2 A4
AT Y ( )
implique I'égalité
T=T+T +T, (A.5)
avec Ty := AT; la température de surface sans dimension .

L’équation de conservation de l'énergie adimensionnée [éq. (1.123)] peut ainsi
s’écrire de quatre maniéres différentes dans I’approximation anélastique-liquide (les
«”» sont volontairement omis ici) :

pcp% = V. (kVT) + @i"f% +apDi(T —T)g -V + pP;a; : (A.6)
pépDD—:]; = V- [kV(T+T)] + @i"t% +apDiT'g -V + /31;&;, (A7)
ﬁép% = V- (kVT) + qﬂ"’f% + apDi(T + Ty)g - V + ﬁ};a; , (A.8)
pchD—Q;/ = V- [kV(T+T)] + @int% + apDi(T" + To)g - V + pi&; (A.9)

Les deux premiéres formes correspondent a l’adimensionnement (A.2) et sont
exprimées en température totale (7') ou bien en température potentielle (77). Les
deux derniéres variantes sont, elles, valables pour la mise sans dimension (A.4).

Le second piége — qui résulte directement du premier — se trouve dans les condi-
tions aux limites associées aux quatre équations précédentes. Plagons-nous, par
exemple, dans une configuration de RAYLEIGH-BENARD. On souhaite que les tem-
pératures imposées en surface et a la base, Ty := T(z = 0) et T}, := T(z = b),
correspondent respectivement aux températures totales adimensionées 0 et 1.

Ainsi, les conditions aux limites pour les équations (A.6) et (A.8) sont tout
simplement :

T(:=0)=0 e T(E=1)=1 (A.10)

En revanche, dans le cas des équations (A.7) et (A.9), out Vinconnue est 77, il

est nécessaire de tenir compte de la décomposition (A.3) ou (A.5) et donc aussi de

I'expression du profil thermique de référence (adiabatique). Ce dernier prend deux
formes légérement différentes, selon I’adimensionnement (voir ci-dessous).

1. et non adimensionnée au sens strict du terme ; il faut la voir comme un nombre sans dimension
de plus caractérisant la convection thermique dans ’approximation anélastique [cf. éq. (1.124)]
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Adimensionnement (A.2) : 7:“(2) = Tyexp(Diz). (A.11)
T

Adimensionnement (A.4) : (2) = Tolexp(Diz) —1]. (A.12)

Ainsi, les conditions aux limites (A.10) pour les équations (A.6) et (A.8) de-
viennent :

T'(:=0)=-T, et T'(2=1)=1-Tyexp(Di). (A.13)

Les différentes formulations énoncées ci-dessus sont, évidemment, équivalentes.
Le choix de 'adimensionnement est toujours discutable et chacune des possibilités
présente ses avantages, mais aussi ses dangers, comme nous l'avons vu. Ceci est
parfois & l'origine de nombreuses petites coquilles et autres incohérences dans la
littérature (p. ex. King et al., 2010). Dans ce travail de thése, il a été choisi de
prendre en compte T dans la mise sans dimension de la température.

L’adoption d’une formulation en température totale ou bien potentielle résulte,
quant a elle, de choix qui sont davantage d’ordre technique (c.-a-d. numeériques).
Durant cette thése, il a été choisi, pour des raisons « historiques », de recourir a la
seconde possibilité.

A.2 Récupération de ’entropie relative

L’entropie, en convection compressible (approximation anélastique-liquide), joue
un role similaire & celui de la température dans le cas incompressible (cf., p. ex., Jar-
vis et McKenzie, 1980). En particulier, le cceur convectif dans un fluide compressible
est isentropique, alors qu’il est isotherme pour un fluide incompressible. Il est donc
particuliérement utile d’avoir accés a cette grandeur (S) pour visualiser les résultats
d’une simulation de convection compressible (p. ex. fig. 3.18). Mais la méthode de
traitement de I’équation de la chaleur est basée, dans 'outil de cette thése, sur une
formulation en température. Cependant, dans le cas de I'approximation anélastique-
liquide munie de valeurs constantes pour les profils de référence de capacité et de
coefficient de dilatation thermiques?, ¢, = ¢, et a = @, la décomposition ®

8s  [9S\ oT [9S\ ap

o (6_T> ar T (a—p)ﬁ’ (A.14)
—— N——
cp/T —a/p

permet d’obtenir, en négligeant 'effet de la pression dynamique (c.-a-d. qu’on sup-
pose I’équilibre hydrostatique % = —pg, avec p = P) et en intégrant entre un rayon

2. C’est bien le cas des calculs réalisés dans cette thése.
3. analogue a I’équation (1.106)
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r donné et la surface du fluide (r = r), la valeur relative de 'entropie par rapport

A celle en surface :

AS = S(rs) — S(r) (A.15)
= ¢n (%) + ag(rs —r). (A.16)

En introduisant ’entropie adimensionnée,

S :=5/c, (A.17)

il vient, avec les formes sans dimension classiques (cf. 1.3.2), I'expression suivante :

AS = S(R,) - S(7) (A.18)
— In (TJTFT()) + Di (7 — R,). (A.19)

L’équation (A.19), extrémement simple, a ainsi pu étre utilisée pour produire les

quelques cartes d’entropie présentées au chapitre 3.

A.3 Formulation du bilan de quantité de mouve-
ment en développant la divergence des contraintes

pour une géométrie annulaire

or YCp
e Ve 20V 70 o o
+17 <V Ve _dﬁ - ﬁ%) +§%(V'V) (A.20)
_26"7@+ 070V, (107 | 0 (Vo) 10V, |
3 oF  Coror Fo0 | or \F 700 |

19 [ere Ve 20V 710
0= +n<vvg df2+f289)+ =5V V)

7 00 3
_ o _ o (A21)
_2V-Vion 200 (10% W\, 0i[ 0 (%) 1oV,
3 700 Fog\ro0 7)) o | aor\7 ) Foe|

Ces écritures permettent notamment de visualiser la forme simplifiée des équa-
tions dans le cas d’'un fluide isovisqueux (c.-a-d. g—? =0).
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A.4 L’approximation de FRANK-KAMENETSKII

La viscosité des manteaux planétaires, qu’ils soient faits de silicates ou de glaces,
est classiquement décrite par une loi d’ARRHENIUS (Arrhenius, 1887 ; Weertman,
1970 ; Karato et Wu, 1993) :

n= Aexp (%) : (A.22)

avec A le facteur pré-exponentiel, qui peut dépendre de divers parameétres physiques.
Le remplacement de la température par son expression adimensionnée (cf. section
A.1) donne :

n = Aexp {Q—‘ﬂ] : (A.23)
R(T, + TAT)
soit
n = Aexp Qo (A.24)

RT, [1 + AT 1)}

T, = T, + AT est la température a la base du manteau. L’approximation de
FRANK-KAMENETSKII (Frank-Kamenetskii, 1938, 1969) consiste a linéariser 1'ar-
gument de l'exponentielle. Un développement de TAYLOR au premier ordre permet
d’établir que :

n:Aexp{ Qo {1—£(T—1)]}+0{%(1—f)}, (A.25)

RTb Tb b

soit, sous réserve de la validité de la condition ATbT(l — f) <1,

a aAT T
n~ Aexp (]%Q_Tb) exp {QRTI)Q (1-— T)} . (A.26)
B

On trouve aisément que cette condition équivaut a avoir T > 0, ce qui montre
que l'approximation de FRANK-KAMENETSKII n’est justifiée que dans les régions
« chaudes », c’est-a-dire pas dans la couche limite thermique froide (p. ex. couvercle
stagnant). Pour plus de détails, le lecteur est invité a consulter la section 1.3.4 et,
par exemple, l'article de Reese et al. (1999).

Dans une configuration classique de RAYLEIGH-BENARD la température adimen-
sionnée vaut 1 a la base, ce qui implique 'égalité n(f =1) = B = n. La loi de
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viscosité dans 'approximation de FRANK-KAMENETSKII s’écrit finalement * :

~ T, —T
1 =exp[Y(1—-T)] ou n=mpexp (T : (A.27)
AT
avec T = QR?TQ le paramétre dit de FRANK-KAMENETSKII. Le rapport =3 9a est par-

fois appelé la’ température d’activation.
Pour comparaison, la loi d’ARRHENIUS adimensionnée s’écrit :

~ 1 1
p|Qa <T+T0_1+To>]’ (A.28)

et, rappelons-le, T = A

Qa
RAT T

ci-dessus pour la viscosité ne sont parfaitement équivalentes que pour la valeur
T =L — Ty(1+Ty).

AT2 —

avec (), = Les deux expressions adimensionnées

A.5 Le formalisme de Kaula

Kaula (1961, 1964) a proposé la description suivante pour le potentiel de marée
dans le repére képlérien (éléments orbitaux) :

+oo 1 l +o00
rAe)=> > Y Z Uphipa: (A.29)
=2 m=0 p=0 ¢=

avec [I'équation (1.25)] :

Uina = = (E) B (1)) P (51 0) e [t — (61 6)]

a a

(I —m)!
———(2—0pm)-
(I + m)!< om)
(A.30)
Nous détaillons ici les quatre fonctions contenues dans cette expression. Tout

d’abord, Fj,,, est la fonction d’inclinaison, définie par :

min (p,E( FTm))

20 =1)] me2t
Fip(z) = Z sin' ™™ ()
th(l =)l —m —2t)!220-1)
=0 (=0l =m—20) (A.31)
l—m—2t+s m—s —k
—1)¢
S (e (T )<p—t—c)< "
avec E(e) la fonction partie entiére et ( k) Ck .= ”' T un coefficient binomial.

4. Rappelons le choix de la valeur caractéristique 1, = % pour 'adimensionnement de la viscosité
dans cette thése : 1. = np.
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Ensuite, Gy, est la fonction d’excentricité. Son expression est plus complexe et
peut se mettre sous la forme :

Gipg() = |1+ (ﬁy]l (_w%) "

xfi (2(2’/_[ )L [(2p’—l—q’)(1+M)y (A.32)

h—r /Jrl2r
=0 r=0

/

xz<h,_$)8,23 [(z—zp +q)(1+m)]s,

avec :

[l —p sinon,

ip <
) ::{ p sip<l/2, (A.33)

1p <
q,::{ q sip<1/2, (A.34)

—q sinon,

k+q siq >0,
h:= A.35
{ k siq <0, ( )

et

k siq >0
fi= ’ A.
h { k—q siq <DO. (4.36)

(I+1),1—2p

oprg s avec X°la fonction de HANSEN.

De plus, on notera I'égalité Gj,, = X,

Les différentes expressions polynomiales de la fonction d’excentricité Gy, telle
qu'utilisée dans cette these [c-a-d. [ = 2 et o(e?); cf. chap. 4 et 5] sont tabulées
ci-dessous (tab. A.1). Pour les expressions jusqu’au degré [ = 4, on se reportera a
I'ouvrage de Kaula (1966, chap. 3, tab. 2).

La fonction de LEGENDRE associée, P, se définit en fonction du pdélynome de
LEGENDRE [éq. (1.14)], ce qui permet d’aboutir & 'expression :

1 dl—i—m

le(x) = W(l - xz)%dxurm (‘12 - 1)la (A37)
soit (Kaula, 1966, éq. [1.30]) :
B(5m)
m (=12 —1)]! l—m—2t .
Py () = sin™ 9 Z 2 — 0 —m —2t)!COS 0 si o = cos.

(A.38)
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TABLE A.1 — Polynémes en excentricité pour la famille de fonctions {Gap,} [o(e*)].
Noter que toutes ces expressions — sauf la derniére — sont valables pour deux couples

(p,q).

P q Giapg(€) P q
0 -2 0 2 2
0 -1| —je+5e® |2 1
0 01]1-— 362 + %64 2 0
0 1| Ze—128e |2 -1
0 2| Y2154 19 9

2 6
9 7.4
]_ —2 262 + Ze 1 2

3 27
1 —1 56 —|— 1—663 1 1

1 0 |1+3e*4 2

Enfin, la fonction J;, est introduite ainsi dans le formalisme de Kaula :

Jon() = { cos s% (I —m) pair, (A.39)
sinz sinon.
Elle peut s’écrire explicitement ® :
1 expl(iz) + (1)~ exp(—i
Jon(z) = & exp(iz) 4+ (—1)""™exp(—iz) (AA0)

2 jli(l=m) ’
avec 1y : I — [0;1], 2 — 11(z) la fonction indicatrice de I’ensemble I = 2N + 1 des
entiers naturels impairs.

5. Bien que cette forme paraisse moins élégante, elle a le mérite d’étre complétement explicite,
contrairement & l’expression (A.39). ..



Annexe B

Benchmark anélastique

Comme on I'a vu au chapitre 2 (p. 103), la géométrie annulaire permet de se
ramener trés simplement & une configuration quasi-cartésienne (d = 1 et f — 1).
Ceci autorise une comparaison directe avec des valeurs numériques de référence
tabulées (benchmarks) disponibles dans la littérature. Celles-ci sont, en effet, la
plupart du temps (en 2D), valables pour une géométrie cartésienne.

L’essentiel des cas traités (tableaux 3.2, 3.3 et B.1 a B.18) repose sur I’étude de
King et al. (2010).

Un certain nombre de quantités diagnostiques sont présentées dans les tableaux
qui suivent et comparées a celles obtenues avec d’autres codes pour simuler la convec-
tion thermique.

Il s’agit d’abord de grandeurs globales, telle que la vitesse RMS, définie comme
suit pour le domaine D [éq. (2.29)] :

Vins = 5(/ |V|2dz>) 2, (B.1)
1

1/2
[ V2+V9 dD] : (B.2)

_ [(v:ws) ()] B3

mais aussi les valeur moyennes de température, < T >, de chauffage visqueux <
H

.o > et de chauffage adiabatique (en valeur absolue), | < H,, > |, avec

~ ~.Di

H, = " B.4
R’ ) (B.4)
Ha == apDiT +To)g-V, (B.5)

323
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et la moyenne sur le domaine :

1
< o= 2—)/DodD. (B.6)

On présentera également des valeurs définies en surface. La premiére est le
nombre de NUSSELT moyen, correspondant au rapport du flux de chaleur total,
lg|, & celui qui existerait a I’état conductif,

Qoona|, €6 S'écTit

Nui= [ [ vl

avec, en géométrie annulaire et pour une configuration thermique de RAYLEIGH-

BENARD, I'expression générale
()= -0 Jy gy e g (2 2 (B.8)
QCond r)= (7:: Hf)d 1 — f . .

Les deux autres quantités caractérisent la vitesse en surface, via sa valeur moyenne :

qcond(Re) ‘7 (B'7)

~ 1 ~
<V s= o | Vp(Te)dr, (B.9)
e JI'e

et le maximum local de sa norme :

Vet = max | V). (B.10)

max
Te

Le benchmark de King et al. (2010) — pour la partie présentée ici — traite de la
convection dans un domaine cartésien carré (c.-a-d. R4 = 1) pourvu de frontiéres
en bords libres. Les surfaces inférieure et supérieure sont isothermes :

T(r)=1 et T(T.)=0. (B.11)

Les deux autres sont isolantes :

q(Ty) = q(Tq) =0. (B.12)

De plus, quelle que soit 'approximation thermodynamique considérée, tous les
profils de référence sont choisis constants, exceptés (cas TALA et ALA) ceux de
masse volumique p et de température 7.

Précisons en outre deux paramétres ' thermiques additionnels : T, = 273 K et
AT = 3000 K (c.-a-d. Tg = 0,091). Pour des détails complémentaires sur le bench-
mark, le lecteur est invité a consulter l'article de King et al. (2010) et 'annexe A.1
de cette thése.

1. Le premier n’apparait pas explicitement dans I’article de King et al. (2010).



ANNEXE B. BENCHMARK ANELASTIQUE 325

TABLE B.1 — Comparaison des résultats de CHEOPS-2D en géométrie quasi-
cartésienne (f = 0,9999; R4 = 1) avec ceux d’autres codes : approximation de
BOUSSINESQ étendue (Di = 0,25). Les notations sont les mémes que celles utilisées
au tableau 3.2.

Code ng X ns Ra Nu Vams vout  cpswt s T s < Hyg > | < Hyg > |
UM 60 x 68r 4,0900 38,4000 54,9000 36,6000 0,4912 0,0000 0,0000
VT 64 x 64 4,0957 38,4761 54,8969 36,5988 0,4912 0,7735 0,7736
CuU 64 X 64r 4,0900 38,5000 54,9000 36,6000 0,4914 0,7739 0,7746
cT 64 x 64 10* 4,0839 38,4782 54,8989 36,6003 0,4911 0,7316 0,7736
CzZ 70 x 70r 4,0463 38,3905 54,7793 36,5127 0,4909 0,7689 0,7692
KS 128 x 128 4,0924 38,4340 54,8310 36,5680 0,4912 0,7723 0,7723
CHEOPS-2D 64 x 128 4,0963 38,4707 54,8688 36,6078 0,4912 0,7741 0,7742
UM 60 x 68r 5,1500 61,4000 86,9000 59,6000 0,4940 0,0000 0,0000
VT 64 x 64 5,1627 61,4697 86,9552 59,6169 0,4940 1,0402 1,0403
CcU 64 X 64r 5,1600 61,5000 86,9000 59,6000 0,4942 1,0406 1,0416
cT 64 X 64 2.10% 5,1473 61,4731 86,9575 59,6190 0,4939 0,9819 1,0403
cz 70 X 70r 5,1009 61,3475 86,8006 59,5036 0,4937 1,0340 1,0346
KS 128 x 128 5,1554 61,3750 86,8280 59,5420 0,4940 1,0374 1,0375
CHEOPS-2D 64 x 128 5,1636 61,4603 86,9286 59,6360 0,4941 1,0410 1,0415
UM 60 X 68r 6,9200 111,7000 155,6000 110,9000 0,4994 0,0000 0,0000
vT 64 x 64 6,9479 111,7275 155,6737 110,9542 0,4994 1,4856 1,4857
CcuU 64 X 64r 6,9400 111,7000 155,6000 110,9000 0,4996 1,4855 1,4872
CcT 64 x 64 5.10% 6,9273 111,7340 155,6739 110,9570 0,4993 1,3991 1,4858
Cz 70 x 70r 6,8592 111,4951 155,3975 110,7583 0,4987 1,4762 1,4775
KS 128 x 128 6,9295 111,4800 155,3500 110,7300 0,4994 1,4792 1,4796
CHEOPS-2D 64 x 128 6,9526 111,7835 155,7064 111,0636 0,4996 1,4888 1,4903
UM 60 X 68r 8,6100 174,0000 239,7000 175,5000 0,5044 0,0000 0,0000
vT 64 X 64 8,6552 174,2047 239,6164 175,5369 0,5044 1,9121 1,9123
CuU 64 X 64r 8,6300 174,1000 239,6000 175,5000 0,5045 1,9113 1,9142
cT 64 X 64 10° 8,6293 174,0695 239,6056 175,5366 0,5043 1,7975 1,9124
CZ 70 x 70r 8,5399 173,6184 239,1003 175,1994 0,5033 1,8987 1,9011
KS 128 x 128 8,6235 173,4800 238,9400 175,0000 0,5042 1,9000 1,9008
CHEOPS-2D 64 x 128 8,6714 174,2917 239,9751 175,8625 0,5050 1,9201 1,9230
UM 60 X 68r 10,6600 269,0000 367,2000 274,9000 0,5100 0,0000 0,0000
vT 64 x 64 10,7440 269,5349 367,2721 275,1416 0,5101 2,4345 2,4348
CcU 64 X 64r 10,6800 269,2000 367,1000 275,0000 0,5101 2,4315 2,4366
cT 64 x 64 2.10° 10,7085 269,3093 367,2236 275,1355 0,5099 2,2841 2,4348
CZ 70 X 70r 10,5824 268,3580 366,0335 274,4638 0,5083 2,4122 2,4164
KS 128 x 128 10,6780 267,8600 365,4500 273,8200 0,5095 2,4086 2,4101
CHEOPS-2D 64 x 128 10,7583 269,4270 367,6295 275,4372 0,5111 2,4417 2,4475
UM 60 X 68r 13,8900 465,0000 635,2000 482,2000 0,5175 0,0000 0,0000
vT 64 X 64 14,0705 466,8143 635,8812 483,0582 0,5178 3,2679 3,2686
CuU 64 X 64r 13,9500 466,6000 636,0000 483,4000 0,5176 3,2631 3,2736
CcT 64 x 64 5.10° 14,0176 466,2030 635,8080 483,1540 0,5174 3,0586 3,2685
CzZ 70 x 70r 13,8836 465,0651 633,8841 483,0812 0,5168 3,2248 3,2333
KS 128 x 128 13,9630 464,9600 632,6800 482,3500 0,5161 3,2175 3,2207
CHEOPS-2D 64 x 128 14,0075 462,3078 632,8995 479,4495  0,5198 3,2524 3,2654
UM 60 X 68r 15,4000 588,7000 841,9000 619,4000 0,5184 0,0000 0,0000
vT 64 X 64 15,5286 584,5324 836,2587 614,6880 0,5187 3,6432 3,6443
CU 64 X 64r 15,3800 585,1000 836,5000 615,0000 0,5189 3,6360 3,6557
cT 64 x 64 109 Etat final instationnaire

Cz 70 x 70r Etat final instationnaire

KS 128 x 128 16,4660 658,9200 914,9200 691,2900 0,5185 3,8293 3,8351

CHEOPS-2D 64 x 128 Etat final instationnaire
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TABLE B.2 — Comparaison des résultats de CHEOPS-2D en géométrie quasi-
cartésienne (f = 0,9999; Ry = 1) avec ceux d’autres codes : approximation de
BOUSSINESQ étendue (Di = 0,5). Les notations sont les mémes que celles utilisées
au tableau 3.2.

Code ng X ny Ra Nu VRMS vr%uarxf < psurf 5 <T> < Hyig > | < ﬁad > |
UM 60 X 68r 3,3700 33,9000 48,0000 31,8000 0,4822 0,0000 0,0000
vT 64 x 64 3,3827 33,9177 48,0882 31,7990 0,4821 1,1890 1,1891
CcuU 64 X 64r 3,3800 33,9000 48,1000 31,8000 0,4823 1,1896 1,1905
cT 64 x 64 10* 3,3643 33,9205 48,0899 31,8003 0,4820 1,1253 1,1892
CZ 70 x 70r 3,3347 33,7603 47,8664 31,6457 0,4816 1,1762 1,1767
KS 128 x 128 3,3804 33,8790 48,0330 31,7710 0,4821 1,1870 1,1870
CHEOPS-2D 64 x 128 3,3832 33,9227 48,0818 31,8129 0,4821 1,1904 1,1906
UM 60 X 68r 4,2100 54,4000 76,5000 51,9000 0,4860 0,0000 0,0000
vT 64 x 64 4,2200 54,4078 76,5601 51,9394 0,4859 1,6067 1,6068
CU 64 X 64r 4,2200 54,4000 76,6000 51,9000 0,4861 1,6074 1,6088
CT 64 X 64 2.10% 4,1958 54,4130 76,5625 51,9415 0,4858 1,5175 1,6069
CZ 70 X 70r 4,1602 54,1711 76,2412 51,7151 0,4851 1,5899 1,5908
KS 128 x 128 4,2149 54,3190 76,4420 51,8710 0,4859 1,6021 1,6022
CHEOPS-2D 64 x 128 4,2210 54,4297 76,5700 51,9767 0,4859 1,6095 1,6101
UM 60 X 68r 5,5800 98,8000 137,3000 96,5000 0,4939 0,0000 0,0000
vT 64 x 64 5,6023 98,8462 137,3547 96,5175 0,4939 2,2957 2,2960
CU 64 X 64r 5,5900 98,8000 137,3000 96,5000 0,4940 2,2956 2,2983
CT 64 x 64 5.10% 5,5697 98,8585 137,3575 96,5223 0,4937 2,1634 2,2963
Cz 70 X 70r 5,5167 98,3567 136,7003 96,0723 0,4926 2,2691 2,2710
KS 128 x 128 5,5888 98,5860 137,0200 96,2990 0,4938 2,2838 2,2843
CHEOPS-2D 64 x 128 5,6062 99,0095 137,5118 96,6935 0,4941 2,3052 2,3071
UM 60 X 68r 6,8600 153,0000 211,0000 151,7000 0,5017 0,0000 0,0000
vT 64 x 64 6,8953 153,3941 210,9661 151,7382 0,5017 2,9408 2,9411
CU 64 X 64r 6,8800 153,1000 210,9000 151,7000 0,5017 2,9402 2,9443
cT 64 x 64 10° 6,8554 153,0937 210,9541 151,7394 0,5015 2,7665 2,9413
CZ 70 x 70r 6,7867 152,2689 209,8677 151,0408 0,4997 2,9054 2,9088
KS 128 x 128 6,8744 152,5100 210,2800 151,2500 0,5015 2,9192 2,9203
CHEOPS-2D 64 x 128 6,9114 153,6753  211,7151 152,3025  0,5023 2,9662 2,9703
UM 60 X 68r 8,3400 232,0000 319,8000 233,0000 0,5107 0,0000 0,0000
vT 64 x 64 8,3952 232,8304 319,6146 233,0634 0,5109 3,6915 3,6921
CU 64 X 64r 8,3600 232,2000 319,5000 233,0000 0,5108 3,6894 3,6971
cT 64 x 64 2.10° 8,3473 232,1744 319,5560 233,0726 0,5106 3,4674 3,6919
CZ 70 X 70r 8,2603 230,9460 317,8150 232,1748 0,5080 3,6424 3,6486
KS 128 x 128 8,3619 231,0500 318,1500 232,2100 0,5107 3,6502 3,6524
CHEOPS-2D 64 x 128 8,4040 232,5928 320,4007 233,4082 0,5122 3,7187 3,7270
UM 60 X 68r 9,3800 307,4000 448,7000 314,3000 0,5225 0,0000 0,0000
vT 64 x 64 9,4190 306,3868 449,6629 315,6399 0,5226 4,2337 4,2348
CuU 64 X 64r 9,4200 309,6000 450,6000 316,3000 0,5224 4,2393 4,2577
cT 64 x 64 5.10° Etat final instationnaire

CZ 70 X 70r Etat final instationnaire

KS 128 x 128 9,6938 323,7600 467,8200 331,6200 0,5213 4,3005 4,3057
CHEOPS-2D 64 x 128 Etat final instationnaire

UM 60 X 68r Etat final instationnaire

vT 64 x 64 Etat final instationnaire

CuU 64 X 64r Etat final instationnaire

cT 64 x 64 108 Etat final instationnaire

CzZ 70 X 70r Etat final instationnaire

KS 128 x 128 Etat final instationnaire

CHEOPS-2D 64 x 128 Etat final instationnaire
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TABLE B.3 — Comparaison des résultats de CHEOPS-2D en géométrie quasi-
cartésienne (f = 0,9999; R4 = 1) avec ceux d’autres codes : approximation de
BOUSSINESQ étendue (Di = 1). Les notations sont les mémes que celles utilisées au
tableau 3.2.

Code Ny X na Ra Nu VeMsS \7;;‘]‘;5 < psurf o <T> <Hye> | <Hyg>|
UM 60 X 68r 2,1900 24,2000 34,2000 22,2000 0,4669 0,0000 0,0000
vT 64 x 64 2,1941 24,2321 34,2603 22,2428 0,4669 1,1877 1,1878
CcuU 64 X 64r 2,1900 24,2000 34,3000 22,2000 0,4671 1,1884 1,1894
CcT 64 X 64 104 2,1760 24,2371 34,2652 22,2462 0,4668 1,1263 1,1882
CZ 70 X 70r 2,1534 23,9496 33,8713 21,9833 0,4658 1,1588 1,1592
KS 128 x 128 2,1932 24,2020 34,2190 22,2220 0,4669 1,1855 1,1856
CHEOPS-2D 64 x 128 2,1945 24,2472 34,2663 22,2590 0,4668 1,1903 1,1903
UM 60 X 631 2,6400 39,5000 55,4000 36,7000 0,4680 0,0000 0,0000
VT 64 x 64 2,6509 39,4931 55,3977 36,6826 0,4679 1,6397 1,6398
CU 64 X 64r 2,6500 39,5000 55,4000 36,7000 0,4682 1,6406 1,6421
CcT 64 x 64 2.10% 2,6267 39,5029 55,4067 36,6892 0,4678 1,5515 1,6405
CZ 70 x 70r 2,6016 39,0730 54,8275 36,2946 0,4664 1,6026 1,6033
KS 128 x 128 2,6489 39,4200 55,3000 36,6300 0,4680 1,6345 1,6346
CHEOPS-2D 64 x 128 2,6520 39,5476 55,4329 36,7330 0,4679 1,6457 1,6461
UM 60 X 68r 3,3500 71,6000 99,5000 67,6000 0,4743 0,0000 0,0000
vT 64 X 64 3,3619 71,6272 99,5183 67,6470 0,4742 2,3439 2,3442
cuU 64 x 64r 3,3600 71,6000 99,5000 67,6000 0,4744 2,3446 2,3469
cT 64 x 64 5.10% 3,3295 71,6549 99,5427 67,6670 0,4740 2,2134 2,3458
CZ 70 x 70r 3,2972 70,8498 08,4471 66,9496 0,4719 2,2902 2,2918
KS 128 x 128 3,3567 71,3890 99,2300 67,4700 0,4747 2,3288 2,3292
CHEOPS-2D 64 x 128 3,3656 71,8974 99,7804 67,8703 0,4742 2,3633 2,3647
UM 60 X 68r 3,9400 108,1000 150,2000 103,2000 0,4822 0,0000 0,0000
VT 64 x 64 3,9654 108,1412 150,1800 103,2033  0,4821 2,9424 2,9428
CuU 64 X 64r 3,9600 108,2000 150,1000 103,2000 0,4823 2,9427 2,9469
cT 64 x 64 105 3,9279 108,1973 150,2237 103,2481 0,4819 2,7759 2,9450
CzZ 70 x 70r 3,8924 107,1299 148,6977 102,3793 0,4789 2,8789 2,8820
KS 128 x 128 3,9571 107,6500 149,6100 102,8500 0,4820 2,9143 2,9152
CHEOPS-2D 64 x 128 3,9740 108,9764 151,0915 103,8364  0,4823 2,9891 2,9925
UM 60 X 68r 4,4200 147,3000 209,4000 141,1000 0,4937 0,0000 0,0000
vT 64 X 64 4,4370 147,1003 208,9151 140,8588 0,4938 3,4174 3,4180
CuU 64 X 64r 4,4300 147,4000 209,2000 141,1000 0,4937 3,4226 3,4305
cT 64 x 64 2.105 4,4020 147,2940 209,0816 141,0470 0,4934 3,2289 3,4215
CZ 70 X 70r 4,3979 147,9816 209,4869 142,2407 0,4893 3,3810 3,3873
KS 128 x 128 4,4409 146,9800 208,7800 141,0800 0,4934 3,3834 3,3854
CHEOPS-2D 64 X 128 4,4254 147,2302 208,9240 140,3798 0,4948 3,4690 3,4770
UM 60 X 68r Etat final instationnaire

vT 64 x 64 6,9258 204,3737 241,4118 0,0000 0,4994 5,9146 5,9167
CuU 64 X 64r 5,8600 273,0000 379,5000 208,1000 0,5044 7,5270 7,5549
CcT 64 x 64 5.10° Etat final instationnaire

Ccz 70 x 70r Etat final instationnaire

KS 128 x 128 Etat final instationnaire

CHEOPS-2D 64 x 128 Etat final instationnaire

UM 60 X 68r Etat final instationnaire

VT 64 x 64 6,6662 213,8986 348,0533 0,0000 0,5064 7,0953 7,0988
CU 64 X 64r 6,6500 251,1000 318,4000 202,1000 0,4938 5,6958 5,7411
CcT 64 x 64 108 Btat final instationnaire

Cz 70 x 70r Etat final instationnaire

KS 128 x 128 Etat final instationnaire

CHEOPS-2D ¢ 64 x 128 6,6040 216,6963 292,7403 80,7817 0,4821 5,7157 5,7678

a. Mode a 3 cellules de convection.
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TABLE B.4 — Comparaison des résultats de CHEOPS-2D en géométrie quasi-
cartésienne (f = 0,9999; R4 = 1) avec ceux d’autres codes : approzimation
anélastique-liquide tronquée (Di = 0,25). Les notations sont les mémes que celles
utilisées au tableau 3.2.

Code ng X n. Ra Nu Vams vt cpswf s T > < Hye > | < Hpg > |
UM 60 x 68r 4,4160 40,0430 58,7100 39,2760 0,5130 0,8500 0,8500
vT 64 x 64 4,4300 40,2000 58,7400 39,3000 0,5127 0,8535 0,8510
CU 64 X 64r 4,4200 40,1000 58,7000 39,3000 0,5129 0,8539 0,8521
CcT 64 x 64 10* 4,4124 40,0745 58,7413 39,3013 0,5127 0,8068 0,8510
CZ 70 x 70r 4,37 40,22 58,99 39,45 0,512 0,8588 0,8621
KS 128 x 128 4,4237 40,0480 58,7110 39,2890 0,5128 0,8530 0,8505
CHEOPS-2D 64 x 128 4,4267 40,0610 58,7227 39,3056  0,5128 0,8539 0,8515
UM 60 x 68r 5,5400 63,5220 92,5500 63,5640 0,5170 1,1300 1,1310
VT 64 x 64 5,5600 63,9000 92,6100 63,6000 0,5175 1,1360 1,1330
CcU 64 x 64r 5,5500 63,6000 92,6000 63,6000 0,5177 1,1362 1,1341
CcT 64 x 64 2.10% 5,5399 63,5745 92,6088 63,6041 0,5175 1,0716 1,1327
CZ 70 X 70r 5,4900 63,8600 93,0700 63,9100 0,5165 1,1448 1,1494
KS 128 x 128 5,5504 63,4970 92,5000 63,5500 0,5175 1,1335 1,1305
CHEOPS-2D 64 x 128 5,5585 63,5495 92,5442 63,6141 0,5177 1,1362 1,1336
UM 60 X 68r 7,42 114,922 165,463 117,824 0,524 1,598 1,601
vT 64 X 64 7,4500 115,8300 165,4800 117,9000 0,5246 1,6080 1,6040
CcuU 64 X 64r 7,4400 115,0000 165,4000 117,8000 0,5247 1,6076 1,6056
CcT 64 x 64 5.10% 7,4291 114,9913 165,4749 117,8702 0,5245 1,5134 1,6039
Ccz 70 x 70r 7,3500 115,5400 166,3200 118,5400 0,5222 1,6238 1,6304
KS 128 x 128 7,4324 114,7500 165,1900 117,6600 0,5245 1,6014 1,5978
CHEOPS-2D 64 x 128 7,4581 115,0134 165,5214 117,9635 0,5249 1,6105 1,6083
UM 60 X 68r 9,211 178,56 254,716 185,982 0,53 2,046 2,053
vT 64 X 64 9,2300 178,6000 254,6000 186,0000 0,5303 2,0597 2,0573
cu 64 X 64r 9,2600 180,2000 254,7000 186,0000 0,5303 2,0600 2,0550
CcT 64 X 64 10° 9,2330 178,6302 254,6538 186,0194 0,5301 1,9350 2,0551
CZ 70 x 70r 9,1300 179,4000 255,7200 187,1000 0,56273 2,0815 2,0895
KS 128 x 128 9,2249 177,9900 253,8900 285,4300 0,5300 2,0458 2,0419
CHEOPS-2D 64 x 128 9,2784 178,7347 254,8633 186,2557 0,5310 2,0655 2,0644
UM 60 X 68r 11,361 274,825 389,491 290,161 0,536 2,585 2,598
vT 64 x 64 11,3900 275,1000 389,5000 290,2000 0,5362 2,6053 2,6061
CU 64 X 64r 11,4600 278,0000 389,7000 290,4000 0,5362 2,6090 2,6040
cT 64 x 64 2.10° 11,4218 275,1620 389,6517 290,4432 0,5360 2,4463 2,6039
CZ 70 X 70r 11,2600 276,0400 390,4500 291,8800 0,5316 2,6352 2,6434
KS 128 x 128 11,3850 273,6500 387,6900 289,0500 0,5354 2,5792 2,5755
CHEOPS-2D 64 x 128 11,4697 274,9173 389,6889 290,4099 0,5375 2,6117 2,6133
UM 60 X 68r 14,591 463,226 661,985 497,244 0,542 3,396 3,426
vT 64 x 64 14,6500 464,3000 662,7000 498,0000 0,5431 3,4350 3,4426
CuU 64 X 64r 14,7800 469,8700 662,5600 497,8000 0,5430 3,4420 3,4370
CcT 64 x 64 5.10° 14,7311 464,2262 662,6993 498,1367 0,5427 3,2207 3,4375
CZ 70 x 70r 14,6700 478,9500 676,4900 515,0000 0,5345 3,5354 3,5378
KS 128 x 128 14,7470 467,6500 664,3100 502,1300 0,5411 3,4041 3,4022
CHEOPS-2D 64 x 128 14,6000 453,5941  652,1857 487,5328  0,5449 3,3893 3,4002
UM 60 X 68r Etat final instationnaire

vT 64 x 64 Etat final instationnaire

CU 64 X 64r Etat final instationnaire

cT 64 x 64 106 Etat final instationnaire

Cz 70 x 70r Etat final instationnaire

KS 128 x 128 16,488 599,89 886,36 656,78  0,53881 3,8285 3,832

CHEOPS-2D 64 x 128 Etat final instationnaire
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TABLE B.5 — Comparaison des résultats de CHEOPS-2D en géométrie quasi-
cartésienne (f = 0,9999; R4 = 1) avec ceux d’autres codes : approximation
anélastique-liquide tronquée (Di = 0,5). Les notations sont les mémes que celles
utilisées au tableau 3.2.

Code ng X na Ra Nu VaMms Vlfl‘;r}f < psurf o <T> <Hyg> |<Hyg>|
UM 60 X 68r 3,851 36,307 54,275 36,082 0,519 1,404 1,391
vT 64 x 64 3,8600 36,4000 54,3000 36,1000 0,5188 1,4100 1,3930
CcuU 64 X 64r 3,8600 36,3000 54,3000 36,1000 0,5191 1,4103 1,3948
CcT 64 x 64 104 3,8400 36,3371 54,3184 36,1051 0,5187 1,3327 1,3933
CZ 70 X 70r 3,8000 36,3500 54,3400 36,1000 0,5171 1,4083 1,4100
KS 128 x 128 3,8631 36,3230 54,3030 36,1080 0,5189 1,4097 1,3932
CHEOPS-2D 64 x 128 3,8640 36,3298 54,2952 36,1128 0,5189 1,4107 1,3944
UM 60 X 68r 4,755 57,299 85,427 58,063 0,526 1,851 1,836
VT 64 x 64 4,7700 57,6000 85,5000 58,1000 0,5261 1,8600 1,8400
CU 64 X 64r 4,7700 57,4000 85,5000 58,1000 0,5263 1,8609 1,8421
CcT 64 x 64 2.10% 4,7440 57,3478 85,4802 58,0982 0,5260 1,7556 1,8402
cz 70 x 70r 4,6900 57,4100 85,6000 58,1600 0,5236 1,8620 1,8650
KS 128 x 128 4,7701 57,2770 85,4020 58,0590 0,5262 1,8569 1,8367
CHEOPS-2D 64 x 128 4,7752 57,3465 85,4681 58,1234 0,5263 1,8625 1,8430
UM 60 X 68r 6,238 102,617 152,25 106,519 0,536 2,586 2,57
VT 64 X 64 6,2700 103,4000 152,3000 106,6000 0,5368 2,6020 2,5760
Cu 64 X 64r 6,2600 102,7000 152,3000 106,5000 0,5369 2,6013 2,5790
cT 64 x 64 5.10% 6,2312 102,6912 152,3057 106,5677 0,5366 2,4496 2,5765
CZ 70 X 70r 6,1600 102,9200 152,6000 106,8800 0,5326 2,6109 2,6162
KS 128 x 128 6,2560 102,4000 151,9600 106,3400 0,5366 2,5879 2,5631
CHEOPS-2D 64 x 128 6,2754 102,7992 152,4347 106,7134 0,5373 2,6102 2,5875
UM 60 X 68r 7,588 156,503 232,079 165,097 0,545 3,258 3,245
vT 64 x 64 7,6300 157,9300 231,9000 165,1000 0,5454 3,2790 3,2500
CuU 64 X 64r 7,6100 156,5000 231,9000 165,0000 0,5455 3,2779 3,2552
CcT 64 x 64 10° 7,5868 156,5378 231,9270 165,1083 0,5452 3,0825 3,2509
CzZ 70 x 70r 7,5000 157,7400 233,2700 166,6500 0,5386 3,3108 3,3169
KS 128 x 128 7,6105 155,9000 231,1900 164,6100 0,5449 3,2511 3,2238
CHEOPS-2D 64 x 128 7,6444  156,7842  232,4319 165,3571  0,5466 3,2983 3,2755
UM 60 X 631 8,013 223,601 336,567 239,862 0,553 3,021 3,022
vT 64 X 64 8,9800 226,0300 336,1000 239,6000 0,5540 3,9530 3,9260
CU 64 X 64r 8,9400 223,6000 336,2000 239,7000 0,5540 3,9519 3,9353
cT 64 x 64 2.10° 8,9286 223,6042 336,2790 239,8384 0,5536 3,7156 3,9279
CZ 70 X 70r 8,9300 231,1600 344,6900 248,4000 0,5446 4,0600 4,0633
KS 128 x 128 8,9981 224,8600 337,6500 241,5100 0,5529 3,9279 3,9027
CHEOPS-2D 64 x 128 8,8970 219,7563 332,0415 235,7950 0,5559 3,9279 3,9141
UM 60 X 68r 9,252 249,871 401,392 276,315 0,561 4,093 4,143
vT 64 x 64 Etat final instationnaire

CcuU 64 X 64r Etat final instationnaire

CcT 64 x 64 5.10° Etat final instationnaire

Cz 70 x 70r Etat final instationnaire

KS 128 x 128 9,4328 255,92 411,44 284,43 0,55981 4,1475 4,142
CHEOPS-2D 64 x 128 Etat final instationnaire

UM 60 X 68r 10,275 312,092 510,491 343,34 0,573 4,593 4,687
KS 128 x 128 108 Etat final instationnaire

CHEOPS-2D 64 x 128 Etat final instationnaire
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TABLE B.6 — Comparaison des résultats de CHEOPS-2D en géométrie quasi-
cartésienne (f = 0,9999; R4 = 1) avec ceux d’autres codes : approximation
anélastique-liquide tronquée (Di = 1). Les notations sont les mémes que celles utili-
sées au tableau 3.2.

Code ng X n. Ra Nu Vams vourf  cpswt S o> < Hyo > | < Hyg > |
UM 60 X 68r 2,556 26,007 40,595 26,416 0,509 1,459 1,396
vT 64 x 64 2,5700 26,1000 40,6000 26,4000 0,5088 1,4650 1,4000
CuU 64 X 64r 2,5700 26,0000 40,6000 26,4000 0,5092 1,4651 1,4019
CcT 64 x 64 10% 2,5419 26,0368 40,6299 26,4400 0,5088 1,3874 1,4014
CZ 70 X 70 2,5100 25,9900 40,4800 26,3500 0,5051 1,4550 1,4245
KS 128 x 128 2,5681 26,0110 40,6140 26,4360 0,5091 1,4640 1,3999
CHEOPS-2D 64 x 128 2,5673 26,0305 40,6073 26,4404  0,5090 1,4666 1,4026
UM 60 X 631 3,004 10,293 63,214 11,594 0,515 1,888 1,813
VT 64 x 64 3,0200 40,5000 63,2000 46,6000 0,5146 1,8970 1,8200
cuU 64 X 64r 3,0200 40,3000 63,2000 41,6000 0,5148 1,8982 1,8234
cr 64 x 64 2.10% 2,9871 40,3493 63,2631 41,3691 0,5145 1,7943 1,8217
cz 70 x 70 2,9600 40,4900 63,3300 41,7500 0,5098 1,8985 1,8626
KS 128 x 128 3,0171 40,2340 63,1570 41,5710 0,5148 1,8895 1,8133
CHEOPS-2D 64 X 128 3,0185 40,3495 63,2560 41,6440 0,5148 1,9015 1,8256
UM 60 x 68r 3,621 67,071 106,988 70,690 0,523 2,493 2,414
vT 64 x 64 3,6400 67,7000 107,0000 70,7000 0,5234 2,5090 2,4260
CcuU 64 X 64r 3,6400 67,2000 107,0000 70,7000 0,5235 2,5117 2,4326
CcT 64 x 64 5.10% 3,6050 67,1859 107,0605 70,7875 0,5232 2,3725 2,4302
CZ 70 X 70 3,6100 68,7400 108,8900 72,5200 0,5163 2,5594 2,5216
KS 128 x 128 3,6369 66,8050 106,6700 70,5430 0,5235 2,4846 2,4030
CHEOPS-2D 64 x 128 3,6365 67,0798 106,8988 70,6271 0,5239 2,5196 2,4400
UM 60 X 68r 3,907 85,105 141,607 91,345 0,529 2,802 2,75
vT 64 X 64 3,9200 86,0800 141,3000 91,1000 0,5297 2,8210 2,7570
CuU 64 X 64r 3,9200 85,1000 141,4000 91,3000 0,5297 2,8278 2,7725
cT 64 x 64 105 3,8939 85,1496 141,5171 91,3767 0,5294 2,6753 2,7645
CZ 70 x 70 3,9800 91,0600 149,1100 98,1400 0,5208 2,9744 2,9547
KS 128 x 128 3,9326 84,9430 141,4700 91,5030 0,5296 2,7912 2,7295
CHEOPS-2D 64 x 128 3,8931 83,8820 139,6556 89,8228 0,5305 2,8174 2,7642
uM* 60 X 68r 4,959 105,571 140,526 8,59 0,522 3,849 3,837
vT 64 x 64 Etat final instationnaire

CU 64 X 64r 4,1000 99,2000 175,0000 107,3000 0,5344 3,0460 3,0193
cT 64 x 64 2.10° 4,0842 99,3175 175,2978 107,5874 0,534 2,8927 3,0045
Cz 70 X 70 Etat final instationnaire

KS 128 x 128 4,1232 98,961 175,29 108,02  0,53432 2,9959 2,957
CHEOPS-2D 64 x 128 4,0603 97,2391 171,8063 104,6540 0,5357 3,0239 3,0015
uM* 60 X 68r 6,174 157,989 230,856 0,126 0,523 5,083 5,165
vT 64 x 64 Etat final instationnaire

CcU 64 X 64r Etat final instationnaire

CT* 64 x 64 5.10° 6,1744 159,1369 232,122 0 0,5236 4,8806 5,1223
CZ 70 x 70 Etat final instationnaire

KS 128 x 128 Etat final instationnaire

CHEOPS-2D ® 64 x 128 6,1928 156,7426  229,9087 -0,0045  0,5250 5,1751 5,1876
CHEOPS-2D 64 x 128 10° Etat final instationnaire

a. Mode varié ou a 2 cellules de convection.
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TABLE B.7 — Comparaison des résultats de CHEOPS-2D en géométrie quasi-
cartésienne (f = 0,9999; R4 = 1) avec ceux d’autres codes : approximation
anélastique-liquide tronquée (Di = 1,25). Les notations sont les mémes que celles
utilisées au tableau 3.2.

Code Ny X na Ra Nu VeMsS \7;;‘]‘;5 < psurf o <T> <Hye> | <Hyg>|
UM 60 X 68r 1,902 19,072 30,817 19,585 0,494 1,021 0,956
vT 64 x 64 1,9092 19,1449 30,8372 19,5994 0,4942 1,0248 0,9613
CcuU 64 X 64r 1,9100 19,1000 30,8000 19,6000 0,4946 1,0251 0,9624
CcT 64 X 64 104 1,8912 19,1045 30,8541 19,6115 0,4942 0,97 0,9627
Ccz 70 x 70 1,8859 19,126 30,8052 19,6146 0,4918 1,0212 0,9784
KS 128 x 128 1,9091 19,0560 30,8130 19,5830 0,4945 1,02 0,9593
CHEOPS-2D 64 x 128 1,9088 19,0889 30,8238 19,5976 0,4943 1,0261 0,9627
UM 60 X 68r 2,151 29 47,338 30,065 0,497 1,315 1,24
vT 64 X 64 2,1604 29,1821 47,3627 30,0949 0,4969 1,3215 1,2476
CU 64 X 64r 2,1600 29,0000 47,4000 30,1000 0,4972 1,3220 1,2497
CcT 64 x 64 2.10% 2,1390 29,0685 47,4022 30,1249 0,4968 1,2537 1,2497
CZ 70 X 70 2,1422 29,3531 47,699 30,4204 0,4939 1,3306 1,28
KS 128 x 128 2,1579 28,9010 47,2310 29,9980 0,4972 1,3118 1,2389
CHEOPS-2D 64 x 128 2,1593 29,0292 47,3361 30,0786 0,4971 1,3241 1,2511
UM 60 x 681 2,444 45,127 76,279 47,331 0,501 1,682 1,611
vT 64 x 64 2,4559 45,6250 76,3289 47,3811 0,5012 1,6959 1,6251
cuU 64 x 64r 2,4600 45,2000 76,3000 47,4000 0,5014 1,6978 1,6307
cT 64 x 64 5.104 2,4341 45,2941 76,4667 47,4936 0,5010 1,6113 1,6302
Cz* 70 X 70 2,4206 34,4727 41,2956 0 0,4867 1,7064 1,6452
KS 128 x 128 2,4507 44,7950 75,9280 47,1030 0,5014 1,6691 1,6004
CHEOPS-2D 64 x 128 2,4491 45,0120 76,0191 47,1231 0,5016 1,6983 1,6315
uM* 60 X 68r 2,944 53,887 68,697 1,43 0,491 2,3 2,259
VT 64 x 64 2,5955 56,9971 100,1792 58,7830 0,5038 1,8977 1,8436
cu“® 64 X 64r 2,9600 54,0000 67,6000 42,6000 0,4918 2,3326 2,2748
cT 64 x 64 10° 2,5779 56,3319 100,4788 59,0548 0,5035 1,8108 1,8532
cz? 70 X 70 2,9101 54,0581 67,6126 0 0,4886 2,3131 2,2387
KS 128 x 128 2,5937 55,6310 99,7770 58,5900 0,5040 1,8600 1,8086
CHEOPS-2D® 64 x 128 2,9643 54,1222 67,6625 0,0177  0,4920 2,3499 2,2916
UM® 60 x 68r 3,505 79,61 107,771 1,123 0,493 2,993 2,972
VT 64 X 64 3,5336 81,0501 107,1631 0,0000 0,4935 3,0365 2,9679
cue 64 X 64r 3,5300 79,7000 107,1000 67,3000 0,4935 3,0431 2,9907
cT® 64 x 64 2.10° 3,4922 79,0000 107,3079 0,0000 0,4932 2,8844 2,98
Ccz* 70 X 70 3,4692 81,1915 107,8932 0 0,4885 3,0605 2,9935
KSs® 128 x 128 3,5289 78,1750 106,5400 0,0000 0,4936 2,9354 2,8734
CHEOPS-2D¢ 64 X 128 3,5302 79,6852 107,0571 -0,0244 0,4939 3,0797 3,0312
UuM*® 60 X 68r 4,274 118,761 183,282 0,546 0,493 3,972 4,03
vT® 64 x 64 4,3109 121,7197 182,9307 0,0000 0,4942 4,0440 3,9919
cu® 64 X 64r 4,3000 118,6000 183,0000 113,2000 0,4940 4,0642 4,0538
cTe 64 x 64 5.10° 4,2658 118,8382 183,3963 0,0000 0,4935 3,8403 4,0157
cz® 70 x 70 4,2639 122,0449 186,8631 0 0,4885 4,1332 4,1361
KSs® 128 x 128 4,3104 115,9900 181,8000 0,0000 0,4942 3,8544 3,8146
CHEOPS-2D ¢ 64 x 128 4,2868 117,5241 181,8844 0,0145 0,4946 4,0968 4,1009
UM 60 X 68r Etat final instationnaire

vT 64 x 64 Etat final instationnaire

CU 64 X 64r Etat final instationnaire

CcT 64 x 64 108 Btat final instationnaire

Cz 70 x 70 Etat final instationnaire

KS 128 x 128 Etat final instationnaire

CHEOPS-2D 64 x 128 Etat final instationnaire

a. Mode varié ou a 2 cellules de convection.
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TABLE B.8 — Comparaison des résultats de CHEOPS-2D en géométrie quasi-
cartésienne (f = 0,9999; R4 = 1) avec ceux d’autres codes : approzimation
anélastique-liquide tronquée (Di = 1,5). Les notations sont les mémes que celles
utilisées au tableau 3.2.

Code ng X n, Ra Nu Vams ppuf o psurf 5 <T> <Hyg> |<Hyg>|
UM 60 x 68r 1,359 11,027 19,557 11,704 0,478 0,477 0,445
vT 64 x 64 1,3619 11,0726 19,5571 11,7097 0,4781 0,4795 0,4484
CcuU 64 X 64r 1,3600 11,0000 19,6000 11,7000 0,4784 0,4797 0,4493
CcT 64 x 64 104 1,3532 11,0511 19,5727 11,7207 0,4780 0,4572 0,4492
Ccz 70 x 70 1,3493 11,1559 19,6363 11,8283 0,476 0,4797 0,4544
KS 128 x 128 1,3621 11,0040 19,5390 11,6890 0,4783 0,4780 0,4472
CHEOPS-2D 64 x 128 1,3616 11,0324 19,5453 11,7011 0,4781 0,4798 0,4490
UM 60 X 68r 1,467 16,486 29,644 17,2 0,476 0,63 0,591
vT 64 x 64 1,4714 16,6066 29,6534 17,2130 0,4761 0,6336 0,5977
CuU 64 X 64r 1,4700 16,5000 29,7000 17,2000 0,4764 0,6343 0,5995
CcT 64 x 64 2.10% 1,4612 16,5373 29,6900 17,2407 0,4761 0,6043 0,5991
CZ 70 x 70 1,4629 16,9203 30,1098 17,6791 0,4737 0,644 0,6129
KS 128 x 128 1,4703 16,3860 29,5350 17,1120 0,4764 0,6274 0,5922
CHEOPS-2D 64 x 128 1,4707 16,4914 29,6063 17,1870 0,4762 0,6345 0,5992
UuM*® 60 X 68r 1,758 24,169 31,793 0,144 0,462 1,049 1,017
vT 64 X 64 1,6118 25,8851 48,1001 25,7446 0,4745 0,8441 0,8085
cu“ 64 X 64r 1,7700 24,2000 31,7000 20,0000 0,4623 1,0609 1,0222
CcT 64 X 64 5.10% 1,6010 25,6743 48,2145 25,8443 0,4744 0,8069 0,8120
cz® 70 x 70 1,7312 24,1692 31,4598 -0,0005 0,4597 1,0462 0,9943
KS 128 x 128 1,6071 25,1850 47,6300 25,3250 0,4749 0,8241 0,7899
CHEOPS-2D* 64 x 128 1,7659 24,2222 31,7152 0,0023 0,4622 1,0633 1,0240
uM* 60 X 68r 2,041 37,519 51,588 0,357 0,461 1,455 1,422
vT® 64 x 64 2,0524 38,1449 51,3533 0,0000 0,4612 1,4729 1,4229
CcU 64 X 64r 2,0500 37,6000 51,4000 32,1000 0,4614 1,4763 1,4320
CT* 64 x 64 10° 2,0294 37,6657 51,4167 0,0000 0,4611 1,4057 1,4289
cz? 70 x 70 2,0156 37,8632 51,238 0,0008 0,4587 1,4690 1,4087
KS“ 128 x 128 2,0530 36,9510 51,2150 0,0000 0,4615 1,4333 1,3863
CHEOPS-2D% 64 x 128 2,0518 37,6118 51,3541 0,0059 0,4614 1,4844 1,4404
UM* 60 X 68r 2,369 55,204 80,834 0,121 0,46 1,957 1,94
vT* 64 X 64 2,3850 56,4498 80,8895 0,0000 0,4608 1,9701 1,9183
cu“ 64 X 64r 2,3800 55,4000 80,9000 50,1000 0,4609 1,9766 1,9366
cT® 64 X 64 2.10° 2,3573 55,4823 81,0616 0,0000 0,4605 1,8792 1,9301
cz® 70 x 70 2,3492 56,2773 81,2775 -0,0004 0,4579 1,9822 1,9321
Ks® 128 x 128 2,3808 53,8680 80,2730 0,0000 0,4611 1,8820 1,8356
CHEOPS-2D* 64 x 128 2,3829 55,2753 80,8118 -0,0066 0,4610 1,9938 1,9567
UM?* 60 X 68r 2,833 84,435 138,079 0,016 0,46 2,673 2,711
vTe 64 x 64 2,8546 87,1560 138,6849 0,0000 0,4602 2,6920 2,6494
cu® 64 X 64r 2,8500 84,8000 138,8000 83,6000 0,4601 2,7148 2,7002
CT* 64 x 64 5.10° 2,8249 85,0069 139,2285 0,0000 0,4597 2,5682 2,6741
cz® 70 x 70 2,8287 86,7323 140,8995 -0,0013 0,4571 2,7467 2,7274
KSs® 128 x 128 2,8454 81,7640 136,9300 0,0000 0,4606 2,5138 2,4798
CHEOPS-2D ¢ 64 x 128 2,8466 84,3891 138,1755 0,0205 0,4604 2,7425 2,7394
UM 60 X 68r Etat final instationnaire

vT 64 X 64 Etat final instationnaire

CU 64 X 64r Etat final instationnaire

CcT 64 x 64 106 Etat final instationnaire

CZ 70 x 70 Etat final instationnaire

KS 128 x 128 Etat final instationnaire

CHEOPS-2D 64 x 128 Etat final instationnaire

a. Mode varié ou a 2 cellules de convection.
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TABLE B.9 — Comparaison des résultats de CHEOPS-2D en géométrie quasi-
cartésienne (f = 0,9999; R4 = 1) avec ceux d’autres codes : approximation
anélastique-liquide tronquée (Di = 1,75). Les notations sont les mémes que celles
utilisées au tableau 3.2.

Code Ng X n, Ra Nu Vams puf o psurf <T> <Hy> | <Hyg>|
UM 60 X 68r Pas de résultat rapporté

vT 64 x 64 1,1362 6,1690 13,3932 7,6099 0,4766 0,2130 0,2035
CcuU 64 X 64r Pas de résultat rapporté

cT 64 x 64 104 1,1312 6,1580 13,3999 7,6143  0,4765 0,2037 0,2036
Ccz 70 x 70 1,1232 6,0947 13,2347 7,5716 0,4752 0,2046 0,1984
KS 128 x 128 1,1375 6,1578 13,4180 7,6213 0,4766 0,2140 0,2044
CHEOPS-2D 64 x 128 1,1362 6,1501 13,3774 7,6042 0,4766 0,2132 0,2036
UM 60 X 68r Pas de résultat rapporté

vT 64 X 64 1,1983 9,8336 21,2109 11,5084 0,4694 0,3114 0,2980
CU 64 X 64r Pas de résultat rapporté

cT 64 x 64 2.104 1,1915 9,7936 21,2217 11,5164 0,4693 0,2976 0,2981
CZ 70 X 70 1,1824 9,7574 21,0607 11,522 0,4672 0,302 0,2925
KS 128 x 128 1,1997 9,7630 21,2090 11,4970 0,4697 0,3112 0,2977
CHEOPS-2D 64 x 128 1,1981 9,7756 21,1656 11,4919 0,4694 0,3116 0,2982
UM*® 60 X 68r 1,347 15,811 24,906 0,033 0,448 0,553 0,536
vT® 64 x 64 1,2728 16,1937 35,5295 17,4209 0,4619 0,4347 0,4188
CcU 64 X 64r Pas de résultat rapporté

cT 64 x 64 5.10% 1,2643 16,0615 35,5600 17,4548 0,4617 0,4155 0,4192
CZ 70 x 70 1,2664 16,1436 35,6693 17,8717 0,4609 0,4291 0,42
KS 128 x 128 1,2733 15,8620 35,3210 17,1260 0,4626 0,4287 0,4128
CHEOPS-2D* 64 x 128 1,3530 15,8374 24,9017 0,0009 0,4477 0,5603 0,5390
uM* 60 X 68r 1,463 24,121 38,904 0,086 0,439 0,747 0,731
vTe 64 X 64 1,4704 24,5146 38,8889 0,0000 0,4387 0,7566 0,7313
CuU 64 X 64r Pas de résultat rapporté

cTe 64 x 64 105 1,4535 24,1918 38,8996 0,0000 0,4385 0,7235 0,7327
cz? 70 X 70 1,4566 23,9201 38,6876 0 0,4393 0,7356 0,7164
KSs® 128 x 128 1,4751 23,8920 38,8970 0,0000 0,4393 0,7435 0,7187
CHEOPS-2D® 64 x 128 1,4702 24,1515 38,8564 0,0029 0,4389 0,7603 0,7373
UM? 60 x 68r 1,609 35,391 59,645 0,217 0,433 0,996 0,986
vTe 64 x 64 1,6172 36,1790 59,5014 0,0000 0,4326 1,0122 0,9860
CcuU“* 64 X 64r Pas de résultat rapporté

cre 64 x 64 2.105 1,5978 35,5073 59,5607 0,0000 0,4323 0,9690 0,9904
czae 70 x 70 1,6636 34,9413 60,3582 -0,0009 0,4407 0,9795 0,9752
KS? 128 x 128 1,6205 34,6490 59,2260 0,0000 0,4334 0,9722 0,9474
CHEOPS-2D¢ 64 X 128 1,6173 35,4309 59,5060 0,0041 0,4328 1,0220 1,0019
UuM*® 60 X 68r Pas de résultat rapporté

vTe 64 x 64 1,8574 57,9307 101,6750 0,0000 0,4278 1,4389 1,4156
CcuU 64 X 64r Pas de résultat rapporté

cTe 64 x 64 5.10° 1,8360 56,4381 101,9663 0,0000  0,4275 1,3786 1,4281
cz® 70 x 70 1,8481 56,0726 101,9857 -0,0004 0,4283 1,4146 1,4035
KSs® 128 x 128 1,8518 53,8510 99,8800 0,0000 0,4287 1,3249 1,3042
CHEOPS-2D* 64 x 128 1,8589 56,3466 101,6756 0,0192 0,4280 1,4683 1,4626
UM® 60 x 681 1,847 56,326 101,937 0,512 0,428 1,414 1,428
vTe 64 X 64 2,0577 80,1415 148,1155 0,0012 0,4256 1,7999 1,7830
cuU?® 64 X 64r Pas de résultat rapporté

cT® 64 X 64 106 2,0378 77,6205 148,8825 0,0000 0,4252 1,7243 1,8050
cz* 70 X 70 2,0469 78,159 149,9892 -0,0003 0,4248 1,823 1,7699
KSs® 128 x 128 2,0358 72,3650 143,4600 0,0000 0,4266 1,5881 1,5737
CHEOPS-2D ¢ 64 x 128 2,0623 77,6673 148,5411 0,0348 0,4257 1,8612 1,8794

a. Mode varié ou a 2 cellules de convection.
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TABLE B.10 — Comparaison des résultats de CHEOPS-2D en géométrie quasi-
cartésienne (f = 0,9999; R4 = 1) avec ceux d’autres codes : approzimation
anélastique-liquide tronquée (Di = 2). Les notations sont les mémes que celles utili-
sées au tableau 5.2.

Code ng X n, Ra Nu Vams ppuf o psurf 5 <T> <Hyg> |<Hyg>|
UM 60 X 68r Pas de résultat rapporté

vT 64 x 64 Pas de résultat rapporté

CcuU 64 X 64r Pas de résultat rapporté

CcT 64 x 64 104 1,0292 2,7344 7,2806 4,0132 0,4923 0,0539 0,0551
Ccz 70 x 70 1,0406 2,279 6,1926 3,6551 0,4979 0,0368 0,0363
KS 128 x 128 Pas de convection

CHEOPS-2D 64 x 128 1,0313 2,7442 7,2988 4,0246 0,4923 0,0573 0,0556
UM 60 X 68r Pas de résultat rapporté

vT 64 x 64 1,0991 6,4514 16,2366 8,3594 0,4795 0,1775 0,1706
CuU 64 X 64r 1,1100 6,4000 16,3000 8,4000 0,4815 0,1797 0,1729
CcT 64 x 64 2.10% 1,0944 6,4282 16,2508 8,3700 0,4794 0,1688 0,1706
CZ 70 x 70 1,1824 6,7574 17,0607 8,522 0,4672 0,1802 0,1725
KS 128 x 128 1,1002 6,4164 16,2520 8,3533 0,4797 0,1780 0,1708
CHEOPS-2D 64 x 128 1,0992 6,4150 16,2149 8,3490 0,4795 0,1776 0,1705
UM 60 X 68r Pas de résultat rapporté

vT 64 X 64 1,1507 11,3168 28,6461 12,8102 0,4705 0,2707 0,2607
cu“ 64 X 64r 1,2000 11,4000 21,3000 13,4000 0,4590 0,3575 0,3437
CcT 64 X 64 5.10% 1,1444 11,2777 28,7535 13,0091 0,4703 0,2574 0,2613
Cz 70 x 70 1,1373 11,4283 28,9344 13,8327 0,4681 0,2673 0,2624
Ks® 128 x 128 1,2023 11,3680 21,2410 0,0000 0,4584 0,3552 0,3404
CHEOPS-2D* 64 x 128 1,1998 11,3909 21,1771 0,0003 0,4583 0,3561 0,3415
UM 60 X 68r Pas de résultat rapporté

vT® 64 x 64 1,1627 20,4347 33,2509 0,0000 0,3776 0,4990 0,4820
cu“ 64 X 64r 1,2700 17,7000 33,0000 20,5000 0,4485 0,4769 0,4608
CT* 64 x 64 10° 1,2493 17,6427 32,9342 0,0000 0,4476 0,4487 0,4572
cz? 70 x 70 1,2199 17,2716 32,1432 0 0,4442 0,4477 0,4359
KS“ 128 x 128 1,2669 17,4900 32,9260 0,0000 0,4483 0,4702 0,4526
CHEOPS-2D% 64 x 128 1,2636 17,6130 32,8798 0,0015  0,4481 0,4763 0,4593
UM 60 X 68r Pas de résultat rapporté

vT* 64 X 64 1,3267 26,1985 49,2101 0,0000 0,4385 0,5996 0,5827
cu“ 64 X 64r 1,3300 25,8000 49,2000 30,0000 0,4386 0,6008 0,5852
cT® 64 X 64 2.10° 1,3101 25,7536 49,2140 0,0000 0,4381 0,5668 0,5812
cz® 70 x 70 1,2752 25,3047 48,1456 0 0,4338 0,5674 0,5613
Ks® 128 x 128 1,3308 25,3150 49,0430 0,0000 0,4391 0,5849 0,5669
CHEOPS-2D* 64 x 128 1,3270 25,7007 49,1522 0,0044 0,4387 0,6034 0,5871
UM 60 X 68r Pas de résultat rapporté

vT® 64 x 64 1,4140 40,9532 80,7812 0,0000 0,4266 0,7813 0,7687
cu® 64 X 64r 1,4100 39,9000 80,8000 47,1000 0,4265 0,7834 0,7730
cTe 64 x 64 5.10° 1,3942 39,9070 80,8116 0,0000 0,4259 0,739 0,7663
cz® 70 x 70 1,3278 39,4978 76,8726 -0,0002 0,4041 0,7053 0,6515
KSs® 128 x 128 1,4176 38,5770 79,7390 0,0000 0,4278 0,7377 0,7226
CHEOPS-2D* 64 x 128 1,4140 39,7985 80,5098 0,0125 0,4268 0,7903 0,7810
UM 60 X 68r Pas de résultat rapporté

vT® 64 x 64 1,4799 55,4043 114,4546 0,0000 0,4184 0,9218 0,9163
cu® 64 X 64r 1,4700 53,6000 114,4000 63,2000 0,4178 0,9270 0,9245
cTe 64 X 64 106 1,4584 53,614 114,6176 0 0,4174 0,8721 0,9121
cz® 70 x 70 1,4097 55,4777 116,2296 0 0,3967 0,8994 0,7765
KSs® 128 x 128 1,4815 50,97 111,91 0 0,4201 0,8421 0,8309
CHEOPS-2D ¢ 64 x 128 1,4796 53,5279 114,1629 0,0234 0,4184 0,9402 0,9412

a. Mode varié ou a 2 cellules de convection.
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TABLE B.11 — Comparaison des résultats de CHEOPS-2D en géométrie quasi-
cartésienne (f = 0,9999; Ry = 1) avec ceuxr d’autres codes : approximation
anélastique-liquide (Di = 0,25). Les notations sont les mémes que celles utilisées
au tableau 3.2.

Code Na X Nz Ra Nu VaMs vgaf  cpsurf S P S CHye > | < Hpg > |
UM 60 x 68r 4,406 39,952 58,048 38,808 0,515 0,847 0,849
vT 64 X 64 104 4,4144 40,0951 58,0846 38,8370 0,5146 0,8490 0,8490
cu 64 x 64r 4,4100 40,0000 58,1000 38,8000 0,5148 0,8494 0,8501
CHEOPS-2D 64 x 128 4,4148 39,9417 58,0657 38,8411 0,5147 0,8493 0,8496
UM 60 x 681 5,529 63,387 91,627 62,881 0,52 1,127 1,129
vT 64 X 64 2.10% 5,5436 63,7224 91,6792 62,9232 0,5193 1,1304 1,1304
CuU 64 X 64r : 5,5400 63,4000 91,7000 62,9000 0,5195 1,1307 1,1318
CHEOPS-2D 64 x 128 5,5444 63,3719 91,6214 62,9333 0,5195 1,1307 1,1314
UM 60 x 68r 7,407 114,694 163,073 116,7 0,526 1,594 1,6
vT 64 X 64 5.10% 7,4355 115,5236 163,9887 116,7456 0,5262 1,6011 1,6012
CuU 64 X 64r : 7,4200 114,7000 163,9000 116,7000 0,5263 1,6007 1,6028
CHEOPS-2D 64 x 128 7,4407 114,7125 164,0230 116,8373 0,5266 1,6037 1,6055
UM 60 X 68r 9,196 178,229 252,54 184,336 0,532 2,041 2,051
vT 64 X 64 105 9,2428 179,7523 252,4588 184,3711 0,5318 2,0518 2,0519
CuU 64 X 64r 9,2100 178,2000 252,4000 184,3000 0,5319 2,0503 2,0540
CHEOPS-2D 64 x 128 9,2583 178,2961 252,6659 184,6028 0,5326 2,0575 2,0613
UM 60 x 68r 11,344 274,378 386,250 287,772 0,537 2,579 2,596
VT 64 X 64 2.10° 11,4402 277,3524 386,4043 288,0402 0,5377 2,6004 2,6005
CU 64 X 64r : 11,3700 274,3000 386,1000 287,7000 0,5380 2,5952 2,6014
CHEOPS-2D 64 x 128 11,4471 274,3131 386,4236 288,0147 0,5390 2,6027 2,6098
UM 60 X 68r 14,577 462,878 657,024 493,879 0,544 3,391 3,425
vT 64 x 64 5.10% 14,7653 469,3189 657,5943 494,4812 0,5444 3,4339 3,4343
cu 64 x 64r : 14,6300 463,7000 657,7000 494,6000 0,5444 3,4267 3,4397
CHEOPS-2D 64 x 128 14,5846 453,2507 647,5777 484,5222 0,5463 3,3825 3,3986
UM 60 x 68r 14,772 495,573 753,042 542,021 0,538 3,436 3,495
vT 64 x 64 106 }E}tat final instationnaire

CcU 64 X 64r Etat final instationnaire

CHEOPS-2D 64 x 128 Etat final instationnaire
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TABLE B.12 — Comparaison des résultats de CHEOPS-2D en géométrie quasi-
cartésienne (f = 0,9999; Ry = 1) avec ceux d’autres codes : approximation
anélastique-liquide (Di = 0,5). Les notations sont les mémes que celles utilisées
au tableau 3.2.

Code Ng X Ny Ra Nu \731\45 \7;]‘?;,5 < Vs“rf > <T> < Hvis > | < ﬁad > |
UM 60 X 68r 3,812 35,936 52,694 34,969 0,522 1,381 1,381
vT 64 X 64 104 3,8218 36,0425 52,8172 35,0583 0,5214 1,3812 1,3812
CU 64 X 64r 3,8200 35,9000 52,8000 35,1000 0,5217 1,3818 1,3830
CHEOPS-2D 64 x 128 3,8221 35,9114 52,7882 35,0667 0,5215 1,3822 1,3826
UM 60 X 68r 4,71 56,752 83,187 56,443 0,529 1,824 1,825
vT 64 x 64 2.10% 4,7284 57,0197 83,3502 56,5644 0,5285 1,8266 1,8266
CcU 64 X 64r : 4,7200 56,7000 83,3000 56,6000 0,5286 1,8272 1,8291
CHEOPS-2D 64 x 128 4,7265 56,7304 83,3305 56,5919  0,5287 1,8287 1,8298
UM 60 X 68r 6,185 101,722 148,711 103,892 0,539 2,552 2,558
vT 64 X 64 5.104 6,2134 102,4165 148,8866 104,0604 0,5388 2,5607 2,5608
CU 64 X 64r : 6,2000 101,7000 148,8000 104,0000 0,5389 2,5604 2,5637
CHEOPS-2D 64 x 128 6,2173 101,7860 149,0155 104,2099 0,5393 2,5691 2,5723
UM 60 X 68r 7,532 155,304 227,068 161,439 0,548 3,221 3,233
vT 64 x 64 105 7,5719 156,5589 227,1246 161,6041 0,5472 3,2344 3,2346
CU 64 X 64r 7,5500 155,1000 227,1000 161,5000 0,5472 3,2330 3,2392
CHEOPS-2D 64 x 128 7,5819 155,4271 227,6071 161,8767 0,5483 3,2534 3,2599
UM 60 X 68r 8,871 222,771 330,776 235,953 0,555 3,893 3,917
vT 64 X 64 2.10° 8,9294 225,0393 330,6127 235,9581 0,5554 3,9170 3,9173
CU 64 X 64r : 8,9000 222,6000 330,7000 236,0000 0,5555 3,9151 3,9266
CHEOPS-2D 64 x 128 8,8572 219,0799 327,0326 232,5387 0,5572 3,8956 3,9086
UM 60 X 68r 9,237 249,626 398,695 274,946 0,562 4,079 4,143
vT 64 X 64 5.10° }:Etat final instationnaire

CuU 64 X 64r : Etat final instationnaire

CHEOPS-2D 64 x 128 Etat final instationnaire

UM 60 X 68r 10,26 311,304 507,696 341,937 0,574 4,576 4,686
vT 64 x 64 106 }?tat final instationnaire

CU 64 X 64r Etat final instationnaire

CHEOPS-2D 64 x 128 Etat final instationnaire
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TABLE B.13 — Comparaison des résultats de CHEOPS-2D en géométrie quasi-
cartésienne (f = 0,9999; Ry = 1) avec ceux d’autres codes : approximation
anélastique-liquide (Di = 0,75). Mémes notations qu’au tableau 3.2.

Code ng X s Ra Nu Viars vuf  cpswrf 5 P s CHye > < Hpq > |
UM 60 x 68r 3,138 30,832 15,564 229,939 0,521 1,541 1,541
VT 64 x 64 104 3,1564 30,9950 45,9445 30,2160 0,5197 1,5444 1,5444
CU 64 X 64r Pas de résultat rapporté

CHEOPS-2D 64 x 128 3,1564 30,8919 45,9429 30,2253 0,5198 1,5460 1,5465
UM 60 x 681 3.8 48,41 71,916 748,078 0,528 2,022 2,024
vT 64 x 64 2.10% 3,8234 48,7428 72,4248 48,4599 0,5267 2,0290 2,0290
CcuU 64 X 64r : Pas de résultat rapporté

CHEOPS-2D 64 x 128 3,8238 48,5175 72,4360 48,4923  0,5269 2,0329 2,0342
UM 60 x 68r 4,84 85,036 127,32 86,848 0,538 2,784 2,791
vT 64 X 64 5.10% 4,8731 85,7933 127,9885 87,3850 0,5372 2,7983 2,7984
CU 64 X 64r . Pas de résultat rapporté

CHEOPS-2D 64 x 128 4,8742 85,2830 128,1380 87,5068 0,5377 2,8113 2,8152
UM 60 X 68r 5,644 122,469 186,629 -127,755 0,546 3,387 3,401
vT 64 x 64 105 5,6787 123,6666 187,0503 128,1764 0,5458 3,4035 3,4038
CcU 64 X 64r Pas de résultat rapporté

CHEOPS-2D 64 x 128 5,6624 121,9893  186,5990 127,6179  0,5470 3,4186 3,4270
UM 60 x 68r 5,034 141,566 230,08 7153,011 0,551 3,63 3,665
vT 64 X 64 2.10% 5,9556 143,6047 229,3043 152,5447 0,5516 3,6535 3,6542
CU 64 X 64r . Pas de résultat rapporté

CHEOPS-2D 64 x 128 5,8747 137,4777 224,2830 148,4133 0,5531 3,6163 3,6353
UM 60 x 681 6,569 178,912 308,928 -197,085 0,561 1,1 1,182
vT 64 X 64 5 Etat final instationnaire

CuU 64 X 64r 5.10 Pas de résultat rapporté

CHEOPS-2D 64x128 Etat final instationnaire

UM 60 x 68r 7,318 226,266 408,774 2253,058 0,566 4,651 4,788
vT ¢ 64 x 64 106 10,0108 268,4870 403,0670 0,0000 0,5466 6,7282 6,7316
CU 64 X 64r Pas de résultat rapporté

CHEOPS-2D 64x128 Etat final instationnaire
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TABLE B.14 — Comparaison des résultats de CHEOPS-2D en géométrie quasi-

cartésienne (f = 0,9999; Ry = 1) avec ceux d’autres codes : approximation

anélastique-liquide
au tableau 3.2.

(i =

1,25). Les notations sont les mémes que celles utilisées

Code Ng X Ny Ra Nu ‘7R1\JS \7;]‘?;,5 < Vs“rf > <T> < Hvis > | < ﬁad > |
UM 60 X 68r 1,779 17,385 26,438 16,675 0,495 0,886 0,899
vT 64 X 64 104 1,8202 17,9566 27,6953 17,5333 0,4944 0,9208 0,9207
CU 64 X 64r 1,8200 17,9000 27,7000 17,5000 0,4947 0,9210 0,9219
CHEOPS-2D 64 x 128 1,8196 17,9010 27,6691 17,5291 0,4945 0,9217 0,9221
UM 60 X 68r 2,029 26,895 41,681 26,282 0,497 1,177 1,195
vT 64 x 64 2.10% 2,0712 27,7083 43,2727 27,3967 0,4967 1,2146 1,2146
CuU 64 X 64r : 2,0700 27,6000 43,3000 27,4000 0,4969 1,2151 1,2166
CHEOPS-2D 64 x 128 2,0700 27,5595 43,2332 27,3813  0,4968 1,2169 1,2181
UM 60 X 68r 2,36 43,465 70,45 43,666 0,501 1,581 1,604
vT 64 X 64 5.104 2,3919 44,4493 71,8972 44,6742 0,5006 1,6145 1,6147
CU 64 X 64r : 2,3900 44,1000 71,9000 44,7000 0,5008 1,6163 1,6204
CHEOPS-2D 64 x 128 2,3861 43,8852 71,6388 44,4697 0,5009 1,6179 1,6219
UM 60 X 68r 2,859 52,269 64,505 1,185 0,491 2,187 2,242
vT 64 x 64 105 2,5597 56,5646 96,4695 57,0013 0,5031 1,8492 1,8499
cu“ 64 X 64r 2,8900 52,8000 64,3000 40,5000 0,4915 2,2390 2,2478
CHEOPS-2D% 64 x 128 2,8926 52,9411 64,3507 0,0207  0,4917 2,2552 2,2646
UM 60 X 68r 3,424 78,121 102,7 1,135 0,493 2,879 2,958
vT* 64 X 64 2.10° 3,4626 79,8860 102,7942 0,0000 0,4933 2,9410 2,9422
cu“ 64 X 64r : 3,4600 78,5000 102,7000 64,6000 0,4933 2,9472 2,9651
CHEOPS-2D* 64 x 128 3,4593 78,5975 102,7169 0,0090 0,4936 2,9840 3,0054
UM?* 60 X 68r Pas de résultat rapporté

vT® 64 x 64 5.105 4,2500 120,7501 177,4668 0,0000 0,4941 3,9622 3,9656
cu? 64 X 64r : 4,2400 117,6000 177,5000 109,9000 0,4938 3,9817 4,0270
CHEOPS-2D ¢ 64 x 128 4,2268 116,6606 176,4885 0,0167 0,4945 4,0174 4,0762
UM 60 X 68r Pas de résultat rapporté

vT 64 x 64 106 }?tat final instationnaire

CcuU 64 X 64r Etat final instationnaire

CHEOPS-2D 64 x 128 Etat final instationnaire
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TABLE B.15 — Comparaison des résultats de CHEOPS-2D en géométrie quasi-
cartésienne (f = 0,9999; Ry = 1) avec ceuxr d’autres codes : approximation
anélastique-liquide (Di = 1,5). Les notations sont les mémes que celles utilisées
au tableau 3.2.

Code ng X ng Ra Nu Vams ypurf  ogswlf S o7 s < Hy > | < Hyg > |
UM 60 X 68r 1,285 9,835 16,242 9,683 0,479 0,393 0,396
vT 64 x 64 104 1,3107 10,2396 17,2320 10,3023 0,4783 0,4166 0,4167
CU 64 X 64r 1,3100 10,2000 17,2000 10,3000 0,4786 0,4167 0,4174
CHEOPS-2D 64 x 128 1,3104 10,2028 17,2171 10,2938 0,4783 0,4169 0,4172
UM 60 X 68r 1,391 15,99 26,831 15,746 0,476 0,579 0,579
vT 64 X 64 2.10% 1,4213 15,6609 26,7156 15,4916 0,4760 0,5713 0,5715
CU 64 X 64r : 1,4200 15,6000 26,7000 15,5000 0,4763 0,5720 0,5733
CHEOPS-2D 64 x 128 1,4207 15,5547 26,6712 15,4704  0,4760 0,5722 0,5730
UM 60 X 68r 1,758 28,758 51,953 18,826 0,495 1,236 1,19
vT 64 X 64 5.10% 1,5695 25,0036 44,5456 23,8607 0,4742 0,7901 0,7905
cu® 64 X 64r : 1,7100 23,4000 29,5000 18,6000 0,4621 0,9910 0,9944
CHEOPS-2D* 64 x 128 1,7130 23,3682 29,4848 0,0022 0,4620 0,9931 0,9960
uM* 60 X 68r 1,973 36,141 47,779 0,29 0,461 1,362 1,406
vT® 64 X 64 105 1,9972 37,1300 48,3021 0,0000 0,4609 1,3977 1,3985
cu“ 64 X 64r 2,0000 36,6000 48,3000 30,2000 0,4611 1,4009 1,4080
CHEOPS-2D® 64 x 128 1,9964 36,6156 48,2974 0,0060 0,4611 1,4086 1,4157
uM* 60 X 68r 2,306 53,947 76,153 0,136 0,46 1,863 1,93
vt® 64 X 64 2.10° 2,3306 55,4384 76,9096 0,0000 0,4605 1,8944 1,8959
cu® 64 X 64r : 2,3300 54,4000 76,9000 47,7000 0,4606 1,9004 1,9141
CHEOPS-2D* 64 x 128 2,3286 54,3132 76,8487 0,0109 0,4607 1,9177 1,9342
UM?* 60 X 68r Pas de résultat rapporté

vT® 64 X 64 5.10° 2,8077 86,2791 133,5982 0,0000 0,4600 2,6256 2,6296
cu® 64 X 64r o 2,8000 83,9000 133,7000 80,7000 0,4599 2,6473 2,6804
CHEOPS-2D ¢ 64 x 128 2,8000 83,5895 133,1208 0,0208 0,4603 2,6766 2,7203
UM 60 x 68r Pas de résultat rapporté

vT 64 X 64 106 ]i:tat final instationnaire

CU 64 X 64r Etat final instationnaire

CHEOPS-2D 64 x 128 Etat final instationnaire
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TABLE B.16 — Comparaison des résultats de CHEOPS-2D en géométrie quasi-
cartésienne (f = 0,9999; Ry = 1) avec ceux d’autres codes : approximation
anélastique-liquide (Di = 1,75). Mémes notations qu’au tableau 3.2.

Code ng X Nz Ra Nu Vams vguf  cpsurf 5 P s CHye > < Hpq > |
UM 60 X 68r Pas de résultat rapporté
VT 64 x 64 104 1,1087 5,6011 11,6070 6,6056 0,4786 0,1773 0,1774
CU 64 X 64r Pas de résultat rapporté
CHEOPS-2D 64 x 128 1,1086 5,5856 11,5900 6,5986  0,4786 0,1773 0,1774
UM 60 X 68r Pas de résultat rapporté
vT 64 x 64 2.10% 1,1678 9,1330 18,7729 10,1553 0,4709 0,2731 0,2733
CU 64 X 64r : Pas de résultat rapporté
CHEOPS-2D 64 x 128 1,1676 9,0810 18,7295 10,1380  0,4709 0,2732 0,2735
UM 60 X 68r Pas de résultat rapporté
vTe 64 x 64 5104 1,3158 15,2527 22,8298 0,0000 0,4487 0,5109 0,5114
CU 64 X 64r . Pas de résultat rapporté
CHEOPS-2D* 64 x 128 1,3155 15,1081 22,8029 0,0009 0,4488 0,5119 0,5132
UM 60 X 68r Pas de résultat rapporté
vT* 64 x 64 105 1,4318 23,6624 36,1449 0,0000 0,4391 0,7063 0,7072
CU 64 X 64r Pas de résultat rapporté
CHEOPS-2D% 64 x 128 1,4314 23,3163 36,1060 0,0028  0,4393 0,7097 0,7131
UM 60 X 68r Pas de résultat rapporté
vTe 64 x 64 9.10° 1,5795 35,3013 56,0252 0,0000 0,4327 0,9618 0,9636
CU 64 X 64r . Pas de résultat rapporté
CHEOPS-2D* 64 x 128 1,5794 34,5839 56,0175 0,0071 0,4328 0,9713 0,9795
UM 60 X 68r Pas de résultat rapporté
vT* 64 x 64 5.10° 1,8236 57,1250 97,1252 0,0000 0,4278 1,3926 1,3968
CU 64 X 64r : Pas de résultat rapporté
CHEOPS-2D% 64 x 128 1,8248 55,5841 97,1134 0,0188  0,4279 1,4214 1,4442
UM 60 X 68r Pas de résultat rapporté
vTe 64 x 64 106 2,0272 79,3737 142,6095 0,0000 0,4256 1,7570 1,7653
CU 64 X 64r Pas de résultat rapporté
CHEOPS-2D ¢ 64 x 128 2,0312 76,9467 142,9291 0,0340 0,4256 1,8174 1,8627
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TABLE B.17 — Comparaison des résultats de CHEOPS-2D en géométrie quasi-

cartésienne (f = 0,9999; Ry = 1) avec ceuxr d’autres codes : approximation
anélastique-liquide (Di = 2). Mémes notations qu’au tableau 3.2.

Code ng X ng Ra Nu Vams vourf  cgswf S o7 s < Hy > | < Hyg > |
UM 60 X 68r Pas de résultat rapporté

VT 64 x 64 104 1,0000 0,0001 0,0000 0,0000 0,5000 0,0000 0,0002
cuU 64 x 64r 1,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,5000 0,0000 0,0000
CHEOPS-2D 64 x 128 1,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,5000 0,0000 0,0000
UM 60 X 68r Pas de résultat rapporté

vT 64 x 64 4 1,0784 5,8394 14,0303 7,1726 0,4817 0,1478 0,1481
CU 64 x 64r 10 1,0900 5,8000 14,1000 7,2000 0,4837 0,1496 0,1501
CHEOPS-2D 64 x 128 1,0784 5,8078 14,0014 7,1601 0,4817 0,1478 0,1479
UM 60 X 68r Pas de résultat rapporté

vTe 64 x 64 104 1,1718 10,8346 19,1455 0,0000 0,4602 0,3176 0,3183
cu“® 64 X 64r : 1,1800 10,8000 19,2000 12,1000 0,4611 0,3195 0,3209
CHEOPS-2D* 64 x 128 1,1719 10,7399 19,1124 0,0003 0,4603 0,3181 0,3186
UM 60 X 68r Pas de résultat rapporté

vT* 64 x 64 105 1,2344 17,0521 30,2104 0,0000 0,4493 0,4366 0,4377
cu“ 64 X 64r 1,2400 16,9000 30,3000 18,8000 0,4500 0,4386 0,4408
CHEOPS-2D* 64 x 128 1,2344 16,8272 30,1562 0,0015 0,4495 0,4379 0,4393
UM 60 X 68r Pas de résultat rapporté

vTe 64 x 64 105 1,2988 25,3235 45,8115 0,0000 0,4394 0,5633 0,5655
cue 64 x 64r : 1,3000 24,9000 45,8000 27,9000 0,4396 0,5644 0,5683
CHEOPS-2D* 64 x 128 1,2988 24,8494 45,7520 0,0043 0,4396 0,5669 0,5702
UM 60 X 68r Pas de résultat rapporté

vT* 64 X 64 105 1,3899 40,1472 76,5227 0,0000 0,4271 0,7503 0,7550
cu“ 64 X 64r : 1,3900 39,1000 76,5000 44,7000 0,4270 0,7522 0,7603
CHEOPS-2D* 64 x 128 1,3898 39,0370 76,2714 0,0120 0,4273 0,7591 0,7683
UM 60 X 68r Pas de résultat rapporté

vTe 64 x 64 106 1,4591 54,6776 109,4483 0,0000 0,4188 0,8948 0,9036
cu“® 64 X 64r 1,4500 52,8000 109,3000 60,6000 0,4179 0,8977 0,9111
CHEOPS-2D ¢ 64 x 128 1,4796 53,5279 114,1629 0,0234 0,4184 0,9402 0,9412
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TABLE B.18 — Comparaison des résultats de CHEOPS-2D en géométrie quasi-
cartésienne (f = 0,999) avec ceur d’autres codes : viscosité variable. Approzima-
tion de BOUSSINESQ (Di = 0), anélastique-liquide (Di # 0) tronquée (CT, CZ,
KS, CHEOPS-2D) ou compléte (UM, VT, CU, CHEOPS-2D); Ra,, = 10* et
An = 103. Les valeurs sont extraites du benchmark de King et al. (2010). Le cas 2(a)
de Blankenbach et al. (1989) est également reporté. Pour comparaison, un exemple

a f = 10,9999 est indiqué (*). Les notations sont les mémes que celles utilisées au
tableau 5.2.

Code ng X n, Di Nu VRMS veurf < vsurf 5 < T > < Hye > | <Hpg > |
UM 60 X 68r 10,041 478,600 143,000 98,200 0,000 0 0
vT 64 x 64 10,076 495,080 143,780 98,761 0,741 0 0
cuU 64 x 64r 10,060 485,300 144,100 98,900 0,740 0 0
CcT 64 x 64 0 10,079 485,860 143,763 98,748 0,741 0 0
CZ 70 X 70 10,060 490,940 138,530 95,150 0,752 0 0
KS 128 x 128 10,086 487,960 146,120 100,240 0,736 0 0
CHEOPS-2D 64 x 128 10,139 480,158 146,020 100,350 0,740 0 0
CHEOPS-2D* 64 x 128 10,141 480,387 145,974 100,317 0,740 0 0
Blankenbach 2(a) 10,066 480,430
UM 60 X 63r 7,670 370,057 118,106 80,746 0,707 1,636 1,633
VT 64 x 64 0.95 7,710 381,690 118,600 81,090 0,707 1,644 1,647
cuU 64 x 64r J 7,680 371,700 118,500 81,000 0,706 1,643 1,650
CHEOPS-2D 64 x 128 7,749 373,792 120,141 82,250 0,707 1,653 1,662
TCerT T T T T T eaxed T T T 7,739~ 377,130 ~ 121,236 82,956 0,706 1,522 1,660
CZ 70 X 70 0.25 7,680 366,090 118,920 81,390 0,705 1,605 1,607
KS 128 x 128 ’ 7,796 374,150 122,340 83,729 0,704 1,653 1,635
CHEOPS-2D 64 x 128 7,827 376,928 122,799 84,143 0,706 1,689 1,677
UM 60 X 63r 5,424 238,631 86,455 58,703 0,658 2,101 2,106
VT 64 x 64 o5 5,470 247,660 87,020 59,100 0,658 2,122 2,126
cuU 64 X 64r ’ 5,450 238,400 86,700 58,900 0,658 2,108 2,111
CHEOPS-2D 64 x 128 5,471 239,877 87,498 59,521 0,658 2,139 2,153
TCrT T T T T T eaxed T T T 5,526 244,390 90,989 61,944 0,657 2,026 - 2,158
CZ 70 X 70 0.5 5,520 238,240 90,320 61,490 0,655 2,089 2,075
KS 128 x 128 ’ 5,629 245,980 92,468 63,004 0,657 2,180 2,121
CHEOPS-2D 64 x 128 5,586 242,535 91,350 62,292 0,657 2,234 2,186
UM 60 X 63r 2,476 90,879 38,398 24,829 0,557 1,300 1,330
VT 64 x 64 L 2,520 96,790 39,460 25,560 0,557 1,352 1,358
cuU 64 X 64r 2,390 89,500 16,800 10,700 0,556 1,257 1,267
CHEOPS-2D 64 x 128 2,509 93,687 39,375 25,503 0,557 1,374 1,388
TerT T T T T T eaxed T T T 2,594~ 95,487~ 43,399 28,187 0,558 1,378 1 1,393 ~
CZ 70 X 70 1 2,610 92,170 43,510 28,340 0,555 1,346 1,312
KS 128 x 128 2,663 93,893 44,601 29,115 0,558 1,443 1,354
CHEOPS-2D 64 x 128 2,611 95,533 43,077 27,955 0,558 1,500 1,422
UM 60 X 63r 1,650 16,188 22,897 14,053 0,508 0,692 0,716
VT 64 X 64 L5 1,670 49,740 23,640 14,480 0,509 0,728 0,734
cuU 64 X 64r ’ 1,690 47,200 12,000 7,600 0,506 0,758 0,765
CHEOPS-2D 64 x 128 1,674 48,836 23,802 14,617 0,509 0,753 0,762
Tor T T eaxe4 T 1,722~ 49,082 26,365 16,078 0,510 0,762 ( 0,751 ~
cz 70 x 70 L5 1,710 46,310 25,700 15,690 0,508 0,701 0,680
KS 128 x 128 ’ Pas de résultat rapporté
CHEOPS-2D 64 x 128 1,739 50,060 26,532 16,201 0,510 0,839 0,782
UM 60 X 68r Etat final instationnaire
VT 64 X 64 s 1,290 21,340 17,150 10,410 0,478 0,367 0,374
cuU 64 X 64r ’ 1,280 18,400 8,500 5,400 0,475 0,353 0,355
CHEOPS-2D 64 x 128 1,292 20,949 17,171 10,443 0,478 0,372 0,375
Tor T T eaxe4 T 1,328~ 21,942 19,483 11,756 0,478 0,402 0,386
cz 70 x 70 s 1,290 19,540 18,290 10,990 0,475 0,341 0,328
KS 128 x 128 ’ Pas de résultat rapporté
CHEOPS-2D 64 x 128 1,338 22,036 19,518 11,783 0,479 0,432 0,393
UM 60 X 68r Etat final instationnaire
VT 64 X 64 ) 1,000 0,000 0,000 0,000 0,500 0,000 0,000
cuU 64 X 64r 1,000 0,000 0,000 0,000 0,500 0,000 0,000
CHEOPS-2D 64 x 128 1,063 6,754 9,518 5,542 0,487 0,103 0,103
B N U Etat final instationnaire T
CZ 70 X 70 9 Pas de résultat rapporté
KS 128 x 128 Pas de résultat rapporté

CHEOPS-2D 64 x 128 1,085 7,441 11,213 6,415 0,486 0,132 0,116



Bibliographie

Andrade E. N. da C. (1910), On the viscous flow in metals, and allied phenom-
ena, Proceedings of the Royal Society of London (Section A), 84 (567), 1-12.
Cité page 46.
Arrhenius S. (1887), Uber die Reaktionsgeschwindigkeit bei der Inversion von
Rohrzucker durch Sauren, Zeitschrift fiir Physikalische Chemie, Stéchiometrie und
Verwandtschaftslehre, 4, 226-248. 4 citations pages 65, 105, 242 et 319.

Aubert J., Gillet N. et Cardin P. (2003), Quasigeostrophic models of convection
in rotating spherical shells, Geochemistry, Geophysics, Geosystems, 4 (7), 1052—
1070. 2 citations pages 86
et §8.

Backus J. W., Herrick H. et Ziller 1. (1954), Preliminary Report: Specifications
for the IBM Mathematical FORmula TRANslating System, FORTRAN, Program-
ming Research Group, Applied Science Division, International Business Machines
Corporation, New York (Etats-Unis), 29 p. Cité page 150.

Baumgardner J. R. (1985), Three-dimensional treatment of convective flow in the

Earth’s mantle, Journal of Statistical Physics, 39 (5-6), 501-511.  Cité page 7/.

Baumgardner J. R. et Frederickson P. O. (1985), Icosahedral discretization of the
two-sphere, SIAM Journal on Numerical Analysis, 22 (6), 1107-1115. 2 citations
pages 74 et 76.

Becker T. W. et Kawakatsu H. (2011), On the role of anisotropic viscosity for
plate-scale flow, Geophysical Research Letters, 38 (17), L17307. Cité page 51.

Bénard H. (1900), Les tourbillons cellulaires dans une nappe liquide, Re-
vue Générale des Sciences Pures et Appliquées, 11, 1261-1271 et 1309-1328.
Cité page 72.

Benjamin D., Wahr J., Ray R. D., Egbert G. D. et Desai S. D. (2006), Constraints
on mantle anelasticity from geodetic observations, and implications for the J
anomaly, Geophysical Journal International, 165 (27), 3-16. Cité page 289.

343



344 Bibliographie

Bercovici D. (2007), Mantle dynamics past, present, and future: An introduction
and overview. In : Treatise on Geophysics (Schubert G., éd.), vol. 7, Elsevier,
Amsterdam (Pays-Bas), chap. 1, 1-30. Cité page /8.
Bercovici D., Schubert G. et Glatzmaier G. A. (1989), Three-dimensional spher-
ical models of convection in the Earth’s mantle, Science, 244 (4907), 950-955.

Cité page 61.
Bercovici D., Schubert G. et Glatzmaier G. A. (1992), Three-dimensional convec-
tion of an infinite-Prandtl-number compressible fluid in a basally heated spherical
shell, Journal of Fluid Mechanics, 239, 683-719. Cité page 250.

Besserer J., Tobie G., Choblet G. et Mocquet A. (201x), Coupling heat transfer
and tidal dissipation with CHEOPS-2D: Role of compressibility, en préparation.
2 citations pages 150 et 219.

Bills B. G. (2005), Free and forced obliquities of the Galilean satellites of Jupiter,
Icarus, 175 (1), 233-247. Cité page 221.
Biot M. A. (1954), Theory of stress-strain relations in anisotropic viscoelastic-
ity and relaxation phenomena, Journal of Applied Physics, 25 (11), 1385-1391.
4 citations pages 37, 223, 225 et 238.
Bland M. T., Showman A. P. et Tobie G. (2009), The orbital thermal evolution
and global expansion of Ganymede, Icarus, 200 (1), 207-221. 2 citations pages
232 et 312.
Blankenbach B., Busse F., Christensen U., Cserepes L., Gunkel D., Hansen U.,
Harder H., Jarvis G., Koch M., Marquart G., Moore D., Olson P., Schmeling H.
et Schnaubelt T. (1989), A benchmark comparison for mantle convection codes,
Geophysical Journal International, 98 (1), 23-38. 15 citations pages wiii, 178,
179, 180, 181, 182, 183, 184, 185, 186, 187, 188, 191, 241 et 342.
Brandt A. (1977), Multi-level adaptive solutions to boundary-value problems,
Mathematics of Computation, 31 (8), 333-390. 2 citations pages 125 et 2/0.

Brandt A. et Livne O. E. (2011), Multigrid Techniques: 1984 Guide with Appli-
cations to Fluid Dynamics, Revised Edition, Society for Industrial and Applied
Mathematics, Philadelphie (Etats-Unis), chap. 17, 135-142. Cité page 98.

Briggs W. L., Henson V. E. et McCormick S. F. (2000), A Multigrid Tutorial (2¢
éd.), Society for Industrial and Applied Mathematics, Philadelphie (Etats-Unis),
193 p. 3 citations pages 128, 163 et 166.

Brown M. E., Bouchez A. H., Rabinowitz D., Sari R., Trujillo C. A., van Dam
M., Campbell R., Chin J., Hartman S., Johansson E., Lafon R., Le Mignant D.,
Stomski P., Summers D. et Wizinowich P. (2005), Keck observatory laser guide

star adaptive optics discovery and characterization of a satellite to the large Kuiper
belt object 2003 ELg;, The Astrophysical Journal, 632 (1), L45-1.48. Cité page 7.



Bibliographie 345

Béhounkovéa M., Tobie G., Choblet G. et Cadek O. (2010), Coupling mantle con-
vection and tidal dissipation: Applications to Enceladus and Earth-like planets,
Journal of Geophysical Research, 115 (E9), E09011. 14 citations pages 3, /4,
219, 222, 231, 232, 233, 239, 246, 247, 248, 249, 253 et 280.

Béhounkova M., Tobie G., Choblet G. et Cadek O. (2011), Tidally induced ther-
mal runaways on extrasolar Earths: Impact on habitability, The Astrophysical
Journal, 728 (2), 89-95. 10 citations pages 3, 44, 232, 233, 239, 243, 246, 247, 248
et 249.

Béhounkova M., Tobie G., Choblet G. et Cadek O. (2012), Tidally-induced melt-
ing events as the origin of south-pole activity on Encedalus, Icarus (sous presse).

Cité page 233.

Cameron A. G. W. et Ward W. R. (1976). The Origin of the Moon. In : Lunar

and Planetary Institute Conference Abstracts, vol. 7, 120-122. Cité page 505.
Carslaw H. S. et Jaeger J. C. (1995), Conduction of Heat in Solids (2¢ éd.), Oxford
University Press, Oxford (Royaume-Uni), 526 p. Cité page 169.

Castillo J., Mocquet A. et Sotin C. (2000), Détecter la présence d’un océan dans
Europe a partir de mesures altimétriques et gravimétriques, Comptes Rendus de
I’Académie des Sciences - Série IIA - Sciences de la Terre et des planétes, 330 (9),
659-666. Cité page 220.

Castillo-Rogez J. C., Efroimsky M. et Lainey V. (2011), The tidal history of
Iapetus: Spin dynamics in the light of a refined dissipation model, Journal of
Geophysical Research, 116 (E9), E09008. 2 citations pages /6 et 288.

Cathles L. M. (1975), The Viscosity of the Earth Mantle, Princeton University
Press, Princeton (Etats-Unis), chap. 2, 23-29. 2 citations pages 223, 225 et 238.

Charbonneau D., Berta Z. K., Irwin J., Burke C. J., Nutzman P., Buchhave L. A.,
Lovis C., Bonfils X., Latham D. W., Udry S., Murray-Clay R. A., Holman M. J.,
Falco E. E., Winn J. N.; Queloz D., Pepe F., Mayor M., Delfosse X. et Forveille
T. (2009), A super-Earth transiting a nearby low-mass star, Nature, 462 (7275),

891-894. Cité page 2.
Charney J. G., Fjgrtoft R. et von Neumann J. (1950), Numerical integration of
the barotropic vorticity equation, Tellus, 2 (3), 237-254. 2 citations pages 70
et 71.

Choblet G. (2005), Modelling thermal convection with large viscosity gradients
in one block of the “cubed sphere”, Journal of Computational Physics, 205 (1),
269-291. 3 citations pages 75, 150 et 240.

Choblet G., Cadek O., Couturier F. et Dumoulin C. (2007), (EDIPUS: a new tool
to study the dynamics of planetary interiors, Geophysical Journal International,
170 (1), 9-30. 8 citations pages 75, 70, 135, 145, 150, 211, 219 et 310.



346 Bibliographie

Coulomb J. et Jobert G. (1972), Traité de Géophysique Interne. Tome I : Sis-
mologie et Pesanteur, Masson et Cie, Paris (France), 646 p. 3 citations pages 15,
19 et 270.

Courant R., Friedrichs K. et Lewy H. (1928), Uber die partiellen Differenzengle-
ichungen der mathematischen Physik, Mathematische Annalen, 100 (1), 32-74.
3 citations pages 135, 157 et 146.

Curie P. (1894), Sur la symétrie dans les phénoménes physiques, symétrie d'un
champ électrique et d’'un champ magnétique, Journal de Physique Théorique et
Appliquée, 3 (1), 393-415. Cité page 7/.

Davaille A. et Jaupart C. (1993), Transient high-Rayleigh-number thermal con-
vection with large viscosity variations, Journal of Fluid Mechanics, 253, 141-166.

Clité page 73.
Deardorff J. W. (1964), A numerical study of two-dimensional parallel-plate con-
vection, Journal of Atmospheric Sciences, 21 (4), 419-438. 2 citations pages 71
et 72.

Deparis V. et Legros H. (2000), Voyage a I’Intérieur de la Terre : De la Géographie
Antique a la Géophysique Moderne. Une Histoire des Idées, Paris (France), 630 p.
Clité page 48.

Deparis V. et Legros H. (201x), Une Histoire de la Force de Marée des Anciens a
Laplace, ouvrage en préparation. 2 citations pages 12 et 1/.

Deschamps F. (1997), Convection de Rayleigh-Bénard a viscosité variable. Appli-
cations géophysiques et planétologiques, thése de doctorat, Université de Paris XI.
250. Clité page 166.
Dickey J. O., Bender P. L., Faller J. E., Newhall X. X., Ricklefs R. L., Ries J. G.,
Shelus P. J.; Veillet C., Whipple A. L., Wiant J. R.; Williams J. G. et Yoder
C. F. (1994), Lunar Laser Ranging: A continuing legacy of the Apollo program,
Science, 265 (5171), 482-490. 2 citations pages 9 et 26.

Dziewonski A. M. et Anderson D. L. (1981), Preliminary reference Earth model,
Physics of the Earth and Planetary Interiors, 25 (4), 297-356. Cité page 2/5.

Efroimsky M. (2012), Bodily tides near spin-orbit resonances, Celestial Mechanics
and Dynamical Astronomy, 112 (3), 283-330. Cité page /6.

Efroimsky M. et Williams J. G. (2009), Tidal torques: a critical review of some
techniques, Celestial Mechanics and Dynamical Astronomy, 104 (3), 257-289.
Clité page 276.

Egbert G. D. et Ray R. D. (2000), Significant dissipation of tidal energy in the
deep ocean inferred from satellite altimeter data, Nature, 405 (6788), 775-778.
Cité page 26.



Bibliographie 347

Faul U. H. et Jackson I. (2005), The seismological signature of temperature and
grain size variations in the upper mantle, Farth and Planetary Science Letters,
234 (1-2), 119-134. Cité page /5.

Fienga A., Manche H., Laskar J. et Gastineau M. (2008), INPOP06: a new
numerical planetary ephemeris, Astronomy and Astrophysics, 477 (1), 315-327.
Cité page 2806.

Fischer H.-J. et Spohn T. (1990), Thermal-orbital histories of viscoelastic models

of To (J1), Icarus, 83 (1), 39-65. Cité page 232.
Fornberg B. (1998), A Practical Guide to Pseudospectral Methods, Cambridge
University Press, Cambridge (Royaume-Uni), chap. 5, 89-93. Cité page 98.

Forveille T., Bonfils X., Delfosse X., Alonso R., Udry S., Bouchy F., Gillon M.,
Lovis C., Neves V., Mayor M., Pepe F., Queloz D., Santos N. C., Segransan D.,
Almenara J. M., Deeg H. et Rabus M. (2012), The HARPS search for southern
extra-solar planets XXXII. Only 4 planets in the Gl 581 system, Astronomy and
Astrophysics. Soumis. 3 citations pages 2, 9 et 233.

Frank-Kamenetskii D. A. (1938), The temperature distribution in a reaction vessel
and the stationary theory of thermal explosions, Comptes Rendus (Doklady) de
I’Académie des Sciences de I’'URSS, XVIII (7), 413-414. 3 citations pages 67,
105 et 319.

Frank-Kamenetskii D. A. (1969), Diffusion and Heat Transfer in Chemical Kinet-
ics, Plenum Press, New York (Etats-Unis), chap. VI, 300-373. 4 citations pages
67, 105, 242 et 319.

Fressin F., Torres G., Rowe J. F., Charbonneau D., Rogers L. A., Ballard S.,
Batalha N. M., Borucki W. J.; Bryson S. T., Buchhave L. A., Ciardi D. R.,
Désert J.-M., Dressing C. D., Fabrycky D. C.,; Ford E. B., Gautier, III T. N.,
Henze C. E., Holman M. J., Howard A., Howell S. B., Jenkins J. M., Koch D. G.,
Latham D. W., Lissauer J. J., Marcy G. W., Quinn S. N., Ragozzine D., Sasselov
D. D., Seager S., Barclay T., Mullally F., Seader S. E., Still M., Twicken J. D.,
Thompson S. E. et Uddin K. (2012), Two Earth-sized planets orbiting Kepler-20,
Nature, 482 (7384), 195-198. Cité page 2.

Fromm J. E. (1965), Numerical solutions of the nonlinear equations for a heated
fluid layer, The Physics of Fluids, 8 (10), 1757-1769. Cité page 71.

Futterer B., Gellert M., von Larcher T. et Egbers C. (2008), Thermal convec-
tion in rotating spherical shells: An experimental and numerical approach within
GeoFlow, Acta Astronautica, 62 (4-5), 300-307. Cité page 73.

Garrigues J. (2007), Fondements de la Mécanique des Milieuz Continus, Hermeés
Science Publications-Lavoisier, Paris (France), 250 p. Cité page /8.



348 Bibliographie

Gerya T. V. (2010), Numerical Geodynamic Modelling, Cambridge University
Press, Cambridge (Royaume-Uni), 345 p. 5 citations pages 75, 95, 96, 166 et 205.

Glatzmaier G. A. (1988), Numerical simulations of mantle convection: time-
dependent, three-dimensional, compressible, spherical shell, Geophysical and As-
trophysical Fluid Dynamics, 43 (2), 223-264. Cité page 75.
Godunov S. K. (1959), A finite difference scheme for numerical computation of
discontinuous solutions of equations of fluid dynamics, Matematicheskii Sbornik
(N.S.), 47(89) (3), 271-306. 4 citations pages 140, 11, 1/4 et 240.
Grasset O. et Parmentier E. M. (1998), Thermal convection in a volumetrically
heated, infinite Prandtl number fluid with strongly temperature-dependent vis-

cosity: Implications for planetary evolution, Journal of Geophysical Research,
103 (B8), 18171-18181. Cité page 291.

Gurnis M. et Zhong S. (1991), Generation of long wavelength heterogeneity in the
mantle by the dynamic interaction between plates and convection, Geophysical
Research Letters, 18 (4), 581-584. Cité page 77.
Harlow F. H. et Welch J. E. (1965), Numerical calculation of time-dependent
viscous incompressible flow of fluid with free surface, Physics of Fluids, 8 (12),

2182-2189. C'ité page 97.
Hartmann W. K. et Davis D. R. (1975), Satellite-sized planetesimals and lunar
origin, Icarus, 24 (4), 504-514. Cité page 505.

Haruyama J., Ohtake M., Matsunaga T., Morota T., Honda C., Yokota Y., Abe
M., Ogawa Y., Miyamoto H., Iwasaki A., Pieters C. M., Asada N., Demura H.,
Hirata N., Terazono J., Sasaki S., Saiki K., Yamaji A., Torii M. et Josset J.-L.
(2009), Long-Lived Volcanism on the Lunar Farside Revealed by SELENE Terrain
Camera, Science, 323 (5916), 905-908. Cité page 305.

Henning W. G., O’Connell R. J. et Sasselov D. D. (2009), Tidally heated terrestrial
exoplanets: Viscoelastic response models, The Astrophysical Journal, 707 (2),
1000-1015. 2 citations pages 3 et 232.

Hernlund J. W. et Tackley P. J. (2008), Modeling mantle convection in the spheri-
cal annulus, Physics of the Earth and Planetary Interiors, 171 (1-4), 48-54. 27 ci-
tations pages xiv, 79, 80, 81, 82, 85, 87, 103, 155, 178, 203, 204, 205, 200, 207, 208,
212, 213, 214, 215, 216, 220, 234, 237, 240, 241 et 310.

Hewitt J. M., McKenzie D. P. et Weiss N. O. (1975), Dissipative heating in con-
vective flows, Journal of Fluid Mechanics, 68 (4), 721-738. Cité page 250.
Hourdin F. et Armengaud A. (1999), The use of finite-volume methods for atmo-
spheric advection of trace species. Part I: Test of various formulations in a general
circulation model, Monthly Weather Review, 127 (5), 822-837. 3 citations pages
145, 146 et 205.



Bibliographie 349

Hussmann H. et Spohn T. (2004), Thermal-orbital evolution of Io and Europa,
Icarus, 171 (2), 391-410. 2 citations pages 3 et 232.

Hussmann H., Spohn T. et Wieczerkowski K. (2002), Thermal equilibrium states
of Europa’s ice shell: Implications for internal ocean thickness and surface heat
flow, Icarus, 156 (1), 143-151. Cité page 232.

Hiittig C. et Stemmer K. (2008a), Finite volume discretization for dynamic vis-
cosities on Voronoi grids, Physics of the Earth and Planetary Interiors, 171 (1-4),
137-146. b citations pages 15, 95, 155, 190 et 197.

Hiittig C. et Stemmer K. (2008b), The spiral grid: A new approach to discretize
the sphere and its application to mantle convection, Geochemistry, Geophysics,
Geosystems, 9 (2), 2018-2030. 6 citations pages 75, 76, 95, 155, 190 et 197.

Ismail-Zadeh A. et Tackley P. J. (2010), Computational Methods for Geodynamics,
Cambridge University Press, Cambridge (Royaume-Uni), 313 p. 6 citations
pages 64, 65, 96, 135, 143 et 174.

Ita J. et King S. D. (1994), Sensitivity of convection with an endothermic phase
change to the form of governing equations, initial conditions, boundary conditions,
and equation of state, Journal of Geophysical Research, 99 (B8), 15919-15938.

Clité page 62.

Jackson I. (1993), Dynamic compliance from torsional creep and forced oscilla-
tion tests: An experimental demonstration of linear viscoelasticity, Geophysical
Research Letters, 20 (19), 2115-2118. 3 citations pages 46, 288 et 290.

Jacobsen S. B., Remo J. L., Petaecv M. L. et Sasselov D. D. (2009), Hf-W chronom-
etry and the timing of the giant Moon-forming impact on Earth, Lunar and Plan-
etary Science Conference, 40, abstract n° 2054. Cité page 305.

Jarvis G. T. (1993), Effects of curvature on two-dimensional models of mantle con-
vection - Cylindrical polar coordinates, Journal of Geophysical Research, 98 (B3),
4477-4485. 4 citations pages 178, 195, 196 et 237.

Jarvis G. T. (1994), The unifying role of aspect ratio in cylindrical models of
mantle convection with varying degrees of curvature, Geophysical Journal Inter-
national, 117 (2), 419-426. Cité page 79.

Jarvis G. T. et McKenzie D. P. (1980), Convection in a compressible fluid with
infinite Prandtl number, Journal of Fluid Mechanics, 96 (3), 515-583. 7 citations
pages 57, 220, 233, 234, 250, 309 et 317.

Kageyama A. et Sato T. (2004), “Yin-Yang grid” An overset grid in spherical
geometry, Geochemistry, Geophysics, Geosystems, 5 (9), Q09005. 2 citations
pages 75 et 76.



350 Bibliographie

Kantha L. H., Stewart J. S. et Desai S. D. (1998), Long-period lunar fortnightly
and monthly ocean tides, Journal of Geophysical Research, 103 (C6), 12639—
12648. 2 citations pages 289
et 294.

Karato S. et Wu P. (1993), Rheology of the upper mantle: A synthesis, Science,
260 (5109), 771-778. 4 citations pages 66, 105, 290 et 319.

Karato S.-i. (2008), Deformation of Earth Materials: An Introduction to the Rhe-
ology of Solid Farth, Cambridge University Press, Cambridge (Royaume-Uni),
463 p. 4 citations pages 32, 40, 63 et 64.

Kaula W. M. (1961), Analysis of gravitational and geometric aspects of geodetic
utilization of satellites, Geophysical Journal International, 5 (2), 104-133. 2 ci-
tations pages 24 et 320.

Kaula W. M. (1964), Tidal dissipation by solid friction and the resulting orbital
evolution, Reviews of Geophysics and Space Physics, 2 (4), 661-685. 2/ citations
pages 1, 5, 18, 19, 41, 221, 223, 233, 239, 269, 270, 271, 272, 273, 276, 277, 279, 251,
287, 289, 294, 303, 311 et 320.

Kaula W. M. (1966), Theory of Satellite Geodesy. Applications of Satellites to
Geodesy, Dover Publications (2000), Mineola, NY (Etats-Unis), 124 p. 4 citations
pages 24, 270, 271 et 321.

Kennett B. L. N. et Bunge H.-P. (2008), Geophysical Continua, Cambridge Uni-

versity Press, Cambridge (Royaume-Uni), 432 p. Cité page 88.
Kerr R. A. (1984a), Continental Drilling Heading Deeper, Science, 224 (4656),
1418-1420. Cité page 69.

Kerr R. A. (1984b), The deepest hole in the world, Science, 224 (4656), 1420.
Cité page 69.

King S. D., Lee C., van Keken P. E.; Leng W., Zhong S., Tan E., Tosi N. et
Kameyama M. C. (2010), A community benchmark for 2-D Cartesian compressible
convection in the Earth’s mantle, Geophysical Journal International, 180 (1), 73—
87. 20 citations pages i, 00, 62, 123, 178, 179, 181, 184, 188, 190, 191, 192, 193,
195, 199, 241, 317, 323, 32/ et 342.

Konopliv A. S., Binder A. B., Hood L. L., Kucinskas A. B., Sjogren W. L. et
Williams J. G. (1998), Improved Gravity Field of the Moon from Lunar Prospec-
tor, Science, 281 (5382), 1476-1480. Cité page 287.

Lainey V., Arlot J., Karatekin O. et van Hoolst T. (2009), Strong tidal dissipation
in Io and Jupiter from astrometric observations, Nature, 459 (7249), 957-959.
2 citations pages 8 et 232.



Bibliographie 351

Lambeck K. (1979), On the orbital evolution of the Martian satellites, Journal of
Geophysical Research, 84 (B10), 5651-5658. 7 citations pages 18, 269, 271, 272,
273, 27} et 288.

Landau L. D. et Lifshitz E. M. (1970), Theory of Elasticity. In : Course of

Theoretical Physics, vol. 7, Pergamon Press, Oxford (Royaume-Uni), chap. V,
150-162. 2 citations pages 50 et 5.

Landau L. D. et Lifshitz E. M. (1989), Fluid Mechanics. In : Course of Theo-
retical Physics (2¢ éd.), vol. 6, Butterworth-Heinemann, Oxford (Royaume-Uni).
Cité page 159.

Leng W. et Zhong S. (2008), Viscous heating, adiabatic heating and energetic
consistency in compressible mantle convection, Geophysical Journal International,
173 (9), 693-702. 9 citations pages 59, 60, 61, 62, 191, 237, 258, 309 et 315.

Leng W. et Zhong S. (2011), Implementation and application of adaptive mesh
refinement for thermochemical mantle convection studies, Geochemistry, Geo-

physics, Geosystems, 12 (4), Q04006. Cité page 100.
Leveque R. J. (2002), Finite Volume Methods for Hyperbolic Problems, Cambridge
University Press, Cambridge (Royaume-Uni), 578 p. Cité page 1/3.

Love A. E. H. (1909), The yielding of the Earth to disturbing forces, Proceedings
of the Royal Society of London (Series A), 82 (551), 73-88. 2 citations pages 226
et 272.

Machetel P. et Rabinowicz M. (1985), Transitions to a two mode axisymmetrical
spherical convection: application to the Earth’s mantle, Geophysical Research
Letters, 12 (5), 227-230. Cité page 77.

Machetel P. et Yuen D. A. (1986), The onset of time-dependent convection in
spherical shells as a clue to chaotic convection in the Earth’s mantle, Geophysical
Research Letters, 13 (13), 1470-1473. Cité page 77.

McKenzie D. P., Roberts J. M. et Weiss N. O. (1974), Convection in the Earth’s
mantle: towards a numerical simulation, Journal of Fluid Mechanics, 62 (3), 465—

538. Cité page 72.
Meyer J., Elkins-Tanton L. et Wisdom J. (2010), Coupled thermal-orbital evolu-
tion of the early Moon, Icarus, 208 (1), 1-10. Cité page 232.

Mignard F. (1981), Les effets de marée dans 1’évolution des satellites naturels,
Annales de Géophysique, 37 (1), 173-178. Cité page 26.

Mitri G. et Showman A. P. (2008), A model for the temperature-dependence of
tidal dissipation in convective plumes on icy satellites: Implications for Europa
and Enceladus, Icarus, 195 (2), 758-764. Cité page 233.



352 Bibliographie

Molodenskiy S. M. (1976), Changes in the Love numbers during variation of an
Earth structure scheme, Bulletin of the Russian Academy of Sciences: Physics,
2, 13-21. 3 citations pages 223, 238 et 2/2.

Monteux J., Coltice N., Dubuffet F. et Ricard Y. (2007), Thermo-mechanical
adjustment after impacts during planetary growth, Geophysical Research Letters,
34 (24), 1.24201. Cité page 88.

Moore W. B. (2003), Tidal heating and convection in lo, Journal of Geophysical
Research, 108 (E8), 15 :1-6. Cité page 232.

Morabito L. A.,; Synnott S. P., Kupferman P. N. et Collins S. A. (1979), Discovery
of currently active extraterrestrial volcanism, Science, 204 (4396), 972. 2 citations
pages 1 et 8.

Murray C. D. et Dermott S. F. (1999), Solar System Dynamics, Cambridge Uni-
versity Press, Cambridge (Royaume-Uni), 592 p. 4 citations pages 15, 221, 270
et 271.

Nakagawa T. et Tackley P. J. (2010), Influence of initial CMB temperature and
other parameters on the thermal evolution of Earth’s core resulting from ther-
mochemical spherical mantle convection, Geochemistry, Geophysics, Geosystems,
11 (6), Q06001. Cité page 310.

Newton I. (1687), Du mouvement des corps - Livre premier. In : Principes Mathé-
matiques de la Philosophie Naturelle - Traduction par la Marquise du Chdatelet,
Dunod (2005), Paris (France), 25-173. 3 citations pages 13, 1/ et 7/.

Nimmo F., Thomas P. C., Pappalardo R. T. et Moore W. B. (2007), The global
shape of Europa: Constraints on lateral shell thickness variations, Icarus, 191 (1),

183-192. Clité page 232.
Noyelles B. (2005), Effets des Marées sur la Dynamique des Satellites de Jupiter
et de Saturne, thése de doctorat, Observatoire de Paris. 2 citations pages 276
et 277.

Ojakangas G. W. et Stevenson D. J. (1986), Episodic volcanism of tidally heated
satellites with application to lo, Icarus, 66 (2), 341-358. 2 citations pages 2
et 252.

Oldham D., Davies J. H. et Phillips T. N. (2011), Generic polyhedron grid gen-
eration for solving partial differential equations on spherical surfaces, Computers
and Geosciences, 39, 11-17. Cité page 77.

Patankar S. V. (1980), Numerical Heat Transfer and Fluid Flow, Hemisphere,
Washington, D.C. (Etats-Unis), 197 p. 18 citations pages 90, 95, 96, 97, 115, 116,
117, 118, 136, 137, 140, 176 et 240.



Bibliographie 353

Patankar S. V. (1981), A calculation procedure for two-dimensional elliptic situa-
tions, Numerical Heat Transfer, Part A: Applications, 4 (4), 409-425. 2 citations
pages 115 et 2/0.

Patankar S. V. et Spalding D. B. (1972), A calculation procedure for heat, mass
and momentum transfer in three-dimensional parabolic flows, International Jour-

nal of Heat and Mass Transfer, 15 (10), 1787-1806. 2 citations pages 89
et 114.

Peale S. J. et Cassen P. (1978), Contribution of tidal dissipation to lunar thermal
history, Icarus, 36 (2), 245-269. Cité page 1.

Peale S. J., Cassen P. et Reynolds R. T. (1979), Melting of Io by tidal dissipation,
Science, 203 (4383), 892-894. 2 citations pages 1 et 8.

Pearson J. R. A. (1958), On convection cells induced by surface tension, Journal
of Fluid Mechanics, 4 (5), 489-500. Cité page 72.

Pekeris C. L. et Jarosch H. (1958), The free oscillation of the Earth. In : Con-
tribution in Geophysics in Honor of Beno Gutenberg (Benioff H., éd.), Pergamon
Press, Londres (Royaume-Uni), 171-192. 2 citations pages 223 et 238.

Pernice M. (2000), A hybrid multigrid method for the steady-state incompressible
Navier-Stokes equations, Electronic Transactions on Numerical Analysis, 10, 74—
91. 2 citations pages 113
et 117.

Porco C. C., Helfenstein P., Thomas P. C., Ingersoll A. P., Wisdom J., West R.,
Neukum G., Denk T., Wagner R., Roatsch T., Kieffer S., Turtle E., McEwen A.,
Johnson T. V., Rathbun J., Veverka J., Wilson D., Perry J., Spitale J., Brahic
A., Burns J. A., DelGenio A. D., Dones L., Murray C. D. et Squyres S. (2006),
Cassini observes the active south pole of Enceladus, Science, 311 (5766), 1393~
1401. 2 citations pages 1
et 9.

Pouilloux L., Kaminski E. et Labrosse S. (2007), Anisotropic rheology of a cubic
medium and implications for geological materials, Geophysical Journal Interna-
tional, 170 (2), 876-885. Cité page 51.

Rabinowitz D. L., Barkume K., Brown M. E., Roe H., Schwartz M., Tourtellotte
S. et Trujillo C. (2006), Photometric observations constraining the size, shape,
and albedo of 2003 EL61, a rapidly rotating, Pluto-sized object in the Kuiper
Belt, The Astrophysical Journal, 639 (2), 1238-1251. Cité page 7/.

Ray R. D., Eanes R. J. et Chao B. F. (1996), Detection of tidal dissipation in
the solid Earth by satellite tracking and altimetry, Nature, 381 (6583), 595-597.
2 citations pages 289 et 29.



354 Bibliographie

Rayleigh L. (1916), On the convective currents in a horizontal layer of fluid when
the higher temperature is on the under side, Philosophical Magazine, 32 (192),
529-546. 2 citations pages 72 et 75.

Reese C. C., Solomatov V. S. et Moresi L.-N. (1999), Non-newtonian stagnant lid
convection and magmatic resur facing on Venus, Icarus, 139 (1), 67-80. 2 citations
pages 07 et 319.

Ricard Y. (2007), Physics of mantle convection. In : Treatise on Geophysics
(Schubert G., éd.), vol. 7, Elsevier, Amsterdam (Pays-Bas), chap. 2, 31-87.
Clité page 58.
Roberts J. H. et Nimmo F. (2008), Tidal heating and the long-term stability of a
subsurface ocean on Enceladus, Icarus, 194 (2), 675—-689. & citations pages 3, 9,
231, 232 et 233.
Robuchon G., Zhang K. et Nimmo F. (2011), Coupling satellite thermal and
orbital evolution: Application to Enceladus and Dione, EPSC-DPS Joint Meeting,

abstract n°® 1178. 3 citations pages 3, 232 et 312.
Roe P. L. (1986), Characteristic-based schemes for the Euler equations, Annual
Review of Fluid Mechanics, 18, 337-365. 2 citations pages 145 et 240.

Ronchi C., Tacono R. et Paolucci P. S. (1996), The “cubed sphere™ a new method
for the solution of partial differential equations in spherical geometry, Journal of
Computational Physcis, 124 (1), 93-114. Cité page 75.

Ross M. N. et Schubert G. (1989), Evolution of the lunar orbit with temperature-
and frequency-dependent dissipation, Journal of Geophysical Research, 94 (B7),

9533-9544. 7 citations pages 2, 232, 274, 275, 287, 289 et 311.
Salencon J. (2009), Viscoélasticité Pour le Calcul des Structures, Editions de
I’'Ecole polytechnique, Palaiseau (France), 151 p. 2 citations pages 32 et 38.

Schaeffer N. et Cardin P. (2006), Quasi-geostrophic kinematic dynamos at low
magnetic Prandtl number, Farth and Planetary Science Letters, 245 (3-4), 595—
604. Cité page 89.

Schmidt B. E., Blankenship D. D., Patterson G. W. et Schenk P. M. (2011), Active
formation of ‘chaos terrain’ over shallow subsurface water on Europa, Nature,
479 (7374), 502-505. Cité page 312.
Schubert G., Turcotte D. L. et Olson P. (2001), Mantle Convection in the Earth
and Planets, Cambridge University Press, Cambridge (Royaume-Uni), 940 p. 5 ci-
tations pages 48, 168, 237, 309 et 315.
Segatz M., Spohn T., Ross M. N. et Schubert G. (1988), Tidal dissipation, sur-
face heat flow, and figure of viscoelastic models of lo, Icarus, 75 (2), 187-206.
2 citations pages 248 et 250.



Bibliographie 355

Showman A. P. et Malhotra R. (1997), Tidal evolution into the Laplace resonance

and the resurfacing of Ganymede, Icarus, 127 (1), 93—-111. Cité page 312.
Showman A. P., Stevenson D. J. et Malhotra R. (1997), Coupled orbital and
thermal evolution of Ganymede, Icarus, 129 (2), 367-383. 2 citations pages 2
et 232.

Smith D. E., Zuber M. T., Neumann G. A. et Lemoine F. G. (1997), Topogra-
phy of the Moon from the Clementine LIDAR, Journal of Geophysical Research,
102 (E1), 1591-1611. Cité page 286.

Smolarkiewicz P. K. (1984), A fully multidimensional positive definite advec-
tion transport algorithm with small implicit diffusion, Journal of Computational
Physics, 54 (2), 325-362. 2 citations pages 145 et 205.
Sotin C., Head J. W. et Tobie G. (2002), Europa: Tidal heating of upwelling ther-
mal plumes and the origin of lenticulae and chaos melting, Geophysical Research
Letters, 29 (8), 1233. Cité page 312.

Sotin C. et Labrosse S. (1999), Three-dimensional thermal convection in an iso-
viscous, infinite Prandtl number fluid heated from within and from below: appli-
cations to the transfer of heat through planetary mantles, Physics of the Earth
and Planetary Interiors, 112 (3-4), 171-190. Cité page 212.

Sotin C., Tobie G., Wahr J. et McKinnon W. B. (2009), Tides and Tidal Heating
on Europa. In : Europa (Pappalardo R. T., McKinnon W. B., et Khurana K. K.,
éds.), University of Arizona Press, Tucson (Etats-Unis), 85-117.  Cité page /4.

Spencer J. R., Pearl J. C., Segura M., Flasar F. M., Mamoutkine A., Romani
P., Buratti B. J., Hendrix A. R., Spilker L. J. et Lopes R. M. C. (2006), Cassini
encounters Enceladus: Background and the discovery of a south polar hot spot,

Science, 311 (5766), 1401-1405. 2 citations pages 1 et 9.
Strom R. G., Terrile R. J., Hansen C. et Masursky H. (1979), Volcanic eruption
plumes on Io, Nature, 280, 733-736. Cité page 1.

Suzuki A., Tabata M. et Honda S. (1999), Numerical solution of an unsteady
Earth’s mantle convection problem by a stabilized finite element method, Theo-

retical and Applied Mechanics, 48, 371-378. Cité page 75.
Szeto A. et Lambeck K. (1982), On eccentricity functions for eccentric orbits,
Celestial Mechanics, 27 (4), 325-337. Cité page 280.

Tabata M. (2006), Finite element approximation to infinite Prandtl number
Boussinesq equations with temperature-dependent coefficients — Thermal convec-
tion problems in a spherical shell, Future Generation Computer Systems, 22 (4),
521-531. 2 citations pages 62 et 75.
Tabata M. et Suzuki A. (2000), A stabilized finite element method for the
Rayleigh-Bénard equations with infinite Prandtl number in a spherical shell,



356 Bibliographie

Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 190 (3-4), 387—402.
Clité page 62.
Tachinami C. et Yuen D. A. (2010), Coupled thermal- and orbital-evolution of

close-in super Earths with convective regulated tidal dissipation inside it, AGU
Fall Meeting, abstract n® 1589. Cité page 232.

Tackley P. J. (1994), Three-dimensional Models of Mantle Convection: Influence
of Phase Transitions and Temperature-dependent Viscosity, thése de doctorat,
California Institute of Technology. Cité page 150.

Tackley P. J. (1996), Effects of strongly variable viscosity on three-dimensional
compressible convection in planetary mantles, Journal of Geophysical Research,
101 (B2), 3311-3332. 2 citations pages 60 et 250.

Tackley P. J. (2008), Modelling compressible mantle convection with large vis-
cosity contrasts in a three-dimensional spherical shell using the yin-yang grid,
Physics of the Farth and Planetary Interiors, 171 (1-4), 7-18. 10 citations pages
75, 195, 145, 150, 154, 155, 166, 190, 209 et 212.
Tackley P. J., Schubert G., Glatzmaier G. A., Schenk P., Ratcliff J. T. et Matas
J.-P. (2001), Three-dimensional simulations of mantle convection in lo, Icarus,
149 (1), 79-93. 2 citations pages 3 et 233.
Takeuchi H. et Saito M. (1972), Seismic Surface Waves. In : Methods in Computa-
tional Physics (Bolt B. A., éd.), vol. 11, Academic Press, New York (Etats-Unis),
217-295. 7 citations pages 223, 224, 225, 238, 239, 242 et 265.
Thomson J. (1912), On changing tesselated structures in certain liquids. In :
Collected Papers in Physics and Engineering (Larmor J. et Thomson J., éds.),
Cambridge University Press, Cambridge (Royaume-Uni), 136-141.  Cité page 72.
Thomson R. E. et Delaney J. R. (2001), Tidal dissipation in the rocky core
drives oceanic processes on Europa, AGU Fuall Meeting, abstract n® U12B-07.
Cité page 312.
Tobie G. (2003), Impact du chauffage de marée sur l’évolution géodynamique
d’Furope et de Titan, thése de doctorat, Université de Paris 7. Cité page 223.
Tobie G., Choblet G. et Sotin C. (2003), Tidally heated convection: Constraints
on Europa’s ice shell thickness, Journal of Geophysical Research, 108 (E11), 5124.
4 citations pages 3, 224, 232 et 235.
Tobie G., Mocquet A. et Sotin C. (2005), Tidal dissipation within large icy satel-
lites: applications to Europa and Titan, Icarus, 177 (2), 534-549. 12 citations
pages 220, 221, 223, 226, 231, 233, 238, 239, 242, 246, 265 et 267.
Tobie G., Cadek O. et Sotin C. (2008), Solid tidal friction above a liquid water
reservoir as the origin of the south pole hotspot on Enceladus, Icarus, 196 (2),
642-652. 3 citations pages 9, 219 et 232.



Bibliographie 357

Torrance K. E. et Turcotte D. L. (1971), Structure of convection cells in the
mantle, Journal of Geophysical Research, 76 (5), 1154-1161. Cité page 72.

Travis B. J., Anderson C., Baumgardner J., Gable C. W., Hager B. H., O’Connell
R. J., Olson P., Raefsky A. et Schubert G. (1990), A benchmark comparison
of numerical methods for infinite Prandtl number thermal convection in two-
dimensional Cartesian geometry, Geophysical and Astrophysical Fluid Dynamics,
55 (3), 137-160. 6 citations pages wiii, 178, 187, 188, 189 et 2/1.

Travis B. J. et Brandow B. (1984), A numerical study of mantle convection with
radiochemical transport, Terra Cognita, 4, 244. Cité page 77.

Trompert R. A. et Hansen U. (1996), The application of a finite volume multigrid
method to three-dimensional flow problems in a highly viscous fluid with a vari-
able viscosity, Geophysical and Astrophysical Fluid Dynamics, 83 (3), 261-291.

2 citations pages 113 et 240.

Trottenberg U., Oosterlee C. W. et Schiiller A. (2001), Multigrid, Elsevier Aca-
demic Press, Londres (Royaume-Uni), 23-24, § 1.5.5. Cité page 125.

Turcotte D. L., Hsui A. T., Torrance K. E. et Schubert G. (1974), Influence of
viscous dissipation on Benard convection, Journal of Fluid Mechanics, 64 (2),
369-374. Cité page 250.

Turcotte D. L., Torrance K. E. et Hsui A. T. (1973), Convection in the Earth’s
mantle. In : Methods in Computational Physics (Bolt B. A., éd.), vol. 13, Aca-
demic Press, New York (Etast-Unis), 431-454. Cité page 72.

van den Berg A. P. et Yuen D. A. (1997), The role of shear heating in lubricating
mantle flow, Earth and Planetary Science Letters, 151 (1-2), 33-42. 2 citations
pages 233 et 250.

van Keken P. (2001), Cylindrical scaling for dynamical cooling models of the
Earth, Physics of the Earth and Planetary Interiors, 124 (1-2), 119-130. 7 cita-
tions pages 77, 78, 79, 104, 208, 209 et 241.

van Leer B. (1977), Towards the ultimate conservative difference scheme. IV. A
new approach to numerical convection, Journal of Computational Physics, 23 (3),
276-279. Cité page 1/5.

Vangelov V. I. et Jarvis G. T. (1994), Geometrical effects of curvature in axisym-
metric spherical models of mantle convection, Journal of Geophysical Research,
99 (B5), 9345-9358. 3 citations pages 78, 79 et 209.

Veeder G. J., Davies A. G., Williams D. A., Matson D. L., Johnson T. V. et
Radebaugh J. (2011), Io: Heat flow from dark paterae, Icarus, 212 (1), 236-261.
Cité page 8.



358 Bibliographie

Weber R. C., Lin P.-Y., Garnero E. J., Williams Q. et Lognonné P. (2011), Seismic
detection of the lunar core, Science, 331 (6015), 309-312. 3 citations pages 257,
289 et 290.

Weertman J. (1970), The creep strength of the Earth’s mantle, Reviews of Geo-
physics and Space Physics, 8 (1), 145-168. 4 citations pages 65, 105, 2/2
et 319.

Wieczorek M. A.; Jolliff B. L., Khan A., Pritchard M. E.; Weiss B. P., Williams
J. G., Hood L. L., Righter K., Neal C. R., Shearer C. K., McCallum I. S., Tompkins
S., Hawke B. R., Peterson C., Gillis J. J. et Bussey B. (2006), The constitution and
structure of the lunar interior, Reviews in Mineralogy and Geochemistry, 60 (1),

221-364. 3 citations pages 287, 289 et 295.
Wieczorek M. A. et Le Feuvre M. (2009), Did a large impact reorient the Moon?,
Icarus, 200 (2), 358-366. Cité page 505.

Williams G. E. (2000), Geological constraints on the Precambrian history of
Earth’s rotation and the Moon’s orbit, Reviews of Geophysics, 38 (1), 37-60.
Cité page 26.
Wolszczan A. et Frail D. A. (1992), A planetary system around the millisecond
pulsar PSR1257 + 12, Nature, 355, 145-147. Cité page 2.

Zhang K. et Nimmo F. (2009), Recent orbital evolution and the internal structures
of Enceladus and Dione, Icarus, 204 (2), 597-609. Cité page 312.

Zhong S., McNamara A., Tan E., Moresi L. et Gurnis M. (2008), A benchmark
study on mantle convection in a 3-D spherical shell using CitcomS, Geochemistry,
Geophysics, Geosystems, 9 (10), Q10017. 2 citations pages 15/ et 155.

Zhong S., Zuber M. T., Moresi L. et Gurnis M. (2000), Role of temperature-
dependent viscosity and surface plates in spherical shell models of mantle convec-
tion, Journal of Geophysical Research, 105 (B5), 11063-11082. Cité page 75.

Zhong S. J., Yuen D. A. et Moresi L. N. (2007), Numerical methods for man-
tle convection. In : Treatise on Geophysics (Schubert G., éd.), vol. 7, Elsevier,
Amsterdam (Pays-Bas), chap. 5, 227-252. Cité page 90.

Ziethe R., Seiferlin K. et Hiesinger H. (2009), Duration and extent of lunar vol-
canism: Comparison of 3D convection models to mare basalt ages, Planetary and
Space Sciences, 57 (7), 784-796. Cité page 290.






Approche numérique du couplage par effets de marée entre
transferts thermiques internes et évolution orbitale des corps
planétaires

Résumé Les effets de marée qui ont lieu au sein de certains corps du Systéme Solaire et pro-
bablement dans un grand nombre des planétes extrasolaires détectées jusqu’d présent associent
la friction visqueuse produite par la déformation cyclique de leurs enveloppes internes et éven-
tuellement externes (atmosphére et océans) & une modification de leurs paramétres orbitaux. La
dissipation d’énergie de marée étant fortement dépendante de la rhéologie et donc de la tempé-
rature, il existe naturellement un couplage entre ces effets et les transferts de chaleur au sein des
corps planétaires.

Cette thése a été dédiée a la construction d’un modéle numérique permettant de simuler de
maniére cohérente la convection thermique dans un manteau planétaire compressible, & viscosité
variable et soumis & un chauffage de marée hétérogéne, ainsi que I’évolution orbitale du corps. Les
équations de conservation pour la dynamique du manteau sont traitées via une méthode en volumes
finis dans la géométrie bidimensionnelle d’anneau sphérique; cette derniére permet d’approximer
des transferts thermiques tridimensionnels sphériques en gardant des temps de calcul raisonnables.
En particulier, un solveur mécanique multigrille et un schéma a haute résolution pour ’advection
de la chaleur ont été implémentés. La dissipation de marée qui influence ’évolution orbitale est
ensuite évaluée via une solution semi-analytique dérivée au cours de ce travail.

Deux applications préliminaires sont présentées pour examiner, d’une part, I'influence de la
compressibilité dans le traitement du probléme de convection couplée avec la dissipation de marée
et, d’autre part, 'effet de ce couplage sur ’évolution orbitale.

Mots-clés :  Marées solides, Convection thermique, Evolution orbitale, Couplage thermo-méca-
nique, Modélisation numérique, Volumes finis, Compressibilité, Anneau sphérique

Numerical modeling of the tidally induced coupling between
internal heat transfer and orbital evolution of planetary bodies

Abstract Tidal effects that occur in some objects of the Solar System, and probably in a great
part of the extrasolar planets detected so far, associate the viscous friction induced by the periodic
deformation of their internal, possibly external layers (atmosphere and oceans), to a change of their
orbital parameters. Since tidal dissipation strongly depends on rheology, hence on temperature,
there is a natural coupling between these effects and heat transfer inside planetary bodies.

This thesis was devoted to the building of a numerical model that self-consistently simulates
thermal convection in a compressible mantle with variable viscosity and subjected to heterogeneous
tidal heating, and the orbital evolution of the body. Conservation equations for mantle dynamics
are treated by a finite volume method based on the bi-dimensional spherical annulus geometry;
this approach approximates three-dimensional heat transfer while keeping moderate computational
time. In particular, a multigrid mechanical solver and a high resolution advection scheme for the
heat equation were implemented. The dissipation of tidal energy, which influences orbital evolution,
is then computed through a semi-analytical solution derived during this work.

Two preliminary applications are presented to investigate, on one hand the influence of com-
pressibility in the treatment of the convection problem coupled with tidal dissipation and, on the
other hand the effect of this coupling on orbital evolution.

Keywords: Solid tides, Thermal convection, Orbital evolution, Thermo-mechanical coupling,
Numerical modeling, Finite volumes, Compressibility, Spherical annulus



