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Notations

Parametres physiques

D(u) =5 (Vu+ VTu)

~

b3

S -

G = /%
I(u,p')

Pg

Pp

p(l)
Vi(u, p')

frontiere de 2

vitesse du fluide

tenseur déviateur des contraintes

taux de déformation

pression, partie sphérique des contraintes
pression entre les grains

masse volumique du fluide

force de gravité

viscosité

seuil de plasticité

deuxieéme invariant de tenseur ¢

nombre d’inertie, nombre sans dimension
masse surfacique de gaz

masse surfacique des particules

diametre moyen des grains

coefficient de friction entre les particules
nombre visqueux, nombre sans dimension
coefficient de friction minimal

champ de compacité

concentration maximale

pression de confinement

nombre de Bingham, nombre sans dimension
nombre visqueux global, nombre sans dimension

fonction de seuil

dimension de I’espace

ouvert borné et régulier de RY

anneau inclus dans R?
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Espaces fonctionnels

LP(Q) : ensemble des classes de fonctions Lebesgues mesurables et p intégrables sur €2
L3() = {ue L*Q), [judX =0}
L>(Q) : D’espace des (classes de) fonctions v mesurables et essentiellement bornées sur (2

c¢’est-a-dire il existe une constante C' telle que |v(x)| < C p.p. sur 2
wmp = {v, 0% € LP(Q) Vo <m}

H'(Q) = {uel*Q), V(u) € L*(Q)}
Hi () = {ue HY(Q), u=0surl}
1% = {ue H} Q)Y div(u) = 0}
Lmm(Q) . espace de Morrey-Campanato définipar: V1 <n <ooetm >0
L (Q) = {g € L'(9).3 B < 00/ [y o |9 dX < B g € Q.1 > o}
tel que €2,(z) = B,(z) N Q et B.(z) est une boule de rayon r et de centre
C(Q) : I’ensemble des fonctions continues de 2 dans R
Ck(Q) = {v: Q= RtelqueV1l<a<kdvelCQ))}
A = {pe L2(Q)N*N tel que pry < 1}
Xn(Q) :  espace de dimension finie inclus dans H}(Q)
PL(Q) espace de dimension finie inclus dans L2(€2)
Th() :  espace de dimension finie inclus dans L2(2)N*¥
T : maillage de 2
K élément de T'
XK . ensemble des nceuds de I’élément K
Py :ensemble des polyndmes 2 coefficients réels de R"Y dans R de degré inférieur ou égal 2 k
par rapport a chaque variable, c¢’est-a-dire que tout P € Py, P s’écrit sous la forme suivante :
P(zx) = Z Qi T
i1 yeenin 20,01+ Ain <k
vQ) = {vn € C(Q); (o) € P,V K €T}
Qk : ensemble des polyndomes de RY dans R de degré inférieur ou égal a k
par rapport a chaque variable, c’est-a-dire que tout P € (), P s’écrit sous la forme suivante :
P(z) = Z Qiy z-lef xﬁ(,v
0<i1 <k,....<in <k
X0 = {vn € C(); () € Qr,Y K € T}

)
Xf]?_l(Q) = {Uh§ (Uh)|K €Qr,VKEe T}
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1
Ve L*Q),|[v]loq = (J, |v|* dX)?
Ve L®(Q),||v|lea = sup.ess [v(x)| = inf{C; |v(x)| < C}
e
1
Vove H(Q),|vl]ha= (fQ [v]? dX + fQ IV (v)]? dX)2
Vo= (v1,..,ox) € H(QN, [vllian = > llvillie

1<i<N

En particulier, on note ||v||1.on = || |10

V (w,v) € Hy()" x H&(Q)N7 (w,v)) = Jo D(w) : D(v)

Vove HI(QN,jE = 62—|—D (v)3, dX

Vove HHQ) fQ )i dX

Y (0,r) € Hg(Q) X L?( = [, G(r) D)1 dX

V (v,7) € HY Q)N x L%(Q ), je(r,v) = [, G(r)\/€® + D(v)}; dX

(
V (v, 1) € Hy(Q)N x A, J(v, 1) = [op: D(v) dX
Y (r,v, 1) € L§(Q) x Hy ()N x A, J(r,v,p) = [, G(r)p: D(v) dX

Parametres des simulations

R; :rayon d’un cylindre intérieur C;

R, : rayon d’un cylindre extérieur C,

w; :  vitesse angulaire sur C;

We :  vitesse angulaire sur C,

N,., Ny :  nombres de mailles d’un maillage cartésien annulaire,

respectivement dans les directions radiales et angulaires

M :  nombres de mailles d’un maillage cartésien rectangulaire
dans la direction z ou y

€ :  tolérance de 1’algorithme de point fixe

len| = |u — up| : norme L™ ou L? ou H' de Ierreur entre solution
analytique w et la solution numérique uy,

lp = pullog : norme L? de I’erreur entre la solution
analytique p et la solution numérique py,

T uicul : temps de calcul

E = D(u )% 7+ oG (p)D(uw)r @ énergié dissipée dans un écoulement

E = fQ ) dX :  moyenne d’énergie dissipée
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Introduction générale

1.1 Contexte et problématique

Cette these est une contribution a la modélisation numérique de I’écoulement des matériaux granulaires du
génie civil. Parmi les applications potentielles dans le domaine du génie civil, on peut citer le malaxage et
la mise en ceuvre du béton frais, des enrobés, I’écoulement des sols humides dans la réalisation des terras-
sements ou encore les sols traités.

Le présent travail fait partie d’une thématique de recherche se proposant d’améliorer la compréhension des
phénomenes lors du malaxage des bétons. La compréhension des mécanismes lors du malaxage des bétons
a des applications industrielles. Cependant, il faut souligner I’impact environnemental de la fabrication de
béton. En effet, le béton est responsable de 5% a 7% des émissions de gaz carbonique d’origine indus-
trielle, lesquelles représentent un tiers des émissions d’origine humaine. Le principal responsable de ces
émissions est la fabrication du ciment, dont la consommation doit étre optimisé€e. En effet, un malaxage mal
maitrisé génere une surconsommation de 10% de ciment suite & une agitation insuffisamment efficace, et
autant suite a des incertitudes sur la qualité des composants. L amélioration des procédés de fabrication doit
s’appuyer alors sur des innovations technologiques, a la fois pour I’optimisation de 1’agitation mécanique
mais également pour la réduction de la quantité de ciment et les cofits énergétiques. La mise en place de
ces innovations nécessite des progres en termes de modélisation (compréhension du processus de mélange,
simulation du malaxage,...), conditionnés eux-mémes par des recherches sur la rhéologie de ces mélanges.
Qu’est ce que la rhéologie ?

C’est une notion proposée par Eugeéne Cook Bingham en 1929 qui désigne la science étudiant I’écoulement
ou la déformation des corps sous I’effet des contraintes qui leur sont appliquées.

La démarche actuelle de modélisation de 1I’écoulement du béton frais considere celui-ci comme une suspen-
sion granulaire. Cette derniere se définit, d’apres [2], comme une collection des particules solides macrosco-
piques (gravillons, sable, ciment,...) plongées dans un liquide (eau) dont les interactions hydrodynamiques

sont importantes. A I’exception de quelques formules de béton tres fluides, cette hypothese est tres forte car

15
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Ciment, gravillons, sable
eau, air

[ Saturation | Structuration

I ——
Méla.nge granylaire Péte.granulair_e Pate viscoplastique
humide polydispere _humldelpolydlspere homogeéne
insaturé insaturée

FIGURE 1.1 — Modélisation élémentaire du malaxage de béton.

le béton peut €tre considéré comme un milieu biphasé (solide / liquide) seulement apres avoir été compacté
ce qui n’est pas évident dans le cas de son écoulement. La notion de pate granulaire est alors considérée
dans ce travail dans une acception plus large que celle de suspension granulaire. Les pates granulaires (voir
par exemple la figure 1.2) sont donc des assemblages humides de grains macroscopiques (gravillons, sable,
ciment...) dont les propriétés sont intermédiaires entre celles des matériaux granulaires denses et celles des
suspensions saturées (sans air).

L’IFSTTAR (Institut Francais des Sciences et Technologies des Transports, de I’Aménagement et des Ré-

Dilue Dense

FIGURE 1.2 — Exemples des milieux granulaires.

seaux) s’est fortement investi dans la recherche sur 1’élaboration des bétons, principalement dans le cadre du
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laboratoire GPEM (Granulats et Procédés d’Elaboration des Matériaux). En particulier, la compréhension
de I’écoulement des matériaux granulaires est une thématique de recherche au sein du laboratoire Navier
(équipe Rhéophysique). Ces deux équipes travaillent de maniere transversale dans le projet de recherche de
I'IFSTTAR "Modélisation de la fabrication des matériaux granulaires du Génie Civil". Ce projet fait une
place importante a la simulation numérique. En effet, les moyens matériels d’analyse du matériau réel sont
encore limités et la conception d’un matériau modele reste difficile.

Le projet est alors organisé dans les trois themes suivants :
1. Définir des lois de comportement évolutives pour le mélange granulaire.
2. Produire un modele numérique dédié.

3. Trouver des compromis pour un meilleur mélange (diminuer le temps de mélange et de la consom-

mation d’énergie, éliminer les agglomérats).

Ce travail de theése s’inscrit dans le deuxieme theme du projet.

1.2 Objectif du travail

Une pate granulaire est idéalement modélisée par un fluide complexe dont la loi de comportement peut
évoluer dans le temps sous agitation. Cependant, ce type de loi n’est pas encore connu. Nous nous limiterons
donc ici a des comportements complexes mais indépendants du temps et de 1’agitation.

D’autre part, le comportement de suspensions concentrées de particules dans un fluide newtonien (comme

W/ R

“solide™ “liquide™ “gaz

FIGURE 1.3 — Comportements des milieux granulaires : solide ou liquide ou gaz.

I’eau) apparait comme celui d’un fluide a seuil [3]. Cependant, la phase gazeuse dans le mélange génere
des effets frottants aux contacts directs entre les grains. Aussi, la densité de I’assemblage fait apparaitre un
phénomene de dilatance. Nous distinguons alors trois caracteres influents sur le comportement des pates
granulaires (solide ou liquide ou gaz, voir la figure 1.3), la viscoplasticité, la friction et la dilatance qui sont

définies comme suit :

Définition 1.2.1 (Viscosité)
Résistance a ’écoulement d’un fluide exprimé en termes de contrainte de cisaillement qui accompagne

I’existence d’un gradient de vitesse d’écoulement dans la matiere.
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Définition 1.2.2 (Viscoplasticité)
Comportement visqueux caractérisé par une déformation négligeable si les contraintes restent inférieures

a un certain seuil de contrainte.

Définition 1.2.3 (Friction)
Force tangentielle qui oppose une résistance au mouvement lorsque deux surfaces sont au contact [’une de

I’autre ; le coefficient de friction est le rapport entre la force tangentielle et la force normale au contact.

Définition 1.2.4 (dilatance)

Propriété des matériaux qui augmentent de volume sous [’action d’une sollicitation de cisaillement.

Les modeles considérés dans la littérature pour décrire un béton frais lors de simulations numériques de
I’écoulement sont la loi de Bingham [4] et la loi d’Herschel-Bulkley [5]. Le présent travail propose de
faire un premier pas dans I’approfondissement de cette modélisation. Il a pour objectif de formuler une
loi de comportement particuliere des matériaux viscoplastiques frictionnels et d’élaborer une méthode de

résolution théorique et numérique de cette loi. Sur ce dernier point, les étapes essentielles parcourues sont :

a) I’étude de quelques propriétés importantes du modele (existence et unicité du champ d’écoulement

compatible avec une sollicitation en contrainte, dépendance aux parametres du modele) ;
b) I’analyse et le test d’un algorithme pour la résolution numérique ;

c¢) la validation de I’algorithme de résolution dans une géométrie de Couette suivie par des simulations

d’un écoulement autour d’un cylindre afin de valider le caractere opérationnel de la méthode ;

d) une vérification de la faisabilité pour un écoulement plus complexe, dans un malaxeur planétaire.

1.3 Outils de résolution

Nous traitons dans ce rapport la mécanique des matériaux viscoplastiques frictionnels du point de vue ma-
thématique et plus particulicrement du point de vue des équations aux dérivées partielles.

La littérature révele que seul le caractere viscoplastique a été I’objet des recherches mathématiques. Concer-
nant le modele de Bingham, les références sont abondantes. On peut citer les premiers travaux de Glowinski,
Lions et Duvaut [6] et [7] sur les inéquations variationnelles de deuxieme espece. Ces types de formula-
tions présentent des problemes elliptiques a un seul champ : la vitesse u. D’une autre fagon, Glowinski [6] a
ramené I’inéquation variationnelle a un seul champ en équation variationnelle. Ceci est fait en introduisant
des multiplicateurs de Lagrange \. Par ailleurs, Han et Reddy [8] ont réécrit le probléme a un seul champ
sous la forme d’un probléme variationnel mixte a deux champs vitesse-pression (u, p). Récemment, Apo-
sporidis et al. [9] ont analysé la formulation variationnelle a trois champs (u, p, A). L’existence (u,p, \)
ainsi que I'uncité de la vitesse sont prouvées par [9]. Toutefois, I'unicité de p et A est restée un probleme
ouvert dans la littérature. De plus, la régularité de u est analysée par [10]. Numériquement, les premiers
travaux sont débutés par Fortin [11]. Des méthodes de résolution numérique pour les problémes a seuil ont

été proposées par [12] et [13]. Des résultats de convergence sont établis par Glowinski, Lions et Trémoliere
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[14]. Globalement, I’analyse théorique et numérique est complete pour le modele de Bingham mais trouver
une méthode numérique rapide reste une question ouverte dans la littérature.

Par ailleurs, des résultats analogues ont été obtenus pour le modele d’Herschel-Bulkley (voir par exemple
[15]). Toutefois, le probleme de Bingham reste un prototype intéressant pour I’analyse mathématique car
c’est le modele le plus simple contenant la difficulté viscoplastique. Dans la suite, on se focalise sur les
extensions du modele de Bingham.

Dans ce mémoire de these, le caractere frictionnel est produit en introduisant une dépendance a la pression
dans le seuil de plasticit¢ du modele de Bingham. Un nouveau couplage entre la vitesse et la pression est
ainsi obtenu. Les méthodes existantes dans la littérature ne peuvent pas alors étre adaptées de maniere di-
recte pour ce type de probleme. Une méthodologie de résolution qui consiste en la construction d’un point
fixe dans un probleme intermédiaire est proposée ou le probleme intermédiaire est résolu en adaptant les

techniques développées pour le probleme Bingham.

1.4 Plan du mémoire

Le chapitre 2 s’intéresse a la modélisation continue des pates granulaires de type viscoplastique frictionnel.
Un état de I’art est dressé sur les lois rhéologiques classiques a seuil constant puis sur les lois frictionnelles.
Une loi particuliere, notée LVF, des écoulements des matériaux de type viscoplastique frictionnel est pro-
posée sous la forme d’un fluide de Bingham dont le seuil est frictionnel, c’est-a-dire d’une valeur critique

locale qui dépend de la pression et d’un coefficient de friction.

Dans le chapitre 3, les techniques de résolution théoriques et numériques existantes dans la littérature pour

le probleme de Bingham sont présentées.

Le chapitre 4 est consacré a I’étude théorique et numérique de la loi de comportement LVE. L’objectif
de ce chapitre est de fournir un algorithme de résolution numérique pour cette loi. Trois types de problemes
sont alors analysés : probleme a seuil variable, probleme régularisé et probleéme en dimension finie. Un al-
gorithme de résolution qui combine deux algorithmes, un algorithme extérieur (algorithme de point fixe) et
un algorithme intérieur (algorithme d’Uzawa) est proposé et la convergence de cette méthode de résolution
est mise en évidence. De plus, une localisation de la solution dans un ensemble localement compact est

prouvée. Enfin, une unique solution explicite est calculée dans une géométrie de Couette.

Le chapitre 5 constitue une mise en ceuvre numérique de la méthode de résolution numérique. L’ objectif de
ce chapitre est de tester la faisabilité, 1a robustesse et la convergence de cette méthode. Trois géométries sont
alors analysées : géométrie de Couette, écoulement autour d’un cylindre et écoulement dans un malaxeur

planétaire. Dans chacune d’elles, une méthode de discrétisation est proposée.

Une conclusion générale résume le travail effectué. Nous présentons en particulier quelques perspectives.






Modélisation continue des pates granulaires

2.1 Introduction

Le présent travail consiste a trouver un modele d’écoulement des pates granulaires et a résoudre théorique-
ment et numériquement ce modele.

Dans la littérature, de nombreux modeles sont dédiés a la modélisation continue des pates. On peut citer les
modeles constitutifs viscoplastiques élémentaires comme la loi de Bingham [4] proposée en 1922 et la loi
d’Herschel-Bulkley [5] en 1926. Ces modeles ne peuvent décrire la pate que lorsqu’elle est homogene.
Depuis quelques décennies, 1’étude des milieux granulaires est 1’objet des nombreuses recherches dans la
communauté scientifique et a ’'IFSTTAR. Elles ont débuté dans le cadre du theme de recherche des maté-
riaux granulaires : empilements et écoulements en 1997-1999 [16] et [17]. Par suite, des recherches sur la
rhéologie des pates et des milieux granulaires sont effectuées en 2000-2004 [18]. En 2007, les lois d’écoule-
ment des assemblages granulaires de type viscoplastique frictionnel dilatant [19] sont introduites. Ces lois
concernent des assemblages granulaires denses (gravillons, sable, ciment...). Mais, une particularité majeure
est détectée dans ce type de loi. Elle résulte de la présence de la pression dans la loi rhéologique, ce qui
est une particularité des lois de frottement des matériaux granulaires. Par ailleurs, la densité des matériaux
dépend de leur état de cisaillement et réciproquement.

D’un autre point de vue, une loi de suspension diluée est présentée dans [20]. Elle peut décrire une suspen-
sion diluée des grains dans un fluide a seuil. Mais dans ce type du probleme, aucune loi d’évolution de la
concentration granulaire n’est connue.

Dans ce chapitre, apres avoir présenté 1’état de I’art sur les principales lois d’écoulement granulaire, nous
proposons une loi particuliere qui prend en compte les caracteres des comportements granulaires décrits
dans la littérature : la viscoplasticité et la friction. Cependant, I’effet de la dilatance est négligé dans ce rap-
port en considérant des matériaux isodenses, c’est-a-dire que les particules suspendues ont la méme masse
volumique que le fluide suspendant. La loi résultante est modélisée sous la forme d’un fluide de Bingham a

seuil frictionnel.

21
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La conclusion résume et commente les lois rhéologiques décrites dans la littérature et le modele des maté-

riaux viscoplastiques frictionnels.

2.2 Principales lois d’écoulement

Dans cette partie, les lois viscoplastiques élémentaires, les lois des assemblages granulaires denses et une

loi de suspension diluée sont exposées. Les matériaux sont considérés comme des milieux continus.

2.2.1 Lois mécaniques
D’apres [21], on définit les lois de la mécanique des milieus continus sous la forme suivante :
Définition 2.2.1 (Lois mécaniques)

a- Loi de comportement
On appelle loi de comportement, une relation qui exprime le tenseur déviateur des contraintes actuel
en une particule en fonction du mouvement passé et des changements d’état que la particule a subis.
Les lois de comportement se traduisent par une expression mathématique du tenseur déviateur des
contraintes en fonction des termes thermodynamiques et mécaniques. On considere :

o€ F(p,D(u) ; D(u)==(Vu+V'iu) 2.1

N | —

ou I représente une application a priori multivoque dans RN x RY avec N la dimension de I’espace,

u la vitesse du fluide, o le tenseur déviateur des contraintes et D(u) le taux de déformation.

b- Lois de conservation de la mécanique des milieux continus

Les équations de conservation sont :

Conservation de masse :

o .

o +div (pu) =0

Conservation de quantité de mouvement :
p{% + (Vuu} = div(c) — Vp+ pg

(2.2)

ou p est la masse volumique du fluide, p la pression générale du fluide et f = pg la force de gravité.
Dans nos travaux, on ignore les aspects énergétiques.

Définition 2.2.2 (Modele d’écoulement)
Un modele d’écoulement est défini par une loi de comportement, les lois de conservation (2.2), des

conditions aux limites et des conditions initiales.

2.2.2 Les lois de comportement viscoplastiques élémentaires d’une pate homogeéne

Le modele de Bingham permet d’analyser la viscoplasticité. Ceci peut tre exprimé a 1’aide de la loi de
Bingham [4] :
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Définition 2.2.3 (Loi de Bingham, 1922)

{27]D(u) + o2 } si. D(u); >0

D(u)rr

o € (2.3)

{o1 <00} sinon

oun € RT est la viscosité, oy € R le seuil de plasticité et D(u);; = /3D(u) : D(u) le deuxiéme

invariant de D(u).

Ce modele porte le nom d’Eugene Bingham (1922) qui en a donné une premiere expression mathématique.
Le fluide de Bingham est un fluide a seuil constant. C’est un modele théorique d’un milieu viscoplastique
qui correspond a un comportement de solide parfait sous faibles contraintes et a un comportement de fluide
visqueux au-dela d’une contrainte-seuil. Ainsi, si oy égale a zéro, nous parlons d’un fluide newtonien et de
viscosité 1 absolue.

Prager (1954) et Reiner (1958) ont montré que le fluide d’Herschel-Bulkley [5] permet de prendre en compte
plus finement le caractere viscoplastique.

Définition 2.2.4 (Loi d’Herschel-Bulkley, 1926)
La loi d’Herschel-Bulkley est caractérisée par trois parametres : un seuil d’écoulement o, une consistance
K et un exposant n qui relient le tenseur déviateur des contraintes o et le taux de déformations D(u) par

la relation suivante :

{KD(U)?IJD(U) + 0y D%l;iz} sii D(u);>0
o e 2.4)

{on < oo} sinon

oun €] — 1,400l

Les deux lois de comportement (2.3) et (2.4) utilisent un critere de Von Mises. Ce critere impose un seuil

de plasticité oy constant dans R et il peut étre défini sous la forme :
Définition 2.2.5 (Critére de Von Mises)

a- si la contrainte appliquée o;; au fluide est inférieure au seuil de contraintes oy, aucune déformation

ne se produit, le fluide ne coule pas.

b- sinon il faut une contrainte supérieure pour qu’il coule.

Il existe d’autres criteres de plasticité comme le critere de Drucker-Prager qui généralise le critere de Von

Mises et peut étre défini sous la forme suivante :

Définition 2.2.6 (Critére de Drucker-Prager)

Le critére de Drucker-Prager est caractérisé par l’effet de la pression p sur I’écoulement : la plasticité
dépend de la pression.
Par exemple, si 077 < Cy + up, la pdte ne s’écoulement et sinon, la pdte se comporte comme un liquide.
ou Cy et . sont des constantes positives.

En particulier, le critere de Von Mises est un cas particulier de Drucker-Prager en supposant que | = 0.
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Depuis les travaux de [3], I’'usage de la communauté du génie civil est de considérer le béton frais comme
une pate viscoplastique. Ceci peut s’exprimer a I’aide du modele d’écoulement d’Herschel-Bulkley ou du

modele d’écoulement de Bingham (voir le chapitre 5 et en particulier la sous-section 5.3.3).

2.2.3 Lois de comportement des assemblages granulaires denses

FIGURE 2.1 — Mélange granulaire sec.

Dans le cadre de I’étude des matériaux granulaires, la littérature révele les caractéristiques de 1’écoule-
ment de ces matériaux en régime dense schématisés par la figure 2.1. La principale difficulté de modéliser
le comportement de ce milieu provient du fait que le matériau est multi-échelle et contient de nombreux
constituants en interaction. Les premiers travaux de Coussot et Ancey [22] portent sur la rhéologie des sus-
pensions granulaires et des matériaux secs. Les auteurs ont montré que cette pate est un fluide a seuil : selon
des conditions, elle présente un comportement solide ou liquide. Les recherches plus récentes de Pouliquen
et al. [2] décrivent les propriétés fondamentales des milieux granulaires denses qui peuvent tre modélisés
comme des assemblées de particules sphériques toutes de méme taille 2 10% pres. Ces propriétés caracté-
risent I’effet de frottement entre les matériaux sur le comportement de la pate et plus particulierement sur le
passage d’un comportement solide a un comportement liquide. Nous présentons ici les lois d’écoulements
d’assemblages granulaires secs et saturés. Dans la littérature [19] et [23], ces lois sont construites a partir
des simulations discretes bidimensionnelles des matériaux secs et saturés dans des situations de cisaillement
simple : cisaillement plan, annulaire et plan incliné (schématisées par la figure 2.2). Ces simulations ont mis

en évidence les caracteres : viscoplastique, frictionnel et dilatant.
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FIGURE 2.2 — Géométries d’écoulement : cisaillement plan entre deux parois, cisaillement annulaire et plan
incliné.

Loi d’assemblage de spheres seches

Les recherches de [19], [23] et [18] proposent d’écrire le comportement des matériaux secs en régime
stationnaire en fonction d’un nombre adimensionnel / (nombre inertiel). Ce dernier est le rapport entre le

temps inertiel et le temps de cisaillement. Le nombre d’inertie I peut étre défini sous la forme suivante :

Définition 2.2.7 (Nombre d’inertie)

Soit I le nombre d’inertie du systeme défini par :

I(u,p’) = D(U)[[é\/%

ou p’ est la pression entre les grains, 1/D(u);; le temps de cisaillement, p, 1a masse volumique des grains
(m = pgﬂ%) et ¢ le diamétre moyen des grains. La pression p’ peut étre considérée positive.

Les auteurs dans [19] et [23] ont montré a partir des simulations discretes que I’écoulement des assemblages
granulaires secs dépend du nombre d’inertie (u, p). De plus, ils ont montré que ces matériaux admettent

un caractere viscoplastique frictionnel dilatant. Ce type d’écoulement est modélisé sous la forme suivante :

Définition 2.2.8 (Loi rhéologique des assemblages secs, 2007)

La loi de comportement d’un milieu granulaire composé de spheres séches identiques s’exprime par :

( wd .
o= u(l)p' 5(2))?17 si. D(u) #0
§ () = po + bI(u,p)? (2.5)

L=k o=l

ou (1) est une loi de friction, jiy une valeur de friction minimale, ¢ le champ de concentration (compacité),
¢o la concentration maximale, D(u)d déviateur du tenseur de taux de déformation et v, 3, a, b et ¢ sont des

coefficients supposés constants dans R™.
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Loi d’assemblage de spheres saturées

De maniere similaire, les auteurs de [19] ont proposé d’écrire le comportement des matériaux saturés en

fonction d’un nombre adimensionnel V; (nombre visqueux).

Définition 2.2.9 (Nombre visqueux)

Soit V; le nombre visqueux défini par :

, D(u)4
Vi(u,p) = 5770%

oL 1)y est la viscosité du fluide intersitiel supposée dans R™.

Les auteurs de [19] et [23] ont montré que I’écoulement dépend du nombre visqueux et admet un caractere
viscoplastique frictionnel dilatant. Alors, ils ont formulé une loi de comportement pour le cas saturé a partir

du nombre visqueux sous une forme analogue a la précédente :

Définition 2.2.10 (Loi rhéologique des assemblages saturés, 2007)

La loi de comportement d’un assemblage saturé des spheres identiques peut-étre décrite par :

/ w)d .
o= uVi)p 5((”))?1, sii D(u)#0

1(Vi) = po + bV (2.6)

=y o 6= aVu)

Les deux modeles peuvent décrire le comportement de 1’écoulement des assemblages granulaires secs et
saturés que 1’on rencontre a I’origine de I’élaboration de la pate de béton (voir le chapitre 5 et en particulier
la sous-section 5.3.3). Les auteurs de [19] ont montré que le comportement des assemblages granulaires

secs ou saturés est viscoplastique. Aucun comportement n’est précisé pour D(u) = 0.
Remarque 2.2.1 Les simulations discretes effectuées par [23 ] montrent que :
1. p(I) et (Vi) varient entre 0.1 et 0.5 pour les deux géométries : cisaillement plan et annulaire ;

2. pour un écoulement sur plan incliné, i, est égale a tang(0) on 0 est I’angle d’inclinaison (voir la
figure 2.2) ce qui fixe le coefficient de friction (u(1) ou (Vi)

3. o et ¢g varient entre 0.2 et 0.5 et 0.5 et 0.7 respectivement selon les caractéristiques des grains pour

ces géométries.

Remarque 2.2.2 On se limite a considérer un ensemble de particules sphériques pour les lois (2.5) et (2.6).
D’apres [2], pour une particule de géométrie simple comme la sphere, la taille est parfaitement définie et
peut étre représentée par un seul paramétre : le diamétre § de la sphére. Cependant, pour des particules
de formes plus complexes, la notation de taille est en revanche plus floue. Il est possible d’introduire des
parametres supplémentaires comme la largeur, la longueur et le facteur de forme dans les lois rhéologiques.

En pratique, d’apres [2], le choix de ces parametres rend difficile les méthodes de réception de ces lois.
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2.2.4 Probleme de suspension diluée

" 4 -i.l. ty
o ® .

FIGURE 2.3 — Suspension granulaire dilué.
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Une suspension diluée schématisée par la figure 2.3 est un ensemble des grains plongés dans un fluide de

maniere tres dilué. La modélisation du comportement de ces suspensions a été I’objet de plusieurs travaux

dans la littérature. En particulier, les recherches de [20] montrent que le comportement de suspensions

diluées de particules indéformables dans un fluide newtonien (comme 1’eau) apparait comme un fluide a

seuil.

Définition 2.2.11 (Suspension des grains dilués, 2007)

Soit une suspension de particules isotropes plongée dans un fluide d’Herschel-Bulkley a un seuil d’écou-

lement oy, consistance K et exposant n €| — 1, +o0[ alors d’apres [20], la loi de comportement s’écrit

sous la forme d’une loi d’Herschel-Bulkley avec une consistance K et un seuil oy qui vérifient les relations

suivantes :
; n—1

K, = Kog(o) [#4] ©

{ os =00V (1= 9)g(e)

9(¢) = <1 - d%)g%

\

2.7)

ou ¢ est la fraction volumique de la suspension solide et ¢, la fraction volumique maximale de la suspen-

sion solide.

Ce modele d’écoulement peut décrire le comportement d’une pate granulaire diluée qu’on rencontre dans le
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malaxage de la pate de béton ou les grains sont fortement dispersés derriere les pales (voir le chapitre 5 et en
particulier la sous-section 5.3.3). Mais dans ce type de modele, aucune loi d’évolution de la concentration

granulaire ¢ n’est connue.

2.3 Positionnement sur les lois d’écoulements

Nous nous intéressons dans cette sous-section a positionner les lois rhéologiques récentes de la littérature

par rapport a celles des fluides a seuil constant.

2.3.1 Définition d’un cadre formel

Il est possible d’écrire I’ensemble des lois récentes des assemblages granulaires a 1’aide de la loi d’Herschel-
Bulkley (2.4). Soit Fiyp la relation entre le déviateur des contraintes o et le taux de déformation D(u)

définissant le modele d’Herschel-Bulkley :

0 € Fyp(D(u); K,0q,n)

{KD(u)?;lD(u)—f—ao D(w) } si D(u)#0

D(u)rr
avec F'(D(u), K, 0¢,n)

{0,011 < 00} si. D(u)=0

On remarque alors que si on impose un critere de Drucker-Prager, on obtient :
o € F(D(w)?, pobr’p 72 pop', B) (2.8)

ol les quantités r et k£ sont définies suivant la nature de 1’assemblage par :

sec saturé
k=1ir=0yp, | k=2:r=no0* "

ou N est la dimension de la géométrie choisie.

En outre, la loi de dilatance s’écrit : . )
L L Y (up) (2.9)
¢ o

ol le nombre Y (u, p’) peut désigner suivant les cas soit I (u, p') soit Vi(u, p’).
Finalement, compte-tenu de (2.8) et de (2.9), nous pouvons dire qu’il s’agit d’un probleme de type Herschel-
Bulkley.

La densité p vérifie :
p = p(d)=po+ (1—d)p, (2.10)

Nos travaux dans la suite considerent des matériaux isodenses. Ceci signifie que p, = p, = p ol p, et p,
sont les densités respectivement de particules et de fluide interstitiel et p une constante dans R*. La loi de

dilatance ¢ sera alors calculée a posteriori pour des pressions positives par la relation (2.9).
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2.3.2 Difficultés des lois récentes

Nous énoncons dans cette sous-section les difficultés majeures des lois récentes des assemblages granulaires

ainsi que celle du probleme dilué :

1. Dans les modeles d’écoulements des assemblages granulaires denses, la difficulté majeure est la pré-

sence d’une pression p’ dans les paramétres rhéologiques.

* Dans le cas du modele d’écoulement des assemblages secs :

(a) la présence de la pression p’ dans la viscosité et dans le seuil ;

(b) p’ représente la pression totale dans le matériau (p dans les lois de mécaniques (2.2) est la
méme que p’)
(c) la présence d’une puissance de p’ dans la viscosité ;

(d) les choix des constantes a, b, ¢, 3 et 7.
* Dans le cas du modele d’écoulement des assemblages saturés :

(a) la présence de la pression p’ dans le paramétre de seuil,

(b) I’existence d’un fluide interstitiel dans I’assemblage granulaire impose que la pression p’

ne peut pas €tre considérée comme la pression globale p dans les lois de mécanique (2.2) ;

(c) larelation entre la pression p’ et la pression globale p dans les lois de mécanique (2.2) n’est
pas définie ;

(d) les choix des constantes a, b, ¢, 3 et 7.

2. Laloi d’écoulement des suspensions diluées (2.7) est considérée comme une loi d’Herschel-Bulkley

avec un comportement indéfini pour ¢.

Remarque 2.3.1 Les constantes a, b, ¢, 3 et v du modele d’écoulement des assemblages secs ou du modele
d’écoulement des assemblages saturés sont mesurées dans les simulations ou les expériences (voir par
exemple [19] et [23]). Dans notre premiére approche, ces constantes sont considérées égales a 1 pour

simplifier les modeéles bien que les mesures donnent des valeurs différentes.

La difficulté majeure dans ce type de modele est I’existence de la pression dans les parametres rhéologiques.
Cette pression peut prendre des valeurs positives ou négatives. Alors lorsque la pression est négative, la
pate est considérée comme une pate diluée. A cet effet, le comportement devrait étre non frictionnel. Or, on
s’attend a des pressions négatives par exemple dans le cas d’écoulement autour d’un cylindre (derriere le
cylindre) et dans le cas d’écoulement dans un malaxeur (derriere les pales).

De plus, le frottement entre les grains ne peut pas prendre des valeurs infinies car sinon les grains se cassent.
Pour ces raisons, une loi simplifiée qui peut étre compatible avec des écoulements complexes (comme le
malaxeur) est considérée. Elle prend la forme d’un fluide de Bingham avec un critere de Drucker-Prager.
Elle sera définie dans la section suivante et étudiée théoriquement et numériquement dans les chapitres

suivants.
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2.4 Prise en compte du caractere frictionnel dans le seuil viscoplas-
tique

Soient 0 < N < oo et Q un ouvert de RY. On note I' 1a frontiére de €). Avant de définir la loi viscoplastique

frictionnelle, les hypotheses suivantes sont considérées :

1. les matériaux sont isodenses c’est-a-dire p est une constante dans les lois de conservation ce qui

implique : div(u) = 0;
2. Les écoulements sont stationnaires ol I’inertie ©Vu est négligeable.

Ceci réduit la conservation de la quantité de mouvement et de la masse :
div(o) = Vp+f=0 (2.11)

div(u) =0 (2.12)

La partie suivante se consacre a définir, a commenter et a reformuler sans dimension la loi particuliere de

comportement des matériaux viscoplastiques frictionnels dilatants.

pression imposée

surface libre

pression hydrostatique

B

\section horizontale

des grains

-\

cylindre de rayon R

FIGURE 2.4 — Ecoulement des grains dans une colonne de hauteur 7

2.4.1 Description de la loi Viscoplastique Frictionnelle (LVF)

Nous nous intéressons dans nos travaux de theése aux comportements bidimensionnels d’écoulement des

matériaux isodenses viscoplastiques frictionnels dilatants. Une section horizontale de suspension des grains
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dans une colonne verticale de ces matériaux est décrite. Le comportement de ces matériaux peut étre mo-
délisé sous la forme d’un fluide de Bingham dont le seuil de plasticité dépend de la variable de pression et
d’un coefficient de friction constant dans R*.

Dans 1’analyse mathématique, il est util de chercher la pression p a moyenne nulle. Contrairement aux
fluides viscoplastiques, la constante d’intégration ne peut pas €tre choisie arbitrairement. En effet, la pres-
sion est localisée dans le parametre de seuil non seulement dans le terme de V(p) de I’équation (2.11).
Alors afin de rendre la pression 2 moyenne nulle, on la considére comme la somme de p et py (ou pg est la
pression de référence).

Dans la pratique, la géométrie bidimensionnelle (2.4) impose ’existence d’une pression hydrostatique py.
C’est la pression de confinement.

En outre, la pression p est présente dans le parametre rhéologique (parametre de seuil). Comme nous avons
mentionné dans la sous-section 2.3.2, la pression peut prendre des valeurs positives ou négatives. Pour cela
nous proposons une troncature de la pression p au voisinage de zéro. Par conséquent, une loi particuliere de
comportement des matériaux de type viscoplastique frictionnel notée LVF est développée. Elle est exprimée

sous la forme suivante :

Définition 2.4.1 (Loi de matériau viscoplastique frictionnel)

Soient py, et py des constantes dans R et I'application G : L(Q) — L>®(Q) telle que
¥ q € Li(), G(q) = max(0, min(q + po, psc))

Nous définissons la loi comportement viscoplastique frictionnelle (LVF) par :

e { {1DW) + pG) b i D(w) #

0 (2.13)
{o;011 < meG(p)} si. D(u)=0

ou 1) est la viscosité et jig le coefficient de friction. Ces paramétres sont supposés constantes dans R,
Une loi de dilatance est déterminée pour des pressions strictement positives par la relation suivante :
1 1 D (U) II

Vp>0 - = — 4 7227 2.14
P> T % T p &1

A partir de la fonction G, nous avons considéré le comportement d’un fluide newtonien pour des pressions
négatives (par exemple dans le cas d’un malaxeur derriere les pales). En effet, dans les cas des pressions
négatives le seuil po(p + po) est remplacé par 0. La fonction constante égale a zéro est choisie pour sa
simplicité et pour éviter le probleme de discontinuité du seuil au voisinage de la ligne de niveau p = —py.
De plus, nous avons tronqué le seuil p + py au voisinage de I’infini par p..,. Ce dernier caractérise 1’effet de
coefficient de frottement qui ne peut pas atteindre des valeurs infinies. Ces troncatures au voisinage de zéro

et de I’infini devront étre améliorées dans un travail ultérieur.
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2.4.2 Adimensionnement

En pratique, il est intéressant de travailler sans dimension afin de réduire le nombre de parametres signi-
ficatifs et d’écrire le probleme indépendamment des échelles. De plus, il sera utile de comparer la loi de
Bingham (2.3) et la loi LVF (2.13) sans dimension. Pour cela, nous présentons dans cette sous section
I’écriture sans dimension de la loi de Bingham (2.3) et LVF (2.13).

Adimensionnement de la loi d’écoulement de Bingham
L’écriture sans dimension du modele de Bingham s’écrit sous la forme suivante :

Trouver (u, p) telle que
e {QD(U) n BzD(u)H} siD(u) £ 0
{o;011 < Bi} siD(u) =0

(2.15)
div(o) — Vp+ f = 0dans Q
div(u) = 0 dans 2

\ -+ conditions sur I’

ooH

7 avec H et U sont des grandeurs caractéristiques du

ou D7 est le nombre de Bingham défini par Bi =

probleme.

preuve 1 Soit la variable x sous la forme :

r=Hz

ou T est la nouvelle variable sans dimension et H est une grandeur caractéristique du probleme. On va

également poser :
u="Uu
p="rp
o =20

ou u, p et o sont des variables sans dimension, tandis que U, P et 3. sont de grandeurs caractéristiques du
probleme.

On impose la méme grandeur caractéristique a la pression et au tenseur des contraintes et on peut écrire :

P=x

1l reste a définir une force extérieur sans dimension :

f=Ff
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Maintenant, on définit les opérateurs sans dimension div, Vet D :

1 -
di’U = ﬁdw
1 -~
V = ﬁV
1 -
D=—D
H
L’équation de conservation (2.11) devient :
dive — 2Vp Ff (2.16)
—divec — —=Vp = — )
o o'’
On aimerait obtenir :
dive —Vp=f
Alors il suffit de prendre
YX=HF (2.17)

Et la loi de Bingham (2.3) donne pour Dyj(u) # 0 :

¥ - D(1)
Yo =2n—=D(u) + 0p=— (2.18)
P D(a)rr
On prend
nU
Y= —
H
On définit le nombre de Bingham sans dimension B
. 0p
Bi=— 2.19
=5 (2.19)

La condition o;; > o0q devient 677 > Bi. Finalement, (2.15) s’obtient en combinant les relations (2.16)-

(2.19), I’absence d’ambiguité permettant d’ omettre les tildes sur ces grandeurs.

Adimensionnement de la loi LVF

De maniéere similaire, on a €écrit la loi LVF sans dimension sous la forme suivante :

’ . { {2D(u) + B G(p) D’ffg;}} i D(u) #0
{oy0m < 22G(p)} si. D(u) =0
vi div(o) — Vp+ f = 0dans 2 (2.20)
div(u) = 0 dans 2
|+ conditions sur I

ou v? est un nombre visqueux globale défini par vi = Z—% avec U, P et H sont des grandeurs caractéristiques

du probleme.
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preuve 2 Nous écrivons les variables x, u, p, pso, Po, 0 et [ sous la forme :
v=HE, u=Ul, p= Pp, pe = Phoc, po = Pho, 0 =5, f = Ff (2.21)

ou U, P, Poo f et 0 sont des variables sans dimension, tandis que U, p, F' et Y. sont des grandeurs caracté-

ristiques du probleme. Nous démontrons facilement que :
G(p) = G(Pp) = PG(p) (2.22)

avec G(p) = mazx (0, min(p+ po, Do) )- Maintenant, on définit les opérateurs sans dimension div, V et D :

1 -
div = ﬁdiv
1 -
V = ﬁV
1 -
D=—D
H
L’équation de conservation (2.11) devient
o~ P - ~
Zdiv(5) - =Vp=—F
(o)~ Vp = —FF
Ce qui revient a écrire :
¥ o~ ~ F.H -
—div(e) = Vp=——7—.f (2.23)

Nous supposons que : —% = % F' et pour la loi LVF (2.13) donne pour DH( )£0:

Et d’apres I’équation précédente nous obtenons :

. . D(@
5 — 2D(@) + "5 2@ (2.24)
Et d’apres les deux équations (2.23) et (2.24), on obtient le systeme suivant :
5 = 2D (i) + LG (p) -2
o i (U) ~m ( ~) D(@)rr (2‘25)
vi div( ) —Vp =

La condition o1; > poG(p) devient 611 > 2G(p). Finalement, d’apres la relation (2.25) et en absence

d’ambiguité, on déduit (2.20).
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La différence entre I’adimensionnement de la loi de Bingham et celui de LVF est le choix de P. Dans le cas
de la loi de Bingham P est égale >.. Mais dans le cas de LVF, on peut envisager trois choix de P représentés

ci-dessous.
1. P = X ceci implique que vi = 1;

2. P = p, ceci implique G(p) = poG'(p) avec G'(p) = maz(0, min(p + 1, pos)). Dans ce cas, une

dépendance de v dans G est détectée ;

3. P = py alors G(p) = paoG'(p) avec G'(p) = max(0, min(p + po, 1)). Dans ce cas, une dépendance
de p,, dans G est détectée.

Ainsi, ces choix réduisent les parametres qui influent sur le comportement d’écoulement de ces matériaux :
Po» Pso» Un nombre visqueux global vi € R et un coefficient de friction 0 < py < 1.
Dans nos travaux, nous nous limitons a étudier I’influence du parametre de seuil sur le comportement de la

pate. A cet effet, nous considérons que P est égale a Y. : vi = 1 dans (2.20).

2.4.3 Modeéle retenu

Nous considérons désormais les grandeurs écrites sans dimension. L’absence d’ambiguité nous permet

d’omettre les tildes sur ces grandeurs.

Définition 2.4.2 (Probléme LVF sans dimension)

On résout le probleme LVF sans dimension sous la forme suivante

Trouver (u,p) telle que
D(u) :
e { {QD(U) + ,qu(p)m} St D(u) #0
{07011 < 11G(p)} si. D(u) =0 (2.26)
div(c) —Vp+ f =0 dans Q
div(u) =0 dans

|+ conditions sur I'

Remarque 2.4.1 (Comportement selon les parameétres)
Nous remarquons 'existence d’un coefficient de friction 110G (p) qui caractérise ’effet de frottement entre

les grains. Nous constatons les deux comportements suivants :

1. Tant que oy reste inférieur a j10G(p), ¢’est-a-dire tant que les contraintes qui s’exercent sur le fluide
n’atteignent pas la force de friction local 11oG(p) entre les grains, la pdte granulaire ne se déforme

pas : il se comporte comme un solide avec D(u) = 0.

2. Des que oy devient supérieur a 110G (p), ¢’est-a-dire deés que les contraintes dépassent la force de
friction oG (p), le fluide se déforme et D(u) n’est plus nul. Les taux de déformation varient avec les

contraintes.
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En outre, il est commode d’introduire dans la suite une contrainte plastique A :

Définition 2.4.3 (Probléme viscoplastique frictionnel a trois champs)

Le probleme LVF est rédéfini en fonction de trois champs sous la forme suivante :

Trouver (u, A\, p) telle que

0 =2D(u) + 110G (p)A

Arr <1

A D(u) = D(u);; presque partout sur <) (2.27)
div(o) = Vp+ f =0 dans §2

div(u) =0 dans ()

|+ conditions sur I’

Proposition 2.4.1 Les propositions suivantes sont équivalentes :
i) Air < letA: D(u) = D(u) presque partout sur S ;
ii) (r—=A):D(u) <0,Vr e ®;
iii) A=A+ aD(u)) ,Va € RT.

ou 11 est la projection sur ® avec © un ensemble des tenseurs symétriques tel que pour tout élément i de ®

prr < 1. 11 est définie par :
¢

I[¢) = ———— (2.28)
© sup(1, Crr)
preuve 3 Tout d’abord, on montre que : la proposition i) implique la proposition i) :
(r—=X):D(u) = r:D(u)—X:D(u)
= r:D(u)—D
r: D(u) — D(u)rs (2.29)

TIID(U)H - D(U)U
0

IA A

Et réciproquement, la proposition ii) est claire pour D(u)rr = 0, tant que D(u)r; > 0 il est possible de
D(u)

choisir \ telle que \ = D)

D(U) — : u Uu . u
(D(U)H )\> : D(u) <0< D(u)ir < A: D(u) (2.30)

En outre, on a :

A D(u) S )\[[D(u)[[ S D(u)H (231)

Donc la proposition i) est obtenue.
De plus, pour tout o > 0, en multipliant la proposition ii) par « et en écrivant aD(u) = (aD(u) + X)) — A,

on est conduit a ’inéquation équivalente suivant :

(r—=A): ((aD(u)+A)—A) <0 (2.32)
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Ceci est la caractéristique de \ projection sur ® de A + aD(u).

De maniere analogue, on définit le modele de Bingham (2.15) en fonction de la contrainte plastique :

Définition 2.4.4 (Probléme viscoplastique a trois champs)

Trouver (u, A\, p) telle que

o=2D(u)+ Bi A

Arr <1

A D(u) = D(u)s presque partout sur <) (2.33)
div(c) — Vp+ f =0 dans

div(u) =0 dans Q

|+ conditions sur I’

De plus, les équivalences énoncées par la proposition 2.4.1 sont toujours vraies. Dans le cas de la loi le

paramétre o pourra étre pondéré par G(p).

Remarque 2.4.2 La condition iii) dans la proposition 2.4.1 est un outil puissant pour produire un algo-

rithme de point fixe. Ceci apparait clairement dans les chapitres suivants.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons décrit les modeles continus des pates granulaires viscoplastiques frictionnelles.
Des modeles élémentaires de type viscoplastique comme le modele de Bingham ont été présentés. Des
modeles récents, comme le modele viscoplastique frictionnel dilatant, ont été exposés. Le comportement
d’écoulement des assemblages granulaires mettent donc en évidence la viscoplasticité mais aussi la friction.
Des faiblesses dans les modeles récents ont été détectées. Aucune relation n’est écrite pour les pressions
négatives, pour D(u);; = 0 et entre p’ la pression interstitielle et p la pression globale. A cet effet, une
loi viscoplastique frictionnelle a été développée dans ce chapitre. Le caractere viscoplastique frictionnel est
modélisé sous la forme d’une dépendance de pression et d’un terme de friction dans le terme de seuil d’un

fluide de Bingham.






Techniques de résolution pour le modele de

Bingham

3.1 Introduction

Comme il est mentionné dans le chapitre 2, 1a loi viscoplastique frictionnelle LVF (2.26) est modélisée sous
la forme d’un fluide viscoplastique dont le seuil est frictionnel. L’originalité de cette loi est la présence de la
pression dans le parametre du seuil. Cependant, a ce jour, aucune étude théorique n’existe dans la littérature
sur ce probleme. Seul le caractere viscoplastique a été 1’objet de recherches mathématiques. A cet effet, un
état de I’art sur les principaux résultats théoriques et numériques du modele viscoplastique a seuil constant
comme le modele de Bingham est présenté dans ce chapitre.

Les méthodes théoriques et numériques de résolution pour un fluide a seuil constant (2.15) se concentrent
sur les conditions aux limites de type Dirichlet. Le probleme de Bingham s’écrit alors sous la forme sui-

vante :
Trouver (u, p) telle que

JE{ {2D() + Bigt¥l s D(u) #0
0

{o;011 < Bi} si. D(u) =
div(c) — Vp+ f = 0 dans
div(u) = 0 dans

u=0 surl

3.1)

\
Les méthodes de résolution sont nombreuses dans la littérature. On peut citer les premiers travaux en 1972
et 1984 de Glowinski, Lions et Duvaut ([6] et [7]) sur les inéquations variationnelles de deuxieme espece et
plus particulierement sur I’existence et I’unicité de la solution u. En 1972, I’analyse numérique est démarrée
par Fortin [11]. En 1982, des méthodes de lagrangien augmenté sont developpées par Fortin et Glowinski

[24]. Un résultat de convergence est présenté par Glowinski, Lions et Trémoliere [14]. En 2000, des travaux

39
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numériques proposés par [25] améliorent la précision de convergence avec des hypotheses fortes sur des ap-
plications restreintes. En outre, de nombreuses méthodes de résolution numérique pour ce type du probleme
ont été proposées (voir [12] et [13]). Les méthodes les plus répandues sont la résolution par introduction de
multiplicateurs de Lagrange et la résolution par régularisation. Toutefois, les auteurs de [26], en 2007, ont
montré que 1’algorithme d’Uzawa est simple, efficace et robuste pour le probléme a seuil constant.

Le plan de ce chapitre est le suivant. On présente tout d’abord les systemes variationnels ainsi que 1’exis-
tence de la solution (u, p, A). Seul, "unicité de la vitesse est démontrée dans un cadre général. De plus, on
décrit les algorithmes compatibles avec le probleme a seuil. On présente les avantages et les inconvénients
de chacun d’eux. Ensuite, on énonce les théoremes de convergence en dimension finie. Ces derniers se

limitent a la convergence de la vitesse.

3.2 Formulation variationnelle, existence et unicité

Duvaut-Lions ([6] et [7]) ont proposé d’écrire le probleme (3.1) sous la forme d’inéquations variationnelles

de seconde espece :

{ Trouver u € V telleque V¢ € V : (3.2)

((u, ¢ —w) + Bi(j(9) — j(u)) = (f,¢ — u)
ou f € H(Q)Y,V est défini par :

V = {v e Hy(Q)"/div(v) = 0}
etV (v,w) € (Hy(Q)V)?:
((0.w) = [ D) D(w) dX
j(v) = /QD(U)II X

(f.,v) :/Qf.vdX

Cette inéquation variationnelle représente un probleme elliptique a un seul champs u avec ((, )) une forme
bilinéaire, coercive et continue et j lipschitzienne sur V. Donc, d’apres le théoreme de Lions-Stampacchia

([6] et [7]), I’existence de u € V est prouvée avec u unique.

Remarque 3.2.1 Le second membre f est la force extérieur exercée sur le fluide. Dans la plupart des cas
pour les écoulements des fluides complexes comme le fluide de Bingham, f est considérée comme une

constante. Donc, on peut se limiter & supposer que f est dans L*(Q)".

Par ailleurs, Glowinski [6] a ramené I’inéquation variationnelle (3.2) en équation variationnelle. Ceci est

fait en introduisant des multiplicateurs de Lagrange ) sous la forme de la proposition suivante :

Proposition 3.2.1 (Existence d’un multiplicateur de Lagrange \)
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Soit f € L*(Q)N etu € V solution de (3.2) alors il existe \ € A qui vérifie le systéme variationnel suivant :

Trouver u € V et A € A telles que ¥ ¢ € V :

((u,9)) + Bi J(X, ¢) = (, ) (3.3)
D(u) : X = D(u);; presque partout sur §)

on A = {u e L2( QNN / upr < 1} est un ensemble convexe, fermé et borné de L*(Q)N*N et pour tout
(r,v) e AxV, J(r,v) = [yr: D(v)dX.

Remarque 3.2.2 Les résultats de Glowinski [6] et Duvaut-Lions [7] sont établis pour un probleme scalaire

plus simples mais leur extension au cas énoncé ici est immédiate.

L’idée de la preuve consiste a construire les multiplicateurs en passant par une régularisation du terme lié
au seuil, ¢’est-a-dire qu’on considere un probleme régularisé défini par (3.2) en utilisant un j. au lieu de j :
YVoeV
_ / @ 1 D), dX
Q

Alors I’inéquation variationnelle du probleme régularisé devient un probleme elliptique a un seul champs
ue € V. A partir du théoréeme de Lions-Stampacchia, 1’existence d’une unique solution u, est prouvée. De
plus, une convergence forte de u, vers u lorsque e tend vers zéro est démontrée.

En outre, on montre facilement que j. est giteau différentiable et sa différentielle ;. est égale 2 :

VoeV, ]€u€ )dX

/ \/62 + D
D(ue)

On pose \. = ——==<._ < A ol A est un ensemble convexe et fermé dans L?(Q)V*". Ceci implique que
p VA D(u ), () phique q

A converge faiblement dans L?(Q)™*" vers \ et (u, \) est une solution du probléme (3.3) avec u unique.

Autrement, les auteurs de [24] ont démontré que : (u, A) € V' x A est un point selle de la fonctionnelle L
V (v,r) €V x A, L(v,r) = ((v,v)) + Bi J(r,v) — (f,v)

Par ailleurs, Han et Reddy [8] ont réécrit le probleme (3.2) sous la forme d’un probleme variationnel mixte

a deux champs (u, p) présenté ci-dessous :

Proposition 3.2.2 (Formulation variationnelle a deux champs (u, p))

Soit f € L*(Q)YN, le systeme variationnel du probléme (3.1) peut étre écrit sous la forme suivante :

Trouver u € HY (Q)N et p € LE(Q) telles que ¥ ¢ € H} ()N

((u, & — w)) + Bi(j(9) — j(w) — (p.div(é —w)) > (.6 — u) (3.4)
(¢, div(w) =0 ¥ g € LA(Q)

Han et Reddy [27] ont analysé un probléme abstrait correspondant. Ils ont démontré I’existence de u €
H}(Q)N et p € L(Q2) avec u unique sous I’hypothése de la condition Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi
(LBB) :

y
38> 0tlqueV ge 12(Q), sup (LU
weHj (N lwl]1,0

> fBllallo.e (3.5
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De maniere plus générale, Aposporidis et al. [9] ont développé la formulation variationnelle a trois champs

en fonction d’un multiplicateur de Lagrange ). Cette formulation est écrite comme suit :

Proposition 3.2.3 (Formulation variationnelle a trois champs (u, p, X))

Soit | € L*(Q)N, la formulation variationnelle a trois champs du probléme (3.2) s’écrit :

Trouver u € HH(Q)N et X € A telles que ¥ ¢ € HF ()N
((u,9)) + Bi J(A, ¢) — (p, div(¢)) = ([, ¢)

(q,div(u)) =0V q € LE(Q)

D(u) : A= D(u);; presque partout sur <2

(3.6)

Les auteurs de [9] ont prouvé que le systeme variationnel (3.4) implique la formulation variationnelle (3.6).
En outre, pour tout v € V, ’existence de (u, \) est prouvée par [26]. Egalement d’apres [9], en utilisant
la condition de LBB, I’existence (u,p, \) € HI(Q)Y x L3(2) x A solution de (3.6) est démontrée avec
u unique. Cette technique de résolution est utilisée et énoncée en détail dans le chapitre suivant pour le
probléme a seuil variable.

Ces types de formulations éliminent les champs D(u) = d et o dans les écritures. Roquet [28] a proposé

d’écrire le probleme (3.1) a quatre champs sous la forme suivante :

Trouver u € HY(Q)N,p € L3(Q),0 € L2(Q)N*N et d = D(u) € L*(Q)N*N tels que

Voe HY(QN p e L3(Q),0" € L2(Q)NN et d e L>(Q)NN

) 2(d,d —d) — (0,d —d) + Bi(j(d) — j(d)) >0 a7
(¢o',d) = (o', D(u))

(0, D(v)) = (p, div(v)) = (f,v)

(p,div(u)) =0

\

ot L2 ()N = {n € L QNN /it = n} et j(d) = [, di; dX.
La solution (u, p, d, o) du probleme (3.7) est prouvée par [28] avec u et d uniques. Mais, o et p ne sont pas
uniques. Ainsi, on remarque qu’en éliminant les champs o et d, on obtient le probleme mixte (3.4) a deux
champs u et p.
En outre, Roquet [28] a démontré que : V (v,d’,0’) € V x L2 Q)N x L2 QNN (u,d,0) € V x
L2 Q)N*N x L2(Q)V*N est un point selle de la fonctionnelle L;. Cette derniere est nommée Lagrangien et
définie par :

Li(d,v,0") = |[d|[3g + Bi j(d) - (f,d) + (o, D(v) — &) (3.8)

Soit (L), la fonctionnelle définie par : (d, ) € (L*(QQ)V*N)2etu € HE(Q)N
(L1)a((d, w);0) = [|d][§ o + Bi j(d') — (f,d) + (o, D(@) — d) + §||D(a) - d|[3 (3.9)

ou a est le parametre d’augmentation.
Il est important de signaler que la recherche de point selle est souvent plus simple pour (L, ), que pour L; en
raison du terme quadratique %||D(u) — d|[3 . car on obtient une stabilité inconditionnelle des algorithmes

itératifs. L’ existence de ce point selle fait ressortir I’écriture de I’algorithme de Lagrangien augmenté énoncé
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dans la section 3.3.

De plus, la régularité de la vitesse est analysée dans [10] :

Proposition 3.2.4 (Régularité de u)

1. Si f € L2(Q)N alors u € W22(Q)N ;

loc

2. Si f € LPN2(Q)N alors u € WEZ(Q)N est une fonction continue holdérienne. Cela veut dire que :

VO<a<lueC®™(Q)V

ou L™ (Q) est I’espace de Morrey-Campanato.

3.3 Algorithmes de résolution

L’existence de (u,p, A) ol (u, A) est un point selle de L et le calcul de A par la projection (2.28) mettent
en évidence un algorithme naturel de résolution, 1’algorithme d’Uzawa, qui peut étre écrit de la manicre
suivante (voir par exemple [26]) :

Soient € RY, u® € HY(Q)N et p° € L2(Q), calculons v € HH Q)N et p"t € LE(Q) comme suit :
V 0<n<]

Etape 1: (u"*t p"tl) € HI(Q)N x LZ(Q) résout un sous-probleme de Stokes

—A(u™) + V(p"t) = Bi div(\") + f (3.10)
div(u"t) =0 '
Etape 2 : Mise a jour de la contrainte plastique
N = Py(A" + aD(u"t)) (3.11)
Etape 3 : Arrét de I’algorithme
IANH = AN o0 < € (3.12)

ou [ est le nombre maximum des itérations et € la précision de I’algorithme d’Uzawa.

De plus, pour tout p pression imposée, la convergence de 1’algorithme est démontrée par [26] tant que
o < - au sens ol nlgg(}u” = u dans H} (Q)V et ||]\" — A||o.o dans R.

Il existe d’autres méthodes numériques de résolution qui peuvent étre adaptés a la non linéarité du seuil. On
peut citer I’algorithme de lagrangien augmenté présenté de maniere détaillée dans les livres de de Glowinski
et LeTallec [12] et Fortin et Glowinski [24] et I’algorithme de Newton [13].

L’algorithme Newton [13] résout un probleme régularisé différent du probleme a seuil donné en remplacant
I’équation constitutive des fluides viscoplastiques par celle d’un fluide quasi-newtonien en fonction d’un
parametre de régularisation ¢ > (. La premiere difficulté vient de ce que € doit étre choisi petit pour que
la solution de ce probleme quasi-newtonien ressemble a celle du probleme viscoplastique. Pour e petit, le

probléme quasi-newtonien en dimension finie devient difficile a résoudre : les matrices dépendent de € et
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leur conditionnement est en 1/¢, ce qui détériore les propriétés de convergence des méthodes itératives.
Autrement dit, pour € grand, les estimations d’erreur entre la solution du probleme régularisé et la solution
du probléme a seuil paraissent grandes. De plus, le temps de calcul peut exploser quand le parametre de
régularisation tend vers zéro. La second difficulté vient de ce que pour tout € > 0, il n’existe pas des zones
rigides associées a D(u) = 0. Avec ces modeles régularisés, on n’est plus capable de déterminer les zones
rigides. Ces deux inconvénients ont motivé la recherche d’autres algorithmes.

Le principe d’'une méthode de Lagrangien augmenté consiste a appliquer un algorithme de point selle
((d,u); o), pour la fonctionnelle (L), définie par (3.9) ou a correspond au parametre d’augmentation du
lagrangien.

Dans le cadre des méthodes de Lagrangien augmenté, le probleme prend la forme concrete suivante :
Soient u® € H} ()N, p° € L3(Q2), 0° € L2 (Q)V*N et d® € L?(Q)N<N

Etant donnés d" € L*(Q)NV*N et o™ € L2(Q)N*N on calcule v € HY(Q)Y, p"tt € LE(Q), d"™ et
o™ comme suit :

Etape 1 : Trouver (u™* p"t1) € HH(Q)N x LE(Q) qui résout le sous-probleme de Stokes :

_a n+1 n+1l)y _ - n __ n
{ SA") +V(p") = Bidiv(e" —ad")+ f sur Q (3.13)

div(u™™) =0 sur  Q

Etape 2 : Résolution explicite des non-linéarités

1
d"t = — 2FQ(U” +a D(u"*))
= — Bi 1 > B
ol Fi(o) = { gilu =B s on> bi

Etape 3 : Mise a jour des contraintes

o =" +a(D(u") — d")

L’ avantage de cette méthode est qu’en raison du terme (&, D(@) — d), la solution exacte du probleme (3.8)
peut étre déterminée sans faire tendre a vers I'infini. En outre, le terme quadratique 4||D (@) — d||3 (, per-
met d’améliorer la propriété de la convergence de I’algorithme. Cette convergence est assurée dans le livre
de Glowinski et LeTallec ([12], pages 84 — 87) aussi dans le livre de Fortin et Glowinski [24] au sens ou
lim {u",d"} = {u,d} dans H}(Q)N x L2(Q)V*N.

Ezpo)oendant, Dean et al. [26] ont montré que cet algorithme n’est pas performant. Son inconvénient est la né-
cessité d’une place supplémentaire en mémoire informatique pour les termes dérivés du terme quadratique
sIID(a) — d| |3Q Ceci peut étre crucial pour des problemes tridimensionnels et des géométries complexes,

faisant intervenir des maillages et des matrices de grand ordre.
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3.4 Solutions analytiques

Le but de cette sous-section est d’introduire des cas simples ol la solution est déterminée explicitement

dans la littérature comme le probleme de Poiseuille et Couette ([25] et [6]).

3.4.1 Probléeme de Poiseuille

____________ 'y
) €5
0! -
, =
E / L
—"u
! -
R

FIGURE 3.1 — Ecoulement entre deux plaques paralleles "Poiseuille plan".

Soient deux plaques paralleles séparées par une distance 2L schématisées par la figure 3.1. Un fluide de
Bingham, de seuil 0, est mis en mouvement entre ces deux plaques soumises a une chute linéique de

pression f. Le nombre sans dimension devient :

0o

Bi= -2
1 Lf

Une solution de ce probleme est calculée dans des nombreux ouvrages (voir par exemple [6]). Elle est
exprimée par :

Pour Bi < 1,ona:

(Bil1y? (3.14)

2

(Bi—1)? (Bi—zx)? . .
— s1 T > Bi
u(r) = { 2 2 .

sinon

Pour Bi > 1, la vitesse u est identiquement nulle et I’écoulement est bloqué.

3.4.2 Probleme de Couette

Soit deux cylindres coaxiaux dans le repere de la figure 3.2. Les cylindres intérieur et extérieur sont animés
d’une vitesse de rotation uniforme w; et w,. La longueur des cylindres L est supposée grande par rapport a

leurs rayons R; et RR.. Soit un fluide de Bingham de seuil o s’écoulant entre ces deux cylindres. Le nombre
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FIGURE 3.2 — Ecoulement d’un fluide de Bingham entre deux cylindres coaxiaux C; et C, de rayons res-
pectivement R; et R,.

sans dimension de Bingham B: devient :

O'()L (o)

Bi = —
' nU  nwe

ou U = R.w, est la vitesse caractéristique du cylindre extérieur.
Soit x = rcos() et y = rsin(f) ou (r,d) le couple des coordonnées polaires. La vitesse est indépendante
de 0 et se définit sous la forme u(r) = w(r)r ol w(r) est la vitesse de rotation.

La vitesse de rotation d’un fluide de Bingham a seuil Bi est écrite par [29] sous la forme suivante :

— Bil (L)_K(L_L) si <7y
w(r):{wo e 2\ T2 1 r<r (3.15)

1 sinon

avec wy = 5—, ro = 1% etrs = 4/ % ou K vérifie cette relation

K, Bi K,
1= — — — [ 1+1 3.16
ot g = (10 (75)) @19
et K vérifie
Ky si ry <1
K = —2(1—wo—Bi In(rg)) sinon (3.17)

1
=22
0

De plus, la vitesse de rotation pour un fluide newtonien (57 = 0) peut s’écrire sous la forme suivante :

w(r) = wy — & (l_ 1) (3.18)

2 .2
2 \r* 1§
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ol K = —2- 4=l

(-3%)

3.5 Probléme en dimension finie

Soient X;,(Q2) C HE(Q) et T1,(2) € LA2(Q)N*N et P,(Q) C L3(Q) des sous-espaces vectoriels de dimen-

sion finie au sens ou :
1. h est paramétre dans R ;

2.V h, X, C HYQ) et TH(Y) C L2(Q)V*N et P,(Q) C L2(Q). En pratique, h présente le pas de

discrétisation par la méthode des éléments finis ;

3. il existe X, P et T des espaces denses dans HZ (), L2(Q) et L*(Q)V*N respectivement tels que :
V (v,q,7) € X x P x T, on peut construire v, € X,(Q), gn € Pp(Q) et 1, € Th(Q) avec v, — v,
qn — qetry, — rlorsque h — 0 dans Hg (), L?(2) et L?(2)V*N respectivement.

La formulation variationnelle discrete a deux champs peut €tre écrite sous la forme suivante :
Trouver uy, € X5, (Q)N et p, € P,(Q) telles que V (v,q) € X,(Q)N x P,(Q) ona:

{<wmv—wn+3mm»—ﬂm»—u%mwv—m»zanm—uw 519
(q,div(up)) =0
L’approximation du probléme a trois champs s’écrit sous la forme suivante :

Trouver (up, pr, \n) € Xn ()Y x Py (Q) x A telle que Vv € X, (Q)N

((un, v)) + Bi J(A,v) = (pn, div(v)) = (fn, v) (3.20)

(¢, div(up)) =0 Vg€ Py(Q)
D(Uh> . )\h = D(u)[[

Remarque 3.5.1 En pratique, on consideére un opérateur m, : A — Ty, (Q) tel que 7, () est I’approxima-
tion de \j, € A.

De plus, nous supposons que la condition LBB (3.5) reste vraie dans le cas discret ¢’est-a-dire qu’il existe
By tel que :

;
Voge P, sup L) g, (3.21)

wEXp (N [[wl|10
ou f3; est indépendant de h. L’ ouvrage de Brezzi et Fortin [30] et le livre Girault et Raviart [31] contiennent
des nombreux exemples d’espaces X, (Q)V et P,(£2) qui vérifient cette condition.
De maniere similaire au cas continu, en utilisant un probleme régularisé et la condition (3.21), on démontre

I’existence de (up, pr) € Xn(Q)N x P, (Q) solution du probleme (3.19) avec u;, unique (voir par exemple

[14]).
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Par ailleurs, un théoreme de convergence forte est présenté par Glowinski, Lions et Trémolieres [14] pour

une pression p imposée. Ce résultat repose sur :
lu = unlli o < 191"2(c + Bi)llon — ullia + | fllogllon = ullog (3.22)
ot ¢ = ¢(Q)]|f]]o.2, ¢(€2) constante qui dépend de I’ouvert 2 et vy, vérifie

lim |[v — vall1.0 =0 Vv € Xu(Q)N (3.23)
h—0

Remarque 3.5.2 Dans les travaux de Glowinski, Lions et Trémolieres [14], ce résultat est établi pour un

probléeme scalaire ou c(€) est égale a ﬁ \‘%lgi—lﬂ/g avec A la plus petite valeur propre de —A dans H} ().

Par exemple, si on choisit X, (Q2) = ¥;,* N HL(Q) on
Y (Q) = {vs € C(Q); (vn) € P,V K €T}

avec P, I’ensemble des polynomes a coefficients réels de RV dans R de degré inférieur ou égal a k par

rapport a chaque variable, c’est-a-dire que tout P € P, P s’écrit sous la forme suivante :

P(z) = Z iy i T2
iy iy >0
11+...+iy < k

et on prend v, = 75, u ou r}, est un opérateur de projection H'* ou bien d’interpolation, alors 1’estimation
abstraite (3.22) permet de conclure :
| — up||r0 = O(RY?) (3.24)

Egalement, dans les cas ou la pression p est donnée, Glowinski [32] a écrit une estimation en fonction de A
et Bi sous la forme suivante : V v € X, (Q)Y etV pp, € AN TH(Q) telles que py, : D(v) = D(v)g;

((up, —uyup, —u)) < ((up, — u,v —u)) + Bi (up, — A\, D(v — u)) (3.25)

De plus, Glowinski [6] propose une estimation plus fine dans le cas particulier de Poiseuille circulaire'. Il a
établi une estimation d’erreur, ||u —uy|l1.0 = O (h\ /|In(h) ]) en prenant X, (Q) = Y,"’N H} (). L auteur

de [6] a défini un ouvert €2, sous la forme suivante :

Qe={2€Q/ D(u);; > ¢}

'On considére I’écoulement laminaire permanent dans une conduite rectiligne de section 2 C R? et d’axe e3 sous I’action
d’une variation constante de pression. On nomme cette situation probleme de Poiseuille. En particulier, si €2 est un disque alors
on parle du probléme de Poiseuille circulaire.
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ou € > 0. L’estimation est alors obtenue en utilisant le fait suivant dans le cas Poiseuille circulaire :

dX
/QE D(u)r O (=In(e))

De plus, I’auteur de [25] montre en supposant X (€2) = Y}?’O N Hg () que I’ordre

lu = unll10 = O (n* /()]

peut étre obtenu dans le cas du probleme Poiseuille circulaire, a condition d’adapter localement le maillage.

Plus généralement, une convergence de u est prouvée par les travaux de Han et Reddy [27] dans le cas du
probléeme mixte a deux champs (3.4). Ce résultat s’appuie sur : V (v, q) € Z,(£2) x P,(Q) :

lu—unlZg < e{lu=vllva + lu = olli3 + lon = dlloo } (3.26)

ou /, = {Uh € Xh(Q)N/ (qh,div(vh)) =0V qn € Ph}
Ces estimations se limitent a I’erreur entre u et u;,. Ceci montre que la convergence de p ainsi que 1’unicité

de p restent une difficulté dans la littérature pour des problémes mixtes en w et p.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, une présentation générale sur les méthodes de résolution théorique et numérique existants
dans la littérature pour le modele de Bingham a été exposée. Ces techniques de résolution ne peuvent pas
étre adaptées de maniere immédiate dans le modele LVFE. Toutefois, elles peuvent €tre en partie adaptées

comme le montre le chapitre suivant.






Résolution théorique du modele viscoplastique

frictionnel

4.1 Introduction

L’objectif principal de ce chapitre est d’aborder la résolution théorique et numérique du probleme LVF
(2.26). Cependant, la résolution numérique complete nécessite une méthode de discrétisation spatiale. Cette
derniere sera décrite au chapitre 5 en fonction des géométries simulées.

On considere le probleme LVF (2.26) avec des conditions aux limites de type de Dirichlet en particulier

u = 0 sur I'. Ce probleme s’écrit sous la forme suivante :

[ Trouver (u,p) telle que

e { {20 + G 5L} i D #0

{o;011 < 10G(p)} sinon @.1)
div(c) —Vp+ f =0 dans Q
div(u) =0 dans €

(v =0surl

51



52 CHAPITRE 4. RESOLUTION THEORIQUE DU MODELE VISCOPLASTIQUE FRICTIONNEL
D’apres le chapitre 2, ce probleme peut étre écrit en fonction de A sous la forme suivante :

Trouver (u, A, p) telle que

o =2D(u) + G (p)A

Arr <1

A D(u) = D(u)r presque partout sur €2 (4.2)
div(oc) = Vp+ f =0 dans Q

div(u) =0 dans €

u=0sur’

\

Pour cela, nous allons analyser trois types de problémes : probléme a seuil variable LVF(14(q)) ol z0(q) est
égale a 149G (q) avec ¢ une fonction donnée, probleme LVF a seuil régularisé et probleme LVF en dimension
finie.

Le plan est le suivant :

La premiere section se consacre a la présentation des démarches formelles de la résolution théorique du
probleme LVF. Une formulation variationnelle rigoureuse est alors proposée. La localisation de la solution
(u,p) du probleme LVF dans un ensemble relativement compact est montrée. On montre que la vitesse et
la pression sont bornées.

La deuxieme section constitue une méthodologie de résolution qui s’appuie sur une construction d’un point
fixe dans un probleme a seuil variable.

La troisieme section s’occupe de I’exploration d’un probleme a seuil variable (probleme intermédiaire,
LVF(10(q)) ot po(q) = poG(q) avec ¢ fonction donnée). Ce dernier sera résolu en adaptant les techniques
développées pour le modele de Bingham qui est a seuil constant ([25], [6], [10] et [33]). Notamment, 1’exis-
tence d’une solution est démontrée, un algorithme de résolution est proposé et sa convergence est montrée.
La quatrieme section exploite une résolution théorique du probleme LVF régularisé. En particulier, 1’exis-
tence d’une unique solution qui s’appuie sur 1’existence d’un point fixe dans le probleme intermédiaire
régularisé est démontrée.

Dans la cinquieme section, un point fixe est construit pour le probleme LVF discret. L’existence de ce point
fixe est démontrée et un algorithme de résolution est proposé.

Dans la sixieme section, nous présentons un cas particulier, probleme de Couette, ol la solution est calculée
explicitement. L’existence d’une unique solution (u, p) est alors mise en évidence dans ce cas. Une généra-
lisation de la solution est montrée pour toute pression radiale.

La derniere section ouvre une discussion sur la solution et I’algorithme du probleme LVF en s’appuyant sur

les résultats obtenus.

4.2 Formulation variationnelle et propriétés formelles

Dans cette section, nous commencons a présenter LVF (4.2) sous la forme de formulations variationnelles
faibles. Ces formulations sont bien connues depuis Duvaut et Lions pour des fluides viscoplastiques a seuil
constant. Ces formulations sont tres utiles pour comprendre la facon générale de discrétiser le probleme

(4.2). Ainsi, certaines propriétés de la solution sont établies.
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4.2.1 Formulation variationnelle a trois champs

On commenge par définir les formes suivantes : V (w,v) € (HE(Q)N)?, (r,¢) € LE(Q) x Aet f € L>(Q)N

j(TaU> = /QG(T)D(U>][ dX

ou ((, ))et(, )sontdes produits scalaires respectivement sur Hl(Q)N et L*(Q). Ainsi, ||D(w)||oo =
((w,w))? définit une norme sur H}(Q)N notée || ||1.0-

De maniere similaire a la formulation variationnelle du probleme de Bingham (3.6) proposée par Duvaut et
lions [7], la formulation variationnelle rigoureuse a trois champs u, p et A, pour toute fonction f € L2(Q)N ,

du probleme LVF (4.2) peut étre écrite sous la forme suivante :

Trouver (u, p, \) € HH(Q)N x L3(2) x A telle que V v € HL(Q)N
((u,0)) + o (p, A, v) = (p, div(v)) = (f,v)

A:D(u) = D(u);; presque partout sur )

(r,div(u)) =0 Vre L(Q)

4.3)

En utilisant le fait que A\ : D(v) < A;;D(v);; < D(v)gy, on prouve que la formulation variationnelle a trois

champs (4.3) implique le systeme variationnel a deux champs suivant :

Trouver (u, p) € Hi(Q)N x LE(Q) telle que V v € HY(Q)N

((w,v = u)) + po (j(p,v) — (P, w) = (p, div(v —u)) > (f,v — u) (4.4)
(r,div(u)) =0 Vre L3(Q)

Proposition 4.2.1 Le probleme variationnel (4.4) est équivalent au systeme variationnel suivant :

Trouver (u,p) € H(Q)N x LE(Q) telle que ¥ v € HL(Q)N

((v,0 =) + po (§ (p, v) = §(p,w)) = (p, div(v —u)) = (f,v —u) (4.5)
(r,div(u)) =0 Vre L3(Q)

preuve 4 Soit (u,p) € HH Q)N x LE(Q) solution de (4.4) alors d’apres la positivité de (( , )), il en
résulte : ¥ v € H}(Q)N

((v,v —u)) + po(j(p,v) — i(p,u) — (p, div(v —u)) > ((u,v —u)) + po(j(p,v) — j(p,u))
— (p,div(v — u))
> (f,v—u)
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donc (u,p) € H(Q)N x LE(Q) est une solution de (4.5).
Réciproquement, en prennant v = (1 — r)u + rw dans (4.5) telle que w € H} ()Y etr €]0,1], ona :
(L —=r)u+rw,w—u)) + po(j(p, (1 —r)u+rw) —jlp,u)) —r(p, div(w —u)) > r(f,w—u) (4.6)

De plus, la fonctionnelle j est convexe sur H}(Q)N, alors on obtient : ¥V w € H} ()N

(1 —r)u+rw,w —u)) + por(j(p,w) — j(p,u)) — r(p, diviw —w)) > r(f,w —u) 4.7

d’ou, en divisant par r et en passant a la limite r — 0, on obtient (u, p) une solution du probléeme (4.4).

Ces systemes variationnels (4.3), (4.4) et (4.5) sont bien définis. Mais, la principale difficulté résulte d’un

couplage fort entre la vitesse et la pression. Cette derniere est localisée dans le parametre de seuil.

4.2.2 Quelques propriétés de la solution

L’existence d’une solution reste pour I’instant un probleme ouvert. On s’intéresse dans cette sous-section a
décrire les propriétés de la solution (u, p) ainsi que I’ensemble des solutions tout en supposant que (u, p)

existe.

Proposition 4.2.2 (u vitesse bornée)
Soient f € L2 Q)N et (u,p,\) € HLHQ)N x LE(Q) x A solution de (4.3), alors la vitesse u est bornée
dans H} ()N avec

lullie < Ch (4.8)
o C1 = || flloq et ¢ la constante de Korn qui dépend de I’ouvert ).

preuve 5 Soient f € L*(Q)Y et (u,p,\) € HH Q)N x L3(2) x A une solution de (4.3) alors (u,p) €
H ()N x LE(Q) est une solution de (4.4).

Posons v = —u dans (4.4), alors on obtient :

((u, u)) < (f u) (4.9)

D’une part, d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on montre que :

(fsw) <[ fllogllullog
Oor,VYaoa>0 ]
(f,u) < “ [l fllogallullog

’
alors )

1 o
(fiu) < ﬁllfllﬁ,g + 7I|U|I?m

D’autre part, d’apres l'inégalité de Korn [14], on prouve que :

IDW)|la > Zlullfq (4.10)
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ou c est la constante de Korn qui dépend de ().
llenrésulte : V0 < a< \/75

1
—2||f||0,9 4.11)
/25— %)

On pose Cy = \/%Hﬂ lo,0. Donc, oo = 1 minimise la valeur de cette constante.
a\/2(z—%)

lullo <

D’ou le résultat (4. §).

Proposition 4.2.3 (p pression bornée)
Soient f € L*(Q)N et (u,p,\) € HY Q)N x LE(Q) x A solution de (4.3), alors la pression p est bornée
dans L3(2) avec

lIplloe < Co (4.12)

ou Cy = %(Cl + [10Poo/ % + || fllo.) et B est la constante de LBB (3.5).
preuve 6 Soient f € L*(Q)N et (u,\,p) € HY(Q)N x A x LE(Q) solution de (4.3) ceci implique que
(u,p) € HY Q)N x L3(2) est une solution de (4.4) alors ona : ¥ v € HH Q)N

((U, v U)) + po (](p7 U) - ](pa U)) - (pa div(v - U)) > (fa v = u) (4.13)

On pose v = w +uonw € H} ()N, ceci implique que

(p7 dw(w)) < ((u,w)) — Mo (](pv u) _j(p7u + w)) - (fvw) (414)

D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

< ||D D
(o)l < 1ID@Iloall D)l ws)
[(Fw)l <l flloellwlie
De plus, d’apres ’inégalité triangulaire, on montre :
(. = 3(pru+ w)| < G0 e [ Dwhas dX .16
Q

Ainsi, les relations suivantes sont vraies :

[1Q
Q

IGP)lsor < Poo - (4.18)

En combinant les relations (4.14)- (4.18), on obtient :

(p,div(w)) < lulliallwllio + poper/ 5 [0l + [flloallwlle (4.19)
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D’une part, d’apres la condition de LBB (3.5), on a :

1 Q
ol < 01l + popy/ L+ 117 (420

D’autre part, u est bornée d’apres la proposition 4.2.2, il en résulte :

1 Q
p]]o.0 < 3 <C1 + Hopoc/ % + ||f||0,9> (4.21)

D’ou le résultat (4.12).

Soit x I’ensemble des solutions du probléme variationnel (4.4) défini par :

_ { (u,p) € HY(QN x L) telle que V (r,v) € L3(€2) x HH(Q)Y, } 42
(0,0 = w) + o (i (p, v) = 5(p,w)) = (prdiv(v = w)) = (f,0 = w) et (r,div(u)) =0 f

Proposition 4.2.4 L’ensemble des solutions x du probleme variationnel (4.4) est convexe et fermé dans
HY ()N x LE(Q).

preuve 7 La fonctionnelle j est convexe, ((, )) et (, ) sont des produits scalaires sur H} ()N et L?(Q)
respectivement. Ceci nous donne que pour tout (wy,p1), (we, p2) € X2, (1—r)wi+rws, (1—7)p1+71p2) € X
our €)0,1[. Donc x est convexe.

Soit (Un, pp)n une suite dans x telle que u,, converge fortement vers u dans H: ()N et p, converge forte-
ment vers p dans L3() . On a que (u,,, p, ) vérifie le systéme variationnel (4.5) : ¥/ (v,r) € HE(Q)N x L2(Q2)

((U7 v = Un)) + MO(j(pna U) - j(pna un)) - (pm diU(U - un)) Z (fa v — Un) (4 23)
(r,div(uy,)) =0 '
1l faut alors démontrer que (u,p) € X ¢’est-a-dire il faut vérifier que : ¥ (v,r) € H}(Q)N x L(Q)
(0,0 =) + ol (pr0) = spo)) = (padiv(o ) > (0= o
(r, div(u)) = 0 '

D’une part, (r,div(u,,)) converge vers (r,div(u)) pour tout r € L3(2) car u,, converge fortement vers u
dans H}(Q)N. D’autre part, les termes ((, )), j(, ) et (, ) sont continus.
De plus, on prouve que

lim j(pp, un) = j(p, )

En effet,
13 (Pns un) = G, u)|l = [3(Pns un) = 5 (pns w) 4 5(Pn, w) — 5 (p, u)l
S ||.7(pnaun> - ](pmu)| + |.](pn7u> - j(p> U,)‘

Poor B ln = ullo + L lpn — pllog

IN
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avec ||u, — ul|1.q et ||pn — pl|o.q qui tendent vers zéro dans R.
D’ou lim j(pn, u,) = j(p, u).
n—0o0
Alors, on obtient :
(0,0 = )+ 100 (p. ) = §(pow) = (prdiv(o =) = Tim {((v.0 = ) + pio T j(pr, )
= o im j(pn, wp) = lim (py, div(v —un))}
= nh—>Holo ((Uv v un)) + MOj(pnv U)
= 110J(Pns un) = (P, div(v — uy))}
> lim (f,v —up) = (f,v—u)
n—oo

(4.25)
Donc, (u,p) € x.

4.3 Démarches formelles

L’objectif de cette sous-section est de fournir une méthodologie de résolution du modele viscoplastique
frictionnel (2.26). Ce dernier peut étre considéré comme un modele de Bingham a seuil 10G(p). Pour cela,
nous construisons un point fixe dans un probleme intermédiaire (probleme a seuil variable) afin d’utiliser
les techniques classiques de la littérature pour le modele de Bingham (probleme a seuil constant) qui sont

énoncées dans le chapitre 3. Notre méthodologie consiste alors a :

1. remplacer le paramétre du seuil 110G (p) par oG (q) ol ¢ est une fonction donnée dans le méme espace

vectoriel L3(€2) que celui de p;

2. définir une formulation variationnelle du modéle d’écoulement du probleme intermédiaire LVF(110(q))

en fonction de u, ¢ et p ou ¢ est une fonction donnée ;
3. démontrer I’existence de (u(q),p(q)) € Hg ()N x L2(€2) solution du probléme intermédiaire LVF(110(q)) ;

4. démontrer I’existence de p solution du probleme LVF (2.26), a partir de la technique du point fixe,

1

c’est-a-dire on considere que I'application p : L3(Q2) — LZ(Q), ¢ — p(q)' admet un point fixe en

appliquant le théoreme de Picard et ses généralisations [34] ;
5. utiliser un algorithme de résolution convenable.

Cette technique de résolution est utilisée dans la littérature pour un probléme similaire : le probleme de

Signorini-Coulomb ou la friction est une contrainte de frontiere (voir I’annexe A).

4.4 Résolution du probléeme viscoplastique a seuil variable

Définition 4.4.1 (Probléme a seuil variable)

On a prouvé dans la section 4.4 que pour toute ¢ € L3(2), il existe p(q) € LZ(Q). Cependant, p(q) n’est pas unique dans
L3(£2). Alors, p est une application multivoque.
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Soient f € L*(Q)N et ¢ € L3(Y) des fonctions données. Le probléme a seuil variable (probléme

intermédiaire) LVF(110(q)) est défini sous la forme suivante :

Trouver (u, A\, p) telle que

o = 2D(u) + pG(g)\

Arr <1

A:D(u) = D(u);; presque partout sur §) (4.26)
div(o) — Vp+ f =0 dans

div(u) =0 dans Q

u=0 sur T

\

4.4.1 Formulation variationnelle a trois champs - Existence de la solution

Proposition 4.4.1 (Formulation variationnelle a trois champs (u, p, X))

Soient f € L*(Q)N et q € L(QQ) fonctions données. La formulation variationnelle du probléme a seuil

donné LVF(110(q)) (4.26) s’écrit sous la forme suivante :

Trouver (u, \,p) € HLH(Q)N x A x LZ(Q) telle que

((u,0)) + poJ (q, A, v) — (p, div(v)) = (f,v) Vv e H(Q)Y
D(u) : X = D(u)s presque partout sur <)

(r,div(u)) =0 VreLiQ)

(4.27)

o A = {7” € LQ(Q)NXN/T[[ < 1}

preuve 8 Pour tout (w,v) € H}(Q)N x Hi(Q)N,q € LEQ) etr € A, J(q,7,v), ((w,v)) et (r,div(v))
sont bien définis.

Soient f € L*(Q)N et ¢ € L2(Q) fonctions données. On suppose que (u, \, p) est une solution du probléme
(4.26). On note, pour tout : 1 < 1,5 < N, 0y les composantes du tenseur de contraintes aux champs de
vitesse u, d;;j(u) les composantes de taux de déformations et \;; les composantes de la contrainte plastique
A

Pour tout v € H}(Q)Y, en multipliant par v et en intégrant sur Q) la quatrieme relation de (4.26), on

obtient :

—/div(a).v dX—I—/Vp. vdX = / fudX (4.28)
0 Q Q

D’apres la formule de Green, il vient que :

/QJ:V(U) dX—/Qp div(v) dX:/Qf.vdX (4.29)

En utilisant la symétrie du tenseur des contraintes o et son expression donnée par (4.26), on aura :
V1<ij<N
0v; _
fQ Uij @ dX =

(4.30)
Jo dij(w)dij(v) dX + [, 110G (q) Nijdij(v) dX
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En combinant les relations (4.29) et (4.30), on obtient :
Jo D) : D(w)dX + [ p10G(q)A : D(v)dX — [,p div(v)dX = [, fvdX (4.31)
En outre, en multipliant la cinquieme équation de (4.26) par r € L3(2) et en intégrant sur ), on obtient :
/Qdiv(u)r dX =0 (4.32)

La formulation variationnelle (4.27) est donc obtenue.

La réciproque suit les méme étapes.

Proposition 4.4.2 (Formulation variationnelle a deux champs (u, p))
Soient f € L*(Q)N et q € L3() fonctions données. La formulation variationnelle & trois champs du

probléme a seuil donné LVF(1y(q)) (4.27) implique le systéme variationnel a deux champs suivant :

Trouver (u,p) € HE(Q)N x LE(Q) telle que ¥V v € HL(Q)N

(00— w) + o3 (0,0) — 3(0,) — (. div(o — u) > (f,0 — u) 433)
(r,div(u)) =0 Vre L3(Q)

preuve 9 Soient f € L*(Q)N et ¢ € L3(2) fonctions données.
On suppose que (u,p,\) € HJ ()N x L2(Q) x A est une solution de (4.27).
Tout d’abord, pour tout v € HL ()Y, ((u,v—u)), j(g,v), j(g,u), (p, div(v—u)) et (f,v) sont bien définis.

La propriété suivante est vraie presque partout sur ) : ¥ v € H} Q)N
AiDw—u)=X:D@w)—A:D(u) < D) — D(u)y (4.34)

Donc, en combinant la relation (4.34) et le probléeme (4.27), on prouve que (u,p) € H} ()N x L3() est
une solution de (4.33).

Proposition 4.4.3 (Existence de la solution u € V')
Soient ¢ € L2(Q) et f € L*(Q)Y fonctions données. On suppose que (u,p) € H}(Q)N est une solution de

(4.33) alors u vérifie I’inéquation variationnelle suivante :

(4.35)

{ Trouver u € V telle que
((u,v—u)) +:U'0<j<qﬂv) _j(qvu)) > (f,v—u) VoeV

onV ={we H{(Q)N/ div(w) = 0}.

De plus, il existe uw € V solution de I’'inéquation variationnelle (4.35) avec u unique.

preuve 10 L’implication est facile a démontrer. Il suffit de prendre v € V dans le systeme variationnel
(4.33).

On a que (( , )) est forme bilinéaire sur V' x V, continue et coercive, j est lipschitzienne sur V et ( , ) est
forme bilinéaire continue sur V donc, d’apres le théoreme Lions-Stampacchia ([6] et [7]), il existe u € V

solution unique du probleme (4.35).
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Proposition 4.4.4 Soient f € L*()N et ¢ € L3(2) fonctions données. On considere u € V la solution de

(4.35) alors il existe A € A telle que (u, \) € V' x A est une solution du probléme variationnel suivant :

Trouver (u,\) € V x Atelle que ¥V v € V
((U, U)) + ,UOJ(qv >\7 U) = (f7 U) (436)
A D(u) = D(u)y

preuve 11 Soient ¢ € L(Q) et f € L*(Q)"N des fonctions données. On considere ¢ > 0 etu € V la
solution du probleme (4.35). On régularise le probleme (4.35), en prenant j. au lieu de j ou j. est définie

par:

Je(v,q) = / G(q)\/e2+ D(v)?, dX (4.37)
Q

On suppose le probléeme régularisé (P.) suivant :

Trouver u. € V telle que¥Y v € V
(4.38)

((ue,v - u€)) + :uo(je(% U) - je(Q) ue)) Z (f,U - u6)

Onaaque ((,)), jeet(, ) vérifient les mémes conditions que précédemment (preuve 10). Alors, d’aprés
le théoreme de Lions-Stampacchia ([6] et [7]), on démontre qu’il existe une unique . solution de (4.38).
On prouve maintenant que u, tend vers u fortement dans V.

En effet, u et u. vérifient respectivement (4.35) et (4.38), alors il en résulte :

((u, ue =) + po(i (g, ue) — j(g,u) = (f, ue — u)

(4.39)
((ue, u = ue)) + po(je(q, u) = je(q, ue)) = (f, v — ue)
Tout en additionnant les deux inéquations précédentes, on déduit :
(e = u,ue — u)) < po(je(q, u) — j(g, w)) + po(Je(q, ue) — j(q, uc)) (4.40)
Remarque 4.4.1 On démontre facilement la propriété suivante : ¥ t € RV*N
2
€
0<VI[tP+e—|t}? = <e
VIt2 4+ e+ /]|t
Compte tenu de la remarque 4.4.1, on peut conclure : ¥ v € V
(g, v) = 5(q, v)] < 26[Q[|G(g)]]se 0 (4.41)

Donc, tout en combinant les relations (4.40) et (4.41), on montre :

[lue = ulli g < 2¢/Qol|G(9)l |0 (4.42)
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Finalement, d’apres (4.42), on prouve que u. tend vers u fortement dans V' lorsque € tend vers zéro.

D’autre part, j. est gdteau différentiable sur V, alors u. € V vérifie I’équation suivnte : ¥V v € V'

((ue, 0)) + pole(a, ue),v) = (f,v)

ou j! est la différentielle de j. définie par :

i) = [ G022 ax

En posant

Ae = (4.43)

on constate que :
1. )\ € A est déterminé de maniére unique ;

2. A vérifie :
((uﬁav>)+y’0‘](Q7)\Eav) = (f,U) YVvoeV (444)

De plus, on a
[Ae : D(ue) — D(ue) | le + D(ue)ir — /€2 + D(uc)i|

4.4
2€ (445)

IA A

1l en résulte

lim A : D(ue) = D(t)1r] 00 = 0 (4.46)

En outre, A est un ensemble borné de L*(Q)N*N alors on peut extraire une sous suite de la suite (\.) notée

(\e) qui converge faiblement vers \ dans L?(2)N <N,

On fait tendre € vers zéro dans I’équation (4.44). Ceci implique que (u, \) vérifie I’équation suivante :
((u,v)) + poJ (g, A\, v) = (f,v) YveV (4.47)

De plus, d’apres l’inégalité (4.46), on a que :
/()\ : D(u) — D(u)r).¢0dX =0 V¢ e D(Q)
Q

alors X : D(u) = D(u)y.
On conclut donc que (u, \) € V' x A est une solution de (4.36).

Proposition 4.4.5 (Existence (u,p, \))
Soient f et q des fonctions données dans L*(2)N et L3(2) respectivement. On considére (u,\) € V x A
une solution de (4.36) alors il existe p € L3() telle que (u, \,p) € H}(Q)N x A x L3(2) est une solution

de (4.27) avec u unique.
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preuve 12 On cherche p € L3(9) telle que :

(p, div(v)) = ((u,v)) + poJ (g, A, v) — (f,v) (4.48)

En suivant Brenner et Scott [35], on pose F(v) = ((u,v)) + pod (g, A\, v) — (f,v) pour tout v € HL(Q)N.
On remarque que F(v) = 0 pour tout v € V. On peut donc restreindre le probleme (4.48) au probleme

suivant :
Trouver p € L3(Q) telle que, (p, div(v)) = F(v) Yv € V* (4.49)

En effet, supposons que (4.49) est vraie. L’espace V est fermé dans HE (Q)N etona H (Q)N = Vo VL. Soit
v e HHQ)YN, alorsv = v, +vy0ttvy € Vetvy € VL. Onaque (p,div(v)) = (p, div(vy))+ (p, div(vy)) =
F(vy) = F(v) car F(vy) = 0. Donc, (4.48) est vérifiée.

On montre que pour tout v € HE(Q)Y, la forme linéaire 1 — (r,div(v)) est continue sur V*. Par le

théoréme de Riesz, il existe Bp € V= telle que :
(p, div(v)) = (Bp,v) Yv eVt (4.50)

;
1Bpllva = 1o p)llysr = sup L) 4.51)

veve lvllie
Ceci définit, d’apres la condition LBB (3.5), un opérateur B : H(Q)N — L3(Q) linéaire et continu sur
Hy(©)".
On va montrer que

L3(Q) = Im(B) =V+

On pourra alors conclure de la facon suivante : Comme F € V=, donc d’apres le théoréme de Riesz, il
existe w € V2 telle que F(v) = ((w,v)) + pod (g, A\, v) — (f,v). Puisque Im(B) =V, pourw € V4, il
existe p € LE(Q) telle que Bp = w et on a

(b, div(v)) = (Bp,v) = F(v) Yv eVt

1l reste donc a montrer que L(Q) = Im(B) = V. On prouve tout d’abord que I'm(B) est fermé dans
VL. Soit une suite (p,) € L3(Q) telle que Bp,, — w dans V*. D’apres la condition LBB (3.5), p, est une
suite de Caushy dans V*. Alors, p, converge vers p dans L3(2). D’apres la continuité de I’opérateur B,

on a que Bp = w. Donc Im(B) est fermé dans V. Ainsi, on a
Vi =1Im(B)® Im(B)*

En particulier, Im(B) N Im(B)* = {0}. On suppose que Im(B) # V* donc Im(B)* # {0}. Soit
v € Im(B)*, pour toutr € L(QQ), on a que (r, div(v)) = (Br,v) = 0 donc v € V. Ce qui contredit le fait
que v € Im(B)* donc nécessairement :

Im(B) =V+

D’oui le résultat.
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D’apres ces propositions, on peut conclure que la démonstration de 1’existence de la solution (u, p, A) est

basée sur le passage par le diagramme suivant :

FV(u,p,\),(4.27) = FV(u,p),(4.33)

0 [} (4.52)
FV(u, ), (4.36) <« FV(u),(4.35)

ou F'V représente dans chaque cas le systeme variationnel correspondant.

Proposition 4.4.6 Soient f et q des fonctions données dans L*(2)N et L(Q) respectivement, le couple

(u, \) est un point selle sur V' x A de la fonctionnelle L définie par :

Liv.r) = /Q D)3, dX + /Q uG(g)r : D(v) dX - /Q fodx
c’est-a-dire¥ (v,r) €V x Aona:
L(u,r) < L(u, \) < L(v, \)

preuve 13 Soient f et q des fonctions données dans L*(Q)N et L2(QY) respectivement. Il faut démontrer
que : ¥V (v,r) €V x A

a- L(v,\) — L(u,\) >0

b- L(u,A) — L(u,7) >0
Avant de démontrer les deux points précédents, on énonce cette remarque :

Remarque 4.4.2 ¥ o, 3 € RVN ;

la? +18]* =228 > 0

2 2 > 2
R sy
|af® = 18] > 2(ap = BI°)
|o* — 18] > 2B(a—p)

Compte tenu de la remarque 4.4.2 et de 'inéquation variationnelle (4.35), on peut vérifier que :
a_
L(w,\) = L(u,\) > [, D(u): D(v—u)dX + [, 10G(q)D(v)r dX
— Jo 10G(q)D(uw)r dX — [ f.(v —u) dX (4.54)

Y,
o

ou A : D(u) = D(u)py.
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b-
L)~ L) = [umGlohs DX = fyuGlar s D@ixX oo
=[0G (q)D(u)rdX — [ 110G (q)D(u) : rdX
Ona:
D(u) :r < D(u)rr
alors
L(u,\) — L(u,r) >0 (4.56)

Donc (u,\) € V. x A est un point selle de L.

4.4.2 Propriétés de la solution en fonction du seuil

Une variation de ¢ dans les formulations variationnelles du probléeme LVF(1(q)) est demandée pour ap-
pliquer la démarche énoncée dans la section 4.3. D’apres la proposition 4.4.5, pour toute ¢ fonction dans
L%(9), on a démontré I’existence de (u(q), p(q), M(q)) € HL(Q)N x L2(2) x A solution de (4.27) avec u(q)
unique. Alors, d’apres la proposition 4.4.2, (u(q), p(q)) € HL(Q)N x LZ(Q2) est une solution du probleme
(4.33) avec u(q) unique.

Ainsi, pour toute ¢ € L3(2), les propriétés 4.2.2 et 4.2.3 sont toujours vraies

<C
lu(@)ll1e < Ch (4.57)
lp(@)]lo.0 < Co
ot O = || fllo,0, C2 = 5(C1 + popoo % + |f]lo.) et ¢ la constante de Korn.
On peut montrer facilement que |G(s) — G(t)| < |s — t| pour tout s et ¢ dans R
Proposition 4.4.7 (Propriété de u(q))
Soit (u(q),p(q), MN(q)) € HY Q)N x L3(2) x A une solution du probléme (4.27).
L’application u : q — u(q) est pio-contractante de L3(S2) dans H} ().
preuve 14 [l faut démontrer que :
V(q1,q2) € LS(Q) X LS(Q)7 [u(q1) — u(ga)|l1.0 < mollar — g2lloq (4.58)

avec 0 < po < 1.
On note pour toute q; € L2(Q)

U; = U(qz)
Pi = p(4;)

telles que (u;, p;) est une solution de (4.33) pour ;.
Soient (uy,v1) € HY Q)N x HYHQ)Y, (uz,ve) € HI(QON x HYQY, (p1,p2) € LE(Q) x LE(Q) et

(q1,q2) € LE(Q) x L2(Q), on peut alors écrire les relations suivantes :

((ur, 01 —w1)) + po (g, v1) = jlqu, wa)) — (pr, div(vy — 1)) > (f, 01 — wa)
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((u2,v2 — u2)) + o (§(q2, v2) — J(qo, u2)) — (P2, div(vy — uz)) > (f, v2 — ug)
Si on prend vi = us et vy = uy et on additionne les deux inégalités précédentes, alors on obtient :
((ur — ug,ug —u1)) + po {7(qr, u2) — j(qu, ur) + j(qo, ur) — j(qz,u2)} >0 (4.59)

ce qui donne immédiatement :
lur — uso|[} g — 1S <0 (4.60)

ou S = j(q1,u2) — j(qi,u1) + 7(q2, u1) — j(qo, u2).

S = fQ G(QI)(D(UQ)H - D(UI)H) + G(Q2)(D(U1)H - D(UQ)H) dX
S = Jo(G(@) — G(2))(D(uz)rr — D(ur)rr) dX o)
S| < JolG(ar) — G(q2)| |D(ur)rr — D(ug)ry| dX
S| < |G(q1) — G(g2)l|ogllur — ualli0
De plus, pour tout o > 0, on a
S| < sllar — @lfo+ S llw —uslg (4.62)

Finalement, tout en combinant les relations (4.60) et (4.62), on déduit : ¥V 0 < g < letVO0 < a < 4 /%

Ho
m“% — ¢2llo.0 (4.63)

Q|+

llug — usll10 <

Posons M(a) = = 2%
(1-=%5—)

Ainsi, I’application o — M (o) = é,/ W admet un minimum pour o =
i
D’ou le résultat (4.58).

3
o

Proposition 4.4.8 (Dépendance de p en fonction du seuil)

Soit (u(q),p(q), A(q)) une solution de (4.27). La dépendance de p(q) en fonction du seuil s’exprime
sous la forme suivante : ¥ (q1, q2) € L3(Q) x L3(Q)

1
l[p(q1) — p(g2)]]o.0 < 5Ho 22/lg1 — @2llo.e + |G (g2)||o,0] A1) = Ag2)]l0.0} (4.64)

preuve 15 On note pour toute g; € L%(Q)

U; = U(Qz)
pi = p(a:)
Ai = Mai)

telles que (u;, p;, \;) est une solution de (4.27) pour g;.
Soient (uy, A1, p1) € HH ()N x A x L3(Q) et (ug, A2, p2) € HE(Q)N x A x LE(Q) solutions de (4.27) alors
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Vwe H(QN, ona:

{ (s w)) + 0 (g1 Aty w) — (pr, div(w)) = (f,w)
((u2, w)) + pod (g2, A2, w) — (P2, div(w)) = (f, w)

En retranchant les deux équations précédentes, on obtient : ¥ w € H} ()N
(p1 = p2, div(w)) = ((u1 — uz, w)) + po{J (g1, M, w) — J(g2, A2, w)}

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on montre : ¥ w € H}(Q)N

((ur —uz,w)) < Jur — ualfr0f|wllio

Posons S sous la forme suivante : ¥ w € H}(Q)N

S = J(gi A, w) — J(ga, Ao, w {/G @) D )dX—/QG(qQ))\Q:D(w) dX}

Alors, S peut étre écrit sous la forme suivante : ¥ w € H}(Q)V

S = [,G(@)A : D(w)dX — [,G(g2)A\1 : D(w) dX
+fQ q2 )\1 : D(w) dX — fQ (q2) Az : D( ) dX
S = [,(G(q) — G(g))M\ : D(w) dX + [, G(g2)(M1 — A2) : D(w) dX

D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on déduit : ¥ w € H}(Q)V
151 <11G(q1) = Glga)lloellMllo ol lwllho + [|G(g2) el A = Aalloallw][10

De plus, on a :

[1A1]foc,0 < 1
1G(q1) — G(@)lloe < g — llog
Ce qui nous donne : ¥ w € Hg(Q)N

15| < llar = @llollwllie + |G(@)||o.ol A — Aolloel[w]]1o
Tout en combinant (4.66), (4.67) et (4.72), on déduit : ¥ w € H} ()N

(p1 — po, div(w)) < ||ur — usl|r0llw|1e
+pollgr — q2lloellw|io
0] |G (@2) |00, A1 = A2llo.al|w][1.0

Compte tenu de l’inégalité (4.73) et la condition de LBB (3.5), on montre que :

1
le —szo,Q < E {HU1 - UzHl,Q +NOHQ1 - Q2HO,Q +NOHG(6]2)||OO,QH>\1 - AQHO,Q}

(4.65)

(4.66)

(4.67)

(4.68)

(4.69)

(4.70)

4.71)

(4.72)

(4.73)

(4.74)
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Comme Uapplication u est jig-contractante de L3(S)) dans H}(Q)Y, le résultat (4.64) est établi.

D’apres la proposition 4.4.8, 1’estimation montre une dépendance de p(q) en fonction A(q). Ceci rend
difficile de démontrer que 1’application p est une application multivoque contractante. Ainsi, 1’existence
du point fixe de I’application p(q) devient un probléme ouvert. Par contre, ’unicité de p peut étre prouvée
si A\ est unique. Ceci conduit alors a un probleme LVF dont le seuil est régularisé. Ce probleme régularisé

est analysé dans la section 4.5.

C1+lfllo,+10+/12po
(B8—ro)

Proposition 4.4.9 Soient < R < py et 0 < pg < B. On considere la boule fermée B

telle que :
B={re L)/ Irlloo < R}

alors p(B) C B.

preuve 16 Soient f € L*(Q)N, r € Betw € HF(Q)Y tels que (u(q), M(q),p(q)) est une solution du

probleme variationnel (4.27) alors on a :

(p(r), div(w)) = ((u(r), w)) + po (r, A(r), w) + (f, w) (4.75)

En utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on montre :

((u(r),w)) + pod (1, Ar),w) + (f,w) < fu(r)]lLallwllie + pollGlr)llocllwlla + ([ fllollw]lo
(4.76)
Compte tenu de la condition de LBB (3.5) et de la définition de B, on déduit :

1
ol < 5 {llullue + (R + 2oV + 1 /llo}
De plus, u est bornée par C', cela nous donne :
1
()l < 5 {0+ [1Fllas + no(R + pov/19) }

1l faut démontrer que ||p(r)||o.o < R alors il suffit que

Ci+ [ fllo.o + 1oV |Qpo < BR — woR

Donc, il suffit de prendre R tel que :

R >

Cr 4+ 1 f1lo2 + 1o/ 12|po
(ﬁ - Mo)

avec 0 < py < f.
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4.4.3 Choix d’algorithme de résolution

L’existence de (u, A, p) solution de (4.27) avec (u, A) point selle de L met en évidence des méthodes itéra-
tives, en particulier un algorithme de résolution qui sera nommé ALVF(p0(q)). Ce dernier est défini sous la
forme de la proposition suivante :

Soient f et ¢ des fonctions données dans L*(Q2)Y et L2(Q) respectivement, a € RT, u® € H}(Q)V et
p° € LE(Q), calculons u™*t € HY Q)N et p"™ € L2(Q) comme suit:V 0 <n <[

Etape 1 : (u™*! p"t) € H(Q)N x LE(Q) résout un sous-probléeme de Stokes

—A™) + V(p"th) = div(pG(g)A") + f @77)
div(u™t) =0 '
Etape 2 : Mise a jour de la contrainte plastique
AL = Py (A" + G(q)D(u™t?
{ A( OZUO (@) D(u")) (4.78)
avec PA(C) = somamy
Etape 3 : Arrét de 1’algorithme a N’ tel que
AV =AM |oa < € (4.79)

ou [ est le nombre maximum des itérations et €y la précision de I’algorithme.

Remarque 4.4.3 L’algorithme d’Uzawa proposé dans la section 3.3 du chapitre 3 et I’algorithme d’ALVF(119(q))
sont des méthodes itératives semblables. Mais la mise a jour des contraintes \" est différente. Cela s’ex-
prime par la dépendance de \" dans I’équation (4.78) en 110G (q). Cette dépendance permet de prouver la

convergence énoncée dans la proposition suivante.

4.4.4 Convergence de I’algorithme

Proposition 4.4.10 (Convergence de I’algorithme ALVF(10(q)))

Soient q et f des fonctions données dans L3(Q2) et L*(Q)N respectivement. On considére (u,p,\) €
HI ()N x L2(Q) x A et (tun, pp, \n_1) € HIH Q)N x LE(Q2) x A les solutions de (4.27) et (4.77)-(4.78)
respectivement, alors ¥V o < u%%%o’ les suites (u,) et (\,) définies par (4.77) et (4.78) vérifient respective-

ment :
lim u™ = u dans H}(Q)N
n—oo (4.80)
[|A" — Al|o.q converge dans R
preuve 17 Soient q et f fonctions données dans L3(Q2) et L*(QQ)N respectivement, (u,p,\) € H} ()N x
L2(Q2) x A et (tp, pn, A1) € HH Q)N x LE(Q) x A solutions de (4.27) et (4.77) respectivement. On pose

{ A= AT — )
4.81)

ut=u" —u

L’idée de démonstration de convergence se pose sur la preuve établie dans [26] en la généralisant au cas
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LVF(po(q)) :

1. Démontrer que la suite || \"*t||o.q est une suite décroissante dans R ;

2. Démontrer que la suite [|]\"*||o . est minorée par ||u"|| .

Pour établir ces étapes, tout d’abord on a : pour tout (¢, 7) € L?(Q)N*N

1PA(C) = Pa(m)lfo < [IC = Tllog

alors
A" oo < A"+ apoGq)D(u™)|[oq (4.82)

Elevons au carré ’inégalité précédente, on trouve :
g < IR + a2 D@ R g + fo ameGlo)V D(@+) dx (4.83)
D’autre part, (u,p, \) et (u™* p"T \") sont des solutions de (4.27) et (4.77) respectivement, cela veut

dire : ¥ v € H}(Q)V

{ ((u™,0)) + o (g, A", v) — (p™+, div(v)) = (f,v) (4.84)

((U,U)) + /JJOJ(Q7 )‘71]) - (p7 dZU(U)) - (f? U)

Ces deux équations sont vraies ¥ v € H}(Q)Y, en particulier on pose v = u™". En retranchant les deux

équations précédentes, on aura :
(@, @) + poJ (g, A", @) = 0 (4.85)

Alors,
pod (g, X", u" ) = —[|D(@")|[5 o (4.86)

En combinant l'inégalité (4.83) et ’égalité (4.86) , il en résulte
IN[50 = A5 0 > al—apgpi, + 2)||D(@ )5 q (4.87)

Donc il suffit de prendre « tel que

O<a<
PaD2

pour montrer que la suite (||\"||o.q). est décroissante dans R et majorée par :

a(—apugps, + 2)[|[ D@ )|5o = 0

Alors, (||A"]|o.0)n converge dans R. Ceci implique que || D(u"+1)|[3 ¢, tend vers 0 dans R. Par suite, (u™),,

tend vers u dans Hg(Q)".
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D’ou le résultat (4.80).

4.4.5 Approximation spatiale

Soient X, ()N C HYHQ)N, B(Q) C L3(Q) et () C L?(Q)V*N des espaces vectoriels de dimension
finie, pilotés par un parametre i > 0 (voir la section 3.5).

Les systemes variationnels discrets peuvent étre définis sous les formes suivantes :

Pour ¢ € L(Q) et f € L*(Q)" des fonctions données, le systeme variationnel approché a deux champs

peut étre écrit :

Trouver uy, € X, (Q)N et p, € P, (Q) telles que V (v,7) € X, ()N x P,(Q)

((un, v —up)) + po(3(qn, v) = 5(qn, un)) — (Pn, div(v —up)) > (f,v — up) (4.88)
(r,div(up)) =0

ol gy est une approximation de g dans P, (£2). En pratique, g, peut étre ’interpolé de ¢ par une méthode
d’éléments finis.
De maniére similaire au cas continu, il existe A\, € A telle que (uy, pn, An) est une solution du probleme

discret a trois champs suivant :

Trouver (up, pr, An) € Xn(Q)N x P,(Q) x A telle que V v € X5, ()N
((un, v)) + 10 (qn, An, v) = (P, div(v)) = (fn, v)

(rydiv(up)) =0 YVre P,(Q)

Aot D(up) = D(up) iy

(4.89)

Plus concrétement, on considére un opérateur 7, : A — T3, () tel que m,()\y,) est une approximation de
A, dans T3(€2). Ceci nous donne une écriture variationnelle en fonction 7, () au lieu A\, dans la premiere
équation de (4.89). Dans la suite, on considere cette écriture variationnelle.

Soient ¢ € L3(Q2) et f € L*(2)V, I'existence de la solution (uy,, py) € X5,(Q)Y x P,(2) de (4.88) ainsi que
I’existence de (up, pr, A\n) € Xn(Q)Y x P,(2) x A solution de (4.89) sont prouvées de maniere analogue
au cas continu. Il suffit que la condition LBB (3.21) reste vraie dans le cas discret.

Ceci nous rameéne dans la pratique a écrire un algorithme d’ALVF(u0(q)) dans le cas discret sous la forme
suivante :

Soient « > 0 et 0 < n < I. On suppose que p} € P;(f2) est données, trouver u)™ € X,(Q)N et
Pt € Pu(Q) telles que

L (™ pit) € X, (Q)N x P,(9) solution du sous-probleme de Stokes : V vy, € X;,(Q2)V

{ (5 o)) = 0 div(n)) = —prod (g mn ()" 0) + o) 0

(div(u}™),vp) =0
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2. Mise a jour de la contrainte plastique

{ At = Pa(mn ()™ + apoG(gn) D(up ™)) 4.91)

-
PA(Ch) - sup(l,(hCh)II)

3. Arrétde K tel que ||m,(An) 5 — m,(An) o < €o.

ou [ est le nombre maximum des itérations et €y la précision de I’algorithme.

De maniere similaire a la proposition 4.4.10, la convergence de cet algorithme est établie pour tout 0 < o <

_2
p3pZe "

Proposition 4.4.11 Soient u € V solution de (4.33) et uy, € V}, solution de (4.88) alors ¥ v € V),
[lu —unlli @ < (VIQropeo + Cr + | Fllo)l[v = ullo + Crpollan — allos (4.92)

preuve 18 Cette preuve s’appuie sur les techniques utilisées par Glowinski [36].
Soient u € V solution de (4.33) et uy, € V), solution de (4.88) alorsona : ¥ v € V),

{ ((un, v = un)) + po(i(qn, v) = 3(qn, un)) > (f,v — un) (4.93)

((w; un — w)) + po(j (g, un) — jlq,w)) = (f, un — u)
d’ou par addition : ¥ v € V},
((un =, up — ) < po(j(gn, v) — (g, w) + 3 (g un) — j(gn, un)) + ((up, v — w)) = (f,v —u) (4.94)

Posons S = j(qn,v) — j(qn, u) + j(q,un) — j(qn, un), d’apres l'inégalité triangulaire et la définition de j,
on obtient : ¥ v € V),

{S = J(anv) = j(an w) + j(qn, un) — j (g, un) (4.95)

ST < 1i(an, v) = 3(an, w)| +13(an, un) = (g, un)|

De plus, on montre les propriétés suivantes : ¥ v € Vj,

1.
17(qns un) — 3 (g, un)| < llan — qllo.allunl10
2.
17(qn, v) — j(an, w)| < |G (qn)lloellv — ull10
3.
G (gn)|lo.0 < VIQPoo
4.

l|lunl|1.0 < Cy
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Ceci implique : ¥ v € V),

S| < popool|v — ull1,0 + Crpollan — 4o (4.96)
En combinant les inégalités (4.94) et (4.96), on obtient (4.92).

Toutefois, il n’est pas pratique de trouver un espace V}, a divergence nulle. On peut alors généraliser cette

estimation sur 1’espace X,(2) sous la forme de la proposition suivante :
Proposition 4.4.12 Soient (u, p) solution du probléme abstrait (4.33) et (uy, pp) la solution approchée du

probleme (4.88). Alors ¥ (v, 1) € Xp(Q)N x P,(Q), ona:

lu—unllfo < Cllv—ullia+Ilp = rllog + 2Ci0llg — gulloo (4.97)

ou C =2(Cy + Cy + /|Q|opeo)

preuve 19 A partir des techniques utilisées par Han et Reddy [27], ce résultat est établi.

En effet, (u,p) est solution du probléeme abstrait (4.33) et (up, py,) est une solution approchée du probléme
(4.88), alors on a : ¥V v € X,(Q)N

(4.98)

{ (s v — un)) + p0(i(Gns 0) = §(an, un)) — (pps div(v — up)) = (f,v — up)
((w, un — ) + 10(i (g, un) — (g, w) — (p, div(up, —w) > (f,up — u)

Tout en additionnant les deux inéquations précédentes et en utilisant la propriété suivante
Vre P,(Q),(r,div(u, —u)) =0
alors on obtient :

{ Hu - uhH%,Q < ((uh,v - u)) + /Lo(j(qauh) _j(qhauh) +j(Qh,'U) _]<qau)) - (ph,dz'v('v - u))
+ (p—r,diviu—up)) — (f,v—u)

(4.99)

De plus, ona : ¥ v € X,(Q)N

j(Qh) U) - .](qv U) - j(q]la U) - j(CIha 'LL) + j(Qh) U) - j(Q7 U)

7(an,v) = i(g )l < poo/[Q[[v = ullro + Cillgn — dlloc

((p =, div(u—up))| < 5l —rll§a+ 5llu—wllig

|(f,v =) < N fllogllv —ull10
Alors, il en résulte : ¥ v € X;,(Q)N

u—wmlle < 2{Ci+Cr+ + o/ [¥pac f [J0 = u

o=l < 2{C0+ Gt 1fllon-+ o/ o — e 100,

+ 2C1u0llq — anlloe + Il — rll5 o

D’ou le résultat (4.97).
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4.4.6 Conclusion intermédiaire

Dans cette section, la résolution théorique et numérique compléte du probleme LVF(u0(q)) (4.26), ou g
fonction donnée dans L2((), est présentée. En effet, I’existence de la solution (u(q), p(q)) de LVFE(u0(q))
(4.33) est prouvée pour tout g fonction donnée dans L3(Q2), I’algorithme de résolution qui s’appuie sur
I’algorithme d’Uzawa est construit et la convergence de cet algorithme est vérifiée. De plus, une dépendance
de p(q) en fonction de A(g) est trouvée par la proposition 4.4.8. Ceci rend compliqué de prouver I’existence
d’un point fixe dans le probleme LVF continu. Il s’agit donc de questions ouvertes. Pour cela, le probleme

LVF a seuil régularisé et LVF en dimension finie sont considérés dans la suite.

4.5 Résolution d’un probleme frictionnel régularisé
Soit € > 0. Le probleme régularisé (P.) est défini par :

Définition 4.5.1 (Probléeme régularisé)

[ Trouver (e, pe) telle que

_ D(ue)
O¢ = QD(Ue) + NOG(pe) \/m
div(oe) — Vp.+ f =0 dans Q (4.101)

div(ue) =0 dans

=0 sur T

\

Si on pose la contrainte plastique A\, = — Pl calculée explicitement dans toutes les régions d’une
A /62+D(u6)%1

maniére unique, le probléme régularisé a trois champs s’écrit alors sous la forme suivante :
Proposition 4.5.1 (Probleme régularisé a trois champs)

Trouver (u., A, p.) telle que

o = 2D(u) + oG (pe) Ae
— D(uc)

€ \€2+D(ue)?; (4.102)
div(oe) — Vp.+ f =0 dans Q

div(ue) =0 dans €

e =0 sur T

\

Ce probléme admet la formulation variationnelle a trois champs suivante :

Proposition 4.5.2 (Formulation variationnelle a trois champs)

Trouver (ue, A, p.) € HE (DN x A x L2(Q) telle que

((ue, ) + 110 (Pes Ay v) = (Pe, div(v)) = (f,v) Vv € Hg(Q)Y

N D(u.) (4.103)
(

T /D),
r,div(u)) =0 Vre L3(Q)
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4.5.1 Existence, unicité

Dans la section 4.4, a chaque ¢ € L3(f2) donnée, I’existence d’une unique solution (u.(q), p.(q), Ac(q)) €
H ()N x L3(£2) est prouvée. Dans la suite, on montre que 1’application ¢ — p.(g) admet un unique point

fixe. Ceci prouve qu’il existe (e, pe, Ac) une solution unique de (4.103).

Proposition 4.5.3 (Propriété p.(q))
L’application p. : ¢ — p.(q) est Q- lipschitzienne de L:(Q) dans L(Q) oit (uc(q), p(q), \c(q)) €
Hy ()N x L§(2) x A solution du probleme régularisé (4.103) et Q = 12 {#2= + 2},

preuve 20 De maniére similaire a la preuve 15, on peut trouver I'inégalité suivante : ¥ w € H} ()N

(Pe(q1) = pe(@2), div(w)) < [luc(qr) — ue(ga) |l ellwl[10
+piollgr — q2llo.el|w]|10 (4.104)
F0Poo || Ae(q1) — Ae(@2) 0.0l |w]]1.0

En outre, on a :

NxN a b la —b|
Va,beR , | = =+ — 2[ < -
Ve tlaP e+
Ceci implique :
1
[Ae(q1) — Ae(@2)|fo,0 < E||u€(q1) — ue(q2) 1.0 (4.105)

De plus, d’apres la méme technique utilisée dans la preuve 14, I’application ¢ — u.(q) est une application

to -contractante de LE(Q) dans H} ()N, On peut alors déduire que :

1
Ae(q1) — Ae(@2)]]0.0 < EHOHQl — @lloq (4.106)

Donc, en combinant les relations (4.104), (4.106) et la condition de LBB (3.5), on prouve que :

1 Poo
[Pe(q1) — Pe(@2)]o.0 < 3 {Mo( E'MO +1) + ,Mo} a1 — a2lloq (4.107)

Donc p, est une application lipschitzienne de rapport () définie par la relation suivante :

o=t {=tn

Proposition 4.5.4 Pour iy assez petit , il existe une unique (U, pe, A¢) solution du probléeme LVF régularisé
(4.102).

preuve 21 Pour tout pg assez petit, 'application p. est contractante de L(Q) dans LE(Q). Ceci nous
donne, d’apres le théoreme de Picard, que I’application p. admet un unique point fixe c’est-a-dire qu’il
existe un unique q € L%(Q) tel que p.(q) = q. On peut déduire donc qu’il existe une unique (uc,pe, \)

solution du probleme régularisé (4.102).
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De maniere similaire a la technique utilisée dans les deux preuves 5 et 6, on peut montrer que la vitesse u,

et la pression p, sont bornées par C; et Cy dans HJ ()" et L3() respectivement.

[|ue| |10 < Cy (4.108)
[|1Dello.o < Ca

ot Cy = [ fllo0, C2 = 5(C1 + popecy/ BL 111 f]lo.c) et ¢ 1a constante de Korn.

Remarque 4.5.1 Dans cette proposition 4.5.3, on a pu prouver que l'application ¢ — A.(q) est une
application % lipschitzienne de H} ()N dans A. Ce qui n’est pas le cas dans la proposition 4.4.8. En ce

sens, la démonstration de la proposition ou p admet un point fixe pour le probléme continu est bloquée.

4.5.2 Algorithme de résolution

Nous proposons dans cette sous-section une méthode itérative de résolution basée sur une construction d’un
point fixe dans le seuil. Cette méthode de résolution se base sur un algorithme de résolution qui combine

deux algorithmes :
1. algorithme du point fixe ;
2. algorithme ALVF,(10(q)) avec un calcul explicite de ..

Soient 0 < n < Nppetp? € LE(9) fonction donnée. L’ algorithme proposé pour notre probleme prend la
forme concrete suivante :
Trouver u™™! € H}(Q)N et pr™ € L2(N) par les itérations de Picard : V 0 < k < [

1- (a) (uFl ptl) € HE(Q)N x LE(Q) solution du sous-probleme de Stokes :

€

—A k+1 k+1 = di G n)\k
.<%>+vm ) = div(poG(pd)AS) + f (4.109)
div(uft) =0
(b) Mise a jour de la contrainte plastique
D k+1
AR (™) (4.110)

Ve D,

(c) Arrétde K tel que ||NET — AE|p0 < «.

K
€

2- Mise a jour de la pression et de la vitesse : p" ™! = pX and u"*! = u

3- Arrét de N’ tel que |[pN'*! — pN'||oq < €.

€

ou Npp et I sont le nombre d’itérations maximum de I’algorithme du point fixe et de I’algorithme intérieur
respectivement. €, est la précision de 1’algorithme intérieur et €; est la précision de 1’algorithme du point

fixe.
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Grace a I’existence d’un unique point fixe montré dans la sous-section 4.5.1 par la contraction de 1’ap-
plication : ¢ — p.(q), les itérations de Picard (algorithme de point fixe) convergent. De plus, d’apres la
convergence de I’algorithme régularisé établie par Aposporidis et al. [9], on peut estimer que 1’algorithme
intérieur converge. Alors, ces deux convergences mettent en évidence la convergence de 1’algorithme com-
plet.

On peut donc constater que seul le probleme régularisé (4.101) est entierement résolu. L’existence d’un
unique point fixe impose une dépendance forte en % pour prouver que p,. est contractante (4.5.3). Ceci rend
difficile la convergence de p. vers p. Le probleme général (2.4.3) laisse de nombreuses questions ouvertes.
L’ approximation spatiale de (2.4.3) est nécessaire pour sa résolution numérique. On constatera que la ré-
duction a la dimension finie permet, comme avec la régularisation, de répondre a de questions ouvertes dans

le cas continu.

4.6 Approximation spatiale de LVF

Notre méthodologie consiste a chercher un point fixe dans le probleme intermédiaire LVF(po(q)) (4.88) en
dimension finie. L’opérateur de point fixe peut étre adapté dans le cas de la dimension finie en considérant
la correspondance suivante :
Y:BC Q) — 2@
an — ¥(qn)

¥(qn) = {pn(qn) € Pu() telle que (un(gn), pn(gn)) est solution de (4.88)}

et
B ={ra € Pu(Q)/ lIralloo < R}

avec R > 0 a déterminer.

Si on choisit les espaces X, (£2) et P,(£2) tels que la condition LBB discrete (3.5) est vérifiée alors pour tout
q € B, alors il existe au moins (uy(q), pr(q)) solution du probleme (4.88) (voir la sous-section 4.4.5) avec
un(q) unique.

La correspondance ¢ est considérée comme une application multivoque puisque py(gs) n’est a priori pas
unique dans les régions rigides. Le théoreme du point fixe de Kakutani est un théoreme de point fixe qui
généralise celui de Brouwer a des fonctions en dimension finie a valeurs ensemblistes. Il fournit une condi-
tion suffisante pour qu’une telle fonction, définie sur un compact convexe d’un espace a dimension finie,
possede un point fixe, c’est-a-dire dans ce contexte : un point qui appartient a son image par cette fonction.

Soit F' une application multivoque de X dans 2. On définit le graphe de ' sous la forme suivante :

Graph(F) = {(z,y) € X*,y € F(x)}

Théoreme 4.6.1 ( Théoreme de Kakutani)

Soit X C RY fermé, convexe et borné. Si pour tout v € X, F(x) est non-vide et convexe telle que le
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graphe Graph(F) est fermé dans X x X alors F' admet un point fixe c’est-a-dire qu’il existe x € X tel
que © € F(x).

Autrement dit, ce théoreme peut €tre écrit sous la forme suivante :

Corollaire 4.6.1 Soient B une boule fermée d’un espace mérique X de dimension finie et I' une fonction
multivoque de B dans 25. Si pour tout v € B, F(x) est non-vide et convexe telle que le graphe Graph(F)

est fermé dans X x X alors F' admet un point fixe.

4.6.1 Existence et unicité

Théoreme 4.6.2 (Point fixe)

Pour tout R > Cit[lfllo,otroy/19)
- (B—mo)

existe q, € B telle que py(qrn) = qn € ¥ (qn).

et 0 < g < B, la correspondance 1) admet un point fixe c’est-a-dire il

preuve 22 Cette preuve s’appuie sur le corollaire du théoreme de Kakutani.

1l faut alors démontrer les trois points suivants :
1) siq € B alors I’ensemble )(q) C B;
2) pour tout q € B, I’ensemble 1)(q) est non vide et convexe ;

3) le graphe de la correspondance i est fermé dans B c’est-a-dire : pour toute suite (g, p,) € Graph(1)
((Un, pn) solution du probleme (4.88) pour q¢ = q,,) qui converge vers (q, p) dans P,(2) X P, (£2) alors
p € ¥(q) c’est-a-dire (u(q), p(q)) est une solution du probléeme (4.88).

1) Soit q € B, d’apres la proposition 4.4.9, pour tout R > {Cﬁnfyﬁofz/:f;o\/ﬁl}, pr(q) € B. Alors,

I’ensemble 1 (q) est inclus dans B.

2) Evidement, I’ensemble 1)(q) est non vide et convexe. En effet, si on suppose que la condition LBB

discrete (3.5) est satisfaite, alors :

a)- Pour tout q¢ € B, il existe au moins (up,(q),pr(q)) € Xn(Q)N x Py (Q) solution du probleme
(4.88),

b)- Soit (q1,q2) € Pn(2) X Py(Q). On suppose que (up(q1), pn(q1)) et (un(qo), pr(qe)) sont deux

solutions du probleme (4.88) alors on obtient :

Vr€l0,1], (1 —ryunlq) + run(ge), (1 — r)pr(qr) + rpr(a2)) € Xn()N x Pr(€)

une solution du probleme (4.88).

3) Le graphe de la correspondance 1 est fermé dans Py, (€)) x P, ().
Soit (Gn, Pn = Pn(qn)) une suite dans Graph (1) telle que (g, P, = pn(qn)) converge vers (q, p) dans
PL(Q) x P,(Q) . Alors, il existe u, une suite dans X,(Q)N telle que (u, = ,(qn), Prn = Pn(qn)) est
une solution de (4.88). Donc, il suffit de démontrer que (q,p) € Graph(y) c’est-a-dire (u(q),p(q))
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solution (4.88) oit u(q) est la limite de la suite u,,.
En effet, u,(g,) converge vers u(q) € X,(Q)V car Uapplication q — u(q) est, d’apres la proposi-

tion 4.4.7, ug-contractante.

De plus, (u,,, p,) est une solution de (4.88) et d’apreés les continuités des expressions les convergences

suivantes sont établies : ¥V w € X;,(Q)N

a) ((un,w — uy)) converge vers ((u,w — u)) dans R;
b) j(Gn,w) — j(qn, un) converge vers j(q,w) — j(q,u) dans R ;

¢) (pn,div(w)) converge vers (p, div(w)) dans R.

Donc, (u,p) est une solution de (4.88).
Finalement, on déduit, d’apres le corollaire du théoreme de Kakutani, que 1) admet un point fixe.

Proposition 4.6.3 (Existence de (uy, pp))
Soit le probleme LVF discret défini par :
Trouver uy, € X5, (Q)N et p, € Py (Q) telles que : ¥ (v,1) € X;,(Q)N x Pp(Q)

((un, v = un)) + po(5(Pr; v) = J(Pr; un)) = (pa, div(v —un)) = (f,v — up) @.111)
(r,div(up)) =0 '
Alors, il existe (up,pr) € Xn(Q)N x B, (Q) une solution de ce probleme avec uy, unique.
La preuve s’appuie sur I’existence d’un point fixe montrée dans la proposition précédente.
De plus, d’apres le diagramme 4.52, on peut montrer qu’il existe A, € A telle que
(un, A, pr) € Xn(Q)N x A x B,(92) solution du probleme suivant : V (v,7) € X,(Q)N x P, (Q)
((un, 0)) + po (Drs An, v) = (pn, div(v)) = (f, v)
di =0
(r, div(un)) (4.112)

/\h . D(Uh> = D(uh)[[
A <1

4.6.2 Algorithme de résolution

Dans le cadre de nos travaux, nous souhaitons disposer d’une modélisation numérique qui permette de
résoudre le probleme a seuil frictionnel (2.26). Une méthode de discrétisation par la méthode d’éléments
finis mixtes est présentée dans le chapitre suivant 5. Grace a 1’existence d’un point fixe montré dans la
sous-section précédente et I’algorithme proposé pour le probleme a seuil variable, nous proposons alors
une méthode itérative de résolution dans le probleme discret. Cette méthode s’appuie sur la construction
d’un point fixe et elle est constituée d’un algorithme de point fixe sur la pression, contenant lui-méme un
algorithme de type ALVF(u0(q)) pour la non-linéarité de seuil.

En pratique, I’algorithme discret proposé prend la forme concrete suivante :

Soient 0 < n < Npp, pf € Pu(Q) et uf € X, ()%, calculons u) ™ € X,(Q)N et pi*' € P,(Q) comme
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suit :
Etape 1:V 0 < k<1

Lo (uf ™ pfth) € X, (Q)N x P, () résout un sous-probléme de Stokes telle que :

{ (™, on) = (P, div(vn)) = —poJ (P, Ta(AE), vn) + (frovn) Vv € Xn()N @.113)

(div(us ™), 1) =0 Y 1y € Pu(Q)
ol 7, () est ’approximation de A\, dans T3, (€2).

2. Mise a jour de la contrainte plastique

{ X = Py(mn(AF) + oG (p) D(up ™)) (4.114)

_ ¢
avec Py () = TR
3. Arrétde K tel que :
ma (AR = T (M) o0 < € (4.115)

Etape 2 : Mise 2 jour de la pression et de la vitesse : pj ™' = pK et uf ™' = uff

PF+1

Etape 3 : Arrét Mpp tel que pr — P loq < €.
ol Npp et I sont les nombres des itérations maximum de 1’algorithme de point fixe et I’algorithme ALVF(10(q))
respectivement, €, la précision de I’algorithme ALVF(10(q)) et €; la précision de 1’algorithme du point fixe.

Dans la suite, pour éviter I’ambiguité, on prend € au lieu €.

4.7 Exemple concret : probleme de Couette généralisé

Cette section se consacre au calcul d’une solution (u, p) de (2.26) dans une géométrie de Couette. Ainsi, la
solution trouvée est unique.

Nous considérons I’écoulement laminaire d’une pate viscoplastique frictionnelle entre deux cylindres ver-
ticaux coaxiaux tournants a base circulaire (voir la figure 4.1). Soient u(r, 0, z) = (u,, ug, u,) et p(r,d) la
vitesse et la pression respectivement de cet écoulement avec x = rcos(), y = rsin(0) et r = \/3627+y2

Nous supposons que :
. s O0u .
1. la hauteur des cylindres est grande par rapport aux rayons autrement dit 52 = 0;
2. 1’écoulement est radial, ¢’est-a-dire 2% = 0 ;

20 —

3. la vitesse ne possede qu’une seule composante non-nulle uy suivant I’axe ey et ug = rw ou w est la

vitesse angulaire supposée positive ;

’ X
4. la pression est une fonction radiale donc V(p) = & ( ) ;
)
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0

L
O 12

FIGURE 4.1 — Représentation shématique de 1’écoulement de Couette.

5. la force de volume f est de la forme

B w(r) sir <r.
ul(r) = ( Yy ) (4.116)

x .
1 sinon
oll 7. est un rayon critique?.
On démontre tout d’abord que div(u) = 0. En effet
div(u(r)) = —y%2+ x‘g—;‘/’

4.117)
= Yprtay) =0

2r, est le rayon critique qui sépare les zones rigides des zones déformées c’est-a-dire si r < 7, alors on a des zones déformées

sinon on a des zones rigides
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De plus, D(u) = 1(V(u) + V(u)") correspond &

Dwm%¥?<;§_f) ift”%> (4.118)

avec D(u);; = |w’|\/i§ :
En outre, on peut envisager que (u, p) est une solution du systeéme (2.26). Ceci implique que
1 2 2
—Ty 5@ —y%)
o= (% + pG(p) J57%)
V2 s(@ =% wy
—Vp+f=0 dans €

.

(4.119)

alors d’une part, div(o) s’écrit sous la forme suivante

g(—@@wy%>+%(—y>
o (4.120)

div(oc) =

©) "\ sz + )
-y
x

(50" +20)

D’autre part, div(c) — V(p) = f, il en résulte que

LY, -
' To=h (4.121)
% =—/2
On peut en déduire que la pression p est déterminée de maniere unique sous la forme suivante
(4.122)

p:—/Rtsfg(s) ds

De plus, ¢ = % 1; fls ds et w(r) sera :
"Gls)

wir) = [ sofeas — Lo [ S

On peut alors conclure, pour une géométrie de Couette, qu’il existe une unique solution (u, p) de (2.26)

Cette solution présente un découplage entre la vitesse et la pression puisque chacune d’eux est determinée

de maniere unique en fonction du deuxieme membre f

En particulier, on suppose que f; = 0. Ceci implique
QSI
6 r

(4.123)
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On déduit donc que :
¢ = kor™ (4.124)

avec ¢ = & +,qu( )%% == + ,uopo\/irz + \[MO 5.
En outre, on peut obtenir

ko (1 1 1
w(r) = w; + 5 (ﬁ - Rﬁg> — MOPOEln (E (4.125)

ﬂ
N————
|
Sl -

(\&}
=
o
=
m‘/c;
Q,
V)

avec kg égale a

2R2R2 R p(S)
kO R2 R2 (we - \/—/1’0 T dS)

et r. s’obtient d’apres I’equation (4.118) en écrivant w'(r = r.) = 0.

Plus concrétement, pour fo = 0, d’apres I’équation (4.122), p est égale dans ce cas a zéro. Alors, LVF(py)
se comporte comme un fluide de Bingham de seuil pypg et w(r) sera la méme que celle trouvée dans la
littérature pour un fluide de Bingham (voir la sous-section 3.4.2).

De plus, si on suppose que fo = \[ alors d’apres 1’équation (4.122), p = /s — /R;. Donc, w(r) s’écrit

sous la forme :

w(r):wi—i-%(%—%)—ugpo\}ﬁln(}%z)—l—,uo \/—ln< )+%uo(ﬁ—\/ﬁi) (4.126)

Ces deux choix de f> sont mis ceuvre dans le chapitre suivant.

Remarque 4.7.1 Pour un écoulement d’un fluide de Bingham dont le seuil ne dépend pas de la pression, on
peut générer une famille des solutions analytiques avec les choix de f1 et fs tels que les intégrales suivantes

sont finies
" fils) )

S

/ fos)s ds

4.8 Conclusion

Au cours de chapitre, nous avons traité trois types de modeles : modele intermédiaire, modele régularisé et
modele LVF discret. L’existence de la solution est montrée et un algorithme de résolution est construit pour
ces trois modeles. Seul I’incité de la vitesse u est mise en évidence pour le probleme intermédiaire et le
probleme LVF en dimension finie. Toutefois, I’'uncité de la vitesse et de la pression ainsi que la contrainte
est prouvée pour le modele régularisé. De plus, nous avons pu montrer la localisation de la solution (u, p)
dans un ensemble localement compact. Cependant, La théorie d’existence d’une solution du modele LVF
continu n’est pas complétement achevée. Une dépendance forte entre la pression p et A existe. Ceci rend
difficile de prouver I'unicité de la solution. Mais, on peut envisager que dans les zones déformées, il existe
une unique (u,p, \) solution du modele LVF continu pour tout 0 < g << 1. Finalement, nous avons

exploré un cas plus concret, le cas d’'une géométrie de Couette, dont la solution analytique est calculée
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explicitement. La vitesse et la pression p sont des fonctions radiales. Elles dépendent du second membre.

Cette solution généralise la solution trouvée dans la littérature pour le modele de Bingham.






Mise en ceuvre numérique

L’ objectif de ce chapitre est de tester la convergence, la robustesse et la faisabilité de 1’algorithme de réso-
lution numérique décrit dans le chapitre 4. Ce chapitre constitue alors une premiere approche numérique de
la loi LVF(py) dans divers domaines d’applications. Il présente une progression vers 1’application dans un

malaxeur sous la forme de trois parties :

* La premiere partie est dédi€e a la validation numérique dans une géométrie de Couette, écoulement

dont la solution analytique est calculée explicitement dans le chapitre 4.

* La deuxieme partie présente une étape vers la modélisation du malaxage en se consacrant a 1’écoule-

ment autour d’un cylindre en translation.

* Finalement, la troisieme partie constitue une premiere approche applicative pour un écoulement dans

un malaxeur planétaire.

5.1 Test numérique : application dans une géométrie de Couette

5.1.1 Introduction

L’ objectif de cette section est de valider la méthode de résolution numérique proposée dans le chapitre 4.
Nous testons notre approche numérique dans une géométrie de Couette ou la solution est calculée explici-
tement dans la section 4.7, et comparée a la solution numérique.

Le plan de cette section est le suivant : tout d’abord, la sous-section 5.1.2 est dédiée a la mise en ceuvre
de la méthode de discrétisation dans un anneau. Un code fortran est développé a cet effet et 1’algorithme
de résolution numérique présenté dans la sous-section 4.6.2 est implémenté dans ce code. Ensuite, la sous-

section 5.1.3 s’occupe de la comparaison entre la solution analytique et la solution numérique. La solution

85
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analytique (u, p) est completement déterminée en fonction de choix de second membres f; et fy. On fixe

alors f; = 0 et deux choix de f> sont analysés fo = O et fo = ﬁé Enfin, nous concluons les résultats

obtenus qui soulignent la robustesse et la stabilité de la méthode de résolution numérique utilisée ainsi que

la validation de solveur.

5.1.2 Mise en ceuvre de la méthode de la discrétisation

La méthode de résolution numérique pour le modele de LVF(pg)! est une combinaison de deux techniques :
1. un algorithme ALVF présenté dans la sous-section 4.6.2 ;

2. une méthode d’éléments finis mixtes.

(a) Maillage non structuré. (b) Maillage structuré cartésien.

FIGURE 5.1 — Exemples de maillages structurés et non structurés.

La construction de cette méthode d’éléments finis nécessite la donnée d’un maillage, de nceuds et d’un
espace de polyndmes, qui doivent étre choisis de maniere cohérente. Il existe deux types de maillages :
structuré ou non structuré pour lesquels le domaine de calcul s’appuie sur le domaine physique d’étude
(voir la figure 5.1). L’inconvénient principal du maillage non structuré est le coiit de calcul (temps de calcul
et stockage). Cependant, I’avantage du maillage structuré cartésien est qu’il ne nécessite pas la construction
de maillage mais uniquement le repérage de cellules par des indices. Des solveurs rapides et des précondi-

tionnement efficaces peuvent étre utilisés. Par conséquence dans la suite, nos travaux consistent a choisir

'Les simulations numériques effectuées dans ce rapport montrent que le modele LVF dépend principalement du choix de la
pression de référence pg. A cet effet, on note LVF(pg) au lieu de LVF.
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un maillage structuré et cartésien.

87

Soit 2 = {(z,y) tel que z* + y* < Ret R; < R < R.} un anneau dans R? centré a I’origine, avec R; le
rayon d’intérieur et R, le rayon d’extérieur (voir la figure 5.2). Une discrétisation spatiale est choisie de la

forme suivante :
On considere Ny € N tel que Ny > 3 et NyAf = 27 et la subdivision (7;)1<j<n,+1 de | R;, R.[ définit la

FIGURE 5.2 —

Domaine de fluide €
confiné entre deux cylindres coaxiaux Cj

RN
PO

N

BNy

/]
e

vVVA‘Aﬂ A NN g
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s e
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FIGURE 5.3 — Discrétisation du domaine
annulaire. Sur la figure (N, = 32, Ny =
64), en pratique on choisit (N, =

et C, de rayon respectivement R; et R..
124, Ny = 256).
suite (Arj)lﬁjSNr’ avec AT]‘ =Tj41 — Ty,
On définit :
1 <i<Np, 1 <j<N,, K;j =(Xi; Xij11Xir141Xi115)

1<i<Np,1<j<N,+1, X;; = (,y;) =1r;(cos(6;), sin(6;))

Un=|J Ky

1<i<Ng,<j<Npy

oupourtout ] <i < Ny, 1<j< N, +1,0,=G—1)A0etr; =R, +(j —1)Ar;.
Pour capter le motif d’écoulement dans €2 ,, nous raffinons le maillage dans les zones ot la solution possede

de forts gradients de vitesse, ¢’est-a-dire pres de la paroi. Ceci nous donne, a chaque Ny, un calcul implicite

Arj qui s’exprime sous la forme suivante :

On suppose une grille carrée c’est-a-dire : 1 <7 < Ny, 1 <57 < N,

Idéalement, on obtient : V 1 < 5 < N,

| X5 Xiv15] = | Xij Xijpa|

Al
A?“j = 2rj,1 sin (7)



88 CHAPITRE 5. MISE EN (EUVRE NUMERIQUE

et

A\
VI<j<N,+1,r; = (1+28in(7)> T

ol r = Rz et 'N.+1 = Re-
Concretement, on ne peut pas avoir R, = ry, 41 puisque le domaine est annulaire avec R, fixé. Ceci nous

ramene a considérer la suite 7; telleque : V1 < j < J +1
~ ~ . 0 j—1x
Ty —Tj—1 = 274]'*1 Sln(7) =« 1

avecm = Rjetaa=1+ QSin(%).

On choisit alors J tel que 7y < R, < 7541. Il en résulte

In(£e)
J=1+P o
* ( In(a) )
ou P(z) signifie la partie entiere de = dans R.

On pose J = Nra Re =Tj+1 = CYNTRZ' et B = %

De plus, on supposeque: 1 < j < N, +1

_ SR j—1—Nr
r; = pr; = R

Ondéduitdonc: 1 < j < N, +1, rj = Rad 17N7,
Apres avoir défini le maillage, un passage en dimension finie est imposé. On considere X ,]fl(Q £.h) et
X Q) telsque: k€ Netl € Z,1 > —1

X:’Z(Qﬁh) = {Uh € O(Qﬁh)l; (Uh)wfij € Qk,v Kij € T}

X7 (Qpn) = {on; (vn)py, € Q. ¥ Kij € T}

oll h est le pas de discrétisation et 0, ’ensemble des polynomes de RY dans R de degré inférieur ou égal a

k par rapport a chaque variable, c’est-a-dire que tout P € (), P s’écrit sous la forme suivante :

P(z) = Z Qiy i TN
0<iy <k,....0<in <k
Dans nos cas , pour tout 1 < j < N,,onah = (h,, hg) tel que h,, = Ar; et hyg = Af
Une méthode d’approximation tres répandue dans la littérature est la méthode d’éléments finis mixtes bi-
linéaire pour la vitesse et constante par morceaux pour la pression (voir par exemple [37]) c¢’est-a-dire on
prend :
Xn( Q)™ = X, (Qpn)™ 0 Hy (7)Y

Pu(Qp) = Xp Q) N LE(Q)

En pratique, la méthode d’éléments finis mixtes bilinéaire-constante ne satisfait pas la condition inf-sup

uniformément par rapport a h. Mais, les travaux numériques de [38] montrent que le choix de ces éléments
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est possible apres filtrage des modes parasites de la pression. Toutefois, le filtrage n’est pas toujours facile
a effectuer. Dans nos simulations, aucun mode parasite n’est apparu.

Cette méthode est stable et d’ordre optimal de convergence. Ces résultats sont prouvés dans la littérature
pour le probleme de Stokes (voir par exemple [37]) et énoncés dans 1I’annexe C. Ainsi, le choix de X }1/0 Q1)
permet d’utiliser des solveurs rapides comme la transformée de Fourrier rapide [39].

Un choix naturel de 7}, (€2y) est de le prendre sous la forme suivante :
T(Qa) = Xy~ ()™

Ceci nous raméne donc a considérer :

up (2,y) = Y wN(z,y) (5.1)
1<i<4

() (@,9) = Y m(An)iNi(z, y) (5.2)
1<I<4

ou wu; et m,(\y); désignent les valeurs des fonctions approchées wy, et 7, (\y,) respectivement au point de

coordonnées (x;,;) et N; les fonctions de base de X, (Q;,) telles que

1 si (z,y) = (2, m)
Ni(xz,y) =
1z 9) { 0 ailleurs

Comme nous avons mentionné dans la sous-section 4.6 de chapitre 4, nous voyons apparaitre dans 1’algo-

rithme ALVF en dimension finie trois types de sous-problémes :
1. Un sous-probleme consistant a résoudre un sous-probleme de Stokes discret ;

2. Des calculs explicites correspondant 2 la mise a jour des multiplicateurs 7y, (A, )" ;

3. Des mises 2 jour de la pression p¥ et de la vitesse u /> .

Dans la pratique, on obtient la forme matricielle du sous-probleme de Stokes :

AU+ B'P=F
BU =0

ot pour tout 1 < 1 < (N, — 1)Ny, 1 < m < N,Ny avec [ le numéro de sommet d’intérieur et m numéro

d’élément, A = (a;,,) est la matrice d’opérateur de Laplace telle que

Arm = VNZVNm dX

Qo
B = (B; Bs) la matrice d’opérateur de divergence telle que

ON,

dX
K aﬂf

(bl)l,m =
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et ON
bo)im = — " dXx
(ba)s, K, Oy

F
et F' = ( Fl ) le second membre tel que
2

N
(Fi)i = o / Gonmon o[ V) ax+ [ pndx
Qi 0 Qi

et
0
(F2) = —Mo/ Gpmu(X;) : D ( ) dX + JfoN; dX
Qf,h Nl Qf,h

En éliminant U, on obtient la formulation duale :
(BA'BT)P = —BA™'F

Comme la condition inf-sup est vérifiée, alors B est surjectif et donc BA™1 BT est symétrique définie

positive. Ceci nous ramene a résoudre ce systeme matriciel par la méthode de gradient conjugué dual [40].

Cependant, p} est calculée sur des mailles différentes que celles de A} et D(us™!) alors deux interpolations

Q-discontinue® de p} sur les mailles de 7, (\f) et D(uf™) sont effectuées dans la programmation pour

calculer les termes :
G(pp)mn (X))

G(p)D(uy™)

5.1.3 Test de convergence

Les cylindres, intérieur et extérieur, sont animés d’un mouvement de rotation uniforme w; et w,. La lon-
gueur des cylindres L est supposée grande par rapport aux rayons R; et . de ceux-ci. La configuration de

I’écoulement dans la géométrie de Couette dont le rapport de rayons o = % = 0.5 et le rapport de vitesses

wi
We

de rotation wy = 0.5 est présentée par la figure 5.2.

Y
géométrie de Couette (voir la section 4.7). Comme la pression est déterminée a partir de f5 (voir I’équation

.. . . X . . . p
Pour chaque p fonction imposée qui vérifie V(p) = fo ) , une solution u explicite est calculée dans une

(4.122)), deux choix de f5 sont alors considérés dans nos travaux :
1. f2 =0;

2. f2:ﬁ

2 Soient (71, 72) € Th(2f.1)% tels que : pour tout 1 < i < N,,1 < j < N
71(2i,y5) = Gg (25, 95))ma (A7) (i, )

To(2i,y;) = GO (i, y;))D(uf ™) (24, y5)
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Dans un premier temps, on suppose que p = 0, ceci nous donne que LVF(p;) se comporte comme un fluide
de Bingham a seuil zgpg. D’apres [25], il existe un nombre de Bingham B, a partir duquel il n’y a pas de
zones rigides ou Bi. s’exprime par :

2V/2

Bi, = ~ 3
' ro — 2ln(rg) — 1

Dans le cas ou Bi < Bi,, le probleme ne pose aucune difficulté numérique (du moins pas plus que la
résolution du modele de Stokes). Les calculs sont alors réalisés pour pg = 20 et o = 0.5. Evidemment,

nous avons obtenu ||py||o. = 0. De plus, nous avons observé :

1. I'indépendance de I’erreur entre la solution analytique et la solution calculée numériquement vis-a-vis

n+1

de la tolérance € ( |[p, ™" — pjlo,;, < ¢€) de’algorithme de point fixe ;

2. la convergence entre la solution analytique et la solution calculée numériquement en fonction de pas

du maillage.

Remarque 5.1.1 Une tolérance € de I’algorithme de point fixe, algorithme extérieur, nous ramene a consi-

£

10°
pratique, ceci signifie que le sous-probleme de Stokes est résolu a I'ordre de 155 pour éviter les problemes

dérer une tolérance de I’algorithme de I’algorithme ALVF(110(q)), algorithme intérieur, égale a <. Dans la

d’instabilité numérique.

e | llenllossn | llenllogy, | llenlliay,
1.10° | 1,708.107" | 1,457.10¢ 1,345
1.107' | 1,413.1072 | 1,141.1072 | 9,557.1072
1.1072 | 1,397.1073 | 1,140.1073 | 8,923.1073
1.107% | 4,18.107* | 1,738.107* | 5,426.103
1.107% | 4,17.107* | 1,71.107* | 5,4.1073
1.107° | 4,15.107* | 1,68.10—4 | 5,36.1073
1.107% | 4,13.10~* | 1,65.107* | 5,34.1073
1.1077 | 4,120.107* | 1,61.10~* | 5,31.1073

TABLE 5.1 — Erreur |e,| = |u — uy| pour différentes tolérances € pour fo = 0, LVF(20) et Ny = 256

Le tableau 5.1 montre la sensibilité des normes L?, H' et L™ de I'erreur |e;,| = |u — uy,| (ol uy désigne la
solution approchée et u la solution exacte) par rapport au tolérance €. On a remarqué que si € est comprise
entre 1 et 1074, Perreur |e;| décroit rapidement. Cependant, entre 107° et 1077, I’erreur |ey| atteint une
stabilité de 1’ordre de 4, 1.10~* pour la norme L*°, 1,68.10~% pour la norme L? et 5,3.10~2 pour la norme
H?'. On peut alors envisager, que I’erreur e, est indépendante de la tolérance e.

De plus, nous présentons dans la figure 5.4, en fonction du maillage (N,, Ny), I’évolution des normes L?,
H' et L™ de lerreur |e;,| = |u — uy,|. La convergence de la méthode en fonction du maillage n’est pas tres

réguliere car la solution n’est pas réguliere au point » = r, : la valeur de I’erreur peut étre tres faible si un
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FIGURE 5.4 — Erreur |e,| = |u — uy| entre la solution exacte et la solution numérique en fonction du
maillage Ny pour fo = 0 et LVF(20).

point de la subdivision est proche de » = r.. D’apres les pentes des courbes, on peut estimer que 1’ordre de
Ierreur entre la solution exacte et la solution numérique est O(h?) pour la norme L?, O(h?) pour la norme
H' et O(h?) pour la norme L.

De maniere similaire, on prend f; = ﬁ ainsi que deux choix de pgy : pg = 0 et pg = 20. Nous pouvons

remarquer qu’il y a :

1. indépendance des erreurs |[p — px|o,0;,, et |en| en fonction de la tolérance e ;

2. convergence de I’erreur ||p — p|o,,, en fonction du maillage ot p est la solution analytique et py, la

solution numérique trouvée ;

3. convergence de I’erreur |ej,| en fonction du maillage.

Le tableau 5.2 décrit la sensibilité de la norme L de Ierreur ||p—ph |00, OU pj, €st la solution approchée
et p la solution exacte et des normes L?, H' et L> de I’erreur |e,| = |u — uy| par rapport la tolérance .
On a remarqué que : les courbes des erreurs |es| et |[p — pal|oo,o,, décroissent rapidement jusqu’elles
atteignent une stabilité 2 ¢ = 1073 et ¢ = 107° respectivement. Ainsi, nous présentons dans la figure 5.5
la décroissance de I’erreur |[p — pallo,q,, en fonction du maillage Ny pour les deux choix de po. Les deux
courbes semblent irrégulieres. Si py = 0, d’apres les pentes des courbes, on suppose que I’ordre de I’erreur

est O(h?). De maniére similaire, si py = 20, I’ordre de ’erreur est supposé d’ordre O(h?).
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€ | llp—pullogs, | lenllocgp, | llenllog, | llenlliop,
1.10° 1,665.107Y | 1,752.1072 | 1,951.107% | 1,256.10~!
1.107Y | 7,176.1072 | 6,703.1072 | 8,035.107% | 7,176.10~2
1.1072 | 9,876.107% | 4,949.1073 | 5,288.1073 | 3,848.1072
1.1073 | 1,058.1073 | 4,988.107% | 5,293.1073 | 3,844.10~2
1.107* | 9,803.107° | 4,984.1072 | 5,293.1073 | 4,215.1072
1.107° | 2,773.10™° [ 4,984.107% | 5,293.1073 | 3,842.102
1.107% | 2,608.107° | 4,984.107° | 5,293.1073 | 3,842.10~2
1.1077 | 2,608.107° | 4,984.107° | 5,293.107% | 3,842.10~2

a) po=0

€ ||p _ph||07Qf,h, ||€h||oo,Qf,h ||€h||079f,h ||eh||1,Qf,h
1.10° 1,55 1,97.1071 | 2,48.1071 1,064
1.1071 8,43.107! 7,531.1072 | 1,53.1072 | 9,479.10~*
1.1072 2,95.107! 6,2.1073 | 9,97.1073 | 5,479.10~!
1.1073 9,01.1072 5,976.1073 | 8,94.1073 | 1,001.10~*
1.1074 3,57.1072 5,992.107% | 8,94.1072 | 8,493.10~*
1.107° 1,1.1073 5,994.107% | 8,94.107% | 6,25.102
1.107° | 1,018.107% [ 5,994.1073 | 8,94.107% | 6,23.10~*
1.10-" | 1,016.10% |5,994.107° | 8,94.1073 | 6,23.10~2

b) po =20

TABLE 5.2 — Erreur ||p — ppllo,,, et len| = |u — up| pour différentes tolérances e pour f5 = ﬁ, LVFE(po)
et Ny = 256

=0 [
___pD:QD:

FIGURE 5.5 — Erreur ||p — pi||cc,;, entre la solution exacte p et la solution numérique pj, en fonction du

maillage Ny pour fy = ﬁ et LVF(py).
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FIGURE 5.6 — Erreur |ey,| entre la solution exacte u et la solution numérique u;, pour fo = ﬁ; et LVF(py)

En outre, les normes L?, L™=, H' de I’erreur |e;| montrées par la figure 5.6 admettent des évolutions
irrégulieres. Ceci met évidence 1’existence des zones rigides associées a la perte de la régularité de la
solution. Cependant, les courbes observées sont décroissantes. D’apres les pentes des courbes observées

par la figure 5.6, on peut estimer que I’erreur |ey,| est d’ordre O(h?) pour les normes H', L? et L.

5.1.4 Conclusion

Dans cette section, nous avons testé le solveur de résolution numérique dans une géométrie de Couette ou
la solution analytique est calculée explicitement en fonction de second membre. Une discrétisation spatiale

par la méthode d’éléments finis mixtes dans des domaines en forme des couronnes est mise en ceuvre. De

1

plus, nous avons pu €tablir de maniere précise pour fo = 0 et fo = o 7

1. une convergence indépendamment de la tolérance ¢;
2. une convergence de |[p — pulloo,0;, €t |en| = |u — upl.

Cependant, ce test constitue un test partiel de convergence de la méthode de résolution puisque un decou-
plage fort entre la vitesse et la pression, qui sont déterminées en fonction de second membre, est mise en

évidence. La recherche d’un cas non-dégénéré est alors I’objet d’un futur travail.

5.2 Application académique : écoulement autour d’un cylindre

5.2.1 Introduction

Le malaxage des pates granulaires viscoplastiques frictionnelles est caractérisé par I’agitation d’une suspen-
sion granulaire via un objet rigide (un agitateur). Cette section effectue une étape vers la modélisation du

malaxage en se consacrant a I’écoulement stationnaire d’une telle pate autour d’un barreau en translation.
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Notre probléme, ainsi qu’un probléme analogue, I’écoulement autour d’une sphere, ont été étudiés pour des
fluides visco-élastiques [41] et des fluides viscoplastiques.

Concernant les fluides a seuil constant, les références sont abondantes. On peut citer les premiers travaux
expérimentaux de Yoshioka et Adachi [42] et ceux de Brooks et Whitmore [40] et [43] sur la mesure du
coefficient de trainée. Beris et al. [44] ont étudié numériquement ce type de probleme. La méme étude est
également faite par Mitsoulis et Beaulne [45] dans le cas du modele d’Herschel-Bulkley. Récemment, les
auteurs de [46] ont étudié I’écoulement des assemblages des grains secs atour d’un cylindre. Finalement,
la littérature révele qu’il n’existe aucun travail numérique sur le comportement de la pate viscoplastique
frictionnelle (LVF(py)) envisagée ici.

Donc, nous proposons dans cette section d’adapter la méthode de résolution décrite précédemment pour le
cas du cylindre. Nous allons montrer la convergence de 1’algorithme proposé et déterminer la cinématique

d’écoulement et la dissipation d’énergie en fonction des parametres rhéologiques.

5.2.2 Description du probleme

pression imposée \
axe (0,e2)

surface libre

pression hydrostatique

CLLIP T AP

\section horizontale

des grains

- e

cylindre de rayon R

- . N R : rayon du cylindre
avec la limite de la vitesse u a Y Y

I'infini égale a zéro.

FIGURE 5.7 — Cylindre de rayon R se FIGURE 5.8 — Représentation schématique
déplacant a vitesse constante U dans une du probleme bidimensionnel.

colonne verticale de fluide viscoplastique

frictionnel.

Un barreau cylindrique se translate a une vitesse constante U dans un fluide viscoplastique frictionnel
qui est considéré comme un milieu infini au repos loin du cylindre (voir les figures 5.7 et 5.8). La longueur
de référence est le rayon R du cylindre. La vitesse de référence est la vitesse U de translation du cylindre.
Une discrétisation spatiale par la méthode d’éléments finis mixtes est mise en ceuvre. Cette discrétisation
prend la méme forme que dans la section 5.1 et plus particulierement dans la sous-section 5.1.2. Dans la
pratique, cela signifie qu’on considere un domaine annulaire €2 de rayon extérieur R, suffisamment grand
afin de simuler un milieu infini, U = R;w; et w, égale a zéro (voir la figure 5.2). Les résultats de la suite

sont obtenus a partir du méme code fortran utilisé pour le probleme de Couette de la section 5.1.
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5.2.3 Parametres de simulation

Le modele LVF (2.26) possede deux types de parametres : physique et numérique. Trois parametres phy-
sique importants qui semblent agir sur le motif d’écoulement sont : la borne a I’infini p.,, la pression de
référence p, et le coefficient de friction p. Les simulations effectuées dans cette section, montrent que
le produit popy influe sur le motif d’écoulement. Deux comportements sont observés pour ropy = 0 et
topo 7 0. On fixe alors g = 0.5 et deux pressions de référence py, une égale a zéro et une autre différente
de zéro, par exemple py = 10. Cependant, les simulations montrent que la borne a I’infini p,, n’agit pas sur
ce motif. On peut donc envisager que la pression est bornée dans ce type d’écoulement. Ceci implique que
dans la résolution numérique on peut prendre ||p|[s,0,, au lieu de p... La condition nécessaire pour que

I’algorithme de LVF discret proposé dans la sous-section 4.6.2 soit convergent sera alors :

0<a< #

1ol |5 0y,
ou p" la n-ieme itération de I’algorithme de point fixe.
Egalement, concernant les parametres numériques, le milieu d’écoulement présenté par la figure 5.8 est
considéré comme un milieu infini. Ceci impose un rayon extérieur R, grand par rapport au rayon du cylindre
R;. Par exemple, R, = 20 et [?; = 1 sont satisfaisants. En outre, les algorithmes de résolution (algorithme
de point fixe et algorithme de ALVF(10(q))) sont résolus a une tolérance €. Ces tolérances sont choisies
pour la convergence des algorithmes itératifs de la maniére suivante : 10~% pour I’algorithme de point fixe
(algorithme extérieur) et 10~ pour I’algorithme de ALVF(j0(q)) (algorithme intérieur). Dans la pratique,
cela signifie que le sous-probleme de Stokes est résolu par la méthode du gradient conjugué [40] avec une

précision de 10~% pour éviter des problémes de stabilité numérique.

5.2.4 Test numérique

L’ objectif de cette sous-section est de tester la faisabilité et la robustesse de la méthode numérique décrite
dans le chapitre 4 autour d’un cylindre, c’est-a-dire dans un cas plus complexe que 1’écoulement de Couette
(voir la section 5.1).

Le plan de la sous-section est le suivant :

1. chercher un maillage (V,, Ny) pour capturer convenablement le motif d’écoulement. Ceci est obtenu
a partir du calcul de la moyenne d’énergie dissipée F ot E = D(u)?; + 110G (p) D(u);r pour diffé-
rents maillages Ny. Cette grandeur semble pertinente puisqu’elle prédit 1’évolution cinématique de

I’écoulement.

2. montrer la convergence de I’algorithme de résolution a partir des courbes de résidu du point fixe

17 = pillogy-

Dans le tableau 5.3, la moyenne d’énergie F et les temps de calcul sont reportés. On peut remarquer

que I’erreur de la moyenne de 1’énergie dissipée entre les deux maillages (Err = |Ey, — En,|) est de
2

I’ordre de 1072 pour Ny = 512 et de 1072 pour N, = 512 . A titre de comparaison, on peut constater que la

méme information est donnée par Ny = 256 ou Ny = 512. Cependant, le temps de calcul pour un maillage
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Ny | E, bo = 10 | Teatculs bo = 10 EapO =0 Tealcuts bo = 0
16 2,802 38 6,157.101 1

32 1,016 182 2,218.1071 7

64 | 3,415.107! 705 7,578.1072 91

128 | 1,149.10 2392 2.59.10 2 721

256 | 4,078.1071 12140 9.335.1073 2588

512 | 1,473.10~2 50400 3,360.103 9095

TABLE 5.3 — Moyenne d’énergie dissipée £ ot E = D(u)?; + uoG(p)D(u); et le temps de calcul Ty
exprimé en secondes pour py = 0 et pg = 10.

10 - - - ———— .
: Ny =16
10 B —8—N,=32 |
i N T oo Ny=B4
o Tial® ' HE'H‘H_ M, =128 g
& w, M, = 256 ]
_"g 1III'1 I .:;i.;___h\ Nﬁ =512 i
&, :
z T
- 10 e \EF-'\ i
. 3 Ny
N I H,
SRl §° 3
3 *, E
k-~ ]
4 T T
L -8 __
10 EhalE
- I:-:l :
10° — |
5 10 15

Nombre d*itérations

FIGURE 5.9 — Résidu du point fixe ||p} ™" —p}!{|o,q,, en fonction de nombre d’itérations a py = 0 et y1g = 0.5
fixés et pour six maillages différents.

Ny = 256 n’est pas coliteux. Donc, on peut considérer que Ny = 256 est satisfaisant. Le maillage utilisé
dans la suite sera (N, = 124, Ny = 256). Egalement, d’apres les figures 5.9 et 5.10, les courbes du résidu
du point fixe ||p} ™ —p}|o.0 ;.. convergent en fonction de nombre d’itérations pour différents maillages. Ces
courbes mettent en évidence la convergence de 1’algorithme de point fixe pour différents maillages. De plus,
la figure 5.11 décrit I’évolution des courbes du résidu du point fixe en fonction de nombre d’itérations pour
les deux pressions de référence (pg = 0 et pg = 10). Ces courbes décroissent rapidement et tendent vers
z€ro. Egalement, elles soulignent que 1’algorithme du point fixe prend quelques dizaines d’itérations pour
converger. En outre, la figure 5.12 illustre le nombre d’itérations de 1’algorithme intérieur en fonction de

nombre d’itérations de 1’algorithme d’extérieur. La courbe de py = 10 semble irréguliere pour les premieres
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FIGURE 5.10 — Résidu du point fixe |[p}*' — pi|[o.q,, en fonction de nombre d’itérations a py = 10 et
1o = 0.5 fixés et pour six maillages différents.

itérations mais elle diminue rapidement en fonction des autres itérations. D’autre part, la courbe de py = 0
décroit en fonction des itérations.

On peut alors constater que :

1. le résidu du point fixe tend vers zéro pour différents maillages et pour différentes pressions de réfé-

rence ;

2. pour e petit, le cofit globale est de I’ordre d’un cofit de Bingham.

5.2.5 Analyse des résultats

Cette sous-section s’organise en trois parties. Dans un premier temps, les résultats importants pour un fluide
de Binghan autour d’un cylindre circulaire sont présentés. La seconde partie traite I’écoulement de LVF
autour d’un cylindre en fonction des parametres physiques. Enfin, la troisieme partie aborde la comparaison
entre LVF et le fluide de Bingham.

Quelques résultats de la littérature pour un fluide viscoplastique

Soit un fluide de Bingham a seuil o s’écoulant tres lentement autour d’un cylindre de rayon R en translation

verticale a vitesse U et situé dans un milieu infini. La longueur de référence est le rayon R = 1 du cylindre
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FIGURE 5.11 — Résidu du point fixe ||p,*' — p}!||o.q,, en fonction de nombre d’itérations pour différentes
Po.

et la vitesse de référence est la vitesse U du cylindre. Le nombre de Bingham 57 devient :

. 0'0R
Bi= %"
2 ’r]U

Des travaux antérieurs ([41] et [47]) sur I’écoulement des fluides viscoplastiques autour d’un cylindre ont

établi I’existence de quatre zones distinctes montrées dans la figure 5.13 :
1. une zone déformée entoure le cylindre. Celle ci est nommée 1’enveloppe ;

2. deux zones rigides, en forme de pointe, sont situées sur 1’axe de 1’écoulement. Ces zones sont des

zones mortes ;

3. deux zones rigides ovales situées dans la zone déformée de maniere symétrique par rapport a I’axe de

I’écoulement. Ce sont des zones noyaux.
4. une zone plastique contient la zone déformée.

L’allure de la zone déformée ainsi que I’existence de la pointe sont des éléments familiers d’un écoulement
d’un fluide a seuil constant autour d’un objet en translation (voir la revue de Chabra et Uhlher [48]). Les

auteurs de [48] ont étudié I’influence des parametres, en particulier B3, sur la forme de I’enveloppe et celle
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FIGURE 5.12 — Nombre d’itérations de I’algorithme intérieur en fonction de nombre d’itérations de 1’algo-
rithme extérieur.

Enveloppe

Pointe

-

N Zone déformée

Zone rigide

FIGURE 5.13 — Représentation schématique des différentes zones de I’écoulement d’un fluide de Bingham
autour d’un cylindre : zones déformées en gris foncé et zones rigides en gris clair.
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de la pointe. Ainsi, I’existence des noyaux est mise en évidence pour le fluide de Bingham dans les travaux
de [25]. En outre, le coefficient de trainée a été calculé pour un fluide de Bingham suivant la définition

(Batchelor, [49]) sous la forme suivante :

1 1

Cp=1—== otN)epds =
D L7 R, /Fi(at ¢n)e,ds

1 1

— 53
LU R; (5-3)

ou X = fr- onds et oy, = 0 — pl avec I I’opérateur d’identité.

a) Bi=0,007 b) Bi=I ¢) Bi=10 d) Bi=20
FIGURE 5.14 — Cartes des vitesses d’un fluide de Bingham en fonction de nombre de Bingham B.

Des simulations numériques sont effectuées par le code développé dans nos travaux de recherches en im-

plémentant 1’algorithme d’Uzawa proposé dans la sous-section alyy Z AW Aduchapitre3. La figuresb.14illustrelesc

Motif d’écoulement de LVF en fonction des parametres rhéologiques

N

La pate viscoplastique frictionnelle est modélisée comme un fluide a seuil dont le seuil est 1 G(p) ou

G(p) = max(0, min(p + po, Pso))-

-5 -5

a) po=0 b) po =10

FIGURE 5.15 — Répartition de la pression autour d’un cylindre pour LVF(py).

Cette fonction G(p) caractérise I’effet de plasticité. Alors, la pression p joue un role important sur le

comportement d’écoulement de cette pate : visqueux ou plastique. Ainsi, la figure 5.15 décrit la répartition
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de la pression autour d’un cylindre. La pression est positive devant le cylindre, tandis qu’elle est négative
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derriere le cylindre. Trois motifs d’écoulement peuvent €tre constatés :

1. pour des pressions négatives, derriere le cylindre, un comportement newtonien ;

2. pour des pressions positives et négligeables, devant et loin du cylindre, un comportement de Bingham

a seuil popo ;

3. pour des pressions positives et fortes, devant le cylindre, un comportement de Bingham a seuil 1opo-

TABLE 5.4 — Moyenne d’énergie dissipée £ ot E = D(u)?; + 1oG(p)D(u); et la norme ||p||s.q,, pour

(Po, po) (0,0.5) (10,0.5)
E 9,335.107° | 4,078.10~%
||plloo,0p, | 15,92 57,28

trois p différentes po, = 100, p, = 500 et p,, = 1000.

70

FIGURE 5.16 — Norme infinie |[p||,q,, de la pression p en fonction du maillage Ny.

Les simulations numériques et plus particulierement le tableau 5.4 montrent, pour trois p,, différentes
(P = 100,500, 1000), que la moyenne d’énergie dissipée £ = D(u)?; + oG (p)D(u);r et la norme

de la pression restent invariantes en fixant le couple (po, 11o). Egalement, I’évolution de la norme infinie

—+—py =0
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|[P|]0,02;,, de la pression en fonction du maillage Ny pour deux pressions de référence est présentée dans
la figure 5.16. Cette figure montre des courbes avec faible croissance. Leurs pentes sont respectivement
3,6.1072 et 1.1072 pour py = 0 et py = 10. Ceci souligne que la pression p est bornée. Par conséquence,

Do N’agit pas sur ce type d’écoulement.
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Q.84
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0.54
0.48

.0.42 .0.42
0.36 0.36
0.3 0.3
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018 0.18
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0 0

a) o =0,1 b) 1o =0,5
FIGURE 5.17 — Cartes des vitesses pour LVF(0) pour deux coefficients de friction j.
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a) :U’():Ovl b) /1’0:075

FIGURE 5.18 — Cartes des vitesses pour LVF(10) pour deux coefficients de friction .

Le role du coefficient de friction y sur la cinématique d’écoulement est analysé. On fixe une pression
de référence py a z€ro et deux nombres visqueux o = 0.1 et o = 0.5. D’apres la figure 5.17, I’enveloppe

est peu sensible a 19. De plus, pour une pression de référence différente de zéro, en particulier py = 10, la
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figure 5.18 montre que I’enveloppe diminue lorsque 1o augmente. Ces éléments soulignent que le produit
potto agit sur le motif d’écoulement. Cependant, la figure 5.19 décrit I’évolution globale des différentes
zones rigides en fonction de la pression de référence p, en fixant le coefficient de friction pp = 0.5. On
remarque que la symétrie horizontale n’existe pas, cela est due a la discontinuité du comportement. En
effet, d’apres la figure 5.15, d’une part, la pression est négative derriere le cylindre, on est donc dans un

régime de comportement newtonien. D’autre part, la pression est positive devant le cylindre, ceci implique

a) po=0 b) pp = 10 ¢) po=20

FIGURE 5.19 — Cartes des vitesses de LVF(py) en fonction de pression de référence py.

un comportement viscoplastique frictionnel. De plus, I’enveloppe augmente en taille lorsque py diminue.
En effet, d’apres la figure 5.15, on constate que loin du cylindre la pression p devient négligeable devant
Lopo donc le seuil devient 1iypg et un comportement de type Bingham se manifeste.

Finalement, on conclut que :
1. seul le produit pypip agit sur le motif d’écoulement et dans la suite yi est fixé 2 0.5;

2. pour tout pg # 0, un comportement de type fluide a seuil po(po + p) se produit pour des pressions

positives. Ceci permet de dire que le paradoxe de Stokes [50] n’existe pas pour ces matériaux.

5.2.6 Comparaison avec un fluide viscoplastique

Les résultats décrits précédemment mettent en évidence des écoulements de fluides a seuil. Nous constatons
que la cinématique d’écoulement présente de zones distinctes dans la carte de la norme de vitesse, comme

montrées dans la figure 5.20 :
1. une zone déformée entoure le cylindre.

2. une seule zone rigide, en forme de pointe, est située sur 1’axe de I’écoulement et collée a la proue du

cylindre.
3. deux zones rigides ovales sont situées a I’intérieur de la zone déformée,

4. une zone plastique qui contient la zone déformée.
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Enveloppe

Pointe

__ Zone déformée
Zone rigide e

FIGURE 5.20 — Représentation schématique des différentes zones de 1’écoulement de LVF(p,) autour d’un
cylindre : zones déformées en gris foncé et zones rigides en gris clair.

Contrairement aux fluides de Bingham (voir la figure 5.13), ’existence de deux pointes et la symétrie
horizontale n’existent pas dans ce type des matériaux (LVF). Cela est due donc a la dépression derriere le

cylindre et a la discontinuité du comportement. Egalement, nous remarquons deux motifs d’écoulement au
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FIGURE 5.21 — Carte de la vitesse pour un
fluide newtonien.

FIGURE 5.22 — Carte de la vitesse pour
LVF(py) avec pg = 0 et g = 0.5.

po = 0 etpour py # 0. Pour LVF(py = 0), on observe une cinématique proche de celle d’un fluide newtonien
d’apres les figures 5.21 et 5.22. En outre, le tableau 5.5 fait apparaitre que la dissipation moyenne d’énergie
augmente en fonction de py. De plus, la moyenne de la dissipation d’énergie pour un fluide newtonien
égale a 4,709.107°, est plus faible que celle du matériau LVF(0) (ELy r@o) = D(u)i; + poG(p)D(u) s et
sa moyenne égale 2 9,335.1073). De maniére plus générale, on constate que la cinématique d’écoulement
de LVF(py) (voir par exemple la figure 5.24) semble proche de celle d’un fluide de Bingham de seuil noté
Bi(pg) ol Bi(pg) est le nombre de Bingham tel que la différence entre la cinématique de LVF(py) et la
cinématique d’un fluide de Bingham de seuil Bi(py) tend vers zéro. En particulier, si on néglige 1’effet de

la pression p dans le parametre de seuil on constate alors que Bi(pg) = popo (voir la figure 5.23). On peut
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FIGURE 5.23 — Carte de la vitesse pour un FIGURE 5.24 — Carte de la vitesse pour
fluide de Bingham a seuil B: = 5. LVFE(py) avec py = 10 et pg = 0.5.
Do 0 1 5 10 15 20

E |9,335.1073 | 1,183.107% || 2,398.1072 || 4,078.10~% || 5,705.1072 || 6,666.10~2

TABLE 5.5 — Moyenne de la dissipation d’énergie E = D(u)?; + 1oG(p)D(u);; en fonction de la pression
de référence py.

Bi 0 1 5 10 20 50 100
E | 4,709.107° | 2,141.107% || 1,070.1072 | 3,21.1072 || 4,28.1072 || 1,070.10~! | 2,141.107¢

TABLE 5.6 — Moyenne de la dissipation d’énergie E = D(u)?; + BiD(u);; en fonction de nombre de
Bingham.

donc supposer que Bi(pg) existe pour tout py > 0. La recherche de Bi(p) est un objet d’un futur travail.

Cependant, d’apres les tableaux 5.5 et 5.6, pour B7 assez grand, la moyenne de la dissipation d’énergie
devient plus importante pour LVF(pg) que pour son fluide de Bingham de seuil Bi. On peut donc supposer
qu’il existe une valeur critique py.. telle que le colit énergétique de LVF(py) soit supérieur a celui du fluide

de Bingham cinématiquement équivalent si py < po.., et inférieur sinon.

5.2.7 Coefficient de trainée
De maniere similaire au fluide de Bingham, on peut calculer le coefficient trainée a partir de sa définition :

1 1 1 1

Cp = %pU2 o /1“ (Orotn)eyds = %pUQ EX (5.4)

ou X = fr- (0rotn)eyds et oy, = 0 — pl avec I I’opérateur d’identité.

Onaqueu = 0sur C, etu = (0,1) sur C;, d’apres la formule de Green, on obtient :

X = fmf(a — pl)nu dX

— fo(div(a) — Vp)u dX + fo pdiv(u) dX + fﬂf o: D(u) dX )
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De plus, fo(dz'v(a) — Vp)u dX = 0et fo p div(u) = 0, ceci souligne que

X = o: D(u) dX = |Q|E(u)
Qf

ol {2y est le domaine d’écoulement situé entre les deux cylindres (voir la figure 5.2).

5.2.8 Conclusion

La faisabilité et la robustesse de la méthode de résolution numérique sont mises en évidence dans cette
section. Nous avons observé la convergence de 1’algorithme de résolution numérique. De plus, cette mé-
thode de résolution n’est pas coliteuse au niveau de temps de calcul. Ainsi, la cinématique d’écoulement est
étudiée en fonction des parametres physiques. L’existence d’enveloppe et des zones rigides sont observées.
Cependant, nous avons remarqué que la discontinuité de comportement qui induit une perte de symétrie ho-
rizontale. Finalement, on peut envisager que pour tout py > 0, il existe un fluide de Bingham a seuil B;(po)
cinématiquement équivalent a LVF(py). De plus, on a déduit que tout py > 0, il n’existe pas de paradoxe de
Stokes.

5.3 Application pratique : écoulement dans un malaxeur planétaire

5.3.1 Introduction

Cette section effectue une mise en contexte applicatif de la problématique générale de ce projet de re-
cherche en étudiant numériquement la dynamique de 1’écoulement dans un malaxeur planétaire. Ainsi,
ce type d’écoulement consite a mettre 1’algorithme a I’épreuve d’un probleme complexe et de tester son
caractere opérationnel sur un probléme concret. Une méthode de domaine fictif avec multiplicateur de fron-
tiere est mise en ceuvre. C’est un moyen simple pour une premiere approche dans un malaxeur. De plus,
I’approximation mixte en vitesse-pression est iso Q2/Q1est considérée. Des simulations numériques sont
présentées. Ces simulations mettent en relief des cinématiques différentes en fonction de la pression de ré-

férence py. Les colits énergétiques sont calculés et comparés au colit énergétique d’un fluide a seuil constant.
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FIGURE 5.25 — Malaxeur annulaire. FIGURE 5.26 — Malaxeur planétaire.

5.3.2 Description du probleme

9

\
/
/

w1

A
FIGURE 5.27 — Malaxeur planétaire a une FIGURE 5.28 — Représentation schéma-
seule pale et a un seul train valseur. tique d’un malaxeur planétaire composé

par deux racleurs avec deux vitesses angu-
laires w; et wy respectivement et . = 0 sur
I.

Le malaxeur annulaire est le plus simple des malaxeurs a axe vertical (voir la figure 5.25). En centrale
industrielle, Le malaxage permet 1’élaboration du matériau béton. Il existe divers types de malaxeurs dans
le domaine du génie civil. Deux géométries courantes pour la production industrielle de bétons sont : les

malaxeurs annulaires et les malaxeurs planétaires (par exemple les figures 5.25 et 5.26). il est répandu pour

31ci, iso Q- signifie une approximation (9, continue sur un sous-maillage raffiné une fois. Ce point est expliqué dans la
sous-section 5.3.4.
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des raisons économiques. Ses pales sont animées d’un simple mouvement de rotation autour du centre du
malaxeur. Le malaxeur planétaire (voir la figure 5.26) est un autre exemple de malaxeur a axe vertical a
action forcée. Il est constitué d’un racleur qui permet d’éviter I’accumulation de matériau sur la cuve et
d’un systeme épicycloidal que I’on nomme le train valseur ou 1I’étoile de malaxage. Ce dernier est animé
d’un double mouvement de rotation. On peut trouver des malaxeurs planétaires dans le laboratoire qui
contiennent une seule pale et un seul train valseur (voir la figure 5.27).

Dans nos travaux, nous nous intéressons a 1’écoulement de la pate viscoplastique frictionnelle en deux
dimensions dans la géométrie plus complexe, malaxeur planétaire, mais a une seule pale (par souci de

simplification). Le systeme modélisé€ est schématisé par la figure 5.28.

5.3.3 Fabrication de béton et les lois rhéologiques

Le travail de cette these s’integre dans des travaux visant a mieux comprendre la fabrication de béton. Ceci
nécessite le choix d’'un modele d’écoulement représentant le comportement du produit dans le malaxeur.
Cette derniere peut étre considérée comme une pate fraiche, (béton frais), ou un milieu granulaire non-
saturé, (étape intermédiaire dans la fabrication du béton frais a partir d’un matériaux granulaire humidifié).
Depuis les travaux de [3], 'usage dans la communauté du génie civil est de considérer le béton frais (en
fin de malaxage) comme une pate viscoplastique homogene aux propriétés d’écoulement constantes. Ainsi,
le fluide d’Herschel-Bulkley permet de prendre en compte plus finement le comportement du béton frais.
Des modeles plus récents décrivent les pates granulaires a I’echelle des grains. Nous avons exposé dans le
chapitre 2 des lois d’écoulement de la pate granulaire.

Pour donner une idée plus large sur les propriétés d’écoulement pendant toute la durée du malaxage,

ciments + eau + air

| | viscoplastique frictionnel

>< [ >< \ modéle des matériaux

\.

| coulis + sable + air | I mortier (pate viscoplastique??) I
/ | >< %Ie viscoplastique

| non-frictionnel

‘ |
\ >< | \ ' (probléme dillué)

mortier + gravillons + air béton (pate viscoplastique)

) . modeéle viscoplastique
| >< | fluide de Bingham ou
\ | Herschel Bulkley

b

FIGURE 5.29 — Fabrication de béton en trois étapes et les modeles d’écoulements correspondants

la figure 5.29 présente une modélisation de la fabrication de béton dans un malaxeur. Cette fabrication se
décompose en trois étapes, on représente pour chacune d’elles les modeles d’écoulement correspondants. La

premiere étape se concentre sur I’homogénéisation de la pate de ciment et d’eau qui nous permet d’obtenir la
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pate de coulis. Celle-ci peut étre décrite comme un matériau viscoplastique frictionnel. Une loi est modélisée
pour ce type de matériau dans la suite. La deuxieme partie se consacre a ’homogénéisation de la pate
de coulis, de sable pour obtenir une pate granulaire le mortier qui peut étre considérée comme une pate
viscoplastique non frictionnelle. Elle peut étre décrite comme des suspensions diluées (2.7). La troisieme
partie homogénéise la pate de coulis et de mortier pour obtenir la pate viscoplastique homogene (le béton)

qui peut étre modélisée comme un fluide de Bingham (2.3) ou fluide d’Herschel-Bulkley (2.4).

5.3.4 Discrétisation spatiale

La géométrie du malaxeur n’est pas discrétis€ée comme les autres géométries étudiées précédemment.
L’existence des pales et leurs singularités sont les principales difficultés liées a la discrétisation spatiale.
Alors, la méthode des éléments finis mixtes utilisée ultérieurement ne suffit pas. A cet effet, la méthode de
domaine fictif avec multiplicateur de Lagrange de frontiere et la méthode d’éléments finis mixtes iso ()o
discontinue pour les contraintes A", iso (J3/(); pour la vitesse u™ et la pression p” sont mises en ceuvre.
Soit Q;\ P, U P, le domaine de 1’écoulement ot P; et P sont les deux pales du malaxeur, ; C R? la
cuve du malaxeur et ['; la frontiere de €2;. Ce domaine est considéré comme un domaine perforé. On peut
le plonger dans un autre domaine de forme plus simple dans lequel on considere un maillage structuré. Le
domaine de calcul sera donc un nouveau domaine fictif noté (2.

R. Glowinski et al. [51] sont les instigateurs des domaines fictifs. L’idée principale est de ramener la ré-
solution d’un probleme posé dans un domaine, plus grand, de forme plus simple {2 avec des conditions
aux limites égales a zéro (u = 0 sur 02 = I') et permettant I’utilisation des maillages structurés. On peut
réécrire 1’algorithme proposé dans la sous-section 4.6.2 du chapitre 4 dans le cas continu dans le domaine
(2 tout entier sous la forme suivante :

Trouver @, p et A qui représentent les prolongements de u, p et \ sur €2 tels que :

V 0<n < Npg,p" € L*(Q) données, trouver a" ™ € H}(Q)N et p"™ € L2(Q) telsque:V 0 < k < T

1- (a) (a1 p"t) € HL(Q)N x L2(2) solution du sous- probléme de Stokes :

— A + V(pFY) = div (oG (p™)AF) + f sur Q
div(aF*tt) = 0 sur Q

"t =0sur D -
u !l = gsur Iy
(b) Mise a jour du multiplicateur de la contrainte plastique
{ Nl = Py (M + apoG(p™) D(a+1)) (5.7)
- ¢ |
PA(C)  sup(1,(Q)rr)

(c) Arrétde K tel que [[MEH — AK|q < €.
2- Mise a jour de la pression et de la vitesse : p"™! = p and a"*! = a’

3- Arrét Npp tel que |[pNPrtt — pher]| o < €.
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ou f est le prolongement de f par zéro de f.

De plus, R. Glowinski et al. [52] ont dévelopé une méthode de domaine fictif avec un multiplicateur de
Lagrange de frontiere. Cette méthode applique la condition limite sur I'; en utilisant un multiplicateur de
Lagrange \*, c’est-a-dire que si on suppose : @+ = g sur I'; alors le probléme Stokes (5.6) est équivalent
au probléme suivant :

Vo e HYQ)N, wouver (@FH pFHL N*) € HH(Q)N x L2(Q) x L2 Q)N

((ﬂk“,v)) . (ﬁk—i-l7 dZU(U)) + f],"l )\*UdX — (IU()G(];”);\]C, D(U)) + (f:?])
PO (5.8)
o W7 = [ gudS ¥ v e AT

A* est alors interprété comme :
A= [a_n - pn]n

ou n est le vecteur normale sur I';.

a o b
\F T(M)
FIGURE 5.30 — Exemples du maillage avec une approche de multiplicateur de frontiere.

On considere 2 un rectangle (abdc) schématisé sur la figure 5.30. Une discrétisation spatiale est choisie de
la forme suivante :

Soient N, et N, telsque 1 < N, < coetl < N, < co. On considere la subdivision (;)1<;<n,+1 de |z, Tp|
et la subdivision (y;)i1<j<n,+1 d€ |Ya, Ye| » avec Az = ;11 — Y, 1 = Tay Tn,+1 = Loy AY = Yjp1 — Yy
Y1 = Ya €t Yn,41 = Y. On suppose que A, = A, = h c’est-a-dire N, = N, = M. On définit :
Vi<i<MetV1I<j<M

Kij = ((Iu yj)7 ($¢+17 ?Jj>, (xiu yj+1), ($i+17 yj—H))
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Q == U Kij
1<i<M,1<j<M
Un maillage quasi uniforme est congu pour le multiplicateur de Lagrange de la frontiere I';. Les maillages
T(Q) et T(T'1) sont représentés par la figure 5.30.

Apres avoir défini le maillage, un passage en dimension finie est imposé. On considere un sous-maillage
définipar:V1<1,5 <2M

Kz{,j = ((‘ria y;)7 (‘T{H»h y;)a (‘I;? y;'Jrl)a (Ig+17 y;+1))

avec 1, =z, + (i — 1) ety = yo + (j — 1)42. On définit :
=) = {on € CO: )ik, € Q1

=HQ) = {Uh§ (vn) iz, € Ql}

Une méthode d’éléments finis mixtes est considérée : iso ()5 pour la vitesse, ()1 pour la pression et iso ()2

discontinue pour les contraintes c’est-a-dire qu’ on prend :
—1,0/ A
Xn(@Y =2, n Hy()Y

Pu(©) = Xp7H@) N 13(©)
Th(Q) = 2,7 (@)

D’apres Brezzi et Fortin [30], cette approximation vérifie la condition inf-sup. De plus, d’apres Putdt [53],
lorsqu’on prend A} dans I’espace X 2’_1 (I')¥NL3(T';)Y, 1a condition inf-sup est satisfaite pour le couplage
vitesse-multiplicateur de frontiére a condition que le maillage de frontiere 7'(I';) ne soit pas trop raffiné par
rapport a la grille de volume 7'(£2). Le probleme discret associé au probleme (5.8) est donc bien posé.

Egalement, de maniere similaire a la sous-section 5.1.2, cette discrétisation spatiale conduit a un systeme

matriciel du sous-probleme de Stokes (5.8) :

A BT o7\ [uf+1 F
B 0 0 pr+1] =10
cC 0 0 An* G

ol ' est la matrice de discrétisation de la trace sur I'; et G un vecteur de discrétisation du terme frl grdS

sur le maillage 7'(I";). Ce type du probleme est résolu a 1’aide de la méthode de gradient conjugué dual,
comme dans la section 5.1.2 avec o au lieu de B.

L’intérét de cette approche est de pouvoir conserver les propriétés d’un maillage cartésien du domaine fictif
et d’un maillage auxiliaire qui permet d’imposer les conditions aux limites a la paroi de la cuve. Apres la
résolution de I’algorithme du point fixe en utilisant cette technique de discrétisation, le vecteur % contient
la solution approchée aux nceuds de discrétisation du maillage volumique cartésien du domaine fictif et

le vecteur \* correspond aux valeurs du multiplicateur de Lagrange approché aux nceuds du maillage des
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pales. Alors, on peut envisager que la solution approchée converge vers la solution continue du probleme.
Ainsi, les solutions uy,, py, et m,(Ay,) sont récupérées a partir de la restrictions de uy, p, et 7Th<):h) sur €.

Ces résultats doivent €tre pris avec précaution car la pression p est obtenue a faible précision. Cette méthode
peut étre alors moins précise. De plus, cette méthode impose une construction du maillage auxiliaire. Ceci
la rend plus cofliteuse. Il existe d’autre méthodes de discrétisation spatiale énoncées dans 1’annexe B qui
peuvent €tre plus précises et moins coliteuses dans ce type de géométrie. Une amélioration de la méthode

de discrétisation est alors un objet d’un futur travail.

5.3.5 Les parametres des simulations

0.9568 — —

I]ﬂ
~1.00;

—-1.005 0.9969

FIGURE 5.31 — Carte de la pression p dans un ma- FIGURE 5.32 — Intensité de la pression devant et
laxeur planétaire. derriere la pale d’un malaxeur planétaire.

La pate des matériaux viscoplastiques frictionnels est modélisée comme un fluide a seuil dont le seuil
est G(p)po ot G(p) = max(0, min(p + po, Ps)). Deux types de comportements sont alors constatés :
un comportement visqueux (un fluide newtonien) pour des pressions négatives et un comportement visco-
plastique (un fluide Bingham) pour des pressions positives. La pression joue donc un rdle important sur
le comportement de la pate. Ainsi, elle caractérise le caractere viscoplastique de cette pate. D’apres, les
figures 5.31 et 5.32, la pression dans un malaxeur est négative derriere la pale et positive devant la pale. A
cet effet, les matériaux viscoplastiques frictionnels admettent : un comportement de type newtonien (seuil
égal a zéro) derriere la pale et un comportement de type Bingham & seuil pgmin(p + po, pso) devant la pale.
En outre, la pression est bornée dans les géométries étudiées précédemment (écoulement dans une géomé-
trie de Couette et écoulement autour d’un cylindre) et la borne p., n’est pas nécessaire. Mais, la figure 5.32
montre que la pression admet des singularités dues a I’effet des coins rentrants [54]. Ceci se localise devant
les pales. Une troncature au voisinage de I’infini dans le parametre de seuil est alors imposée.

De plus, d’apres la figure 5.31, la pression p devient négligeable loin de la pale. On remarque encore que la
pression est tronquée au voisinage de la pale. Alors, le seuil, dans ces cas, devient figpg et fopoo respecti-

vement et un comportement de type fluide a seuil constant se manifeste. Ces éléments soulignent donc que
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les produits pgpg et popoo agissent sur le motif d’écoulement ainsi que la troncature a zéro.

Ainsi, d’un c6té, nous constatons que le produit popy pilote le motif global d’écoulement de la pate. On
fixe alors iy = 0.5 et deux pressions de références sont choisis py = 0 et pg = 10 afin de comparer les
motifs d’écoulement de ces matériaux LVF(py) en fonction de py. A cet effet, deux comportements sont
obtenus loin de la pale : si py = 0 ceci implique que le produit zpo est nul et un comportement newtonien
se manifeste et si py = 10 ceci implique que le produit popo est égale a 5 et un comportement de Bingham
a seuil 5 apparait. Deux comparaisons sont présentées alors dans la troisieme section : 1) LVF(p, = 0) et
un fluide newtonien et 2) LVF(p, = 10) et un fluide de Bingham a seuil constant égal 5. D’un autre coté,
d’une part, le produit pop. survient localement au voisinage de la pale et n’influe pas sur le motif global
d’écoulement de la pate. D’autre part, le fluide de Bingham a seuil grand tend vers un motif limite. Pour

cela, nous nous limitons dans la suite a prendre la borne a I’infini p,, = 100.

5.3.6 Résultats obtenus

Cette section consiste a examiner le comportement de la pate granulaire viscoplastique frictionnelle et a

tester la faisabilité et la robustesse de 1’algorithme numérique proposé dans la section 5.3.4.

Test numérique

L’algorithme proposé dans la section 5.3.4 est une combinaison de deux algorithmes : algorithme ALVF(10(q))
(algorithme intérieur) et algorithme de point fixe (algorithme extérieur). Nous nous intéressons a résoudre
I’algorithme d’ ALV (p(q)) a une précision 10~*. En pratique, ceci implique qu’il faut résoudre le sous-
probléme de Stokes avec une précision 10~7 pour éviter des problémes de stabilité numérique.

Les courbes de résidu du point fixe |[p;*! — pl!

lo.c, les temps de calcul, les moyennes d’énergie dissipée et
les indépendances de deux algorithmes sont présentés dans la suite en fonction de maillages M x M a une
pression de référence fixée py = 0.

La figure 5.33 montre 1’évolution du résidu du point fixe |[p}"*! —p}||o.o en fonction de nombre d’itérations

M. cellules | (128,128) | (256,256) (512,512)
Tq1cr temps de calcul | 2.001 x 10* | 9.296 x 10* || 6.727 x 10°
Moyenne d’énergie £ 22.9 21.9 21.7

TABLE 5.7 — Temps de calcul et la moyenne d’énergie dissipée E = D(u)?; + poG(p)D(u);; en fonction
du maillage.

pour différents maillages M. Ces courbes décroissent rapidement dans les dix premieres itérations jusqu’a
atteindre 10~°. On remarque qu’apres la dixieéme itération, une variation locale se manifeste d’ordre 1072,
Ceci peut étre di a I'instabilité numérique de I’arithmétique flottante. Cependant, on peut déduire que le
résidu de 1’algorithme de point fixe converge en quelques itérations. De plus, la figure 5.34 présente les
courbes de nombre d’itérations de 1’algorithme d’intérieur en fonction de nombre d’itérations de 1’algo-
rithme de point fixe. Ces courbes montrent que seules les cinq premieres itérations du point fixe colitent

1000 itérations de I’algorithme d’intérieur. Entre la cinquieme et la dixieme itération du point fixe, une
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FIGURE 5.33 — Résidu du point fixe p; = ||p}™" — pi!||o.o pour différents maillages.

décroissance tres rapide est remarquée. En outre, au-dela de la dixieme itération du point fixe, 1’algorithme
d’intérieur effectue au plus deux itérations. Ceci met en évidence que seuls les premieres itérations du point
fixe sont coliteuses. On peut donc conclure de ces deux figures une convergence de notre algorithme indé-
pendamment du maillage M. Par ailleurs, d’apres le tableau 5.7, M = 256 est considéré satisfaisant pour
les simulations de la suite, comme les variations de la moyenne de 1’énergie sont assez petites pour M plus
grand, c’est-a-dire les informations pour un maillage M = 512 ou un maillage M = 256 sont considérés

similaires.

Comportement de LVF

Cette sous-section est dédiée a la description générale du comportement de la pate viscoplastique friction-
nelle dans un malaxeur planétaire. Comme on a mentionné dans la section 5.3.5, seul le produit popg agit sur
le motif global d’écoulement. Deux choix sont proposés dans cette section : pg = 0 et pg = 10 a po = 0.5.
Alors, les cartes du taux de déformation D(u);;, le déviateur des contraintes o = D(u) + uoG(p)A et
I’énergie dissipée £ = o : D(u) = D(u)?; + oG (p)D(u) 1 sont présentés dans les simulations de la suite.
Ces cartes montrent la cinématique de ces matériaux et la dissipation de 1’énergie a un instant ¢ dans un

malaxeur planétaire pour deux pressions de référence. De plus, deux comparaisons sont établies :
1) la comparaison entre LVF(p, = 0) et le fluide newtonien ;

2) la comparaison LVF(p, = 10) et le fluide de Bingham a seuil popy = 5.
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kM= 128 (]
—— W = 256 |]

IMombre dfitérations de l'algorithme diintérieur

10 . . . L MR | 1 1
5 10 15

IMombre diitérations de lalgorithme dactérisur

FIGURE 5.34 — Nombre d’iterations de 1’algorithme ALVF(u(q)) en fonction de nombre d’itérations de
I’algorithme du point fixe pour différents maillages.
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FIGURE 5.35 — Carte de taux de défor- FIGURE 5.36 — Carte de taux de défor-
mation pour LVF(py = 0). mation pour LVF(py = 10).

Les figures 5.35 et 5.36 représentent deux motifs d’écoulement différents. On remarque que, d’une part,
d’apres la figure 5.35, si py = 0, le motif d’écoulement de la pate se propage devant et derriere les pales
jusqu’a atteindre les zones rigides. D’autre part, d’apres la figure 5.36, si py = 10, le motif d’écoulement de
la pate se localise autour des pales sous forme de disques. De plus, une connectivité entre les deux pales est
observée. Par ailleurs, des zones rigides apparaissent. Ceci montre d’un c6té que LVF(0) semble similaire a
un fluide newtonien (voir les figures 5.37 et 5.38). D’un autre c6té, LVF(10) semble similaire a un fluide de
Bingham a seuil 0. Par exemple, si on prend oy = 5, les figures 5.39 et 5.40 montrent deux motifs globals

proches. Donc, on peut envisager que pour py # 0, le comportement global de LVF(p,) semble proche de
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FIGURE 5.37 — Carte de taux de défor- FIGURE 5.38 — Carte de taux de défor-
mation pour LVF(py = 0). mation d’un fluide newtonien.
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FIGURE 5.39 — Carte de taux de défor- FIGURE 5.40 — Carte de taux de défor-
mation pour LVF(p, = 10). mation d’un fluide de Bingham a seuil
égale 5.
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FIGURE 5.41 — Carte de contraintes du FIGURE 5.42 — Carte de contraintes
LVFE(py = 0). d’un fluide newtonien.

celui d’un fluide a seuil.
Afin de étayer la comparaison pour py = 0, les figures 5.41 et 5.42 décrivent les intensités de déviateur de
contrainte du LVF(py, = 0) et du fluide newtonien. Elles montrent des zones différentes devant la pale. En

effet, d’une part le déviateur des contraintes pour LVF(py = 0) 0 = D(u) + G(p)poA est composé par deux
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0.9965

-1.005 0.9969 -1.001 0.9969

FIGURE 5.43 — Carte d’énergie dissipée FIGURE 5.44 — Carte d’énergie dissipée
pour LVE(p, = 0). pour un fluide newtonien.

parties : une partie o = D(u) derriere la pale et une autre o = D(u) + min(p + po, Poo) thoA. D’un autre
part, le déviateur de contraintes pour un fluide newtonien est égale o = D(u). L’énergie dissipée pour un
fluide newtonien, F = o : D(u) = D(u)?%,, montrée par la figure 5.44, a comme moyenne 13.666 tandis
que I’énergie dissipée pour le modele LVF(py = 0), E = o : D(u) = D(u)?; + po.G(p).D(u) s, décite par
la figure 5.43, a comme moyenne 22.606.

Egalement, si py = 10, dans les figures 5.45 et 5.46, les intensités de déviateur des contraintes pour
LVF(py = 10). Pour LVF(py = 10), G(p) est égale a zéro derriere les pales et le déviateur de contraintes
de LVF(py = 10) est 0 = D(u), tandis que devant la pale, le déviateur de contraintes de LVF(py = 10) est
o = D(u) + pemin(p + po, Pso ). Le déviateur de contraintes d’un fluide de Bingham est o0 = D(u) + oA
ou 0y = 5. De plus, I’énergie dissipée par le fluide de Bingham, F = o : D(u) = D(u)?; + ooD(u);; ot
o9 = 5, d’apres la figure (5.48), a comme moyenne 153.556 tandis que 1’énergie dissipée pour LVF(py =
10), E =0 : D(u) = D(u)?; + oG (p)D(u);r, d’apres la figure 5.47, a comme moyenne 129.235.

Ces résultats permettent d’envisager que d’une part, le temps de mélange de la pate viscoplastique friction-
nelle est le méme qu’un fluide newtonien tandis qu’elle a besoin de plus d’énergie. D’autre part, si pg # 0,
le temps de mélange de la pate viscoplastique frictionnelle a une pression de référence p, est proche d’un
fluide de Bingham mais le fluide de Bingham a seuil ppy a besoin de plus d’énergie que LVF(py).

1.005 1.005-

0.00972

—1.005 1.005 -1.005 1.005

FIGURE 5.45 — Carte de contraintes du FIGURE 5.46 — Carte de contraintes
LVF(py = 10). d’un fluide de Bingham 2 un seuil oy =

d.
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FIGURE 5.47 — Carte d’énergie dissipée FIGURE 5.48 — Carte d’énergie dissipée
du LVFE(py = 10). d’un fluide de Bingham a seuil oy = 5.

5.3.7 Conclusion

Cette section a permis une premiere approche expérimentale de la pate viscoplastique frictionnelle dans une
géométrie complexe, celle d’un malaxeur planétaire. Nous avons montré la convergence et la robustesse de
I’algorithme numérique proposé. Ainsi, nous avons observé des cinématiques de comportement proche a
des fluides de Bingham seuil constant. Cependant, des énergies plus efficaces pour un fluide de Bingham a

seuil popo que LVE(py) sont remarquées.






Conclusion générale et perspectives

Ce travail, a I’interface entre les mathématiques appliquées et la physique, s’articule autour d’une premiere

approche théorique et numérique d’une loi viscoplastique frictionnelle.

Une loi particuliere viscoplastique frictionnelle est développée, notée LVF(py). Cette loi dépend de la pres-
sion locale décalée d’une pression de confinement p, donnée et tronquée pour rester a la fois positive
et inférieure a une valeur maximale prescrite. Elle peut étre considérée comme une troncature d’une loi
de Bingham avec un critere de plasticité de Drucker-Prager. A titre d’exemple, LVF(p,) peut décrire une
section horizontale d’une colonne verticale des matériaux viscoplastiques frictionnels. Dans ce cas, pg est

considérée proportionnelle a la profondeur de la section choisie.

Nous avons proposé une méthodologie de résolution de LVF(py) qui s’appuie sur la construction d’un point
fixe dans un probleme intermédiaire, probleme a seuil variable, noté LVF(u(q)). L'existence de ce point
fixe nous conduit a la construction d’un algorithme de résolution numérique qui combine deux algorithmes :
algorithme du probléme intermédiaire (algorithme intérieur) et algorithme de point fixe (algorithme exté-

rieur).

On a prouvé que toute solution (u, p) du probléme continu LVF(pg) est bornée. De plus, (u, p) décrit un
ensemble convexe et localement compact. On a calculé explicitement une solution analytique qui est unique

dans une géométrie de Couette.

Cependant, le cadre théorique de LVF(p,) n’étant pas totalement éclairci, certaines difficultés mathéma-

tiques sont ressorties.

La résolution théorique et numérique du probléme a seuil variable LVF(114(q)) est exposée. Nous avons
prouvé, pour tout ¢ € L3(f2), I'existence de (u(q),p(q), A(q)) € HLH(Q)N x LE(Q) x A solution de ce
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probleme. Nous avons construit un algorithme de résolution de type Uzawa et nous avons démontré la
convergence de cet algorithme. Cependant, une dépendance de 1’application p(q) et A(q) sous la forme

suivante :
llp(q1) — p(@2)|lo. < M||lgr — @2llo.a + 1ol|G(g2)]]o.0lM@1) — AMg2) |0 (6.1)

est obtenue. Ceci montre qu’il est difficile d’appliquer un théoréme de point fixe sur le probleéme intermé-

diaire pour prouver I’existence de la solution de LVF(py).

Ensuite, un probleme LVF a seuil régularisé est présenté. L’existence de (u, p) solution unique de ce pro-
bléme est prouvée pour tout 0 < g << 1. Ainsi, une convergence forte de 1’algorithme proposé pour la
résolution numérique est démontrée. Mais, une difficulté dans le passage a la limite du probleme LVF(p,) a

seuil régularisé au probleme continu LVF(py) est détectée.

Donc, la résolution théorique du probleme LVF(p,) continu reste un probleme ouvert. En outre, un pas-
sage au probleme LVF discret est indispensable en pratique. On a pli démontrer qu’il existe une solution
du probleme LVF(py) a dimension finie. On a considéré 1’algorithme de résolution numérique en combi-
nant I’algorithme du probléme intermédiaire et 1’algorithme de point fixe. On a constaté que cet algorithme

converge.

Numériquement, une approximation spatiale est considérée bilinéaire-constante pour la vitesse et la pres-
sion et bilinéaire discontinue pour les contraintes sur les domaines annulaires. Un code fortran est développé
et validé par des comparaisons avec la solution analytique d’un probleme de type Couette. L’ensemble de

la méthode de résolution est en particulier validé pour le probleme de Bingham.

En outre, la convergence et la robustesse sont mises en évidence pour I’écoulement autour d’un cylindre. Les
résultats des simulations numériques effectuées mettent en relief la cinématique d’écoulement. L’existence
d’une zone déformée, des zones rigides et d’une zone plastique est observée. Contrairement aux fluides de
Bingham, la symétrie horizontale n’est pas observée. Ceci est dii a la dépression derriere le cylindre. De
plus, ces simulations ont montré que seul le produit pop, agit sur le motif d’écoulement. L’absence d’un

paradoxe de Stokes est postulée pour tout p, différente de zéro.

Finalement, la faisabilité de 1’algorithme de résolution numérique est abordée dans le cas d’un malaxeur
planétaire. Pour LVF(0), on a observé une cinématique proche de celle d’un fluide newtonien. De plus,
on a remarqué que la dissipation moyenne d’énergie pour un fluide newtonien est plus faible que celle du
matériau LVF(0). De maniere plus générale, on a constaté I’existence de valeurs p, non-nulles, telles que la

cinématique d’écoulement de LVF(py) semble proche de celle d’un fluide de Bingham de seuil noté Bi(py).

Les travaux effectués au cours de cette thése ont donné lieu a des communications internationales [55]

et [56]. Ainsi, ces travaux ouvrent des perspectives a différents niveaux :

L’étude théorique et numérique de la solution du probleme LVF(p,) dans des régions déformées ou la so-
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lution est supposée unique. Les estimations d’erreur locales dans la méthode d’éléments finis mixtes ainsi

que la régularité de la solution pourrait alors étre investiguées.

Une autre piste de poursuite consisterait a améliorer le modéle LVF(py) quand p < 0 en prenant en compte
des modeles de suspension diluée comme le modele 2.7. En outre, il est important le méme travail d’ana-
lyse pour les matériaux granulaires secs. Une difficulté supplémentaire est alors que la viscosité dépend
de la pression (et pas seulement le seuil). Une généralisation des résultats a un modele frictionnel de type
Herschel-Bulkley permetrait de prendre en compte des coefficients a, b, ¢, 5 et y différents de 1 dans les

modeles du chapitre 2.






Résolution du modele de Signorini-Coulomb
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FIGURE A.1 — Corps élastique en contact de friction, figure extraite de [1].

Le modele de Signorini-Coulomb [57] traite I’effet de frottement sur les parois. Ceci est exprimé par une loi
de Coulomb sur les frontieres de contact. C’est un probleme d’élasticité avec friction (voir la figure (A.1)).
On peut envisager que ce type du probleme est similaire au ndtre. Cependant, le modele LVF examine la
friction qui envahit le domaine tout entier et non seulement la frontiere.

Soit 2 un domaine borné de RY ot N = 2 ou 3 avec une condition de Neumann sur I'y et une condition
de Drichlet sur I'p. Sur ' 1a frontiere de contact entre le corps rigide de frottement statique de Coulomb

entre les deux surfaces est imposé.

Définition A.0.1 (Modéle de Signorini-Coulomb)
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Le probléme consiste a trouver u une vitesse de déplacement telle que :

—div(o(u)) = f dans
o(u)=AD(u) dans £ (A1)
o(uyn =g sur D'y

u=0dansI'p

avec o est le tenseur de déviateur de contrainte, D(u) le taux de déformation, A le coefficient d’élasticité
symétrie et élliptique, f et g des fonctions données.
Les hypothéses suivantes sont vraies :
Uy =un, ur =uU — uUnn

on(u) = (o(u)n)n ,or = o(u)n — on(u)n (A.2)

La condition sur la frontiére T est exprimée par : uy < 0, on(u) < 0etuyoy(u) =0.

Soit F' le coefficient de friction, la condition de Coulomb avec friction s’écrit :

si ur = 0 alors |or(u)| < —Foy(u)

siur # 0 alors op(u) = —FO'N(U)Z—T
T

Soient les espaces des Hilbert suivants :
Vi={ve H( Q)Y v=0surT'p}et K = {v € V},vy <0}

Les auteurs de [1] ont écrit une inéquation variationnelle de Lions sous la forme suivante :

{ Trouver u € K telle que (A.3)

a(u,v —u) + j1(Fon(u),vr) — j1(Fon(u),ur) > (v — u)

avec a(u,v —u) = [, AD(u) : D(v — u) dX est une forme bilinéaire bicontinue et symétrie sur V; x V;,
l(v—u)= [, f(v—u)dX + [ g(v—u) dl est une forme linéaire continue sur V; et j,(Foy(u), vr) =
— < Foy(u),vr > avec F lipshtizienne continue sur I'¢.

L’intérét de ce type de formulation est la présence d’une contrainte de frontiere dans la fonctionnelle 7;.
Ceci semble analogue au systeme variationnel LVF mentionné dans le chapitre suivant mais au lieu que la
contrainte soit sur la frontiere, elle est appliquée dans 1’ouvert tout entier.

Les résultats d’existence de ce probleme peuvent étre trouvés dans Necas, Jarucek et Haslinger [58], en
supposant que le coefficient de friction est suffisamment petit. Certaines multi-solutions pour un grand
coefficient de friction sont représentées par Hild dans [59] et [60]. Une nouvelle technique est réalisée par
Laborde et Renard [1]. Ceci est basé sur la construction d’un point fixe dans un probléme intermédiaire ou
on(u) donnée. Les auteurs de [1] ont montré I’existence du point fixe pour le probleme discret. Le probleme

de point fixe dans le cas continu reste un probleme ouvert.



Etat de I’art sur les méthodes numériques

cartésiennes

L’ objectif de cet annexe est de présenter les principes généraux des méthodes numériques cartésiennes les
plus utilisées pour résoudre des problemes elliptiques dans des domaines perforés.

Pour simplifier la présentation des différentes méthodes adaptées a la résolution des problemes dans les
domaines perforés, on se place dans le cadre du probleme modéle du Poisson, avec des conditions au bord
du type Dirichlet homogene.

Etant donnée f dans L?(Q2\B) et « € R*, on propose de résoudre les problémes suivants :

Trouver u € H}(Q\B) telle que B.1)
au+ A(u) = f dans Q\B '
La formulation variationnelle du probleme 7 s’écrit comme suit :
Trouver u € HL(Q\B) telle que (B2)
v JqauvdX + [, V(u)V(v)dX = [, fodX Vv e Hj(Q\B) '

L’existence et I'unicité de la solution pour les problemes précédents sont assurées grace au théoreme de
Lax-Milgram [61]. Dans ce qui suit, nous présentons les méthodes numériques adaptées a la résolution de
tels problemes. Ces méthodes peuvent étre classées en deux catégories : celles utilisant des maillages non-
structurés et celles s’appuyant sur une grille cartésienne. L’inconvénient majeur du maillage non-structuré
est surtout la perte de la structure cartésienne, ce qui rend difficile la construction de préconditionneur
classique et exclut I’utilisation de solveurs rapides. Par ailleurs la dégénerescence des éléments de la trian-
gulation, qui se manifeste dans le cadre des problémes instationnaires ou les trous sont mobiles, impose un

remaillage du domaine a chaque pas de temps. Ce qui est une tache tres coliteuse, surtout en 3.
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B.1 Domaines fictifs

On peut plonger le domaine perforé dans un autre domaine de forme plus simple dans lequel on considere
un maillage structuré. Le domaine de calcul sera donc un domaine fictif. La différence entre elles est surtout
la maniere avec laquelle les trous sont pris en compte, la précision de calcul, la facilté d’implémentation.

R. Glowinski et al. [51] sont les instigateurs des domaine fictifs. L’idée principale est de ramener la ré-
solution d’un probleéme elliptique posée dans un domaine, plus grand, de forme plus simple et permettant
I’utilisation des maillages structurés. Pour présenter ces methodes, on se place dans le cadre du probleme
modele I et de sa formulation variationnelle. Au lieu de considerer le probleme dans le domaine perforée
, on le réécrit dans tout le domaine 2 , qui est supposé €tre un ouvert polygonal et simplement connexe.

Notons f dans L2(£2). On peut réécrire la formulation variationnelle sous cette forme :

Trouver u* € H}(Q) telle que
Joou v+ [, V(w)V(v) = [, fv Vve HiQ) (B.3)

u* =0 survy
Deux questions se posent :
1. Quel est le meilleur choix du prolongement de f du second membre f ?
2. Comment imposer les conditions au bord des trous B ?

Pour répondre 2 la premiere question, le choix naturel de I’extension de f du second membre est de prolon-
ger f par 0 dans B. L’estimation d’erreur entre la solution du probléme continu et celle du probleme discret
dépend de la régularité de @ dans le domaine fictif, donc elle dépend de la regularité de f. En conclusion,
le choix trivial de I’extension du second membre f ne semble pas le meilleur. La deuxieme question évoque
le point le plus délicat des méthodes de domaines fictifs. En effet, la géométrie du domaine n’est pas tota-
lement prise en compte par le maillage qui ignore les trous. D’autre part, la qualité de la solution est liée
a I’extension du second membre f et il ne suffit pas seulement que ce prolongement soit régulier. En effet,
ceci peut étre illustré par un exemple simple en 1D : prenons 2 =|0;1[; B =|a;b[|0;1]; 0B = a U b et

f =1, ainsi que I’extension f = 1. On veut résoudre le probléme suivant :

{ Aw) =1 B4
w(0) =u(l) =u(a) =u(d) =0

Il est clair que la solution u peut étre représentée par deux paraboles. Quant a la soltuion v* de la formulation
domaines fictifs, elle est définie sur tout le segment ]0; 1[ en prenant f comme un second membre et elle
est représentée par trois paraboles. Bien que I’extension de f est assez reguliére sur tout le domaine . Cela
n’empéche pas 1’apparition d’un saut de la derivée normale a travers a et b. Alors il faut utiliser une approche
qui fait varier ﬁ p afin de minimiser le saut de la dérivée normale.

R. Glowinski et al. [52] ont dévelopé une méthode de domaine fictif avec un multiplicateur de Lagrange de
frontiere. Cette méthode est développée dans le chapitre 5.3. Elle impose un maillage supplémentaire du
bord de domaine perforé. Cependant, cette méthode semble coliteuse surtout en 3D ou dans les domaines

dont les bords sont irréguliers.
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B.2 Meéthode de la frontiere élargie

R.Celorrio et al. [62] ont introduit une méthode adaptée a la résolution des équations aux dérivées partielles
(EDP) dans un domaine perforé. La méthode de la fonticre élargie a été€ introduite dans le but de résoudre
le probleme de POISSON dans le domaine perforé. L’idée de base est proche de celles de domaines fictifs.
En effet on remplace le probleme initiale posé dans un domaine perforé dans un domaine de forme plus
simple. Dans celui-ci on considere un maillage cartésien permettant d’utiliser des solveurs rapides.

L’idée principale est de remplacer le probleme initiale posé dans un domaine perforé en deux sous-domaines :
un probleme global et un autre local. Le probleme global est posé dans un domaine, contenant le domaine
perforé, de forme simple permettant la construction d’un maillage cartésien. Le probleme local est défini
dans un voisinage des trous dans lequel on peut considérer un maillage fin pour mieux approcher la solution.
On se place dans le cadre du probléme modele I, (B.1) avec 2 désigne le domaine de RY, sa frontiere T".
Les trous dans le domaine sont représentés par une collection de sous domaines réguliers, notés 5. On se
limite au cas d’un seul trou. On introduit une frontiere artifficielle «y* autour du bord du trou B et on note
w le sous domaine delimité par ~y et *. Le vecteur normal sortant au bord de 2\ B est noté n. Celui sortant
v = 0B estnoté n*. Notons que n* = n. Le domaine w est un domaine borné et la frontiere reguliere ayant
deux composantes connexes y et y*.

On s’intéresse a la résolution du probleme modele /. Le principe est de remplacer le probleéme initiale-
ment posé dans le domaine perforé par un couple de sous probleémes I’un posé sur tout €2 et I’autre sur le
couronne w. Notons f le prolongement de f par 0 sur B.

Le probleme I, est equivalent a ce couple de problemes : trouver (u*;v) € Hy(Q) x H.(w) telle que :

a{ av— A(v) = f dansw

- *
Uly = Upy

Jp (B.5)

b{ au* — A(u*) = f + 545, dans Q

Les problemes [p et Jp sont équivalents dans le sens que si v est une solution de [p alors le couple
(u*;v) € Hy(Q) x H}(w) est une solution de Jp et si (u*;v) € Hy () x HJ(w) est un solution de .Jp alors
u est un solution de /p. En plus le probleme Jp est equivalent a un probleme fixe. Alors numériquement,
on trouve 1’algorithme suivant : Etape 1 :

Calcul de u",;]fw_l sur ;. et définie par :
h*

Kr. = 0KF' + (1 — 0)urt! (B.6)

Vo

ou ;. est une approximation de la surface v*.

Etape 2 : Calcul de v}, € V},- la solution de :

af vhawdX + [ Vk)V(w) dX = [ fudX YV w € V-
Wy, =0 (B.7)

*k—1
Uhl . = kh*
'Yh*
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Etape 3 : Calcul de :
ovik
e = ( a:L )y (B.8)

Etape 4 : Résolution globale.

Calcul de u* € Uy, solution de

a/ ubw dX + / V(uf)V(w) dX = efowdX Yw e Ve (B.9)

s\
)
g
I~
P
+

s\

B.3 Méthode d’interface immergée

La méthode d’interface immergée (IIM) [63] a été developpée pour améliorer la précision de la méthode
de la frontiere immergee (IBM). Cette méthode a été introduite pour la résolution de problemes sur des do-
maines irréguliers. La méthode IIM est basée sur une discrétisation des équations sur une grille cartésienne
a ’aide d’un schéma aux différences finies. Le principe général consiste a discrétiser le domaine fictif a
I’aide d’une grille cartésienne et a répartir les noeuds de discrétisation en deux familles selon leur position
par rapport a I’interface ou se situent les sauts : noeuds réguliers et noeuds irréguliers.

Un schéma aux différences finies est appliqué aux noeuds réguliers de la grille. Aux noeuds irréguliers, un
schéma aux différences finies localement modifié est déterminé. Ce schéma est basé sur le méme principe
que le schéma standard mais possede des coefficients appropriées et un terme source corrigé afin de tenir
compte des conditions de sauts sur I’interface. Les coefficients ainsi que le terme correction sont obtenus a
I’aide de développements en séries de Taylor autour de I’interface.

Cependant, cette approche nécessite la connaissance de la localisation de la frontiere.

On s’intéresse a la résolution du probleme modele 7 :

Trouver u € H(Q\B) telle que
au+ A(u) = f dans Q\B
uy =0

(ux)y =0

Ip (B.10)

On suppose qu’on travaille dans la dimension 1, alors «y est un point, on le note «.
On immerge notre intervalle de depart dans un intervalle plus simple. On le divise en /N sous intervalle
|zi_1; ;] tel que x; = x;_1 + h ot h désigne le pas de discrétisation. On suppose que z;_1 < a < ;.

Le schéma numérique calulé pour un point régulier :

Uiy — 2U; + Ui
P

= fi (B.11)
la détermination du schéma aux differences finies au voisinage des points irrégulier z; et ;4 donne :

{ Vidtj-1 + Vi2Uj- + VUi — kjuy = f; + Cj (B.12)

Vit1,1U + Vit1,2Ui+1 + Vit1,3Uire — ki = fim + Cin
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avec
R ) R
i1 D, » VitLl1 = D
o i1 _o_ ‘L‘j7276¥ (B 13)
= TR . S B .
V5,2 D; » V41,2 D1
V33 = By VL3 T T D
ol

D; =h*+ (fﬁj—l—C;)(ifj—a)
D1 =h?+ (Ij+2*a)2($j+1*04) B4
Cj =301 — a)C

Cj—l—l = Vj+1,1(06 - $j+1)0

B.4 Eléments finis immergés

Dans cette méthode une classe de nouvelles méthodes d’éléments finis, appelés éléments finis immergés
(IFE), est développée pour résoudre les problemes elliptiques d’interface avec des conditions de saut non
homogenes. Cette méthode consiste a reformuler le probleme pour obtenir un probleéme avec un saut homo-
gene équivalent tout en utilisant des fonctions de base modifiées au voisinage de I’interface [64].

Une caractéristique importante de cette méthode d’éléments finis, c’est que leurs mailles peuvent étre indé-
pendantes de I’interface entre les diffiérents matériaux. On considére la résolution numérique du probléme

elliptique suivant :
Trouver u € H}(Q) telle que

Afu) = f dans Q\B (B.15)
ur =g, uy, =0 et (an)lv =Q
Nous décrivons maintenant comment résoudre numériquement la méthode d’éléments finis immergés.
Tout d’abord on multiplie I’équation (B.15) par v € H} () et on intégre sur Q° (s = + ou —). On obtient,

en utilisant la formule du Green, la relation suivante : V v € HJ ()
V( ) dX — / —vdX = f v (B.16)
ceci nous donne : Vv € H}(Q)
/S V(u)V(v) dX = /FQU dX + o fo (B.17)

avec ) = [&* an]mmp [gn]g Ar. Pour décrire la solution par la méthode IFE pour le probleme d’interface,

nous commencons avec une maille 7, du domaine. Soit
Ny, = {X; € RV tel que ; X, le noeud de T}, }

N)=N,NQ, NP =N, NT

T} = {T), € T), tel que T est un élément d’interface}
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Ensuite nous définissons 1’espace de dimension finie de la méthode IFE comme suit :

Sn(Q2) = span{¢;, i € Np}
et on définit la solution approchée :

un(X) =D wdi(X)+ > g(X)0i(X) + > qibr (X) (B.18)

JENY JEN? TeT}

Enfin en utilisant la forme faible (B.17), on obtient :V ¢

Sieny Lorery Jr V(@)V(9)) dX = [LQ¢i dX + [, fo dX— 5.19)
> jent rery Jr V(1) V(63)9(X;) dX = Y ogers ar [ V(6:)V (ér;) dX

B.5 Schéma aux différences finies corrigées

Gibou et al. [65] ont introduit une méthode qui est basée sur le schéma de différences finis, modifié par un
terme de correction qui agit sur les sommets proches du bord de la trou B. on considére le probléme [
(B.1), ou B est un trou dans 2 de frontiere . Alors on peut considerer que le fronti‘ere divise 1I’ouvert €2 en
deux ouverts Q* et 2. On discrétise notre équation par la méthode des différences finies tout en modifiant
I’équation sur le noeud de la frontiere. On suppose qu’on travaille dans le dimension 1 (en prennant I’interval
10, 1] et a le trou et en le suppose a = 1). On effectue une subdivision de I’intervalle |0; 1[ en I intervalle

(zi-1,2;) de longueur h mais la seule différénce que au point z, = z&; = x; + 6.h. Alors nous cherchons

une suite de valeurs (u;);—o ———  approchant les valeurs (u(x;))i—o———— par le shéma aux différences
finies :
mo Bt _ o0 << T
urfl—zi;ﬁu?ﬂ _f (B.20)
Uy =

Le schéma est modifié au voisinage de u; par une fonction constante ou bien linéaire ou bien quadratique.
Ce systeme est résolu dans tout le domaine en utilisant un solveur rapide et la prise en compte de I’obstacle
est faite par une correction introduite comme terme source.

Formellement, on peut dire que le schéma est d’ordre 1 au vosinage du trou et d’ordre 2 ailleurs.



Méthode d’éléments finis mixtes (), /() pour le
probleme de Stokes

Nous résumons dans cette annexe les principaux résultats d’optimalité des erreurs d’estimations développés
par les travaux de [37] d’une méthode d’éléments finis mixtes, bilinéaire pour la vitesse et constante par

morceaux pour la pression, pour le probleme de Stokes.

C.1 Préliminaire

Soit € un ouvert de R%. Le modele de Stokes décrit le mouvement d’un fluide incompressible occupant €.

On considere le probleme stationnaire de Stokes sous la forme suivante :

Trouver (u, p) € HE(Q)N x LE(Q) telle que
—Au+ Vp = f dans ()

div(u) = 0 dans 2

u=0 dansT

(C.1)

ou u est la vitesse de fluide, p la pression et f une force extérieure.

On définit le produit scalaire sur L?(£2) sous la forme suivante :

(w,v) = / wv dX
Q
Le probleme (C.1) peut étre écrit sous la forme d’un systéme variationnel mixte en vitesse-pression :

Trouver (u, p) € HY(Q)N x LE(Q) telle que V v € HI(Q)N
(Vu, Vv) — (p,div(v)) = (f,v) (C.2)
(r,div(u)) =0 Vre L3(Q)
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ou f € L*(Q).

Ainsi, le probleme (C.2) est équivalent a un probleme de minimisation :
1
5(Vu,vu) — (f, Vo) = inf, Vv e H}(Q)N, div(v) =0 (C.3)

On introduit les espaces d’élements finis M), C H}(Q)Y et Q;, C L3(€2). On formule le systéme variation-

nel mixte (C.2) en dimension finie sous la forme suivante :

Trouver (up, pr) € My, x @y telle que V v € M,
(Vun, Vo) — (pn, div(v)) = (f,v) (C4
(r,div(up)) =0 VreQy

Une autre approche numérique est de considérer le schéma résultant du probleme de minimisation (C.3) :

(C.5)

Trouver u;, € W), telle que V v € W,(Q)
(vuha VU) = <f7 'U)

ou W}, est I’espace de dimension finie dans H} ()" a divergence nul.
Ce schéma implique moins d’inconnues. Cependant, il n’est pas pratique de trouver un espace W), a diver-
gence nul. Pour cela, on utilise la méthode de pénalisation. Soit € > 0, le probleme (C.5) est équivalent a :

trouver uj € M), telle que :
1
(Vuy, Vv) + E(dz’v(ui),div(v)) = (f,v) Yve M, (C.6)

Théoriquement, cette approximation a besoin d’un parametre € a petite valeur. De plus, le probleme de

pénalisation (C.6) est équivalent au probleme d’élément finis mixtes en uy, et py, :

Trouver uj, € M), et p, € @)y, telles que
(Vuj,, Vo) = (div(v),pj,) = (f,v) Vv e M, (C.7)
e(pf,, @) + (div(uj,),q) =0 Vg € Qy

Théoriquement, les espaces M), et (), ne peuvent pas étre choisis arbitrairement. L’existence d’une unique
uy, et py est prouvée si la condition LBB 3.5 est satisfaite. En pratique, la méthode d’élément d’éléments
finis mixtes bilinéaire-constante ne satisfait pas la condition LBB c’est-a-dire S dépend de pas de discréti-
sation h. Cependant, les travaux numériques de [38] montrent que le choix de ces éléments agissent avec la
vitesse bilinéaire et la pression constante apres filtrage dans les modes parasites de la pression.

Le plan de cette annexe est alors : tout d’abord, on prouve 1’ordre optimal d’erreur d’estimation pour le pro-
bléme abstrait de Stokes. Ensuite, on se consacre a la méthode d’éléments finis mixtes bilinéaire-constante

en vitesse-pression. Finalement, on vérifie que cette méthode conduit a une erreur optimale d’estimation.



C.2. ERREUR ABSTRAITE 135

C.2 Erreur abstraite

Soient M et () deux espaces d’Hilbert. On considere a : M x M — R bilinéaire, continue et a-elliptique
sur M etb : M x (Q — R bilinéaire et continu. On introduit ’opérateur B : M — (' et son adjoint

Q! : Q — V qui vérifient la relation suivante :
b(”)Q) = <BU7(1>Q’xQ = <Uvth>M’><M Vove M7vq € Q

ou ()’ et M’ sont les espaces duaux de () et M respectivement.
De maniere générale, on considere f € M’ et g € Im B C V, le probléeme abstrait de Stokes s’écrit sous

la forme suivante :
a’(u7 U) + b(U,p) = <f7 v)M’XM \V/ v € M

(C.8)
b(u,q) = (9. D)ax@ Vg €Q
Sous la condition d’inf-sup suivante :
b(v, q)
Jko>0telqueV g € Q, sup > kollgllo (C.9)
weM |[w]|v

le probleme (C.8) admet une unique solution (u, p).
Soient M, et ()}, deux sous-espaces de dimension finis inclus dans M et () respectivement. On considere

I’approximation suivante : trouver u; € M), et pj € )y, telles que :

a(ug,v) +b(v,p;,) = (f, V) s Vv € My,

(C.10)
b(us,, q) — €05, q) = (9, D<o V q € Qn

ol € est un parametre tres petit.
D’apres [30], le probleme discret (C.10) admet une unique solution (uj, pj,) € M, x Qp,. De plus, I’auteur
de [30] a considéré des sous-espaces Mh C M et Qh C Qtels que:

~

N b(v, q
306y >0telqueV ¢ € Q,, sup (E]’Q)
wthHwHM

> Bolldlleo

ou [y est une constante indépendante de I’ouvert ).
Soit Q;, I’orthogonal de Q, dans Q, d’apres [30], onaque :V g, € Qp,V 0y, € Mh, b(0p, Gn) =0

Théoreme C.2.1 Soient p;, = p, + i, avec P, € Q et %, € Qn. On a alors les erreurs d’estimation

suivants :

e = wilas < € {Ujéa%h{Hu = onlly + b = on 53)1* 4 inf {llp— dallo + e||czh||Q}}

dn€Qn

o= 5l sc{uu—uzuvﬂ@ ||p—qh||Q}

dn€Qn
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C.3 Méthode d’éléments finis mixtes bilinéaire-constante
On considere €2 un ouvert rectangulaire sous la forme suivante :

Q={(x,y), telque 0 < x < 20,0 <y < Yo}

ou x et yy sont des constantes postives données.
Dans le but de définir la méthode d’éléments finis mixtes, on introduit une subdivision 7" de domaine §2 en

sous-domaines K;; qui sont carrés de cOté h. T" et K;; sont définis par :
T={K;j;1<i<m,1<j<my}

Kij = {(z,y) € R (i — )h < x <ih,(j — 1)h < x < jh}

Une méthode d’approximation tres répandue est la méthode d’éléments finis mixtes bilinéaire pour la vitesse

et constant par morceaux pour la pression c’est-a-dire on prend :
My(Q) = {v, € Hy(Q)?, (vn)x € Qi(K) x Q1(K)V K € T}

Qn = {an € L5(2), (gn) € Qo(k) ¥V K € T}

N

Ceci nous ramene a considérer : (), = Vec{qbij .1, 7 pairs } ol <bg sont des fonctions de base définies sur

[ -1 ] 41
| 1] -]

FIGURE C.1 — ¢;; fonction base sur le macro-élément comprenant K ;, K; j11, K1 j et Kipq .

un macro-élément (voir la figure C.1). De plus, ()}, s’écrit sous la forme suivante :
Qn=Qn®Qn
ol Qh est I’orthogonal de @h.

Soient (u,p) € H*(Q)* N H}(2)? x H'(Q) solution du probleme (C.2), (us, p5,) € M), x @y, solution du

probleme discret (C.6), alors les auteurs de [37] ont établis les résultats suivantes :

Théoreme C.3.1 Soient pj, la projection de pj, sur Qn et 0 < e < ah, alors
lu —uj [0 + [lp = Dillo.e < Ch([|ull20 + [lpllLe)

out C' est une constante indépendant de h.
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Théoreéme C.3.2 Si 0 < ¢ < ah?, alors

llu— w0 < CR2(||ul|ag + [|pl|1.a)

Ces théoremes sont encore vrais pour € égal a zéro.
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Résumé

De nombreux matériaux complexes sont obtenus par la
transformation d’un assemblage granulaire humide en une pate
homogeéne viscoplastique. Cette transformation résulte d’'une mise
en écoulement de I'assemblage. C’est le cas notamment du
malaxage de béton. Les travaux récents sur le comportement en
écoulement des assemblages granulaires mettent en évidence la
viscoplasticité mais aussi la friction. Toutefois, seul le caractére
viscoplastique semble avoir fait I'objet de recherches
mathématiques. Dans la littérature, le modéle de Bingham permet
d’analyser la viscoplasticité. Dans cette thése, le caractere
frictionnel est produit en introduisant une dépendance a la pression
dans le seuil de plasticité du modele de Bingham. Le modéle
résultant est nommé LVF. Les travaux portent alors sur I'étude
théorique et numérique de LVF. Seul le probleme LVF a seuil
régularisé est entierement résolu théoriquement et numériquement.
A cet effet, trois probléme sont analysés : un probleme a seuil
variable, LVF a seuil régularisé et LVF discret. Notamment,
I'existence de la solution est montrée, un algorithme de résolution
numeérique basé sur I'existence d’un point fixe est construit pour la
non-linéarité de seuil et une discrétisation spatiale par une méthode
d’éléments finis mixtes approximation mixte bilinéaire-constante en
vitesse-pression et bilinéaire discontinue pour les contraintes est
mise en ceuvre. De plus, la convergence et la robustesse sont
mises en évidence sur différents problémes comme la géométrie de
Couette et I'écoulement autour d’un cylindre. Enfin, la faisabilité de
I'algorithme de résolution numérique est abordée dans le cas d’'un
malaxeur planétaire.
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pates granulaires, frictionnel, viscoplastique, modélisation,
formulation variationnelle, inéquations variationnelles, algorithme de
point fixe, méthode d’éléments finis mixtes, probléme de Couette,
écoulement autour d’un cylindre, malaxeur planétaire.

Abstract

Many complex materials are obtained by transformation a moist
granular assembly in a homogeneous viscoplastic paste. This
transformation results setting a flow assembly. This is particularly
the case concrete mixing. Recent work on the behavior
viscoplasticity but also friction. However, only the viscoplastic
character seems to have been the subject of mathematical
research. In the literature, the Bingham model is used to analyze
the viscoplasticity. In this thesis, the frictional character is obtained
introducing a dependency pressure in plasticity yield stress
Bingham model, named FVL. The work then focuses on the
theoretical and numerical study of VFL. For this purpose, three
types of problems are analyzed: problem with variable yield stress,
FVL with regularized yield stress and discreet FVL. In particular, the
existence of a solution is shown, a numerical resolution algorithm
based on the existence of a fixed point is designed for non-linearty
yield stress and a spatial discretisation by a mixte finite element
method bilinear-constant in pressure- velocity and bilinear
discontinous for stress is carried out. More, its convergence and
robustness are evidenced on different geometry as Couette
geometry and flow around a cylinder. Finally, the feasibility of the
numerical resolution algorithm is proved in the case of a planetary

mixer.
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