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Introduction générale

Le nombre d’appareils interconnectés par Internet augmente de manière exponentielle.
En 2003, ce nombre était largement inférieur au nombre d’habitant dans le monde
(0.08 appareils par habitant en moyenne). Dans son rapport sur l’évolution d’Internet,
Evans estime que ce nombre sera porté à plus de six appareils par habitant (6, 58) d’ici
2020 [Eva11]. Si cette estimation s’avère juste, le nombre total d’appareils connectés
atteindra les 50 milliards. L’analyse menée par le cabinet de conseil IDC, auprès d’EMC
(leader mondial des solutions de stockage), présente deux facteurs permettant d’expliquer
cette augmentation [GR12] : (i) l’extension d’Internet aux objets du quotidien, désignée
par le terme « Internet des objets » (IoT pour Internet of Things) ; (ii) l’émergence de
nouveaux marchés numériques (Chine, Brésil, Inde, Russie, Mexique). Afin de supporter
cette croissance, Internet s’adapte : évolution des protocoles (e.g. le passage à IPv6)
et des infrastructures (e.g. construction de centres de données). Les utilisateurs aussi
s’adaptent et découvrent de nouvelles applications (e.g. informatique en nuage, fouille de
données). Dans ce contexte, le rôle des systèmes de stockage de données est crucial puisque
cette évolution importante du nombre d’appareils s’accompagne d’une augmentation
exponentielle des données générées et stockées. En particulier, le rapport d’IDC estime
que la quantité de données stockées dans le monde correspondra à 44 zettaoctets1 (i.e. 1021

octets) d’ici 2020 [GR12]. Parmi cette quantité massive de données, on notera que 27%
seront générées par des objets connectés issus de l’IoT. La conception d’un système de
stockage nécessite de considérer différents critères (e.g. capacité de stockage, tolérance
aux pannes, mise à l’échelle, débits des lectures et écritures). Les systèmes centralisés
(composés d’un seul serveur) présentent des limites, notamment en ce qui concerne la
mise à l’échelle (les ressources du serveur sont limitées) et la tolérance aux pannes (perte
de la totalité des données stockées sur le serveur). Pour satisfaire ces critères, il est
en conséquence nécessaire d’utiliser des systèmes de stockage distribués. Un système
distribué est défini par Tanenbaum et Steen [TS06] comme « un ensemble de serveurs
indépendants, dont les utilisateurs ont une vision cohérente d’un système unique ». Les
systèmes de stockage distribués offrent donc une représentation cohérente d’un volume
de stockage dont les données sont réparties sur plusieurs serveurs. Dans la suite, nous
utiliserons le terme « Networked Distributed Storage System » (NDSS) défini par Oggier

1 Hilbert et López [HL11] rappellent que ce volume de données correspond à la quantité d’information
génétique contenue dans un corps humain, mais que « par rapport à la capacité de la nature à traiter
l’information, la capacité du monde numérique évolue de façon exponentielle ».
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10 Introduction générale

et Datta [OD12] pour insister sur l’interconnexion des supports de stockage à travers
un réseau (e.g. bus, ethernet). En fonction de l’application qui travaille sur les données
du NDSS, certains critères ont besoin d’être favorisés (pour des raisons économiques).
Ainsi, nous allons voir quatre exemples importants d’application qui nécessitent de grands
volumes de stockage :

• les services multimédias tels que la vidéo à la demande nécessitent de grandes
quantité de données. Par exemple, Netflix dispose pas moins de 40 pétaoctets
(i.e. 1015 octets) de contenus vidéos sur Amazon S3 [Hun14]. Cette application
privilégie la mise à l’échelle afin de supporter un pic de connexions (lors de la sortie
d’un nouveau contenu vidéo par exemple) ;

• le « Big Data » concerne la fouille et le traitement analytique d’une quantité massive
et non structurée de données. Les moteurs de recherche par exemple, doivent gérer
une quantité de données théoriquement limitée par l’échelle d’Internet. Pour adresser
ce problème, Google a développé son propre système de fichiers distribué, Google File
System (GFS) [GGL03], ainsi que le modèle de programmation MapReduce [DG08].
Ces outils permettent d’extraire des relations entre différents types de contenus,
tels que des données collectées sur les pages web, les contenus générés par les
utilisateurs, ou encore les données proposées par les différents services Google
(e.g. maps, shopping) ;

• le calcul à haute performance (HPC, pour High Performance Computing) traite le
cas d’importantes quantités de données structurées. Par exemple, Zwaenepoel
[Zwa15] adresse le problème de l’optimisation du traitement d’analyse d’un graphe
très large (i.e. 32 milliards de sommets, et 1012 arêtes) par un système distribué
constitué de seulement 32 serveurs. Ce type d’application nécessite principalement
de hauts débits en lecture et écriture ;

• l’archivage de données en revanche ne possède pas de contraintes fortes sur les débits.
Toutefois, cette application a besoin de NDSS avec d’importantes capacités de
stockage, et, qui soient tolérants aux pannes. Par exemple, Amazon Glacier fournit
un : « service de stockage sécurisé, durable et à très faible coût pour l’archivage
(. . .) de données rarement consultées et pour lesquelles un délai d’extraction de
plusieurs heures reste acceptable »2.

Problèmes du stockage distribué identifiés
Nous avons vu précédemment des applications qui répondent à des problèmes différents.
L’offre des systèmes de stockage est en conséquence fragmentée afin de favoriser certains
des critères énoncés. Par exemple, les délais garantis par Amazon Glacier ne sont pas
appropriés pour gérer des données sur lesquelles seront exécutés des traitements HPC.
À l’inverse, le coût d’une grappe de calcul est beaucoup trop élevé pour y archiver

2https ://aws.amazon.com/fr/glacier/
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des données. On peut ainsi différencier deux types de données : (i) les données froides
qui correspondent à du contenu peu accédé (utilisé typiquement dans les applications
d’archivage où les données sont écrites une fois pour être sollicitées à l’occasion) ; (ii) les
données chaudes, qui à l’inverse sont fréquemment sollicitées (typiquement le cas des
applications HPC qui mettent en jeu plusieurs milliers d’entrées/sorties à la seconde).
Les administrateurs des systèmes de stockage sont souvent contraints de définir deux
systèmes de stockage différents (un système coûteux pour le traitement intensif, l’autre bon
marché pour archiver des données). Dans ce formalisme, notre premier problème
consiste alors à concevoir un système de stockage capable de gérer aussi bien
les données froides, que les données chaudes.

Les applications citées précédemment peuvent interagir avec une quantité massive
de données (de l’ordre du pétaoctet par exemple). Il est donc nécessaire de concevoir
des systèmes de stockage capables de supporter une charge de plus en plus importante.
Les besoins de l’application peuvent également évoluer dans le temps, et nécessiter
moins de capacité de stockage. L’approche verticale (scale-up) consiste à migrer les
données vers des supports de stockage de plus grandes capacités, avant que la capacité du
système de stockage ne soit atteinte. Cette approche n’est ni flexible (limite de la taille
des ressources) ni économique (requiert d’acheter du matériel récent). Notre second
problème consiste alors à mettre en place un système de stockage capable de
gérer dynamiquement les ressources de stockage.

Les systèmes de stockage sont sujets à des défaillances inévitables. Ces défaillances en-
traînent l’inaccessibilité temporaire, voire la perte définitive, de blocs de données [For+10].
En particulier, la probabilité d’apparition des pannes augmente avec la taille du sys-
tème de stockage (e.g. défaillance d’un disque, défaillance réseau). Il est donc nécessaire
d’intégrer de la redondance dans le système de stockage. La solution classique pour
supporter ces pannes consiste à exploiter la nature des NDSS en distribuant plusieurs
copies des blocs de données sur des supports de stockage différents. Cette méthode
permet d’accéder à la copie d’un bloc lorsque les autres ne sont pas disponibles. Bien
que simple à mettre en œuvre, chaque copie générée ajoute un surcout de redondance de
100%. Cette méthode implique alors un coût de stockage important. Notre troisième
problème consiste à garantir un seuil de redondance permettant au NDSS
de supporter les pannes, tout en minimisant cette quantité de redondance.

Une fois qu’un seuil de redondance est mis en place dans le NDSS, certaines pannes
entraînent une perte de données qui se traduit par une réduction de la quantité de
redondance. Notre quatrième problème sera de déterminer un moyen efficace
afin de rétablir et maintenir un seuil de redondance. Pour résumer, les quatre
problèmes identifiés dans cette section visent à concevoir un NDSS capable :

1. d’être capable de délivrer de très hauts débits de lecture et d’écriture ;

2. d’adapter dynamiquement ses ressources de stockage ;

3. d’être tolérant aux pannes, tout en minimisant la quantité de redondance ;

4. de maintenir cette redondance dans le temps.
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Notre approche

Afin de minimiser la redondance, notre approche sera d’utiliser des codes à effacement.
Cette méthode permet de réduire considérablement la quantité de redondance générée
par rapport aux techniques de réplication (typiquement d’un facteur 2) [WK02 ; OD12 ;
CPK14]. En particulier les codes optimaux (dits MDS pour Maximum Distance Sepa-
rable) minimisent la quantité de redondance nécessaire pour protéger les données. Dans
cette thèse, nous comparerons régulièrement nos codes aux codes MDS. Parmi eux, les
codes de Reed-Solomon sont largement utilisés [RS60]. Ils sont ainsi intégrés dans
plusieurs DFS tels que CephFS [Wei+06] ou DiskReduce3 [Fan+09]. Des fournisseurs de
services en nuage tels que Microsoft Azure [Hua+12] ou Openstack avec Swift [LG14]
l’utilisent également. L’utilisation des codes de Reed-Solomon dans les systèmes de
stockage s’est démocratisée avec le développement de bibliothèques qui en fournissent
des implémentations. En particulier, Ceph et Swift ont intégré la bibliothèque ISA-L
(Intelligent Storage Acceleration Library) d’Intel® Corporation [Int15].

En revanche, les codes à effacement impliquent une complexité significative due aux
opérations d’encodage et de décodage. Dans le contexte de stockage, ces opérations sont
déclenchées respectivement à l’écriture et à la lecture de blocs de données. En conséquence,
leur utilisation est généralement limitée aux systèmes qui stockent des données froides. Il
est toutefois possible de réduire l’impact de ces opérations en utilisant le code sous une
forme systématique. Sous cette forme, les données encodées contiennent deux parties :
(i) une première partie contient exactement le message à transmettre ; (ii) la seconde
partie correspond à des données de redondance. Cette forme permet notamment de ne
pas avoir à décoder l’information lorsque la partie contenant le message est disponible.
En conséquence, sous cette forme, les débits en lecture et écriture sont plus importants.
La conception d’un code sous cette forme sera le sujet d’une de nos contributions dans
ce travail de thèse.

Pour la conception d’un NDSS, nous proposons d’utiliser une approche horizontale
(scale-out). Cette approche consiste à composer un ensemble flexible de serveurs de
stockage (on parle de grappe), dont on peut adapter le nombre. Il est ainsi possible
d’augmenter ou de réduire la capacité du système. Cette approche est en conséquence
plus flexible et plus économique que l’approche scale-up [OD12]. En particulier, nous
proposons d’utiliser RozoFS : un logiciel de système de stockage (ou SDS ou Software-
Defined Storage). Plus précisément, RozoFS est un système de fichiers distribué (ou DFS
pour Distributed File System), ce qui correspond à un NDSS permettant d’interagir avec
des fichiers. Notons que d’autres représentations de la donnée existent telles que la forme
en blocs (interface proposée par les disques) ou en objets (interface au cœur du DFS
Ceph [Wei+06]). En particulier, RozoFS permet d’agréger l’espace disponible depuis un
ensemble de supports de stockage. Cette agrégation est exposée à l’utilisateur sous la
forme d’un volume de stockage organisé par une arborescence (fichiers et répertoires).
En particulier, RozoFS est orienté pour les réseaux locaux (LAN ) rapides (très haut

3DiskReduce est une modification de Hadoop Distributed File System (HDFS) qui intègre les codes de
Reed-Solomon. HDFS est un DFS open-source basé sur Google File System (GFS) [GGL03].
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débit, faible latence). Notre approche se distingue alors des architectures pair-à-pair (ou
P2P pour Peer-to-Peer) et du stockage sur réseaux étendus (WAN ) de latences plus
importantes. RozoFS correspond ainsi à une couche de virtualisation capable d’exploiter
du matériel varié et bon marché. Cette solution est alors plus flexible et moins onéreuse.
En particulier, RozoFS est un logiciel libre sous licence GNU GPLv24 dans lequel il nous
sera possible d’intégrer nos contributions.

Contributions
Nous proposons une approche basée sur la géométrie discrète, dans l’objectif de proposer
une nouvelle représentation du problème de correction des effacements. En particulier,
cette nouvelle approche permet l’élaboration de nouveaux algorithmes pour le codage à
effacement. Dans cette optique, nous proposons d’étudier la transformation de Radon qui
est une application mathématique pouvant être utilisée afin de représenter des données
de manière redondante. Des travaux sur une version discrète de cette transformation, la
« transformation de Radon finie » (ou FRT pour Finite Radon Transform) ont déjà
permis de concevoir un code à effacement MDS [Nor+10]. Dans ce travail de thèse, nous
proposons l’utilisation d’une autre version discrète de cette application : la transformation
Mojette [GBB95]. Il a notamment été établi que la transformée Mojette dispose d’un
algorithme de reconstruction itératif, permettant de reconstruire les données avec une
complexité linéaire [NKÉ06]. La conception d’un code systématique, basé sur cette
transformée, est motivée par l’objectif de bénéficier d’un code fournissant de bonnes
performances en encodage et en décodage. Cette motivation est étendue à l’intégration du
code dans RozoFS, afin de fournir un DFS capable de fournir de bonnes performances en
lecture et écriture, tout en tolérant les pannes avec une quantité minimum de redondance
(code MDS). Ce travail de thèse a ainsi conduit aux trois contributions suivantes :

1. la conception et l’analyse d’une version systématique du code à effacement Mojette,
permettant d’accélérer les performances du code, et d’en réduire la quantité de
redondance nécessaire ;

2. l’intégration de ce code Mojette systématique au niveau de la distribution des
données dans RozoFS, dans l’objectif que celui-ci puisse gérer les données chaudes,
tout en limitant le coût de la redondance ;

3. la conception d’une méthode distribuée pour ré-encoder cette redondance, sans avoir
à reconstruction la donnée initiale, afin de pouvoir rétablir un seuil de redondance
au sein du NDSS.

Plan du manuscrit
Les travaux de cette thèse sont organisés en deux parties qui comportent chacune trois
chapitres. La première partie couvre la conception de nouveaux codes à effacement en

4Le projet GitHub de RozoFS est accessible à l’adresse suivante : https://github.com/rozofs/rozofs

https://github.com/rozofs/rozofs
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utilisant conjointement la théorie de l’information et la transformée de Radon discrète.
Les trois chapitres qui le composent présentent les éléments suivants :

1. dans le chapitre 1, nous introduisons des notions de la théorie de l’information
nécessaires afin d’établir un état de l’art des codes à effacement. Ces notions vont
nous permettre de dresser une liste de critères nécessaires afin de comparer les
codes abordés dans ce manuscrit. Nous verrons ainsi quelques exemples de codes à
effacement (MDS et non-MDS) ;

2. le chapitre 2 introduit la transformation de Radon. Ce chapitre utilise conjointement
la géométrie discrète et la théorie des codes. La géométrie discrète permettra de
définir deux versions discrètes de la transformation de Radon : la FRT et la
transformation Mojette. La théorie des codes sera nécessaire pour concevoir et
comprendre les propriétés des codes à effacement basés sur ces transformations.
Nous verrons ainsi que la FRT donne un code MDS, tandis que la transformation
Mojette dispose d’un algorithme de décodage itératif efficace ;

3. la première contribution majeure est énoncée dans le chapitre 3. Cette contribution
correspond une nouvelle conception du code à effacement Mojette sous sa forme
systématique. Cette conception a des avantages sur le rendement du code et permet
de tendre d’avantage vers un code MDS. Dans un deuxième temps, un algorithme
de décodage adapté à cette forme est donné. Nous évaluerons ainsi la quantité de
redondance générée par cette nouvelle forme par rapport à la version classique et au
cas MDS. Cette évaluation permet de mettre en évidence le rendement quasi-MDS
du code conçu.

La première partie ayant permis la conception d’un code à effacement Mojette perfor-
mant, la seconde s’intéresse à son intégration dans le contexte des systèmes de stockage
distribués. Dans cette partie, les deux premiers chapitres mettent respectivement en avant
l’utilisation du code à effacement Mojette dans une architecture de stockage distribué,
puis spécifiquement dans RozoFS. Le troisième chapitre tente de répondre au problème
du maintien d’un seuil de redondance, dans un système dont les données se dégradent au
cours du temps. Plus particulièrement, les différents chapitres comportent les éléments
suivants :

1. le chapitre 4 présente une analyse théorique et expérimentale des performances
du code Mojette dans le contexte du stockage distribué. Les métriques utilisées
(nombres d’opérations à l’encodage et au décodage, nombre de blocs impactés par
la mise à jour de données) mettent en avant la simplicité algorithmique du code
Mojette par rapport à d’autres codes (e.g. codes de Reed-Solomon). En particulier,
une mesure des latences en encodage et décodage des implémentations du code
Mojette est donnée. Dans les conditions de nos tests, notre nouvelle conception
systématique permet de réduire par trois les temps d’encodage par rapport à la
forme classique. De plus, aucun décodage n’est nécessaire en lecture, dans le cas
où aucune panne ne survient. En particulier, ces mesures montrent également que
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notre implémentation est plus performante que l’implémentation des codes de
Reed-Solomon fournit par la bibliothèque de référence : ISA-L ;

2. la mise en œuvre et l’intégration du code à effacement Mojette dans le système de
fichiers distribué RozoFS est décrite dans le chapitre 5. Une évaluation menée sur
la plate-forme Grid’5000 permet de montrer que dans le cadre de nos tests, RozoFS
est capable de fournir de meilleures performances que des systèmes basés sur de la
réplication (e.g. CephFS), tout en réduisant d’un facteur 2 le volume total stocké ;

3. notre contribution sur le rétablissement du seuil de redondance du NDSS est four-
nie dans le chapitre 6. Cette contribution concerne la conception d’une méthode
distribuée afin de calculer de nouveaux symboles de mots de code. Cette méthode
peut être utilisée afin de maintenir le système de stockage à un niveau de redon-
dance désiré. Une évaluation est réalisée afin de mettre en avant le bénéfice de la
distribution des calculs.

Dans une dernière partie, nous aborderons la conclusion des travaux présentés dans cette
thèse, ainsi que la perspective des futurs travaux de recherche.

Contexte de la thèse
Dans le cadre d’une convention CIFRE, ces travaux de recherche ont été menés conjointe-
ment au sein de l’équipe Image et Vidéo Communications (IVC) de l’Institut de Recherche
en Communications et Cybernétique de Nantes (IRCCyN), et au sein de l’entreprise
Rozo Systems. Cette entreprise développe notamment le système de fichiers distribué
RozoFS, qui sera largement abordé dans ce manuscrit.

Une partie de ce travail de recherche a également été financée par le projet ANR
FEC4Cloud (appel Emergence 2012). Ce projet a pour objectifs d’analyser et de concevoir
des codes à effacement pour le stockage distribué. Les partenaires de ce projet sont
l’IRCCyN (coordinateur), Supaero-ISAE et la SATT Ouest Valorisation.
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Introduction de la partie

Les systèmes d’information nécessitent l’ajout de données de redondance au message à
transmettre afin que le destinataire puisse reconstituer l’information lorsque celle-ci est
détériorée. Dans cette partie, nous nous intéressons d’une part à minimiser la quantité
de redondance générée, et, d’autre part, à optimiser les performances du code. L’objectif
ici est de concevoir de nouveaux codes à effacement qui se basent sur des transformées
discrètes afin de fournir deux choses : un rendement optimal (code MDS), et de nouveaux
algorithmes d’encodage et de décodage de faible complexité.

Pour cela, les bases mathématiques de la théorie des codes sont introduites dans
le chapitre 1 à travers l’étude des travaux fondamentaux de Shannon [Sha48]. En
particulier, nous élaborons une liste de critères comme base pour la comparaison des
différents codes présentés dans ce manuscrit. Le chapitre 2 décrit notre approche pour
concevoir des codes à effacement à partir de versions discrètes de la transformation de
Radon. Le chapitre 3 décrit notre première contribution correspondant à l’élaboration
d’une construction du code à effacement Mojette sous une forme systématique. Cette
construction vise à réduire la complexité du code, ainsi que la quantité de redondance
générée. À l’issue de cette étude, nous présentons une évaluation de cette réduction de
redondance par rapport à la version non-systématique et aux codes MDS.
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Introduction du chapitre

Les systèmes de communication numérique permettent de faire transiter l’information
d’un émetteur vers un destinataire à travers un canal de communication. On considère
qu’une transmission est fiable lorsque le destinataire accède à l’information en un temps
acceptable. Pour cela, il est souvent nécessaire d’améliorer les débits. Le schéma classique
d’une telle transmission repose sur deux étapes. La première consiste à compresser
l’information afin d’améliorer les débits. Pour cela, la redondance dans l’information est
supprimée (codage source). En revanche, sans ces données de redondance, le message est
particulièrement sensible au bruit présent sur le canal. Afin de tolérer une dégradation
de l’information, la seconde étape consiste à rajouter de la redondance (codage canal).
Apparaissant comme une alternative au codage conjoint source/canal [DR97], ce schéma,
engendré par le « théorème de séparation », introduit par Shannon dans les années 1950,
considère chaque étape d’encodage indépendamment. Dans ce travail de thèse, nous nous
intéresserons uniquement au codage canal. En particulier, nous nous focaliserons sur les
dégradations qui engendrent la perte d’une partie de l’information (appelé « effacement »).
Nous verrons précisément en quoi la correction d’effacements se distingue de la correction
des valeurs des données reçues.

Se pose alors la question du rendement du code. Par exemple, il est possible de générer
de la redondance en répétant plusieurs fois le bloc d’information à transmettre. Une
quantité suffisante de répétitions permet de n’obtenir aucune erreur au décodage (ce qui
revient à supprimer le bruit du canal). Toutefois, l’augmentation du nombre de répétitions
entraine la diminution de la part d’information utile dans la transmission. Désigné comme
le « rendement » du code, ce taux correspond au rapport entre le nombre de blocs utiles
sur le nombre de blocs transférés. En définissant la notion d’entropie, Shannon est
parvenu a établir un théorème qui pose les limites du codage canal [Sha48]. Ce théorème
démontre que le rendement d’un code possède une valeur limite C, appelée « capacité »
du canal, jusque laquelle la probabilité d’erreur est nulle. Ainsi, une transmission réalisée
avec un rendement supérieur à C ne peut pas être fiable. Bien que ce théorème montre
qu’il existe des codes permettant de corriger les erreurs (à condition que leur rendement
soit inférieur à C), on ne savait pas comment les construire.

Dès lors, la conception des codes capables d’atteindre la capacité du canal a été un
enjeu important de la théorie des codes. Par exemple, les codes Low-Density Parity-Check
(LDPC) permettent en théorie d’atteindre cette limite, de manière asymptotique [Gal62].
En pratique (i.e. sur des codes de longueur finie) le constat est différent. Soit l’algorithme
de décodage associé est efficace, mais ne permet pas d’atteindre cette limite (décodage
itératif), soit il s’en approche, mais au prix d’une complexité algorithmique significative
(décodage par maximum de vraisemblance). Nous verrons que les codes ne sont pas égaux,
dans la mesure où leurs propriétés dépendent de leurs conceptions.

En 1950, Hamming conçoit le premier code correcteur. Son objectif était que son
calculateur à carte perforée puisse finir un long traitement durant le week-end, malgré
la présence de bugs. Ses travaux fondamentaux comportent notamment la définition de
la notion de distance d’un code [Ham50]. Cette notion permet d’évaluer la capacité de
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X = {x1, . . . , xr}

{p(x1), . . . , p(xr)}

Y = {y1, . . . , ys}

{p(y1), . . . , p(ys)}
Canal bruité

P (X|Y ) = {p(x1, y1), . . . , p(xr, y1), . . . , p(xr, ys)}

Figure 1.1 – Représentation du modèle d’un canal de communication.X et Y représentent
des variables aléatoires. Chaque élément de ces variables a une probabilité d’apparition
notée respectivement p(xi) et p(yi). Une loi de transition P (X|Y ) définit les probabilités
p(xi|yi) de recevoir le symbole yi sachant que xi a été envoyé.

correction d’un code. Toutefois, le code qu’il parvient à concevoir permet seulement
de corriger une erreur. De la notion de distance, découle la définition du concept de
codes MDS (pour « Maximum Distance Separable »). Ce terme est utilisé pour qualifier
les codes qui fournissent une quantité de redondance minimale relativement à une
capacité de correction fixée (la définition mathématique de cette notion sera donnée
au cours du chapitre). Depuis l’introduction de la notion de distance, la théorie des
codes algébriques s’est largement développée. En particulier, l’ensemble des corps finis F
fournit une structure algébrique adaptée aux codes en blocs. Ce type de codes travaille
sur des blocs de données de taille fixe. Reed et Solomon [RS60] introduisent une
famille importante de codes en 1960. Ces code MDS ont la particularité de pouvoir
corriger un nombre arbitraire d’erreurs. Ils remplacent donc avantageusement le code
de Hamming, et sont notamment utilisés par la NASA afin de garantir la fiabilité des
communications dans le cas des missions spatiales. Bien qu’ils soient encore présents dans
de nombreuses applications aujourd’hui, ils sont souvent utilisés conjointement avec les
codes de convolution. Introduits par Elias en 1955, ces codes forment une alternative
aux codes par blocs. Alors que ces derniers découpent le message en blocs de symboles
de taille fixe, les codes convolutifs appliquent une fenêtre glissante sur le flux de données
à transmettre, et produisent une séquence continue de symboles encodés.

Ce chapitre a pour objectif de définir un état de l’art de la théorie des codes linéaires
par blocs. Nous introduirons dans la section 1.1 les concepts mathématiques de la théorie
de l’information, telle que présentée dans les travaux de Shannon [Sha48], avant de
nous intéresser à la théorie algébrique des codes, définie dans les travaux de Hamming
[Ham50]. Les propriétés des codes à effacement seront ensuite définies dans la section 1.2,
ce qui nous permettra de proposer une liste de critères permettant de les comparer. La
section 1.3 présentera une étude des principaux codes à effacement linéaires en blocs
(e.g. Reed-Solomon, LDPC) à travers l’analyse de ces critères.

1.1 Notions de théorie des codes

Dans cette section, nous verrons dans un premier temps la théorie mathématique de
l’information, introduite par Shannon [Sha48]. Cette étude sera le sujet de la section 1.1.1.
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Les notions d’entropie, d’information mutuelle et de capacité du canal y seront traitées.
Nous verrons par la suite l’exemple du canal binaire symétrique et du canal à effacement
dans la section 1.1.2. La section 1.1.3 présentera la théorie algébrique des codes correcteurs,
définie par Hamming [Ham50]. Nous y définirons notamment les opérations d’encodage,
de décodage, ainsi que les caractéristiques des codes à effacement.

1.1.1 Théorie mathématique de l’information

Un canal de communication est un support de transmission d’information permettant
d’acheminer une information depuis un émetteur vers un destinataire. La figure 1.1 de
la page 23, représente la modélisation d’un canal. Un canal C [X,Y, P (X|Y )] est défini
par :

1. Un alphabet d’entrée X = {x1, . . . , xr}, de cardinal r, représentant la source ;

2. Un alphabet de sortie Y = {y1, . . . , ys}, de cardinal s, représentant la destination ;

3. D’une loi de transition P (X|Y ) qui peut être représentée par la matrice stochastique
suivante :

P (Y |X) =


P (x1, y1) P (x1, y2) · · · P (x1, ys)
P (x2, y1) P (x2, y2) · · · P (x2, ys)

...
... . . . ...

P (xr, y1) P (xr, y2) · · · P (xr, ys)

 . (1.1)

Une source d’information S est définie par un couple S = (A,P ) où A est un alphabet
A = {s1, . . . , s|A|} et P est une distribution des probabilités sur A, c’est à dire que
pi correspond à la probabilité d’apparition de si lors d’une transmission. Dans un
document rédigé en français par exemple, la probabilité d’apparition de la lettre « e »
est plus importante que pour les autres lettres de l’alphabet. On dit que la source est
« sans mémoire » lorsque l’apparition de si est indépendant de sj pour i 6= j, et que leur
probabilité n’évolue pas pendant la transmission. Dans le cas de notre modélisation, chaque
élément de xi ∈ X a une probabilité d’apparition p(xi). Soit pxi|yi

= P (X = xi, Y = yi),
la probabilité de recevoir le symbole yi sachant la valeur du symbole émis xi. Par exemple,
sur un canal sans bruit, px|x = 1 et px|y = 0 pour x 6= y.

Dans la section suivante, nous étudierons deux canaux particuliers : le canal binaire
symétrique, et le canal à effacement. Dans le reste de cette section, nous allons définir les
différentes caractéristiques d’un canal, qui nous seront utiles pour la suite. En particulier,
nous définirons l’entropie, l’information mutuelle et la capacité d’un canal. L’ensemble
de ces définitions est introduit dans les travaux de Shannon [Sha48].

Entropie

Pour pouvoir définir l’entropie, il faut introduire au préalable le concept de « degré
d’originalité ». Ce degré d’originalité I(si) (parfois appelé « auto-information ») est défini
comme l’information transmise par le symbole si (en bit) et vaut [Sha48, p. 1] :
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I(si) = − log2(pi). (1.2)
En conséquence, un symbole qui apparaît souvent ne véhicule que peu d’information
par rapport à un symbole qui apparaît très rarement. L’entropie H(S) d’une source
correspond à la valeur moyenne du degré d’originalité de l’ensemble des symboles de
l’alphabet. Elle est ainsi définie comme [Sha48, p. 11] :

H(S) = E [I(si)]

= −
r∑

x=1
px log2 (px) =

r∑
x=1

px log2

( 1
px

)
,

(1.3)

où E correspond à l’espérance mathématique. L’entropie H(S) s’exprime ici en bits par
symbole. Il s’agit d’un concept fort, puisqu’il donne une mesure de la quantité minimale
d’information nécessaire afin de représenter la donnée sans perte, ce qui correspond à une
mesure de l’incertitude des informations provenant de la source. Deux cas particuliers
peuvent être identifiés. Premièrement, si p(si) = 1 et p(sj) = 0 pour i 6= j, alors
H(S) = 0, c’est à dire que le résultat est connu d’avance (aucune incertitude sur la
valeur reçue). À l’inverse, si tous les symboles sont équiprobables p(si) = 1

|A| , alors
H(S) = ∑|A|

i=1
1
|A| log2 |A| = log2 |A|. Il est alors impossible de prédire le résultat puisque

l’incertitude est maximale.

Entropie de lois conjointes Notre modèle de canal représente l’émetteur et le desti-
nataire par deux variables aléatoires. Soit (X,Y ) la loi conjointe des variables aléatoires
X et Y . On cherche à déterminer l’incertitude associée à ces deux variables. Pour cela,
on détermine l’entropie de la loi conjointe qui est définie ainsi :

H(X,Y ) = E
[
log2

( 1
P (X,Y )

)]
= −

∑
x

∑
y

px|y log2

(
px|y

)
, (1.4)

où px|y correspond à la probabilité p(X = x, Y = y).

Entropie de lois conditionnelles Dans l’objectif d’obtenir une modélisation d’un ca-
nal, on cherche à modéliser les perturbations du canal par des probabilités conditionnelles.
Pour cela, on utilise l’entropie conditionnelle H(X|Y = y) qui correspond à l’incertitude
de X lorsqu’une valeur de Y est connue :

H(X|Y = y) = −
∑
x

px|y log2 px|y , (1.5)

Cette notion peut être ensuite étendue dans le cas où l’on connait l’ensemble des degrés
d’originalité des symboles de Y [Sha48, p. 12] :

H(X|Y ) = −
∑
x,y

px|y log2

(
py
px|y

)
. (1.6)
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H(X|Y ) correspond à la quantité d’information perdue sur le canal.

Information mutuelle

Lors d’une transmission d’information sur un canal, le récepteur doit être capable de
déterminer le symbole xi transmis depuis la source, à partir des informations reçues yi
par le récepteur. L’information mutuelle I(X,Y ) mesure la quantité d’information reçue.
Elle correspond à la quantité d’information restante lorsque l’on soustrait l’information
perdue sur le canal H(X|Y ), à l’information émise par l’émetteur H(X) [Sha48, p. 12] :

I(X,Y ) = H(X)−H(X|Y )

=
∑
x

∑
y

px|y log2

(
px|y
pxpy

)
.

(1.7)

En conséquence, deux cas particuliers découlent de cette notion. Si H(X) = H(X|Y ), les
variables sont indépendantes, ce qui signifie qu’aucune information n’est obtenue. Dans
le deuxième cas, H(X|Y ) = 0, ce qui signifie que l’information mutuelle est maximum.
Dans cette situation, Y est entièrement déterminée par X et le canal ne provoque pas
d’erreur.

Capacité d’un canal

La capacité d’un canal C(X,Y ) est définie ainsi [Sha48, p. 22] :

C(X,Y ) = max I(X,Y ) . (1.8)

Elle correspond à la quantité maximale d’information qui peut être transmise par le
canal.

1.1.2 Exemples de canaux

Notre étude va s’intéresser aux deux canaux suivants : le canal binaire symétrique, et le
canal à effacement.

Canal binaire symétrique

Le canal binaire symétrique (CBS) est un canal dont la source est définie par un alphabet
A = {0, 1}. En conséquence, elle émet des bits à travers un canal caractérisé par une
probabilité p d’inverser la valeur du bit. La figure 1.2 de la prochaine page, illustre ce
canal. La loi de transition de ce canal est définie ainsi :

P (X|Y ) =
{

1− p si X=Y
p sinon

. (1.9)
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1− p

1− p

0

1

0

1

p

p

Figure 1.2 – Représentation d’un canal binaire symétrique. La source transmet sur le
canal des bits dont la valeur peut être altérée avec une probabilité p.

L’entropie est à son maximal lorsque la distribution de Y est uniforme. Dans le cas du
canal symétrique, cela correspond à une distribution de X uniforme. En conséquence,
l’information mutuelle est maximale lorsque p = 0.5. La capacité du CBS correspond à
[Dum+07, p. 316] :

C = 1−H2(p)
= 1−+p log2(p) + (1− p) log2(1− p)

, (1.10)

où H2(p) correspond à l’entropie d’une variable aléatoire d’une loi de Bernoulli (ou
loi binaire), de paramètre p. La capacité du canal vaut donc 1 quand la probabilité
d’erreur p a valeur dans {0, 1}. En particulier, lorsque p = 0, il n’y a jamais d’erreur de
transmission, et Y correspond à X. En revanche, lorsque p = 1, la valeur du symbole
reçu correspond toujours à l’inverse du symbole émis. Un code dont le rendement vaut 1
(i.e. sans redondance) suffit alors dans ce cas. En revanche, la capacité est nulle quand
p = 0, 5. Ce dernier cas est le plus défavorable puisque X et Y sont indépendants (la
sortie n’apporte aucune connaissance sur l’entrée). Du point de vue du rendement, la
quantité de redondance nécessaire doit alors tendre vers l’infini.

Canal à effacement

Le canal binaire à effacement (CBE) a été introduit par Elias [Eli55]. Ce canal se
distingue du CBS par le fait que l’information n’est pas modifiée, mais effacée lors de la
transmission. Un effacement correspond simplement à la perte de l’information. Sur la
page suivante, la figure 1.3 illustre ce canal, et l’on y représente la perte d’information
par le symbole « ? ». La probabilité qu’un symbole soit effacé vaut p, ce qui signifie qu’un
symbole est correctement transmis avec une probabilité 1− p. En conséquence, on peut
représenter la loi de transition P (X|Y ) ainsi :
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1− p

1− p

0

1

0

1

p

p

?

Figure 1.3 – Représentation d’un canal binaire à effacement. La source transmet sur le
canal des bits qui peuvent être effacés avec une probabilité p. L’effacement représente la
transition d’un bit vers « ? ».

P (X|Y ) =
(

1− p p 0
0 p 1− p

)
. (1.11)

Si l’on reçoit un 0 ou un 1, alors il n’y a aucun doute sur la valeur émise. En conséquence,
H(X|Y = 0) = H(X|Y = 1) = 0. En revanche, si on reçoit un « ? », rien n’a été appris sur
l’entrée, et donc H(X|Y =?) = H(X). La capacité du canal à effacement vaut C = 1− p.
On peut ainsi comparer la capacité de ce canal par rapport au précédent. En particulier,
puisque ∀p ∈ [0, 1

2 ], p < H(p), la capacité du canal à effacement est supérieure à celle du
CBS. Il est donc plus facile de gérer les effacements que les modifications de valeurs. Ce
résultat était prévisible puisque dans le cas du CBS, la correction d’erreurs nécessite au
préalable de détecter l’emplacement de ces erreurs avant de pouvoir rectifier leurs valeurs.
Dans le cas du canal à effacement en revanche, la position de l’erreur est connue, et la
correction consiste uniquement à restituer la valeur de l’information perdue.

Bien que le CBE permet de comprendre le principe des effacements, les applications
transmettent des informations sous forme de blocs (ou de paquets). Ces blocs corres-
pondent à des mots de plusieurs bits. Le modèle utilisé est appelé « canal à effacement
de paquets » est correspond au CBE dans le cas où les symboles transmis sont des mots
de bits (et non plus des bits). En conséquence, un effacement entraîne la perte d’un mot
entier.

1.1.3 Théorie algébrique des codes correcteurs

Cette section présente une étude des codes linéaires par blocs à travers une approche
algébrique. Une définition des opérations d’encodage et de décodage sera présentée,
ainsi que la notion fondamentale de la distance de Hamming [Ham50]. Cette notion
fondamentale de la théorie des codes permet de déterminer la capacité de correction d’un
code.
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Codes par blocs

Jusque là, nous avons étudié le transfert d’information bit à bit. En pratique, on souhaite
transférer un flux d’information de taille conséquente. Pour travailler efficacement sur
ce flux d’information, il est préférable de le segmenter en éléments de taille fixe. Ces
éléments sont appelés « mots » (ou encore blocs ou paquets). Les mots de code sont le
résultat d’une opération d’encodage utilisant des mots d’information en entrée. Dans la
suite, nous définirons ce qu’est l’encodage, le décodage, le rendement d’un code, ainsi
que la distance de Hamming.

Encodage Pour un code correcteur (n, k), l’encodage correspond à une application
injective φ : Ak → An, où A est un alphabet (dans le cas du canal binaire, A = {0, 1}) et
où k ≤ n. En particulier, on appelle k la dimension du code, et n sa longueur. L’ensemble
Cφ = {φ(s) : s ∈ Ak} correspond au code (n, k) dont les éléments sont des mots de code.
Les corps finis correspondent à des structures discrètes adaptées aux applications de
codage. Lors d’une transmission, les valeurs de n et k sont définies en fonction de la
capacité du canal. Les mots de code ainsi calculés sont transmis sur le canal en direction
du destinataire.

Décodage Le décodage consiste à vérifier si les mots reçus appartiennent à Cφ. Si ce
n’est pas le cas, deux stratégies sont possibles pour corriger l’erreur :

1. Le récepteur peut demander à la source de réémettre le message. Cette stratégie
appelée Automatic Repeat reQuest (ARQ), n’est pas toujours possible (certains
médias ne disposent pas de canal de retour). De plus elle entraîne un délai significatif ;

2. L’émetteur ajoute a priori de l’information de redondance afin que le destinataire
puisse reconstituer l’information en cas de perte. C’est cette stratégie, appelée
Forward Erasure Code (FEC), qui sera principalement étudiée dans cette thèse.

Dans le deuxième cas, s’il existe un entier i et un unique mot de code ayant au moins
n− i bits égaux au mot reçu, alors on corrige le mot reçu par ce mot. Sinon, on ne peut
pas corriger l’erreur.

Rendement Le « rendement » R d’un code (n, k) correspond à la quantité de symboles
sources contenus dans un mot de code. Il est défini ainsi :

R = k

n
. (1.12)

Plus le rendement est grand, plus les mots de code contiennent d’informations utiles.
En revanche, la capacité de correction diminue. Une fonction de codage φ optimale doit
générer une quantité de redondance minimale pour une capacité de correction désirée.
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Distance de Hamming Soit x et y deux mots de même longueur, construits sur un
alphabet A. La distance de Hamming dH(x, y) entre x et y correspond au nombre de
symboles qui diffèrent entre les deux mots. Par exemple d(118, 218) = 1. La distance
minimale dmin(C) d’un code C est définie par :

dmin(C) = min
x,y∈C

dH(x, y). (1.13)

La distance minimale exprime la capacité de correction des codes correcteurs. Supposons
que les mots de code C soient choisis de façon à ce que dmin(C) = 2d+ 1. Dans ce cas, le
code permet de détecter 2d erreurs et d’en corriger d. Nous allons à présent nous intéresser
à la conception de l’application φ. Dans la prochaine section, nous nous intéresserons
aux cas des codes linéaires.

Codes linéaires

Dans le cas où l’application φ est linéaire, on dit que le code (n, k) est linéaire. L’avantage
des codes linéaires est que les opérations de codage et de décodage sont réalisées en
temps polynomial sur n. Il faut alors munir A d’une structure vectorielle. En particulier
les corps finis F correspondent à des ensembles adaptés pour l’étude des codes. Dans
la suite de cette section, nous verrons l’application d’encodage, les propriétés MDS et
systématique du code, ainsi que la matrice de parité et le décodage.

Application d’encodage linéaire Un code (n, k) est linéaire s’il existe une application
linéaire φ : Fk → Fn | φ(Fk) = C. Une telle application peut alors être décrite par une
matrice G de taille k×n, à coefficient dans F, appelée « matrice génératrice ». L’encodage
correspond alors à la multiplication matricielle suivante :

Y = XG, (1.14)

où X ∈ Fk et Y ∈ Fn. La forme et le contenu de cette matrice sont déterminants pour
définir un bon code correcteur. Au cours de ce manuscrit, plusieurs matrices d’encodage
seront présentées. Nous verrons que la structure des matrices d’encodage joue un rôle
essentiel sur la complexité des opérations d’encodage et de décodage (e.g. matrice creuse,
matrice de Vandermonde).

Nous allons voir comment obtenir une matrice d’encodage permettant de définir
un code systématique, afin de réduire la complexité des opérations d’encodage et de
décodage.

Forme systématique des codes Considérons la matrice génératrice G d’un code
linéaire, de taille n× k. Il est possible de transformer cette matrice G sous une forme
particulière qui contient une matrice identité Ik. Par exemple, on peut utiliser la méthode
d’élimination de Gauss-Jordan pour obtenir une telle matrice :

G = [Ik|T ] . (1.15)
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Tout code linéaire peut être écrit sous cette forme, appelée forme systématique. Par
opposition, lorsque G ne contient pas de matrice Ik, les codes engendrés sont non-
systématiques. Contrairement à ceux-ci, les codes de forme systématique ont l’avantage
d’intégrer le message source en clair, dans le mot encodé. Effectivement, les k premiers
symboles du mot de code correspondent au message, tandis que les r = n− k derniers
correspondent à des symboles de parité. Ces symboles de parité sont engendrés par la
matrice T .

En pratique, cette forme a deux avantages. Elle permet tout d’abord de réduire
l’opération d’encodage (puisque k

n pourcent du mot de code correspond au message). De
plus, elle permet au récepteur d’accéder directement à la donnée lorsque les k premiers
symboles n’ont pas été altérés durant la transmission. Dans ce cas, aucune opération de
décodage n’est nécessaire.

Nous allons à présent évaluer le rapport entre la capacité de correction et le rendement,
en définissant la borne de Singleton [Sin64].

Borne de Singleton et codes MDS Il existe une relation entre la distance minimale
dmin(C) et les paramètres (n, k) du code. Cette relation, appelée « borne de Singleton »,
est définie ainsi [Sin64] :

dmin(C) ≤ n− k + 1 . (1.16)

En conséquence, un code linéaire de distance minimale dmin(C) doit nécessairement
générer au moins n− k+ 1 symboles supplémentaires. Lorsqu’un code atteint la borne de
Singleton, il fournit précisément cette quantité de redondance. Dans ce cas, la quantité
de redondance est minimale pour une valeur de rendement fixé. Les codes qui atteignent
la borne de Singleton sont appelés « codes MDS », pour Maximum Distance Separable.

MacWilliams et Sloane [MS06, p. 317] relient le terme « separable » à la séparation
des symboles (message et parité) dans le cas des codes systématiques. Nous préférons
considérer que les codes MDS peuvent être systématiques ou non-systématiques. Nous
resterons alors sur la définition des codes MDS comme étant des codes tels que dmin(C) =
n− k + 1.

On peut à présent définir une nouvelle matrice H d’une application dont les noyaux
correspondent aux mots de code.

Matrice de contrôle de parité Il est également possible de définir un code linéaire
en utilisant une application linéaire dont le noyau correspond au code. Cette application
est représentée par une matrice H, appelée « matrice de contrôle de parité » :

C =
{

(y1, . . . , yn) : H ×


x1
y2
...
yn

 = 0
}
. (1.17)
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Une telle matrice est facilement déterminée à partir de la matrice G = [I|T ] définie
précédemment. En particulier, G×Ht = 0, on en conclut que :

H =
[
−T t

∣∣∣Ir] , (1.18)

où T t est la transposée de la matrice T , et Ir est une matrice identité de taille r × r,
où r = n − k. Nous verrons dans la prochaine définition que cette matrice permet de
déterminer le syndrome d’un mot de code, et de détecter les erreurs.

Syndrome et décodage Lorsqu’un message y est reçu, pour déterminer si celui-ci
correspond à un mot de code (et donc s’il n’a pas été altéré, a priori) on calcule la valeur
Hy, qui correspond au « syndrome » du mot de code. Si le syndrome n’est pas nul, la
présence d’erreurs est validée. On cherche alors à déterminer la valeur du mot de code x à
partir de y. Pour cela, on calcule le vecteur d’erreurs e = y−x. Le décodage consiste donc
à trouver l’unique élément x ∈ C | dH(x, y) ≤ t, où t correspond au nombre d’erreurs que
peut corriger le code.

1.2 Codage à effacement

Nous avons vu précédemment le cas du canal à effacement. Dans cette section, nous allons
détailler le principe des codes correcteurs qui s’appliquent sur ce canal. En pratique,
nous verrons dans la section 1.2.1 que les codes s’appliquent à des paquets de données
plutôt que sur des bits. Le principe des codes à effacement sera ensuite étudié dans la
section 1.2.2. Enfin, nous verrons dans la section 1.2.3 ce qui distingue les différents codes
à effacement.

1.2.1 Codage par paquets sur la couche applicative

En pratique, les symboles peuvent représenter différents contenus d’information. Sur la
couche physique, les symboles correspondent à des bits (comme nous l’avons vu jusqu’à
présent). Dans le cas du standard de transmission vidéo DVB-H [Far+06], un symbole
correspond à un octet. Pour un protocole réseau, il peut s’agir de paquets réseau [Tou+11 ;
Lac+09]. Dans un contexte de stockage, un symbole peut également représenter des
parties de fichiers, voire des fichiers entiers [Hua+12].

Jusque là, nous avons considéré le cas du canal binaire à effacement. Dans ce contexte,
les codes travaillent sur un mot constitué de n symboles. En informatique, les transmissions
d’information réalisées au niveau applicatif travaillent sur de grandes tailles d’informations
découpées en paquets (ou blocs). On désigne les codes à effacement appliqués à la couche
applicative par le terme « codes AL-FEC » (pour Application-Level Forward Erasure
Codes) [Cun10]. Dans la suite, nous considérerons alors le canal à effacement par paquets
comme étant le canal sur lequel les codes génèrent n blocs de redondance à partir de
l’information contenue dans k paquets.
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encodage decodage

k blocs de données k blocs de donnéesn blocs encodés k blocs reçus

Figure 1.4 – Principe d’un code à effacement (n, k). Un flux d’information deM octets
est découpé en k blocs de données (en gris). L’encodage systématique consiste à générer
r = (n− k) paquets de parité (en bleu clair). L’ensemble de ces n paquets encodés est
envoyé sur le canal. Le décodage consiste à reconstruire les k blocs de données. Si le code
est MDS, ce décodage tolère la perte de n’importe quel ensemble de r paquets (en rouge).

1.2.2 Principe des codes à effacement

Un code à effacement (n, k) permet de générer n paquets encodés à partir d’un ensemble
de k paquets de données, tel que k ≤ n. La figure 1.4 illustre le principe d’un code à
effacement (6, 4) MDS. Dans l’exemple de la figure, le code est présenté sous sa forme
systématique. Les n = 6 paquets encodés contiennent alors les k = 4 paquets d’information
(blocs systématiques), auxquels s’ajoutent r paquets de parité (ou de redondance). Lors de
la réception des paquets, il est nécessaire de vérifier si certains blocs systématiques ont été
perdus. Le cas échéant, l’opération de décodage consiste à reconstruire cette information
à partir des informations de parité. Si le code est MDS, l’information contenue dans
les r blocs de parité permet de reconstruire n’importe quel sous-ensemble de r blocs de
données perdus.

1.2.3 Distinction entre les différents codes

De nombreux codes à effacement existent [RS60 ; Gal62 ; Lub02 ; Sho06]. Ce qui les
différencie repose dans l’organisation des informations de redondance, ainsi que dans les
relations de linéarité qui permettent de les calculer. En particulier, cette distinction de
conception entraîne des différences sur la complexité d’encodage et de décodage. Nous
proposons ainsi les six critères de distinction suivants :

1. la complexité théorique dépend du nombre d’opérations élémentaires nécessaires
(il s’agit généralement d’additions et de multiplications dans un corps fini). Cette
information donne un aperçu de l’évolution de la complexité de l’algorithme en
fonction de la taille en entrée. Cependant, elle ne prend pas en compte le coût des
opérations de base. En conséquence elle ne peut permettre à elle seule de distinguer
différents codes ;
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2. la complexité des opérations de base constitue alors un deuxième critère. En
particulier, une multiplication nécessite plus d’opérations qu’une addition. Le coût
d’une opération dépend cependant de la manière dont elle est mise en œuvre ;

3. l’ indépendance des paramètres de codes forme le troisième critère. Celui-ci
correspond à la possibilité de choisir arbitrairement les valeurs (n, k) du code. Nous
verrons dans la prochaine section l’exemple du code de parité, dont la longueur et
la dimension sont liées par la relation n = k + 1 ;

4. le rendement correspond au quatrième critère. Nous cherchons à concevoir des
codes MDS qui minimisent la quantité de redondance nécessaire ;

5. la complexité à déterminer une forme systématique varie pour l’ensemble
des codes. Les codes de parité sont par définition systématiques, et ne nécessitent
pas de méthode de Gauss-Jordan, comme nous avons vu précédemment ;

6. l’évaluation de l’implémentation du code correspond à notre dernier critère.
Il consiste à mesurer les débits d’encodage et de décodage du code. Toutefois, ce
critère dépend significativement de l’implémentation utilisée.

Nous allons détailler dans la suite quelques exemples de codes à effacement.

1.3 Exemples de codes à effacement

Les codes à effacement ont été un sujet de recherche très prolifique en publications
scientifiques. Aussi, le nombre de codes qui ont été conçus est très important. Dans cette
section, nous allons étudier quatre codes à effacement qui représentent les différentes
familles de codes à effacement : les codes de répétition, les codes de parité, les codes de
Reed-Solomon et les codes LDPC. Nous verrons en particulier leurs caractéristiques et
leurs distinctions. Nous donnerons en conclusion un récapitulatif de cette étude.

1.3.1 Les codes de répétition

Les codes de répétition correspondent à des codes (n, 1), dont la mise en œuvre est simple.
Il s’agit de répéter plusieurs fois les symboles à transmettre. Dans le cas du canal binaire
à effacement, chaque bit est répété n fois. Prenons l’exemple d’un code de longueur 3,
le code génère alors les deux mots de codes suivant : C =

{(
0 0 0

)
,
(
1 1 1

)}
. La

matrice d’encodage de ce code correspond à la matrice suivante :

G =
(
1 1 · · · 1

)
︸ ︷︷ ︸

n

. (1.19)

Dans le cas du canal binaire symétrique, le décodage consiste à déterminer quelle
valeur est la plus répétée dans le mot reçu. Pour le canal à effacement, dès lors qu’un
symbole (k = 1) parmi les n est reçu, il correspond au symbole transmis par l’émetteur.
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Puisque les mots de code n’ont aucun bit en commun, cela signifie que la distance
minimale vaut dmin(C) = n. En conséquence, ce code est MDS. Toutefois, le problème de
cette technique réside dans le coût d’une transmission. La transmission d’un symbole
d’information nécessite l’envoie de n symboles. Le rendement de ce code vaut R = 1

n ,
ce qui pénalise significativement le critère 4 énoncé précédemment. Dans la suite, nous
verrons des codes proposant de meilleurs rendements.

1.3.2 Les codes de parité

Le code de parité est un autre code simple à mettre en œuvre. Il permet un meilleur
rendement que les codes de répétition, mais sa capacité à corriger est limitée à une erreur :
il s’agit d’un code (n, k = n− 1). La matrice d’encodage d’un code de parité de longueur
n correspond à :

G =


1 1 · · · 0
0 1 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1
1
...
1

 . (1.20)

In−1

Le code de parité étant systématique, sa matrice génératrice G est composée d’une
matrice identité In−1. La dernière colonne correspond à la colonne de parité. Cette
colonne permet de construire un symbole dont la valeur est la somme de la valeur des
autres symboles. En conséquence, s’il manque un élément du mot à la réception, sa valeur
peut être calculée comme la somme des valeurs des autres symboles. Quelle que soit la
longueur de ce code, sa distance minimale vaut 2. Ainsi, bien qu’il soit MDS, ce code
n’est capable de corriger qu’un seul effacement. Ce code n’est donc pas bon au regard du
critère 3. En revanche, son rendement vaut R = n−1

n ce qui signifie qu’une quantité plus
importante de données utiles est contenue dans un mot de code par rapport au code de
répétition.

1.3.3 Les codes de Reed-Solomon

Les codes de Reed et Solomon [RS60] sont les codes à effacement les plus populaires.
Cette popularité provient du fait qu’ils correspondent à des codes MDS, dont les pa-
ramètres (n, k) peuvent être choisis arbitrairement. Pour cela, la matrice génératrice
de taille n× k doit avoir la propriété suivante : n’importe quelle sous-matrice de taille
k × k de G est inversible. Les matrices de Vandermonde Vi,j = αj−1

i , où les αi corres-
pondent à des éléments du corps fini, possèdent une telle propriété. L’encodage correspond
alors à multiplier une telle matrice avec le vecteur colonne représentant le message à
transmettre [Lac+09].

Soit x′ le message à transmettre, x le mot de code transmis, et y le message reçu. Dès
que le destinataire reçoit k symboles parmi les n calculés, il est capable de décoder le
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message. Pour cela, on construit une matrice G′ constituée des k lignes de G correspondant
aux symboles reçus. Puisque G est une matrice de Vandermonde, G′ est nécessairement
inversible. En conséquence, le message x′ est reconstitué par l’opération suivante :
x′ = G′−1y.

Bien que les codes de Reed-Solomon soient MDS, leur défaut provient de leur
complexité calculatoire lors des opérations d’encodage et de décodage. Le décodage
nécessitant une multiplication matricielle, implique O(k3) opérations arithmétiques dans
un corps de Galois. Notons que la mise en œuvre des multiplications dans un corps
de Galois a un coût significativement élevé par rapport aux additions (ce qui pénalise
le critère 1 et 2). Plusieurs méthodes ont été proposées pour réduire cette complexité.
Blömer et al. [Blö+95] utilisent des matrices d’encodage basées sur des matrices de
Cauchy. En particulier, ils représentent la matrice d’encodage de façon à réaliser les
opérations sans multiplication, ce qui permet de réduire la complexité à O(k2). Soro
et Lacan [SL10] ont par la suite réduit cette complexité à O(k log k) en utilisant la
transformée de Fourier.

1.3.4 Les codes LDPC

Nous avons vu que malgré l’optimalité des codes de Reed-Solomon en matière de
rendement (codes MDS), ils induisent une complexité significative lors des opérations
d’encodage et de décodage. Les codes LDPC sont à l’inverse des codes aux complexités
linéaires, mais non MDS. Pour répondre au problème du canal binaire symétrique,
Gallager [Gal62] a proposé des codes basés sur une matrice de parité à faible densité
(LDPC). Ces codes ont ensuite été proposés dans le cas du canal à effacement par Luby
et al. [Lub+97]. Cette famille de code utilise l’algorithme de propagation de croyance
(Belief Propagation). Il s’agit d’un algorithme itératif qui permet au décodage d’atteindre
une complexité linéaire. Les codes LDPC peuvent être représentés soit par une matrice
de contrôle de parité, soit par un graphe de Tanner.

La matrice de parité Pour faciliter l’opération de décodage, la matrice de parité H
correspond à une matrice binaire creuse. Cela signifie que la matrice H est essentiellement
constituée de 0 par rapport à la quantité de 1. Prenons l’exemple suivant représentant
une matrice de parité de taille 8× 4 définissant un code LDPC :

H =


0 1 0 1 1 0 0 1
1 1 1 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 1 1 1
1 0 0 1 1 0 1 0

 . (1.21)

Pour être creuse, une matrice doit garantir que le nombre de 1 dans chaque colonne wc � n
et le nombre de 1 par ligne wr � k. En pratique, la taille des matrices des codes LDPC
est suffisamment importante pour pouvoir garantir cela (ce n’est pas le cas de l’exemple
décrit par l’équation (1.21)). La matrice de l’équation (1.21) permet de représenter 4
équations mettant en jeu les bits d’un octet. L’avantage de cette représentation est de
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s0 s1 s2 s5s4s3 s6 s7

c0 c1 c2 c3

Figure 1.5 – Représentation d’un graphe de Tanner correspondant au code LDPC de
l’équation (1.21). Chaque sommet rond correspond à un symboles si. Les sommets ci
définissent des contraintes de parité entre les symboles, représentées par les liens.

pouvoir analyser la structure de la matrice. Il est possible d’accélérer le décodage du code
lorsque qu’une partie de H possède une structure particulière (triangulaire, par blocs,
etc.).

Le graphe de Tanner La figure 1.5 représente le graphe de Tanner correspondant à
l’équation (1.21). Un tel graphe contient deux ensembles de sommets qui correspondent
(i) aux bits à transférer si ; (ii) aux sommets de contrainte ci. Chaque arête fait le lien
entre les deux ensembles de sommets. Ces deux représentations sont équivalentes.

Décodage

Il existe deux techniques usuelles de décodage : le décodage itératif et le décodage au
maximum de vraisemblance.

Décodage itératif Le décodage itératif est particulièrement performant, en revanche il
n’est pas optimal en capacité de correction. Il consiste à considérer les équations décrites
par l’équation (1.21) dont l’une des variables est inconnue. La valeur de cette variable
correspond donc à la constante de l’équation. Par la suite, la valeur de cette variable est
mise à jour dans l’ensemble des équations du système. Dès lors qu’aucune équation ne
contient plus qu’une seule inconnue, ou bien dès lors que l’ensemble des symboles est
reconstruit, l’algorithme s’arrête.

Décodage au maximum de vraisemblance Contrairement à la méthode itérative,
cette méthode de décodage est optimale en capacité de correction. En revanche, elle a
une complexité plus importante. Dans le cas du canal binaire symétrique, cette technique
consiste à déterminer le mot de code le plus proche du mot reçu (le plus vraisemblable).
Dans le cas du canal à effacement, cette méthode revient à résoudre un système linéaire
avec une technique semblable à une élimination de Gauss-Jordan. Cunche et Roca
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Répétition Parité Reed-Solomon LDPC
C1. complexité théorique − −
C2. complexité opérationnelle −
C3. indépendance des paramètres −
C4. rendement − −
C5. complexité systématique −

Table 1.1 – Résumé de l’analyse théoriques des différents codes en fonction des critères
énumérés précédemment (voir section 1.2.3). Le tableau distingue les critères satisfaits
par une coche. Le critère 6 n’est pas évalué puisqu’il concerne les implémentations de ces
codes.

[CR08] ont conçu une méthode hybride permettant de commencer le décodage par une
méthode itérative, puis de passer par une technique au maximum de vraisemblance si
l’algorithme s’arrête. En particulier, plus l’algorithme itératif reconstruit de symboles,
plus la complexité de l’élimination de Gauss-Jordan se réduit.

Conclusion de la section

Le tableau 1.1 résume l’analyse théorique en fonction des cinq premiers critères établis
dans section 1.2.3. Chaque code proposé possède ses défauts et ses avantages, donc aucun
n’est parfait. Par exemple, la complexité linéaire O(n) du décodage itératif des codes
LDPC, qui n’utilise que des opérations d’addition, offre de bonnes performances. En
revanche, ces codes ne sont pas MDS. À l’inverse, les codes de Reed-Solomon ont un
rendement optimal (codes MDS), mais leur complexité au décodage est moins bon que
les codes LDPC. De plus, ils nécessitent des opérations de multiplication dans les corps
de Galois. Ces opérations sont plus compliquées à mettre en œuvre que de simples
additions. Il existe cependant de nombreuses publications qui ont permis de réduire la
complexité des codes de Reed-Solomon. Ainsi, bien que leur complexité soit souvent
considérée quadratique, les travaux de Soro et Lacan [SL10] ont permis de réduire cette
complexité à O(n logn).

Conclusion du chapitre

Ce chapitre nous a permis de présenter un état de l’art des codes correcteurs pour le
canal à effacement. La section 1.1 a introduit les notions nécessaires pour comprendre la
théorie des codes, dont notamment celle de la capacité d’un canal. Par la suite, nous avons
étudié le cas du canal à effacement dans lequel certains symboles ont une probabilité
d’être effacé. En comparant leur capacité respective, nous avons vu que la correction de
l’effacement est plus simple à résoudre que la correction d’erreur.

Afin de résoudre le problème du canal à effacement par paquets, il est nécessaire
de proposer des codes à effacement capables de générer des paquets de redondance au
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niveau du récepteur. En particulier, les codes AL-FEC sont utilisés au niveau de la couche
logicielle afin que le destinataire puisse reconstituer l’information même lorsqu’une partie
des paquets a été effacée. La section 1.2 présente le principe de ces codes à effacement
linéaires ainsi que six critères permettant de les caractériser.

Enfin, quelques exemples représentatifs des codes à effacement linéaires en blocs ont
été vus dans la section 1.3. Plus particulièrement, bien qu’ils soient simples à mettre en
œuvre, les codes de répétition sont coûteux du fait de leur mauvais rendement. Les codes
de parité, en revanche, offrent un meilleur rendement, mais ne peuvent toutefois corriger
qu’un seul effacement. Ayant une capacité de correction importante et étant MDS, les
codes de Reed-Solomon sont par conséquent les plus populaires. Toutefois, ces codes
impliquent une complexité quadratique au décodage qui les pénalise. Quant aux codes
LDPC, ils possèdent un algorithme de décodage itératif linéaire efficace, mais n’ont pas
un rendement optimal (MDS dans le cas asymptotique).

Pour résumé, aucun des codes proposés dans ce chapitre n’est parfait. Un code parfait
correspondrait à un code MDS, de faible complexité en encodage et décodage, et dont la
capacité de protection peut être fixée arbitrairement. Nous verrons dans les prochains
chapitres que le code à effacement Mojette s’en rapproche.
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Introduction du chapitre

Dans le chapitre précédent, nous avons vu que les codes à effacement permettent de générer
la redondance nécessaire pour contrebalancer la perte d’une partie de l’information. En
particulier, les codes de Reed et Solomon [RS60] sont les plus utilisés. Bien qu’optimal
au sens MDS, ces codes utilisent des algorithmes de complexité quadratique. Nous avons
vu précédemment qu’un code parfait doit être MDS, de paramètres (n, k) arbitraires, et
disposant d’algorithmes d’encodage et de décodage de faible complexité. Dans ce chapitre,
nous proposons d’attaquer le problème de reconstruction à partir d’une approche par
géométrie discrète, en détaillant les travaux qui ont été réalisés jusqu’à aujourd’hui, dans
le but de concevoir de nouveaux codes à effacement.

La transformation de Radon [Rad17] est une application utilisée en reconstruction
tomographique. Elle permet de représenter une fonction par ses projections suivant
différents angles. Évoqué précédemment, le problème de reconstruction (ou d’inversion)
correspond à savoir s’il est possible de reconstruire cette fonction à partir des seules
informations de projections. Nous verrons dans la suite qu’il est possible de définir
des versions de cette transformation capables de représenter l’information de manière
redondante. Notre objectif est ainsi de déterminer des algorithmes capables de reconstruire
l’information à partir d’un ensemble suffisant de projections (comme un code à effacement).
L’inversion de la transformation de Radon possède des liens avec la transformation
de Fourier. Ces liens sont décrits par le théorème de la tranche centrale [Bra56]. Ce
théorème peut être utilisé pour concevoir un algorithme de reconstruction basé sur
la transformation de Fourier rapide FFT et bénéficier d’une complexité quasi-linéaire
O(n logn) [CLW69].

La première étape consiste à discrétiser la transformation de Radon, initialement
définie dans le domaine continu [Rad17]. Cette étude sera réalisée en section 2.1. Matúš et
Flusser sont parvenus à définir une version discrète de la transformation de Radon, qui
conserve toutes les propriétés de la version continue [MF93] (en particulier, le théorème
de la tranche centrale). Plus particulièrement, nous verrons deux versions discrètes et
exactes de la transformation de Radon : (i) la transformation de Radon finie (pour
Finite Radon Transform ou FRT) ; (ii) la transformation Mojette. Le principe de cette
première transformation sera étudiée dans la section 2.2, avant de nous intéresser à
un algorithme d’inversion, ainsi que sa mise en œuvre comme code à effacement. Nous
mettrons en avant la propriété périodique de la FRT, et nous verrons qu’elle permet d’en
fournir un code MDS [Nor+10]. La section 2.3 présente la seconde version discrète de la
transformation de Radon. Bien que la propriété apériodique des projections Mojette
empêche la conception d’un code à effacement MDS, elle possède un algorithme de
reconstruction itératif efficace. Nous verrons en particulier l’algorithme de Normand
et al. [NKÉ06] qui permet de reconstruire chaque symbole avec une complexité linéaire.
Après avoir défini le critère de Katz permettant de garantir l’unicité de la solution
de reconstruction, nous verrons comment construire un code à effacement à partir de
cette transformation. Dans ce chapitre, nous verrons les propriétés des fantômes qui sont
des éléments de l’image invisible dans l’espace transformé [Kat78]. Ces fantômes nous
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permettront non seulement de comprendre les processus d’inversion dans ce chapitre,
mais seront également utilisés au chapitre 6 afin de concevoir une méthode pour générer
de nouvelles projections.

2.1 Discrétisation de la transformation de Radon continue

La transformation de Radon [Rad17] est une application linéaire permettant de repré-
senter une fonction par ses projections suivant différents angles. L’inversion de cette
opération consiste à reconstruire la fonction à partir des valeurs de projections (solution
du problème de reconstruction en tomographie). La tomographie est une catégorie des
problèmes inverses qui consiste à reconstruire un objet à partir d’un ensemble de mesures
partielles et discrètes (i.e. les projections). En particulier, cette technique permet la
visualisation et le stockage d’une version numérique d’un objet.

Dans le milieu médical, il faudra attendre 1972 avant que Hounsfield ne parvienne
à concevoir le premier scanner à rayon X, sans pour autant qu’il n’ait eu au préalable
connaissance des travaux de Radon. Il remportera le prix Nobel de médecine en 1979
avec Cormack pour leurs travaux respectifs sur le développement de la tomographie
numérique [Hou73 ; Cor63]. Cette technique, largement répandue dans le milieu médical,
a également été utilisée en astronomie par Bracewell [Bra56], en géophysique ou
encore en mécanique des matériaux. Une étude plus approfondie de la tomographie
et de ses applications est présentée dans les travaux de thèse de Der Sarkissian
[Der15]. L’originalité de nos travaux de recherche consiste à détourner l’utilisation de
cette technique utilisée en imagerie, pour concevoir des codes à effacement appliqués à la
transmission et au stockage d’information.

Dans la suite, nous introduirons en section 2.1.1 la transformation de Radon continue
telle que définie par Radon [Rad17]. Afin de comprendre comment discrétiser cette
transformation, quelques notions de géométrie discrète seront ensuite définies dans la
section 2.1.2. Enfin nous verrons une première approche du problème de tomographie
discrète avec un exemple en section 2.1.3 présentant une méthode de résolution algébrique.

2.1.1 Transformation de Radon dans le domaine continu

La transformation de Radon est une application qui répond au problème de la tomogra-
phie. Nous introduirons dans un premier temps ce problème dans un contexte pratique :
l’imagerie médicale. Puis nous verrons la définition de la transformation de Radon
continue telle que définie dans les travaux fondamentaux de Radon [Rad17].

Problème de la tomographie

En imagerie médicale, le problème de la tomographie correspond à un problème inverse.
Ce problème consiste à reconstituer une image à partir de ses projections. On distingue
alors deux processus dans la résolution de ce problème : (i) l’acquisition des données ;
(ii) la reconstruction de l’image. Ces deux processus sont représentés dans la figure 2.1.
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(a) Exemple d’une projection (b) Rétroprojection de 1 projection

(c) Rétroprojection de 2 projections
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(d) Rétroprojection de 3 projections

Figure 2.1 – Représentation des différentes étapes en tomographie. Figure 2.1a représente
une étape d’acquisition des données par la projection des deux formes de l’image sur
l’horizontale. Figures 2.1a à 2.1d représentent itérativement la rétroprojection des données.

Celle-ci présente les différentes étapes d’une reconstruction tomographie appliquée à une
image composée de deux disques.

L’acquisition met en jeu la rotation d’un capteur qui mesure des projections 1D
autour d’une zone du patient. Cette technique est notamment utilisée dans les scanners
à rayons X [Hou73]. Ces appareils envoient une série de rayons X à travers le patient
à différents angles. Les récepteurs situés de l’autre côté du sujet mesurent l’absorption
de ces rayons par les tissus organiques. Il est alors possible de déterminer le volume de
tissu traversé par ces rayons. La mesure suivant la direction horizontale, est représentée
dans la figure 2.1a. L’émetteur situé à gauche envoie des rayons en parallèle (d’autres cas
où les rayons sont émis en éventail ou en cône existent, mais ne sont pas traités ici) et
permet au capteur situé à droite de mesurer une empreinte des deux formes étudiées.

Une fois l’acquisition terminée, un traitement informatique permet de reconstruire
une coupe du patient. Ce traitement correspond à l’opération inverse. Une technique pour
reconstruire l’image consiste à rétroprojeter la valeur des projections dans le support à
reconstruire. Si l’on ne dispose pas de suffisamment de projections, alors l’ensemble des
solutions possibles peut être significativement grand (voire infini) et il est impossible de
déterminer une solution unique. Plusieurs itérations de l’opération de rétroprojection
sont représentées dans les figures 2.1a à 2.1c. Plus particulièrement, la figure 2.1b montre
que l’ensemble des solutions est infini lorsque l’on n’utilise qu’une projection. Plus on
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Figure 2.2 – Représentation d’une projection Rϕ[f ] de la fonction f suivant l’angle de
projection ϕ, et illustration de la reconstruction par le théorème de la tranche centrale
(TF désigne Transformation de Fourier).

utilise de projections, plus la dimension de l’espace des solutions se réduit. La figure 2.1c
montre cela en mettant en jeu une seconde projection. Pour finir, si suffisamment de
projections sont utilisées, on parvient à déterminer une unique solution (i.e.
l’image initiale). C’est le cas de la figure 2.1d dans laquelle trois projections sont utilisées.
Pour définir des codes à effacement, nous verrons des critères sur le nombre de projections
nécessaires afin de garantir l’unicité de la solution.

Transformation de Radon

En 1917, Radon a défini la théorie mathématique de sa transformation dans ses travaux
fondamentaux [Rad17]. La transformation de Radon R : f 7→ R est une application
permettant de calculer les projections 1D d’une fonction 2D f : R2 → C. Soit {Lϕ} =
{t = x cosϕ+ y sinϕ | t ∈ R} l’ensemble des droites de projections définies par un angle
ϕ. Une projection R : f 7→ r est l’ensemble des intégrales curvilignes de f le long des
droites de projection {Lϕ} :

Rϕ[f ] =
∫
Lϕ

f(x, y) d` , (2.1)

où d` correspond aux variations le long des droites de {L}. La figure 2.2 représente la
projection Rϕ[f ]. En particulier, une mesure de projection r[f ](ϕ, t) est définie telle que :

r[f ](ϕ, t) =
∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f(x, y)δ(t− x cosϕ− y sinϕ) dx dy , (2.2)
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Figure 2.3 – L’inversion de la transformée de Fourier rapide nécessite l’interpolation
de la grille polaire (ronds rouges) obtenue par le théorème de la tranche centrale, à la
grille cartésienne (carrés bleus).

où ϕ représente l’angle de projection, et |t|, la distance par rapport à l’origine. δ(·)
correspond à la distribution de Dirac. La mesure de projection r[f ](ϕ, t = τ) est
représentée dans la figure 2.2. Notons que la projection r[f ](ϕ, t) = r[f ](ϕ+ π,−t). Dans
ce formalisme, la transformée de Radon d’une fonction f est l’ensemble des projections
tel que :

{r[f ](ϕ, t) | ϕ ∈ [0, π[, t ∈ R} , (2.3)

La seconde étape en tomographie consiste à inverser l’opération précédente. Cette
opération consiste à déterminer f en tout point de l’espace, c’est à dire :

{f(x, y)|(x, y) inR2} , (2.4)

à partir de l’ensemble des projections. Radon [Rad17] a montré qu’il était possible
d’inverser l’opération décrite dans l’équation (2.2). Pour cela, le théorème de la tranche
centrale peut être utilisé. Ce théorème crée un lien entre la transformation de Fourier 1D
d’une projection, et la tranche orthogonale à la direction de projection de la transformée
de Fourier 2D de f . La figure 2.2 illustre la transformation d’une projection de Radon
en une tranche du domaine de Fourier. En utilisant l’ensemble des projections, il
est possible de construire entièrement le domaine de Fourier. Une transformation de
Fourier 2D inverse de ce domaine permet de reconstruire l’image f .
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Cependant, la principale limitation de cette méthode réside dans la nécessité d’inter-
poler la grille polaire à la grille cartésienne dans le domaine de Fourier. La figure 2.3
illustre ce problème dans lequel il faut faire correspondre les éléments du repère polaire
(ronds rouges) aux éléments du repère cartésien (carrés bleus). Bien que des méthodes
efficaces existent pour répondre à ce problème [Ave+06], nous verrons dans la suite
de nos travaux, des méthodes qui ne nécessitent pas d’interpolation. Pour résumer, la
reconstruction suit les étapes suivantes :

1. calculer les transformées de Fourier 1D de chaque projection afin de remplir la
grille polaire ;

2. interpoler la grille polaire sur la grille cartésienne ;

3. calculer la transformation de Fourier 2D inverse pour obtenir une version échan-
tillonnée de f .

Il existe trois raisons pour lesquelles la reconstruction par la transformation de Radon
est un problème mal posé, au sens défini par Hadamard [Had02] : (i) la solution ne
peut être retrouvée puisque les mesures réalisées lors de l’acquisition intègrent du bruit
dans les données ; (ii) il n’est de plus pas possible de garantir l’unicité de la solution
puisque l’acquisition mesure un nombre fini de projections ; (iii) les données mesurées
correspondent à un échantillon de l’image, caractérisé par la distance des capteurs (dans
le cas d’une étude géométrique parallèle). Enfin, une petite erreur d’acquisition entraîne
de fortes variations des résultats.

Dans ce chapitre, nous présenterons des versions exactes et discrètes de la transfor-
mation de Radon. Ces versions exactes reposent sur un échantillonnage optimal, ce qui
permet de ne pas avoir à réaliser d’interpolation lors de la reconstruction. L’échantillon-
nage est optimal lorsque les projections couvrent uniformément l’ensemble des éléments
de l’image. Pour définir ces versions discrètes, nous allons avoir besoin de notions de
géométrie discrète, que nous tacherons de définir dans la prochaine section.

2.1.2 Quelques bases de la géométrie discrète

Le procédé permettant de transformer des éléments continus en éléments discrets est
appelé discrétisation (ou numérisation). Il est ainsi possible de transformer une fonction
continue f : R2 → R en une fonction discrète f : Z2 → Z. Nous allons définir ici les notions
de géométrie discrète nécessaires pour comprendre la discrétisation de la transformation
de Radon. Nous étudierons dans un premier temps les aspects topologiques qui nous
permettront de comprendre la représentation discrète de l’image à reconstruire. Par la
suite, nous verrons quelques objets relevant de la géométrie discrète, comme les angles et
les droites, qui nous permettront de définir les droites de projection. Ces notions sont
extraites du livre de Coeurjolly et al. [CMC07a].
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Figure 2.4 – Représentation des trois pavages réguliers possibles sur Z2 (carré, triangle,
hexagone). Le maillage de chaque pavage est représenté en gris clair. En particulier, le
maillage du pavage carré est carré. L’ensemble des voisins d’une cellule (gris foncé) est
également représenté (en gris). Extrait de [CMC07a]

Notions topologiques : pavage et connexité dans le domaine discret

Un espace discret Zn est une décomposition du plan de dimension n ≥ 2 en cellules, et
l’ensemble de ces cellules forment un pavage. Une cellule peut être représentée par son
centre de gravité, que l’on appelle point discret, et l’ensemble des points discrets d’un
pavage forme un maillage. Par la suite, on travaillera sur des pavages vérifiant les trois
propriétés suivantes :

1. pavages réguliers : les cellules correspondent à des formes régulières (i.e. des poly-
gones dont tous les côtés et tous les angles sont égaux) et dont les sommets sont
en contact avec un nombre fini de sommets appartenant à d’autres cellules (ce qui
remplit l’espace sans recouvrement) ;

2. de dimension 2, c’est-à-dire que l’image correspond à une partie de Z2 (par la suite,
on pourra utiliser le terme pixel pour désigner les cellules) ;

3. dont les cellules sont facilement adressables. Pour cela on utilisera un pavage carré
afin d’adresser directement les éléments par un couple de coordonnées (x, y) (le
maillage d’un pavage carré fournit une base orthonormée contrairement au maillage
d’un pavage triangulaire ou hexagonal).

Par la suite, nous utiliserons un pavage carré semblable à celui représenté dans la figure 2.4.
Plus précisément, on considérera une image numérique comme l’application f : E → F , où
E ⊂ R2 correspond au domaine de définition de l’image, et F correspond à l’ensemble des
couleurs des pixels. Nous considérerons en général que E = Z2, c’est-à-dire correspondant
à un pavage carré. Le contenu des pixels dépend de la nature de l’image1. Dans le cas
général, on considère f : Z2 → R.

1Dans le cas d’une image binaire, l’ensemble F = {0, 1}. Dans le cas d’une image dont les couleurs
sont encodées par RGB, l’ensemble F correspond à {0, 255}3.
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Figure 2.5 – Représentation des différents angles discrets (p, q) qui composent la suite
de Farey F3. Cette suite permet de définir l’ensemble des angles possibles dans [0, π4 ]
pour un pavage (3× 3).

Les notions topologiques dans le domaine discret sont définies à partir de la notion
de voisinage et de connexité [Ros70 ; Ros79]. Soient P et Q, deux points définis par leurs
coordonnées (x, y) dans un pavage carré. P et Q sont deux points voisins si une et une
seule de leurs coordonnées diffère d’une unité. En particulier, le point P possède quatre
voisins qui correspondent aux points de coordonnées (x−1, y), (x+1, y), (x, y−1), (x, y+1).
Dans ce cas, on parle de 4-connexité. La notion de la connexité permet de définir un
chemin comme une suite de points de telle manière que deux points consécutifs de ce
chemin soient voisins.

Pour finir, on définit une composante connexe comme étant un ensemble maximal
S de points discrets tel que pour tout couple de points (P,Q) de S, il existe un chemin
reliant P à Q dont tous les points appartiennent à S.

Angle discret et droite discrète

Nous allons à présent introduire les représentations discrètes des angles et des droites.
Dans cette section, on cherche à déterminer les points d’intersection entre le maillage
défini par les points d’un ensemble discret de taille (N ×N), et une droite d’équation
y = ax+ b. Pour que cette intersection ne soit pas vide, il est nécessaire que la pente de
la droite soit de la forme :

0 ≤ q

p
≤ 1 , (2.5)

avec p, q ∈ Z et où p et q sont des entiers premiers entre eux, vérifiant q ≤ p ≤ N .
L’ensemble des pentes des droites possibles défini par l’équation (2.5) sur [0, π4 ] forment
une suite de Farey d’ordre N , notée FN [Fra24]. Les autres droites sont obtenues par
symétrie. Une suite de Farey FN est l’ensemble des fractions irréductibles comprises entre
0 et 1, ordonnées de manière croissante et dont le dénominateur n’est pas plus grand
que N . Chaque fraction d’une suite de Farey correspond à un vecteur [p, q] de Z2. En
particulier, Minkowski a montré que si l’on considère deux vecteurs de Farey consécutifs
de FN , alors il ne peut y avoir de point dans le parallélogramme formé par ces deux
vecteurs [Min68]. Par exemple, la suite de Farey d’ordre 3 permet d’obtenir l’ensemble
des pentes possibles pour un pavage de (3× 3), et correspond à :
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Figure 2.6 – Exemple de deux représentations d’une image discrète (2 × 2) par un
ensemble allant de quatre à six valeurs de projection, calculées suivant les directions
(p, q) = {(0, 1), (1, 1), (0, 1), (−1, 1)}. Ces valeurs de projections correspondent à la somme
des valeurs des pixels (représentées par les lettre {a, b, c, d}) traversés par la droite de
projection.

F3 =
{0

1 ,
1
3 ,

1
2 ,

2
3 ,

1
1

}
. (2.6)

La figure 2.5 représente de manière géométrique les droites issues des pentes générées
par F3 dans un pavage carré de taille (3×3). Visuellement, une direction (p, q) correspond
à la droite reliant le point d’origine avec le point obtenu par un décalage horizontal de p,
et par un décalage vertical de q.

Dans la suite de nos travaux, nous utiliserons le terme direction discrète pour désigner
le couple d’entier (p, q) ∈ Z2, premiers entre eux, correspondant à la direction de la droite
de pente q

p . Quant aux angles discrets, ils seront nécessaires pour définir les versions
discrètes de la transformation de Radon (sections 2.2 et 2.3).

2.1.3 Méthode algébrique de reconstruction d’une image discrète

Nous allons dans cette section utiliser une approche algébrique afin d’introduire le
processus de reconstruction d’une image discrète, à partir d’un ensemble de projections
obtenues à différents angles discrets. La figure 2.6 représente une image discrète composée
de quatre pixels identifiés par leurs valeurs {a, b, c, d}. Dans cet exemple, les valeurs des
projections correspondent à la somme des valeurs des pixels traversés par les droites de
projections. Deux questions se posent alors : (i) est-il possible de déterminer de manière
unique la solution du problème ? (ii) quelle méthode utiliser pour reconstruire cette
solution efficacement ?

Ce problème peut être vu comme un problème d’algèbre linéaire. Dans cette représen-
tation, les pixels de l’image forment les inconnues à reconstruire tandis que les projections
correspondent aux équations linéaires. Dans l’exemple proposé de la figure 2.6a, on sou-
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haite représenter l’image par ses projections verticales et horizontales. Posons le problème
sous la forme d’un système d’équations linéaires à 4 équations et 4 inconnues, auxquelles
on affecte des valeurs aux projections :

a+ b = 5
c+ d = 5
a+ c = 4
b+ d = 6

 . (2.7)

On peut écrire ce système d’équations linéaires sous la forme matricielle : Ax = y, où
A est la matrice de projection de taille 4× 4, x est un vecteur colonne à quatre inconnues
et y contient les valeurs des projections. Cela correspond à la multiplication matricielle
suivante : 

1 1 0 0
0 0 1 1
1 0 1 0
0 1 0 1



a
b
c
d

 =


5
5
4
6

 . (2.8)

Dans cet exemple, la matrice A n’est pas inversible (son déterminant est nul). Seule-
ment trois équations du système sur quatre sont indépendantes. En effet, la somme de la
première équation avec la deuxième est égale à la somme de la troisième avec la quatrième.
En conséquence, la reconstruction depuis ces projections fournit une infinité de solutions,
tant que la valeur d’un pixel n’est pas connue. Autrement dit, l’ensemble des projections
mesurées n’est pas suffisant pour déterminer de manière unique une solution. En revanche,
un ensemble de projections suffisant est représenté dans la figure 2.6b. Dans cet exemple,
on rajoute deux nouvelles mesures suivant les directions des diagonales. En conséquence,
on obtient un système surdéterminé que l’on peut représenter sous forme matricielle :



1 1 0 0
0 0 1 1
1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 0 1
0 1 1 0




a
b
c
d

 =



5
5
4
6
3
7


. (2.9)

Le système comporte à présent 4 inconnues pour 6 équations. On est capable de
déterminer de manière unique une solution de reconstruction à travers la méthode
suivante :

Ax = y, (2.10)
AᵀAx = Aᵀy, (2.11)

x = [AᵀA]−1Aᵀy, (2.12)
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ce qui donne (a = 1, b = 4, c = 3, d = 2). Bien que cette méthode fonctionne, elle n’est pas
efficace. En effet, pour déterminer l’unicité de la solution, il faut calculer le déterminant
de la matrice [AᵀA] puis inverser cette matrice, en utilisant par exemple la méthode de
Gauss-Jordan. Une autre méthode consiste à utiliser la décomposition LU, qui consiste
à décomposer A en deux matrices triangulaires L et U afin de faciliter les calculs par
rapport à la méthode de Gauss-Jordan. Puisque A = LU , detA = detL detU , ce qui
est simple à déterminer dans le cas des matrices diagonales. La complexité de calcul du
déterminant est cubique. Une fois la matrix A décomposée, il est possible de résoudre
équation (2.11) en O(n2) opérations, pour une matrice carrée de taille n. Ces calculs
peuvent devenir coûteux lorsque la taille des images augmentent.

Dans cette section, deux critères d’efficacité ont donc été mis en avant : (i) la
détermination efficace d’un critère de reconstruction (nous avons vu que le calcul du
déterminant est coûteux) ; (ii) la méthode d’inversion doit avoir une complexité faible
(i.e. meilleure que quadratique). Dans la suite de ce chapitre, nous détaillerons deux
méthodes conçues à partir d’une approche par géométrie discrète. Il s’agit de versions
discrètes et exactes de la transformation de Radon : la FRT et la transformation Mojette
(respectivement étudiées dans les sections 2.2 et 2.3). Plus particulièrement, l’approche
par géométrie discrète nous permettra de définir pour ces deux méthodes, des critères de
reconstruction efficaces, ainsi que des algorithmes de reconstruction de faible complexité.

2.2 Code MDS par transformation de Radon finie

Nous avons vu dans la section précédente que la transformation de Radon continue
constitue une application mathématique qui possède une opération inverse. Cependant,
puisque nous allons traiter des données numériques, il est nécessaire de définir une version
discrète de cette application.

Cette section présente la FRT qui est une version discrète et exacte de la transformation
de Radon définie par Matúš et Flusser [MF93]. La particularité de cette transformation
est de considérer une géométrie périodique, caractérisée par la taille du support. Matúš
et Flusser ont montré que cette propriété permet de construire un nombre fini de
projections. Le calcul de ces projections, ainsi que la méthode de reconstruction de
l’image, seront les sujets d’étude de la section 2.2.1. La section 2.2.2 permettra de
définir les fantômes, qui sont des éléments du noyau de la transformée [Kat78]. Les
fantômes ne sont pas spécifiques à la FRT, aussi nous les réutiliserons par la suite
pour la transformation Mojette (section 2.3), et pour le calcul de nouvelles projections
(chapitre 6). Chandra et al. ont proposé un algorithme qui permet de supprimer ces
fantômes afin de reconstruire la donnée [CS08 ; Cha+12]. Nous étudierons cet algorithme
afin de concevoir un code à effacement. Dans cette section, la présentation des codes
basés sur la FRT repose sur les travaux de Normand et al. [Nor+10]. En particulier, ces
travaux proposent une mise en œuvre de la FRT qui fournit un code à effacement MDS.
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Figure 2.7 – Représentation géométrique des mesures de projection FRT m = 2. La
mesure surlignée (en noir), d’index t = 0, correspond à la somme des éléments sur la
droite y ≡ 2x (mod 5) (i.e. p = 5,m = 2, t = 0). On observe que l’ensemble des mesures
d’une projection traverse chaque pixel de l’image une seule fois. Cette figure est adaptée
de [CSG08].

2.2.1 Transformation de Radon finie

Dans cette première section dédiée à la FRT, nous présenterons tout d’abord la définition
de la transformation, puis nous nous intéresserons à la méthode de reconstruction de la
grille à partir de la transformée, tel que le décrit Matúš et Flusser [MF93].

Transformation de Radon finie directe

La transformation de Radon finie, pour Finite Radon Transform (FRT), est une version
discrète, exacte et périodique de la transformation de Radon continue, définie mathéma-
tiquement par Matúš et Flusser [MF93]. Considérons une fonction discrète f : Z2 → R,
correspondant à une grille carrée de paramètre p ∈ N, où p est premier. Les valeurs de
projections [Rf ](m, t) sont définies ainsi :

[Rf ](m, t) =
p−1∑
x=0

p−1∑
y=0

f(x, (mx+ t) (mod p)), (2.13)

[Rf ](p, t) =
p−1∑
x=0

p−1∑
y=0

f(t, y), (2.14)

avec x, y,m, y ∈ Zp. La variable t correspond à l’index de l’élément dans la projection.
De manière géométrique, elle correspond à la valeur de translation de la projection
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Figure 2.8 – Représentation de la FRT et de sa rétroprojection. (a) on applique la
FRT sur une image carrée de paramètre p = 3. Les valeurs des pixels sont symboliques :
{a, b, . . . , i}. (b) correspond à la transformée, c’est-à-dire aux p + 1 = 4 projections.
Un exemple de mesure est ici représenté par les valeurs encerclées. Il s’agit du calcul
de FRT pour t = 0 et m = 2 (i.e. la pente vaut deux). La juxtaposition des lettres
indique leur somme. Par exemple, afh correspond à la somme a+ f + h. (c) représente
la rétroprojection f ′. On remarque que chaque élément est composé de Isum et de p fois
la valeur initiale du pixel.

suivant l’axe des y. Quant à m, elle représente la pente de la droite de projection. Notons
que l’équation (2.13) qui calcule les n premières projections, contient un opérateur
modulo permettant de rendre les droites de projection périodiques, de période p. Quand
à l’équation (2.14), elle calcule la (p + 1)-ème projection qui correspond à la somme
des éléments de la grille suivant l’horizontale. Dans le domaine de Radon, chacune des
(p+ 1) projections indexées par m contient p valeurs correspondant à un décalage de t
suivant l’axe des y. La figure 2.7, page 53 représente l’une de ces mesures pour la droite
d’équation y ≡ 2x (mod 5) sur un pavage carré défini par p = 5, avec t = 0. Dans le cas
général, ces droites de projection ont pour équation :

y ≡ mx+ t (mod p) . (2.15)

Matúš et Flusser [MF93] ont montré que les (p + 1) projections définies aux
équations (2.13) et (2.14) permettent d’échantillonner parfaitement l’image. En effet
puisque p est premier, les mesures d’une projection parcourent l’ensemble des pixels une
et une seule fois. La figure 2.8 illustre cela pour les 5 mesures de la projection m = 2. En
conséquence, la somme des valeurs d’une projection correspond à la somme des pixels de
l’image. Cette valeur, notée Isum sera utilisée dans la suite.

La figure 2.8 montre la FRT d’une image (3× 3) dans laquelle la valeur des pixels
correspond à des lettres. En particulier, les pixels en jeu dans le calcul de la mesure
[Rf ](m = 2, t = 0) sont encerclés. Pour l’inversion, il est nécessaire d’avoir (p + 1)
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projections afin de pouvoir reconstruire une image (p× p) [MF93]. Dans la suite, nous
détaillons une méthode de reconstruction de l’image algébrique.

Reconstruction de l’image par FRT inverse

La méthode de FRT inverse permet de retrouver l’image initiale à partir des données de
projections. Chaque paire de pixels distincts n’apparaît que dans une mesure de projection
puisque p est premier. Par exemple a et h n’apparaissent que dans la combinaison a+f+h.
En conséquence, la somme de toutes les mesures issues d’un pixel contient : (i) p + 1
fois ce pixel (p+ 1 étant le nombre de directions distinctes, donc le nombre de mesures
qui contiennent ce pixel) ; (ii) et une fois et une seule chacun des autres pixels de
l’image. Matúš et Flusser [MF93] proposent une méthode d’inversion basée sur le
fait que l’opérateur FRT est son propre dual. Dans ce cas, l’inversion implique de
réaliser une rétroprojection. Cette opération consiste à appliquer l’opérateur FRT sur
la transformée [Rf ](m, t), le long des droites de projection Lm′,t d’angle m′ = p −m
(i.e. opposé à m). On obtient une image f ′ dont chaque valeur des pixels correspond
à f ′(x, y) = (f(x, y) × p) + Isum, où f(x, y) est la valeur d’origine de l’élément (x, y),
et Isum correspond à la somme de tous les pixels de l’image. Une représentation de la
rétroprojection f ′ est donnée dans la partie droite de la figure 2.8. L’image initiale f est
alors retrouvée en filtrant l’image de rétroprojection par la soustraction des valeurs de ses
pixels par Isum, puis par la division par p. L’équation correspondante à cette opération
inverse est la suivant :

f(x, y) = 1
p

(
f ′(x, y)− Isum

)
, (2.16)

= 1
p

∑
Lm′,t

[Rf ](m′, t) + [Rf ](p, x)− Isum

 . (2.17)

Bien que simple à mettre en œuvre, cette méthode n’est pas efficace puisque sa
complexité algorithmique est O(p3). Matúš et Flusser [MF93] ont cependant démontré
que la FRT conserve toutes les propriétés de la transformation continue de Radon.
En particulier, ils définissent mathématiquement une version discrète du théorème de
la tranche centrale. Comme vu précédemment dans le domaine continu, ce théorème
permet de faire le lien entre la transformation de Fourier 1D d’une projection, et la
tranche orthogonale dans le domaine de Fourier de f . La différence principale avec la
transformation de Radon continue est que l’échantillonnage optimal de la FRT permet
de recouvrir entièrement le domaine de Fourier sans avoir besoin d’interpolation. La
reconstruction consiste alors à (i) calculer la transformée 1D de Fourier pour chaque
projection afin de remplir l’espace de Fourier ; (ii) calculer la transformée de Fourier
2D inverse pour obtenir l’image. Il est ainsi possible de réduire la complexité à celle de la
FFT, i.e. O(p2 log2 p) [KS06]. Chandra et Svalbe [CS14] ont proposé une extension
de cette méthode, basée sur la transformation de Fourier modulaire. Cette méthode
permet de remplacer une racine complexe de l’unité par une racine entière de l’unité.
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2.2.2 Représentation partielle et fantôme discret

Les travaux de Matúš et Flusser [MF93] ont montré que les (p+ 1) projections sont
nécessaires pour déterminer de manière unique la solution du problème de reconstruction.
En conséquence, une représentation partielle correspond au cas où l’ensemble de projec-
tions n’est pas suffisant pour reconstruire l’image de manière unique. Dans cette situation,
le problème de reconstruction devient sous-déterminé et possède soit plusieurs solutions,
soit aucune. Pour comprendre cette situation, nous nous intéresserons à l’espace nul qui
correspond au noyau de l’opérateur. Plus particulièrement, nous étudierons les fantômes
qui correspondent aux éléments de cet espace nul.

Introduction aux fantômes

Dans le domaine continu, Bracewell et Roberts [BR54] définissent le concept de
distribution invisible, qui fait référence au terme fantôme, utilisé plus tard par Cornwell
[Cor82] dans le cas de la transformation de Radon. D’une manière générale, on définit
un fantôme comme une fonction g : R2 → R telle que [Bra56] :

∫
L
g(x, y)d` = 0 . (2.18)

Les fantômes correspondent ainsi à des éléments dont la somme vaut 0 suivant la direction
de projection L2. De manière analogue, ils correspondent à des éléments de l’image générés
dès lors que des projections manquent. Dans la pratique, puisque la transformation de
Radon continue est un problème mal posé, il existe toujours des projections manquantes
(à cause de l’échantillonnage dû à la nature des capteurs). En conséquence, les fantômes
empêchent l’aboutissement du processus de reconstruction vers une solution unique. De
par sa définition, un fantôme correspond à une distribution de la valeur de projection
manquante sur les pixels de l’image, selon un motif particulier.

Dans le domaine discret, on définit l’espace nul FRT comme étant le noyau de
l’opérateur FRT [R], c’est-à-dire, l’ensemble des éléments de l’image tel que leur projection
suivant une pente m vaut 0 :

ker(R) =
{
g : Z2

p → R | [Rg](m, t) = 0
}
. (2.19)

Les fantômes ont un rôle essentiel dans la compréhension des transformées et dans
l’élaboration des méthodes de reconstruction à partir d’une représentation partielle. Nous
nous intéresserons plus particulièrement aux travaux de Chandra et al. [CSG08] qui
étudient la structure des fantômes afin de comprendre comment ils se superposent sur
l’image. Nous verrons par la suite une méthode pour supprimer les fantômes de l’image
et ainsi reconstruire sa valeur initiale.
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Figure 2.9 – Représentation des distributions circulantes des fantômes a, b, c générés
par l’effacement respectif des projections m = 1, 3, 4. Les grilles de gauche correspondent
à la superposition des fantômes sur une image (5 × 5) après reconstruction depuis les
projections FRT de droite. Chaque étape correspond à un nouvel effacement, représenté
par une ligne colorée. Figure inspirée de Chandra et al. [CSG08].

Structure des fantômes et distribution sur l’image

Par définition, l’effacement d’une projection FRT entraîne la création d’un fantôme
dans l’image. Afin de déterminer des méthodes de reconstruction de l’image en cas de
perte de projections, il est nécessaire d’en déterminer la structure. Soit une projection
a = {a0, . . . , ap−1} d’index ma de l’espace de Radon [Rf ]. Chandra et al. [CSG08]
ont montré que la reconstruction de l’image à partir d’un domaine de Radon partiel
(où la projection a est manquante) entraîne une distribution circulaire des valeurs de a
sur l’image. La figure 2.9 montre la distribution des valeurs du fantôme dans une image
(5× 5) lorsque la représentation de l’image par les projections est partielle. Dans cette
figure, la première représentation correspond à la situation où la projection m = 1 est
manquante. Dans ce cas, on remarque que les valeurs de la projection a se superposent à
l’image, avec un décalage circulaire de ma sur chaque ligne de l’image.

Chandra et al. [Cha+12] ont par la suite démontré que cette structure est caractérisée
par une matrice circulante. Plus particulièrement, chaque projection manquante entraîne
la génération d’une nouvelle distribution de fantômes dont les décalages sont caractérisés
par l’index de cette projection. Ainsi, lorsque plusieurs projections manquent dans le
domaine de Radon, l’image contient une superposition de ces distributions. La figure 2.9

2le nom "fantôme" fait référence au fait que ces éléments sont invisibles dans l’espace de Radon
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montre le cas où deux puis trois projections sont manquantes. Dans la suite, nous nous
intéresserons aux méthodes de résolution qui permettent de supprimer ces fantômes afin
de reconstruire l’image à partir d’un espace de Radon partiel.

Reconstruire l’information manquante

Plusieurs algorithmes ont été proposés pour reconstruire l’image à partir d’une représen-
tation partielle [CSG08 ; Nor+10]. La première méthode de reconstruction proposée par
Chandra et al. [CSG08] consiste à supprimer les fantômes dans l’image afin de retrouver
la valeur initiale. Cette méthode nécessite de connaître a priori une partie de l’image.
Chandra et al. [CSG08] proposent de calibrer une zone de r lignes de l’image à zéro
afin de pouvoir isoler la valeur des fantômes dans cette zone lors de la reconstruction. Il
est ainsi possible de supporter la perte de r projections.

Dans le cas où une seule projection manque, la valeur de ses éléments est alors
directement lisible sur chaque ligne de redondance. Il faut cependant considérer le décalage
circulaire dû à la structure circulaire de la distribution des fantômes. Ce décalage est
caractérisé par ma et l’index de la ligne, comme le montre la première représentation
de la figure 2.9. Lorsque plusieurs projections manquent, le processus de reconstruction
proposé par Chandra et al. [CSG08] se complique. Il met en jeu trois opérations pour
la détermination d’une projection : (i) un décalage cyclique sur chaque ligne afin de
synchroniser le premier élément a0 des fantômes sur le premier pixel de chaque ligne ;
(ii) la soustraction des lignes afin d’enlever la contribution du fantôme dans ces lignes
de redondance ; (iii) une intégration des valeurs obtenues afin de supprimer le décalage
généré par la soustraction précédente. Pour le lecteur qui souhaite plus d’informations sur
cette méthode, toutes les étapes sont clairement indiquées dans les travaux de Chandra
et al. [CSG08].

2.2.3 Code à effacement par transformation de Radon finie

Cette section décrit à présent comment utiliser la FRT comme un code à effacement.
Plusieurs travaux ont été réalisés pour définir ce code sous une forme systématique, et
non systématique [Nor+10 ; Par+12 ; Per+12].

Forme non-systématique

La figure 2.10 représente la mise en œuvre de la FRT en non-systématique. Dans l’objectif
d’obtenir un espace de Radon de même taille que l’image, on impose une contrainte de
conception qui consiste à faire correspondre la dernière colonne à une colonne de parité.
Cela entraîne deux conséquences : (i) la dernière projection est nulle de part la parité
horizontale ; (ii) la dernière colonne du domaine transformé correspond également à un
colonne de parité. En conséquence, il n’est alors pas nécessaire de garder ces informations.

Le code non-systématique est alors conçu de la manière suivante. La donnée est
rassemblée dans une zone de taille k × (p− 1). On représente r lignes (imaginaires dans
l’implémentation) contenant des valeurs nulles. La colonne de parité permet de limiter
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Figure 2.10 – Représentation de la mise en œuvre du code à effacement non-systématique
basé sur la FRT. La colonne de parité correspond à une contrainte pour concevoir un
code MDS. Les données encodées correspondent aux p projections de l’espace de Radon.
Figure inspirée depuis [Nor+10].

notre représentation de l’image avec p projections, qui correspondent à l’ensemble des
données encodées dans ce formalisme.

Lorsque des effacements surviennent sur ces données encodées, cela se traduit par la
suppression de certaines projections. Comme expliqué précédemment, la reconstruction
de l’image par cette représentation partielle va générer des fantômes sur l’ensemble
de l’image. En particulier, la valeur de ces fantômes est contenue dans les r lignes de
redondance (puisqu’elles contenaient uniquement des valeurs nulles précédemment). Si
le nombre d’effacement est au plus r, on peut utiliser une technique de suppression des
fantômes, telle que celle décrite précédemment, pour reconstruire la zone de k × (p− 1)
éléments de données.

Forme systématique

La mise en œuvre du code systématique est illustrée dans la figure 2.11. Le principe de
cette mise en œuvre est d’intégrer les k lignes de données dans l’ensemble des p lignes
encodées. La construction de cette version du code est semblable à ce que l’on a vu
précédemment. La différence réside dans la zone de redondance. Il est nécessaire de
définir r lignes de redondance de telle sorte que r projections contigües soient nulles. En
conséquence, l’image devient un fantôme pour les projection. Puisque l’opérateur FRT
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Figure 2.11 – Représentation de la mise en œuvre du code à effacement systématique
basé sur la FRT. Les données encodées correspondent aux k lignes de données auxquelles
on ajoute r lignes de redondance.

est son propre dual, cette opération correspond à générer des fantômes dans l’image. Une
méthode pour déterminer la valeur de ces fantômes correspond à supprimer r fantômes
dans le domaine de Radon. On peut utiliser la technique de suppression proposée par
Chandra et al. [CSG08] par exemple.

Quand des effacements suppriment des lignes de données, des fantômes sont générés
parmi les projections. On utilise alors le même algorithme que précédemment pour
retrouver la valeur des données.

2.2.4 Relations avec d’autres codes MDS

La FRT possède des liens avec certains codes MDS. Normand et al. [Nor+10] ont
montré que l’opérateur FRT peut être représenté sous la forme d’une matrice de Van-
dermonde. Cette représentation est également utilisée pour définir les codes de Reed-
Solomon [RS60]. Quant aux Array codes, nous verrons qu’au delà de partager une
approche géométrique, ils représentent un cas particulier de la FRT.

Relation algébrique avec les codes de Reed-Solomon

Les travaux de Normand et al. [Nor+10] offrent une représentation polynomiale de
l’image f et de l’opérateur FRT. Plus précisément, l’image est représentée un vecteur de
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p polynômes, où chaque polynôme P (x) de degré p représente une ligne. On note f le
vecteur polynomial représentant l’image, défini tel que :

fᵀ = (P0, . . . , Pp−1) , (2.20)

avec Pi(x) = f(0, i)x0 + · · ·+ f(p− 1, i)xp−1, et fᵀ correspond à la transposée de f .
Le support étant périodique de période p, on a (p, p) = (0, 0). Cela signifie que pour

chaque projection xp ≡ x0. En conséquence, les polynômes Pi | i ∈ Zp sont définis
(mod xp − 1). Dans cette représentation, la multiplication d’un polynôme par x est
équivalent à un décalage cyclique de la ligne associée. En particulier, l’opérateur FRT
Rm correspond à une application qui somme les éléments de l’image après avoir appliqué
des décalages circulaires ml sur chaque ligne l. On définit alors l’opérateur ainsi :

Rm(x) = P0(x) + x−mP1(x) + · · ·+ x−(p−1)mPp−1(x) , (2.21)

avec m ∈ {0, . . . , p− 1}. Il est possible de poser ce problème sous une forme matricielle :

Rm(f) =


1 1 · · · 1
1 x−1 · · · x−(p−1)

...
... . . . ...

1 x−(p−1) · · · x−(p−1)2

×

P0(x)
P1(x)

...
Pp−1(x)

 , (2.22)

avec m ∈ Zp (voir équation (2.13)). Les coefficients de Rm correspondent aux coefficients
d’une matrice de Vandermonde R = V (x−0, . . . , x−(p−1)). Toute sous matrice d’une
matrice de Vandermonde est inversible. En conséquence, on est capable de reconstruire
r lignes manquantes en inversant la matrice dont les coefficients correspondent à ces lignes.
Normand et al. [Nor+10] proposent d’inverser la matrice en utilisant la décomposition
LU [Tur66].

Bilan de la FRT

Nous avons vu que la FRT correspond à une version discrète, exacte et périodique de la
transformation de Radon continue. Cette propriété lui permet de fournir un code MDS
en se basant sur une contrainte de construction mettant en jeu une colonne de parité, et
un calibrage des données correspondant à des lignes de redondance. En particulier, nous
avons vu deux algorithmes de reconstruction efficaces : (i) en utilisant la FFT depuis
le théorème de tranche centrale ; (ii) par la méthode de suppression des fantômes. Ces
méthodes ont ainsi permis de déterminer deux versions de code à effacement selon une
construction systématique et non-systématique.

Dès lors, la FRT peut tout à fait être mise en œuvre dans un contexte de transmission
et de stockage de l’information. Dans ce contexte, la propriété MDS du code à effacement
par FRT permet de générer une quantité minimum de redondance pour fournir une
certaine tolérance à l’effacement. Dans une autre mesure, l’efficacité des algorithmes
proposés permettent une implémentation performante des opérations d’encodage et de
décodage.
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2.3 Code à effacement par transformation Mojette

Dans cette section, nous allons nous intéresser à un code à effacement basé sur la
transformation Mojette. Tout comme la FRT, cette transformation correspond à une
version discrète et exacte de la transformation de Radon continue définie dans Radon
[Rad17]. Elle a été proposée pour la première fois par Guédon et al. [GBB95] dans le
contexte du traitement et du codage psychovisuel. Depuis, cette transformation a été
utilisée dans de nombreuses applications liées à l’imagerie numérique (codage, transmission,
tatouage). Dans cette thèse, nous proposons de l’utiliser comme code à effacement pour
le stockage et la transmission d’information.

Nous décrirons en section 2.3.1 la méthode de calcul des projections Mojette, qui
se distinguent des projections FRT par leur géométrie apériodique. Nous verrons que
ces projections peuvent fournir une représentation redondante de l’image, nécessaire
pour tolérer des effacements. La section 2.3.2 présentera le critère défini par Katz
[Kat78] permettant de garantir l’unicité de la solution de reconstruction d’une image
rectangulaire, et nous verrons que ce critère est nécessaire pour définir la capacité de
reconstruction du code à effacement. La méthode de reconstruction de Normand et al.
[NKÉ06] sera également étudiée, et sera utilisée dans le processus de décodage afin de
reconstruire l’information. Après cette présentation de la transformation Mojette, nous
verrons comment ces éléments permettent de concevoir un code à effacement dans la
section 2.3.3.

2.3.1 Transformation Dirac-Mojette directe

La transformation Mojette est une opération linéaire définie par Guédon et al. [GBB95]
qui calcule un ensemble de I projections à partir d’une image discrète f : Z2 7→ R. Bien
que cette image discrète peut avoir n’importe quelle forme, nous considèrerons dans la
suite une image rectangulaire, composée de P ×Q pixels. Une projection MojetteM est
un ensemble d’éléments appelés bins, qui est définie par une direction de projection (p, q),
avec p, q ∈ Z premiers entre eux (comme expliqué en section 2.1.2). La transformée Dirac-
Mojette M [f ] est définie par Guédon et al. [GBB95] comme l’ensemble de projections
suivant :

M{b,pi,qi} [f ] =
Q−1∑
k=0

P−1∑
l=0

f (k, l) ∆ (b− lpi + kqi) , (2.23)

où ∆(·) vaut 1 si b = lpi − kqi et 0 sinon. Le paramètre b correspond à l’index du bin
de la projection d’angle (pi, qi). Plus précisément, équation (2.23) signifie que la valeur
des bins de la projection suivant la direction (pi, qi) résulte de la somme des pixels situés
sur la droite discrète d’équation b = −kqi + lpi. Comme on peut l’observer, l’opération
modulaire que l’on avait utilisée dans l’équation (2.13) de la FRT, n’est pas utilisée ici.
Cette propriété apériodique distingue les deux transformations.

La figure 2.12 représente la transformée Mojette sur F2 d’une grille discrète (3× 3)
composée d’éléments binaires. Le traitement transforme une image 2D en un ensemble de
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Figure 2.12 – Représentation de la transformée Mojette dans F2. On considère une
grille d’image P ×Q = 3× 3 sur laquelle nous calculons 4 projections dont les directions
(pi, qi) sont comprises dans l’ensemble {(−1, 1), (0, 1), (1, 1), (2, 1)}. La base utilisée est
représentée par les deux vecteurs unitaires ~u et ~v.

I = 4 projections dont les valeurs des directions sont comprises dans l’ensemble suivant :
{(−1, 1), (0, 1), (1, 1), (2, 1)}. Dans l’objectif de simplifier la représentation de cet exemple
et des suivants, nous avons choisi le corps F2, dont l’addition, noté ⊕, correspond à un
OU exclusif. Cependant, on peut considérer n’importe quel groupe abélien.

Dans l’exemple de la projection de direction (p = 0, q = 1), chaque bin résulte de
l’addition des pixels de la grille suivant la direction verticale. Par exemple, le premier
bin, situé tout à droite de la projection, vaut 1⊕ 0⊕ 1 = 0. Les autres projections ont la
particularité d’avoir une pente non nulle. Par exemple, la valeur des bins des projections
d’angles (−1, 1) et (1, 1) correspond à la somme des pixels suivant les diagonales. En
particulier, on remarque que les bins situés aux extrémités des ces projections sont
entièrement définis par un seul pixel. Cette remarque sera nécessaire afin de comprendre
comment s’applique l’algorithme de reconstruction de Normand et al. [NKÉ06] que l’on
détaillera dans la prochaine section. Du point de vue de la complexité, puisqu’il faut O(I)
opérations par pixel et que chaque pixel est parcouru, la complexité de la transformation
Mojette vaut O(PQI). Normand et al. [Nor+96] précisent que si le nombre de projections
I correspond à log(PQ), alors la complexité de la Mojette correspond à celle de la FFT
de Cooley et al. [CLW69].

2.3.2 Reconstruction par transformation Mojette

Dans cette section, nous présenterons le critère défini par Katz [Kat78] qui permet de
déterminer si un ensemble de projections est suffisant pour reconstruire de manière unique
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l’image. Par la suite, nous présenterons l’algorithme de reconstruction de Normand et al.
[NKÉ06].

Critères de reconstruction

Le premier critère permettant de garantir l’existence d’une solution unique de recons-
truction est le critère de Katz [Kat78]. Ce critère n’est défini que pour des images
rectangulaires P ×Q. Étant donné un ensemble de directions de projection {(pi, qi)}, le
critère de Katz déclare que si l’une des conditions suivantes est remplie :

I∑
i=1
|pi| ≥ P ou

I∑
i=1
|qi| ≥ Q , (2.24)

alors il existe une unique solution de reconstruction, et cette solution contient les valeurs
de la grille qui ont permis de calculer ces projections. Ce critère a été étendu par
Normand et al. [Nor+96] pour n’importe quelle image convexe en utilisant la définition
des fantômes.

Dans l’exemple de la figure 2.12, si l’on considère un sous-ensemble de 3 projections
{(p0, q0), . . . , (p2, q2)}, la seconde condition du critère de Katz donne ∑2

i=0 |qi| = 3,
puisque q = 1 pour chaque direction de projection. En conséquence, 3 projections
parmi les 4 calculées dans cet exemple suffisent pour reconstruire l’image de manière
unique. Autrement dit, la perte d’une projection n’influence pas le résultat du processus
de reconstruction. On considère alors que les 4 projections calculées dans cette figure
décrivent une représentation redondante de l’image.

Alors que le critère de Katz ne s’applique que sur une image rectangulaire, Normand
et al. [Nor+96] ont étendu ce critère à n’importe quelle forme convexe.

Algorithme de reconstruction

Plusieurs algorithmes de reconstruction Mojette ont été proposés [Nor+96 ; NKÉ06 ;
Ser+05a] et sont résumés dans [Nor+09]. Nous choisissons de décrire dans la suite,
l’algorithme itératif d’inversion Mojette par balayage (Balayage Mojette Inversion, BMI)
de Normand et al. [NKÉ06] pour son efficacité. Nous verrons en effet que la complexité
de décodage d’un symbole est linéaire. Il sera en effet utilisé pour décoder l’information
dans le code à effacement, et servira également dans la compréhension de génération de
nouvelles projections dans le chapitre 6. Bien que le sens de reconstruction est arbitraire,
nous considèrerons dans la suite, une reconstruction de gauche à droite comme proposé
par Normand et al. [NKÉ06].

Chaque droite de projection correspond à une équation faisant intervenir un bin et
un ensemble de pixels. Dans la section précédente, nous avions observé que les pixels
situés dans les coins de la grille définissent entièrement les bins correspondants dans les
projections dont la pente n’est pas nulle (i.e. tel que p ou q est différent de 0). Les autres
pixels de la grille en revanche, interviennent avec d’autres éléments de l’image dans le
calcul des bins de projections. Les droites de projections définissent des équations dont les
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Figure 2.13 – Graphe de dépendance des pixels. On considère une image 3 × 3 ainsi
qu’un ensemble de directions de projection (pi, qi) à valeur dans {(−1, 1), (0, 1), (1, 1)}. Les
nœuds correspondent aux pixels tandis que les arêtes représentent les dépendances entre
eux. Un pixel peut être reconstruit par un bin lorsqu’aucune dépendance ne s’applique
sur lui.

inconnues correspondent aux pixels qui n’ont pas encore été reconstruits. Il est possible
de reconstruire la valeur d’un pixel lorsqu’il est le seul inconnu de l’équation définie par
la droite de projection. En conséquence, il existe des dépendances entre les pixels.

Il est possible de représenter ces dépendances en utilisant un graphe. La figure 2.13 est
un graphe orienté qui représente les dépendances entre les pixels d’une grille 3× 3, étant
donné un ensemble de directions de projection {(1, 1), (0, 1), (−1, 1)}. Les nœuds de ce
graphe correspondent aux pixels tandis que les arêtes représentent leurs dépendances. Il
est ainsi possible de déterminer la valeur d’un pixel seulement lorsqu’aucune dépendance
ne s’applique sur lui (i.e. aucune arête du graphe n’y parvient).

Afin d’assurer qu’aucune itération ne bloque l’algorithme, on affecte la reconstruction
de chaque ligne à une seule projection. Par exemple dans la figure 2.13, la projection
suivant la direction (1, 1) est affectée à la reconstruction de la première ligne. L’attribution
des projections aux lignes se fait de sorte que pi décroît en même temps que l’index de la
ligne augmente. Il est alors possible de déterminer un chemin dans ce graphe qui décrit
les différentes itérations qui permettent de reconstruire entièrement l’image (plusieurs
chemins peuvent exister). En particulier, chaque itération permet de déterminer la valeur
d’un pixel, permettant en conséquence de réduire les dépendances appliquées sur les
autres. Dans l’exemple de la figure 2.13, une itération possible consiste à :

1. débuter en reconstruisant le pixel supérieur gauche par la projection suivant la
direction (1, 1) puisqu’aucune dépendance ne s’y applique ;

2. récupérer la valeur du pixel inférieur gauche depuis un bin de la projection suivant
(−1, 1) pour la même raison ;

3. puisque les deux précédents pixels ont été reconstruits, plus aucune dépendance ne
s’applique sur le premier pixel de la deuxième ligne, il est alors possible de récupérer
sa valeur à partir de la projection suivant (0, 1).

Une fois cette première colonne reconstruite, il est possible de répéter l’itération sur
les colonnes suivantes (jusqu’à reconstruire entièrement la grille). En pratique, ces
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Figure 2.14 – Fantôme élémentaire selon la direction (p, q) = (2, 1).

éléments correspondent à des zones mémoires contigües. En particulier, les bins des
projections interviennent de manière séquentielle dans la reconstruction d’une ligne. Cette
considération permet de favoriser la localité spatiale des données et donc les performances
de l’implémentation.

Reconstruction à partir d’une représentation partielle

Lorsque l’ensemble de projections ne satisfait pas le critère de Katz (équation (2.24)), le
problème de reconstruction est sous-déterminé. En conséquence, la reconstruction par
une représentation partielle conduit à plusieurs ou aucune solution. Comme nous l’avons
vu précédemment avec la FRT, les fantômes correspondent aux éléments de l’espace nul.
On définit un fantôme élémentaire ainsi :

g(p,q) : p 7→


1 si p = (0, 0)
−1 si p = (p, q)
0 sinon.

. (2.25)

Sur la page suivante, la figure 2.14 représente le fantôme élémentaire selon la direction
(p, q) = (2, 1).

Soit un ensemble de projections suivant les directions de l’ensemble {(pi, qi)}, Philippe
[Phi98] a montré qu’il existe une unique décomposition de f telle que :

f = f{(pi,qi)} +
r∑
j=1

aig(pi,qi) , (2.26)

où ai correspondent aux inconnues.

2.3.3 Code à effacement Mojette

Nous avons vu que la transformation Mojette est capable de fournir une représentation
redondante de l’image. Cette propriété essentielle forme la base de notre motivation pour
concevoir un code à effacement à partir de la transformation Mojette. On rappelle ici
qu’en théorie des codes, un code à effacement (n, k) transforme k blocs de données en un
ensemble de n blocs encodés plus grand (i.e. n ≥ k). Nous verrons dans la suite comment
a été conçu le code à effacement Mojette sous sa forme non-systématique, puis nous
verrons que le code obtenu n’est pas MDS.
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Conception du code à effacement non-systématique

Contrairement à la FRT, il est nécessaire en Mojette de déterminer l’ensemble des
projections que l’on souhaite calculer. Afin de concevoir simplement un code à effacement,
on fixe l’un des paramètres (p, q) à 1. Considérons par la suite que pour chaque projection,
qi = 1 pour i ∈ ZI comme cela à déjà été utilisé dans de précédents travaux [PNB01].
Soit une image discrète de taille (P ×Q), avec Q le nombre de lignes de cette image, et
soit un ensemble de I projections. Nous rappelons que la condition sur Q pour garantir
l’unicité de la solution de reconstruction est Q ≤

I∑
i=1
|qi| (extrait de équation (2.24)). En

conséquence, si l’on fixe qi = 1, le critère de Katz est réduit au principe suivant : Q
projections suffisent pour reconstruire l’information contenue dans une image de hauteur
Q [Par01]. Dans ces conditions, Q projections constituent un ensemble suffisant pour
reconstruire l’image. En particulier, la transformée Mojette correspond à un code à
effacement (n, k) où k correspond à la hauteur de l’image Q, et n correspond au nombre
de projections I. En conséquence, cette condition permet à la transformation Mojette de
garantir une solution unique au problème de reconstruction lorsqu’un nombre maximal
de (n− k) = (I −Q) projections sont manquantes.

Un code à effacement “quasi MDS”

Il est important de considérer avec attention la taille des projections puisque cette taille
a des conséquences sur la consommation mémoire. En particulier dans les applications de
transmission et stockage, on souhaite réduire au maximum cette consommation. La taille
B d’une projection, correspondant au nombre de bins qu’elle contient, est définie par
Guédon et al. [GBB95] ainsi :

B(P,Q, pi, qi) = (Q− 1)|pi|+ (P − 1)|qi|+ 1 , (2.27)

où (P,Q) correspond à la taille de l’image et (pi, qi) correspond à la direction de la
projection étudiée. Dans le cas du code à effacement, où l’on fixe qi = 1, l’équation (2.27)
s’écrit :

B(P,Q, pi, qi) = (Q− 1)|pi|+ P . (2.28)

En conséquence, la taille des projections augmente avec pi. Rappelons que dans le cas
d’un code MDS, la taille d’un bloc encodé correspond à la taille d’un bloc de données.
Du point de vue des projections, la transformation Mojette permet de concevoir un
code optimal puisqu’un ensemble de k projections suffisent pour reconstruire une image
composée de k lignes. En revanche, du point de vue des bins, ce code n’est pas optimal
puisque la taille des projections augmente avec la valeur de pi. En conséquence, le code
Mojette n’est pas MDS.

Choix de l’ensemble de projections Afin de réduire cet impact, la première étape
consiste à déterminer la valeur des pi permettant de générer l’ensemble des projections
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le plus compact possible. Pour cela, il est nécessaire de choisir les valeurs de pi dans
l’ensemble des entiers issus de l’énumération des entiers alternativement positifs et
négatifs3 (i.e. {0, 1,−1, 2, . . .}), comme proposé par Verbert et al. [VRG04].

Dans le cas d’un code MDS, la taille d’un bloc encodé correspond à la taille d’un bloc
de donnée. Pour l’encodage Mojette d’une image rectangulaire, c’est le cas seulement
pour la projection verticale (p = 0, q = 1) et horizontale (p = 1, q = 0). Dans le cas
général, les projections sont plus grandes qu’une ligne de l’image. En conséquence, cette
surpopulation du nombre de bins induit que le code à effacement Mojette n’est pas MDS.
Parrein [Par01] définit ce coût de surpopulation, noté ε, comme étant le rapport du
nombre de bins (défini dans équation (2.27)) sur le nombre de pixels :

ε =

n−1∑
i=0

B(P,Q, pi, qi)

P ×Q
. (2.29)

En particulier, Parrein montre que cette valeur est significativement réduite à mesure que
la largeur P de l’image augmente. Par conséquent, le code est MDS de façon asymptotique.
On appelle ce genre de code sous-optimaux des codes (1 + ε)-MDS tel que discuté par
Parrein [Par01]. Dans le prochain chapitre de cette thèse, l’impact de l’encodage sera
précisément évalué et comparé avec d’autres techniques (section 3.2).

Réduction du surcout de redondance Verbert et al. [VRG04] ont proposé une
méthode basée sur l’analyse de l’algorithme de reconstruction afin de réduire la taille
des projections. Prenons l’exemple d’une grille discrète (P = 6, Q = 2) sur laquelle
on calcule trois projections suivant les directions {(1, 1), (0, 1), (−1, 1)}. Dans ce cas,
puisqu’il est nécessaire d’avoir deux projections pour reconstruire la grille, il n’existe que
3 combinaisons possibles d’affection des projections aux lignes : {(1, 0), (0,−1), (1,−1)}.
La première ligne ne peut alors être reconstruite que par les projections suivant (p = 1)
ou (p = 0). De même, la seconde ligne ne peut être reconstruire que par les projections
suivant (p = 0) ou (p = −1). En conséquence, quel que soit l’ensemble de projections
utilisé lors de la reconstruction, le processus ne va utiliser que les k = 6 premiers bins
de chaque projection. Ce qui signifie qu’il n’est pas nécessaire de calculer et stocker le
septième et dernier bin des projections (p = 1,−1). Notons que dans ce cas particulier, le
code Mojette est optimal puisque les projections font la même taille que les lignes de
l’image.

Dans le cas général, Verbert et al. [VRG04] ont montré que cette réduction du
nombre de bin ne peut amener le code à être optimal. Toutefois ils fournissent une
méthode permettant de réduire la valeur d’ε. Cela permet deux choses : (i) l’opération
d’encodage est plus performante puisque moins de calculs sont nécessaires ; (ii) la taille
des projections est réduite ce qui améliore le transfert et le stockage des projections en
pratique.

3séquence fournie par l’encyclopédie de Sloane et al. [Slo+96] http://oeis.org/A001057.

http://oeis.org/A001057
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Conclusion du chapitre
La transformation de Radon pose les bases de la reconstruction tomographique. Son
étude dans le domaine continu a ouvert la voie à de nombreuses techniques d’inversion.
Nous avons vu que la tomographie discrète attaque le problème de la reconstruction
tomographique par une représentation discrète des éléments et des algorithmes. Cette
représentation a l’avantage de répondre au problème par une solution exacte par rapport
aux solutions émanant du domaine continu, grâce à l’échantillonnage possible par la
géométrie du problème.

Nous avons étudié la FRT et la transformation Mojette qui sont des versions discrètes
et exactes de la transformation de Radon. La capacité d’inversion de ces transformations
forme la base de la conception de nouveaux codes à effacement. Plus particulièrement
nous avons étudié comment ces transformations peuvent être utilisées afin d’encoder
et générer des informations redondantes, nécessaires pour tolérer l’effacement. Afin de
déterminer la capacité des codes, nous avons énoncé les critères qui garantissent si un
ensemble de projections donné permet de résoudre le problème de reconstruction. Les
méthodes itératives et efficaces d’inversion ont été détaillées et permettent à ces codes de
reconstruire l’information dans le cas où les données ont été altérées.

La transformation Mojette correspond à une version apériodique de la FRT, ce qui
a pour conséquence de rendre le code à effacement associé non-MDS, contrairement
au code fourni par la FRT. Toutefois ce surcout d’encodage est limité et la Mojette
correspond à un code « quasi-MDS ». Ce léger surcout ouvre la voie à des algorithmes de
reconstruction très efficaces. Actuellement disponible sous sa forme non-systématique,
nous verrons qu’une mise en œuvre du code sous sa forme systématique peut améliorer
les performances, et réduire la quantité de redondance. La conception de cette version
systématique est l’objectif du chapitre suivant.
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Introduction du chapitre

Le chapitre précédent a permis de définir les codes à effacement basés sur les transforma-
tions FRT et Mojette. Bien que le rendement de ce dernier soit sous-optimal (c’est à dire
(1 + ε)-MDS), il a la particularité de disposer d’un algorithme de reconstruction itératif,
de faible complexité [NKÉ06]. Puisqu’elle détermine le nombre d’opérations réalisées à
l’encodage et au décodage, cette complexité joue alors un rôle important dans les latences
du code, et donc, sur les latences du système de communication qui les utilise. Dans nos
travaux de thèse, nous nous intéressons au cas des codes à effacement AL-FEC, utilisés
par les couches « hautes » du modèle TCP/IP (i.e. transport et application), dont le
rendement et la latence sont des critères essentiels. En effet, le rendement joue un rôle
sur l’utilisation des ressources (e.g. bande passante sur un réseau, capacité d’un système
de stockage). Quant à la latence, elle ne doit pas limiter les performances du système
de communication, étant donné que l’encodeur et le décodeur sont des composants
branchés en série dans la chaîne de traitement de l’information. Dans les systèmes de
stockage distribués logiciels (Software Defined Storage ou SDS), le chemin de données
(communément appelé data path) correspond à l’ensemble des composants par lesquels la
donnée transite lors d’une communication. Dans ce contexte, le rendement et la latence
ne doivent ni utiliser à outrance la capacité de stockage du système, ni limiter la latence
des transferts de fichiers.

L’objectif de ce chapitre est de proposer une nouvelle conception du code à effacement
Mojette sous sa forme systématique, qui permet en somme d’intégrer les symboles sources
dans les mots de code générés à l’encodage. Cette construction sera présentée dans la
section 3.1. Les sections 3.2 et 3.3 qui suivent, mettront respectivement en avant les
deux principaux avantages de cette version, à savoir : (i) l’amélioration du rendement
du code à effacement Mojette provoquée par la géométrie même de la transformation ;
une évaluation de ce gain de rendement sera d’ailleurs présentée afin de positionner
le rendement de notre code par rapport au rendement optimal des codes MDS ; (ii) la
réduction du nombre d’opérations réalisées par le code.

3.1 Conception du code à effacement Mojette systéma-
tique

Cette section présente notre conception du code à effacement Mojette dans sa version
systématique. La section 3.1.1 présentera dans un premier temps l’intégration des symboles
sources dans le mot de code lors de l’opération d’encodage. Dans un second temps, nous
proposerons un algorithme de reconstruction dans la section 3.1.2, afin de reconstituer les
symboles sources en cas d’effacement. Nous verrons que l’algorithme d’inversion présenté
ici correspond à une extension de l’algorithme inverse de Normand et al. [NKÉ06], qui
a été étudié dans le chapitre précédent.
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3.1.1 Construction du code systématique

Définissons tout d’abord la notion d’image dégradée. On appelle « image dégradée » (ou
image partielle) f ′, une grille dans laquelle e lignes ont été effacées. Une mise en œuvre
du code à effacement Mojette sous sa forme systématique précédemment a été proposée
par David et al. [Dav+15]. Dans ce brevet, le procédé pour reconstruire une image f ′
repose sur les trois étapes suivantes :

1. calculer les valeurs des projectionsM{(pi,qi)} [f ′] de la grille partielle f ′. Un ensemble
suffisant de projections est défini par un ensemble (pi, qi)i∈1,...,e de directions,
nécessaire pour reconstruire une grille dont e lignes sont manquantes ;

2. calculer la différence M{(pi,qi)} [f ]−M{(pi,qi)} [f ′] ;

3. appliquer l’algorithme de reconstruction de Normand et al. [Nor+96] en utilisant
les projections obtenues précédemment. Dans la suite, nous allons présenter une
nouvelle mise en œuvre basée sur l’algorithme de Normand et al. [NKÉ06].

Ce que montre ce brevet, c’est que la construction de la version systématique du code
à effacement Mojette est directe. Les n symboles du mot de code correspondent aux k
lignes de la grille, auxquels on ajoute (n− k) projections. Cette simplicité de conception
en Mojette se distingue de la détermination d’une matrice d’encodage d’un code de
Reed-Solomon systématique. Comme nous l’avions précisé dans le premier chapitre,
cette détermination nécessite une élimination de Gauss-Jordan pour faire apparaître
la partie identité de la matrice. Toutefois cette technique ne s’est limitée qu’au brevet.
Dans la suite nous proposons une nouvelle méthode moins coûteuse en capacité et en
accès mémoire.

3.1.2 Algorithme de reconstruction

L’algorithme de reconstruction présenté ici repose sur deux principales modifications de
l’algorithme de [NKÉ06]. Ces modifications correspondent à : (i) une nouvelle détermina-
tion des décalages (i.e. appelés offsets dans [NKÉ06]), prenant en compte les lignes de la
grille (i.e. les symboles sources) déjà présentes dans la grille. Cette modification sera le
sujet de la section 3.1.2 ; (ii) une nouvelle méthode de calcul de la valeur d’un pixel à
reconstruire, prenant en compte les pixels déjà présents sur la droite de projection. Cette
méthode sera introduite dans la section 3.1.2.

L’algorithme 1 de reconstruction que nous avons conçu est présenté en page 74. Dans
un soucis de cohérence avec la description de l’algorithme de Normand et al. [NKÉ06],
nous utiliserons le terme « offset » pour parler des décalages nécessaires à la détermination
du parcours de reconstruction dans la grille. Pour les mêmes raisons, une projection
M{(p,q)} [] est désignée par Projf (p, q).

Détermination des offsets pour la reconstruction

De manière comparable à ce qui a été réalisé dans l’algorithme de Normand et al.
[NKÉ06], il est nécessaire de déterminer la valeur des offsets. Ces offsets désignent les
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Algoritme 1 Algorithme d’inversion systématique, modification de [NKÉ06]
Entrée : Proj(Pi, 1) triées par pi croissants avec i ∈ ZI
Entrée : Eff(i) triés par ordre décroissant, avec i ∈ Ze
1: . Calcule S−, S+ et S
2: . équations (3.1) et (3.2)
3: Sminus ← Splus ← 0
4: pour i = 0 à Q− 2 faire
5: Sminus ← Sminus + max(0,−pi)
6: Splus ← Splus + max(0, pi)
7: fin pour
8: S ← Sminus − Splus
9: . Calcule la valeur de l’offset de la dernière ligne à reconstruire

10: . équation (3.3)
11: offset(e− 1)← max(max(0,−pr) + Sminus,max(0, pr) + Splus)
12: . Calcule la valeur de l’offset des autres
13: pour i← (e− 2) à 0 faire
14: offset(i)← offset(i+ 1) + pi+1
15: . Mise à jour des offsets des lignes inférieures
16: pour j ← (i+ 1) à e− 1 faire
17: offset(j)← offset(j)− ((Eff(i+ 1)− Eff(i)− 1)× pi+1)
18: fin pour
19: fin pour
20: . Détermination du plus petit offset
21: offsetmin = offset(0)
22: pour i← 1 à e− 1 faire
23: si offsetmin > offset(i) alors
24: offsetmin = offset(i)
25: fin si
26: fin pour
27: pour k ← −max(offset(0), offset(e)) à (P − offsetmin − 1) faire
28: pour l← 0 à offset(e− 1) faire
29: y = Eff(l)
30: . Détermination de la valeur du pixel
31: . équation (3.4)
32: f(k, l)← Projf (pi, qi)− Projf ′(pi, qi)
33: fin pour
34: fin pour
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décalages attribués à chaque ligne à reconstruire, dans le but de définir l’ordre des
pixels à reconstruire. Cet ordre correspond donc au chemin de reconstruction de notre
algorithme. L’ordre de reconstruction des pixels est primordial pour que l’algorithme
de reconstruction ne soit pas bloqué. Plus particulièrement, cet ordre permet à chaque
itération, de ne considérer que les pixels du graphe sur lesquels ne s’applique aucune
dépendance.

Dans la version non-systématique, toutes les lignes de la grille doivent être reconstruites.
En conséquence, pour déterminer la valeur de l’offset d’une ligne, il est nécessaire de
connaitre son index, ainsi que la direction de la projection utilisée pour la reconstruire.
Dans la version systématique, il est par ailleurs nécessaire de prendre en compte les lignes
déjà présentes dans le calcul des offsets des lignes à reconstruire. On considère dans la
suite l’ensemble des index Eff(i) des lignes effacées, triées par ordre décroissant, avec
i ∈ Ze, tel que e désigne le nombre de lignes effacées. La détermination des valeurs des
offsets se fera de la dernière ligne à reconstruire, jusqu’à la première. Il est ainsi nécessaire
de calculer au préalable l’offset de la dernière ligne à reconstruire Offset(Eff(e − 1)).
Pour cela, nous définissons Sminus et Splus, qui permettent de déterminer la valeur de
Offset(Eff(e− 1)), tel que :

Sminus =
Q−2∑
I=1

max(0,−pi), (3.1)

Splus =
Q−2∑
I=1

max(0, pi), (3.2)

Offset(Eff(e− 1)) = max(max(0,−pr) + Sminus,max(0, pr) + Splus). (3.3)

La méthode pour déterminer la valeur de l’offset des autres lignes est décrite entre les
lignes 9 et 19 de l’algorithme 1 de reconstruction (cf. page 74).

Calcul de la valeur du pixel à reconstruire

Comme nous l’avons vu dans le chapitre précédent, en non-systématique, lorsqu’aucune
dépendance ne s’applique sur un pixel que l’on souhaite reconstruire, la valeur du pixel
est directement lue dans le bin associé Projf (pi, qi, b). Dans la version systématique en
revanche, lors de la reconstruction, les valeurs des pixels ne dépendent plus seulement des
valeurs de bins, mais elles peuvent également dépendre des valeurs des pixels déjà présents
dans la grille. Par définition de la transformation Mojette, un pixel participe à la valeur
de Projf (pi, qi, b), comme élément de la somme des pixels situés sur la droite d’équation
b = −kqi + lpi. Pour reconstruire sa valeur, on fait la différence de la valeur du bin de la
projection de f avec le bin correspondant de la projection de f ′. Plus précisément, cette
opération est définie comme suit :

f(k, l) = Projf (pi, 1, k − lpi) + Projf ′(pi, 1, k − lpi). (3.4)
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Figure 3.1 – Comparaison entre l’encodage Mojette non-sytématique et systématique.
L’ensemble {a, . . . , i} correspond aux valeurs des pixels de l’image 3× 3 (i.e. de hauteur
k = 3) qui ont permis de calculer les n = 6 blocs encodés de la version non-systématique.

où Projf ′(pi, 1, k − lpi) correspond à la somme des valeurs des pixels de l’image en
reconstruction, selon la droite passant par le pixel de coordonnées (k, l), d’équation
b = −kqi + lpi. Cette équation est utilisée pour reconstruire l’ensemble des pixels effacés
de l’image partielle f ′, tel que décrit dans les instructions entre les lignes 27 et 34 de
l’algorithme 1.

3.2 Évaluation du gain dans le rendement du code

Un code MDS génère la quantité minimale de redondance pour une tolérance aux pannes
donnée. Dans le chapitre précédent, nous avons vu que le code à effacement Mojette
n’est pas optimal et est considéré comme (1 + ε) MDS [Par01]. Cette désignation met en
exergue deux types de redondance dans le code à effacement Mojette : (i) le premier type
de redondance correspond à la définition du rendement du code k

n . En ce sens, le code
Mojette définit un nombre de symboles optimal pour une capacité de correction donnée ;
(ii) le second type de redondance provient de la géométrie même de la transformation.
Nous avons vu en effet dans le chapitre précédent que la taille des projections augmente
à mesure que la valeur de |pi| s’accroit. Rappelons à présent que la valeur d’ε désigne le
facteur de la redondance présente à l’intérieur de k symboles (i.e. un ensemble suffisant
pour reconstruire) [Par01]. Ce critère dépend ainsi du choix des k symboles étudiés parmi
les n générés.

Afin de mieux correspondre au contexte du stockage, nous choisissons plutôt de nous
intéresser à la redondance totale générée par le code, afin d’évaluer la taille totale occupée
par les données encodées dans le cas de ce contexte. Pour cela, nous définissons µ comme
le rapport entre le nombre d’éléments de symboles encodés (i.e. bins Mojette), et le
nombre d’éléments sources (i.e. pixels de la grille). Dans la suite nous évaluerons dans
un premier temps le gain de redondance induit par la version systématique du code
Mojette, par rapport à sa version non-systématique. Une seconde étude permettra de
positionner le coût de la redondance du code Mojette par rapport aux coûts qui résultent
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1024 2048 4096 8192 16384 32768 65536 131072

(3,2) nsys 1,51 1,51 1,50 1,50 1,50 1,50 1,50 1,50
sys 1,50 1,50 1,50 1,50 1,50 1,50 1,50 1,50

(6,4) nsys 1,71 1,61 1,55 1,53 1,51 1,51 1,50 1,50
sys 1,52 1,51 1,50 1,50 1,50 1,50 1,50 1,50

(12,8) nsys 3,47 2,48 1,99 1,75 1,62 1,56 1,53 1,52
sys 1,72 1,61 1,55 1,53 1,51 1,50 1,50 1,50

Table 3.1 – Résultats arrondis des coûts µ des données encodées pour les versions
non-systématique (nsys) et systématique (sys) du code Mojette en fonction de différents
paramètres de code (n, k) et de différentes tailles deM en octets. Les résultats en italique
représentent la valeur optimale obtenue par un code MDS (i.e. 1.50).

des techniques de réplication et des codes MDS.

3.2.1 Réduction de la redondance en systématique

La figure 3.1 (page 76 illustre le gain de la version systématique d’un code Mojette (6, 3)
par rapport à la version non-systématique. L’objectif de cette section est d’analyser
ce gain. Nous avons vu précédemment que la taille des projections varie en fonction
des paramètres de la grille discrète P et Q, ainsi que des paramètres de l’ensemble des
directions de projection {(pi, qi)}. Nous rappelons ici la formule permettant de déterminer
la taille d’une projection :

B(P,Q, p, q) = |pi|(Q− 1) + |qi|(P − 1) + 1. (3.5)

Puisque dans le cas des codes à effacement Mojette, la taille des blocs encodés (i.e. les
projections) varie, nous allons étudier le nombre d’éléments de projection par rapport
au nombre de pixels. Dans le cas du code à effacement non-systématique, la valeur de
µ correspond au quotient de la somme du nombre de bins B de chaque projection de
l’ensemble {(pi, qi)}, sur le nombre d’éléments de la grille :

µ =

n−1∑
i=0

B(P,Q, pi, qi)

P ×Q
. (3.6)

Par rapport à la forme non-systématique, k projections sont remplacées par les k lignes
de la grille discrète quand le code est systématique. En conséquence, la valeur de µ
correspond au quotient de la somme du nombre de pixels et de bins produits, sur le
nombre de pixels de l’image :

µ =
P ×Q+

n−k−1∑
i=0

B(P,Q, pi, qi)

P ×Q
. (3.7)
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Puisque la taille d’une projection ne peut être inférieure à la longueur d’une ligne de la
grille (i.e.Q ≤ B(P,Q, pi, qi)), le coût µ des données encodées est moindre en systématique
qu’en non-systématique. Dans la suite de notre évaluation, nous considérons un ensemble
de projections de telle sorte que qi = 1 pour i ∈ ZQ, on peut alors écrire l’équation (3.5)
ainsi :

B(P,Q, pi, 1) = (Q− 1)|pi|+ P. (3.8)

La valeur de µ dépend naturellement de l’ensemble de projections choisi. En particulier,
pour une taille de grille fixée, la valeur du paramètre p de direction de projection influence
la valeur de µ. Afin de réduire cette valeur, nous choisirons alternativement des entiers
positifs puis négatifs, dont la valeur croît à partir de zéro, comme valeurs de pi. Par
exemple, pour le code sous sa forme systématique, nous considérerons les ensembles de
projection S( n

k ) = {(pi, qi)} suivants :

1. S( 3
2 ) = {(0, 1)},

2. S( 6
4 ) = {(0, 1), (1, 1)},

3. S( 9
6 ) = {(0, 1), (1, 1), (−1, 1)},

4. S( 12
8 ) = {(0, 1), (1, 1), (−1, 1), (2, 1)}.

Ces ensembles partagent le même taux de codage r = 3
2 et fournissent respectivement

une tolérance face à une, deux, trois et quatre pannes.
Le tableau 3.1 de la page 77 compare les résultats des coûts µ (à l’arrondi près) pour

les deux versions du code à effacement Mojette avec les ensembles de projections proposés
précédemment. Pour obtenir ces résultats, on a utilisé une taille de pixel de 64 bits. En
conséquence, la valeur de P qui correspond à la largeur de la grille peut être obtenue
ainsi :

P = M× 8
k × 64 , (3.9)

avecM qui correspond à la taille des données traitées en octets. Ces résultats permettent
d’observer que la valeur de µ croît lorsque les paramètres (n, k) du code augmentent. Plus
précisément, en (12, 8), la version non-systématique possède un coût élevé de µ = 3, 47,
contre 1, 72 en systématique. Dans ce cas, P = 16, ce qui correspond à (2 × Q). Or,
cette faible différence entraîne de grandes valeurs dans l’équation (3.8). Plus la valeur
de P augmente, plus la valeur de µ diminue. C’est ce que l’on observe dans le tableau,
où les valeurs de µ convergent vers la valeur optimale µ = 1, 50 qui correspond à la
valeur atteinte par un code MDS. En conséquence, on tâchera de considérer des tailles de
blocsM suffisamment grandes (dans la mesure du possible), afin de réduire au mieux la
redondance contenue dans les symboles du mot de code.
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Figure 3.2 – Calcul de la valeur de µ pour différentes techniques de redondance en
fonction de différents paramètres de code (n, k). Le taux de codage est fixé à 3

2 tel que
ces paramètres valent respectivement (3, 2), (6, 4), (9, 6) et (12, 8). Les codes issus de ces
paramètres sont capables de supporter de une à quatre pannes respectivement. La valeur
illustrée pour le code à effacement Mojette correspond à une taille de bloc de données de
M = 1 Ko.

3.2.2 Coût de la redondance par rapport à d’autres codes

Dans notre évaluation, nous allons considérer trois techniques qui permettent de générer
de la redondance : la réplication, le code à effacement MDS, et le code à effacement
Mojette dans sa version systématique. La figure 3.2 présente notre évaluation.

Dans le cas de la réplication, le facteur de redondance µ correspond au nombre de
copies générées. Par exemple, dans le cas où l’on souhaite protéger la donnée face à deux
pannes, il est nécessaire de générer deux copies en plus de l’information initiale. Dans cet
exemple, le facteur de redondance µ vaut 3.

Dans le cas des codes à effacement, nous fixons le taux de codage de r = 3
2 afin

comparer la valeur de µ équitablement. Nous comparons ces techniques pour plusieurs
paramètres de code (n, k) définis dans l’ensemble {(3, 2), (6, 4), (9, 6), (12, 8)}. Pour les
codes MDS, la valeur du facteur de redondance µ correspond au taux de codage. En effet
r correspond à la quantité de donnée en sortie n sur la quantité de donnée en entrée k.
C’est pourquoi, si l’on fixe un taux de codage r, la quantité de redondance produite reste
la même, indépendamment de la tolérance aux pannes du code. En conséquence dans
la figure 3.2, la valeur de µ correspond à r = 3

2 = 1, 5 quelle que soit la tolérance aux
pannes fixée.

Bien que le code Mojette ne soit pas MDS, nous avons vu dans le tableau 3.1 que
pour une taille de bloc de 4 Ko, le code Mojette systématique n’entraîne un surcout de
seulement 3% (puiqsue µ = 1, 55). Ce qui le rend dans ce cas, quasi-MDS.
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Figure 3.3 – Représentation du chemin de données dans la transmission entre deux
terminaux. La donnée est présente dans la mémoire principale (RAM) du nœud 1.
L’encodage est réalisé par le CPU de ce nœud avant de transmettre l’information de
l’interface réseau (NIC). Cette interface transmet ensuite l’information encodée sur le
canal à effacement. Après réception des données par le nœud 2, une opération de décodage
est réalisée avant de restituer la donnée reconstruite à la mémoire. Cette figure est inspirée
de [TB14].

3.3 Considérations sur la réduction du nombre d’opéra-
tions

Afin de ne pas former de goulot d’étranglement dans la chaine de transmission du système
de communication dans lequel il est utilisé, un code doit fournir de bonnes latences en
encodage et en décodage. La section 3.3.1 permet de comprendre la position du code dans
la chaîne de traitement. Nous introduirons des rapports entre les différents maillons de
cette chaîne et expliquerons quel doit être l’ordre de grandeur des performances du code
pour ne pas former un goulot d’étranglement. Les deux analyses suivantes permettent de
comprendre en quoi une version systématique du code peut améliorer ses performances.
En particulier, la section 3.3.2 confirme que le gain en encodage est significatif. La
section 3.3.3 montre quant à elle, que les performances en décodage dépendent du schéma
de perte.

3.3.1 Contraintes en performances des codes à effacement

Pour comprendre l’enjeu des performances des codes à effacement, nous analyserons dans
un premier temps son positionnement dans la chaîne de traitement des données. Nous
verrons alors que le code doit être suffisamment performant pour ne pas former un goulot
d’étranglement dans cette chaîne. Par la suite, nous déterminerons un ordre de grandeur
des performances que notre code doit fournir.

Positionnement du code à effacement dans la transmission de l’information

Dans le contexte des télécommunications, les applications sont intrinsèquement liées
au matériel qui traite et transporte la donnée, ainsi qu’aux techniques de codage qui
permettent aux informations de transiter à travers un canal à effacement. La figure 3.3
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Description Temps d’accès Temps Normalisé
1 cycle CPU 0,3 ns 1 s
Accès cache niveau 1 0,9 ns 3 s
Accès cache niveau 2 2,8 ns 9 s
Accès cache niveau 3 12,9 ns 43 s
Accès RAM 120 ns 6 min
E/S disque SSD 50-150 µs 2-6 jours
E/S disque dur 1-10 ms 1-12 mois
Internet : SF à NYC 40 ms 4 ans
Internet : SF à GB 81 ms 8 ans
Internet : SF à Australie 183 ms 19 ans
Redémarrage d’un SE virtuel 4 s 423 ans
Redémarrage d’une machine virtuelle 40 s 4000 ans
Redémarrage du système 5 m 32 millénaires

Table 3.2 – Comparaison des temps d’accès réels pour différentes opérations informa-
tiques. La troisième colonne normalise ces temps sur la base d’un cycle CPU pour une
seconde. Extrait de [Gre13].

représente une vue générale de la chaîne de transmission entre deux terminaux inter-
connectés. La donnée issue de la RAM du nœud 1 est traitée par le CPU afin de la
transmettre sur le média de communication à partir de l’interface réseau. Sur le réseau,
l’information passe au travers de composants gérant l’acheminement des données. Ce
média représente un canal à effacement dans lequel les paquets peuvent être perdus. Une
fois parvenue au destinataire, une opération inverse à la première étape est réalisée afin
de stocker cette donnée dans la RAM du nœud 2. L’objectif du code à effacement est de
traiter les données avant leur transmission ou leur stockage. En conséquence, l’encodage
s’opère entre l’ensemble des composants de traitement (processeur, mémoire centrale), et
l’ensemble des composants de communication (stockage de masse, réseau).

Dans notre cas, il est nécessaire de concevoir un code à effacement qui ne forme
pas un goulot d’étranglement dans cette chaîne afin que ce soit le matériel qui limite
les performances du système. Dans les systèmes distribués par exemple, on partage les
ressources de différentes unités en concevant des algorithmes distribués pour exploiter au
maximum la capacité du matériel.

Le tableau 3.2 donne une comparaison des délais observés pour certaines opérations
informatiques. Afin de bien visualiser le rapport de différence entre ces opérations, la
troisième colonne normalise ce délai sur la base d’un cycle CPU pour une seconde. S’il
est nécessaire d’attendre une seconde pour un cycle CPU, le temps de récupération d’un
bloc d’information sur le disque peut durer jusqu’à un an. En conséquence, la mise en
œuvre d’un code à effacement doit favoriser les opérations proches du processeur. On
travaillera ainsi à favoriser le stockage des données et des instructions dans les différents
niveaux de cache, et éviter les interactions avec le disque.
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Naturellement, il est impossible de garantir cette situation. Par exemple, lorsque la
donnée n’est pas disponible dans le cache CPU, il est nécessaire de la faire “remonter” de
la RAM. Si la taille des données ne peut entrer dans la RAM, il faudra nécessairement des
interactions avec les disques de masse. Pour aller plus loin, si la donnée n’est pas disponible
sur le nœud qui la demande, il faut la faire transiter par le réseau. En conséquence, il y a
une forte dépendance entre le processeur, la RAM, le support de masse et le réseau.

Performance des codes

Matériel Débits (Mo/s)
RAM (DDR3) 10000
Réseau (Fast Ethernet) 1000
Disque (SSD) 500

Table 3.3 – Ordre de grandeur de débits

Le tableau 3.3 donne l’ordre de grandeur des débits atteints par la RAM, les interfaces
réseaux, et les disques. En particulier on observe que les disques et le réseau forment
les éléments limitants. Afin d’améliorer les performances d’un système composé de ces
différents éléments, il existe deux possibilités : (i) attendre puis acheter au prix fort
la nouvelle génération de matériel ; (ii) agréger plusieurs composants ensemble afin
de partager leurs ressources. Bien que la seconde option apporte une complexité de
mise en œuvre, son prix est nettement plus accessible. En ce qui concerne le stockage
de masse, cette agrégation a vu le jour avec la conception des différents niveaux de
techniques RAID par Patterson et al. [PGK88]. Par exemple, l’utilisation du RAID-0
permet généralement d’augmenter les débits d’un facteur 2. Côté réseau, des techniques
d’agrégation des liens réseaux existent, comme proposé par Adiseshu et al. [APV96]. Il
est alors possible d’améliorer les performances en exploitant plusieurs interfaces et liens
réseaux.

La présence du code au sein de la chaîne de traitement entraîne un calcul intermédiaire
entre le processeur et les médias de communication. Afin de ne pas former un goulot
d’étranglement dans cette chaîne, le code doit être suffisamment performant pour sup-
porter les débits montants des disques et/ou du réseau. Une évaluation des performances
des codes à effacement utilisés dans les applications de stockage a été réalisée par Plank
et al. [Pla+09]. Dans cette étude, les auteurs montrent que les débits d’encodage et de
décodage observés par les meilleurs codes sont de l’ordre d’un gigaoctet par seconde. Par
conséquent, il est possible que ces codes forment un goulot d’étranglement dans le cas où
un agrégat de disques ou de liens réseaux sature le nœud.

Il est alors essentiel qu’un code puisse fournir de bonnes performances. C’est pourquoi
ce chapitre s’intéresse à l’optimisation des performances du code à effacement basé sur
la transformation Mojette. Nous verrons dans les deux parties qui suivent, les bénéfices
d’une version systématique sur l’encodage et le décodage.
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Figure 3.4 – Comparaison du nombre de projections calculées entre la forme systématique
et non-systématique pour un code Mojette (6, 3). En particulier, les projections suivant les
directions de l’ensemble {(pi ≥ 2, 1)} (en pointillés rouge) correspondent aux projections
supplémentaires qu’il est nécessaire de calculer sous la forme non-systématique.

3.3.2 Bénéfices de cette nouvelle technique sur l’encodage

Par rapport à la version non-systématique, cette nouvelle technique permet de réduire
significativement le complexité à l’encodage. En version non-systématique, il est nécessaire
de calculer n projections à partir d’une grille discrète constituée de k. Dans cette nouvelle
version systématique, nous considérons les k lignes de cette grille comme faisant partie
des données encodées. En conséquence, il suffit de calculer (n−k) projections pour fournir
la même protection qu’avec l’approche classique du code à effacement Mojette (n, k).
D’une manière générale, le rapport g de blocs de parité générés entre les deux versions
s’exprime ainsi :

g = n

n− k
(3.10)

Prenons l’exemple d’un code avec un taux r = 2, comme un code (6, 3) fournissant de
la protection face à trois effacements. La figure 3.4 représente la comparaison entre les deux
techniques pour cet exemple. En version systématique, l’ensemble des données encodées
correspond aux k lignes de la grille, auxquelles on ajoute r = 3 projections calculées.
Dans notre exemple, ces projections sont construites suivant les directions {(pi, qi)} =
{(−1, 1), (0, 1), (1, 1)}. Sous sa forme non-systématique, le code à effacement Mojette
doit calculer trois projections supplémentaires afin de fournir la même disponibilité des
données. Sur la figure 3.4, ces projections supplémentaires sont représentées en rouge.
Cette nouvelle version systématique nécessite de calculer deux fois moins de projections
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dans cet exemple. Cette réduction du nombre d’opérations dépend des paramètres du
code. Si l’on prend le cas d’un code (6, 4), l’encodage génère trois fois moins de projections.
Nous verrons dans la suite l’impact sur le décodage.

3.3.3 Bénéfice de cette technique sur le décodage

Dans cette partie nous allons étudier le comportement du code systématique en fonction
du schéma de perte. On distingue trois schémas de pertes : (i) le cas optimal correspond
à la situation où la grille n’a subi aucun effacement ; (ii) le cas où la grille est dégradée
(i.e. elle subit un nombre e d’effacements, où e < k) ; (iii) le pire cas où toute la grille est
effacée.

Accès direct sans dégradation

Lorsqu’aucune ligne de la grille n’est effacée, il s’agit du meilleur cas. C’est dans cette
situation que réside le principal avantage de cette technique puisqu’il n’est pas nécessaire
d’exécuter d’opération de décodage. Si aucune des k lignes de données ne subit d’effa-
cement, la donnée est immédiatement accessible en clair. En conséquence aucun calcul
n’est réalisé et les performances sont optimales.

En comparaison, dans le cas non-systématique, il est toujours nécessaire de reconstruire
la grille entière, même lorsqu’aucun effacement ne survient. Quel que soit le schéma de
perte, le décodage met en jeu k projections pour reconstruire les k lignes. En conséquence,
le décodage nécessite toujours un travail calculatoire dont le coût est significatif. Dans la
suite, nous analysons le cas où des effacements se produisent.

Dégradation partielle des données

Une dégradation des données entraîne nécessairement une opération de décodage afin de
restaurer la donnée perdue. Nous considérons à présent que le nombre de lignes de grille
discrète effacées e est inférieur à k. Dans ce cas, l’opération de décodage est possible
dès lors que l’on accède à un ensemble suffisant de e projections pour reconstruire les
e lignes effacées. Plus précisément, ce problème correspond à reconstruire une grille
partiellement remplie. valeur %des bins des projections, mais également la valeur des
pixels déjà présents %dans la grille. Nous verrons en détail ce nouvel algorithme dans la
prochaine %partie.

En comparaison avec la version non-systématique, cette nouvelle mise en œuvre
est plus performante. En effet, quelque soit le schéma de perte en non-systématique,
il est nécessaire d’utiliser k projections pour reconstruire l’ensemble de la grille tout
entière. Toutefois, cette nouvelle technique correspond à la reconstruction d’une grille
partiellement reconstruite. En conséquence, l’ensemble des pixels à reconstruire est moins
important que dans le cas non-systématique et donc, moins d’opérations sont nécessaires
pour le décodage.
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Perte complète des données

Dans le cas où (e = k), l’ensemble des lignes de la grille est effacé. Il est alors nécessaire
de décoder l’information à partir de k projections. L’opération de décodage est alors
identique, que le code soit systématique ou non.

Bilan de l’impact en décodage

L’avantage principal de la version systématique est de fournir des performances optimales
quand la grille ne subit aucune dégradation. Il n’y a pas besoin dans ce cas de décoder
l’information, qui est disponible en clair dans la grille. Lorsque des effacements appa-
raissent, les performances décroissent puisqu’il est nécessaire de déclencher l’opération de
décodage. Ces performances se dégradent alors avec le nombre de lignes effacées, et le
pire cas est obtenu quand toute la grille est effacée. Dans cette situation, l’opération de
décodage correspond à l’opération effectuée en non-systématique, et les performances
sont en conséquence semblables pour les deux techniques. Rappelons que la forme non-
systématique fournit les mêmes performances quel que soit le schéma de perte puisqu’il
est nécessaire de reconstruire la grille entière à partir de k projections. En comparaison,
cette situation correspond au pire scénario de perte dans le cas systématique. Dans tous
les autres cas, les performances en systématique sont meilleures.

Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons présenté un moyen permettant d’améliorer le code à
effacement Mojette selon deux critères parmi la liste élaborée dans le premier chapitre, à
savoir : (i) le rendement ; (ii) le nombre d’opérations nécessaires pour l’encodage et le
décodage. Cette méthode consiste à utiliser le code à effacement Mojette sous sa forme
systématique. Une construction de cette version a été proposée dans la section 3.1. Cette
construction (simple à mettre en œuvre) consiste à considérer que les n symboles d’un
mot de code, sont composés des k lignes de la grille, et de n−k projections Mojette. Pour
accompagner cette proposition de conception, un algorithme d’inversion a été proposé
afin de reconstruire la grille dans le cas systématique. Par la suite, nous avons analysé
les conséquences de cette construction, et avons déterminé deux améliorations.

La première amélioration concerne le rendement du code Mojette. La section 3.2 a
permis de montrer que le surcout de redondance de ce code provient de la géométrie de
la transformation. Plus précisément, les projections sont de taille variable, et cette taille
augmente avec l’index de la projection. La version systématique permet de réduire la
quantité de redondance générée par le code en diminuant la quantité de projections à
générer. Bien que le rendement converge vers l’optimal (au sens MDS) à mesure que
la largeur de la grille augmente, nous avons pu observer une réduction de la quantité
de données encodées par deux dans le cas extrême de notre évaluation. Ce cas met en
jeu une grille de faible largeur (i.e. P = 16, Q = 8). Dans la pratique, nous avons vu
qu’un code (12, 8) qui opère sur des blocs de 4 Ko nécessite un surcout que de 3%, ce qui
correspond à un code quasi-MDS.
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La seconde amélioration, traitée dans la section 3.3 s’intéresse à l’amélioration du
critère lié au nombre d’opérations nécessaires pour l’encodage et le décodage. Pour les
mêmes raisons que pour le rendement (i.e. moins de projections à calculer), le nombre
d’opérations nécessaires en encodage est réduit. Par exemple, dans le cas d’un code de
rendement 3

2 , il y a trois fois moins de projections à calculer. Le décodage nécessite
également moins d’opérations, dans le cas où certaines lignes de la grille sont disponibles.
En particulier, cette amélioration permet un accès immédiat aux données lorsqu’aucun
des symboles sources (i.e. les lignes de la grille) n’est effacé.



Conclusion de la partie

Le lien entre la théorie des codes et les transformées discrètes a été établi dans cette
partie. Nous avons vu dans le chapitre 1, les notions de la théorie des codes nécessaires à
la compréhension des codes à effacement, ainsi qu’à l’élaboration d’une liste de critères de
comparaison. Cette étude, qui a conduit à l’analyse des codes MDS de Reed-Solomon,
et des codes LDPC, a montré qu’aucun des codes étudiés n’est capable de satisfaire
l’ensemble des critères proposés.

Le chapitre 2 propose une nouvelle approche à base de transformées discrètes, dans
l’objectif de concevoir de nouveaux codes. Nous y avons notamment introduit les codes à
base de FRT et de transformation Mojette. Nous avons tout d’abord vu que la FRT peut
fournir un code à effacement MDS. L’étude qui a suivi a permis de montrer que malgré
son rendement sous-optimal, le code à effacement Mojette possède l’avantage d’avoir un
algorithme de décodage itératif efficace. Notre motivation a donc été d’utiliser ce dernier
en tâchant d’améliorer son rendement.

Dans le chapitre 3, la construction d’une version systématique, et l’élaboration d’un
algorithme de décodage adapté, ont permis d’améliorer le rendement et les performances
de notre code. Jusque là, le code à effacement Mojette satisfait les critères suivants :

1. une complexité théorique faible grâce à l’algorithme de décodage itératif ;

2. une complexité des opérations faibles, correspondant à des additions ;

3. l’indépendance des paramètres du code (la hauteur et le nombre de projections
peuvent être choisis arbitrairement) ;

4. une forme systématique possible, et dont la mise en œuvre est simple.

L’efficacité des opérations d’encodage et de décodage du code à effacement Mojette se
fait au détriment d’un faible surcout de redondance nécessaire (désigné par µ dans notre
étude). Toutefois, nous avons vu que ce surcout par rapport aux code MDS, se limite à
3% en pratique. Le code Mojette est donc le code approprié pour concevoir un système
de stockage capable de gérer à la fois, les données froides, et les données chaudes. Restent
alors à déterminer les performances du code dans le contexte du stockage, notamment
à travers son intégration dans un système de fichiers distribué, tel que RozoFS. Cette
application au stockage distribué est le sujet de la seconde partie.
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Introduction de la partie

La partie précédente a permis de définir le code à effacement Mojette permettant de
répondre efficacement au problème de la transmission d’informations sur un canal non-
fiable. Dans cette nouvelle partie, nous nous intéresserons à l’application de ce code dans
un système de stockage distribué (NDSS). Dans ce contexte, le phénomène de panne est
considéré comme la norme plutôt que l’exception. L’objectif de cette nouvelle partie est de
concevoir un NDSS capable de gérer à la fois un seuil de redondance (capacité nécessaire
à l’archivage de données froides), et de fournir de bonnes performances (nécessaire pour
le traitement de données chaudes). Nous verrons en détail, les éléments suivants dans
cette partie :

1. le chapitre 4 présente l’utilisation des codes à effacement dans le contexte du
stockage distribué. En particulier, le cas du RAID-6, protégeant les données face à
une panne, est introduit avant de généraliser l’étude. Ce chapitre contient les deux
contributions suivantes : (i) l’évaluation théorique des performances des codes à
effacement (ii) la comparaison des performances d’encodage et de décodage des
implémentations des codes Mojette par rapport aux codes MDS de référence (de
Reed-Solomon) ;

2. le chapitre 5 étudie l’intégration du code à effacement Mojette dans RozoFS, le DFS
développé par Rozo Systems. Une évaluation des latences de lecture et d’écriture
enregistrées par RozoFS sera comparée à celles fournies par le DFS référent :
CephFS, qui utilise des techniques de réplication ;

3. dans le chapitre 6, nous proposons une nouvelle méthode distribuée pour ré-encoder
de nouveaux symboles de mots de code (i.e. projections Mojette), sans avoir à
reconstruire explicitement la donnée initiale. Cette technique sera particulièrement
utile dans le cas de la réparation de supports de stockage, ou d’allocation dynamique
de redondance.
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Introduction

Dans les systèmes de stockage, les codes à effacement sont connus comme une alternative
efficace aux techniques de réplication. Ils permettent notamment de réduire significative-
ment la quantité de redondance nécessaire pour fournir une tolérance aux pannes. Une
panne est un phénomène qui entraine l’indisponibilité d’une donnée. En pratique, ces
indisponibilités sont les conséquences de problèmes de différentes natures (e.g. logicielle,
matérielle, réseau, . . .). Afin d’augmenter la disponibilité des données, il est nécessaire de
distribuer ces informations de manière redondante, sur plusieurs supports de stockage.
Ainsi, il est possible de supporter l’indisponibilité d’une partie de ces données en utilisant
cette information redondante.

En 1988, Patterson et al. [PGK88] publient leurs travaux qui présentent cinq
techniques d’agrégation de disques durs. Ces techniques d’agrégation sont regroupées sous
la désignation Redundant Array of Independant Disks (RAID), qui peut se traduire par «
Matrice redondante de disques indépendants ». Chacune de ces techniques, identifiées par
un numéro, permet d’exploiter un ensemble de disques afin d’améliorer les performances
et/ou la disponibilité des données. D’un côté, les performances de lecture et d’écriture
sont améliorées grâce à la distribution des données qui permet d’exploiter l’ensemble
des disques simultanément (stripping), cette technique est notamment à la base du
RAID-0. De l’autre, des techniques permettent d’améliorer la disponibilité des données
en générant de la redondance au sein du système de stockage. Il est par exemple possible
de répliquer l’information sur l’ensemble des disques disponibles, comme en RAID-1.
D’autres méthodes permettent de calculer r disques de parité à partir de k disques de
données, ce qui permet de supporter la panne de r disques. C’est le cas en RAID-4
et RAID-5 pour r = 1, et RAID-6 pour r = 2. Ces techniques ont ainsi permis de
démocratiser l’utilisation des codes à effacement au sein de systèmes de stockage. Elles
sont encore aujourd’hui largement utilisées.

À l’origine, l’agrégation des ressources matérielles comme utilisée dans le stockage par
les méthodes RAID, est rendue possible dans les années 80 avec la réduction significative
de la taille et du prix des composants informatiques [Bel84]. En parallèle du monde du
stockage, les microprocesseurs apparaissent à la même époque et permettent de fournir
une puissance de calcul bon marché et compacte. Ces réductions permettent d’agréger
les ressources de calcul au sein d’un système multiprocesseur. Krajewski [Kra85] utilise
notamment l’expression Array Processing pour désigner une matrice de processeurs
exécutant la même instruction sur un jeu de données.

Dans les systèmes de stockage organisés en RAID-4 et RAID-5, qui protègent face à
une panne, les informations du disque de parité correspondent à la somme des informations
des disques de données. En revanche, il devient plus compliqué de fournir des disques de
parité supplémentaires. Il existe plusieurs méthodes pour calculer un deuxième disque
de parité en RAID-6 [Per+15b]. Par exemple, les codes de Reed et Solomon [RS60]
peuvent être utilisés pour calculer ces disques de parité. Cependant, plusieurs méthodes
optimisées pour cette configuration ont été conçues et permettent de calculer ce deuxième
disque de façon plus performante. En particulier, les Array codes rassemblent une famille
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de codes qui ont été conçus dans cette optique. Les codes EVENODD de Blaum et al.
[Bla+95] et les codes Row Diagnoal Parity (RDP) de Corbett et al. [Cor+04] font partie
de cette famille de codes. Bien que plus performantes par rapport aux codes de Reed-
Solomon, ces méthodes sont limitées à deux voir trois disques de parité, et se généralisent
difficilement au delà [BBV96]. En conséquence, il n’existe pas de solution parfaite et les
concepteurs de systèmes de stockage doivent privilégier soit les performances, soit la
haute disponibilité des données.

Dans ce chapitre, une de nos contributions sera de fournir une étude sur les perfor-
mances théoriques des codes conçus pour RAID-6 (i.e. r = 2). Plus spécifiquement, les
critères de comparaison porteront sur des métriques adaptées au contexte du stockage
telles que les performances d’encodage, de décodage et de mise à jour des données.
La section 4.1 fournit une comparaison des codes RAID-6 traditionnels avec le code
Mojette dans sa version systématique, tel que défini précédemment dans le chapitre 3.
La section 4.2 compare de manière théorique les codes de Reed-Solomon et Mojette
dans le cas général. Enfin, la section 4.3 présente une évaluation des performances des
implémentations du code Mojette face aux meilleures implémentations des codes de Reed-
Solomon fournies par Intel® Corporation [Int15]. Nous montrerons en particulier
que le code Mojette bénéficie de meilleures performances théoriques dans l’ensemble des
métriques, au prix d’un léger surcout de données à stocker. Ces aspects théoriques seront
validés dans l’expérimentation en dernière partie.

4.1 Cas des codes à effacement (k + 2, k) pour le stockage :
RAID-6

Cette section offre une comparaison des codes RAID-6. Pour cela, nous détaillerons
tout d’abord l’architecture en RAID-6 dans la section 4.1.1. Puis, afin de réaliser cette
comparaison, nous fournirons une liste de métriques dans la section 4.1.2, que nous
exploiterons dans la section 4.1.3.

4.1.1 Architecture en RAID-6

La particularité de l’organisation des disques en RAID-6 est non seulement d’améliorer
les performances de lecture et d’écriture, mais également d’apporter de la tolérance aux
pannes. L’amélioration des performances provient de la distribution des données sur un
ensemble de disques. Quant à la protection des données, qui se limite au cas où deux
disques sont en panne, repose sur l’exploitation de deux disques de parité. On représente
généralement cette organisation sous la forme d’une matrice de n disques possédant la
même capacité de stockage. Ces n disques sont divisés en deux parties : (i) un ensemble de
k disques de données ; (ii) un ensemble de (n− k) disques de parité contenant les données
de redondance calculées depuis les disques de données. Chaque disque est divisé en w
blocs d’information de β bits. La figure 4.1 (cf. page 96) représente une matrice RAID-6
avec w = 2 blocs. En pratique, un bloc correspond à un mot de β bits (e.g. {8, . . . , 256}).
En réalité, si l’on divise un disque en blocs de β bits, la valeur de w serait trop grande.
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Figure 4.1 – Représentation d’une matrice de disques organisés en RAID-6. Un ensemble
de k disques de données est utilisé pour encoder 2 disques de parité : P et Q. Les disques
sont partitionnés en w blocs. Une bande correspond à un ensemble de n blocs impliqués
dans un processus d’encodage. Cette figure est extraite de [Pla+09].

C’est pourquoi, on applique la technique de codage sur des sous-ensembles de w blocs
adaptés pour le code. Nous verrons dans la suite quelle valeur de w est utilisée pour
chaque code. Les codes RAID-6 correspondent à une famille de codes généralement MDS,
de paramètres (n = k + 2, k). Puisque les codes sont MDS, la quantité de données de
parité est optimale. En conséquence, le nombre de blocs w des disques de parité équivaut
au nombre de blocs w des disques de données.

4.1.2 Métriques d’analyse de performance

Le contenu du premier disque de parité P est toujours calculé de la même manière. Les
w blocs qu’il contient correspondent à des informations de parité horizontale des blocs
des n disques de données. En revanche, plusieurs méthodes présentées dans ce chapitre
permettent de calculer les données du disque Q. Nous allons ainsi comparer ces techniques
selon les métriques suivantes qui sont classiquement utilisées dans les travaux des codes
étudiés :

• Le coût à l’encodage correspond au nombre d’opérations nécessaires pour encoder
un disque de parité ;

• Le coût de mise à jour correspond au nombre d’opérations nécessaires pour
modifier un bloc de données et mettre à jour les données associées dans les disques
de parité. Par rapport aux études habituelles, nous considérerons une mise à jour
différentielle dans notre étude. C’est-à-dire qu’au lieu de ré-encoder complètement
les informations, nous calculerons seulement la différence avec la valeur d’origine. Par
la suite, nous appliquerons par linéarité de l’opération d’encodage cette différence
sur la donnée de parité, tel que proposé par Zhang et al. [ZHX12]. Nous verrons



4.1. Cas des codes à effacement (k + 2, k) pour le stockage : RAID-6 97

en particulier que dans la cas de certains codes, la position du bloc modifié dans la
matrice a un impact significatif sur les performances ;

• Le coût au décodage correspond au nombre d’opérations nécessaires pour re-
construire l’information d’un disque de données qui subit une panne. On considère
dans la suite qu’une panne entraîne l’indisponibilité totale d’un disque de données.
Nous verrons durant notre analyse que certains codes possèdent de meilleures
performances en reconstruisant l’information depuis le disque Q plutôt que P.

4.1.3 Analyse des performances des codes RAID-6

Par rapport aux codes de Reed-Solomon qui peuvent fournir un taux de codage
arbitraire, les Array codes sont conçus et optimisés pour gérer une quantité limitée de
redondance. Dans la suite, il s’agira de décrire et d’analyser les performances des codes
de Reed-Solomon, ainsi que deux Array codes (EVENODD et RDP). Enfin nous
apporterons une comparaison des performances de ces codes avec le code Mojette. Nous
verrons que ce dernier apporte de meilleures performances dans les différentes métriques
définies précédemment.

Codes de Reed-Solomon

Les codes de Reed-Solomon peuvent être utilisés pour calculer les disques de parité.
Contrairement à la construction d’une matrice d’encodage systématique dans le cas
général, la matrice d’encodage dans le cas particulier du RAID-6 est simple et scindée en
deux partie : G = [Ik|R]. La première partie correspond à la matrice carrée identité Ik de
taille (k × k) et permet d’intégrer l’information à traiter dans les données encodées. La
seconde partie correspond à la matrice de redondance R de taille (2× k) permettant de
calculer les valeurs des disques de parité P et Q. La matrice R correspond à une matrice
de Vandermonde de la forme :(

1 1 1 · · · 1
α0 α1 α2 · · · αk−1

)
, (4.1)

avec α ∈ GF(q) un générateur du corps. Si l’on utilise par exemple le corps de Galois
GF(28) et un générateur de ce corps tel que α = 2, l’opération d’encodage d’une bande
correspond alors à l’équation matricielle suivante :

1 0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . 1
1 1 1 · · · 1
1 2 4 · · · 2k−1


×


d0
d1
d2
...

dk−1

 =



d0
d1
d2
...

dk−1
p
q


, (4.2)
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où p, q ∈ GF(28) correspondent aux valeurs des données de parité (respectivement stockées
dans les disques P et Q), impliquées dans le calcul d’une bande. Dans la suite, nous allons
uniquement considérer le calcul de p et q. Puisque dans notre représentation, un disque
est composé de w bandes, l’encodage nécessite w fois cette opération. L’équation (4.2)
montre ainsi que l’encodage du disque P ne requiert que (k − 1)w additions, tandis que
le calcul des valeurs du disque Q nécessite (k − 1)w additions et kw multiplications. Les
mises en œuvre des codes Reed-Solomon souffrent notamment de l’implémentation
des opérations dans les corps de Galois. La multiplication est en effet une opération
coûteuse qui peut être implémentée de plusieurs manières. Par exemple, afin d’améliorer
les performances de l’encodage, Anvin [Anv04] propose de décomposer le calcul de q en
utilisant la méthode de Ruffini-Horner, illustrée dans l’équation (4.4) :

q = d0 + (2× d1) + (4× d2) + (8× d3) + (16× d4) (4.3)
= d0 + (2× d1 + (2× d2 + (2× d3 + (2× d4)))). (4.4)

Dans cette représentation, il suffit alors de développer une implémentation efficace de la
multiplication par deux.

La modification d’un bloc de données entraîne la mise à jour de deux blocs de parité.
Une addition est réalisée pour calculer la différence, deux opérations supplémentaires
sont nécessaires pour mettre à jour le bloc correspondant dans P puis dans Q. Enfin,
une multiplication permet de finir la mise à jour du bloc dans Q. En conséquence, la
modification d’un bloc entraîne trois additions et une multiplication.

Quant au décodage, il nécessite autant d’opérations que l’encodage en considérant que
la matrice inverse est pré-calculée. Pour reconstruire un disque, dans le cas où il y a une
seule panne, le processus de décodage favorise l’utilisation de P puisque cela entraînerait
le recours à (k − 1)× w additions. En revanche, l’utilisation du disque Q nécessite des
opérations de multiplication supplémentaires, plus complexes à mettre en place. Dans
le cas de deux pannes, l’opération nécessite autant d’opérations qu’à l’encodage, c’est à
dire : 2× (k − 1)w additions et k × w multiplications.

Les Array codes

Les Array codes ont été conçus à l’origine comme une alternative aux codes de Reed-
Solomon afin d’éviter les opérations de multiplication dans les corps de Galois. Bien
que ces codes fournissent une quantité de redondance limitée, ils ne réalisent que des
opérations d’addition, et sont en conséquence performants. Les disques P et Q sont
respectivement calculés en utilisant des bandes horizontales et diagonales. Le calcul de P
correspond également à un mot de code de parité. On s’intéressera en particulier à la
conception du disque Q pour les codes EVENODD [Bla+95] et RDP [Cor+04].

Les codes EVENODD Les codes EVENODD ont été conçus en 1995 par Blaum
et al. [Bla+95]. Les paramètres du code sont contraints de telle manière que (w + 1) soit
premier, et que k ≤ w + 1. Lorsque le disque Q est impliqué, que ce soit pour l’encodage
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Figure 4.2 – Représentation d’un code EVENODD sur une matrice (k = 5, w = 4). La
figure s’intéresse en particulier au calcul des valeurs du disque Q, basé sur la valeur des
données des disques Di. L’ajusteur S correspond à la somme des éléments de la diagonale
blanche. Sa valeur est additionnée à chaque blocs de Q, qui sont déterminés par une
parité diagonale. Figure inspirée de [Pla+09].

ou le décodage, une valeur intermédiaire S (nommée ajusteur) doit être déterminée afin
de garantir la propriété MDS du code. La figure 4.2 représente le processus pour calculer
Q. La valeur de l’ajusteur correspond à la somme des éléments suivant la diagonale
blanche. La valeur des blocs de Q se calcule à partir de la somme des éléments des disques
de données suivant différentes diagonales (représentées par des couleurs différentes sur la
figure 4.2), à laquelle on rajoute la valeur de S.

Lors de l’encodage, cet ajusteur nécessite (k − 2) additions. L’encodage nécessite
(k − 1)× w additions pour calculer P et (k − 1)w + k − 2 pour calculer les valeurs de Q.
En conséquence, le disque Q requiert plus d’opérations que le disque P.

Les conséquences de la modification d’un bloc de données dépendent de la position de
ce bloc. Dans la plupart des cas, cette modification entraîne la mise à jour d’une valeur
optimale de 2 blocs de parité. On calcule ainsi la différence entre l’ancienne et la nouvelle
valeur du bloc, puis on met à jour un bloc de P et un bloc de Q, ce qui coûte trois
additions. En revanche, lorsque la modification affecte un bloc de la diagonale qui définit
la valeur de S, l’ensemble des blocs du disque Q est affecté. Par conséquent, w additions
sont réalisées, une autre est nécessaire pour calculer la différence, et une dernière pour
la mise à jour du bloc du disque P. Cette situation correspond au pire cas, et nécessite
alors (w + 2) additions.

Concernant la reconstruction d’un disque, plusieurs scénarios sont également possibles.
Quand une panne affecte un seul disque, il est recommandé de reconstruire en utilisant
le disque P pour ne pas avoir à calculer la valeur de S. Une panne est alors réparée en
utilisant (k−1)×w additions. Lorsque les disques de données subissent deux pannes, il est
tout d’abord nécessaire de recalculer la valeur de S. Le coût du calcul de S dépend de la
position des disques en panne. Soit γ(S) le nombre d’opérations nécessaires pour recalculer
sa valeur, et soit deux entiers i, j ∈ Zw tel que i 6= j, correspondant respectivement à
l’index du premier et du second disque en panne. On distingue alors les trois cas suivants :

1. Si i = 0 et j ≥ k, alors la méthode utilisé lors de l’encodage permet de recalculer la
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valeur de S, puisque le disque en panne n’impacte pas la diagonale blanche. En
conséquence, γ(S) = k − 2 opérations ;

2. Si i < k et j = k, alors il est nécessaire de calculer S à partir de n’importe quelle
autre diagonale, donc γ(S) = k − 1 opérations ;

3. Si i, j < k, alors S peut être calculée en additionnant l’ensemble des valeurs
des disques de parité. Cela nécessite γ(S) = 2(k − 2) opérations. Cette situation
correspond au pire cas.

Une fois que la valeur de S est calculée, il est possible de reconstruire les éléments des
disques effacés par un processus itératif. La première itération consiste à reconstruire
la valeur d’un bloc effacé en utilisant une bande diagonale. La seconde itération utilise
la bande horizontale de ce bloc afin de reconstruire un nouveau bloc. En utilisant
alternativement les parités diagonales et horizontales, on parvient à reconstruire l’ensemble
des données effacées. Le coût total de la reconstruction est 2(k − 1)w + γ(S). Le pire
cas correspond à la perte de deux disques impliqués dans la diagonale de S. Dans cette
situation, la reconstruction nécessite 2(k − 1)w + 2(k − 2) additions.

Les codes RDP Les codes RDP conçus par Corbett et al. [Cor+04] ont également
une contrainte géométrique telle que k ≤ w. Ces codes sont similaires aux EVENODD
mais ne nécessitent pas d’ajusteur. Les informations du second disque de parité sont
également calculées en utilisant des parités diagonales. En revanche, la diagonale spéciale
précédemment utilisée pour calculer S n’intervient pas dans ce calcul. De plus, les
informations du disque P interviennent dans le calcul des valeurs du disque Q, ce qui
entraîne une dépendance et une séquentialité dans la mise en œuvre de l’encodage. En
particulier, les codes RDP requièrent moins d’opérations pour l’encodage, le décodage et
la mise à jour, que les codes de Reed-Solomon et EVENODD.

Le nombre d’opérations nécessaires pour le calcul des informations de P et de Q est
identique et correspond à (k − 1)w additions. De manière similaire aux EVENODD, le
coût de la mise à jour d’un bloc dépend de la position du bloc. Lorsque celui-ci est situé
sur la première ligne ou sur la diagonale spéciale, seulement deux blocs de parité sont
impactés sur P et Q respectivement. En conséquence, trois opérations sont nécessaires.
Dans tous les autres cas, trois blocs sont impactés du fait de l’interdépendance entre les
disques de parité. La reconstruction d’un disque de données est quant à elle réalisée en
(k − 1)w opérations quel que soit le disque de parité utilisé. En conséquence, 2(k − 1)
opérations sont nécessaires pour reconstruire l’information lorsque deux disques sont en
panne.

Le code Mojette

Dans la représentation des codes (k + 2, k), le code à effacement Mojette, sous forme
systématique, calcule deux projections à partir d’une grille de hauteur k. Il est ainsi
possible de reconstruire deux lignes de la grille à partir de ces projections. Le choix
des directions de projection sera motivé par la réduction du coup de la redondance. On
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Figure 4.3 – Code à effacement Mojette d’une image (3× 3) pour les directions {(p, q)}
dans l’ensemble {(−1, 1), (0, 1), (1, 1)}. La base utilisée est représentée par ~u et ~v. P, Q,
et P ′ correspondent à des disques de parité.

choisira ainsi comme ensemble de projections {(p, q)} = {((0, 1), (±1, 1)}, où le disque P
contiendra les éléments de projections suivant la direction (0, 1), et Q suivant (±1, 1). La
figure 4.3 montre cette représentation pour une grille (3× 3). En particulier le choix du
signe pour la valeur de pQ n’a pas d’impact ni sur la complexité des opérations, ni sur le
coût de la redondance.

Pour l’encodage, le nombre d’opérations nécessaires pour le calcul d’une projection
dépend de la taille de la grille et de la direction de projection. On le définit ainsi :

γ(k,w)(p,q) = k × w −B(k,w, p, q), (4.5)

où B(k,w, p, q) correspond au nombre de bins de la projection (voir équation (2.27),
page 67). Puisque le disque P correspond à la projection suivant l’horizontal, le nombre de
bins B(k,w, 0, 1) vaut w. Le calcul de cette projection nécessite alors (k− 1)w opérations.
Le nombre d’opérations pour le disque Q correspond quant à lui à (k − 1)w − k + 1. On
remarque ici que pour la première fois, le nombre d’opérations nécessaires est inférieur
pour calculer le disque Q que pour le disque P. On peut également noter que si l’on
utilise le disque P ′ (correspondant à la projection suivant la direction (−1, 1)) à la place
du disque P, on réduit le nombre d’opérations global au prix d’un coût de redondance
plus élevé.

Les mises à jour dans le cas du code Mojette sont optimales. En effet, la modification
d’un bloc de donnée impacte uniquement un bloc de parité correspondant dans chaque
disque. Dans le cas étudié, on modifie uniquement deux bins quelle que soit la position
du pixel modifié.

Dans le cas de la perte d’un disque, il est cette fois plus avantageux de reconstruire
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Figure 4.4 – Représentation de la méthode de détermination du nombre d’opérations
nécessaires pour reconstruire une ligne l à partir d’une projection. Cet exemple représente
une grille (P = 12, Q = 6). On cherche à reconstruire la ligne l = 2 à partir de la
projection suivant la direction (p = 1, q = 1). Les éléments en rouge représentent les
éléments impliqués dans la reconstruction de la ligne.

la donnée en utilisant le disque Q qu’en utilisant le disque P. Rappelons que le nombre
d’opérations nécessaires à la reconstruction d’un pixel dépend de sa position dans la grille.
En effet, un pixel situé dans un coin de la grille nécessitera en général moins d’opérations
qu’un pixel situé au milieu de la grille. De plus, ce nombre va dépendre de la projection
utilisée pour la reconstruction. Si l’on reprend l’exemple d’un pixel situé dans un coin de
la grille, aucune opération n’est nécessaire si (p, q) 6= (0, 0). En revanche, si (p, q) = (0, 1),
alors (Q− 1) opérations seront nécessaires.

Soit l l’index d’une ligne à reconstruire. La figure 4.4 représente la situation où l’on
souhaite reconstruire la ligne l = 2 d’une grille (P = 12, Q = 8) en utilisant la projection
suivant la direction (p = 1, q = 1). Les éléments de la grille en rouge représentent les
pixels utilisés dans la reconstruction de la ligne l. Le nombre d’opérations nécessaires à
la reconstruction d’une ligne l est défini par l’ensemble des pixels représentés en rouge.
Cet ensemble correspond aux éléments de la grille discrète (hors éléments de la ligne l)
contenus entre les deux droites de projection y = pix+ l et y = pix+ l + P , qui passent
par les extrémités de la ligne l. Dans le cas général, ce nombre correspond à la surface de
la grille (P ×Q) à laquelle on soustrait le nombre d’éléments de la ligne à reconstruire P ,
et auquel on soustrait la surface de deux triangles. Dans l’exemple de la figure 4.4, le
triangle supérieur possède une base et une hauteur de l, et le triangle inférieur possède
une base et une hauteur de (Q− l). Le nombre d’opérations nécessaires pour reconstruire
cette ligne correspond à :

γ(P,Q, l)(1,1) = (Q− 1)P − l(l + 1)
2 − (Q− l − 1)(Q− l)

2 . (4.6)

La figure 4.5 représente le nombre d’opérations nécessaires pour reconstruire une
ligne depuis la projection (1, 1) en fonction de l’index de cette ligne. On peut remarquer
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Figure 4.5 – Nombre d’opérations nécessaires pour la reconstruction Mojette depuis
la projection de direction (1, 1), en fonction de la position de la ligne effacée. La grille
utilisée correspond à k = 11 et w = 20. La ligne en tirets représente les performances
obtenues par les codes RDP (i.e. (k − 1)w).

le comportement quadratique de cette courbe. En particulier, les lignes situées aux
extrémités (i.e. l = 0 et l = k − 1) nécessitent moins d’opérations pour être construites.
En effet, la surface des pixels impliqués dans la reconstruction est moins importante pour
ces lignes, alors qu’elle est maximale pour la ligne centrale. En particulier, ces lignes
bénéficient du fait qu’elles possèdent des pixels proches des coins de la grille, et dont le
nombre de dépendances est réduit.

Bilan et discussion

Le tableau 4.1 (cf. page 104) résume les résultats obtenus précédemment. On y exprime
le nombre d’opérations nécessaires pour chaque métrique détaillée en première section, en
fonction des différents codes. En particulier, on distingue les métriques d’encodage et de
décodage en fonction de l’utilisation du disque P ou Q. On remarque que la génération
ou la réparation relative au disque P nécessite toujours (k − 1)w opérations. En effet, ce
disque correspond à la parité horizontale des disques de données. En revanche, le nombre
d’opérations nécessaires quand on interagit avec Q forme un critère intéressant puisque
celui-ci varie pour chaque code. Le critère de mise à jour d’un bloc est également décisif
et est optimal pour la Mojette.
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Code Encoder P Encoder Q Mise à jour Décoder depuis P Décoder depuis Q

RSa (k − 1)w (k − 1)w + (kw)⊗ 3 + 1⊗ (k − 1)w (k − 1)w + (kw)⊗
EVENODD (k − 1)w (k − 1)w + k − 2b w + 2b (k − 1)w (k − 1)w + 2(k − 2)b

RDP (k − 1)w (k − 1)w 4b (k − 1)w (k − 1)w
Mojette (k − 1)w (k − 1)w − k + 1 3 (k − 1)w ρ(k,w, l)(1,1)c

aPour les codes de Reed-Solomon, les opérations de multiplication sont symbolisées par ⊗.
bLe nombre d’opérations correspond au pire cas (par exemple, ça peut dépendre de γ(S) pour

EVENODD).
cCette valeur dépend également de l’index l de la ligne perdue, voir l’équation (4.6).

Table 4.1 – Tableau de comparaison du nombre d’opérations nécessaires pour différents
code à effacement selon les métriques définies dans la section 4.1.2. Les paramètres k et
w correspondent respectivement au nombre de disques de données, et au nombre de blocs
qu’ils contiennent.

Les spécificités des codes de Reed-Solomon Les performances théoriques des codes
de Reed-Solomon sont compliquées à définir. En effet, comme spécifié précédemment,
la multiplication dans les corps de Galois peut être implémentée de différentes manières :
par exemple Blaum et Roth [BR93] proposent d’utiliser des permutations circulaires,
Rizzo [Riz97a] propose des tables de correspondance et Blömer et al. [Blö+95] utilisent
des matrices binaires. C’est pourquoi dans le tableau 4.1, nous distinguons les opérations
de multiplication des opérations d’addition en utilisant le symbole ⊗.

Analyse des performances Afin de comparer les performances d’encodage et de
décodage, prenons (k − 1)w opérations, comme référence. Cette référence correspond
au meilleur résultat obtenu par les codes MDS RDP. Concernant l’encodage, les codes
de Reed-Solomon et EVENODD ont tous les deux un coût supplémentaire par
rapport à cette référence : (i) les codes de Reed-Solomon nécessite deux multiplications
supplémentaires ; (ii) les EVENODD nécessitent (k − 2) additions supplémentaires à
cause du calcul de S. Le code Mojette en revanche, requiert moins d’opérations pour
calculer le disque Q. On peut également rappeler qu’il s’agit du seul code qui nécessite
moins d’opérations pour calculer Q que pour calculer P.

Côté reconstruction d’un disque en utilisant les données du disque de parité Q, le
même constat peut être fait. Les codes RDP nécessitent encore (k − 1)w opérations.
De manière similaire à l’encodage, les codes de Reed-Solomon et EVENODD ont
un surcout calculatoire respectivement dû aux multiplications et au calcul de S. Pour
le code Mojette, le nombre d’opérations à réaliser dépend du disque inaccessible (voir
équation (4.6)). Cependant, quel que soit le disque inaccessible, sa reconstruction par
le disque Q nécessitera toujours un nombre d’opérations inférieur à (k − 1)w comme le
montre la figure 4.5.

Quant aux mises à jour d’un bloc de données, bien que tous les codes soient capables
d’atteindre la meilleure performance de 3 additions dans le meilleur des cas, seul le
code Mojette les atteint quelle que soit la position du bloc modifié. En conclusion, les
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codes Mojette nécessitent moins d’opérations pour l’ensemble des métriques étudiées par
rapport aux codes MDS utilisés pour le stockage distribué en RAID-6. Notons toutefois
que ce gain en performance nécessite une quantité de redondance supplémentaire. Nous
avons cependant montré dans le chapitre précédent que ce coût est modéré et tend vers
l’optimal quand la largeur de la grille augmente.

Bien que les performances théoriques soient liées au nombre et à la nature des
opérations réalisées durant l’encodage et le décodage, d’autres critères entrent en jeu en
pratique. Comme nous l’avons vu dans le chapitre précédent, les opérations doivent être
réalisées au plus près du processeur. Un autre enjeu correspond à la localité spatiale de
nos données. Cette considération correspond à la caractéristique de notre algorithme à
traiter les données de manière séquentielle. L’intérêt d’un accès séquentiel aux données
repose sur deux considérations : (i) il n’est pas nécessaire de calculer la position de la
donnée et d’atteindre sa position (les disques durs mécaniques par exemple perdent un
temps considérable à déplacer les têtes de lecture pour accéder à des données distantes) ;
(ii) il est possible de charger en avance la donnée pour la placer dans les zones mémoires
près du processeur (c’est notamment l’objectif de l’appel système readahead sur Linux).
Bien qu’il soit possible de favoriser ces comportements, il est compliqué de les quantifier.
Dans le cas du code à effacement Mojette, nous avons vu que la géométrie du problème
permet de favoriser la localité spatiale.

4.2 Généralisation de la construction des codes

Après avoir comparé ces différents codes dans le cas du RAID-6, nous nous intéressons
à présent au cas général. Dans la suite, nous comparerons donc les performances des
codes de Reed-Solomon dans la section 4.2.1, au code Mojette, qui sera détaillé dans
la section 4.2.2.

4.2.1 Reed-Solomon

Les codes à effacement de Reed et Solomon correspondent à des codes (n, k) MDS, dont
la valeur des paramètres peut être arbitrairement choisie. En particulier, cette application
calcule n mots encodés à partir de k mots de données tel que k ≥ n. Pour cela, une matrice
d’encodage de taille n× k est utilisée pour la transformation. Pour définir un code MDS,
cette matrice doit nécessairement posséder la propriété suivante : toute sous-matrice de
taille k × k doit être inversible. À l’origine, une matrice de Vandermonde était utilisée
puisque qu’elle possède une telle propriété. Blömer et al. [Blö+95] ont par la suite utilisé
des matrices de Cauchy qui partage cette propriété. La complexité d’inversion d’une
telle matrice est de O(k2). Dans leurs travaux, Blömer et al. [Blö+95] ont également
proposé une représentation particulière de cette matrice permettant d’implémenter les
opérations de multiplication par des fonctions de OU-exclusif.

Vandermonde-RS Les matrices de Vandermonde V sont définies par un vecteur de
n éléments (α0, α1, . . . , αn−1). Ce type de matrice s’écrit sous la forme suivante :
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V =


1 1 · · · 1 1
α1

0 α1
1 · · · α1

k−2 α1
k−1

α2
0 α2

1 · · · α2
k−2 α2

k−1
...

... . . . ...
...

αn−1
0 αn−1

1 · · · αn−1
k−2 αn−1

k−1

 ∈ F
k×n
q , (4.7)

où αi correspondent aux coefficients d’une matrice de Vandermonde. Pour que l’ensemble
des sous-matrices k × k soit inversible, il est nécessaire que les éléments αi du corps fini
soient deux à deux distincts. Dans le cas d’un code de Reed-Solomon non-sytématique,
la matrice d’encodage correspond à une matrice de Vandermonde telle que G = V . Pour
obtenir un code de Reed-Solomon systématique avec des paramètres (n, k) arbitraires,
il n’est pas possible de construire une matrice d’encodage de la forme G = [Ik|V ] (comme
nous l’avons vu précédemment dans le cas particulier de RAID-6). Dans une telle matrice,
toute sous-matrice carrée n’est pas inversible [LF04]. On peut cependant obtenir un code
de Reed-Solomon systématique à partir d’une matrice de Vandermonde en appliquant
un algorithme d’élimination de Gauss sur les colonnes de V afin de faire apparaître une
matrice identité. Cette méthode est décrite dans Plank et Ding [PD03]. Une autre
méthode est proposée par Lacan et Fimes [LF04]. Une fois que l’on a déterminé la
matrice d’encodage G, l’opération d’encodage correspond à calculer Y = GX.

Toute sous-matrice carrée G′ d’une matrice de Vandermonde est inversible (en
particulier une sous-matrice k× k). Cette caractéristique des matrices de Vandermonde
permet d’inverser l’opération réalisée à l’encodage, et de reconstruire l’information perdue.
Quand l’information subit des effacements, les lignes correspondantes dans la matrice
d’encodage sont supprimées pour donner une sous-matrice G′ de taille (k × k). L’inverse
de cette matrice est déterminée afin de retrouver le message initial : X = G′−1Y ′, où Y ′
correspond à un mot de code dégradé. Considérons deux ensembles i ∈ Zk et j ∈ Zw.
Ainsi, di,j correspond au bloc de données situé dans la colonne i et à la ligne j. Dans ce
cas, les données d’un disque de parité Rj sont calculées ainsi :

Rj =
k−1⊕
i=0

di,jα
i. (4.8)

L’équation (4.8) montre que (k − 1) additions et k multiplications sont nécessaires pour
calculer un bloc d’un disque de parité.

Les codes de Reed-Solomon souffrent des multiplications de l’équation (4.8) réalisées
dans un corps de Galois. De nombreux travaux ont été réalisés afin de produire des
implémentations efficaces de l’opération de multiplication. Par exemple, Blaum et Roth
[BR93] ont proposé une méthode pour remplacer ces multiplications par des opérations
de soustractions et de rotations cycliques. Par la suite, Rizzo [Riz97a] a proposé d’utiliser
des tables de correspondance.

Cauchy-RS Une version des codes de Reed-Solomon basée sur des matrices de
Cauchy a été proposée par Blömer et al. [Blö+95]. Un avantage de cette technique
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est de permettre une inversion matricielle plus efficace en O(n2). De plus, les travaux
de Blömer et al. ont permis de remplacer les opérations de multiplications par des
additions. Pour cela, chaque élément de la matrice d’encodage est étendu par β dans les
deux directions. Ses performances sont ainsi liées au nombre de 1 présents dans la matrice
d’encodage ou de décodage. Des travaux ont été menés afin de rendre les matrices les
plus creuses possible. En effet, étant donné les paramètres (n, k) d’un code défini dans un
corps de Galois, il existe une quantité importante de matrices de Cauchy permettant
d’encoder l’information. Plank et Xu [PX06] ont déterminé que chaque matrice n’est
pas égale en matière de performance. Si l’on souhaite trouver la meilleure matrice, il faut
énumérer tous les cas possibles, dont le nombre croît de manière exponentielle avec n. En
conséquence, cette méthode peut convenir pour des codes avec des paramètres (n, k, w)
de faibles valeurs (e.g. w ≤ 4). Plank et Xu donnent toutefois un algorithme pour
déterminer une « bonne » matrice de Cauchy. Cependant, le nombre de 1 dépend des
ensembles d’éléments du corps de Galois choisis pour construire la matrice de Cauchy.
Or, aucune méthode efficace n’existe aujourd’hui afin de définir ce nombre minimum de 1
dans la matrice d’encodage.

4.2.2 Généralisation du code Mojette

Voyons à présent les performances de l’encodeur, puis du décodeur Mojette dans le cas
général.

Performances de l’encodeur Mojette

Nous allons ici analyser le nombre d’opérations nécessaires pour le calcul d’une projection.
Bien que la génération d’une projection met en jeu l’ensemble des éléments de la grille
discrète une et une seule fois (voir équation (2.23), page 62), le nombre γ d’opérations
nécessaires pour l’encodage varie en fonction de deux paramètres : la taille de la grille, et
la direction de projection. Le nombre d’additions nécessaires pour générer une projection
Projf (p, q, b) correspond à :

γ(P,Q)(p,q) = P ×Q−B(P,Q, p, q),
= P ×Q− ((Q− 1)|p|+ (P − 1)|q|+ 1) ,

(4.9)

et représente le nombre d’éléments de la grille discrète (P × Q) auquel on soustrait
le nombre de bins de la projection, tel que défini dans l’équation (2.27) (cf. page 67).
Considérons à présent que l’on fixe la taille de la grille, ainsi qu’un paramètre de projection.
Si on considère comme précédemment que qi = 1, cette équation devient :

γ(P,Q)(p,1) = P ×Q− ((Q− 1)|p|+ P ), (4.10)
= (Q− 1)(P − |p|). (4.11)

En conséquence, quand les dimensions de la grille sont fixées, si la valeur de |p| augmente,
le nombre d’opérations nécessaires pour générer une projection γ(P,Q)(p,q) diminue. Cela
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signifie que pour une taille de grille fixée, plus une projection est grande, moins elle
nécessite d’opérations d’addition pour être calculée. Aussi, si seules les performances sont
essentielles pour une application, on choisira des projections avec de grandes valeurs de
|p|. Pour un ensemble de projections {(pi, 1)} donné, l’ensemble des opérations nécessaires
pour l’encodage correspond à ∑

i
γ(P,Q){(pi,1)}.

Performances du décodeur systématique

Le nombre d’opérations nécessaires γ(k,w, l) pour reconstruire un pixel d’index i depuis
une projection de direction (p, 1) est défini par :

γ(k,w)(p,1)
i =

[
w−1∑
a=0

k−1∑
b=0

∆ (i+ a− (b× |p|)
]
− 1. (4.12)

En conséquence, le nombre d’opérations nécessaires pour reconstruire une ligne d’index l
correspond à la somme des valeurs calculées à partir de l’équation (4.12) pour chaque
pixel de la ligne :

γ(k,w)(p,1)
l =

i=l∑
i=l−w+1

(
γ(k,w)(p,1)

i

)
. (4.13)

Dans le cas où e lignes sont effacées, le nombre total d’opérations nécessaires cor-
respond à la somme des opérations nécessaires pour chaque ligne. Ainsi, une projection
différente, issue d’un ensemble suffisant {(pi, 1)} | i ∈ Ze, est associée à la reconstruction
d’une ligne. On détermine alors le nombre d’opérations nécessaires ainsi :

γ(k,w){(pe,1)}
e =

∑
e

(
γ(k,w)(pe,1)

le

)
. (4.14)

4.3 Expérimentations
Dans cette section, nous évaluons les performances du code à effacement Mojette et
comparons ces résultats avec les performances des meilleures implémentations des codes de
Reed-Solomon. Nous détaillons en section 4.3.1 les caractéristiques des implémentations
étudiées. La section 4.3.2 présente la mise en œuvre de l’expérimentation nous permettant
de mesurer les performances de ces implémentations. Enfin, dans la dernière section 4.3.3,
nous exposerons puis analyserons les résultats obtenus.

4.3.1 Les implémentations à comparer

Nous avons choisi de comparer les implémentations du code à effacement Mojette avec
une implémentation des codes de Reed-Solomon. De par leur popularité et leur ac-
cessibilité, les codes de Reed-Solomon représentent un compétiteur essentiel pour
notre comparaison. Ces codes sont en effet, largement distribués à travers de nombreuses
bibliothèques.
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Implémentations Mojette

Nous avons implémenté une version systématique du code à effacement Mojette en langage
C. Le choix de ce langage est judicieux lorsque l’on développe une technique de codage
devant fournir de hautes performances. En effet la possibilité de gérer la mémoire, ainsi
que le recours à diverses instructions particulières du processeur, permettent d’atteindre
d’excellentes performances [Hun11].

Dans la suite, nous reprenons la terminologie utilisée dans le chapitre 2. En pratique,
la taille des pixels et des bins doivent correspondre à un mot machine. Un mot correspond
à l’unité de base, exprimée en bits, manipulée par un processeur. Pour les architectures
classiques, la taille d’un mot correspond à 32 ou 64 bits. Il s’agit plus exactement de
la taille des registres du processeur. Par conséquent, un processeur est d’autant plus
rapide que ses mots sont longs puisqu’une plus grande quantité d’information est traitée
à chaque cycle. Nous avons alors fixé la taille des bins et pixels à 64 bits. Cette valeur
correspond à la taille des registres des architectures usuelles aujourd’hui.

La plupart des processeurs proposent des extensions de leur jeu d’instructions afin
d’améliorer les performances de certains traitements. Les instructions Single Instruction,
Multiple Data (SIMD) correspondent à un mode de fonctionnement du processeur qui
permet de profiter de parallélisme. Plus particulièrement, il s’agit d’appliquer en parallèle
la même instruction sur plusieurs données afin d’obtenir plusieurs résultats. Bien que
proposées par Flynn en 1966 et utilisées pour la première fois dans le supercalculateur
Cray-1 en 1976, les instructions SIMD ont été disponibles dans les processeurs grand
public d’Intel et AMD qu’à partir de 1997. Les processeurs Intel par exemple, proposent
des extensions pour flux SIMD (Streaming SIMD Extensions SSE) qui ajoutent jusqu’à
16 registres de 128 bits et 70 instructions supplémentaires pour les processeurs x86. Ce
mode de fonctionnement permet donc de traiter 2048 octets en parallèle, en un cycle
processeur. Les applications peuvent alors bénéficier de cela dès lors qu’une instruction
peut être réalisée sur plusieurs données. En pratique, ce mode est largement utilisé dans
les applications multimédias, scientifiques ou financières. Dans le stockage, il permet
notamment d’augmenter les performances de traitement du RAID logiciel implémenté
dans Linux en réalisant plusieurs instructions en parallèle [Anv04].

Ce mode de fonctionnement est donc très intéressant pour notre code à effacement
étant donné que la quantité de données traitées pour un cycle CPU est cruciale dans les
systèmes d’information. Les algorithmes d’encodage et de décodage Mojette sont propices
à ce fonctionnement puisque nous appliquons une instruction, qui correspond à l’addition,
sur une multitude de données, représentées par les éléments de la grille discrète et des
projections. En conséquence, dans notre mise en œuvre, l’addition est implémentée par
des opérations de OU exclusif (XOR), correspondant à des additions modulo deux, sur
des données de 128 bits.

Dans cette partie, il s’agira de comparer les débits observés dans une évaluation
des performances d’encodage et de décodage des deux implémentations de notre code à
effacement Mojette et des codes de Reed-Solomon. En particulier pour le code Mojette,
nous évaluerons la version non-systématique, que l’on appellera NS-Mojette, ainsi que
l’implémentation systématique que l’on désignera simplement par Mojette.
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Figure 4.6 – Représentation de l’expérimentation. Les données aléatoires sont stockées
dans un buffer indexé par k adresses. Le décodage est réalisé après avoir supprimé e× Mk
octets. On enregistre le compteur de cycles avant et après la fonction d’encodage et de
décodage pour mesurer les performances.

Implémentation des codes Reed-Solomon

ISA-L (pour Intel Storage Acceleration Library) est une bibliothèque open-source
développée par Intel® Corporation [Int15] fournissant une implémentation des codes
de Reed-Solomon. Cette bibliothèque fournit des codes optimisés pour les applications
de stockage. Dans la limite de notre expérience orientée dans le contexte du stockage, et des
paramètres utilisés dans notre expérimentation, cette implémentation fournit de meilleurs
résultats que d’autres bibliothèques fournissant des codes pour de la transmission, telles
que OpenFEC.org et Jerasure [Ope10 ; PG14]. En particulier, cette implémentation
des codes de Reed-Solomon utilise le polynôme irréductible x8 + x4 + x3 + x2 + 1.

4.3.2 Configuration de l’expérimentation

Dans cette partie, nous allons évaluer les performances d’encodage et de décodage
des implémentations des codes à effacement Mojette et Reed-Solomon, présentées
précédemment.

Les tests réalisés dans cette partie mettent en jeu plusieurs paramètres. Ainsi nous
allons faire varier les paramètres n et k des codes à effacement, qui définissent implicite-
ment la tolérance aux pannes que fournit le code. En pratique, ce facteur dépend de la
nature des données, des applications et du support sur lesquels transite la donnée. Les
fournisseurs de service web proposent en général une protection face à quatre pannes.
C’est le cas de Facebook, qui utilise des codes de Reed-Solomon au sein de leurs
grappes de stockage [Sat+13]. Un second paramètre concerne la taille des donnéesM
que nous allons traiter. Dans la terminologie Mojette, cette taille correspond au nombre
de pixels de la grille discrète. Ce paramètre dépend de l’application utilisée. Dans le
cadre de stockage de données POSIX, on choisira une tailleM correspondant à la taille
des blocs du système de fichiers. Dans l’exemple d’ext4, cette taille de blocs est de 4 Ko.
En revanche, dans des applications mettant en jeu des accès séquentiels sur de grands
fichiers, on choisira une taille de bloc beaucoup plus importante afin de limiter le nombre
d’entrées/sorties. C’est le cas du système de fichiers Hadoop Distributed File Systems
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HDFS, qui met en jeu des applications d’analyse distribuées grâce à Hadoop Map-Reduce
sur des blocs de 128 Mo par défaut [Shv+10].

La figure 4.6 représente l’expérimentation que l’on réalise. Notre mesure lors de
l’encodage correspond aux performances du CPU lors de la génération de n blocs encodés
à partir de k blocs de données. Ces k blocs totalisentM octets. Plus particulièrement
dans notre mise en œuvre, ces k blocs correspondent à une zone mémoire deM octets de
données aléatoires, dont on représente chaque bloc par k pointeurs vers l’adresse de début
de ces blocs. L’encodage non-systématique consiste alors à générer n blocs de données
encodés à partir de ces données d’entrées. En revanche, pour les versions systématiques,
l’encodage correspond aux opérations suivantes : (i) copie des k blocs de données ; (ii)
puis génération de (n − k) blocs de parité. Le critère de comparaison de performance
entre les différents codes correspond donc à l’effort du CPU pour offrir une certaine
tolérance aux pannes.

Concernant le décodage, les performances enregistrées correspondent à la reconstruc-
tion des k blocs de données. Un nouveau paramètre entre en jeu dans les opérations de
décodage puisque le schéma de perte influence les performances du code à effacement.
En conséquence, nous enregistrons les performances du CPU pendant le décodage tout
en augmentant le nombre de pannes jusqu’à la tolérance limite qu’offre le code. Dans
notre cas, une panne correspond à l’absence d’information dans un bloc de données si le
code est systématique, sinon il s’agira de la perte d’un bloc encodé.

Nos tests sont exécutés sur une seule machine, un seul processeur et un seul thread.
Toutes les opérations sont réalisées en mémoire, en prenant soin de ne pas créer d’interac-
tions avec le disque dur. Plus exactement, nous ne considérons pas certains pré-traitements
tels que la génération des matrices d’encodage dans le cas des codes de Reed-Solomon,
ou la détermination du chemin de reconstruction dans le cas des codes Mojette.

Puisque l’on mesure des fonctions d’encodage et de décodage hautement optimisées
pour nos architectures processeurs dont les temps d’exécution sont de l’ordre de la
nanoseconde, il est imprécis, voire impossible, de mesurer le temps d’exécution de ces
fonctions de nos implémentations. En revanche, puisque ces calculs sont bornées par les
considérations vues dans la partie précédentes, et puisque nos instructions sont réalisées
au sein d’un thread sur un processeur, il est possible d’obtenir une mesure sur le nombre
de cycles du processeur. Plus précisément, on utilise le compteur temporel (Time Stamp
Counter TSC) qui est un registre spécial qui s’incrémente à chaque cycle CPU. Pour cela,
on utilise l’instruction ReaD Time Stamp Counter (ou RDTSC) qui permet de récupérer
la valeur de ce registre. Il suffit alors d’enregistrer sa valeur avant et après nos fonctions
d’encodage et de décodage et d’afficher la différence. Intel propose une mise en œuvre
afin de filtrer les résultats aberrants [Int98].

Enfin, nous affichons la valeur moyenne qui résulte de 100 itérations. L’écart type
n’est pas présenté puisqu’il est négligeable (et correspond à moins d’un pour-cent des
valeurs présentées). La machine utilisée provient de la plate-forme FEC4Cloud située à
Polytech Nantes. Cette machine dispose d’un processeur Intel Xeon à 1, 80 GHz, de
16 Go de mémoire RAM et de caches processeurs de 128 Ko, 1 Mo et 10 Mo pour les
niveaux L1, L2 et L3 respectivement. Notons que cette plate-forme a été utilisée dans
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Figure 4.7 – Comparaison des performances d’encodage sur des blocs de données de 4 Ko
(a) et 8 Ko (b). Les performances des codes Mojette et Reed-Solomon sont comparées
par le nombre de cycles CPU nécessaires pour réaliser l’opération d’encodage (plus le
résultat est petit, plus il est bon). Deux paramètres de codage ont été utilisés : (6, 4) et
(12, 8). Les performances optimales sont représentées par « no coding ».

des expérimentations soumises dans plusieurs publications [PPN14 ; Per+15a ; Par+15].

4.3.3 Résultats de l’expérimentation

Dans la suite, nous exposerons les performances obtenues pour l’encodage dans la
section 4.3.3, puis pour le décodage dans la section 4.3.3. Nous analyserons en particulier
l’influence de la taille des blocs et des effacements dans les sections sections 4.3.3 et 4.3.3,
respectivement.

Performances à l’encodage

Nous analysons dans cette partie les résultats à l’issu de notre expérimentation sur les
performances d’encodage, qui mesure le nombre de cycles CPU nécessaires pour encoder
la donnée. Les figures 4.7a et 4.7b montrent les résultats obtenus pour des tailles de blocs
M équivalent à 4096 et 8192 octets respectivement. Nous avons représenté en hachuré
sur ces courbes, les performances optimales obtenues par une opération équivalente sans
encodage. Plus précisément, ces performances correspondent à la copie de n blocs de
données. Dans le cas oùM vaut 4 Ko, cette opération correspond à copier 6 Ko. Pour
une taille de bloc deM = 8 Ko, les performances optimales représentées correspondent à
la copie de 12 Ko de données. Dans notre expérimentation, cette opération de copie est
implémentée à partir de la fonction memcpy() de la bibliothèque standard du C.

La première observation générale que l’on peut faire sur ces courbes d’encodage est que
les performances de la Mojette non-systématique sont comparables à celles fournies par
l’implémentation des codes de Reed-Solomon d’ISA-L. Plus précisément, ces derniers
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sont moins performants lors de trois tests sur quatre (la tendance s’inverse dans le test
(12, 8) présenté dans la figure 4.7b). En réalité, il est important de rappeler que cette
implémentation du code Mojette doit calculer trois fois plus de données que les autres
implémentations testées dans notre expérimentation. En effet, puisque cette version est
non-systématique, elle doit calculer 12 projections Mojette dans le cas d’un code (12, 8),
tandis que le code de Reed-Solomon doit calculer seulement 4 blocs de parité. On
constate cependant dans le cas du test de la figure 4.7a, qu’il nécessite plus de 30%
de cycles supplémentaires par rapport à NS Mojette, pour protéger la donnée face à 4
pannes. On observe donc que malgré le désavantage calculatoire de notre code en version
non-systématique, il parvient dans le cadre de nos tests à être compétitif face à des codes
systématiques.

Une deuxième observation est que la version systématique du code Mojette est plus
performante que sa version non-systématique. Ce résultat était attendu puisque cette
dernière version doit calculer trois fois plus d’information lors de l’encodage. Notons
cependant que la différence observée entre les résultats de ces deux implémentations n’est
pas un facteur trois. Lors de nos tests d’encodage, le nombre de cycles CPU mesuré des
implémentations systématiques correspond à : (i) la copie des k blocs d’informations en
clair ; (ii) plus le calcul des (n− k) blocs de parité. Les résultats observés correspondent
donc à la somme de cette copie et de l’encodage. En revanche, si l’on prend l’exemple
des résultats du code Mojette (6, 4) sur des blocs de 4 Ko, présentés dans la figure 4.7a,
on observe que (705− 321)× 3 = 1152, où 321 correspond aux nombres de cycles CPU
nécessaires pour copier 4096 octets, et où 1152 correspond à la valeur observée dans les
résultats de la version non-systématique de la même courbe. Ces résultats nous permettent
donc de valider que l’encodage systématique est trois fois plus performant que l’encodage
non-systématique dans le cas où nos codes sont paramétrés sur un taux r = 3

2 .
En conséquence, nos courbes de résultats montrent que pour les paramètres choisis dans

nos expériences, l’encodage de l’implémentation non-systématique offre des performances
comparables à la meilleure implémentation des codes de Reed-Solomon développée par
Intel. De plus, la version systématique du code Mojette que nous avons développée offre
des performances d’encodage largement supérieures à ce que proposent les autres codes
utilisés dans nos tests. On observe ainsi une réduction de la latence par deux environ dans
le cas de l’encodage du code Mojette par rapport aux codes de Reed-Solomon. Dans
une autre mesure, les résultats atteint par notre nouvelle mise en œuvre sont proches des
résultats optimaux, correspondant à la copie de l’information, sans opération d’encodage.
Ceci montre que le surcout calculatoire de cette nouvelle version est particulièrement
réduit.

Performances au décodage

Nous analysons dans cette partie les résultats à l’issu de notre expérimentation sur les
performances de décodage en matière de cycles CPU nécessaires pour reconstruire la
donnée initiale. Les figures 4.8a et 4.8b donnent le nombre de cycles CPU nécessaires pour
le décodage des codes (6, 4) pour des blocs de 4 Ko et 8 Ko respectivement. De manière
similaire, les figures 4.8c et 4.8d concernent des codes (12, 8). Nous avons représenté sur
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(d) (n, k) = (12, 8),M = 8192 octets
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Figure 4.8 – Comparaison des performances de décodage pour des paramètres de codes
(6, 4) (figures 4.8a et 4.8b) et (12, 8) (figures 4.8c et 4.8d). Les courbes à gauche montrent
les résultats pour des tailles de blocs de 4 Ko (figures 4.8a et 4.8c) tandis que les courbes
de droite concernent des blocs de 8 Ko (figures 4.8b et 4.8d). Les performances des codes
Mojette et Reed-Solomon sont comparées par le nombre de cycles CPU enregistrés
durant l’opération de décodage (plus c’est bas, mieux c’est) alors que l’on augmente
progressivement le nombre d’effacements. Un effacement correspond à la perte d’un bloc
encodé. Les valeurs optimales sont représentées par « No coding ».
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ces courbes les performances optimales de décodage correspondant à la copie de k blocs
d’information.

La première observation générale que l’on peut faire concerne le cas où aucun efface-
ment ne survient lors du décodage. Dans ce cas, les deux codes systématiques Mojette
et Reed-Solomon atteignent les performances optimales représentées sur nos courbes
par « no coding ». Ce résultat était attendu puisque dans le cas des codes systématiques,
lorsqu’aucun des k blocs de données n’est effacé, le décodage correspond à la lecture
direct de ces k blocs. Au niveau de l’implémentation, cette lecture correspond à la copie
de cette information en clair.

À présent, lorsque des effacements surviennent, des opérations de décodage sont
déclenchées. On remarque que l’influence des effacements n’est pas la même selon que
le code est systématique ou non. Pour NS Mojette, le nombre d’effacements e n’a pas
d’influence sur les performances de décodage. Ce résultat provient du fait que le décodage
des codes non-systématiques correspond à la reconstruction entière des informations
utilisateurs. Ainsi le nombre d’opérations est comparable quel que soit l’ensemble des
blocs encodés utilisé pour cette reconstruction.

Dans le cas des codes systématiques en revanche, le décodage consiste à reconstruire
un ensemble partiellement reconstruit de la donnée. En conséquence, le nombre de cyles
CPU nécessaires pour le décodage augmente au fur et à mesure que l’on augmente le
nombre de blocs de données effacés. En particulier, la différence entre les performances de
l’implémentation systématique du code Mojette et des valeurs optimales augmente avec
le nombre d’effacements puisque l’on supprime progressivement des lignes de la grille
discrète. En effet, puisque l’on considère une grille de moins en moins remplie, et puisque
les opérations d’additions nécessaires à la reconstruction Mojette sont plus coûteuses que
la copie utilisée dans memcpy(), les performances décroissent.

Notons cependant que malgré la baisse de performances du décodage observée lorsque
l’on augmente le nombre d’effacement pour le code systématique Mojette, les valeurs
enregistrées sont d’une part toujours meilleures que celles observées pour la version
non systématique (puisqu’il s’agit du cas où la grille doit être entièrement reconstruite).
D’autre part, ces performances sont significativement meilleures que les performances
observées par l’implémentation systématique des codes de Reed-Solomon. On peut
ainsi observer dans nos tests, une réduction par trois de la latence de décodage en utilisant
le code Mojette.

Impact de la taille des blocs

L’influence de la taille des blocsM est étudiée ici. Dans nos tests, nous n’utilisons que
de petites tailles de blocs (i.e.M vaut 4 Ko ou 8 Ko), correspondant à l’application de
stockage visée. Pour les valeurs de nos tests, on observe que le nombre de cycles double
en même temps que la valeur de M, pour les deux versions du code Mojette. Cette
observation est la même dans le cas de l’encodage, que du décodage. Cela confirme la
complexité linéaire de la transformation Mojette.
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Influence de la tolérance aux pannes

Nous analysons à présent l’impact du paramétrage (n, k) du code sur les performances
des codes systématiques. Bien que pour les valeurs des paramètres utilisés dans cette
expérimentation, le code Mojette fournisse de meilleures performances que l’implémen-
tation des codes de Reed-Solomon, l’écart des performances entre les deux méthodes
semble diminuer à mesure que seuil maximum de tolérance aux pannes augmentent. En
conséquence, il est possible que pour très grandes valeurs de paramètre, la situation
s’inverse. Toutefois, comme précisé auparavant, une protection face à quatre pannes
apporte déjà une protection importante [Sat+13].

Conclusion

Nous avons vu dans ce chapitre une évaluation théorique des performances du code à
effacement Mojette sous sa forme systématique, dans le contexte du stockage distribué.
Pour cela, nous avons défini trois métriques : (i) le nombre d’opérations nécessaires
à l’encodage ; (ii) le nombre de blocs modifiés lors d’une mise à jour ; (iii) le nombre
d’opérations nécessaires au décodage. En particulier, nous avons montré que le code à
effacement Mojette nécessite moins d’opérations dans ces trois métriques, comparé aux
Array codes et codes de Reed-Solomon, dans un contexte RAID-6 où la tolérance aux
pannes est limitée à deux (i.e. paramètres de code (k + 2, k)). Par la suite, nous avons
étendu le même constat pour des paramètres de code (n, k) arbitraires, en comparant les
codes Mojette et Reed-Solomon. Dans une dernière section, nous avons évalué par la
pratique les performances de notre implémentation. En particulier, notre expérimenta-
tion a permis de montrer le gain significatif de notre nouvelle mise en œuvre du code
systématique par rapport à la version non-systématique. Il est intéressant de remarquer
toutefois, que malgré ce gain, le code sous sa forme non-systématique parvient tout à
fait à fournir de bonnes performances. De plus, dans le cadre de notre expérimentation,
notre implémentation encode deux fois vite, et décode jusque trois fois plus vite que la
meilleure implémentation des codes de Reed-Solomon actuelle, qui est contenue dans
la bibliothèque développée par Intel® Corporation [Int15].

Rappelons cependant que les bonnes performances obtenues par le code à effacement
Mojette nécessitent davantage d’information encodée que ce qui est produit dans le cas
des codes MDS. Toutefois, nous avons montré dans le chapitre 3 que ce coût est modéré,
et tend vers la borne minimale quand la taille des blocs augmente. Plus particulièrement,
nous y avons analysé qu’en définissant des blocs de M = 4 Ko, comme utilisés dans
nos tests, un surcout de données de seulement 3% est nécessaire. N’ayant pas d’impact
significatif sur un système de stockage, ce faible surcout est largement contrebalancé par
l’amélioration des performances que nous avons observée ici.

Ce chapitre a permis de mettre en avant le fait que le code à effacement Mojette
(systématique ou non-systématique) est suffisamment efficace pour ne pas former un
goulot d’étranglement dans la chaîne de transmission des données. Dans le chapitre
suivant, nous allons nous intéresser à l’intégration de ce code au sein d’un système de
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fichiers distribué (DFS). Cette intégration vise à ce que le DFS puisse tirer parti du code
à effacement pour protéger les données face aux pannes, tout en fournissant de bonnes
performances.
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Introduction du chapitre

Les systèmes de fichiers distribués (DFS) permettent d’agréger en un volume unique
différents supports de stockage interconnectés par un réseau. Plusieurs processus exécutés
sur des serveurs de ce réseau peuvent ainsi accéder simultanément à ce volume afin de
partager et d’interagir avec les données qui y sont stockées. Comme nous l’avons énoncé
précédemment, ces systèmes reposent sur la redondance d’information afin de supporter
l’indisponibilité des données. Dans la pratique, l’apparition de pannes sur de tels systèmes
est considérée comme une norme et non une exception [Wei+06]. De par leur simplicité
de mise en œuvre, les techniques de réplication sont largement utilisées pour fournir cette
redondance. Cependant, ces techniques impliquent de stocker une quantité importante
de redondance par rapport à la donnée à protéger (e.g. 200% dans le cas de la réplication
par trois). Les codes à effacement offrent une alternative permettant de fournir la même
tolérance aux pannes, tout en diminuant très largement cette quantité de redondance
(généralement par un facteur 2) [WK02 ; OD12]. En conséquence, la transition vers un
système de données encodées réduit significativement la consommation énergétique du
système de stockage.

À l’origine, les systèmes RAID-5 tolèrent la perte d’un disque, moyennant un volume de
données qui reste moins important par rapport au volume induit par les données répliquées
dans le cas de RAID-1. Côté performance, le calcul des données de parité est une opération
relativement simple pour le contrôleur RAID. Les additions utilisées ont en effet un impact
modéré sur les performances du système en écriture, à condition que ces données soient
distribuées sur l’ensemble des disques de la matrice. Cette considération permet en effet
de répartir la charge afin qu’un disque ne forme un goulot d’étranglement. Toutefois, cette
technique se retrouve rapidement limitée à mesure que la taille des matrices de disques
augmente. En effet, plus le nombre de disques augmente, plus le risque qu’une double
panne survienne est important. La famille RAID s’est alors agrandie grâce à de nouvelles
techniques permettant une protection face à la perte d’un second disque (RAID-6). Pour
un ensemble de disques donné, cette technique améliore la tolérance aux pannes du
système, au prix d’une diminution de la capacité de stockage. Une première construction
repose sur les codes de « Reed-Solomon P +Q » [Che+94]. Le principal problème de
cette méthode correspond à la complexité des calculs des blocs de parité, qui impacte
significativement les performances en écriture et lors des opérations de reconstruction.
En conséquence, plusieurs méthodes de codage ont été proposées pour améliorer cette
complexité, telles que l’utilisation combinée de parités horizontales et verticales [Gib+89],
les codes EVENODD [Bla+95] d’IBM, les codes RDP de NetApp [Cor+04], ou encore
des codes à densité minimale [BR99]. Le milieu scientifique s’est donc intéressé à l’efficacité
des implémentations de ces codes [Pla+09]. Par la suite, les systèmes de stockage ont
évolué en tirant parti d’un ensemble de machines interconnectées. Des techniques de
distribution RAID sont alors apparues en exploitant la communication à travers un
réseau, tout d’abord au niveau des blocs [LMC94], puis au niveau logiciel sous le terme
de Reliable Array of Independant Nodes (RAIN) [Boh+01]. Apparaissent également des
mises en œuvre dans les infrastructures pair à pair [RD01 ; WK02]. Aujourd’hui, grâce
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aux codes à effacement, ces techniques sont largement étendues dans les systèmes de
fichiers distribués tels que HDFS [Fan+09], Ceph [Wei+06] ou Tahoe [WW08].

Nous débuterons ce chapitre par une étude détaillée des systèmes de fichiers distribués
en section 5.1. La section 5.2 présentera en détail RozoFS : le DFS qui intègre le code
à effacement Mojette. Puis nous mesurerons les performances en matière de lecture et
d’écriture de RozoFS dans une évaluation réalisée dans la section 5.3.

5.1 Systèmes de fichiers distribués tolérants aux pannes

Dans cette section, nous allons étudier les systèmes de fichiers distribués qui proposent des
mécanismes permettant de supporter l’inaccessibilité d’une partie de la donnée. Il existe
plusieurs façons de concevoir un système de fichiers distribué. Pour comprendre cela, nous
verrons dans la section 5.1.1 qu’il existe plusieurs architectures pour partager des données,
allant d’une conception centralisée à un schéma complètement décentralisé. Par la suite,
nous présenterons dans la section 5.1.2, les principales fonctions qui rentrent en jeu dans
la conception d’un DFS (e.g. la gestion de la cohérence des données). La section 5.1.3 se
focalisera quant à elle aux aspects de redondance dans ce genre de système.

5.1.1 Architectures

Nous allons ici explorer les différentes architectures utilisées dans le partage des données
entre plusieurs clients. Nous verrons tout d’abord le modèle client-serveur, utilisé notam-
ment dans NFS. Par la suite nous verrons une solution dont la distribution des données
sur une grappe de serveur est gérée par un serveur de métadonnées. Enfin, nous verrons
une architecture entièrement décentralisée.

Architectures client-serveur

Plusieurs DFS sont définis sur un modèle client-serveur. C’est notamment le cas de
Network File System (NFS) qui est le plus utilisé par les systèmes basés sur UNIX [HN15].
Le principe de ces DFS est que le serveur offre une vision uniformisée d’une partie de son
système de fichiers local (quel que soit le type de ce système de fichiers). NFS dispose
d’un protocole de communication qui permet aux clients d’accéder aux fichiers du serveur.
Plus précisément, le client ne sait pas comment sont implémentées les opérations pour
interagir sur le système de fichiers du serveur distant. En revanche, le serveur, lui, propose
une interface accessible par des requêtes Remote Procedure Calls (RPC), pour réaliser
ces opérations. Et le serveur, qui maîtrise la façon dont ces opérations sont implémentées,
les applique. Ainsi, il est possible que des processus installés sur différentes machines,
fonctionnant sur différents systèmes d’exploitation, puissent interagir avec un système de
fichiers virtuel partagé.

Côté client, NFS permet de monter le système de fichiers distant. Comme le repré-
sente la figure 5.1, cette opération est possible grâce au Virtual File System (VFS) qui
remplace l’interface du système de fichiers local afin d’interfacer plusieurs systèmes de
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Serveur RPC

Réseau

Figure 5.1 – Représentation d’une architecture client-serveur, utilisée notamment dans
NFS.

fichiers [Kle86]. En particulier, il intercepte les appels systèmes pour les transmettre au
client NFS.

Architectures en grappe centralisées

Les architectures en grappe sont une extension du modèle client-serveur. Les grappes
de serveurs sont généralement utilisées dans le cas d’applications parallèles. Dans ce
modèle, les fichiers sont distribués sur un ensemble de nœuds de la grappe. Puisque
plusieurs éléments disposent de la donnée, il est alors possible de distribuer également les
applications. Dans cette approche, proposée par Google pour son Google File System
(GFS) [GGL03], chaque grappe correspond à un nœud maître et plusieurs nœuds de
stockage. La figure 5.2 illustre cette approche. Le nœud maître maintient et transmet les
informations liées aux métadonnées d’un fichier. Pour y accéder, un client doit lui fournir
l’identifiant du fichier afin qu’il lui transmette les informations permettant d’atteindre
les données relatives à ce fichier, qui sont réparties sur les serveurs de stockage.

Architectures en grappe complètement distribuées

Le modèle précédent n’est pas adapté pour certains types d’infrastructures tels qu’en pair
à pair. Il existe des moyens pour ne pas avoir à garder un index contenu dans un nœud
master. Pour cela, on combine un mécanisme clé-valeur avec un système permettant de
calculer de façon unique la position des données dans une grappe. Il est par exemple
possible d’utiliser le protocole Chord pour déterminer de manière décentralisée la position
des données dans un anneau [Sto+01]. Cette technique est par exemple utilisée dans le
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identifiant blocs
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Figure 5.2 – Représentation d’une architecture en grappe centralisée comme utilisée dans
GFS. Un client contacte le nœud master afin de déterminer la position des blocs d’un
fichier. Il contacte ensuite les serveurs de stockage appropriés pour récupérer l’information
voulue.

système de fichiers pair à pair Ivy [Mut+02]. D’autres méthodes existent telles que, la
distribution des données issue de l’algorithme Crush utilisé dans Ceph [Wei+06].

5.1.2 Principes de conception

Cette section permet de comprendre les enjeux d’un système de fichiers distribué. En
particulier, nous étudierons une liste non exhaustive d’éléments à prendre en compte
lors de la conception d’un DFS, telles que la gestion de la distribution des données, ou
de la cohérence des données. Bien que les mécanismes de tolérance aux pannes puissent
correspondre à cette étude, ils seront plus précisément décrits dans la section suivante.

Transparence des opérations

L’utilité d’un système de fichiers distribué est de pouvoir interagir avec un volume de
stockage distribué sur un ensemble de supports de stockage. Du point de vue fonctionnel,
la mise en œuvre doit permettre à l’utilisateur d’avoir l’impression d’interagir avec un
système de fichiers UNIX local. C’est le rôle du VFS que d’intercepter les appels systèmes
depuis les applications et de les fournir à la couche du DFS, afin que celui-ci applique les
opérations nécessaires sur l’ensemble des supports de stockage en jeu.

Espace de nommage

La capacité à résoudre la correspondance entre les éléments de l’organisation hiérarchique
proposée aux client, et les données distribuées au sein du système est relative à l’espace
de nommage. Lorsqu’un client monte un système de fichier, il dispose d’une arborescence
de fichiers et de répertoires dans laquelle il peut naviguer. Dans un système de fichiers
UNIX classique, un fichier est visible par un utilisateur comme un élément inclus au sein
d’un répertoire, et identifié par un nom. Quand le VFS recherche ce nom, celui-ci inclut
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le chemin depuis la racine pour y accéder, sauf si le chemin est relatif. Cette recherche de
nom permet de déterminer le numéro d’inode qui est un identifiant unique utilisé par le
système de fichiers. Une fois que ce numéro est déterminé, il est possible d’accéder à la
structure de l’inode, et donc aux données du fichier.

Dans le cas des DFS, le montage d’un système de fichiers permet de placer le volume
distant dans l’arborescence locale (le volume est dit exporté). Par exemple dans NFS, le
serveur peut définir d’exporter un répertoire de son système de fichiers local. Un espace
de nommage supplémentaire est alors nécessaire afin de réaliser la correspondance du
nom d’un fichier proposé à l’utilisateur dans le volume exporté, avec la position des
données sur l’ensemble des nœuds de stockage de la grappe. Dans le cas de GFS, c’est le
serveur maître qui réalise cette correspondance.

Cohérence

Dans un système UNIX classique, lorsqu’une demande de lecture survient après deux
écritures successives sur une même partie de la donnée, il est garanti que le système
retourne la donnée qui résulte des opérations d’écriture successives.

Dans un système distribué, plusieurs problèmes surviennent. Tout d’abord le délai
nécessaire pour que la donnée transite d’un serveur vers un client peut être suffisant pour
délivrer une version dépassée. De plus, pour des raisons de performance, les clients tendent
à utiliser des techniques de cache afin de garder une version des données localement,
mais qui implique une complexité de gestion des ressources partagées. Il est possible
de contourner ce deuxième problème de deux manières. La première solution consiste à
mettre à jour le serveur à chaque modification du cache, ce qui n’est pas performant. La
seconde consiste à relaxer la contrainte de cohérence en affirmant que dans un premier
temps, les modifications ne seront visibles qu’à partir du client, mais qu’à terme (par
exemple lors de la fermeture du fichier) ces modifications seront accessibles à tous. Bien
que cela ne résout pas le problème de partage des ressources, on considère dans ce cas
que la lecture d’une version dépassée est valide.

Une autre solution pour résoudre ce problème est de rendre les fichiers immuables.
C’est le cas des premières versions de HDFS puisque ce fonctionnement est cohérent avec
les traitements Map-Reduce qui lisent des fichiers en entrée et écrivent les résultats dans
de nouveaux fichiers. Une dernière façon de gérer le partage de données est d’utiliser des
transactions atomiques.

5.1.3 Redondance dans les DFS

Dans cette section, nous nous intéresserons à la gestion de la redondance dans les DFS
afin de supporter l’inaccessibilité d’une partie de la donnée. Pour cela nous chercherons
à estimer la disponibilité d’une donnée dans un système de stockage en fonction de la
technique utilisée (réplication ou codage à effacement). Par la suite, nous donnerons un
état de l’art de l’utilisation de ces techniques dans les DFS.
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Disponibilité de la donnée

L’utilisation des techniques de réplication permet de garantir la disponibilité des données
d’un système de stockage en conservant plusieurs copies distribuées sur différents supports
de stockage. Il faut toutefois relativiser la disponibilité de cette donnée puisque les
probabilités qu’une panne survienne dans un système composé d’une grappe importante
de serveurs sont significatives.

Soit ρF la probabilité qu’un disque devienne inaccessible. Une estimation de la
valeur de ρF dépend du Mean Time Between Failures (MTBF), c’est-à-dire le temps
moyen qui s’écoule entre deux pannes, ainsi que le Mean Time To Repair (MTTR) qui
correspond au temps nécessaire pour remplacer le disque. Par exemple, pour un disque
qui fonctionne pendant 1000 jours, et qui peut être remplacé, formaté et fonctionnel en
un jour, ρF = 0.001 [CPK14].

Considérons un système de stockage qui réplique chaque objet à stocker d’un facteur
n. Ce système peut perdre de la donnée lorsque l’ensemble de ces n disques tombent
en panne. En supposant que les pannes correspondent à des phénomènes indépendants,
la probabilité de perdre de la donnée ρP vaut ρnF . En comparaison, dans un système
utilisant un code à effacement (n, k), on perd de la donnée lorsque plus de k disques
tombent en panne. Par conséquent, la probabilité de perdre de la donnée vaut :

ρP =
n∑

i=n−k+1

(
n

i

)
ρiF (1− ρF )n−i. (5.1)

En conclusion, pour une une même disponibilité, un code à effacement permet à un
système de stockage de disposer d’une capacité de stockage plus importante qu’en utilisant
de la réplication.

Gestion de la redondance dans les DFS

La réplication par trois est configurée par défaut dans la plupart des systèmes de
stockage tel que Hadoop Distributed File System (HDFS) [Shv+10], ou encore Google File
System (GFS) [GGL03]. Cependant, le facteur de réplication entraîne une augmentation
significative des volumes de ces systèmes de stockage. C’est pourquoi, la réduction de
la quantité de redondance est devenue une préoccupation importante dans le milieu
scientifique et industriel.

HDFS est l’une des solutions de stockage les plus populaires. Cette solution offre
un système de fichiers extensible et tolérant aux pannes. Le modèle Map-Reduce utilise
HDFS afin de diviser et distribuer les tâches sur les différents nœuds de travail [DG08].
En particulier, ce système de fichiers est conçu pour accomplir des tâches d’analyse en
parallèle sur de très importants volumes de données immuables (i.e approche write-once-
read-many). Par exemple, les plus grosses grappes de nœuds expérimentées reposent
sur 4000 serveurs qui agrègent une capacité totale de 14, 25 pétaoctets exploitée par
14000 clients simultanément [SM08]. Côté performances, l’exploitation du parallélisme
par Map-Reduce permet de trier un téraoctet de données en une minute [OM09]. HDFS
est adapté pour ce genre d’applications puisque ce système de fichiers travaille de manière
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séquentielle sur d’importants blocs de données de 128 Mo (valeur fixée par défaut). Un
bloc correspond à la plus petite quantité de données sur laquelle un système de fichiers
peut lire ou écrire. L’ensemble des opérations qu’il réalise est effectué sur une quantité de
données multiples de la taille d’un bloc. Cette taille a donc une influence sur le système
de stockage. L’utilisation de grands blocs entraîne trois conséquences : (i) la réduction des
interactions entre les clients et le serveur de métadonnées ; (ii) la réduction de la quantité
de métadonnées stockées ; (iii) la réduction du trafic réseau en gardant des connexions
TCP persistantes [GGL03]. Globalement, des blocs de tailles importantes permettent
d’augmenter les performances de lecture et d’écriture dans le cas où de larges fichiers sont
parcourus de manière séquentielle (e.g. lecture d’une vidéo de haute qualité). En effet,
le support de stockage peut lire ou écrire la donnée de manière continue, sans avoir à
localiser le bloc suivant. Cependant, une part significative du bloc peut être perdue dans
le cas où le fichier est plus petit que la taille d’un bloc. En comparaison, les systèmes de
fichiers compatibles POSIX1 reposent sur de petites tailles de blocs (e.g. 4 Ko dans le cas
de ext4 [Mat+07]). Dans la suite, nous nous intéresserons à la conception d’un système
de fichiers distribué compatible POSIX qui travaillera sur des blocs de l’ordre de 4-8 Ko
comme compromis entre la capacité d’accéder de manière séquentielle aux données, et le
gaspillage d’espace au sein des blocs [Gia98, p. 34].

Alors que la réplication par trois est le paramètre de haute disponibilité par défaut
dans HDFS, Fan et al. [Fan+09] ont développé une version modifiée basée sur les codes de
Reed-Solomon, dénommée DiskReduce. Dans leur publication, l’utilisation des codes à
effacement permet de réduire de 2, 4 fois le volume de stockage. Cependant, cette technique
est mise en œuvre en tâche de fond, et permet d’encoder des blocs d’information de 64 Mo
issus des répliquas, ce qui n’est pas adapté dans le cas des applications compatibles avec
POSIX. Muralidhar et al. [Mur+14] ont également utilisé les codes de Reed-Solomon
au sein des grappes de stockage de Facebook pour des données considérées « tièdes »
(i.e. 80 lectures par seconde). GlusterFS2 et Ceph [Wei+06] sont d’autres exemples de
systèmes de stockage distribués populaire. Ceph a la particularité de stocker les données
sous la forme d’objets. Toutefois, il dispose d’un système de fichiers, nommé CephFS (pour
Ceph File System), permettant de créer une interface POSIX entre les applications et les
volumes de stockage objet. Par rapport à HDFS qui est spécialisé pour des applications
spécifiques, CephFS et GlusterFS sont destinés à toute application. Ces DFS fournissent
des techniques de tolérance aux pannes, dont la réplication est la technique proposée par
défaut. Le codage à effacement, bien que disponible, n’est en revanche recommandé que
dans le cas d’applications liées aux données froides, telles que l’archivage.

5.2 RozoFS : le DFS basé sur le code à effacement Mojette

Dans cette section, nous présenterons la conception des systèmes de fichiers distribués
RozoFS et CephFS. Ces deux systèmes sont à « code source ouvert » et compatibles

1POSIX est le standard des interfaces de programmation utilisés par les logiciels conçus pour les
systèmes de type UNIX.

2http ://www.gluster.org/
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Figure 5.3 – Représentations des architectures de RozoFS (a) et CephFS (b). Les
similitudes correspondent aux : serveur de métadonnées (exportd et MDS), serveur de
stockage (storaged et OSD) et aux clients (rozofsmount). De plus, CephFS utilise un
service de monitorage (MON). Alors que les serveurs de stockage de RozoFS stockent
des projections Mojette, les OSD contiennent des objets pour CephFS.

avec POSIX. En particulier, ils reposent sur un ensemble de systè.es de fichiers locaux
sous-jacents. Une fois montés, ils fournissent un espace de noms global (i.e. un ensemble
de répertoires et fichiers structurés comme une arborescence) qui repose sur un ensemble
de nœuds de stockage standards (commodity). Alors que traditionnellement, CephFS
repose sur des techniques de réplication, la spécificité de RozoFS est d’être conçu sur la
base du code à effacement Mojette. La figure 5.3 montre les similitudes entre l’architecture
de RozoFS en figure 5.3a, et de CephFS en figure 5.3b, et met en avant la correspondance
des noms entre les différents services. Dans la suite, nous décrirons les composants de
RozoFS et leurs interactions, avant d’analyser les principales différences avec CephFS.

5.2.1 L’architecture de RozoFS

L’architecture de RozoFS est bâtie de trois composants qui sont représentés dans la
figure 5.3a :

1. le service de gestion des métadonnées, appelé exportd ;

2. le service de stockage des projections, appelé storaged ;

3. les clients qui utilisent le processus rozofsmount pour monter RozoFS.

Bien qu’il soit possible de combiner différents services au sein d’un même serveur, nous
décrirons dans la suite ces différents composants de telle manière qu’ils soient distribués
sur différents serveurs.
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Layout k n nœuds de stockage capacité de correction
0 2 3 4 1
1 4 6 8 2
2 8 12 16 4

Table 5.1 – Caractéristiques des trois layouts fournis par RozoFS. Les paramètres du
code à effacement Mojette sont donnés par (n, k). Le nombre minimum de supports de
stockage correspond à n + (n − k) afin de garantir une certaine capacité de stockage
durant les opérations d’écriture.

Serveur de métadonnées Ce serveur gère le processus exportd qui stocke les méta-
données, et gère les différentes opérations qui sont liées. Les métadonnées correspondent
à une petite quantité d’information qui décrit la donnée elle-même. Elles sont composées
d’attributs POSIX (e.g. horodatages des fichiers, permissions, . . .), auxquelles s’ajoutent
des attributs étendus définis par RozoFS, tels que l’identification ou la localisation des
fichiers sur le système de stockage. Ce serveur garde des statistiques sur la capacité des
nœuds de stockage afin de répartir la charge sur les différents disques. En particulier, dans
le cas d’une demande de lecture ou d’écriture, il fournit au client la liste des supports de
stockage relatifs aux informations d’un fichier. La haute disponibilité de ce service n’est
pour l’instant pas gérée par RozoFS. En pratique, des logiciels tiers tels que DRBD3

(pour la réplication du service) et Pacemaker4 (pour la haute disponibilité) sont utilisés.

Nœud de stockage Cette machine gère le service storaged. Deux fonctions sont gérées
par ce service : (i) la gestion des requêtes vers exportd ; (ii) les threads d’E/S des données
qui gèrent les requêtes issues des clients en parallèle. De plus, ce service est en charge de
la réparation des nœuds de stockage. Lorsqu’un nœud est définitivement perdu, il est
nécessaire de reconstruire de la redondance afin de rétablir la tolérance aux pannes du
système. Nous verrons plus en détail cette considération dans le chapitre 6.

Les clients RozoFS Un client utilise le processus rozofsmount afin de monter locale-
ment un volume défini par RozoFS. Ce processus utilise FUSE5 (Filesystem in UserSpacE)
pour intercepter les appels systèmes et définir les opérations distribuées de RozoFS. Les
clients gèrent deux types d’opération : (i) les opérations de métadonnées (lookup, getattr,
. . .) en interaction avec exportd ; (ii) les opérations d’E/S des données avec storaged. Les
clients sont responsables de l’encodage et du décodage lors des opérations d’écriture et
de lecture respectivement.
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5.2.2 Distribution de l’information

La distribution des données sur plusieurs supports de stockage est définie par les para-
mètres de l’encodage Mojette. Tel qu’on a pu le voir dans les chapitres précédents, un
sous-ensemble de k parmi les n blocs encodés est suffisant pour reconstruire l’information
initiale. Les paramètres de protection, appelés layouts dans RozoFS, définissent les valeurs
de k, de n, ainsi qu’un nombre minimal de supports de stockage requis afin de fournir
une capacité de correction face aux pannes (en lecture comme en écriture).

Actuellement, trois layouts sont définis dans RozoFS. Le tableau 5.1 représente les
informations relatives à ces trois configurations. Chaque layout correspond à un taux de
codage de r = 3

2 . En conséquence, le volume de données stockées vaut un peu plus de
1, 5 fois la taille du volume d’entrée. Lors d’une opération d’écriture, au moins (n− k)
nœuds de secours sont nécessaires en plus des n supports désignés pour recevoir la donnée,
afin de supporter les éventuelles pannes durant l’opération. Par exemple, en layout 2,
le nombre minimum de supports de stockage correspond à 12 + (12 − 8) = 16 afin de
supporter l’indisponibilité de quatre nœuds durant l’opération d’écriture.

5.2.3 Des entrées/sorties tolérantes aux pannes

Cette section s’intéresse aux interactions entre les différents composants de RozoFS lors
des opérations d’écriture, et de lecture. Nous verrons ensuite quel est l’impact les pannes
sur le fonctionnement du système.

Les opérations d’écriture

Lorsqu’un client initialise une opération d’écriture, cela déclenche un processus d’encodage
Mojette. Plus particulièrement, le fichier à écrire est découpé en blocs de M = 4 Ko
(valeur par défaut). Ces blocs de données remplissent un buffer adressé par k pointeurs, qui
représentent les k lignes d’une grille Mojette. On utilise des threads, qui permettent de gérer
plusieurs opérations d’encodage et de décodage en parallèle. Puisque l’on considère le code
à effacement Mojette sous sa forme systématique, chaque thread du client calcule (n− k)
projections et transmet les n blocs encodés sur n supports de stockage. L’identification
des supports concernés est fourni par exportd. Prenons l’exemple de l’écriture d’un
gigaoctet d’information sur un volume RozoFS défini en layout 0, comme illustré dans la
figure 5.4a. L’écriture distribue trois fichiers contenant les informations de projections.
Plus précisément, chacun de ces fichiers fait environ 500 Mo tel que d1 et d2 contiennent
les données en clair, et p1 contient les données de la projection suivant la direction (0, 1).

Afin d’étendre la structure des inodes à la structure de RozoFS, des métadonnées
spécifiques sont allouées à chaque fichier sous la forme d’attributs étendus. Parmi ces
métadonnées, on trouve notamment l’identifiant unique du fichier (l’équivalent du numéro

3http ://www.drbd.org/
4http ://clusterlabs.org/
5http ://www.fuse.sourceforge.net
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Figure 5.4 – Scénarios d’écriture et de lecture en layout 0 (i.e. utilisant le code Mojette
systématique (3, 2)). Les figures 5.4a et 5.4b concernent les situations sans dégradation,
alors que les figures 5.4c et 5.4d concernent des opérations dégradées. Les blocs de
données, identifiés par di, et les projections Mojette, identifiées par pj , sont distribués
sur les supports de stockage Sk. Cette figure est inspirée de [Fan+09].

d’inode pour l’espace de noms de RozoFS) ainsi que les serveurs de stockage sur lesquels
sont distribuées les données.

Les opérations de lecture

Lorsqu’une application demande la lecture d’une donnée présente sur le point de montage
de RozoFS, celui-ci favorise la lecture des k blocs de données en clair (i.e. d1 et d2). Cette
situation est représentée dans la figure 5.4b (cf. page 130). Le processus transfère alors
environ 2× 500 Mo en parallèle. Ensuite, la donnée est transmise à l’application.

Lors de l’appel de lecture, la correspondance entre le chemin du fichier et son identifiant
unique est réalisée par le serveur de métadonnées, qui retourne au client les données
relatives au placement des données désirées (i.e. l’ensemble des serveurs utilisés lors de la
distribution pendant l’écriture)
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Figure 5.5 – Interactions entre les différents composants de RozoFS pendant les opé-
rations d’écriture et de lecture en layout 0 (i.e. (n = 3, k = 2)). Lorsqu’une application
émet une requête, le client contacte le serveur de métadonnées afin d’obtenir la liste des
supports de stockage si, au sein d’une grappe de serveurs cj , relatifs à un fichier. Les
serveurs de secours sont illustrés entre crochets. Les blocs de données correspondent à dk
alors que les projections Mojette correspondent à pl.

Impact en cas de pannes

La figure 5.4c illustre la situation d’une panne qui surviendrait lors d’une opération
d’écriture. Dans ce cas, la donnée destinée au support de stockage défaillant est transférée
au prochain nœud de secours disponible. De manière similaire en lecture, le processus
essaie d’accéder à l’information depuis le prochain nœud de secours disponible. Les nœuds
de secours sont renseignés dans la liste des supports de stockage émis par exportd. Une
fois que le client accède à k blocs, une opération de décodage est déclenchée afin de
reconstruire l’information initiale. Cette situation est illustrée dans la figure 5.4d.

La figure 5.5 représente la situation où des opérations d’écriture et de lecture sont
respectivement déclenchées par client1 et client2. Le premier client envoie une requête
d’écriture vers le serveur de métadonnées qui répond avec la liste d’identifiants de nœuds
de stockage et d’un identifiant de grappe (cluster id) relative à un fichier. Ces identifiants
sont en correspondance avec l’adresse IP des serveurs de stockage afin que les clients
puissent les joindre directement, et transmettre les données en parallèle. En layout 0,
le client calcule une projection p1 depuis les données utilisateurs. La liste renvoyée par
exportd correspond à l’ensemble des identifiants des nœuds de stockage {s1, s2, s3}. Si
l’un de ces nœuds n’est pas joignable, s4 est défini comme nœud de secours. Après quoi
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de son côté, client2 reçoit la même liste de la part d’exportd, une fois qu’il a émis la
requête de lire ce même fichier. Dans l’exemple de la figure 5.5, une panne survient sur le
nœud s1 lors de la lecture. En conséquence, le client reçoit d2 et p1. Une fois obtenues,
ces informations sont passées en entrée du décodeur Mojette afin de reconstituer d1.

5.3 Évaluation

Nous traitons ici l’expérimentation que nous avons réalisée. Sa mise en œuvre est présentée
dans la section 5.3.1, tandis que les sections 5.3.2 et 5.3.3 présentent et analysent
respectivement les résultats.

5.3.1 Mise en place de l’évaluation

Dans ce qui suit, on décrivons la configuration et les conditions de notre expérimentation.

Configuration des compétiteurs

CephFS est un compétiteur intéressant dans une comparaison avec RozoFS puisqu’il
s’agit d’un système de fichiers distribué POSIX basé sur des techniques de réplication.
Par défaut, CephFS propose une réplication par trois, permettant de supporter deux
pannes. En comparaison avec HDFS, CephFS n’est pas conçu pour une application en
particulier. L’architecture de CephFS est représentée dans la figure 5.3 (cf. page 127).
Elle est composée de services similaires à RozoFS. Toutefois, un service de monitorage
supplémentaire est proposé afin de vérifier par exemple l’état d’une grappe de serveurs.

Des éléments aussi complexes que des systèmes de fichiers distribués peuvent être
réglés avec de grandes quantités de paramètres. En conséquence, nous suivrons les
recommandations énoncées dans les documentations respectives. La plupart du temps
ces paramètres correspondent aux valeurs par défaut. Nous configurons RozoFS en
layout 1 (i.e les écritures distribuent six fichiers de projection et les lectures nécessitent
quatre fichiers parmi eux), afin de fournir la même capacité de correction que CephFS
qui recommande par défaut de la réplication par trois. Dans CephFS, un paramètre
important concerne le nombre de placement group (PG). Un PG agrège les objets dans
un ensemble de supports de stockage. Dans notre expérimentation, on dispose de 64 PGs
pour le stockage des objets, et 64 PGs pour les métadonnées.

Mise en place de l’expérimentation

Toutes les expériences ont été réalisées sur la plate-forme expérimentale Grid’5000 [Bal+13].
En particulier, elles ont été conduites sur la grappe « econome », composée de 22 serveurs.
Chaque serveur contient deux CPU Intel Xeon E5-2660 cadencés à 2, 2 Ghz, 64 Go de
RAM, de 1 To de disque dur SATA d’une vitesse de 7200 tours par minute, et d’une
interface réseau 10 GbE. Huit serveurs sont utilisés pour stocker les données. Un nœud
supplémentaire contient le serveur de métadonnées. Une machine supplémentaire est
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Figure 5.6 – Évaluation des performances d’écriture séquentielle et aléatoire. Les
performances sont représentées comme les débits cumulés enregistrés par un nombre
croissant de clients. La charge de travail correspond à l’écriture d’un fichier de 100 Mo
par client simultanément. En particulier, les accès sont réalisés par blocs de 64 Ko et 8
Ko respectivement pour les accès séquentiels et aléatoires.

nécessaire pour le monitorage de CephFS. Enfin, côté clients, neuf machines sont réservées
pour réaliser les opérations de lecture et d’écriture.

Configuration de l’expérimentation

Nous avons utilisé le logiciel IOzone pour cette expérimentation. Il s’agit d’un logiciel
largement utilisé pour tester les systèmes de fichiers et les supports de stockage. Il est
possible de définir différents tests en fonction de l’E/S désirée : lecture ou écriture ;
ainsi qu’en fonction du schéma d’accès voulu : séquentiel ou aléatoire. La particularité
d’IOzone est de fournir un mode « cluster » permettant de mesurer les bandes passantes
dans le cas où plusieurs clients sont impliqués simultanément dans l’expérimentation.
Cette particularité est adaptée aux systèmes de fichiers distribués. IOzone fournit ainsi
le débit, ou le nombre d’E/S par seconde (ESPS), mesuré au niveau de chaque client.
Dans notre expérimentation, un client implique une opération sur un fichier de 100 Mo.
En pratique, les accès séquentiels sont généralement plus longs que les accès aléatoires.
C’est pourquoi nous fixons la taille des E/S en accès séquentiel à 64 Ko, et 8 Ko pour
les tests en aléatoire (valeurs classiques dans ce type d’expérimentation). Dans la suite,
nous évaluons le débit enregistré à mesure que l’on augmente le nombre de clients (de 3
à 9) impliqués simultanément dans les opérations réalisées sur le point de montage ciblé
(RozoFS puis CephFS). Les résultats illustrés correspondent à la moyenne de 30 itérations.
Les caches des clients sont effacés entre chaque itération afin de garantir l’absence d’effet
de cache du côté client.
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5.3.2 Résultats de l’expérimentation

Nous verrons dans un premier temps les résultats de l’expérimentation en écriture, avant
de nous intéresser aux lectures.

Évaluation en écriture

Dans cette section, nous étudions les performances de RozoFS et de CephFS en écriture
séquentielle, puis aléatoire. Les débits mesurés correspondent au quotient de la taille
du fichier écrit sur le temps nécessaire pour stocker de façon « sûre » la donnée. Cette
« sûreté » correspond à la confirmation que la donnée est stockée de manière redondante
au niveau des n supports de stockage. Notons cependant qu’en pratique, à un moment
donné, la donnée peut être contenue dans le cache d’un nœud de stockage et non de
manière sûre sur le support de stockage de masse sous-jacent.

La figure 5.6 (cf. page 133) illustre les débits obtenus à mesure que l’on augmente
le nombre de clients qui écrivent simultanément dans les points de montage. Plus
particulièrement, les figures 5.6a et 5.6b représentent respectivement les résultats pour
des accès séquentiels et aléatoires. Dans les deux cas, on observe que les performances
de RozoFS sont supérieures à celles fournies par CephFS. Alors qu’à mesure que l’on
ajoute de nouveaux clients, les performances de RozoFS augmentent jusqu’à une limite
correspondant à 2.7 Go/s en séquentiel, et 60000 ESPS en aléatoire, les mesures obtenues
pour CephFS n’évoluent pas de manière distinctive.

Il semble alors que RozoFS ait atteint les limites imposées par le matériel (e.g. les
disques ou le réseau), tandis que CephFS soit limité par des considérations logicielles.
Notre principale intuition à cette proposition est la suivante. Durant l’écriture, grâce au
code à effacement Mojette, RozoFS génère, transfère et stocke une quantité d’informations
largement inférieure à CephFS (i.e. environ moitié moins comme nous l’avons vu dans la
figure 3.2, cf. page 79). De plus, des spécificités liées aux deux logiciels expliquent ces
résultats. La plus importante correspond au mode de transmission des données. Lors
de l’écriture d’un fichier, RozoFS gère en parallèle plusieurs requêtes d’écriture et est
capable de profiter de plusieurs liens réseaux lors de la distribution des blocs sur les
différents supports de stockage. En revanche, CephFS souffre de son mode de distribution
des répliquas. Lorsqu’une requête d’écriture est émise, CephFS copie un premier répliqua
sur un OSD primaire. Cet OSD est par la suite responsable de la réplication et de
la distribution des données aux seins des différents OSD du PG. Cette distribution
séquentielle des données entraîne un coût significatif dans les débits mesurés.

Pour mettre en évidence cette considération, nous avons réalisé une évaluation des
performances en écriture de CephFS. Les paramètres sont similaires à l’expérience
précédente, cependant, le facteur de réplication r varie de 1 à 3. Les résultats de cette
expérimentation sont fournis dans la figure 5.7 (page 135). Par exemple, lorsque dix
clients écrivent simultanément, CephFS atteint un débit proche des 300 Mo/s quand
aucune copie d’information n’est générée (i.e.
r = 1). En revanche, la valeur de ce débit chute à 120 Mo/s lorsque le système gère
r = 3 copies d’information. Enfin un élément supplémentaire concerne la gestion de la
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Figure 5.7 – Impact du facteur de réplication sur les performances en écriture séquentielle
dans CephFS. Ces performances correspondent aux débits cumulés relevés à mesure que
l’on augmente le nombre de clients. Chaque client écrit un fichier de 100 Mo par blocs de
64 Ko. La valeur du facteur de réplication r évolue dans l’ensemble {1, 2, 3}.

cohérence des données. Dans CephFS, un journal est tenu afin garantir des transactions
fiables. En conséquence, lorsqu’une E/S modifie la donnée, une E/S supplémentaire est
nécessaire pour enregistrer une entrée dans ce journal. Cela réduit significativement
les performances, en particulier lorsque plusieurs répliquas sont en jeu (puisqu’autant
d’entrées sont nécessaires dans le journal). Un moyen de contrer ce problème est de
mettre en place le journal sur un disque séparé, ce qui aurait pu être mis en place sur
une plate-forme plus grande qu’econome.

Évaluation en lecture

On considère à présent les performances des deux systèmes en lecture. Les résultats des
tests sont illustrés dans la figure 5.8 (cf. page 136). En particulier, la figure 5.8a présente
les résultats en accès séquentiel. Dans ce test, les performances de RozoFS sont 30%
plus faibles que celles fournies par CephFS. À la différence des opérations en écriture,
la lecture met en jeu la récupération de la même quantité d’informations pour les deux
systèmes. La différence provient probablement de la taille des blocs utilisés dans chaque
système. CephFS accède aux données par des blocs de 4 Mo, tandis que RozoFS utilise
des blocs de 4 Ko. En conséquence, le nombre d’E/S nécessaire pour le premier est moins
important et CephFS bénéficie des accès séquentiels du test.

La figure 5.8b présente les résultats obtenus en accès aléatoire. Dans ce cas, les
performances de RozoFS sont trois plus élevées que celles obtenues par CephFS. Bien
que les performances augmentent globalement pour les deux systèmes, il est intéressant
de remarquer que celles de RozoFS plafonnent à proximité des 60000 ESPS. Cette
limite correspond à la même limite rencontrée dans le test en séquentiel, et représentée
dans la figure 5.6a (cf. page 133). Les disques rotatifs offrent généralement les mêmes
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Figure 5.8 – Évaluation des performances de lecture séquentielle et aléatoire. Les
performances sont représentées comme les débits cumulés enregistrés par un nombre
croissant de clients. La charge de travail correspond à la lecture d’un fichier de 100 Mo
par chaque client simultanément. En particulier, les accès sont réalisés par blocs de 64
Ko et 8 Ko respectivement pour les accès séquentiels et aléatoires.

performances en lecture ou écriture quand les accès se font en aléatoire. En conséquence,
cette limite correspond probablement à la limite des performances des disques. Il serait
intéressant de vérifier si cette limite est repoussée dans le cas où on utilise soit plus de
disques durs (pour répartir la charge) soit des disques SSD.

5.3.3 Discussion

Avant de conclure le chapitre, nous proposons de discuter dans un premier temps des
résultats obtenus dans notre expérimentation, puis du choix de la version du code à
effacement Mojette.

Choix de CephFS CephFS a été choisi comme DFS de comparaison à RozoFS dans
cette expérimentation parce qu’il s’agit d’un logiciel libre, proposant un système de
fichiers compatible POSIX et de type scale-out (i.e. extension du système par ajout
de serveurs). Toutefois, ces systèmes sont trop complexes pour pouvoir les comparer
directement. Pour s’en convaincre, il suffit de considérer les différences de conception,
d’architecture, et de paramètres disponibles. Sans toutes les énumérer, nous proposons
de discuter de deux différences fondamentales : Ceph est conçu pour la mise à l’échelle
et la cohérence des données. La mise à échelle repose principalement sur l’algorithme
décentralisé de distribution de données Crush, proposé par Weil [Wei07] dans ses
travaux de thèse. Le second point, qui concerne la cohérence des données, joue un rôle
essentiel dans les mesures des performances enregistrées. Ceph est un système de fichiers
qui garde trace des opérations de lecture et d’écriture afin de garantir une cohérence forte
des données et des transactions. En conséquence, chaque opération d’écriture sur un OSD
entraîne une seconde écriture dans le journal. En particulier, si le facteur de réplication
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vaut 2, une écriture de l’application revient à déclencher 4 opérations d’écritures (1 E/S
sur deux OSDs, et 2 E/S dans le journal).

En conséquence, les résultats obtenus ne permettent pas clairement de se prononcer sur
quel est le système de fichiers le plus efficace. Toutefois, ces résultats laissent apparaître
le fait que RozoFS est capable de fournir de bonnes performances, tout en divisant le
volume de données stockées par deux.

Choix entre version systématique et non-systématique Bien que l’on se soit
focalisé sur des codes systématiques pour des raisons de performance, les versions non-
systématiques peuvent convenir pour d’autres considérations. Nous proposons de discuter
de deux avantages intéressants. Tout d’abord, la distribution des données sous forme de
projections peut permettre de compliquer la lecture de la donnée à un tiers malveillant
(les données ne sont en effet pas stockées en clair). C’est le principe de l’algorithme de
dispersion d’information (ou IDA, pour Information Dispersal Algorithm) de Rabin
[Rab89]. Pour reconstituer exactement la donnée initiale, il doit disposer de k projections,
ce qui signifie corrompre k supports de stockage.

L’équité de l’ensemble des symboles du mot de code constitue le deuxième avantage
de cette version. On s’intéresse ici au poids d’une projection dans la distribution d’un
bloc de données. En particulier, chaque projection d’un code non-systématique possède
le même poids. En revanche, dans le cas systématique, l’opération de lecture tend à
favoriser la récupération des k premiers symboles (i.e. les lignes de la grille) dans le cas
du code systématique. En conséquence, cela complique la prise de décision concernant
par exemple, le délai d’attente en lecture avant de réclamer une projection, lorsque le
dernier symbole systématique tarde à arriver.

Les chapitres 3 et 4 ont montré que malgré le gain observé des performances en
systématique, la version non-systématique permet déjà de fournir de très hauts débits. Le
goulot d’étranglement du système réside alors soit dans la partie matérielle (e.g. disques ou
réseau), soit dans le surcout impliqué par la gestion logicielle du DFS (e.g. journalisation,
réplication). Le critère des performances n’est donc pour l’instant pas déterminant dans
le choix de la version du code. Par conséquent, l’utilisation du code non-systématique
dans RozoFS peut se justifier par les avantages présentés précédemment.

Conclusion du chapitre

Ce chapitre a permis de détailler la mise en œuvre du code à effacement Mojette au sein
du système de fichiers distribué RozoFS. La section 5.1 a présenté quelques notions sur
les systèmes de stockage. En particulier, nous avons expliqué l’évolution de la distribution
des données sur des supports de stockage depuis l’invention du RAID dans les années
80. On a par la suite expliqué comment fonctionne un système de fichiers distribué et
comment gérer la redondance dans les systèmes de fichiers distribués actuels.

La section 5.2 a décrit le fonctionnement de RozoFS à travers ses trois composants : (i)
le serveur de métadonnées, (ii) les serveurs de stockage, (iii) les clients. Nous avons égale-
ment détaillé les interactions entre ces éléments, et en particulier, le cas des entrées/sorties
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tolérantes aux pannes grâce au code à effacement Mojette.
Dans une dernière partie, nous avons évalué les performances de RozoFS dans des

tests de charges intensives, menés sur la plate-forme de test Grid’5000. La section 5.3
donne une comparaison des performances de latence en encodage et décodage, de RozoFS
avec CephFS. Les résultats obtenus ont montré que dans les conditions de nos tests,
RozoFS est capable de fournir de meilleures performances qu’un système de fichiers
distribué basé sur de la réplication, tout en divisant par deux le volume de stockage grâce
au code à effacement Mojette.
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Figure 6.1 – Représentation du problème de reprojection. Étant donné un ensemble
suffisant (i.e. selon Katz) de projections, le problème consiste à calculer les valeurs
d’une nouvelle projection sans reconstruire la grille. Dans cet exemple, on propose une
reprojection suivant la direction (2, 1).

Introduction du chapitre

Les chapitres précédents ont permis de présenter le fonctionnement du code à effacement
Mojette dans un système de stockage distribué tel que RozoFS. Les travaux que nous
allons à présent détailler utilisent le code Mojette sous sa forme non-systématique afin de
déterminer de nouvelles projections. On rappelle que sous cette forme, l’écriture entraîne
la distribution de n projections sur différents supports de stockage, qui représentent de
manière redondante l’information contenue dans une grille de hauteur k, telle que k < n.
Le critère de Katz permet de déterminer l’unicité de la solution de construction. Plus
précisément, il permet de garantir qu’un ensemble de k projections constitue un ensemble
suffisant pour reconstruire la grille (au plus n− k peuvent être perdues).

Le problème posé dans ce chapitre sera abordé du point de vue du système de stockage,
avant d’être décrit dans le formalisme Mojette. À l’échelle du système de stockage, chaque
panne qui engendre la perte d’un support de stockage, entraîne également la perte
d’une projection. En conséquence, la quantité de redondance diminue avec le nombre de
pannes. Avec le temps, les projections sont alors vouées à disparaître. Cette baisse de la
redondance constitue le problème principal abordé dans ce chapitre. Afin de ne pas perdre
définitivement de la donnée, il est nécessaire de rétablir le seuil de redondance du système.
L’objectif ici sera donc de fournir une méthode afin de distribuer de nouvelles données
de redondance sur différents supports de stockage. Du point de vue de la transformée
Mojette, le problème est illustré dans la figure 6.1. Cet exemple met en jeu un ensemble
de trois projections satisfaisant le critère de Katz. Les directions (p, q) de ces projections
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appartiennent à l’ensemble {(−1, 1), (0, 1), (1, 1)}. Le problème que l’on cherche à résoudre
consiste à déterminer les valeurs d’une nouvelle projection (dans cet exemple, suivant la
direction (2, 1)) à partir de l’ensemble des projections existantes. Nous appelons cette
opération « reprojection ».

Une approche peu performante de résolution de ce problème consiste à reconstruire la
grille à partir des projections, avant de projeter les valeurs reconstruites vers la direction
voulue. Nous proposerons dans la suite, une nouvelle méthode de reprojection distribuée,
et sans reconstruction de l’information initiale. Cette méthode sera détaillée dans la
section 6.1. Une évaluation de cette technique sera ensuite proposée dans la section 6.2
afin de mettre en avant le gain de latence dû à la distribution des calculs de reprojection.
Enfin, la section 6.3 exposera trois applications dans lesquelles cette méthode peut être
avantageusement utilisée.

6.1 Reprojection sans reconstruction
Dans cette section, nous présentons la nouvelle méthode de reprojection. Nous définissons
dans la section 6.1.1 la méthode de reprojection sans reconstruction par des opérations
2D. La section 6.1.2 montre ensuite comment réaliser cette méthode avec des opérations
1D (de convolution et de déconvolution). Enfin, la section 6.1.3 expose des simplifications
dans les opérations de convolution.

6.1.1 Méthode de reprojection

Cette section présente la méthode de reprojection. Pour cela, nous définissons dans un
premier temps la notion de reconstruction partielle, afin de décomposer le processus
de reconstruction de la grille. Cette décomposition permet notamment la distribution
des calculs de reprojection. Par linéarité de l’opérateur Mojette, nous montrons que la
reprojection par des opérations 2D est possible.

Reconstruction partielle

La notion de reconstruction partielle a été introduite par Philippe [Phi98, chap. 3] dans
ses travaux de thèse. Rappelons que le critère de Katz permet de déterminer l’unicité de
la solution de reconstruction, relativement à un ensemble de projections. Considérons
par ailleurs, un ensemble de projections insuffisant au regard du critère de Katz. Dans
ce cas, l’algorithme de reconstruction ne permet pas de reconstruire entièrement la grille.
En revanche, les informations contenues dans les projections permettent de reconstruire
une partie de la grille. L’algorithme d’inversion reconstruit ainsi un nombre insuffisant
de pixels avant d’être bloqué. Dans ce cas, Philippe [Phi98] propose d’affecter une
valeur arbitraire à certaines parties de l’image (appelées « érodées » de l’image), afin de
poursuivre la reconstruction exacte des pixels de la grille.

Nous proposons ici de débloquer le processus de reconstruction en étendant l’ensemble
de projection disponible par des projections de valeur arbitraire (typiquement des projec-
tions nulles). L’ensemble de projection ainsi étendu permet de reconstruire exactement la
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Figure 6.2 – Reconstruction partielle f{(0,1)}
S d’une grille 3× 3 à partir de la projection

suivant la direction (0, 1), avec S = {(0, 1), (1, 1), (−1, 1)}. En pratique, l’algorithme de
Normand et al. [NKÉ06], utilisé pour reconstruire la grille, s’arrête lorsque les pixels de
la grille sont reconstruits. Dans le cas de cet exemple, nous l’avons itéré au delà de la
grille (partie grisée). Les opérations sont arbitrairement réalisées modulo 6.

grille. Dû fait de l’absence de l’information des projections nulles, nous appelons l’image
ainsi obtenue « reconstruction partielle ». La figure 6.2 illustre la reconstruction partielle
d’une image 3× 3 par la projection (0, 1) calculée depuis l’exemple de la figure précédente
(cf. figure 6.1). Afin de satisfaire le critère de Katz, l’ensemble des projections utilisées
pour la reconstruction est étendu par deux nouvelles directions, suivant les directions
(−1, 1) et (1, 1). Bien que les éléments de ces deux projections soient nuls, un algorithme
de reconstruction peut être utilisé pour reconstruire de manière exacte une image. Pour
cette reconstruction, on utilise l’algorithme de Normand et al. [NKÉ06]. Notons que
dans l’exemple de la figure, l’algorithme ne s’est pas arrêté lorsque tous les pixels de la
grille ont été reconstruits. L’information en dehors de la grille (partie grisée) n’est pas
essentielle pour l’instant, mais sera utile pour la compréhension de la suite de cette étude.

Nous détaillons à présent la théorie mathématique de cette opération, dans le for-
malisme de la transformée Mojette. Soit S un ensemble de Q directions de projection
de la forme (pi, qi = 1). En conséquence ∑ qi = Q et selon le critère de Katz, toute
image P ×Q peut être reconstruite de manière unique par l’ensemble des projections
de directions dans S. Si R est un sous-ensemble non vide de S, alors une reconstruction
partielle est le processus qui reconstruit une image fRS depuis un ensemble de projections
de directions dans R (i.e. invalidant le critère de Katz si R ( S). Parce que les projec-
tions ; dont les directions qui sont dans l’ensemble S \R, sont nulles, la reconstruction
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partielle fRS est un fantôme pour ces même directions. Un fantôme, tel qu’introduit dans
le second chapitre, est une image g : M{{(p,q)}} [g] = 0. Ses propriétés seront utilisées dans
la section 6.1.2.

Reprojection 2D

On considère à présent un ensemble de projections suffisant, dont l’ensemble des directions
est S. Soit MS [f ] l’ensemble des projections (i.e. transformée) de f , engendré par
l’ensemble des directions S. Soit R un sous-ensemble non vide de S. On considère alors
MR [f ], qui correspond à un sous-ensemble de projections de la transformée engendrée
par S. En conséquence, si l’ensemble des directions de projection utilisées forme une
partition P(S) (i.e. ∪Ri∈P(S)Ri = S) alors l’ensemble des projections engendré par Ri
est égale à la transformée de f par S :⋃

Ri∈P(S)
MRi [f ] = MS [f ] . (6.1)

En particulier, il est possible de déterminer les reconstructions partielles engendrées par
l’ensemble des directions formant une partition de S. En conséquence, par linéarité de
l’opérateur Mojette inverse, la somme des valeurs de ces reconstructions partielles donne
l’image f : ∑

i

fRi
S = f . (6.2)

Il est ainsi possible de reconstruire une image de hauteur Q à partir de ces reconstructions
partielles. En particulier, chaque reconstruction partielle fRS peut être utilisée pour calculer
une projection M{(pk,qk)}

[
fRS

]
suivant une direction (pk, qk). Par linéarité de l’opérateur

Mojette, la somme des projections obtenues correspond à la projection M{(pk,qk)} [f ].
L’équation (6.2) peut alors s’écrire :

M{(pk,qk)} [f ] =
∑

Ri∈P(S)
M{(pk,qk)}

[
fRi
S

]
. (6.3)

La figure 6.3 (de la page 144) représente un exemple appliqué sur une grille de taille
3 × 3. Trois remarques peuvent être faites à partir de l’analyse de cette figure. Pre-
mièrement, chaque image fRS correspond à la reconstruction partielle obtenue à partir
d’une projection de direction dans S = {(0, 1), (1, 1), (−1, 1)}. Cette reconstruction est
réalisée à la manière de la figure 6.2. Plus précisément, les images f{(0,1)}

S , f{(1,1)}
S , et

f
{(−1,1)}
S , sont respectivement reconstruites depuis les projections M{(0,1)} [f ], M{(1,1)} [f ]
et M{(−1,1)} [f ].

Deuxièmement, puisque les trois projections utilisées forment une partition de S, la
somme des images obtenues par reconstructions partielles reconstruit l’image f (cf. équa-
tion (6.2)). Ce traitement est symbolisé sur la figure par le fléchage en pointillés bleu.
Notons qu’en pratique, la reconstruction peut se limiter à la taille de l’image. Par ailleurs,
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Figure 6.3 – Reconstructions partielles à partir des projections (0, 1), (1, 1) et (−1, 1). La reprojection se fait suivant la
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Figure 6.4 – Représentation de quatre fantômes élémentaires. Chaque fantôme est défini
suivant une direction (p, q) appartenant à l’ensemble {(0, 1), (1, 1), (−1, 1), (2, 1)}. Par
définition, la somme des valeurs de l’image suivant la direction du fantôme est nulle.

on observe que l’ensemble des valeurs obtenues externes à la grille 3× 3, est nul (et peut
donc être tronqué).

Troisièmement, on représente les projections M{(2,1)}
[
f
{(0,1)}
S

]
, M{(2,1)}

[
f
{(1,1)}
S

]
et

M{(2,1)}
[
f
{(−1,1)}
S

]
de chaque reconstruction partielle, suivant la nouvelle direction (2, 1).

Nous appellerons ces projections des « reprojections partielles ». La somme de ces
projections permet de déterminer la projection M{(2,1)} [f ] que l’on recherche (cf. équa-
tion (6.1)). En pratique, dans le cas où les projections sont distribuées (comme dans le
cas du stockage distribué, présenté en introduction) le processus de reconstruction peut
être distribué puisque la valeur des projections distantes n’a pas besoin d’être connue.
En particulier, l’image n’a pas besoin d’être reconstruite pour déterminer la valeur de la
nouvelle projection.

Cette première approche a permis de valider la méthode de reprojection par des
opérations 2D (i.e. reconstruction et projection de l’image). La notion de reconstruction
partielle, permet de distribuer la tâche de reprojection sans avoir à reconstruire l’image.

6.1.2 Reconstruction par convolutions 1D

Nous avons vu précédemment une méthode de reprojection 2D. Dans cette section, nous
expliciterons le rôle des fantômes dans la méthode précédente, afin de définir l’opération
de reprojection à travers des opérations de convolution 1D.

Rappel sur les fantômes

Les fantômes sont des images pour lesquelles les projections suivant un ensemble de
directions sont nulles. En conséquence, ils sont invisibles dans le domaine projeté suivant
les directions pour lesquelles ils sont définis. Un fantôme élémentaire est défini par une
unique direction (p, q) tel que :

g{(p,q)}(x, y) =


1 si (x, y) = (0, 0)
−1 si (x, y) = (p, q)
0 sinon

. (6.4)
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Figure 6.5 – Différentes itérations de la construction du fantôme composé
g{(2,1),(−1,1),(0,1),(1,1)}. Par définition, la somme des valeurs de l’image suivant chaque
direction du fantôme est nulle.

La figure 6.4 représente quatre fantômes élémentaires suivant chaque direction de l’en-
semble {(0, 1), (1, 1), (−1, 1), (2, 1)}. Il est possible de construire un fantôme composé
g{(p,q)} à partir de fantômes élémentaires. Pour cela, l’opérateur de convolution 2D ∗ est
utilisé ainsi :

g{(p,q)} = ∗
i
g(pi,qi) . (6.5)

Le fantôme composé est donc obtenu par la convolution 2D d’un ensemble de fantômes
élémentaires. La figure 6.5 illustre cette opération à travers plusieurs itérations de
convolution :

g{(0,1),(1,1)} = g(0,1) ∗ g(1,1) ,

g{(−1,1),(0,1),(1,1)} = g{(0,1),(1,1)} ∗ g{(−1,1)} ,

g{(2,1),(−1,1),(0,1),(1,1)} = g{(−1,1),(0,1),(1,1)} ∗ g{(2,1)} .

Considérons le fantôme composé construit à partir des directions d’un ensemble de
projections. Normand et al. [Nor+96] ont montré que si ce fantôme ne pouvait être
contenu dans l’image, alors l’ensemble de projections est suffisant pour reconstruire
l’image de manière unique.

Puisque les projections d’un fantôme sont nulles, la convolution d’une image f avec
un fantôme g{(p,q)} donne une image dont les valeurs des projections suivant les directions
de {(p, q)} sont nulles. La figure 6.6 (cf. page 147) illustre un exemple dans lequel une
image f de hauteur Q = 1 est convoluée avec le fantôme composé g{(−1,1),(1,1)}. L’image
qui correspond à cette opération possède des projections nulles suivant les directions du
fantôme. Dans cet exemple, les opérations sont réalisées modulo 6.
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Figure 6.6 – Convolution d’une image f avec le fantôme composé g{(−1,1),(1,1)}. Le
résultat est une image dont les projections suivant les directions du fantôme sont nulles.
Les opérations sont réalisées modulo 6.

Reprojection par convolutions 1D

Dans cette section, nous explicitons le rôle des fantômes dans la méthode de reprojection
définie dans la première section. La reconstruction partielle est par définition une image
issue d’un ensemble insuffisant de directions dans R, tel que les projections de directions
appartenant à S \ R soient nulles. Nous remarquions très justement dans la première
section que l’image obtenue est alors un fantôme pour les directions de S \ R. En
conséquence, cette image f{(pi,qi)}

S est constituée du fantôme composé gS\{(pi,qi)}.
Cette conséquence a été étudiée par Philippe dans ses travaux de thèse. En particulier,

dans son théorème de la « Décomposition Unique en Fantômes », Philippe [Phi98, p. 76]
démontre qu’il existe une décomposition unique de l’image f par la somme d’une image
sous contrainte fSC avec un ensemble de fantômes gi de directions dans S, telle que :

f = fSC +
∑
i

aigi . (6.6)

Comme énoncé dans l’introduction de la reconstruction partielle, Philippe fait le choix
de débloquer l’algorithme de reconstruction en initialisant les valeurs d’une partie de
l’image (cette partie correspond à l’image érodée). L’image fSC correspond au résultat
de la reconstruction partielle quand l’image érodée est nulle. L’ensemble gi correspond
aux fantômes pour chaque élément de l’érodée.

Notre approche diffère de celle de Philippe en cela que pour débloquer l’algorithme,
nous initialisons les valeurs des projections de direction dans S \R de manière à ce que
ces projections soient nulles. Si l’on considère à présent la reconstruction partielle à partir
d’une seule et une seule projection de direction R = {(pi, qi = 1)}, alors :

1. fSC correspond à la reconstruction à partir des projections de directions dans S \R,
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initialisées à zéro. En conséquence fSC est nulle ;

2. l’érodée correspond alors à une image 1D (i.e. de hauteur 1), et l’image issue de la
reconstruction partielle résulte d’une convolution de l’image érodée avec le fantôme
composé gS\{(pi,qi)}.

En conséquence, l’équation (6.6) peut s’écrire :

f
{(pi,qi=1)}
S = h ∗ gS\{(pi,qi)} , (6.7)

où h est une image de hauteur 1 (parce que qi = 1). La figure 6.6 (cf. page 147) illustre
cette équation. L’image f (0,1)

S correspond à la convolution d’une image de hauteur Q = 1,
avec le fantôme g{(−1,1),(1,1)} de directions S \ R. Par linéarité de l’opérateur Mojette,
quelle que soit la direction (pk, qk), l’équation (6.7) devient :

M{(pk,qk)}
[
f
{(pi,qi)}
S

]
= M{(pk,qk)} [h]︸ ︷︷ ︸

h

∗M{(pk,qk)}
[
gS\{(pi,qi)}

]
, (6.8)

puisque la transformée d’une image 1D pour n’importe quelle direction correspond à
l’image. En particulier, la reprojection de la reconstruction partielle suivant la direction
de R = {(pi, qi)} correspond à la projection de l’image suivant cette direction :

M{(pi,qi)}
[
f
{(pi,qi)}
S

]
= M{(pi,qi)} [f ] . (6.9)

Puisque nous connaissons la valeur de la projection M{(pi,qi)} [f ], et que l’on peut
déterminer la valeur des projections du fantôme composé M{(pi,qi)}

[
gS\{(pi,qi)}

]
, ainsi que

M{(p,q)}
[
gS\{(pi,qi)}

]
(suivant la nouvelle direction). Par conséquent, on peut déterminer

la reprojection M{(p,q)}
[
f
{(pi,qi)}
S

]
, telle que :

M{(pk,qk)}
[
f
{(pi,qi)}
S

]
= M{(pi,qi)} [f ]

∗-1M{(pi,qi)}
[
g{S\{pi,qi}}

]
∗M{(pk,qk)}

[
g{S\{pi,qi}}

]
.

(6.10)

Cette équation permet donc de déterminer la reprojection par des opérations de convolu-
tion et de déconvolution 1D.

Les algorithmes 2 et 3 décrivent les étapes pour obtenir une projection suivant une
direction (p, q) à partir d’un ensemble de projections suffisant. Pour cela, on considère
indépendamment chaque projection de l’image M{(pi,qi)} [f ] et une direction de reprojec-
tion (p, q). Reprenons l’exemple de la figure 6.2 (cf. page 142) dans laquelle on détermine
la reprojection suivant (2, 1) à partir de la projection suivant la direction (0, 1). Dans un
premier temps, on détermine le fantôme composé qui correspond à gS\{0,1} = g{(1,1),(−1,1)}.
Il est ensuite nécessaire de déterminer la valeur de ses projections suivant la direction
(pi, qi) et (p, q) :
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Algoritme 2 Algorithme de reprojection partielle
Entrée : (P,Q) : les dimensions de la grille
Entrée : M{pi,qi=1} [f ] : une projection de la grille
Entrée : S : un ensemble de directions satisfaisant le critère de Katz
Entrée : (pk, qk = 1) : une direction de reprojection
Sortie : M{pk,qk=1}

[
f
{(pi,qi)}
S

]
: la reprojection partielle suivant la nouvelle direction

1: Calculer M{(pi,qi)}
[
gS\{(pi,qi)}

]
2: Calculer M{(p,q)}

[
gS\{(pi,qi)}

]
3: Calculer la reprojection par convolution, puis par déconvolution 1D . équation (6.10)

Algoritme 3 Algorithme de fusion des reprojections partielles
Entrée : un ensemble suffisant de reprojections partielles M{(pk,qk=1)}

[
gS\{(pi,qi)}

]
Sortie : M{(pk,qk=1)} [f ]
1: pour tout (pi, qi) d’une partition de S faire
2: M{(pk,qk)} [f ]←∑

Ri∈P(S)M{(pk,qk)}
[
fRi
S

]
. équation (6.3)

3: fin pour

M{(0,1)}
[
gS\{(0,1)}

]
=
(
5 2 5

)
, (6.11)

M{(2,1)}
[
gS\{(0,1)}

]
=
(
15 0 5 1

)
. (6.12)

si l’on considère des opérations modulo 6. En utilisant l’ équation (6.10), on peut alors
déterminer la valeur de la reprojection :

M{(2,1)}
[
f
{(0,1)}
S

]
=
(
3 3 4

)
∗-1
(
5 2 5

)
∗
(
15 0 5 1

)
M{(2,1)}

[
f
{(0,1)}
S

]
=
(
0 3 0 2 5 2 0 5 3 3 5

)
.

(6.13)

Ce qui correspond bien au résultat attendu. Une fois les reprojections partielles cal-
culées, on les additionne pour obtenir la projection M{(pk,qk)} [f ] comme indiqué dans
l’équation (6.3).

6.1.3 Simplification des opérations

L’algorithme 3 utilise les projections du fantôme composé g{(pk,qk)} suivant les directions
(pi, qi) ∈ P(S) et (pk, qk). La détermination de ces projections nécessite des opérations
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2D de transformation Mojette. Or, par définition, le fantôme composé est issu de la
convolution de fantômes élémentaires (voir équation (6.5), page 146). Il est donc possible
de les déterminer par des opérations de convolution 1D. L’équation (6.10) peut alors
s’écrire sous la forme :

M{(pk,qk)}
[
f
{(pi,qi)}
S

]
= (M{(pi,qi)} [f ])

∗-1
(pj ,qj)∈S\{(pi,qi)}

(M{(pi,qi)}
[
g{(pj ,qj)}

]
)

∗
(pj ,qj)∈S\{(pi,qi)}

(M{(pk,qk)}
[
g{(pj ,qj)}

]
) .

(6.14)

En particulier, chaque M{(pi,qi)}
[
g(pj ,qj)

]
de l’équation (6.14) correspond à la projection

d’un fantôme élémentaire suivant la direction (pi, qi). La détermination de cette projection
est triviale et correspond à la séquence :

t 7→


1 si t = 0
−1 si t = j − i
0 sinon

. (6.15)

L’intérêt de cette décomposition est de pouvoir exprimer le calcul de reprojection sans
avoir à réaliser d’opération de projection. D’autre part, cette décomposition permet
de faciliter les opérations de déconvolution. En effet, les séquences ainsi obtenues sont
de la forme

(
1, . . . ,−1

)
. La déconvolution correspond alors à un filtre récursif. Cette

représentation permet également de révéler parfois des simplifications dans les opérations
de convolution. En particulier, convoluer et déconvoluer par la même séquence revient à
ne rien faire. Par exemple :

M{(0,1)}
[
gS\{(0,1)}

]
=
(
−1 2 −1

)
M{(0,1)}

[
gS\{(0,1)}

]
=
(
M{(0,1)}

[
g{(−1,1)}

])
∗
(
M{(0,1)}

[
g{(−1,1)}

])
=
(
−1 1

)
∗
(
1 −1

) (6.16)

M{(2,1)}
[
gS\{(0,1)}

]
=
(
1 −1 0 −1 1

)
M{(2,1)}

[
gS\{(0,1)}

]
=
(
M{(2,1)}

[
g{(−1,1)}

])
∗
(
M{(2,1)}

[
g{(−1,1)}

])
=
(
−1 0 0 1

)
∗
(
−1 1

) (6.17)

L’équation (6.14) devient alors :
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(6.18)

La décomposition des projections de fantôme permet ici de révéler les opérations de convo-
lution et de déconvolution par la séquence

(
−1 1

)
. En conséquence, il est possible de

simplifier l’opération de reprojection en supprimant les éléments en rouge. La reprojection
d’une reconstruction partielle peut ainsi être calculée à partir de la connaissance d’une
projection et d’un ensemble de directions qui vérifie le critère de Katz. L’équation (6.18)
montre comment obtenir ce résultat en utilisant uniquement des opérations de convolu-
tion et de déconvolution 1D, dont les opérations peuvent parfois se simplifier quand on
décompose les projections du fantôme composé.

6.2 Évaluation des performances
Dans cette section, nous nous intéresserons à l’évaluation de la technique décrite dans la
section précédente. En particulier, nous verrons dans un premier temps comment nous
avons mis en place cette évaluation qui distribue le calcul de reprojection sur différents
cœurs CPU. Par la suite, nous analyserons les résultats et verrons que cette technique
induit un gain significatif lorsque la taille des blocs utilisés est importante.

6.2.1 Implémentation distribuée par OpenMP
L’évaluation met en avant le bénéfice de la distribution des calculs. Pour cela, nous
avons réalisé une implémentation des algorithmes 2 et 3 en langage de programmation C.
Afin d’exploiter l’ensemble des cœurs du CPU à notre disposition, nous avons utilisé la
bibliothèque Open Multi-Processing (OpenMP) qui offre un ensemble de directives pour le
compilateur, ainsi qu’une interface de programmation pour le calcul parallèle [DE98]. En
particulier, notre code repose sur deux fonctions principales montées en série, inspirées
du modèle de programmation Map-Reduce.

La fonction map Cette fonction consiste à distribuer la tâche de reprojection à l’en-
semble des nœuds de calcul. Puisque chaque reprojection peut être réalisée de manière
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1 /∗ as s i gne l e proces sus de r e p r o j e c t i o n pour chaque
pro j e c t i on , re tourne l e s r e con s t r u c t i on s p a r t i e l l e s ∗/

2 void map( int w, int k , pro j e c t i on_t ∗ pro j e c t i on s ,
p ro j e c t i on_t ∗ p_repro ject ions , int nb_proj , int
extra_dir )

3 {
4 #pragma omp p a r a l l e l for schedu le ( stat ic )
5 for ( int i = 0 ; i < nb_proj ; i++)
6 r e p r o j e c t i o n ( p ro j e c t i on s , i , w, k , nb_proj ,

p_repro j e c t i ons + i , extra_dir ) ;
7 }

Listing 6.1 – Fonction map. La directive pragma omp parallel permet de rendre
la boucle parallèle.

indépendante (chaque reprojection traite des éléments de projections distincts), le proces-
sus peut être parallélisé. La liste 6.1 donne un extrait du code qui correspond à cette
fonction map(). La boucle for permettant d’itérer sur chaque projection correspond à la
boucle de l’algorithme 2, ligne 1 (cf. page 149). La ligne 4 contient les directives utilisées
par OpenMP pour distribuer le calcul sur les cœurs du CPU. La fonction reprojection()
correspond à l’équation (6.10). Elle permet de calculer la valeur des reprojections, et de
remplir le buffer p_reprojections avec ces valeurs.

La fonction reduce Cette seconde fonction prend en entrée les reprojections partielles
calculées par la fonction map, et consiste à les fusionner pour obtenir la reprojection de
l’image. Pour cela, elle retourne un buffer reproj correspondant à la projection voulue.
Chaque élément de cette projection correspond à la somme des éléments correspondants
dans l’ensemble des reprojections. Cette fonction correspond à la ligne 2 de l’algorithme 3
(cf. page 149). La liste 6.2 donne un extrait du code qui correspond à cette fonction
reduce(). Bien que la ligne 4 concerne les directives d’OpenMP, l’addition est une opération
trop efficace pour gagner en parallélisme.

Dans notre expérience, nous enregistrons la latence nécessaire pour réaliser ces
opérations en fonction de la technique utilisée. En particulier, nos tests mettent en jeu la
technique classique qui consiste à reconstruire l’image a priori, et la nouvelle technique
décrite précédemment, sans reconstruction de l’image. Puisque ces résultats dépendent
de la difficulté de l’opération de reprojection, nous faisons varier la tailleM des blocs
étudiés. Les valeurs affichées résultent de la moyenne de 10 itérations. Cette expérience
a été conduite sur un serveur de la plate-forme FEC4Cloud, présentée précédemment
(cf. page 111).
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1 /∗ f u s ionne l e s p rodu i t s de map() en une r e p r o j e c t i o n ∗/
2 void reduce ( p ro j e c t i on_t ∗ r epro j , p ro j e c t i on_t ∗

p_repro ject ions , int nb_proj )
3 {
4 #pragma omp p a r a l l e l for
5 for ( int i = 0 ; i < repro j−>s i z e ; i++)
6 {
7 pxl_t sum = 0 ;
8 for ( int j = 0 ; j < nb_proj ; j++)
9 sum ^= p_repro j e c t i ons [ j ] . b ins [ i ] ;

10 repro j−>bins [ i ] = sum ;
11 }
12 }

Listing 6.2 – Fonction reduction

6.2.2 Résultats et comparaison avec l’approche classique

La figure 6.7 (cf. page 154) représente les résultats obtenus lors de notre expérimentation.
Il est tout d’abord intéressant de remarquer que les courbes se croisent lorsque la taille
de bloc vaut M = 8 Ko. Avant ce point, la méthode classique est plus efficace que la
nouvelle méthode. Ce désavantage de la nouvelle technique provient de la création et de la
gestion des threads qui coûte un temps significatif dans le cas où l’opération de réduction
est simple à réaliser. Après ce point, l’écart des performances enregistrées pour chaque
technique devient de plus en plus significatif. En particulier, lorsque M = 128 Ko, la
nouvelle technique calcule la reprojection en 1.217× 10−3 s, ce qui correspond à la moitié
du temps nécessaire pour l’ancienne méthode qui nécessite 2.591× 10−3 s. À mesure que
la taille du bloc augmente, le coût de l’opération de reprojection devient de plus en plus
important, et en comparaison, le coût de la gestion des threads devient négligeable. De
plus, l’utilisation de plusieurs cœurs CPU en parallèle offre un gain de temps linéaire.

6.3 Applications de la reprojection

La méthode présentée précédemment peut être utilisée dans plusieurs applications du
stockage distribué. Nous proposons dans cette section trois applications. La section 6.3.1
présente tout d’abord une méthode de distribution de données “incompréhensibles” sur des
supports de stockages non fiables (favorisant la protection de la vie privée par exemple).
La section 6.3.2 concerne quant à elle la génération de redondance supplémentaire dans
l’objectif : (i) de rétablir un seuil de redondance ; (ii) d’allouer dynamiquement un seuil de
redondance. Enfin, la section 6.3.3 traitera de la réduction de la bande passante utilisée
pour la réparation.
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Figure 6.7 – Évaluation des performances de latence de la nouvelle technique de
reprojection sans reconstruction (représentée en continu) par rapport à la reprojection
classique (en pointillés). La tailleM des blocs étudiés évolue de 4 Ko à 128 Ko.
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6.3.1 Dispersion d’information incompréhensible

L’utilisation d’une méthode de reprojection sans reconstruction peut être nécessaire dans
certaines applications de stockage. Par exemple, la Mojette non-systématique peut être
utilisée dans un système de stockage distribué (NDSS) afin de distribuer des données
incompréhensibles par un tiers malveillant. Cette technique est basée sur l’« algorithme
de dispersion de l’information » (ou IDA pour Information Dispersal Algorithm) [Rab89].
Dans cette application, on ne désire pas que les nœuds de stockage puissent accéder à
l’information de l’utilisateur. Guédon et al. [Gué+12] ont par exemple utilisé RozoFS
pour distribuer des données sensibles (i.e. des documents médicaux) sur des plates-formes
publiques de stockage en nuage : Amazon S3, Google Cloud Storage et Rackspace Cloud
Files. Dans leur étude, Guédon et al. partent du principe qu’il parait compliqué de
reconstruire les données utilisateurs à partir d’une seule projection. Pour reconstruire
efficacement la donnée, il serait nécessaire que k plates-formes de stockage partagent leurs
informations. C’est le cas de la reprojection avec reconstruction, qui consiste à fournir à
un moment donné (par l’opération de reconstruction), l’information de l’utilisateur.

6.3.2 Rétablir un seuil de redondance

Afin de protéger les systèmes de stockage distribués face aux pannes inévitables, il est
nécessaire de distribuer des informations de redondance. Cette redondance permet de
compenser la perte d’une partie de l’information lors de la lecture d’une donnée. Dans de
tels systèmes, le seuil de redondance peut évoluer avec le temps pour deux raisons. La
première correspond à la perte naturelle de la redondance. En effet, les pannes entraînent
la perte d’information, et cette perte contribue à faire diminuer la redondance au sein du
système d’information. La deuxième raison concerne une volonté de modifier le seuil de
tolérance par l’administrateur du système d’information. On parle d’allocation dynamique
de la tolérance du NDSS. Par exemple, il peut être nécessaire d’augmenter le seuil de
redondance de données cruciales pour une entreprise. À l’inverse, il peut être nécessaire
de réduire le seuil de redondance pour des raisons économiques.

Dans les deux cas, le principe consiste à distribuer de nouvelles projections au sein
de supports de stockage ne contenant pas déjà de projections sur la donnée à protéger.
Dans le cas d’une architecture comme celle utilisée dans RozoFS, notre méthode de
reprojection pourrait agir de la manière suivante :

1. l’administrateur décide de rétablir un seuil de redondance pour un ensemble de
fichiers et en fait la demande au serveur de métadonnées ;

2. le serveur de métadonnées liste les projections relatives à ces fichiers ;

3. pour chaque fichier, un ensemble de k supports de stockage contenant une projection
participe au calcul de reprojection et transfère le résultat à l’ensemble des supports
de reconstruction ;

4. les supports de reconstruction reconstituent les reprojections en sommant les valeurs
qui leur sont transférées.
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Figure 6.8 – Mise en situation permettant d’exploiter notre méthode de reprojection
pour faire du codage réseau. L’objectif est de reconstruire une nouvelle projection dans
la baie 3. Les reprojections provenant des nœuds cerclés sont successivement fusionnées
par les nœuds intermédiaires (en gris) afin de transmettre l’équivalent d’une projection
(au lieu de trois) vers la baie 3.

6.3.3 Réduction de la bande passante

La bande passante de la réparation correspond à la quantité d’information transférée lors
de l’opération de réencodage. Dans le cas où la quantité de données contenues dans les
disques est très importante (i.e. plusieurs téraoctets), le processus de réparation peut
à la fois nécessiter plusieurs heures de transfert, et affecter le trafic réseau nécessaire à
l’application qui utilise le NDSS. C’est le cas chez Facebook qui analyse une grappe
de 3000 nœuds de stockage [Sat+13]. Chaque nœud comptabilise 15 To de données,
et l’étude présente une moyenne de 20 pannes par jour. Pour donner une référence au
lecteur, le transfert de 15 To d’information nécessite un peu moins de 5 heures sur un
réseau délivrant un débit de 1 Gops.

Pour répondre à ce problème, de nouveaux codes ont été proposés. Une première
proposition consiste à distinguer des blocs de parité locale (i.e. relation linéaire entre des
blocs distribués au sein d’une baie de stockage) et des blocs de parité globale (i.e. relation
linéaire entre des blocs distribués sur différentes baies). Désignés sous le nom Locally
Repairable Code (LRC), ces codes permettent de limiter le trafic réseau généré par la
réparation entre les baies en favorisant les transferts intra-baies [Sat+13]. Une deuxième
méthode consiste à utiliser la technique de codage réseau (ou NC pour Network Coding).
Cette technique consiste à combiner l’information de blocs de données au sein d’un
nœud de stockage afin de réduire la quantité de données transmises. Ces opérations de
combinaisons linéaires ont été par exemple appliquées sur les Array codes [Dim+11] ou
sur les codes aléatoires [And+14].

Dans cette optique, nos travaux permettent également de combiner l’information par
l’opération de réduction. Notre solution se distingue des travaux cités précédemment
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puisque la combinaison n’est pas réalisée par les nœuds de stockage participant au
réencodage. La réduction ne peut être faite que par des nœuds intermédiaires. La
figure 6.8 intègre l’exemple présenté au cours de ce chapitre, dans cette application. Dans
cet exemple, trois projections situées dans les baies 1 et 2 (numérotation sur la figure)
sont utilisées pour construire la nouvelle projection à placer dans la baie 3. Les nœuds
contenant ces projections calculent respectivement leur reprojection M2,1f

Ri
S . Dans cet

exemple, deux nœuds intermédiaires sont utilisés pour combiner les résultats et réduire
la quantité d’information transportée par le reste du réseau.

Conclusion du chapitre
Ce chapitre a présenté une nouvelle méthode pour déterminer de nouvelles projections,
à partir d’un ensemble déjà existant. Plus spécifiquement, cette technique permet de
répondre au problème de la flexibilité et de la tolérance aux pannes du système au cours
du temps.

La section 6.1 a permis de présenter la nouvelle méthode de reprojection. Nous y
avons défini la notion de reconstruction partielle, afin de décomposer le processus de
reconstruction de la grille. Cette décomposition permet notamment la distribution des
calculs de reprojection. Par linéarité de l’opérateur Mojette, nous avons montré que la
reprojection sans reconstruction de la grille, est possible en utilisant des opérations 2D.
La section 6.1.2 montre ensuite, comment traduire ces opérations par des convolutions
et des déconvolutions 1D. Cette méthode permet en conséquence une reprojection sans
reconstruire d’image. Enfin, la section 6.1.3 expose des simplifications dans les opérations
de convolution.

La section 6.2 s’est intéressée à la mise en œuvre d’une expérimentation visant à
déterminer le gain de cette nouvelle technique. En particulier, notre expérimentation
repose sur l’utilisation d’OpenMP pour distribuer les calculs sur l’ensemble des cœurs
CPU disponibles. La distribution des calculs de reprojection améliore la latence lorsque
de grandes quantités d’informations sont traitées. Dans notre expérimentation, nous
avons notamment observé que la latence était divisée par 2 en utilisant cette méthode
distribuée.

Trois applications du stockage distribué ont été ensuite présentées dans la section 6.3.
La première propose d’exploiter l’absence de reconstruction de la donnée initiale, pour
distribuer des projections non exploitables par un tiers, sur des supports de stockage
potentiellement malveillants (e.g. fournisseurs de stockage publics). La seconde application
permet de maintenir un seuil de redondance voulu dans le système de stockage en générant
à la volée, de nouvelles projections. La dernière application permet d’exploiter l’opération
de réduction des reprojections pour faire du codage réseau, et ainsi réduire le trafic
transféré lors des opérations de réparation.





Conclusion de la partie

L’intégration du code à effacement Mojette dans l’application du stockage distribué a été
le sujet de cette seconde et dernière partie. En particulier, nous avons vu dans le chapitre 4
une comparaison théorique puis expérimentale du code à effacement Mojette dans ce
contexte. Les résultats théoriques ont montré que ce code nécessite moins d’opérations
en encodage, en décodage, et lors de la mise à jour de blocs de données, que d’autres
codes MDS de référence (Reed-Solomon et Array). Les résultats expérimentaux ont
par ailleurs confirmé des vitesses d’encodage et de décodage jusqu’à trois fois supérieures
pour le code Mojette. Cette expérience a donc permis de prouver que le code Mojette est
le code le plus performant sur des blocs de données adaptés au contexte du stockage (i.e.
4 à 8 Ko).

Le chapitre 5 a détaillé l’intégration de ce code au sein d’un réel système de stockage,
en l’occurrence, le système de fichier distribué RozoFS. Celui-ci est la seule solution
de stockage qui repose sur le code à effacement Mojette pour distribuer les données de
manière redondante. Cette conception a donné suite à une comparaison avec CephFS, qui
a permis de montrer que RozoFS est capable de fournir de meilleures performances qu’un
système basé sur la réplication, tout en divisant par deux le volume de données stockées.

Enfin, une nouvelle technique de distribution du calcul de projections Mojette, dé-
veloppée dans le chapitre 6, a également été présentée. L’évaluation de cette méthode
met en avant la réduction par deux de la latence de l’opération de reprojection grâce à la
distribution des calculs. Cette méthode permet ainsi de rétablir un niveau de redondance
dans un système de stockage, et peut en conséquence s’inscrire dans un mécanisme de
réparation dans le cas de supports de stockage défaillants.
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7
Conclusion générale et
perspectives

Ce chapitre résume l’ensemble des contributions abordées dans cette thèse, à savoir :
l’évaluation des codes à effacement, la conception d’une version systématique du code
Mojette, son intégration dans RozoFS, ainsi que l’élaboration d’une méthode de repro-
jection sans reconstruction. Pour chacune des contributions détaillées dans la suite, des
perspectives sont proposées.

7.1 Comparaison et évaluation des codes

Au cours de ce manuscrit, nous avons comparé les codes à effacement étudiés avec notre
code à effacement Mojette proposé. Les évaluations théoriques menées dans le chapitre 3
ont permis de montrer que l’algorithme itératif utilisé par ce dernier, nécessite moins
d’opérations en encodage et en décodage, par rapport aux Array codes dans le cas du
RAID-6, et aux codes de Reed-Solomon dans le cas général. Les résultats obtenus
lors de l’évaluation expérimentale appuient ce constat dans le chapitre 4. En effet, nous
avons montré que notre implémentation du code Mojette encode l’information deux fois
plus rapidement que l’encodeur fourni dans ISA-L. Par ailleurs, le gain en décodage
peut atteindre un facteur 3 dans les conditions de notre expérimentation. Ce gain de
performance nécessite toutefois un rendement sous-optimal, dû à la géométrie de la
transformation Mojette, dont les projections ont des tailles variables. Malgré cela, nous
avons montré dans le chapitre 3, que le rendement de notre version du code Mojette
tend vers le rendement optimal des codes MDS quand la largeur de la grille augmente.
En conséquence, on observe un très faible surcout de 3% avec blocs de données de 4 Ko
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(taille utilisée en pratique), par rapport aux codes MDS, ce qui est négligeable pour un
NDSS.

Plus particulièrement, nous avons proposé une liste de critères (cf. page 33), permettant
de distinguer les codes à effacement linéaires entre eux (e.g. critères sur la complexité
théorique, l’indépendance des paramètres, ou les débits de l’implémentation). Après avoir
observé qu’aucun code de l’état de l’art ne parvenait à répondre à l’ensemble des critères,
nous avons montré que le code Mojette est le plus apte à les satisfaire.

Perspective de travail : explorer les liens entre les codes. De fortes connexions
existent entre les codes FRT et les codes de Reed-Solomon. Nous avons notamment vu
que ces deux codes sont obtenus par une matrice de Vandermonde [Nor+10]. Bien que
dans le cas des codes de Reed-Solomon, les coefficients de cette matrice correspondent
à des éléments du corps fini, il s’agit dans le cas des codes FRT de monômes dont le
degré caractérise une permutation cyclique. Une étude plus poussée des relations entre
ces deux codes permettrait d’adapter des algorithmes aux deux formalismes.

De même, le code Mojette partage des liens avec les codes LDPC. En particulier, les
deux codes utilisent un algorithme itératif pour l’opération de décodage. Bien que dans
le cas des codes LDPC, cet algorithme puisse être bloqué avant d’avoir fini, dans le cas
Mojette, le critère de Katz est un moyen efficace pour garantir la capacité de l’algorithme
à reconstruire exactement l’information initiale. En conséquence, il est possible que le
code Mojette corresponde à une structure particulière des codes LDPC.

7.2 Code à effacement Mojette systématique

Partant du principe que la transformation Mojette n’est pas MDS, nous nous sommes
intéressés à réduire la quantité de redondance qu’elle génère. Pour cela, nous avons conçu
une version du code Mojette sous sa forme systématique, et avons proposé un algorithme
de décodage approprié. Par ailleurs, nous avons montré que la construction de cette
version systématique est simple et immédiate, ce qui n’est pas le cas par exemple des
codes de Reed-Solomon.

Par sa conception hybride (projections et message), le code Mojette systématique s’ap-
proche davantage de l’optimal MDS que sa version non-systématique. Cette amélioration,
évaluée dans le chapitre 3, montre que le code est ainsi quasi-MDS.

Un second aspect de cette conception est la réduction du nombre d’opérations
nécessaires lors de l’encodage. Cette réduction provient de l’intégration des symboles
sources dans le mot de code (c’est de la donnée en moins à calculer). Cette construction
permet par exemple de réduire par trois, le nombre de projections à calculer pendant
l’encodage d’un code de rendement 2

3 . Par ailleurs, une analyse du nombre d’opérations a
permis de montrer que cette construction permet au code de réaliser moins d’opérations
en décodage, accélérant ainsi la vitesse de reconstruction.

Ces deux propriétés ont fait l’objet d’une publication [Per+15b]. Depuis, une implé-
mentation du code Mojette systématique a été réalisée, et les améliorations introduites
précédemment en théorie, ont été vérifiées par une évaluation dans le chapitre 4. En
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conséquence la forme systématique permet au code Mojette de fournir de meilleures
performances que les autres codes, tout en améliorant son rendement. Ces éléments
permettent de confirmer le choix de ce code performant pour améliorer la vitesse de
transmission dans un système de communication protégé par du code à effacement.

Perspective de travail : code Mojette non-systématique et confidentialité.
Bien que dans le cas de la gestion des données chaudes, nous nous intéressons princi-
palement aux performances du code (améliorées par la version systématique), d’autres
considérations peuvent être prises en compte. En particulier, les problématiques de
confidentialité peuvent motiver le choix de la version non-systématique.

Une première approche concerne la distribution des données exclusivement sous la
forme de projections. Dans ce cas, l’ensemble de la donnée n’est pas disponible en clair
par un tiers malveillant. Toutefois, dans le cas du code Mojette, certaines parties de
l’information sont disponibles en clair (typiquement les coins de la grille), et peuvent
participer à déterminer des connaissances a priori, facilitant l’attaque, telles que la nature
du document (e.g. texte, image), ou la langue d’un fichier texte.

Une seconde approche consiste à tirer profit de la propagation d’information de
l’algorithme de reconstruction, pour chiffrer efficacement les blocs d’information. Plus
précisément, il suffit de chiffrer les premiers bins des projections pour protéger l’informa-
tion contenue dans la grille. Cet aspect, est étudié de manière préalable dans [Gué09].
En comparaison, la version systématique nécessite de chiffrer l’ensemble des symboles de
la partie systématique (ce qui nécessite beaucoup plus d’opérations). Cette considération
présente un exemple où la version non-systématique est plus performante.

7.3 Rôle et impact du code Mojette dans RozoFS
Les bonnes performances des implémentations du code Mojette nous ont motivé à
l’intégrer dans le système de fichiers distribué RozoFS. Nous avons ainsi montré dans
le chapitre 5, qu’en plaçant le code au niveau des clients, il est possible de distribuer
le calcul des projections, afin de ne pas surcharger le serveur de stockage. Ce choix
permet également de profiter de l’envoi en parallèle des projections sur plusieurs liens
réseau. Nous avons alors fourni une évaluation des performances de RozoFS par rapport
à CephFS (réglé en mode réplication des données), à partir de la plate-forme Grid’5000.
Cette évaluation montre que RozoFS est capable de fournir de meilleures performances
qu’un système basé sur de la réplication, tout en divisant par deux le coût du volume de
données. RozoFS est ainsi le seul système de fichiers distribué reposant sur un code à
effacement, capable de gérer à la fois des données froides et des données chaudes. Ces
travaux ont fait l’objet d’une publication à CLOSER 2014 [Per+14], et ont depuis été
soumis à la revue Transactions on Storage [Per+].

Perspective de travail : décentralisation des métadonnées. Un aspect qui n’a
pas été abordé dans nos travaux concerne la mise à l’échelle de RozoFS. Premièrement,
le serveur de métadonnées de RozoFS est un point de défaillance unique (bien qu’en
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pratique, il est répliqué sur plusieurs serveurs). Une première piste pour répondre à
ce problème serait de distribuer les métadonnées sous la forme de projections Mojette
comme on le fait actuellement pour les données. Cela nécessite en revanche un travail
important dans la conception de la gestion des métadonnées puisqu’il est nécessaire de
déterminer, à la manière de l’algorithme Crush [Wei07] de Ceph, l’ensemble des serveurs
en charge des métadonnées, à partir d’une information du fichier (e.g. identifiant unique,
chemin de fichier).

Second problème, la centralisation des métadonnées implique un problème dans la
mise à l’échelle du système. En effet, le serveur de métadonnées reçoit actuellement
l’ensemble des requêtes. À mesure que le nombre de clients augmente, la sollicitation
du serveur peut engendrer un problème de ressources. La distribution des métadonnées
permettrait de décentraliser ce service et d’harmoniser la charge sur un ensemble de
serveurs. La thèse de Bastien Confais (débutée en octobre 2015) traite ce sujet dans le
contexte de l’Internet des objets.

7.4 Reprojection sans reconstruction
Dans le dernier chapitre (cf. chapitre 6), nous avons proposé un algorithme distribué
permettant de calculer de nouvelles projections sans reconstruire la grille d’origine. Nous
avons donné une évaluation de cette méthode dans la section 6.2, qui montre que la
distribution des calculs permet une réduction de la latence par un facteur 2. Cette
contribution peut s’appliquer à la fois aux systèmes de stockage distribués comme à un
contexte réseau (network coding). Ces travaux ont fait l’objet d’une publication à Reims
Image [PN14a].

Perspective de travail : réparation partielle des projections. Jusque là, nous
avons étudié les relations mathématiques entre les projections et la grille. Cependant, il
existe également des relations entre les bins des projections. On peut notamment définir
des groupes de bins dont la somme des valeurs est nulle. Il est ainsi possible de déterminer
la valeur de certains bins, en utilisant cette définition, et par conséquent, d’envisager de
reconstruire des bins plutôt que des projections. Cette solution a l’avantage de ne pas
avoir à reconstruire la grille, ni la projection entièrement. La première difficulté consiste
à déterminer l’ensemble des relations entre les bins pour un ensemble de projections et
une grille donnée. Un deuxième problème consiste à déterminer s’il existe des groupes qui
engendrent moins d’opérations de reconstruction que d’autres, et comment les déterminer
efficacement dans un processus de réparation. Cet aspect correspond à des travaux en
cours, en collaboration avec Suayb Arslan, Professeur associé à la MEF Université
d’Istamboul.
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Résumé
Les codes à effacement permettent de générer de la
redondance de données numériques dans un système de
stockage distribué. Cette redondance permet de restaurer
une partie manquante des données en cas de panne.
L’avantage des codes est de réduire considérablement la
quantité de redondance générée par rapport aux techniques
classiques de réplication. Toutefois, cette réduction
s’accompagne d’une complexité calculatoire significative,
pénalisant les performances d’encodage et de décodage, ce
qui limite leur utilisation aux données froides.
Dans cette thèse, nous nous intéressons à l’utilisation de la
transformation Mojette afin de fournir un code à effacement
performant, adapté aux données chaudes. Le code qui en
résulte nécessite cependant plus de redondance par rapport
aux codes classiques.
La première contribution de ces travaux de thèse traite de la
conception d’une version systématique du code à
effacement Mojette. Cette version a l’avantage d’augmenter
significativement les performances du code, tout en
réduisant la quantité de redondance nécessaire.
La seconde contribution s’intéresse à l’intégration de cette
solution au sein du système de fichiers distribué RozoFS.
Cette contribution permet au système d’assurer un service
continu en cas de panne, tout en étant capable de gérer les
données chaudes avec deux fois moins de données par
rapport aux systèmes basés sur la réplication.
Un troisième axe de recherche se focalise sur la conception
d’une méthode distribuée pour générer de nouveaux
symboles de mots de code Mojette. Cette technique
participe à la restauration d’un seuil de redondance du
système de stockage.

Abstract
Erasure codes can generate data redundancy in distributed
storage systems. This redundancy can be used to recover
missing data in case of a failure. Codes have the benefit of
reducing the generated amount of redundancy drastically,
compared to plain data replication. However, this reduction
is combined with a significant computational complexity,
which penalizes encoding and decoding performances, and
limits the use of coding to cold data.
In this thesis, we focus on the use of the Mojette transform
as an effective erasure code, adapted to hot data. The
resulting code requires more redundancy than classical
codes though.
The first contribution of this research work deals with the
design of a systematic version of the Mojette erasure code.
This version provides better performances while reducing
the required amount of redundancy.
The second contribution covers the integration of this
solution in the distributed file system RozoFS. This
integration enables the system to provide a continuous
service despite failures, while being able to manage hot data
with half the volume of data compared to replication-based
systems.
A third research focus addresses the design of a distributed
method to compute extra Mojette codeword symbols. This
method contributes to restore a redundancy threshold in the
storage system.

Mots clés
Code à effacement, transformée Mojette,
stockage distribué, tolérance aux pannes.

Key Words
Erasure code, Mojette transform, distributed
storage, fault tolerance.
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