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Introduction

« Physics is becoming so unbelievably complex that it is taking
longer and longer to train a physicist. It is taking so long, in
fact, to train a physicist to the place where he understands the
nature of physical problems that he is already too old to solve
them. »

Eugene Wigner (1902-1995)

Fig. 1– Zoom sur la matière nucléaire : de l’atome aux quarks et gluons.
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2 Introduction

La matière nucléaire

La constitution fondamentale de la matière est une question soulevée depuis la Grèce
antique. Au XIXe siècle, ces éléments fondamentaux appelés atomes 1 ont été classés

selon leur propriétés chimiques dans une table qui porte le même nom que son auteur : la
table de Mendeleïev.

Cependant, le concept d’atome a évolué rapidement entre la fin du XIXe et le début
du XXe siècle. La découverte du noyau atomique par Rutherford en 1911 a mis fin au
débat. Ce noyau est constitué de protons et de neutrons, qui appartiennent à la famille des
hadrons. Le fait de sonder ces noyaux en effectuant des collisions avec d’autres éléments
a permis de découvrir de plus en plus de hadrons.

Comme pour les atomes et leurs propriétés chimiques, on a pu classer les hadrons selon
leur caractéristiques intrinsèques : charge électrique, masse, et spin. Ce classement montre
que la force fondamentale qui régit ces hadrons respecte certaines symétries. C’est ce qui
a permis à Gell-Mann et Zweig de prédire l’existence d’une sous-structure des hadrons en
1964 : les quarks.

Fig. 2– Les 6 saveurs de quarks.

Ces quarks ont été mis en évidence en 1969 lors d’expériences de collisions électron-
proton où les diffusions profondément inélastiques ont permis d’observer le recul d’une
plus petite particule. Le modèle standard de la physique des particules compte 6 quarks
(Fig. 2) qui sont considérés comme les briques élémentaires de la matière nucléaire.

Définition : Les particules nucléaires

Les particules fondamentales de la matière nucléaire sont les quarks. Ils
sont au nombre de 6, et seuls les quarks u et d sont stables et sont pré-
sents dans les protons (uud) et neutrons (udd). Les particules composées
de 3 quarks sont les baryons, et celles constituées d’un quark et d’un
antiquark sont les mésons. L’ensemble des mésons et baryons forme le
groupe des hadrons.

1. provient du grec atomos, qui veut dire insécable
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Les quarks et les gluons

Les quarks interagissent entre eux avec des gluons (Fig. 1). Ces gluons sont les média-
teurs de l’interaction forte. La théorie de l’interaction forte introduite en 1973 par H.

Fritzsch, M. Gell-Mann et H. Leutwyler [1] s’appelle la Chromo-Dynamique Quantique
(en anglais : Quantum ChromoDynamics (QCD)).

Fig. 3– Mécanisme de confinement des quarks.

Un particularité intéressante des quarks et des gluons est qu’ils ne se montrent jamais
tous seuls : ils sont toujours confinés dans des hadrons dans le vide. Ce comportement
unique parmi les autres types de particules fondamentales est appelé le confinement.

Définition : Confinement des quarks

On peut expliquer le phénomène de confinement entre un quark et un
anti-quark de la manière suivante : si on essaye d’écarter les deux parti-
cules il se forme entre eux une corde de gluons qui tend à les rapprocher.
Si on tire encore plus fort sur les quarks, la corde finit par se rompre
en formant une nouvelle paire de quarks et antiquarks qui sont nés de
l’énergie de tension de la corde (Fig. 3).
Ce comportement peut être vu comme analogue à l’impossibilité d’ob-
server un monopole magnétique. Si l’on coupe un aimant, on obtiendra
deux aimants dipolaires plutôt que les deux pôles de l’aimant séparé-
ment.

On s’accorde à dire que l’univers primordial était très chaud et très dense, suffisam-
ment pour que les quarks et les gluons soient mélangés et déconfinés dans une même
phase appelée : le plasma de quarks et de gluons (en anglais : Quark-Gluon Plasma
(QGP)). La QCD reproduit ce comportement à haute énergie que l’on appelle la liberté
asymptotique. En revanche, le mécanisme de confinement reste encore inexpliqué.

L’existence des deux états de la matière nucléaire (on parle de phase confinée et
déconfinée) nous amène à la description de deux nouveaux phénomènes :
• tout d’abord l’hadronisation, qui est l’action de transformer les quarks et les gluons

en hadrons,
• et ensuite la transition de phase, qui doit décrire en même temps le phénomène

de confinement et l’hadronisation, ainsi que d’autres phénomènes qui seront décrits
par la suite.



4 Introduction

Fig. 4– Schéma de la transition de phase.

Si la transition de phase implique nécessairement une hadronisa-
tion, cela n’implique pas nécessairement le confinement. On sait
juste que le confinement doit certainement jouer un rôle dans le

processus d’hadronisation de manière à s’assurer qu’il n’existe pas de quarks
ou de gluons libres dans la Nature, cependant ce n’est pas une certitude.
Nous n’allons pas tenter de proposer une solution au phénomène de confi-
nement dans nos simulations. Nous faisons l’hypothèse que le phénomène
d’hadronisation seul suffira à décrire la transition de phase entre un plasma
de quarks et d’antiquarks vers des hadrons.

La problématique

On peut schématiser la transition de phase sur la Fig. 4 : on y voit bien les deux phases
de la matière –confinée et déconfinée– qui subissent une hadronisation en mésons et

baryons. La question que l’on va se poser et tenter d’élucider dans cette thèse est la manière
dont cette transition de phase se déroule, notamment la description microscopique de
ce phénomène.

Pour décrire la transition de phase, on doit utiliser un modèle physique qui utilise à la
fois les quarks et les hadrons. De plus, ce modèle doit permettre de décrire une transition
de manière dynamique. Pour cela, on doit extraire les masses et les sections efficaces du
modèle physique utilisé afin de les incorporer dans un modèle de transport.

Nous allons présenter les bases de la QCD dans le premier chapitre, ainsi que la
notion de symétrie, qui joue un rôle essentiel en physique. Nous décrirons également les
différentes phases de la matière nucléaire, ainsi que la phénoménologie de la transition
entre ces phases. Malheureusement, la QCD en elle-même ne permet pas d’expliquer
le mécanisme du confinement puis la formation des hadrons via la transition de phase.
En effet, les interactions sont très complexes à calculer à haute énergie, et deviennent
impossibles à calculer directement à basse énergie.

Afin de décrire les conditions de la transition de phase, nous allons donc utiliser un
modèle de basse énergie : lemodèle de Nambu et Jona-Lasinio (NJL). Nous présenterons
ce modèle dans le deuxième chapitre. Il partage de nombreux points communs avec
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la QCD, et il tend à décrire la même physique au niveau de la transition. Sa facilité
d’utilisation comparée à celle la QCD, ainsi que le fait qu’on puisse en tirer des masses
et des sections efficaces en font un candidat idéal pour nos simulations.

D’autres approches phénoménologiques existent dans d’autres programmes de simu-
lations. Nous allons présenter certains modèles de manière succincte dans le troisième
chapitre, avec leurs principaux avantages (les résultats remarquables) et inconvénients
(les phénomènes qui ne sont pas encore inclus). Ne pouvant faire une liste de tous les
programmes de simulation existants, nous avons sélectionné ceux dont les résultats sont
proches mais dont le fonctionnement est assez différent, afin de couvrir un large éventail
de méthodes qui ont été adoptées pour expliquer la transition de phase.

Un des points importants qui nous intéresse et qui n’est pas inclus dans ces pro-
grammes est la notion de dynamique relativiste. Comme son nom l’indique, il s’agit d’une
description des particules relativistes (c’est-à-dire qui ont des vitesses proches de celle de
la vitesse de la lumière) et de leur dynamique (c’est-à-dire des interactions possibles mo-
difiant leur mouvement). Nous présenterons en détail ce formalisme dans le quatrième
chapitre. Ce formalisme nous donnera au final des équations de mouvement pour chaque
particule du plasma.

L’utilisation de ces équations de mouvement est le point central des simulations,
cependant, ce n’est pas tout. De nombreux détails techniques et phénomènes doivent être
pris en compte en pratique. Le cinquième chapitre est une revue détaillée de notre code
de simulation où l’on explique justement la manière dont le modèle NJL est incorporé
dans un code de transport, et quels sont les détails qui rendent notre approche innovante
(la description de l’hadronisation notamment). Ensuite nous discuterons des optimisations
du code, et des différentes méthodes numériques et leur applicabilité à notre type de
simulation.

Les résultats de nos simulations seront présentés dans le sixième chapitre. Nous
présenterons les résultats importants en les comparant avec les autres modèles et/ou
avec l’expérience. Les résultats intrinsèques aux simulations (c’est-à-dire non observables
expérimentalement) seront plutôt comparés aux autres modèles de simulation, tandis que
les résultats plutôt phénoménologiques seront plutôt comparés à l’expérience, de manière
qualitative.

Enfin, nous conclurons cette thèse et nous donnerons les perspectives à venir.

Notes
Tout au long de ce rapport nous utiliserons le système des unités naturelles (~ = c =

kB = 1), afin de simplifier les notations et les formules. Les vecteurs seront indiqués par
des caractères gras (plutôt que le symbole fléché usuel). Attention cependant la réciproque
n’est pas forcément vraie.

Comme nous l’avons déjà présenté, nous indiquerons les définitions usuelles par un
encadré Définition, et les points importants seront marqués d’un point d’exclamation
rouge.

Pour le détail des calculs, la liste des acronymes, ou des présentations techniques telles
que les codes de simulations, le lecteur peut se référer aux annexes.
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1 Transition de phase de
l’interaction forte

« Even if there is only one possible unified theory, it is just a
set of rules and equations. What is it that breathes fire into the
equations and makes a universe for them to describe ? »

Stephen Hawking (1942)

Fig. 1.1– Diagramme des phases de la matière nucléaire.
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8 Transition de phase de l’interaction forte

1.1 Les états de la matière nucléaire

Avant de discuter des transitions entre les différentes phases de la matière nucléaire,
nous allons présenter les caractéristiques générales de ces phases. On peut schématiser

le diagramme de phase de la matière nucléaire comme sur la Fig. 1.1. Ce diagramme ne
vient pas de l’expérience (comme par exemple pour le diagramme de phase de l’eau), il
vient de modèles théoriques. Par conséquent, il a beaucoup évolué depuis ces dernières
décennies. Les modèles les plus récents s’accordent sur le fait que le diagramme de phase
ressemble à la Fig. 1.1, c’est-à-dire qu’on a trois principales phases ayant chacune leurs
propres degrés de liberté selon la température et la densité baryonique. On a :
• à haute température : le plasma de quarks et de gluons (QGP),
• à haute densité et faible température : la phase de superconductivité de couleur

(en anglais : Color Superconducting phase (CS)),
• à faible température et densité : la phase hadronique qui englobe les noyaux ato-

miques et le gaz de hadrons (en anglais : Hadron Gaz (HG)).
Le plasma de quarks et de gluons est l’état qui était probablement présent au tout

début l’univers, à très haute température. Les quarks et les gluons sont libres dans cette
phase que l’on peut reproduire en très petite quantité dans les accélérateurs de particules
modernes, comme le RHIC ou le LHC (Fig. 1.2), en faisant collisionner des noyaux
suffisamment gros (on parle de collisions d’ions lourds).

Fig. 1.2– A gauche : le Large Hadron Collider (LHC),
à droite : le Relativistic Heavy Ion Collider (RHIC).

La phase de superconductivité de couleur est plus difficile à atteindre. Certaines ex-
périences comme FAIR (Facility for Antiproton and Ion Research) vont tenter d’atteindre
cette zone du diagramme de phase en faisant des collisions de moindre énergie, mais de
plus grande densité. La phase de superconductivité de couleur est caractérisée par la pos-
sibilité d’avoir des paires de quarks liés que l’on appelle diquarks. De la même manière
que les paires de Cooper (électron-trou) décrivent la superconductivite électrique, les di-
quarks propagent en théorie la couleur de manière superfluide. A la limite entre les noyaux
atomiques et cette phase de superconductivité se trouvent les étoiles à neutrons, dont la
structure fait toujours l’objet d’études intensives [2].
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Fig. 1.3– A gauche : octet des mésons pseudo-scalaires (spin 0), à droite :
octet des baryons (spin −1/2), et en bas : décuplet des baryons (spin
−3/2), en fonction de l’étrangeté S, de la charge Q et de l’isospin I3.

Enfin, la phase la plus simple que l’on connait déjà est la phase hadronique. Les
expériences de collisions d’ions lourds ont permis de détecter la plupart des hadrons créés
lors des interactions entres les nucléons. On peut les classer en famille, selon leur nature
(mésons, baryons) leur charge électrique, leur composition en quarks, etc. La Fig. 1.3
montre un exemple de classification des hadrons. On peut extraire certaines de cette
classification des informations très importantes. Par exemple les particules fondamentales
de la matière, les quarks, obéissent à des règles de combinaison qui impliquent qu’ils soient
regroupés en paires quarks-antiquarks ou bien par trois. Ce qui a permis à Gell-Mann dans
les années 1960 d’identifier le groupe de symétrie de l’interaction forte : le groupe SU(3).

Définition : Groupe de symétrie

Le groupe de symétrie d’un objet est le groupe des transformations
sous lesquelles cet objet est invariant. Cette invariance peut être locale
ou globale. Pour aller plus loin, le théorème de Noether énonce que :
pour tout système obéissant à une propriété de symétrie correspond une
quantité conservée.
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1.2 La Chromodynamique Quantique

La charge portée par l’interaction forte a été nommée la couleur 1. La théorie corres-
pondant à ces échanges de couleurs s’appelle donc logiquement la Chromodynamique

Quantique (QCD).
Les théories et modèles physiques qui permettent de produire le diagramme de phase

utilisent des notions de symétries pour décrire les interactions fondamentales. Si les mésons
et les baryons sont les particules standards que l’on mesure dans les détecteurs, les quarks
et les gluons ne sont pas observés directement. C’est là que les théories comme la QCD
nous aident à comprendre les choses grâce au calcul.

1.2.1 Les bases
La Chromodynamique Quantique se base, comme toute théorie, sur un Lagrangien

qui décrit les champs de quarks et de gluons ainsi que les interactions possibles via les
couplages entre les particules.

Définition : Lagrangien QCD

Dans le cas à trois saveurs de quarks les plus légères u, d, et s, on
exprime le Lagrangien de QCD par :

LQCD = ψ̄(iγµDµ −m0)ψ − 1
4F

a
µνF

µν
a (1.2.1)

où l’on a les champs de quarks et d’antiquarks, respectivement :

ψ(x) = (u(x), d(x), s(x))
et ψ̄(x) = (ū(x), d̄(x), s̄(x)) ,

(1.2.2)

ainsi que les champs de gluons Aaµ(x) aussi appelés champs de jauge.

Ces champs de gluons sont présents dans deux termes :
• la dérivée covariante :

Dµ = ∂µ − iαsAaµ
λa

2 , (1.2.3)

qui est utilisée à la place du simple ∂µ pour tenir compte de l’invariance de jauge.
Nous avons une théorie à Nc couleurs, dont le groupe de symétrie est SU(Nc). Les
matrices λa sont les générateurs de ce groupe de symétrie (matrices de Pauli si
Nc = 2 et matrices de Gell-Mann si Nc = 3).
• on a aussi la courbure de jauge :

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νAaµ + αsfabcA

b
µA

c
ν (1.2.4)

où fabc représente la constante de structure de SU(3). Le terme αs représente la
constante de couplage de l’interaction forte.

1. Ceci en raison de la ressemblance avec le cercle chromatique, dont la combinaison des trois couleurs
primaires donne le blanc (c’est-à-dire un état neutre en couleur).
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On voit donc que ce Lagrangien est composé de plusieurs termes (Fig. 1.4) [3] : le
premier terme ψ̄(iγµDµ − m0)ψ représente simplement la propagation d’un champ de
quarks de masse m0 dans un champ de jauge ; le deuxième terme −1

4F
a
µνF

µν
a est appelé

densité Lagrangienne de Yang-Mills. La combinaison de ces termes contient toute la
physique de l’interaction forte.

Fig. 1.4– Propagateur du champ de quarks (a) et de gluons (b),
et interactions entre quark et gluon (c) et entre gluons (d et e).

1.2.2 Phénoménologie et symétries
Afin de présenter les principaux phénomènes physiques qui apparaissent dans la Na-

ture, on doit présenter les différentes symétries de la QCD. Plus précisément, ce qui nous
intéresse est l’effet physique qu’engendre la brisure de symétrie.

Définition : Brisure de symétrie

On a vu qu’un groupe de symétrie comprend certaines transformations
qui laissent l’objet du groupe invariant. Lorsque l’on change certains
paramètres physiques, il est alors possible d’observer un changement de
l’objet pour une ou plusieurs transformations. La symétrie (transforma-
tion) est dite brisée.
Un exemple simple pour illustrer cette brisure est la toupie. Le pa-
ramètre physique qui change est la vitesse de rotation, et la quantité
conservée qui représente la symétrie par rotation est le moment angu-
laire. Lorsque la vitesse diminue puis tend vers zéro, on viole la symé-
trie de rotation, et le moment angulaire n’est plus conservé : la toupie
tombe. Cette chute peut s’effectuer aléatoirement dans n’importe quelle
direction.

En physique des particules, la brisure de symétrie est souvent représentée par la
modification de l’état fondamental. Cette modification peut changer son énergie, sa
masse, son spin, . . .etc. Ce changement d’état est schématisé sur la Fig. 1.5 : ici la
brisure de symétrie change le minimum central en un cercle de minima. La particule peut
alors prendre n’importe quel état selon l’angle de “chute”.

A priori, le Lagrangien de QCD (1.2.1) respecte les symétries de couleur SU(3)c et de
saveur U(3)f (f pour flavor). Cependant, certains comportements de la matière nucléaire
laissent à penser que ces symétries sont partiellement brisées, c’est-à-dire que certains
groupes de symétrie ne sont plus respectés. Nous allons maintenant présenter plus en
détails ces symétries et les phénomènes physiques qui conduisent à leurs brisures.
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Fig. 1.5– Potentiel effectif : pas de brisure spontanée de symétrie
(à gauche), et brisure spontanée de symétrie (à droite).

Confinement de couleur et centre de symétrie Z3

Commençons par la symétrie de couleur SU(3)c. Le phénomène qui est associé à la
couleur est le confinement des partons (les quarks et les gluons). Comme on l’a expliqué
en introduction (Fig. 3), ce phénomène de confinement interdit d’avoir un parton seul
dans le vide. De manière opposée, on peut obtenir des quarks et de gluons libres lorsque
la température du milieu est grande : c’est le plasma de quarks et de gluons (QGP).
On parle alors de liberté asymptotique.

La liberté asymptotique ne veut pas dire que le confinement dispa-
raît, mais cela signifie que l’interaction forte entre deux partons est
écrantée par les multiples constituants du plasma.

Ce phénomène découvert en 1974 par David Politzer, Frank Wilczek et David Gross
leur valut le prix Nobel 2004. Les phénomènes de liberté asymptotique et de confinement
sont liés au couplage entre les partons. Ce couplage change en fonction de l’énergie mise
en jeu dans les réactions. Un moyen simple de représenter ces phénomènes est de tracer
la valeur de la constante de couplage αs en fonction de l’énergie échangée Q (Fig. 1.6).

Définition : Constante de couplage αs

La constante de couplage αs est liée à l’intensité de l’interaction. En
QCD cette constante de couplage porte mal son nom puisqu’elle n’est
pas constante. On peut définir une expression analytique qui ne dépend
que de l’énergie Q [4] :

αs(Q2) = 4π
(11Nc − 2Nf )/3 ln

(
Q2/Λ2

QCD

) (1.2.5)

où Nc est le nombre de couleur, Nf est le nombre de saveurs de quarks,
et enfin le cut-off ΛQCD ' 217 MeV lui-même, qui est fixé avec la masse
du boson Z (MZ) pour laquelle la valeur de constante de couplage est
assez bien connue expérimentalement.
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Fig. 1.6– Récapitulatif des mesures de αs(Q) en fonction de l’énergie Q [4].

On sait que le groupe de symétrie de l’interaction forte est SU(3)c. Cependant à
basse température les hadrons ne possèdent pas de charge colorée apparente. A haute
température, les partons sont déconfinés et on peut ainsi observer des processus où la
couleur intervient.

Dans la limite où les quarks ont une très grande masse, on a une théorie de Yang-
Mills pure (c’est-à-dire une théorie de pure jauge, avec seulement des champs de gluons
Aaµ(x)). On peut alors indiquer le deconfinement par la brisure spontanée de la symétrie
Z(3) [5, 6], qui est le centre de symétrie de SU(3). Le Lagrangien de QCD inclut cette
symétrie ZNc , pour Nc = 3 couleurs.

Le centre de symétrie Z(3) agit sur un champ de boson φ 2 tel que :

φ→ z φ = exp
(

2πi n
Nc

)
φ (1.2.6)

avec n = 1, . . . , Nc. On peut représenter cette transformation comme le changement d’état
sur un cercle trichromique :

2. En théorie quantique des champs, on indique souvent les champs de fermions (quarks, baryons)
par ψ ou Ψ, et les champs de boson (gluons, mesons) par φ ou Φ
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On peut utiliser cette symétrie pour obtenir un paramètre d’ordre, c’est-à-dire un
indicateur de la brisure de symétrie. A haute température, on doit avoir des éléments
colorés, et donc |φ| 6= 0 et la symétrie Z(3) est brisée. A l’inverse, dans le vide, les états
sont singlet (neutre) de couleur. On doit donc nécessairement avoir |φ| = 0. Comme on l’a
mentionné précédemment, une théorie de Yang-Mills (pure jauge) contient uniquement
des champs de gluons Aaµ(x). Dans ce cas, la boucle de Wilson représente en QCD le
paramètre d’ordre du (de)confinement :

W (C) = Tr P exp
(
i
∫
C
Aµdxµ

)
, (1.2.7)

avec Tr la trace, P le path ordering et C un contour ferme d’espace-temps. Cependant,
on s’intéresse à la transition de phase en fonction de la température. En utilisant l’espace
euclidien à la place de celui de Minkowski, on peut redéfinir la boucle de Wilson et obtenir
la boucle de Polyakov, qui est le paramètre d’ordre à température finie.

Définition : Boucle de Polyakov

On définit le paramètre d’ordre du deconfinement à température finie
T pour une théorie de Yang-Mills par la boucle de Polyakov :

P (x) = T exp
(
i
∫ 1/T

0
A4(x, t)dt

)
, (1.2.8)

avec T le time ordering, et A4 = iA0 la quatrième composante du champ
de jauge euclidien Aaµ(x). La boucle de Polyakov est dérivée de la boucle
de Wilson en utilisant la rotation de Wick, pour avoir un temps ima-
ginaire, puis le formalisme de Mastubara [7] pour passer du temps
imaginaire à une température finie.

Pour décrire la transition entre un état confiné et déconfiné de couleur, on utilise
plutôt le champ effectif φ

Φ(x) = 1
Nc

TrcP (x) (1.2.9)

où Trc désigne la trace sur la couleur. On peut ensuite définir un potentiel effectif U(Φ, T )
afin de visualiser la brisure de symétrie, un peu comme sur la Fig. 1.5.

Masse effective et symétrie chirale

Il existe un phénomène tout aussi important que le confinement. Il s’agit de la géné-
ration spontanée de masse des hadrons dans le vide. En effet, la masse des constituants
combinés reste très inférieure à la masse mesurée dans l’expérience. Si on prend par
exemple le cas du proton, la masse des quarks est d’environ 10 MeV, alors que la masse
du proton est de 938 MeV [8]. Encore une fois, c’est une brisure de symétrie qui est res-
ponsable de ce phénomène : la brisure de symétrie chirale (en anglais : Chiral Symmetry
Breaking (CSB)) [9].
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Fig. 1.7– Illustration des particules d’hélicités droite (ψR) et gauche (ψL).

Le Lagrangien de QCD (1.2.1) est invariant sous une transformation chirale (dans la
limite où m0 = 0), dont le groupe de symétrie s’écrit :

U(3)L ⊗ U(3)R = SU(3)L ⊗ SU(3)R ⊗ U(1)V ⊗ U(1)A . (1.2.10)

Les groupes U(3)L et U(3)R représentent les trois saveurs possibles de quarks, ayant une
chiralité gauche (L pour left-handed) ou droite (R pour right-handed).

Définition : Chiralité

La chiralité d’une particule massive est liée à son hélicité sous l’action
d’un opérateur de chiralité :

PL = 1− γ5

2 PR = 1 + γ5

2 . (1.2.11)

L’hélicité concerne les fermions, c’est-à-dire les particules dont le spin
n’est pas entier (contrairement aux bosons). Ce spin, qui est le moment
magnétique de la particule, peut alors s’aligner avec l’impulsion de la
particule dans le même sens ou dans le sens opposé. Si on considère le
spin de la particule comme une rotation (ce qui est faux, mais facile à
visualiser), alors on peut définir les particules d’hélicité gauche ou droite
comme sur la Fig. 1.7. On a donc :

ψL =PLψ
ψ̄L =ψ̄PR

ψR =PRψ
ψ̄R =ψ̄PL

. (1.2.12)

Le groupe de symétrie U(3)L⊗U(3)R peut se décomposer en 4 sous-groupes qui sont
listés dans la Table 1.1. En dehors de la symétrie baryonique U(1)V qui est conser-
vée pour des raisons évidentes (la matière ne peut pas “disparaître”), toutes les autres
symétries sont brisées.

Symétrie Nom Transformation Courant Manifestation
SU(3)V isospin ψ → e(−iωλa/2)ψ ψ̄ γµλa ψ Brisée (mu ' md 6= ms)
U(1)V baryonique ψ → e(−iαλa)ψ ψ̄ γµ ψ Conservée
SU(3)A chirale ψ → e(−iθγ5λa/2)ψ ψ̄ γµγ5λa ψ Brisure spontanée
U(1)A axiale ψ → e(−iβγ5λa)ψ ψ̄ γµγ5 ψ Anomalie axiale (η′)

Table 1.1– Symétries avec leurs propriétés de transformation, leurs cou-
rants conservés associés, et leurs manifestations dans la Nature [10].
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Il y a deux types de brisure de symétrie : explicite et spontanée. La brisure est
dite explicite lorsque l’on pose “à la main” un terme dans le Lagrangien qui rend les
transformations non-invariantes. On parle de brisure spontanée quand un facteur du milieu
(par exemple la température) brise l’invariance des transformations du groupe, alors que
le Lagrangien reste invariant. Revenons aux symétries qui sont brisées :
• La symétrie d’isospin SU(3)V est explicitement brisée par le fait que l’on prenne

des masses mu ' md 6= ms. Une des conséquences visibles de cette brisure de
symétrie est la légère différence de masse entre le proton et le neutron, ou encore
la différence de masse entre le pion et le kaon.
• La symétrie chirale SU(3)A [9] est brisée explicitement par l’ajout d’une masse nue
m0 6= 0 dans le Lagrangien de QCD, mais elle est également brisée spontanément à
basse température. La symétrie chirale est restaurée quand les particules d’hélicité
gauche ou droite n’interagissent qu’avec les partenaires de même chiralité. Lorsque
l’on mixe les interactions, on brise alors cette symétrie chirale, et la conséquence de
cette brisure est l’apparition d’une masse effective pour les hadrons.

La brisure de symétrie chirale est un phénomène totalement indé-
pendant du confinement. C’est une propriété liée exclusivement aux
quarks, tandis que la confinement s’applique à tous les partons.

• La symétrie axiale U(1)A [11] est brisée spontanément dans tous les cas. On connait
ce processus sous le nom d’anomalie axiale ou anomalie de Adler-Bell-Jackiw. Cela
se traduit en pratique par une grande masse des mesons pseudoscalaires η et η′
par rapport a celle du pion. En principe, ces mesons sont des bosons de Nambu-
Goldstone lors de l’interaction entre les nucléons. Cela veut dire qu’ils sont les
partenaires chiraux des quarks à basse température, lorsque la symétrie chirale est
brisée. Ils doivent en principe, comme les quarks, conserver une masse faible par
rapport à celle du proton. Ce n’est pas le cas à cause de l’anomalie axiale.

La brisure qui nous intéresse principalement est celle de la symétrie chirale, et notam-
ment la physique cachée sous ce concept. On a dit que cette brisure amène les particules
gauches et droites à interagir ensemble à basse température. De la même manière que
pour le confinement et la boucle de Polyakov, il existe aussi un paramètre d’ordre qui
indique la brisure de symétrie chirale. Ce paramètre est le condensat chiral.

Définition : Condensat chiral

Le vide de QCD est quelque chose de très complexe [12, 13]. Sa descrip-
tion est liée à la solution de l’équation de Yang-Mills. Une des propriétés
de ce vide est de briser la symétrie chirale avec la présence de conden-
sats chiraux. Ces condensats sont des paires virtuelles de quarks et
d’antiquarks qui apparaissent spontanément dans le vide. On les note :

〈〈ψ̄ψ〉〉 (1.2.13)

C’est l’interaction des particules avec ces condensats qui va leur donner
une masse effective, un peu comme une force de freinage lors d’un
mouvement dans un fluide visqueux.
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Les condensats chiraux sont présents dans la phase hadronique (〈〈ψ̄ψ〉〉 6= 0), et
donnent leurs masses aux hadrons, puis ils disparaissent à haute température, c’est-
a-dire lorsque la symétrie chirale est restaurée (〈〈ψ̄ψ〉〉 = 0). Des condensats similaires
appelés condensats de diquarks 〈〈ψψ〉〉 sont prédits par certains modèles [14] pour ap-
paraître à haute densité et basse température, dans la phase de superconductivité de
couleur.

1.2.3 L’essentiel
On rappelle que l’on s’intéresse dans notre cas à l’étude de la transition entre les

noyaux et le QGP et vice-versa (c’est-à-dire en augmentant puis baissant la température).
Le paramètre d’ordre qui permet de distinguer les différentes phases de la QCD doit porter
sur le confinement de couleur. Mais cela n’est pas suffisant car on sait que les hadrons
créés doivent avoir une grande masse dans le vide via la brisure de symétrie chirale. Si
la description des deux phases (QGP et hadronique) ne pose pas de problème, c’est la
description de la transition qui est plus complexe.

A priori, il n’y a aucune raison pour que la transition de phase chirale et le confinement
se produisent en même temps. Cependant, il serait dérangeant que ces transitions soient
vraiment décorrélées. Un moyen “simple” de vérifier comment se passe la transition de
phase est d’observer le comportement des condensats chiraux et de la boucle de Polyakov
en fonction de la température. On peut ainsi apprécier le type de transition de phase.

1.3 La transition de phase

Une approche assez générale pour décrire la transition de phase est le point de vue
thermodynamique. Dans cette optique, on doit aussi pouvoir décrire la transition

de phase en utilisant les paramètres thermodynamiques tels que la température ou le
potentiel chimique. C’est là qu’intervient la notion de classe d’universalité.

Définition : Classe d’universalité

Lorsque l’on a affaire à une transition continue, ne présentant pas de
chaleur latente (= énergie de transition), on peut définir des lois de
puissance afin de décrire le comportement de certaines quantités ther-
modynamiques. Ces lois de puissance possèdent alors des exposants fixes
au voisinage de la transition de phase : les exposants critiques.

L’universalité est une prédiction de la théorie du groupe de renormalisa-
tion [15] qui explique que les propriétés thermodynamiques d’un sys-
tème proche de la transition de phase dépendent seulement de quelques
caractéristiques (telles que la dimensionnalité et les symétries), et sont
insensibles aux propriétés microscopiques intrinsèques du système.

Deux théories qui possèdent une description microscopique complète-
ment différente, mais qui ont les mêmes lois de puissance avec les mêmes
exposants critiques sont dites de même classe d’universalité.
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Fig. 1.8– Schéma montrant le comportement des condensats chiraux normalisés pour :
un cross-over, une transition de 2e ordre, et enfin une transition de 1er ordre.

On s’intéresse au diagramme de phase de QCD en fonction de la température T et
du potentiel chimique µ. On peut y définir des observables de la transition, comme par
exemple la chaleur spécifique C :

C = T

V

(
∂S

∂T

)
µ

∼
∣∣∣∣T − TcTc

∣∣∣∣−α (1.3.1)

avec le volume V , l’entropie S et l’exposant critique α correspondant à une température
critique de transition Tc. Ensuite, on a la susceptibilité baryonique pour le potentiel
chimique :

χ =
(
∂ρB
∂µ

)
T

∼
∣∣∣∣∣µ− µcµc

∣∣∣∣∣
−ε

(1.3.2)

avec la densité baryonique ρB et l’exposant critique ε associé au potentiel chimique de
transition µc.

Ces lois de puissance ne sont valables que pour une transition continue, sans chaleur
latente. Il faut maintenant préciser quels sont les différents types de transition possibles
dans un milieu thermodynamique.

1.3.1 Les types de transition
Lorsque l’on regarde la Fig. 1.1, ce diagramme de phase présente trois types de

transition entre la phase hadronique et le QGP. On peut aisément comprendre le type
de transition en regardant l’évolution des condensats chiraux 〈ψ̄ψ〉 en fonction de la
température (Fig. 1.8), pour ces trois types de transition.
• Le cross-over est une évolution douce entre deux phases, qui apparaissent donc
mélangées,
• Le point critique qui est une transition de 2e ordre, où il y a une discontinuité

des dérivées du paramètre d’ordre, mais pas de lui-même,
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• La transition “dure” qui est une transition de 1er ordre où il y a discontinuité du
paramètre d’ordre directement.

Chacun de ces trois types de transition de phase s’accompagne de différentes particulari-
tés. Par exemple, le cross-over est un mélange des deux phases : hadronique et parto-
nique, ce qui laisse penser que des pré-hadrons peuvent se former durant l’hadronisation.
Cette hadronisation est donc progressive et accompagnée d’interactions entre partons et
hadrons.

En explorant un peu plus loin le diagramme de phase en densité baryonique, on arrive
au point critique. Ce point est une transition de 2e ordre, ce qui veut dire qu’il montre un
maximum de fluctuations liées au phénomène d’opalescence critique [15] (c’est-à-dire
que la longueur de corrélation est de l’ordre de la taille du système à ce point).

Pour finir, la transition de 1er ordre après le point critique doit être assez semblable
à la transition de phase de l’eau (qui présente une chaleur latente). Dans le cas de l’eau,
des bulles de taille finie se forment lorsque l’on chauffe le liquide au point d’ébullition. Le
QGP doit lui aussi présenter une transition de 1er ordre où les phases sont bien délimitées,
et où des structures apparaissent [2]. C’est ce qu’on appelle la phase mixte.

Le fait que l’on ait un cross-over est en partie dû à la masse des quarks m0. On peut
voir sur la Fig. 1.9 qu’avec des masses des quarks u, d, s trop petites ou trop grandes,
on revient à une transition brutale de 1er ordre. Le fait d’avoir de faibles masses pour les
quarks u et d, et une grande masse pour le quark s est donc très important si l’on veut
avoir un cross-over et la formation de pré-hadrons dans le milieu.

Avoir un cross-over ne signifie pas nécessairement que le point cri-
tique et la transition de 1er ordre disparaissent à µ fini ! La position
du point critique est juste décalée vers les grands potentiels chi-

miques.

Fig. 1.9– Type de transition de phase (à la température cri-
tique) pour différentes masses nues des quarks u, d et s [16].
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Fig. 1.10– Représentation en 2 dimensions d’un réseau de QCD avec
les fermions ψ(x), et les opérateurs d’évolutions U(x, y). On représente
ici une plaquette qui est une boucle de Wilson (1.2.7) discrétisée.

1.3.2 La QCD sur réseau

Afin d’étudier les phases de la matière nucléaire, ainsi que les transitions de phase, on
doit trouver une autre méthode que le calcul analytique. Les termes de self-interactions
entre les gluons présents dans le lagrangien de QCD donnent à la théorie un caractère
confinant, et il faudrait calculer une infinité de diagrammes de Feynman pour obtenir
le résultat exact à basse énergie. On peut contourner le problème en utilisant les outils
numériques modernes : la QCD sur réseau (en anglais : Lattice QCD (LQCD)).

Définition : QCD sur réseau

La QCD sur réseau est une technique de calcul numérique qui utilise un
espace temps (de volume V = L3 × T ) qui est discrétisé par un réseau
de maille a (Fig. 1.10). On a donc :

xµ → nµa avec n ∈ [0, L− 1]3 × [0, T − 1] . (1.3.3)

Les nœuds du réseau sont les fermions ψ(x) et les lignes sont les
opérateurs d’évolution qui s’expriment :

U(x, y) = P exp
(
−ig

∫ y

x
Aµ(z)dz

)
, (1.3.4)

avec l’opérateur P d’ordonnancement des champs le long du chemin
(x, y), la constante de couplage g, le champ de jauge Aµ(z), et en notant
que U(x, x) = 1. Cette quantité est très utile pour avoir une théorie
invariante de jauge. On peut également fermer la ligne d’évolution
pour obtenir une boucle de Wilson (1.2.7) discrétisée.
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Ce type de simulation est inspiré des modèles d’Ising où on a un réseau de spins
afin d’étudier la transition de phase magnétique à température finie. Le réseau de QCD
est aussi élémentaire, tout en considérant que la largeur de la maille du réseau a doit
tendre vers une valeur nulle pour reproduire la réalité (continuum). Ce qui est beaucoup
plus difficile, c’est la formulation d’une théorie des champs discrétisée sur un réseau
[17, 18].

La Fig. 1.10 montre le réseau de base tel qu’il est utilisé en QCD. Afin d’extraire des
informations de ce réseau, il est nécessaire –comme dans toute théorie lagrangienne– de
calculer l’action S entre deux points :

SQCD =
∫

LQCD d4x = Sg(U) + SF (U, ψ, ψ̄) . (1.3.5)

On note que l’on peut écrire l’action de QCD comme la somme des contributions des
gluons Sg et des fermions SF . Avant de calculer cette action, il faut tenir compte de
la discrétisation du Lagrangien de QCD. Par exemple, l’opérateur d’évolution (1.3.4)
devient :

U(x, x+ aµ̂) ≡ Uµ(x) = exp
(
−igAµ(x+ a

2 µ̂)a
)

. (1.3.6)

On peut ensuite exprimer la dérivée d’un champ de fermion telle que

∇µψ(x) = 1
a

(Uµ(x)ψ(x+ aµ̂)− ψ(x)) , (1.3.7)

puis utiliser cette définition dans le terme cinétique du lagrangien de QCD. On peut alors
réécrire l’action discrétisée pour les fermions comme :

SF (U, ψ, ψ̄) =
∫
ψ̄(x)(iγµDµ −m0)ψ(x) d4x

=
∑
x

ψ̄(x)
(
γµ
(
∇µ +∇†µ

2

)
−m0

)
ψ(x) ,

(1.3.8)

ce qui est correct dans la limite du continuum a → 0. On peut également exprimer
la contribution des gluons avec la boucle de Wilson discrète en utilisant une plaquette
comme sur la Fig. 1.10 :

Wµ̂,ν̂(x) = Uµ(x)Uν(x+ aµ̂)U †µ(x+ aν̂)U †ν(x) . (1.3.9)

L’action du champ de jauge s’écrit alors [19] :

Sg(U) = 1
4

∫
F a
µνF

µν
a d4x

= 6
g2

∑
x

∑
µ<ν

<e 1
Nc

Trc(1−Wµ̂,ν̂(x)) .
(1.3.10)

La combinaison des deux actions discrétisées est ensuite utilisée pour extraire des infor-
mations sur le milieu.

On note que l’action pour le champ de jauge possède différentes dé-
finitions [20], ce qui donne parfois des résultats différents [21], mais
cela n’enlève rien à la valeur qualitative des phénomènes décrits.
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Fig. 1.11– Condensat chiral normalisé (ici noté ∆l,s) et boucle de Polyakov
renormalisée en fonction de la température, extraits de QCD sur réseau [22].

Pour estimer la valeur d’une observable O(U, ψ, ψ̄) dans le vide, on doit calculer

〈0|O(U, ψ, ψ̄)|0〉 ≡ 〈O〉 = 1
Z

∫
O e−SQCD DUDψDψ̄ , (1.3.11)

avec la fonction de partition :

Z =
∫
e−SQCD DUDψDψ̄ , (1.3.12)

qui représente la somme de toutes les configurations possibles du réseau (des fermions
et des champs de jauge), en ayant [23] :

DUDψDψ̄ =
∏
x,µ

dUµ(x)dψ(x)dψ̄(x) . (1.3.13)

Quelles sont les observables O(U, ψ, ψ̄) que l’on peut extraire du réseau en pratique ?
Avec une température finie, on peut avoir de nombreux renseignements [23], tels que :
• le propagateur du quark 〈ψ(x)ψ̄(y)〉,
• le propagateur de hadron (en utilisant des courants ψ(x)Γψ̄(x)),
• la boucle de Polyakov P(T ),
• le condensat chiral 〈〈ψ̄ψ〉〉,
• la densité d’énergie ε(T ),
• le potentiel inter-quarks V (x, T ),
• . . .

La Fig. 1.11 montre par exemple les indicateurs de la transition de phase qui sont :
la boucle de Polyakov pour le deconfinement de couleur, et le condensat chiral pour la
brisure de symétrie chirale. Le comportement est une transition douce entre 0 et 1, ce
qui indique un cross-over.
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Fig. 1.12– Masses des hadrons dans le vide, extraites de QCD sur réseau [24].

On note qu’ici les résultats présentent une “température critique” (température pour
laquelle la quantité est à 1/2) différente pour les deux transitions, bien qu’elles soient
proches.

Il est relativement impropre de parler de température critique pour
un cross-over, mais cependant le terme reste usité par commodité
afin de décrire ce phénomène.

L’augmentation de la taille du réseau permet d’avoir des valeurs de plus en plus
précises des observables. En fixant la masse des quarks de manière judicieuse [24], on peut
reconstruire correctement les masses des hadrons dans le vide (Fig. 1.12). Cependant,
ce n’est pas la masse des hadrons qui est directement reconstruite, mais c’est la masse
multipliée par la maille du réseau a. Cette maille joue donc une rôle très important qui est
d’ailleurs lié à la régularisation de la QCD sur réseau car on doit, en principe, retrouver
le cut-off de QCD en prenant [18] :

ΛQCD = lim
a→0

1
a
g(a) . (1.3.14)

Après avoir décrit succinctement ce qu’est la QCD sur réseau, revenons à ce qui nous
intéresse : la transition de phase de la matière nucléaire. La LQCD a permis d’explorer
différentes parties du diagramme de phase, même si la densité baryonique finie est assez
difficile à implémenter [25]. La LQCD a notamment permis de savoir trois éléments très
importants :
• la transition de phase à µ = 0 est en fait un cross-over [26],
• la valeur de la température critique Tc [22] et sa définition,
• ainsi que l’équation d’état [25].

Il est très difficile d’interpréter les résultats provenant de QCD sur réseau, notamment
car la discrétisation de l’action n’est jamais parfaite, mais ces résultats sont très impor-
tants car ils permettent de vérifier le comportement des autres modèles effectifs et leur
description du diagramme de phase.
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1.4 Une autre approche

Pourquoi utiliser d’autres modèles effectifs si la QCD sur réseau donne de bons ré-
sultats ? Parce que malheureusement la LQCD utilise l’action dans l’espace Euclidien

(pour obtenir des résultats à température finie), au lieu de l’espace de Minkowski, ce qui
interdit toute approche dynamique (évolution temporelle).

Nous nous intéressons tout particulièrement à l’aspect dynamique de la transition
de phase. En effet, on sait que lors de la création d’un QGP, la détection des particules
hadroniques créées ne nous donne pas d’information sur le plasma directement : on perd
l’information quantique lors de l’hadronisation. La seule manière possible de remonter
à cette information est donc de prendre le problème à l’envers : c’est-a-dire qu’il faut
simuler un système quantique et sa transition de phase afin de voir si l’on retrouve bien
les données expérimentales.

La solution que l’on va adopter est l’utilisation d’un modèle effectif pour décrire les
phases de basse température. Ne pouvant utiliser la QCD directement à basse énergie,
il faut utiliser un modèle dont le Lagrangien décrit les mêmes symétries, et qui puisse
donner des résultats dans le vide. Ces modèles sont en général non-renormalisables, ce
qui leur donne le statut de modèle plutôt que de théorie à proprement parler (comme la
QCD).

Le modèle de Nambu et Jona-Lasinio va être notre choix pour décrire la matière
nucléaire à basse énergie. Nous allons présenter ce modèle dans le prochain chapitre,
avec ses résultats importants qui nous permettrons de l’utiliser dans un programme de
simulation de la transition de phase. Ce modèle ainsi que le programme devront tenir
compte de toutes les particularités de la physique de la transition de phase : le cross-over,
la brisure de symétrie chirale, le confinement, les multiples collisions qui thermalisent (ou
non ?) le système, . . .
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2 Le modèle NJL

« A new scientific truth does not triumph by convincing its
opponents and making them see the light, but rather because its
opponents eventually die, and a new generation grows up that
is familiar with it. »

Max Planck (1858–1947)

Fig. 2.1– Masses du quark u, du quark s, du méson π, et
du méson K en fonction de (T, µ) avec le modèle NJL.
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2.1 Présentation du modèle

Le modèle de type Nambu-Jona-lasinio (NJL) a été formulé en 1961 [27, 28] afin de
décrire les interactions locales (de courte portée) entre les nucléons d’un noyau. De

manière plus générale, ce modèle est un modèle de fermions relativistes qui interagissent
via un couplage local. Ce couplage rend le modèle non renormalisable [10], et il nécessite
donc une régularisation (on a donc une limite en énergie appelée : cut-off).

Fig. 2.2– Utilisation du modèle NJL : échange d’un pion entre les nucléons
(à gauche), et échange d’états liés qq̄ entre des quarks constituants (à droite).

La Fig. 2.2 montre les deux utilisations du modèle NJL : dans un cas on utilise des
nucléons comme degré de liberté, avec les pions échangés jouant le rôle de bosons de
Goldstone, et dans l’autre cas, on utilise directement les quarks et on construit les mésons
comme la propagation d’un état lié qq̄. La seconde définition est celle qui est utilisée dans
notre contexte [29]. Elle permet de décrire aussi bien les quarks et les hadrons.

Un point important qui n’est pas mentionné jusqu’à présent est la présence des gluons :
ils ne sont pas pris en compte dans le modèle. On peut immédiatement critiquer ce choix
en disant que l’absence des gluons prive le modèle du phénomène de confinement.
Cependant, il faut noter que le modèle NJL utilise une interaction locale et que par
conséquent, le couplage entre fermions se fait avec l’approximation statique. Cela veut
dire que l’on ne considère que des interactions de basse énergie, avec de faibles échanges
d’impulsion (par rapport à la masse). La Fig. 2.3 montre que l’impulsion d’un gluon
échangé est faible devant sa masse effective [30] (cette masse est de l’ordre du GeV). Les
gluons sont alors “gelés” et absorbés dans le couplage de l’interaction locale.

Fig. 2.3– A gauche : échange de gluon standard entre deux quarks,
et à droite : approximation statique de basse énergie (k � m).

Nous allons voir tout d’abord comment se définit le modèle, son Lagrangien et ses
caractéristiques. Ensuite, nous allons voir comment construire les masses des quarks et des
hadrons, puis les calculs de sections efficaces. Pour finir, nous discuterons des améliorations
de ce modèle pour une application à la transition de phase.
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2.1.1 Lagrangien et symétries
Le modèle NJL moderne utilise, comme la QCD, des champs de quarks comme degrés

de liberté, et les mésons pseudoscalaires comme bosons de Goldstone. Le but premier du
modèle est de décrire correctement les hadrons dans le vide, et aussi la transition de
phase chirale via la brisure spontanée de cette symétrie. Le lagrangien du modèle NJL
se base donc sur les champs de fermions ψ = (u, d, s) et d’antifermions ψ̄ = (ū, d̄, s̄). Ce
Lagrangien est composé de trois parties :
• Tout d’abord le terme cinétique usuel :

L2 = ψ̄ (i∂/−m0)ψ , (2.1.1)

qui permet de propager les fermions entre deux points. Ce terme respecte les même
symétries que la QCD :

U(3)L ⊗ U(3)R = SU(3)L ⊗ SU(3)R ⊗ U(1)V ⊗ U(1)A , (2.1.2)

et il brise explicitement la symétrie chirale SU(3)L⊗SU(3)R en donnant une masse
nue m0 aux fermions.
• Ensuite un terme d’interaction à 4 fermions (2 entrants et 2 sortants) :

L4 = G
8∑

a=0

[(
ψ̄λaψ

)2
+
(
ψ̄iγ5λ

aψ
)2
]

(2.1.3)

qui fait intervenir l’interaction locale avec la constante de couplage G. ce terme
respecte la symétrie chirale mais la brise spontanément à basse température. Le
mécanisme de cette brisure va être présenté dans la prochaine section.
• et finalement un terme de mixage des saveurs à 6 fermions appelé terme de

Kobayashi-Maskawa-’t Hooft :

L6 = K
[
detψ̄ (1− γ5)ψ + detψ̄ (1 + γ5)ψ

]
, (2.1.4)

avec la constante de couplage K, qui a été introduite à la fin des années 1980 [29]
afin de briser explicitement la symétrie UA(1) pour reproduire la masse du méson
η′.

La définition de ce Lagrangien permet donc de respecter et de briser lesmêmes symétries
que la QCD. On espère ainsi décrire la même physique : c’est-à-dire le même diagramme
de phase et les mêmes propriétés thermodynamiques. Nous allons voir cela plus en détail
dans la suite du chapitre.

Définition : Lagrangien du modèle NJL

Le Lagrangien final que nous utilisons pour nos calculs est le suivant :

LNJL = ψ̄ (i∂/−m0)ψ + G
8∑

a=0

[(
ψ̄λaψ

)2
+
(
ψ̄iγ5λ

aψ
)2
]

+ K
[
detψ̄ (1− γ5)ψ + detψ̄ (1 + γ5)ψ

]
.

(2.1.5)
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Fig. 2.4– Propagateur et différentes interactions présentes dans le modèle NJL.

Le Lagrangien NJL défini par :

LNJL = L2 + L4 + L6 (2.1.6)

peut se symboliser en diagrammes de Feynman comme sur la Fig. 2.4. Cependant, on peut
toujours jouer avec cette définition et ajouter certains éléments, comme nous allons le voir
dans la dernière section de ce chapitre. Mais avant cela, on peut utiliser les interactions
déjà présentées dans le Lagrangien pour savoir ce que l’on peut faire de ce modèle.

2.1.2 Interactions et états liés
Le Lagrangien du modèle NJL permet de décrire les quarks et leurs interactions. C’est

de ces interactions entre fermions que l’on va “construire” les états liés, dont ceux qui sont
neutres en couleur deviendront des hadrons. Nous avons présenté une version simplifiée
du Lagrangien NJL pour 3 saveurs où l’on peut identifier des interactions scalaires 1 et
pseudoscalaires iγ5 entre fermions dans le terme L4. Cependant, on connait d’autres types
d’interactions qui donnent d’autres types de mésons (cf. Table 2.1).

Couplage Vertex Mésons
Pseudoscalaire (P) iγ5 π,K, η, η′

Scalaire (S) 1 a0, K
∗
0 , f0, f

′
0

Vecteur (V) γµ ρ,K∗, ω, φ
Axial (A) iγ5γµ a1, K

∗
1 , f1, f

′
1

Tenseur (T) σµν = i
2 [γµ, γν ] a2, K

∗
2 , f2, f

′
2

Table 2.1– Types de couplages avec le vertex associé et les mésons correspondants [31].

Le Lagrangien (2.1.5) que nous avons défini est incomplet car il n’inclut pas les inter-
actions axiale iγ5γµ (pseudovecteur) et vectorielle γµ (nous ne prenons pas en compte les
mésons tenseurs σµν car ils apparaissent très rarement dans les collisions d’ions lourds).
Les mésons vecteurs jouent pourtant un rôle important dans la description du QGP, car
il sont les principaux “producteurs” de dileptons (c-à-d de paires leptons-antileptons) qui
sont mesurés en expérience [32]. Afin de tenir compte de ces mésons, on peut modifier le
terme L4 pour avoir :

L4 q̄q = GS

8∑
a=0

[(
ψ̄λaψ

)2
+
(
ψ̄iγ5λ

aψ
)2
]

−GV

8∑
a=0

[(
ψ̄γµλ

aψ
)2

+
(
ψ̄iγ5γµλ

aψ
)2
]
.

(2.1.7)



2.1 Présentation du modèle 29

Le Lagrangien complet reste alors invariant chiral (SU(3)L ⊗ SU(3)R) et invariant sous
SU(3)color. On peut encore discuter d’une autre propriété intéressante et importante : la
décomposition en singulet et octet de couleur sous une transformation de Fierz.

Définition : Transformation de Fierz

La transformation de Fierz F est une technique de réarrangement des
spineurs de Dirac pour une interaction à 4 fermions. On peut ainsi
établir un lien entre le terme direct (canal s) et le terme d’échange
(canal t) :

où Γ sont les vertex (matrice de couleur × couplage). La transformation
de Fierz s’écrit alors [10] :

F
[
(ψ̄a(1)Γkabψb(2))(ψ̄c(4)Γkcdψd(3))

]
= −ψ̄a(1)ψb(3)ψ̄c(4)ψd(2)ΓkadΓkcb ,

(2.1.8)
avec a, b, c, d les indices de couleur. Il faut alors utiliser la relation :

ΓkabΓkcd =
∑
m

ckmΓmadΓmcb (2.1.9)

où les coefficients ckm sont à déterminer, pour obtenir l’expression finale
de la transformation de Fierz. Pour de plus amples informations sur la
transformation de Fierz, voir l’Annexe C.

La transformation de Fierz appliquée au Lagrangien de QCD permet de séparer l’in-
teraction en une partie singulet de couleur et une partie octet de couleur. On peut donc
ajouter au modèle NJL une partie colorée qui peut être utilisée pour décrire un autre type
d’état lié coloré composé de deux quarks : les diquarks [33]. On peut écrire le Lagrangien
pour les diquarks [14, 31] :

L4 qq = DS

∑
a=2,5,7

(
ψ̄iγ5λ

aCψ̄T
) (
ψTC−1iγ5λ

aψ
)

+DS

∑
a=2,5,7

(
ψ̄λaCψ̄T

) (
ψTC−1λaψ

)
+DV

∑
a=2,5,7

(
ψ̄iγ5γµλ

aCψ̄T
) (
ψTC−1iγ5γµλ

aψ
)

+DV

∑
a=0,1,3,4,6,8

(
ψ̄γµλ

aCψ̄T
) (
ψTC−1γµλ

aψ
)

.

(2.1.10)

avec C = 1γ0γ2 la matrice conjugaison de charge. Le modèle NJL utilise une interaction
de contact entre fermions. On peut redéfinir le Lagrangien NJL tel qu’il soit invariant
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sous une transformation de Fierz (c-à-d symétrique sous un échange de quarks) :

L4 →
1
2 [L4 + F [L4]] , (2.1.11)

de manière à avoir les relations entre les différentes constantes de couplage grâce aux
identités de Fierz :

GS = 2GV = G

DS = 4DV = 3/4G .
(2.1.12)

La même procédure peut être appliquée à L6 pour le cas à 6 fermions [34], mais nous
n’en tenons pas compte dans notre étude.

2.2 Masses NJL

Après avoir décrit les bases du modèle NJL et la possibilité de former des états liés,
il faut maintenant extraire des informations de ce modèle. La première quantité qui

nous intéresse est la masse des particules.
La description de la masse des hadrons dans le vide est un des buts premiers du

modèle NJL. Mais avant de décrire la masse des hadrons, il faut commencer par décrire
la masse des constituants élémentaires du modèle. Il existe une manière simple de décrire
la plupart des masses dans le modèle : il faut utiliser l’approximation de champ moyen
(en anglais : Mean Field Approximation (MFA)).

Définition : Approximation de champ moyen

L’approximation de champ moyen consiste à considérer que le vide du
modèle (c-à-d son état fondamental) n’est pas vide. Ce vide est composé
de condensats 〈〈ψ̄Γψ〉〉 (paires virtuelles de quarks et antiquarks), où Γ
est le type de couplage. Ces condensats interagissent avec les particules
du modèle qui se propagent dans le milieu. Pour une interaction à 4
fermions, on représente l’approximation de champ moyen par

(ψ̄Γψ)2 = 2(ψ̄Γψ)〈〈ψ̄Γψ〉〉 − 〈〈ψ̄Γψ〉〉2 (2.2.1)

en considérant que (ψ̄Γψ) = 〈〈ψ̄Γψ〉〉. On dit alors qu’on linéarise l’in-
teraction (en fait on boucle les lignes fermioniques qui sont supplémen-
taires au simple propagateur).

Ce champ moyen est par définition composé de particules neutres en couleur, en
saveur et en spin. Cela ne laisse comme choix de couplage que les condensats chiraux
(c.-a-d. scalaires et pseudoscalaires). Les contributions pseudoscalaires doivent également
disparaitre pour des raisons d’invariance de Lorentz et de conservation de parité dans le
vide [29]. Il ne nous reste donc que les condensats scalaires, qui vont interagir avec les
quarks et les mésons en leur donnant une masse effective.
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2.2.1 Masses des quarks
Avant de discuter le définition de la masse des quarks, il est important de rappeler

que les condensats qui créent la masse effective de ces quarks proviennent uniquement de
la brisure de symétrie chirale. Cette brisure va nous permettre de reproduire la masse
des hadrons en suivant le même principe, cependant, il n’est pas question de parler de
confinement au sens propre.

Fig. 2.5– Contribution de Hartree (a) et Fock
(b) dans la construction de la masse des quarks.

L’absence des gluons du modèle NJL fait que ce modèle inclut la possibilité d’avoir
des quarks isolés et colorés. L’interaction du quark avec un milieu coloré est décrite par
les diagrammes de Hartree et de Fock (Fig. 2.5). Avec l’approximation statique, on peut
obtenir (c). On reconnait alors un diagramme d’interaction à 4 fermions dont deux des
fermions sont “bouclés” sur eux-même. Cette vision du propagateur d’un quark correspond
en fait à l’approximation de champ moyen, où la boucle représente un condensat chiral.
On rappelle le Lagrangien :

LNJL = L2 + L4 + L6 . (2.2.2)

On peut utiliser l’approximation de champ moyen afin d’exprimer L4 (2.1.3), mais aussi
L6 (2.1.4) avec des condensats. On peut schématiser cela avec la Fig. 2.6. L’expression
de ces termes devient alors [10] :

L4 MFA = G
[
2(ψ̄ψ)〈〈ψ̄ψ〉〉 − 〈〈ψ̄ψ〉〉2

]
. (2.2.3)

Pour le terme L6, les choses sont un peu plus compliquées à cause du mixage des saveurs
(det). On a [29] :

L6 = K
[
det[ψ̄(1− γ5)ψ] + det[ψ̄(1 + γ5)ψ]

]
= K

[
(ψ̄λiψ)(ψ̄λjψ)− (ψ̄iγ5λiψ)(ψ̄iγ5λjψ)

]
(ψ̄λkψ)εijk ,

(2.2.4)

Fig. 2.6– Approximation de champ moyen pour l’interaction locale à 4 et 6 fermions.
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Fig. 2.7– Construction de la masse des quarks : équation de Schwinger-Dyson.

avec εijk le tenseur de Levi-Civita. On peut, encore une fois, négliger le terme pseudosca-
laire. On peut donc finalement linéariser ce terme en [35] :

L6 MFA = −K
 ∑
i,j,k cyclic

〈〈ψ̄iψi〉〉〈〈ψ̄jψj〉〉(ψ̄kψk)

−2〈〈ψ̄iψi〉〉〈〈ψ̄jψj〉〉〈〈ψ̄kψk〉〉+O((ψ̄ψ)2)
 .

(2.2.5)

On se limite au développement au premier ordre en O(ψ̄ψ), les termes d’ordre supérieur
ne contribuant pas à la masse, mais aux interactions à 4 fermions. Nous reviendrons à
cette définition lorsque nous aborderons la définition de la masse des mésons.

Finalement, on peut réécrire le Lagrangien NJL avec l’approximation de champ moyen :

LNJL = L2 + L4 MFA + L6 MFA (2.2.6)
qui devient par conséquent (en enlevant les indices i, j, k de L6 MFA pour plus de lisibi-
lité) :

LNJL = ψ̄
(
i∂/−m0+2G〈〈ψ̄ψ〉〉 −K〈〈ψ̄ψ〉〉2

)
ψ

−G〈〈ψ̄ψ〉〉2 + 2K〈〈ψ̄ψ〉〉3 .
(2.2.7)

Le premier terme du Lagrangien fait apparaitre une masse effective dans le terme cinétique
(générée par les condensats scalaires), que l’on peut réécrire tel que :

ψ̄ (i∂/−M)ψ (2.2.8)
avec M la masse chirale des quarks.

Définition : Masse chirale des quarks

La masse totale des quarks pour chaque saveur f = u, d, s est composée
de la masse nue m0f ainsi que d’une masse effective qui provient de
l’interaction du quark avec les condensats du milieu. Au final, la masse
totale est :

Mi = m0i − 2G〈〈ψ̄iψi〉〉+K〈〈ψ̄jψj〉〉〈〈ψ̄kψk〉〉 (2.2.9)

avec i 6= j 6= k les trois saveurs possibles de quarks. On peut représenter
cette masse par une équation de Schwinger-Dyson [36] qui décrit la
masse effective d’un fermion dans le milieu (Fig. 2.7).
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Il faut maintenant s’intéresser à l’expression plus précise du condensat 〈〈ψ̄ψ〉〉. Ce
terme vient des contributions de Hartree et Fock (Fig. 2.5), cependant du fait de l’inter-
action de contact et de la définition de ces contributions [10], on peut simplifier l’expression
des condensats en :

〈〈ψ̄ψ〉〉 = −i Nc lim
y→x

[Tr(S(x, y))] = −i Nc Tr(S(x, x)) (2.2.10)

avec Tr la trace de la matrice S(x, y) qui est la fonction de Green pour un fermion :

S(x, y) =
∫ eip(x−y)

p/−M + iε

d4p

(2π)4 . (2.2.11)

Cette fonction de Green décrit l’évolution du fermion en temps, entre deux points x et y,
et elle doit donc respecter

[i∂/−M ]S(x, y) = δ4(x− y) . (2.2.12)

Avec le modèle NJL, l’interaction est de contact : on utilise donc S(x, x) qui permet
d’avoir une expression qui ne dépend que de l’impulsion [10] :

〈〈ψ̄ψ〉〉 = −2Nc

∫ Λ

0

M

E

dp
(2π)3 avec E =

√
p2 +M2 . (2.2.13)

On remarque que l’intégrale (2.2.13) est bornée avec Λ, le cut-off
du modèle NJL. En effet, cette intégrale est divergente et nécessite
d’être régularisée par ce cut-off. Ce cut-off indique alors un certain

niveau de densité de condensats dans le vide du modèle. Nous allons revenir
après sur la façon dont on fixe les paramètres du modèle tels que ce cut-off.

2.2.2 Température et potentiel chimique fini
La prise en compte de la température T et du potentiel chimique µ passe par deux

transformations. Tout d’abord, le potentiel chimique : il agit comme un déséquilibre entre
le nombre de particules et d’antiparticules. Afin de prendre en compte un potentiel chi-
mique, il convient donc d’ajouter au Lagrangien NJL le terme :

LNJL → LNJL + µψ̄γ0ψ . (2.2.14)

La fonction de Green (2.2.11) propageant le fermion se trouve alors modifiée par :

S(x, y) =
∫ eip(x−y)

p/−M + µγ0 + iε

d4p

(2π)4 . (2.2.15)

Avec ce nouveau terme dans le Lagrangien on peut exprimer une nouvelle quantité [10] :

〈〈ψ†ψ〉〉 = −i Nc Tr(γ0S(p)) , (2.2.16)
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Fig. 2.8– Masses des quark u et s en fonction de (T, µ).

qui est relative au potentiel chimique.
Ensuite, vient s’ajouter la température, via l’utilisation du formalisme en temps

imaginaire de Matsubara [7]. Ce formalisme transforme encore une fois la fonction S(p)
en modifiant l’énergie p0 = iωn avec ωn = (2n+ 1)πT la fréquence de Matsubara pour un
fermion. L’intégrale (2.2.13) se trouve également modifiée en :

〈〈ψ̄ψ〉〉 = −i Nc T
+∞∑

n=−∞
Tr
∫ Λ

0

1
γ0(iωn + µ)− γip−M + iε

dp
(2π)3 , (2.2.17)

qui peut se simplifier au final en utilisant la distribution de Fermi :

f(p, T, µ)± =
[
1 + exp

(
E ∓ µ
T

)]−1
(2.2.18)

et on obtient alors la densité scalaire ρS de condensats. En calculant 〈〈ψ†ψ〉〉, on obtient
la densité baryonique ρB qui représente le déséquilibre entre fermions et antifermions,
comme le potentiel chimique, mais à une température donnée.

Définition : Densités scalaire et baryonique

La densité scalaire à (T, µ) finis se définit par [10] :

ρS = 〈〈ψ̄ψ〉〉 = −2 Nc Nf

∫ Λ

0

M

E

[
1− f+ − f−

] d3p

(2π)3 . (2.2.19)

Cette densité représente les condensats scalaires présents dans le milieu
à (T, µ) donnés. On a aussi la densité baryonique [10] :

ρB = 〈〈ψ†ψ〉〉 = −2 Nc Nf

∫ Λ

0

[
f+ − f−

] d3p

(2π)3 . (2.2.20)

Au final, on peut tracer les masses des quarks légers u et d et du quark s en fonction
de (T, µ) sur la Fig. 2.8. On voit bien l’apparition d’une masse effective vers les basses
températures et densités (brisure de symétrie chirale et apparition des condensats).
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2.2.3 Masses des mésons
Les mésons n’apparaissent pas directement dans le Lagrangien du modèle NJL. En

réalité, il faut construire le propagateur de ces mésons, via l’interaction entre quarks, puis
identifier leurs masses dans ce propagateur. Comme on utilise l’approximation statique
pour décrire les interactions (pas de gluons), on peut définir un état lié de deux manières
qui sont finalement équivalentes (Fig. 2.9).

Fig. 2.9– Pour la propagation d’un état lié : la Random Phase Approximation
(suite de boucles) et la description de Bethe-Salpeter (diagramme en “échelle”)
sont équivalentes dans le modèle NJL (avec l’approximation statique).

Si on s’intéresse maintenant au propagateur des mésons, on peut l’identifier à une
suite infinie de boucles à 2 fermions (fermion-antifermion). Dans ce cas, on peut écrire
l’équation de Bethe-Salpeter [37] pour la matrice de diffusion T de l’interaction à 4
fermions comme :

T (k2) =κ+ κΠ(k2)κ+ κΠ(k2)κΠ(k2)κ+ . . .

=κ
[
1− κΠ(k2)

]−1
,

(2.2.21)

avec k2 l’impulsion échangée lors de la diffusion, κ le couplage d’un vertex à 4 fermions,
et Π(k2) la boucle élémentaire à 2 fermions. On peut schématiser cette relation par la
Fig. 2.10. La boucle à 2 fermions se définit [10] d’une manière très proche de la boucle à
1 fermion pour les condensats (2.2.13) :

Π(k2) = −i Nc Tr
∫

(ΓS(p+ k/2)ΓS(p− k/2)) d4p

(2π)4 , (2.2.22)

avec Γ le type de couplage (P, S,A, V ) et S(p) la fonction de Green pour un fermion.
Comme pour le cas des condensats, on peut utiliser S(p) pour différentes saveurs de
fermions (u, d, s), ainsi que (T, µ) fini. On peut ainsi construire tout le spectre des mésons
pour n’importe quel milieu thermodynamique.

Fig. 2.10– Construction de la masse des mésons.
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Fig. 2.11– Masse des quarks et des mésons en fonction de la température pour µ = 0.

Finalement, on extrait la masse des mésons de l’équation (2.2.21) en posant [27] :

det(1− κΠ(k2)) = k2 −m2
q̄q (2.2.23)

en prenant le pôle du propagateur de l’état lié correspondant à k2 = m2
q̄q.

Définition : Masse des mésons

La masse des mésons provient du propagateur de l’état lié q̄q, où chaque
quark a déjà une masse effective :

det(1− κΠ(k2))|k2=m2
q̄q

= 0 (2.2.24)

La valeur de k permettant de respecter cette relation donne la masse de
l’état lié. Cette masse est donc variable en fonction de (T, µ), comme
celle des quarks.

On peut ainsi obtenir la valeur des masses des mésons pseudoscalaires par exemple,
et la comparer aux masses des quarks en fonction de la température (Fig. 2.11). On
peut voir que ces mésons pseudoscalaires ont une faible masse dans le vide (à T = 0) et
acquièrent une masse plus importante à haute température. A l’inverse des quarks, les
mésons interagissent faiblement dans le vide, mais sont fortement couplés avec le milieu
à haute température.

On peut d’ailleurs définir une température au delà de laquelle la masse des mésons
devient plus grande que celle des quarks constituants : la température de Mott. Cela
permet de distinguer deux phases : l’une où les degrés de liberté sont les mésons (faibles
densités et températures) et une autre où les quarks sont les degrés de liberté (le QGP). On
se rend mieux compte de ce phénomène en regardant les masses des mésons à (T, µ) finis
(Fig. 2.12). On voit la vallée de stabilité où la masse des mésons est faible et constante.

Même si la masse des mésons est grande dans la phase plasma, le fait d’avoir une
solution (2.2.24) prouve que les mésons peuvent subsister dans cette phase. Pour être plus
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Fig. 2.12– Masses des mésons π et K en fonction de (T, µ).

précis, il faut mentionner un détail : la solution de l’équation (2.2.24) possède une partie
imaginaire au delà de la température de Mott. Cette partie imaginaire est alors identifiée
à une largeur de désintégration [38, 39] en un quark et un antiquark (Fig. 2.13). Plus
la température est grande, plus la largeur est importante, ce qui rend le méson de plus
en plus instable dans le milieu. Nous allons rediscuter de la formation de ces pré-hadrons
dans le plasma à la fin du chapitre.

Fig. 2.13– Masses des mésons π,
K et η avec leurs largeurs res-
pectives (en beige) en fonction
de la température pour µ = 0.
La température de Mott (mM =
mq +mq̄) est indiquée.
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Fig. 2.14– Interaction à 4 fermions avec terme correctif
à 6 fermions dans l’approximation de champ moyen.

On doit aussi ajouter le fait que l’on utilise un mixage des saveurs avec le terme de
’t Hooft (2.1.4), ce qui ajoute un peu de complexité au calcul de la masse (via le terme
de couplage κ [34]). Cela se traduit par l’ajout d’un terme de champ moyen lorsque l’on
décrit l’interaction à 4 fermions de l’état lié (Fig. 2.14). Ceci correspond à la modification
évoquée auparavant avec l’équation (2.2.5).

On peut ainsi reproduire certains comportements comme la masse importante des
mésons η et η′ provenant de la brisure de symétrie UA(1). Cela est schématisé sur la Fig.
2.15, ainsi que l’effet des autres brisures de symétrie notables.

Fig. 2.15– Masses des mésons pseudoscalaires
dans le vide pour différentes brisures de symétrie.
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Parametre Valeur
Λ [MeV] 602.3
GΛ2 1.835
KΛ5 12.36

m0q [MeV] 5.5
m0s [MeV] 140.7

⇔

Donnée Valeur
|〈ψ̄ψ〉|1/3 [MeV] 250.0

fπ [MeV] 92.4
mπ [MeV] 135.0
mK [MeV] 497.7
mη′ [MeV] 957.8

Table 2.2– Paramètres choisis pour le modèle NJL (à gauche) avec
les données permettant de fixer ces paramètres (à droite) [..].

2.2.4 Paramètres du modèle
Avant d’aller plus loin dans la présentation du modèle NJL, il faut marquer un temps

d’arrêt sur un point en particulier : les paramètres utilisés tout au long des calculs. Ils
sont au nombre de 5, il s’agit :
• des masses nues des quarks légers m0q et lourd m0s,
• des couplages des différentes interactionsG etK (les autres étant automatiquement

fixées via les identités de Fierz),
• et enfin du cut-off Λ utilisé pour régulariser le modèle.
Nous utilisons le modèle NJL dans SUf (3) ce qui implique d’utiliser le terme de

mixage des saveurs de ’t Hooft, et ce qui complique un peu la fixation des paramètres.
Dans SUf (2), la procédure de fixation des paramètres est la suivante :

1. On commence par fixer le cut-off du modèle en utilisant la densité de condensats
dans le vide |〈ψ̄ψ〉|1/3, par une valeur extraite de QCD sur réseau. L’équation (2.2.13)
nous permet cette fixation. Il existe différentes procédures de régularisation dans la
littérature [10], dans notre cas nous utilisons le cut-off 3D.

2. Ensuite, on fixe le couplage G en prenant la constante de couplage du pion fπ avec
le calcul de boucle de fermions Π(k2), qui intervient dans le calcul de la décroissance
du pion [27, 10].

3. Pour finir, on fixe la masse nue des quarks m0 en utilisant la relation de Gell-Mann–
Oakes–Renner (GOR), avec M la masse habillée des quarks à T = 0, et les données
expérimentales de la Table 2.2 :

m2
πf

2
π = −M〈〈ψ̄ψ〉〉 . (2.2.25)

Que manque-t-il pour passer à SUf (3) ? Étant donné que l’on veut ajouter le quark
s, il faut ajouter la masse du kaon mK , mais cela ne suffit pas. Il faut aussi fixer la
constante de couplage K du terme de mixage à 6 fermions L6. L’idéal aurait été d’avoir
la constante de désintégration du kaon, mais c’est une donnée expérimentale mal connue.
On peut donc se rabattre sur l’utilisation de la masse du méson η′, qui possède une très
grande masse, grâce à L6, et qui va justement être un très bon indicateur pour fixer K.

Au final, les paramètres du modèle et les quantités utilisées pour les fixer sont résumés
dans la Table 2.2. On remarque au passage que l’on a mu = md 6= ms (SUf (2 + 1)), ce
qui simplifie les calculs en gardant des résultats proches de l’expérience.
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Fig. 2.16– Masses des diquarks (à gauche ) et des baryons (à droite)
en fonction de la température avec le modèle NJL dans SU(3) [31].

2.2.5 Masse des baryons
Le Lagrangien NJL doit inclure les diquarks afin d’être invariant sous une transfor-

mation de Fierz [34, 29]. Ces diquarks sont des états colorés qui peuvent être utiles afin
de décrire la phase de superconductivité de couleur à haute densité [14], mais ils sont
également présents à basse densité. Ils vont alors servir à construire les baryons.

De la même manière que l’on peut définir un méson via l’équation de Bethe-Salpeter
(2.2.21), on peut construire les diquarks et calculer leur masse (Fig. 2.14). Enfin, on peut
généraliser ce processus aux baryons, en utilisant à nouveau l’approximation statique.
En effet, une description simple d’un baryon consiste en un état lié d’un quark et d’un
diquark. Cependant, si l’échange des gluons pour les diquarks et les mésons est trivial, le
cas des baryons est un peu plus compliqué.

Dans le cas des baryons, ce sont des quarks qui sont échangés entre les deux consti-
tuants. La première approche utilisée historiquement était l’équation de Fadeev relati-
viste [40, 41]. Cette méthode est plus juste dans la mesure où elle traite plus précisément
l’interaction à 3 corps [42], mais elle est assez complexe à mettre en œuvre.

On peut remettre en question la rentabilité d’une telle méthode
lorsque l’on sait que le modèle que l’on utilise est un modèle effectif,
et qu’en tant que tel, les solutions que l’on obtient restent seulement

valables sous des conditions précises.

Dans cette optique, si l’on considère l’approximation statique valide pour de faibles
énergies pour la construction des mésons, on peut également l’appliquer pour la construc-
tion des baryons. Dans ce cas, la description d’un état lié quark-diquark devient assez
simple, et permet d’obtenir des résultats satisfaisants (Fig. 2.16).

Nous n’utilisons pas les diquarks et les baryons dans notre modèle pour le moment.
Nous nous limitons pour le moment à décrire les mésons et quarks, afin de reproduire une
transition de phase dynamique.
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2.3 Sections efficaces NJL

Une fois les masses de chaque type de particule calculées, on s’intéresse à la production
des états liés ainsi qu’aux autres interactions. Nous allons donc procéder au calcul des

sections efficaces de diffusion.

Définition : Section efficace

La section efficace désigne la probabilité d’interaction entre particules
pour un processus donné, c’est-à-dire lorsque l’on fixe les particules d’en-
trée et de sortie. Dans le cas de processus 2 → 2, on schématise la
réaction au centre de masse comme :

avec les quadri-impulsions d’entrée p et de sortie p′. On peut écrire la
section efficace différentielle entre les deux particules :

dσ
dt = 1

64π s |p|2
1
N2

∑
|M |2 , (2.3.1)

où l’énergie échangée t = (p− p′)2 et l’énergie totale s = (p + p′)2 sont
des variables de Mandelstam, N = (spin × couleur) est le nombre
d’états possibles de particules d’entrée, et enfin M désigne l’élément
de matrice de diffusion (on somme sur les |M |2 possibles). On exprime
finalement la section efficace totale en intégrant sur t :

σ =
∫ dσ

dt dt . (2.3.2)

Pour plus d’informations sur les sections efficaces, voir l’annexe D.

Grâce aux sections efficaces, on va pouvoir estimer diverses caractéristiques du milieu
tels que les taux de transition entre différentes espèces de particules, la viscosité, le libre
parcours moyen, etc. Dans le modèle NJL, les diagrammes de Feynman qui décrivent les
processus de diffusion sont en nombre limité, puisque l’on utilise l’approximation statique
(pas de gluons).

Nous allons tout d’abord présenter les sections efficaces élastiques, puis inélastiques,
en posant à chaque fois les bases du calcul, puis en donnant les résultats intéressants à
retenir. Nous nous limiterons à des sections efficaces 2→ 2 car ce sont les contributions
dominantes, cependant il est tout à fait possible d’envisager d’autres processus d’ordres
supérieurs [43].
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Fig. 2.17– Diagrammes de Feynman des processus q q → q q dans le modèle NJL.

2.3.1 Sections efficaces élastiques
Les sections efficaces élastiques ne nous donnent pas d’indications sur la transition

de phase et l’hadronisation. En revanche, elles nous renseignent sur des quantités telles
que la viscosité du plasma [44, 45]. C’est cette viscosité qui thermalise les partons du
milieu (plus ou moins vite), et qui –par conséquent– nous fait perdre l’information de
l’état initial. Nous allons présenter les deux types de sections efficaces élastiques qui nous
intéressent le plus dans le cadre de notre étude : les processus q q → q q et q q̄ → q q̄.

Le premier processus q q → q q se limite aux types de diagrammes de Feynman
présentés sur la Fig. 2.17. L’absence de gluons fait que les particules échangées dans les
processus dominants sont des mésons. On note que l’on pourrait ajouter des diagrammes
d’ordres supérieurs en G, ainsi qu’un canal s où apparaît le propagateur de diquark.

Dans notre étude, nous nous cantonnerons aux cas bien connus dans
la littérature [10, 46, 47] : en l’occurrence nous n’avons pas inclus les
diquarks et les baryons dans nos calculs (avec les processus associés),

et on se limite aux couplages scalaires et pseudo-scalaires pour les calculs de
sections efficaces.

Afin de calculer les amplitudes de diffusion M , nous garderons la topologie présentée
sur le premier diagramme de la Fig. 2.17. Par exemple, on définit le courant de fermion
du diagramme t comme

ū(p3)Γu(p1) (2.3.3)

avec le vertex d’interaction Γ (matrice de couleur × couplage), puis l’élément de matrice
pour ce même canal [46] :

−iMt =
∑
Γ
ū(p3)Γu(p1) iTΓ(k2) ū(p4)Γu(p2) . (2.3.4)

où TΓ(k2) est le propagateur du méson échangé pour le couplage Γ (2.2.21). On peut
également définir l’élément de matrice pour le canal u :

−iMu =
∑
Γ
ū(p4)Γu(p1) iTΓ(k2) ū(p3)Γu(p2) , (2.3.5)

pour finalement exprimer la section efficace différentielle

dσ
dt = 1

16π s|p|2
1

4N2
c

∑
|Mt ±Mu|2 , (2.3.6)
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Fig. 2.18– Diagrammes de Feynman des processus q q̄ → q q̄ dans le modèle NJL.

avec l’impulsion au centre de masse |p|2 = s− 4m2
q.

On note le signe ± dans (2.3.6) entre Mt et Mu qui provient des
règles de Feynman (il apparaît dans le calcul de la matrice de
diffusion S). Si les saveurs de quarks sont différentes, on ajoute les

éléments de matrice, mais si les particules sont indiscernables alors on doit
avoir un signe − afin de tenir compte du blocage de Pauli.

L’absence évidente de canal s pour le processus q q → q q fait que ces sections efficaces
restent faibles, indépendamment de la température du milieu [46]. En revanche, ce n’est
pas le cas des processus q q̄ → q q̄ (Fig. 2.18).

Les processus q q̄ → q q̄ ouvrent la voie au canal s, qui donne la possibilité d’avoir une
résonance lorsque la masse des quarks est proche de celle du méson propagé (c’est-à-dire
proche du seuil de la réaction). Cet effet est encore amplifié lorsque l’on approche de la
température de Mott (mq + mq = mM). On peut montrer ce résultat important avec la
Fig. 2.19.

L’explosion des sections efficaces ne diverge pas grâce à la régularisation du modèle
via le cut-off, mais le pic de section efficace reste cependant très important (plusieurs
dizaines de millibarns !). La bosse qui apparaît juste après le pic de résonance provient de
la contribution des mésons η et η′ dans le propagateur (voir annexe D).

Fig. 2.19– Sections efficaces élastiques qq̄ en fonction de
√
s

pour T ' TMott (à gauche) et pour T > TMott (à droite) [46].
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Fig. 2.20– Diagrammes de Feynman des processus q q̄ →M M dans le modèle NJL.

2.3.2 Sections efficaces inélastiques
Les sections efficaces inélastiques représentent un grand nombre de processus : q X →

q′ X ′, q q̄ → X X, . . ., où X est un hadron (méson, diquark, baryon). Dans notre cas,
on s’intéresse au processus q q̄ →M M (schématisé par la Fig. 2.20) qui est majoritaire
dans les réactions [47].

Encore une fois, le rôle du canal s est très important pour le phénomène d’explosion
des sections efficaces près du seuil et près de la température de Mott. Malheureusement
le calcul du canal s dans ce cas est plus compliqué, à cause de la boucle en triangle (à 3
fermions) présente en sortie, appelée vertex triangle.

Le calcul d’une telle boucle à température et potentiel chimique finis est détaillé dans
[48], ainsi que le calcul des “boucles” à 1 fermion (condensats), 2 fermions (mésons). Pour
un résumé de ces calculs, le lecteur peut voir l’annexe D.

Nous allons cependant présenter les bases du calcul. Dans l’élément de matrice du
canal s, il suffit de changer les “jambes” du diagramme par l’expression du triangle vertex
D. On a donc [47] :

−iMs =
∑
Γ
v̄(p2)Γu(p1) iT (k2) D(p1 + p2, p3) . (2.3.7)

Les calculs des diagrammes t et u sont modifiés à cause du fait que l’on a des bosons en
sortie, et que c’est un quark qui est échangé à la place du boson. On a, par exemple,
pour le canal t [47] :

−iMt =
∑
Γ
v̄(p2)Γ iQ(k2) Γu(p1) (2.3.8)

où cette fois-ci Γ tient compte des couplages entre méson et quarks gMqq̄, et où Q(k2) est
le propagateur du quark, déjà défini (2.2.15).

On peut voir un exemple de résultat de section efficace totale pour le processus uū↔
π+π− avec la Fig. 2.21. On y voit encore l’explosion à l’approche du seuil et de TMott. Tout
comme pour les sections efficaces élastiques, le pic de sections efficaces atteint plusieurs
dizaines de mb.
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Fig. 2.21– Sections efficaces uū ↔ π+π− en fonc-
tion de

√
s pour différentes températures [49].

Dans le cas des sections efficaces inélastiques, on peut imaginer que cela sera suffi-
sant pour obtenir une hadronisation totale lors de la transition de phase. Cependant
on rappelle que le modèle NJL n’inclut pas le phénomène de confinement, et que mal-
gré l’explosion des sections efficaces, il n’est pas garanti que les sections efficaces seules
permettent d’obtenir une hadronisation parfaite.

De plus, il reste encore à prendre en compte les autres processus listés au début de cette
sous-section avant de tirer des conclusions. Certaines études ont déjà été effectuées [50, 51]
pour les processus d’interaction entre mésons, mais les sections efficaces de production de
diquarks et de baryons sont encore nécessaires afin de compléter la description d’un QGP
réaliste. Ce travail est en cours de réalisation.

Toutes les sections efficaces que nous utilisons ont été calculées avec une température
et un potentiel chimique finis. On montre des exemples de ces sections efficaces pour
des processus élastiques et inélastiques sur la Fig. 2.22. Dans ce cas, on considère que la
réaction est instantanée et qu’elle a lieu dans un milieu : c’est-à-dire que les particules
d’un même processus possède le même (T, µ). En pratique, on prend la moyenne des
températures et des potentiels chimiques des deux particules.

Évidemment, cela pose problème dans le cas des très grandes sections efficaces
présentes à l’approche de la transition de phase, car alors les particules peuvent être
à une grande distance, et la température ressentie par chacune dans le milieu diffère
grandement. La notion de section efficace est liée à l’échelle du système étudié : les
objets macroscopiques peuvent être assimilés à des volumes durs se percutant, tandis que
les objets microscopiques sont soumis aux propriétés quantiques.

D’après nos sections efficaces, l’échelle d’interaction est de l’ordre de quelques fem-
tomètres (10−15 m). A cette échelle, on peut encore considérer des particules échangées
comme purement virtuelles (interaction instantanée), mais cela reste discutable notam-
ment dans un milieu aussi dense que le QGP. La description détaillée de la solution que
nous avons adoptée pour implémenter les collisions en pratique dans une simulation sera
présentée dans la Chapitre 5.
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Fig. 2.22– Exemples de sections efficaces élastiques et
inélastiques en fonction de (T, µ) avec le modèle NJL.

2.4 De NJL à PNJL : la boucle de Polyakov

Au début du chapitre, nous avons mentionné le fait que le modèle NJL ne possède pas de
confinement du fait de l’absence des gluons comme degré de liberté. Il y a cependant

un moyen d’inclure l’effet du champ de gluon Aµ dans NJL sans introduire les gluons
eux-même : on peut utiliser la boucle de Polyakov (1.2.8) qui représente le confinement
de la couleur.

Le Lagrangien PNJL se formule de la manière suivante [52, 53] : dans la partie ciné-
tique du Lagrangien L2, on remplace ∂/ = γµ∂µ par D/ = γµDµ, avec :

Dµ = ∂µ − iAµ (2.4.1)

qui est censé reproduire le couplage avec le champ de gluon Aµ provenant de QCD. On
rajoute également un terme au Lagrangien :

LPNJL = LNJL(∂/→ D/)− U(Φ, Φ̄, T ) . (2.4.2)

Ce dernier terme U(Φ, Φ̄, T ) est le potentiel provenant de la boucle de Polyakov [54]. Il
est censé reproduire la brisure de symétrie de confinement : la symétrie Z3.
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Fig. 2.23– Potentiel effectif U(Φ) pour deux températures : en dessous et au-
dessus de la température critique T0. Il y a trois minima au-dessus de T0 [38].

On peut voir la brisure de cette symétrie pour ce potentiel sur la Fig. 2.23. On voit
bien sur cette figure l’apparition de 3 minima pour le cas déconfiné de couleur. Cela
représente le fait que l’on peut séparer les états colorés et donc : déconfiner les quarks. À
l’inverse, pour le cas en dessous de la température de transition, on voit un seul minimum,
qui correspond aux états singulet de couleur (c’est-à-dire les hadrons).

Les condensats chiraux jouaient déjà le rôle d’indicateurs de la brisure de symétrie
chirale, et grâce à la boucle de Polyakov on a maintenant un indicateur du déconfinement
de couleur. La température de transition des deux phénomènes n’a aucune raison d’être
la même théoriquement parlant. Cependant, il serait étrange, et même gênant, qu’elles
soient très différentes.

Le potentiel effectif provenant de la boucle de Polyakov est fixé avec des paramètres
[52], ce qui permet de reproduire le comportement de QCD sur réseau, mais surtout, ce qui
permet de vérifier que les températures de déconfinement de brisure de symétrie chirale
sont approximativement les mêmes (Fig. 2.24).

Fig. 2.24– A gauche : condensat chiral normalisé et champ effectif
de la boucle de Polyakov Φ(T ) en fonction de la température à
potentiel chimique nul. A droite : ∂Φ/∂T et ∂〈ψ̄ψ〉/∂T [52].
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Fig. 2.25– Masses des mésons en fonction de T/Tc dans NJL et PNJL [55].

Maintenant, intéressons-nous à l’effet de cette boucle de Polyakov sur les résultats.
Qualitativement, on sait que cette boucle va changer le comportement à la transition de
phase, mais qu’en est-il quantitativement ? On voit sur la Fig. 2.25 que la variation de la
masse au voisinage de la température critique 1 n’est pas la même. Cependant, la valeur
maximale de la masse dans le vide reste la même (on a φ = 0 à T = 0).

On peut adapter le modèle PNJL pour (T, µ) finis, afin d’étudier le diagramme des
phases (Fig. 2.26). On peut également apporter d’autres améliorations au modèle, comme
l’inclusion d’un potentiel chimique imaginaire [56], ou bien l’ajout d’un terme d’inter-
action à 8 quarks [57]. L’ensemble de ces améliorations permet au modèle NJL de se
rapprocher du comportement de QCD [58]. Cependant, le modèle NJL reste un modèle
effectif, et son but n’est pas de remplacer la QCD en ajoutant le plus de corrections pos-
sibles. Dans notre cas, la seule correction qui nous intéresse au final est celle apportée par
le confinement de couleur de la boucle de Polyakov.

Fig. 2.26– Condensat chiral et boucle de Polyakov
en fonction de (T, µ) pour le modèle PNJL [53].

1. Attention : Tc(NJL) 6= Tc(PNJL).
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Fig. 2.27– Diagramme de phase pour les modèles NJL et PNJL [59].

2.5 Thermodynamique du modèle

Dans l’optique de décrire la transition de phase d’un plasma de quarks et d’anti-quarks
avec le modèle NJL, on doit s’intéresser à la thermodynamique du modèle, et donc

plus précisément à son diagramme des phases. La Fig. 2.27 montre ce diagramme pour
les modèles NJL et PNJL, avec : le point critique (en anglais : Critical End Point (CEP)),
la transition de premier ordre à haute densité et le cross-over à haute température. Ce
type de diagramme correspond à celui qui est présumé pour la QCD [25].

Seule la position du point critique est discutable. Cependant, cette position dépend
des améliorations que l’on apporte au modèle (notamment la brisure de symétrie UA(1)
[60]), comme le montre ici la différence entre NJL et PNJL. De plus, le jeu de para-
mètres que l’on choisit pour le modèle (Table 2.2) peut également influencer fortement
ce diagramme [61, 62].

Dans tous les cas (même en jouant avec les paramètres du modèle [61]), le modèle
garde la même classe d’universalité que la QCD [59], c’est-à-dire : les même exposants
critiques décrivant le comportement proche de la transition de phase, comme par exemple
la susceptibilité baryonique χ (1.3.2) sur la Fig. 2.28.

Fig. 2.28– Susceptibilité en fonction de (T, µ) pour le modèle PNJL [53].
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Fig. 2.29– A gauche : pression normalisée par la limite de Stefan-Boltzmann (gaz idéal)
en fonction de la température à µ = 0, comparée aux résultats de QCD sur réseau, et à
droite : équation d’état en fonction de la température, également comparée aux résultats
de QCD sur réseau [52].

Dans notre cas, nous allons nous intéresser à l’étude de la transition de phase au niveau
du cross-over (haute température et basse densité baryonique). C’est ce type de transition
qui est supposé obtenu dans les collisions d’ions lourds au RHIC et au LHC. Le modèle
NJL peut s’appliquer à température finie, cependant, l’approximation statique limite
l’utilisation du modèle à des températures les plus faibles possibles. Un test rapide permet
de savoir si le modèle sera toujours valable aux alentours de la température critique :
l’équation d’état. Des résultats récents montrent que le modèle PNJL reproduit assez
bien l’évolution de la densité d’énergie et la pression en fonction de la température [63, 52]
(Fig. 2.29).

Jusqu’à T ' 2Tc, le modèle reste applicable. Ensuite, le fait qu’il y ait un cut-off
pour régulariser les interactions de contact entraine une divergence entre l’équation d’état
décrite par la QCD et celle du modèle [64]. Nous nous cantonnerons à utiliser le modèle
autour de la transition de phase, et c’est de toute façon la partie du diagramme de phase
qui nous intéresse. De plus, nous utiliserons le modèle à potentiel chimique nul, afin
d’éviter de s’approcher du point critique où le phénomène d’opalescence critique (c’est-
à-dire où les fluctuations sont très importantes) pourrait apparaître et nous gêner dans
l’étude de l’hadronisation.

2.6 Points importants

En conclusion sur ce chapitre, on peut faire le point sur les choses à retenir, les principales
caractéristiques du modèle, et les résultats importants. Tout d’abord, le modèle NJL

est un modèle qui peut approximer la QCD pour décrire certains problèmes autour de
Tc. Ensuite, l’approximation statique permet de décrire simplement les interactions,
sans les gluons. Ces interactions permettent de décrire la masse des quarks, puis celle
des hadrons. Les résultats à T = 0 sont très proches des valeurs expérimentales. Les
sections efficaces du modèle explosent vers la température critique (température de Mott
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dans notre cas), ce qui permet d’expliquer en partie le problème de l’hadronisation.
Finalement, l’ajout de la boucle de Polyakov pour décrire le confinement de couleur
permet de combler la dernière lacune majeure du modèle.

Les principaux avantages du modèle sont de :
• décrire aussi bien la phase des quarks que des hadrons, ce qui est impératif pour

modéliser la transition de phase,
• donner une bonne estimation des masses des hadrons dans le vide,
• reproduire les effets de l’hadronisation avec des sections efficaces qui explosent près

de Tc,
• inclure l’effet du confinement de couleur via la boucle de Polyakov.

Cependant le modèle a aussi des points faibles qui sont :
• l’absence des gluons comme degré de liberté,
• le fait que le modèle soit effectif (non renormalisable).

Le modèle NJL utilise quarks comme degrés de liberté dans son Lagrangien, ce qui le
place plus près de la QCD que n’importe quel autre modèle effectif. Il n’y a pas de gluons
dans ce modèle, mais ce n’est pas le plus important en réalité. Dans la description d’un
QGP en expansion rapide et en transition de phase (après une collision d’ions lourds),
ce sont les quarks qui sont utilisés pour “localiser” la formation des hadrons. Les gluons
ne jouent que le rôle de médiateurs de l’interaction (contrairement aux gluons de haute
énergie, qui peuvent créer des paires qq̄).

Notre but final est de prouver que le modèle NJL suffit pour décrire une transition
de phase de manière dynamique, sans avoir de confinement par les gluons, mais juste en
ayant une brisure de symétrie chirale et une hadronisation à l’approche de la température
critique. Cependant, cette approche n’est pas unique. D’autres programmes de simula-
tions utilisent des modèles effectifs afin de reproduire la transition de phase. Nous allons
maintenant voir un bref aperçu de ces modèles et de leur fonctionnement.





C
ha

pi
tr

e

3 Hadronisation & transport :
approches existantes

« What we observe is not nature itself, but nature exposed to
our method of questioning. »

Werner Heisenberg (1901–1976)

Fig. 3.1– Cône de lumière du centre de masse de deux noyaux
présentant les différentes étapes d’une collision d’ions lourds.
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3.1 Collisions d’ions lourds

Pour présenter les différents modèles de simulation, il est préférable de s’intéresser à
la collision d’ions lourds et son déroulement temporel plutôt que de présenter chaque

modèle indépendamment. On va donc mettre l’accent sur la description de chaque étape
du développement de la collision (Fig. 3.1) : d’un état de noyaux lourds (en noir), aux
hadrons sortants (en jaune) qui sont détectés.

La première étape (en vert) qui survient au début de la collision est appelée le pré-
équilibre. Cette étape est décrite le plus souvent avec un modèle de distribution statistique
des nucléons dans le noyau pour reproduire la densité de nucléons et le nombre moyen de
collisions entre eux : c’est le modèle de Glauber [65]. Ce tirage aléatoire d’éléments de
manière à reproduire une certaine distribution est appelé la méthode de Monte-Carlo.

Définition : Méthodes de Monte-Carlo

Il s’agit de méthodes visant à calculer une valeur numérique en utilisant
des procédés aléatoires, c’est-à-dire des techniques probabilistes. Le
nom de ces méthodes –qui fait allusion aux jeux de hasard pratiqués à
Monte-Carlo– a été inventé en 1947 par Nicholas Metropolis.
Les méthodes de Monte-Carlo sont particulièrement utilisées pour calcu-
ler des intégrales en dimensions plus grandes que 1 (en particulier, pour
calculer des surfaces et des volumes). Le rôle des nombres aléatoires
y est crucial de manière à converger vers une solution exacte. L’utilisa-
tion des ordinateurs nécessite une grande prudence car les générateurs
de nombres aléatoires numériques présentent parfois des récurrences.

On doit ensuite compléter le modèle de Glauber par un code transformant les nucléons
à haute densité en un gaz de partons : on peut par exemple utiliser un modèle de cordes
[66]. Une autre description de la collision initiale existe. En utilisant la QCD, on décrit
les noyaux avec une saturation de gluons qui apparaît avant la collision : c’est le modèle
de Condensat de Verre de Couleur (en anglais : Color Glass Condensate (CGC)) [67].
Nous allons présenter et comparer ces deux modèles de conditions initiales dans la section
3.3. Dans les deux cas, un pré-équilibre est supposé être achevé après un temps très court,
avec une thermalisation des partons dans le milieu.

La deuxième étape (en rouge) qui vient après le pré-équilibre est le Plasma de Quarks
et de Gluons (en anglais : Quark-Gluon Plasma (QGP)). Cette phase est décrite par des
propriétés thermodynamique : l’évolution du nombre de particules et de la densité d’éner-
gie, ainsi la viscosité du milieu (c’est-à-dire le taux d’interaction). C’est pourquoi le modèle
de transport qui vient naturellement pour cette étape est lemodèle hydrodynamique [68].
Toutefois, ce modèle est fait pour décrire un système macroscopique (c’est-à-dire avec un
grand nombre de particules).

Il n’est pas certain que le modèle hydrodynamique soit applicable
à des systèmes dont la taille est de l’ordre du libre parcours moyen.
On doit faire attention aux effets microscopiques dont le modèle

hydrodynamique ne tient pas compte.
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Fig. 3.2– Diagramme de phase de la matière nucléaire.

Ainsi, on s’intéresse également aux modèles de cascade [69, 70, 71] qui décrivent les
partons plutôt que les cellules d’énergie. Ils ne demandent pas un équilibre local. Cela nous
permet de prendre en compte tous les effets : des interactions douces jusqu’aux processus
durs. Nous présenterons et comparerons les deux types d’approches dans la section 3.4.

La dernière étape importante (en orange) est la description de la transition de phase
vers un gaz de hadrons. Cette étape est aussi complexe que la transition entre le pré-
équilibre et la phase QGP. Par conséquent, l’hadronisation doit être traitée avec attention.
On peut considérer l’hadronisation comme une simple conversion d’énergie, en utilisant
la formule de Cooper-Frye [72] ou bien on peut créer des partons un par un comme
dans les modèles de cordes [73]. Cette transition implique la question de la nature de
la transition hadronique. Les calculs de QCD sur réseau nous disent que la transition est
un cross-over pour les hautes températures et les faibles densités baryoniques [26]. En
principe, les partons et les hadrons sont supposés coexister dans le même volume pendant
l’hadronisation. Nous allons présenter les approches existantes dans la section 3.5.

Il est aussi important de comprendre le déroulement d’une collision d’un point de vue
thermodynamique. Tout comme pour l’eau, avec ses états : solide, liquide, et gazeux, on
peut dessiner un diagramme de phase de la matière nucléaire (Fig. 3.2). On rappelle
sur ce diagramme les différentes étapes de la collision précédemment citées, par un
code couleur et un chiffre qui indique l’ordre des étapes. Sur ce schéma, les lignes pleines
indiquent une transition de 1er ordre.
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Fig. 3.3– Le détecteur ALICE dans le LHC au CERN.

3.2 Particules émises : variables & observables

D’un point de vue expérimental, on ne connait que deux choses des collisions d’ions
lourds : l’état des noyaux qui entrent en collision, et les traces que laissent les particules

de sortie dans les détecteurs. D’un point de vue théorique, on peut schématiser la collision
par un cône de lumière, et y décrire les particules avec leur quadri-position et quadri-
impulsion. Nous allons maintenant décrire les variables qui peuvent nous servir de liens
entre les deux points de vue, ainsi que les observables que l’on peut construire pour décrire
et analyser la collision.

3.2.1 Variables
Commençons par les variables. Pour définir ces variables, on doit commencer par

expliquer la structure de détection. On peut décomposer cette structure en différents
plans. Sur la Fig. 3.3, on observe un détecteur typique de collisionneur. On reconnaît
l’axe du faisceau qui se trouve le long du bras rayé blanc et vert. Pour définir nos variables,
on va utiliser l’axe du faisceau défini comme z, et le plan transverse à cet axe (x,y) (Fig.
3.5). On définit le plan (x,y) comme le plan de l’évènement (en anglais : event plane
(EP)) et on définit aussi le plan (z,x) le long du faisceau comme le plan de réaction (en
anglais : reaction plan (RP)).

Le plan de l’évènement est très intéressant d’un point de vue théorique mais il est
cependant plus difficile à mesurer expérimentalement. Ce plan permet surtout de distin-
guer les particules qui participent à la réaction et celles qui restent spectatrices. Le plan
de réaction est le plan qui permet de mesurer l’évolution temporelle de la réaction. On
peut ainsi avoir une image de la réaction assez semblable à celle de la Fig. 3.1.
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Fig. 3.4– Pseudorapidité en fonction de l’angle θ.

Variables du plan de réaction

En regardant de plus près la Fig. 3.1, on peut y voir deux variables : le temps propre τ
qui provient de la quadri-position des particules, et la pseudorapidité η qui, elle, provient
de la quadri-impulsion. En effet, on peut écrire l’impulsion de chaque particule comme :

p =
√

pT2 + pL2 , (3.2.1)

avec l’impulsion transverse
pT =

√
px2 + py2 , (3.2.2)

et l’impulsion longitudinale
pL = pz . (3.2.3)

Pendant la collision, certaines particules subissent des diffusions qui peuvent : dévier ces
particules ou simplement les ralentir par rapport à l’axe du faisceau (diminution de pz).
On peut alors définir une variable qui mesure cette pseudorapidité η :

η = 1
2 ln

(
|p|+ pL

|p| − pL

)
. (3.2.4)

On la qualifie de pseudorapidité car on mesure simplement une déviation à l’axe, on ne
tient pas compte de la masse de la particule concernée. On peut réécrire (3.2.4) en tenant
compte de l’angle de déviation θ (angle zénithal) par rapport à l’axe du faisceau z :

η = − ln
(

tan
(
θ

2

))
. (3.2.5)

On peut voir sur la Fig. 3.4 la dépendance de η en θ. Cette variable permet de distin-
guer les particules du faisceau (non déviées) et les autres qui ont subi une collision. Les
particules avec η > 0 sont dites vers l’avant (forward) et celles avec η < 0 vers l’arrière
(backward).
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Fig. 3.5– Aperçu de la collision dans le plan de l’évènement.

Pour prendre en compte la masse des particules, un autre variable plus pratique pour
les expérimentateurs est utilisée, la rapidité :

y = 1
2 ln

(
E + pL

E − pL

)
. (3.2.6)

avec l’énergie E =
√

p2 +m2 de la particule de masse m.

On note au passage que la notation de la rapidité y n’a rien à voir
avec la position y. Cette rapidité est préférable pour les expérimen-
tateurs car elle est additive sous une transformation de Lorentz. Les

calculs des observables dans le référentiel du détecteur s’en trouvent sim-
plifiés. Nous ne discuterons pas les résultats dépendant de la rapidité, nous
nous concentrerons sur les résultats utilisant la pseudorapidité.

Variables du plan de l’évènement

Dans le plan de l’événement, on étudie le recouvrement entre les noyaux des deux
faisceaux lors des collisions. Une collision peut alors être représentée par la Fig. 3.5. Les
deux cercles représentent les noyaux des faisceaux qui se croisent face à face.

Statistiquement, les noyaux ne sont pas exactement au centre du faisceau, ce qui
donne une largeur b entre les centres des deux noyaux, appelée paramètre d’impact.
Le paramètre d’impact permet de donner la centralité de la réaction entre deux noyaux
(exprimée en pourcentage), qui est liée au recouvrement réel entre les nucléons des noyaux.
Les résultats des simulations seront présentées soit avec b soit avec la centralité.

On remarque au passage que le paramètre d’impact n’est pas forcément situé selon
l’axe x, il peut y avoir un angle Ψ entre x et l’orientation de l’ellipse de recouvrement
entre les deux noyaux tel que schématisé sur la Fig. 3.5. Pour des raisons pratiques, les
modèles théoriques utilisent parfois cet angle pour le calcul de certaines observables. Dans
notre cas, nous nous contenterons de considérer que l’ellipse est parfaitement alignée avec
les axes x et y.
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La surface de recouvrement des deux noyaux est la zone où les
réactions nucléaires vont se jouer : on peut y déterminer un nombre
de nucléons initialement présents, et aussi le nombre de collisions

primaires qui vont avoir lieu. Cependant, c’est le nombre de particules
total (#part.) et le nombre de collisions total (#coll.) qui doivent être pris
en compte dans les simulations.

Une dernière variable très utile est la différence d’angle azimutal ∆φ entre deux par-
ticules de la zone de recouvrement. En utilisant cet angle, on peut étudier les fluctuations
et les corrélations entre les particules dans le milieu en interaction.

3.2.2 Observables
Les expérimentateurs utilisent des détecteurs où règne un champ magnétique intense,

afin de distinguer les particules chargées (positivement ou négativement) des particules
neutres. Les particules chargées interagissent beaucoup plus par interaction électroma-
gnétique sont détectées avec leur trajectoire courbée par le champ magnétique. Il est
donc facile de reconstruire leur masse m et leur énergie E grâce au rayon de courbure et
l’énergie déposée dans le détecteur. De là, on peut ensuite remonter à leur impulsion p.

Nombre de particules N

On peut tout d’abord présenter l’observable la plus simple : le nombre de particules
mesurées N appelé multiplicité pour un type de particule donnée. Les spectres en multi-
plicité sont les premiers à être étudiés afin de valider un modèle de simulation quantita-
tivement. On peut dériver N avec toutes les variables que nous avons définies, mais nous
nous intéresserons plus à : φ, η, y, pT. En général, on commence par étudier

dN
dη et dN

dy . (3.2.7)

Ces spectres donnent le taux de production de particules pour différentes déviations, et
donc, nous renseignent sur les interactions (énergie échangée). Cela ne permet pas de tirer
des conclusions sur la dynamique du plasma, mais permet d’avoir une idée sur l’ordre de
grandeur des sections efficaces mises en jeux dans les collisions pour chaque espèce.

L’équilibre thermique se produit avec le gel des interactions, à l’instant que l’on
appelle freeze-out, et au delà duquel le système n’évolue plus. Les particules créées se
propagent alors librement jusqu’à une possible détection. La température Tfo correspon-
dante à ce freeze-out est donnée par un ajustement des distributions de particules en pT
avec la paramétrisation [74] :

d2N

dp2
T

∣∣∣∣
y=0

= 1
2π pT

dN
dpT

∝ exp
(
−mT

Tfo

)
. (3.2.8)

où mT =
√
m2 + p2

T est la masse transverse, et Tfo est appelé inverse-slope parameter.
L’équilibre chimique est réalisé avant l’équilibre thermique à Tχeq = 165 ± 5 MeV

[77] alors que Tfo = 120± 12 MeV [78]. On distingue donc deux freeze-out : l’un chimique
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Fig. 3.6– Spectre en d2N
dp2

T
[75] (à gauche), et spectre

en d2N
d∆φd∆η pour étudier les corrélations [76] (à droite).

qui fixe les multiplicités N des particules (arrêt des processus inélastiques), et l’autre
thermique, qui fixe la distribution en énergie (arrêt des processus élastiques). Ce spectre
de la Fig. 3.6 est intéressant pour distinguer les proportions relatives de chaque espèce
hadronique (mésons, baryons), et savoir à quel moment les particules sont produites
(collision initiale, QGP, phase mélangée, phase hadronique).

On peut également discuter du spectre en φ (angle azimutal, Fig. 3.5)

dN
dφ , (3.2.9)

mais on présentera celui-ci plus en détail un peu plus loin, car le développement de cette
distribution va nous donner de nombreux renseignements sur la dynamique du plasma,
via des effets de fluctuations, de viscosité, . . ., etc.

Pour finir, on peut aussi s’intéresser aux corrélations présentes dans la collision. Pour
cela, on utilise des différences telles que ∆φ et ∆η entre deux particules. En mesurant

dN
d∆φ , dN

d∆η , (3.2.10)

et aussi la combinaison
d2N

d∆φd∆η . (3.2.11)

De nombreuses informations peuvent être extraites. Pour cela, on utilise des particules
de grand pT qui servent de trigger (c’est-à-dire de déclencheurs dans le comptage des
N particules), et on mesure ensuite ∆φ et ∆η entre ces particules et celles de moindre
pT (particules dites associées). On peut ainsi observer des structures telles que celles
présentées sur la Fig. 3.6. Sur cette figure, on observe un pic central, traversé par un
structure suivant ∆η. C’est ce que l’on appelle le ridge (en français : une crête) [76].
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Fig. 3.7– Évolution de la collision dans le plan de réaction
(à gauche) et dans le plan de l’évènement (à droite) [79].

Flot v et excentricité ε

Revenons maintenant à la distribution angulaire dN/dφ. Le spectre de particules que
l’on obtient contient des informations sur les comportements collectifs dans le plasma. On
peut développer cette distribution en série :

dN
dφ = 1 + 2

∞∑
n=1

vn cos(nφ) (3.2.12)

avec vn : le flot transverse d’ordre n.

Définition : Flot transverse

Le QGP peut, selon sa structure initiale, avoir une expansion ayant une
direction préférentielle. Selon le mode d’expansion, on distingue :
• le flot direct

v1 =
〈

px

pT

〉
, (3.2.13)

• le flot elliptique

v2 =
〈(

px

pT

)2

−
(

py

pT

)2 〉
, (3.2.14)

• le flot triangulaire v3, . . .
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On voit schématiquement sur la Fig. 3.7 que selon la réaction, le flot se développe
plus ou moins, et plus ou moins vite dans le temps. Cela dépend des conditions initiales,
du type de réactions qui entrent en jeu, de l’énergie de la collision, etc. Auparavant, on
considérait que les flots d’ordre n impairs étaient négligeables pour des raisons de symétrie
(symétrie miroir entre les deux noyaux qui collisionnent).

Nous ne présenterons que le flot elliptique v2, car c’est le flot pré-
pondérant dans les collisions les plus périphériques (par symétrie
miroir). On prêtera attention à la formation du v2 en fonction du

temps t, mais aussi en fonction des variables habituelles η, y, pT.

Ce flot elliptique v2 est mesuré dans l’état final du système, cependant il est relié
aux conditions initiales de la collision d’ion lourds. On verra plus loin dans le chapitre
que c’est une réponse à la géométrie initiale du plasma [80, 81]. Cette géométrie peut
être décrite par différentes quantités dont l’une d’entre elles est l’excentricité initiale du
plasma ε :

ε = 〈y
2 − x2〉
〈y2 + x2〉

. (3.2.15)

Cette excentricité est reliée au paramètre d’impact bmais cependant elle dépend fortement
de la distribution initiale des particules dans le système. Si on a de grandes fluctuations,
l’excentricité ne sera pas linéairement proportionnelle à b. Dans l’hypothèse où le plasma
formé est exactement une ellipse –dont la taille est proportionnelle à b– on peut montrer
(voir l’annexe F pour le calcul détaillé) que :

ε = b

R1 +R2
avec 0 < b < R1 +R2 (3.2.16)

où R1 et R2 sont les rayons de chaque noyau.
Nous allons beaucoup discuter de l’excentricité initiale ε et du flot elliptique v2 ainsi

formé en fonction du paramètre d’impact b (ou du nombre de participants) lors de l’étude
des conditions initiales. Les résultats de multiplicités seront présentés pour décrire le
système final, après l’hadronisation.

3.3 Conditions initiales

On considère, dans tous les modèles de simulations, qu’un équilibre thermique local est
atteint à la fin de la phase de pré-équilibre. La question qui se pose dans ce cas est :

comment arrive-t-on à un système thermalisé ? On peut, sans trop de problèmes, supposer
un équilibre local pour un petit volume, mais le fait d’avoir un système qui est supposé
à l’équilibre, change les distributions en multiplicité, en corrélations, en flot, etc. Nous
allons maintenant présenter deux modèles de conditions initiales, et les résultats qu’ils
donnent comparés à l’expérience.
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Fig. 3.8– Modèle de Glauber pour une collision Pb-Pb [82].

3.3.1 Modèles théoriques
Modèle de Glauber avec cordes de partons

Le modèle de Glauber est le tout premier modèle jamais créé afin de décrire les condi-
tions initiales des collisions d’ions lourds. Ce modèle est utilisé pour décrire la collision
de manière géométrique, et en extraire des quantités telles que le nombre de nucléons
participants ou le nombre de collisions entre nucléons, par rapport au paramètre d’impact
b entre les noyaux. Nous allons nous efforcer de donner un bref aperçu du modèle de
Glauber au travers de cette partie, mais pour une revue très complète et détaillée, nous
invitons le lecteur à voir la revue [65] pour la description à haute énergie et les résultats
de RHIC, ou bien la revue [83] qui décrit plutôt les résultats de basse énergie avec effet
coulombien.

Le modèle de Glauber se déroule en deux étapes :
• tout d’abord, les nucléons sont placés à des positions aléatoires suivant une certaine
fonction de distribution de densité de nucléons,
• ensuite, on calcule le nombre de collisions entre nucléons avec les sections efficaces

données afin de distinguer les particules spectatrices et celles qui forment la zone de
recouvrement (en tenant compte de différents effets tel que le blocage de Pauli).

Regardons de plus près la première étape. La Fig. 3.8 montre assez bien l’image géomé-
trique que l’on peut générer en suivant une certaine distribution. La distribution de densité
de nucléons qui est souvent utilisée dans les codes de simulations est une distribution de
Wood-Saxon :

ρ(r) = ρ0
1 + ω (r/R)2

1 + exp
(

r−R
a

) . (3.3.1)

Dans le cas d’une collision Plomb-Plomb (Pb-Pb), les paramètres utilisés sont : R = 6.62
fm, a = 0.546 fm et ω = 0.0 fm [65]. Cette distribution est bien sûr en 3 dimensions,
puisqu’au final c’est le nombre de collisions géométriques entre nucléons qui nous intéresse
pour reproduire les spectres de données expérimentales.
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Fig. 3.9– Modèle de Glauber pour une collision Au-Au [65] à√sNN = 200
GeV avec un paramètre d’impact b = 6 fm, dans le plan de l’évènement
(à gauche) et dans le plan de réaction (à droite).

On en vient donc à la deuxième étape : le nombre de collisions prévu par le modèle.
Pour prédire ce nombre de collisions, on a besoin avant tout d’un ingrédient : les sections
efficaces inélastiques σNN entre nucléons (p-p, p-n, n-n). De là, on peut choisir deux
façons de procéder :
• soit on utilise les sections efficaces d’une manière géométrique, pour donner aux

nucléons un certain rayon d :
d =

√
σNN
π

, (3.3.2)

puis on procède à un tirage aléatoire par ordinateur en respectant la distribution
(3.3.1), ce qui est plus communément appelé tirage Monte-Carlo (ou juste Monte-
Carlo) (Fig. 3.9),
• soit on préfère le calcul analytique en utilisant l’approximation de la limite optique

(qui se base sur le théorème optique) pour finalement avoir le nombre total de
collisions via le nombre total de nucléons, pondéré par une fonction de probabilité
dépendant du paramètre d’impact b.

Dans tous les cas, on considère que les nucléons traversent le milieu,
suivant une ligne droite le long de l’axe du faisceau (approxima-
tion eikonale), de manière à distinguer les nucléons participants ou

spectateurs (sur la Fig. 3.9, les nucléons spectateurs sont plus clairs).

Au final, les deux méthodes de calcul sont très similaires au niveau des résultats,
comme on peut le voir sur la Fig. 3.10. Notre préférence ira bien évidemment à la méthode
Monte-Carlo puisqu’on souhaite utiliser une dynamique de la collision. On devra bien
entendu prendre en compte l’écrasement des noyaux dans le plan de réaction, à cause du
boost de Lorentz, dans le cas de simulation en 3 dimensions (contrairement à ce qui est
montré sur la figure Fig. 3.9).
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Fig. 3.10– Comparaison des résultats entre l’approximation de la limite
optique et le Monte-Carlo : (à gauche) section efficace totale, avec des pa-
ramètres nucléaires identiques pour les deux méthodes, en fonction de la
section efficace inélastique σNN choisie, (à droite) nombre de collisions Ncoll.
et nombre de participants Npart. en fonction du paramètre d’impact [65].

Comment passe-t-on d’un nombre de participants et d’un nombre de collisions à une
distribution de partons thermalisés ? Le modèle de Glauber décrit la première phase des
conditions initiales : l’état des noyaux, et la géométrie de la collision. Ensuite, pour décrire
la phase de partons thermalisés, on utilise des modèles de cordes. L’idée des modèles de
cordes est de construire des cordes entre chaque nucléon ou chaque quark des nucléons
qui collisionnent, et ensuite de fragmenter ces cordes en partons. Ces cordes modélisent
l’interaction forte entre les nucléons, et représentent alors la distribution de l’énergie.

Il existe différents modèles très connus tels que PHSD [84], UrQMD [85] et EPOS [66]
qui obtiennent d’excellents résultats en utilisant néanmoins des formalismes de cordes dif-
férents : on peut convertir les cordes en densité d’énergie ou en partons tirés aléatoirement.
La distinction entre la phase plasma et la phase hadronique se fait juste en calculant la
densité d’énergie locale. Les collisions de basse énergie ou de basse densité donneront
juste des cordes qui se fragmentent en gaz de hadrons tandis que celles où l’énergie est
suffisante pourront être décomposées plus précisément en partons déconfinés.

La thermalisation des partons ainsi formés est effectuée par différents moyens : on peut
simplement calculer numériquement le tenseur énergie-impulsion T µν et le diagonaliser
en changeant les impulsions des partons a posteriori pour homogénéiser la pression dans le
plasma, ou bien on peut faire tourner le code de simulation en tenant compte uniquement
des collisions, sans propager les particules (au bout d’un certain temps, le système tend
vers un équilibre).



66 Hadronisation & transport : approches existantes

Fig. 3.11– Fraction de l’impulsion des partons en
fonction de la fraction x d’énergie du nucléon [86].

Modèle de condensat de verre de couleur

Le deuxième modèle très en vogue à l’heure actuelle est le modèle du condensat de
verre de couleur (Color Glass Condensate (CGC) en anglais) [86, 87]. Ce modèle possède
la particularité d’utiliser directement la QCD afin de décrire les partons présents dans les
nucléons plutôt que d’avoir une approche géométrique avant la collision. L’inconvénient
est donc qu’il est plus complexe à mettre en place, mais son avantage majeur est sa
description très précise des partons dans le nucléon. De plus, ce modèle prend aussi en
compte les interactions entre les nucléons, et donc la population des gluons entre les
nucléons. On a ainsi une image fidèle de la structure nucléaire lors de la collision entre
noyaux. Cette section sur le CGC s’inspire de la revue [67] que j’invite à consulter pour
de plus amples détails.

En se basant sur les diffusions profondément inélastiques, la QCD nous donne les
fonctions de distribution des partons (Parton Distribution Functions (PDF) en anglais)
suivant la fraction x d’énergie du nucléon portée par le parton qui le constitue Fig. 3.11. Si
on considère une interaction avec un nucléon à faible énergie (c’est-à-dire à faible vitesse),
on a [88] :

où la zone en bleu indique une interaction où l’on sonde le nucléon quasiment dans son
ensemble. Ensuite, on peut imaginer le même nucléon, mais à haute énergie :
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Fig. 3.12– Fraction x en fonction de l’énergie de l’interaction Q2

[86]. On peut voir une saturation des gluons pour les petits x.

On sonde ici avec une plus grande résolution. Avec une plus grande énergie, on sonde les
partons avec une petite fraction x, car la longueur d’onde de la particule incidente est
très petite (λ� ~c/EN). C’est une sorte de cliché instantané du nucléon.

Si on regarde la Fig. 3.11, on voit que la distribution pour de petits
x est dominée par les gluons. Si on interagit avec un noyau atomique
se propageant à haute vitesse, on verra donc des nucléons constitués

de multiples gluons de basse énergie plutôt que des quarks de grande énergie.

Finalement, l’état initial des noyaux avant la collision sera saturé en gluons. La Fig.
3.12 montre ce phénomène de saturation (en haut). Comme les nucléons sont relativistes
(très grande vitesse), les gluons apparaissent comme figés, comme les particules de silice
dans le verre ordinaire. C’est pour cette raison qu’on appelle ce modèle : le condensat de
verre de couleur (la couleur étant la charge portée par les gluons, et le terme condensat
vient de la saturation).

Le calcul des conditions initiales se fait en pratique par trois étapes :
• tout d’abord par un Monte-Carlo identique à Glauber, pour la distribution initiale

des nucléons,
• ensuite les choses se compliquent : on utilise un maillage dans le plan de l’événement

(transverse) et on assigne à chaque élément de surface un x0 initial suffisamment
petit pour qu’à la surface d’un nucléon (donnée par la section efficace σNN) corres-
ponde un x de 1 (de cette manière on distribue artificiellement les fractions d’énergie
dans les noyaux),
• finalement la production réelle de gluons se fait au travers de la kT-factorisation

[67], où kT n’est rien d’autre que l’impulsion transverse pT des gluons.
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Fig. 3.13– Schéma des tubes de flux de couleur qui sont appelés : le Glasma [89].

Le formalisme le plus utilisé est celui de Kharzeev, Levin et Nardi (KLN) [67]. Sans entrer
dans les détails, ce formalisme permet de décrire la saturation en gluons où l’on observe
des recouvrements entre les différents gluons, ce qui donnent à la distribution des
termes non linéaires. Dans le modèle du CGC, on n’utilise pas le nombre de participants
ou le nombre de collisions, on utilise juste le paramètre d’impact, et via la formule de
factorisation et le Monte-Carlo, on estime le nombre de gluons crées par saturation au
niveau de la zone de recouvrement.

Contrairement au modèle de Glauber : ici on a déjà les gluons avant la collision.
Comme les gluons sont les vecteurs de l’interaction forte, on sait qu’une fois que les
noyaux se percuteront, les nucléons participants vont rester liés par interaction forte via
ces gluons. Tout comme le modèle de Glauber est accompagné par les modèle de cordes, le
CGC est accompagné du glasma (Fig. 3.13). C’est un modèle où l’on utilise la formation
de tubes de flux chromo-électriques et chromo-magnétiques entre les nucléons participants.
C’est dans cette étape que l’on peut (ou non) obtenir un pré-équilibre.

Cette phase de l’évolution du système permet de distribuer la densité d’énergie de
chaque cellule et les impulsions transverses qui y correspondent. Le principal avantage
est donc au final que l’on peut aisément coupler ce modèle avec un modèle de trans-
port hydrodynamique (nous reviendrons à ce modèle dans la section sur les modèles de
transport) à un temps τ de l’évolution où le système est supposé avoir atteint l’équilibre
thermique. Le principal défaut est que les quarks sont effacés de la dynamique. On sait
qu’à haute température, il y a beaucoup plus de gluons que de quarks (en suivant les
lois de distribution statistiques de Bose-Einstein pour les gluons et Fermi-Dirac pour les
quarks).

Pour le modèle de Glauber comme pour le CGC (chacun complété
par son modèle de pré-équilibre respectif), on obtient un système
à l’équilibre local à un instant t donné (t0 = 0 étant l’instant de

la collision entre les noyaux). Le CGC sature l’espace en gluons, qui inter-
agissent ensuite ensemble dans le glasma. Les conditions initiales provenant
du CGC sont donc globalement moins inhomogènes en densité que celles du
modèle de Glauber.
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Fig. 3.14– Une illustration (pas de vrais résultats) de la multiplicité des particules
chargées Nch avec des quantités calculées avec le modèle de Glauber (b, Npart) [65].

3.3.2 Comparaison
Afin de comparer les modèles de Glauber et du CGC, nous souhaitons discuter de

trois choses. Tout d’abord, les deux modèles utilisent la distribution spatiale initiale des
nucléons dans le noyau via un tirage Monte-Carlo. Ensuite, chaque modèle dispose de son
propre modèle associé pour décrire les partons à l’état de pré-équilibre (cordes ou glasma),
ce qui donne donc différentes fluctuations initiales, et donc différentes excentricités.
Finalement, cette excentricité donne une certaine pression à l’intérieur de la zone de
recouvrement et fait apparaître, dans les données finales, un flot elliptique différent de
zéro.

Le Monte-Carlo qui est utilisé pour distribuer les nucléons dans les noyaux est le même
dans les deux modèles. Sur la Fig. 3.14 on représente schématiquement les résultats de
multiplicité et de nombre de participants pour le modèle de Glauber.

On note la dépendance non linéaire entre le paramètre d’impact et le nombre de
participants. Cela provient de la distribution que l’on utilise, qui est de type Wood-
Saxon. La densité est donc plutôt constante au centre des noyaux puis décroit assez
rapidement sur les bords. On note aussi la définition de la centralité de la réaction.
Elle est ici schématisée par de petits dessins de plan transverse (plan de l’événement). Ce
recouvrement est considéré d’un point de vue de section efficace totale. Par exemple,
pour des évènements dont le paramètre d’impact b est compris entre 0 et 3 fm, on a alors
une centralité de 0-5% (c’est-à-dire un recouvrement moyen des nucléons d’un point de
vue géométrique de 95-100%).
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Fig. 3.15– Excentricité de l’état initial pour une collision Pb-Pb à √sNN = 200
GeV provenant de Glauber et du CGC en fonction du paramètre d’impact b [90].

Si l’on suppose que le nombre de particules chargées est approximativement la moitié
du nombre total de particules, alors on voit sur la Fig. 3.14 que pour une collision centrale
(environ 350 nucléons), on a approximativement 1500 particules chargées détectées (pour
|η| < 1) et donc 3000 particules en tout. Chaque collision d’ions lourds implique donc des
milliers de particules au bas mot. Même si les ordinateurs actuels sont de plus en plus
puissants, n’importe quelle condition initiale sera très coûteuse en temps de calcul. Nous
rediscuterons de ces problèmes dans le chapitre 5.

Dans la Fig. 3.15, on remarque que les fluctuations de densité que nous avions
évoquées dans la distribution initiale montrent ici leur effet. Au lieu d’avoir une ellipse de
recouvrement homogène en densité, qui donne un résultat parfaitement linéaire (3.2.16),
on observe ici un léger décalage pour toutes les valeurs de b avec une chute brutale pour
les collisions ultrapériphériques (b > 12 fm environ) où les fluctuations sont maximales.

Le modèle de Glauber montre de grandes fluctuations sur le bord du noyau car le
nombre de nucléons devient relativement faible, et la “couronne” n’est pas homogène. Il
s’en suit une excentricité en fonction de b un peu plus faible, voire même beaucoup plus
faible pour des collisions très périphériques. Le modèle du CGC, quant à lui, utilise la
saturation de l’espace en gluons ce qui donne un meilleur recouvrement géométrique,
et donc, une excentricité très proche du cas linéaire (3.2.16). Les fluctuations sont plus
petites pour le cas du CGC, ce qui donne une chute moins brutale que pour le modèle de
Glauber pour des collisions ultrapériphériques.

Cette excentricité spatiale initiale provoque la création d’un flot elliptique final. En
regardant la Fig. 3.16, on voit qu’il y a différents résultats pour différentes viscosités/en-
tropies (η/s). Attention ici η n’est pas la pseudorapidité, mais la viscosité de cisaille-
ment, qui est la mesure de l’interaction entre les particules du plasma. Cette viscosité
est globalement proportionnelle à l’inverse de la section efficace élastique moyenne. s est
l’entropie, qui est la mesure du désordre ou de la complexité (cela peut aussi se traduire
par l’augmentation du nombre de particules).
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Fig. 3.16– Flot elliptique v2 en fonction de Npart pour le modèle de
Glauber (à gauche) et pour le CGC (à droite) pour différents η/s [91].

C’est la viscosité de cisaillement η qui permet de transformer l’ex-
centricité en flot elliptique v2 car si les particules n’interagissent
pas, l’expansion du plasma ne change pas sa forme. Si les parti-

cules interagissent beaucoup, alors la pression sur les flancs de l’ellipse la
transforme en faisant apparaître un flot elliptique.

On observe donc un v2 dans les deux modèles, mais avec une différence cruciale :
ils reproduisent très bien les données, mais pour un η/s qui passe du simple (0.08 pour
Glauber) au double pour le CGC ! Cela traduit un problème très important dans la phé-
noménologie des conditions initiales : cela nous amène à remettre en cause le fait que le
plasma soit thermalisé. En effet, la pression qui apparaît dans la zone de recouvrement
en forme d’ellipse ne s’explique que par les interactions entre partons. On a donc besoin
de viscosité, mais on a aussi besoin de savoir combien de temps le plasma met pour se
thermaliser.

L’approximation d’unQGP en équilibre initial est discutable même si l’on a beaucoup
d’interactions, car le temps de formation du QGP est très rapide (environ 1 fm/c). La
présentation [92] explique que si le plasma est créé dans une collision très énergétique, les
quarks et les gluons sont dans un état libre de haute température. Dans ce cas, le QGP,
qui reste faiblement couplé, se présente comme un gaz. Dans cet équilibre instable, le
plasma ne se thermalise pas aussi vite que pour un plasma fortement couplé (comme au
RHIC par exemple). On obtient donc un flot elliptique qui se forme en même temps que
le plasma subit une expansion et hadronise. Le flot elliptique final est plus petit que ce
qui est attendu pour un plasma à l’équilibre initial (où v2 = 0).

La compréhension de la dynamique de l’expansion va être un élément clé pour vérifier
la transformation de l’excentricité en un flot transverse. Cela peut permettre de voir
l’évolution de la formation du flot, et son intensité, ainsi que l’influence des différents
phénomènes (collisions élastiques et inélastiques, désintégrations, . . .) sur le résultat final.
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3.4 Modèles de transport

Quand on doit simuler un système dynamique, on peut utiliser 3 approches : macrosco-
pique, mésoscopique ou microscopique. L’approche macroscopique est décrite par une

équation d’état : c’est le cœur même des modèles hydrodynamiques. Pour l’approche
microscopique on peut utiliser la dynamique moléculaire qui donne un aperçu réaliste
du système en utilisant des équations de mouvement pour chaque particule.

Mais pour le cas intermédiaire –l’approche mésoscopique– il n’y a pas vraiment de
modèle complet faisant le lien entre le microscopique et le macroscopique. Afin d’expliquer
les modèles théoriques et leurs applications, il faut discuter de leur applicabilité en accord
avec l’échelle du système et l’ensemble statistique qui s’y rapporte.

On peut dresser un petit tableau qui résume les échelles avec leurs ensembles statis-
tiques, les variables utilisées et les fonctions de partition associées (ce sont les fonctions
qui décrivent les états d’énergie du système).

Échelle : Macroscopique Mésoscopique Microscopique
Ensemble : Grand Canonique Canonique Microcanonique
Variables : (T, µ, V ) (T,N, V ) (U,N, V )

Fonctions de partition : Ξ = ∑ exp
(
−E−µ

T

)
Z = ∑ exp

(
−E
T

)
Ω (nbre d’états)

Grâce à ce tableau, on peut voir précisément quel type de système on considère et
quelles sont les variables associées. Par exemple, si on considère un système microscopique,
cela n’a aucun sens de définir une température. Inversement, un système macroscopique
implique que le nombre de particules est suffisamment grand pour être valide.

3.4.1 Modèles théoriques

Le modèle hydrodynamique

Afin de décrire un système de manière dynamique, nous avons besoin d’équations
d’évolution des quantités physiques dans le temps. Comme nous l’avons vu au début, on
peut dessiner un diagramme de phase de la matière nucléaire. Ce diagramme montre la
thermodynamique du système. De cette manière, on peut comprendre comment le système
change d’un état vers un autre. Cependant ce diagramme décrit l’état d’un système en
équilibre à un point donné.

C’est dans les années 1950 que les premiers modèles hydrodynamiques sont apparus.
A l’époque, on s’intéressait surtout aux transferts thermiques dans un milieu, c’est-à-dire
aux systèmes hors-équilibre. Plus tard dans les années 1990 (RHIC), on s’est intéressé
aux simulations du QGP avec des modèles hydrodynamiques sur ordinateur. Les limita-
tions techniques (informatiques) de l’époque rendaient toute approche brute (description
microscopique du QGP) totalement impossible.
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Fig. 3.17– Modélisations d’une collision Au-Au à √sNN = 200 GeV [75].

L’hydrodynamique s’applique à un système que l’on subdivise en
cellules d’énergie. En dérivant les lois de la thermodynamique, on
peut obtenir des équations d’évolution temporelle des quantités

telles que : la densité d’énergie ε(x), la densité de charge n(x), la pression
P(x), et le flot uµ(x) pour chaque cellule du système. Ce modèle ne décrit
donc pas les degrés de liberté partoniques.

Le modèle hydrodynamique est donc un modèle macroscopique qui utilise l’ensemble
grand canonique avec les variables (T, µ, V ), et il s’applique dans des conditions bien
définies :
• le système doit être très dense (N/V →∞),
• le gradient de température dans le système étudié doit être le plus faible possible,
• le parcours moyen des particules doit tendre vers 0 (viscosité très grande dans le

milieu).
Nous avons vu dans le chapitre 1 que le plasma devient fortement couplé à T ' Tc
et dans ce cas on a plus affaire à un liquide qu’à un gaz. Le système possède donc une
viscosité très grande. Dans ce cas, le modèle hydrodynamique classique (appelé aussi
idéal) est très adapté. Dans le cas contraire, le modèle hydrodynamique a évolué pour
donner le modèle hydrodynamique visqueux (viscosité fini).

Avant de présenter les bases du modèle, nous tenons à citer quelques excellents articles
[68, 75, 93] et présentations [94, 95], si le lecteur souhaite d’avantage de précisions sur les
calculs ou l’implémentation d’un code hydrodynamique.

En pratique, le modèle hydrodynamique s’applique dans un système que l’on divise en
petites cellules de fluide. Ensuite on fait évoluer ces cellules en utilisant leur vitesse u, qui
fait partie de la quadri-vitesse uµ. Le fluide est décrit par une fonction de distribution
thermique des particules f(q,p) :

f(q,p) = g

(2π)3 exp
(
−p

νuν(x)− µ(x)
T (x)

)
, (3.4.1)

avec la température locale de la cellule d’énergie T (x), et la quadri-vitesse du fluide dans
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cette cellule uν(x). Dans le cas d’un plasma visqueux, cette distribution est perturbée, et
on l’exprime donc par :

f(q,p) = feq(q,p) + δf(q,p) (3.4.2)

avec la fonction à l’équilibre feq et sa (petite) déviation de l’équilibre δf .
Les principaux ingrédients du modèle hydrodynamique visqueux relativiste sont : des

équations de conservation, et des principes physiques. Il y a 14 équations de conservation
dans le cas visqueux, qui sont exprimées sous leur forme covariante de la manière suivante :

(1) la conservation de la charge net (c’est-à-dire baryonique, étrangeté, . . .) :

∂µN
µ = 0 , (3.4.3)

avec la densité de charge n

Nµ =
∫ pµ

E
f(q,p) d3p

(2π)3(~c)3

= n uµ .
(3.4.4)

(4) la conservation du tenseur énergie-impulsion

∂νT
µν = 0 , (3.4.5)

avec le tenseur énergie-impulsion visqueux

T µν = T µνideal + Πµν (3.4.6)

où le tenseur idéal (sans viscosité, inclus dans Πµν) est

T µνideal =
∫ pµpν

E
f(q,p) d3p

(2π)3(~c)3

= (ε+ P)uµuν − Pgµν .
(3.4.7)

avec la pression P et la densité d’énergie ε,
(9) la conservation de la loi d’équilibre des flux

∂λF
µνλ = P µν (3.4.8)

où F µνλ est le tenseur des flux, complètement symétrique, et P µν est la densité de
production de particules.

On note que la dernière équation se rapportant aux flux n’est présente que dans le cas
visqueux. Elle doit être traitée avec une grande attention, car une mauvaise utilisation
de celle-ci peut conduire à des instabilités (turbulences) dans le plasma, voire à des inter-
actions non causales [96]. La dernière équation nécessaire pour compléter les précédentes
est également la plus importante, puisqu’elle décrit la physique du système : il s’agit de
l’équation d’état (en anglais : Equation of State (EoS)).
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Définition : Équation d’état

Une équation d’état décrit un système à l’équilibre thermodynamique.
C’est une relation entre différents paramètres physiques (appelés va-
riables d’état) qui déterminent l’état du système. Dans le cas du modèle
hydrodynamique, on la définit comme :

P = P(ε, T, µ) . (3.4.9)

Il existe de différentes sortes [68], certaines sont de type dure (hard
EoS), d’autres de type molle (soft EoS).

En plus de ces équations de conservation et de l’équation d’état, on doit respecter
certains principes physiques :
• le principe de relativité restreinte (invariance des équations), ce qui est toujours

le cas avec l’écriture covariante,
• le principe entropique (seconde loi de la thermodynamique), qui est :

∂µS
µ ≥ 0 (3.4.10)

c’est-à-dire que le courant d’entropie ne peut pas diminuer, ce qui provient de la
première loi de la thermodynamique (conservation de l’énergie)

Ts+ nµ = ε+ P , (3.4.11)

couplée à l’équation (3.4.7),
• le principe d’hyperbolicité, qui assure que le problème de Cauchy (conditions li-

mites de continuité entre les différentes cellules) soit respecté, et qu’au final les
équations soit hyperboliques (la vitesse des cellules ne peut pas dépasser la vitesse
de la lumière, et le système est donc causal).

Finalement, le modèle hydrodynamique visqueux est très utilisé dans les programmes
de simulations actuels. On retrouve différentes implémentations très récentes de ce modèle
en 3 + 1D (spatial + temps) (Fig. 3.17) : par exemple pour les programmes UrQMD [85],
et EPOS [97].

Les termes visqueux qui sont introduits dans les équations de conservation et dans la
fonction de distribution des particules ne sont pas détaillés ici, mais on peut en distinguer
deux :
• la viscosité d’élongation ζ (bulk viscosity), où le volume change mais la forme reste

constante,
• la viscosité de cisaillement η (shear viscosity), où la forme change mais le volume

reste constant.
Cette viscosité est souvent incluse comme une valeur moyenne de l’interaction présente
dans le fluide. En réalité, il faudrait inclure de fortes fluctuations de densité ainsi que de
viscosité [98, 96].
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Fig. 3.18– Simulation de collision Au-Au centrale de BAMPS à √sNN = 200 GeV.

Codes de cascade

A l’opposé du modèle hydrodynamique se trouvent les modèles microscopiques de
cascade. Ces modèles sont appelés ainsi en raison de la hiérarchie présente entre les colli-
sions de chaque particule (une succession de collisions s’appelle une cascade). Contraire-
ment à l’hydrodynamique, le libre parcours moyen des particules n’est pas nul. On a donc
une viscosité qui est forcément différente de zéro.

L’avantage de décrire les particules elles-mêmes, au lieu d’avoir des cellules d’énergie,
est que l’on peut tenir compte des nombreuses fluctuations présentes dans le système
ainsi que de différentes sortes de particules. Le modèle hydrodynamique traite les colli-
sions une par une [93] (Event-by-Event) pour éviter de gommer les fluctuations initiales.
Cependant, il est limité à des perturbations légères, c’est-à-dire qui ne font pas apparaître
de gradients de température trop élevée.

On ne pourra donc pas, par exemple, introduire de jets (particules de très grand pT
qui forment une gerbe de particules hors du plasma) dans le plasma hydrodynamique.
Les jets proviennent de processus durs de QCD et sont créés initialement au début de
la collision. Il y a en général deux jets créés face-à-face. Ils peuvent être absorbés par le
plasma, mais le cas limite où l’un des jets sort directement et l’autre est absorbé est le
plus intéressant : il nous renseigne beaucoup sur la dynamique du plasma via l’étude des
corrélations angulaires. On dit que les jets sont une sonde du QGP.

Une autre sonde très intéressante du QGP est l’étude des quarkonia [99] (état lié
de quarks lourds c/c̄, b/b̄). Ces quarks étant lourds, ils sont moins influencés par les
fluctuations de pression P dans le plasma, et ils sont également facilement détectés. Leur
dissociation et/ou recombinaison avec les partons légers du milieu donne aussi beaucoup
d’indication quant aux coefficients cinématiques du plasma (pertes d’énergie).

On voit qu’entre les particules très massives et celles de grand pT, la description des
degrés de liberté partoniques s’avère obligatoire. Afin de décrire l’évolution du système
de partons, on a besoin de deux choses, que nous avons déjà décrites dans le chapitre
précédent, qui sont :
• une fonction de distribution d’espace des phases f(q,p),
• et des équations de mouvement dq/dτ et dp/dτ .

Il existe une multitude de fonctions de distribution des particules f dans la littérature,
on ne souhaite pas s’attarder à les présenter car elles sont souvent propres au système
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étudié. En revanche, on souhaite présenter les équations d’évolution temporelle plus com-
munément appelées équations de mouvement. L’équation la plus simple que l’on peut
définir est surement l’équation de Vlasov :

∂f

∂t
+ u

∂f

∂q
+ F
m

∂f

∂p
= 0 , (3.4.12)

avec la vitesse u et l’accélération a = F/m, qui est une solution particulière de l’équation
de Liouville (4.1.1). On peut la réécrire avec un terme de collision C[f ] qui est une fonction
de f dont la forme exacte dépend des interactions entre particules. Finalement l’équation
de Boltzmann relativiste s’écrit :

pµ∂µf = −C[f ] . (3.4.13)

Un modèle utilise ce formalisme pour décrire un plasma constitué de partons : le mo-
dèle BAMPS (Boltzmann Approach of Multi-Parton Scatterings) [100]. Comme son nom
l’indique, ce modèle décrit la dynamique des partons en utilisant l’équation de Boltzmann
et les collisions (Fig. 3.18). Ce modèle utilise des partons on-shell, ce qui veut dire qu’ils
sont stables et leur masse est réelle. D’un point de vue plus théorique, cela veut dire que
leur fonction spectrale est un pic de Dirac centré sur la masse (on dit qu’ils sont sur la
couche de masse).

Ce n’est pas le seul type de modèle qui existe. Un autre modèle très intéressant décrit
les quarks et les gluons du plasma, ainsi que les hadrons, de manière off-shell (c’est-
à-dire que leur fonction spectrale a une largeur, et on a des taux de transition entre
espèces). Il s’agit du modèle PHSD (Parton-Hadron String Dynamics) [71]. L’équation
de Boltzmann ne peut s’appliquer que sur une fonction de distribution pour des particules
on-shell. PHSD se base donc sur une version quantique d’équation d’évolution : l’équation
de Kadanoff-Baym. Pour une revue très complète sur le sujet, on peut se référer à [101].
La dynamique de PHSD utilise les fonctions spectrales des quarks et des gluons, via un
modèle dit DQPM (Dynamical Quasi-Particle Model).

3.4.2 Comparaison
La comparaison de modèles de transport n’est pas une chose facile car la manière

dont ces modèles considèrent le système et la manière dont ils propagent l’information
sont parfois très différentes. Nos comparaisons seront donc surtout qualitatives plutôt
que quantitatives, c’est de la phénoménologie dont on va surtout discuter.

Nous commencerons par l’observable la plus simple pour comparer les modèles hydro-
dynamiques et de cascade : le spectre en dN/dpT (Fig. 3.19). On peut y voir certaines
différences. Tout d’abord, pour le modèle hydrodynamique, les données sont bien repro-
duites, les courbures des différentes espèces sont bien reproduites (correspondant aux
différentes températures de freeze-out).

Le modèle PHSD reproduit également très bien (qualitativement) l’allure des distri-
butions. Le nombre élevé de pions pour les bas pT vient ici du fait que l’on a les résultats
sans coupure sur la rapidité y, contrairement aux résultats présentés pour le modèle
hydrodynamique et l’expérience.
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Fig. 3.19– Comparaison qualitative entre les spectres dN/2πpTdpT
du modèle hydrodynamique [75] (à gauche) et de PHSD [71] (à droite).

Ensuite, on sait que la géométrie du QGP se transforme en flot elliptique. On peut
donc comparer certains résultats de flot en fonction des variables habituelles : l’impulsion
transverse pT, le nombre de participants Npart, la rapidité η (à ne surtout pas confondre
avec la viscosité, qui porte le même symbole) et aussi le temps t lui-même.

La Fig. 3.20 montre que le modèle hydrodynamique ainsi que le modèle BAMPS
arrivent très bien à reproduire les données du RHIC pour des pT < 1 GeV. Le cas de
BAMPS marche mieux avec des gluons, ce qui est bien puisque les gluons sont présents
en majorité dans le plasma à haute température. Pour des pT > 1 GeV, les données expé-
rimentales montrent que le flot elliptique v2 diminue. Ici cet effet n’est pas reproduit par
le modèle hydrodynamique ou BAMPS, cependant, les données récentes des simulations
hydrodynamiques [95] montrent que l’ajout de viscosité permet de reproduire ce phéno-
mène de saturation puis de diminution du flot. Malgré tout, cela ne colle pas totalement
aux données (nécessité de changer la viscosité d’un résultat à l’autre afin de faire du fine
tuning, c’est-à-dire un réglage précis).

Fig. 3.20– Comparaison qualitative entre les spectres dv2/dpT du
modèle hydrodynamique [75] (à gauche) et de BAMPS [102] (à droite).
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Fig. 3.21– Comparaison qualitative entre les spectres dv2/dNpart
de PHSD [103] (à gauche) et de BAMPS [102] (à droite).

On peut également observer le spectre du flot elliptique v2 en fonction du nombre de
participants sur la Fig. 3.21. On voit que les modèles de cascade PHSD et BAMPS repro-
duisent parfaitement le spectre expérimental. Cependant, certains paramètres doivent être
ajustés, comme les constantes de couplage ou les sections efficaces de diffusion élastiques.

Le fait de reproduire exactement les mêmes résultats expérimentaux
avec des modèles différents et des paramètres différents ne signifie
pas pour autant que ces modèles sont inexacts. Il faut en revanche

faire attention au domaine d’applicabilité du modèle que l’on utilise pour
savoir s’il est bien adapté à l’expérience que l’on veut décrire.

Le spectre de distribution du flot en fonction de la rapidité η de la Fig. 3.22 montre une
structure triangulaire. C’est un comportement qui est très bien expliqué par les modèles
de cordes [66], du fait de la distribution uniforme des particules le long les tubes de flux de
couleur qui se créent entre les nucléons participants. Cette distribution se voit également
dans les corrélations en ∆η de la Fig. 3.6. Nous détaillerons un peu plus ces phénomènes
dans la prochaine sous-section.

Fig. 3.22– Spectre dv2/dη du modèle hydrodynamique [75].
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Fig. 3.23– Temps de formation du v2 dans PHSD
[71] (à gauche) et BAMPS [70] (à droite).

La Fig. 3.23 montre la création du flot elliptique v2 dans le QGP en fonction du
temps, dans le modèle PHSD et BAMPS. On voit ici que la formation est très rapide,
ce qui est dû aux nombreuses collisions élastiques dans le pré-équilibre. Deux points
importants sont donc à retenir :

1. le flot est formé à la transition entre le pré-équilibre et le QGP, grâce aux collisions
élastiques entre les partons du milieu,

2. ce flot peut être plus ou moins important, suivant que la réaction a eu le temps de
thermaliser ou non [92].

Cette notion de thermalisation du plasma est très importante. Cela veut dire que si
les interactions (via les sections efficaces) ne sont pas assez importantes au départ, le
plasma n’est pas thermalisé suffisamment rapidement par rapport au temps de vie du
QGP lui-même. Dans ce cas, le flot elliptique sera toujours surestimé par les modèles qui
commencent à l’équilibre. Le QGP n’est qu’un équilibre instable dans une collision qui
elle-même est fortement hors-équilibre.

En abordant le sujet des phénomènes fortement hors-équilibre, qui ne peuvent pas
être simulés par le modèle hydrodynamique, on peut s’intéresser aux ondes de choc
créées dans le plasma. Lors des conditions initiales, des processus durs sont présents, et
peuvent donner des particules de grand pT, qui agissent comme une onde de choc dans
le plasma, en bousculant les partons du milieu sur leur passage. Ces phénomènes appelés
jets peuvent avoir suffisamment d’énergie et sortir du plasma pour être détectés, avec la
gerbe de particules “bousculées”, qui les suivent.

L’onde de choc créée dans le milieu donne une contre réaction, qui peut se voir dans les
spectres de corrélations en d2N

d∆φd∆η . Cependant, on peut observer cette onde de choc dans
les simulations via le phénomène des cônes de Mach [104] (Fig. 3.24). Les particules de
grande énergie ayant une vitesse relative supérieure à la vitesse du son dans le plasma
(c’est-à-dire la vitesse de dispersion des ondes), on peut identifier l’onde de choc à un
cône de Mach. La Fig. 3.24 montre une simulation de ces ondes de choc, pour différents
scénarios théoriques (différentes pertes d’énergie et différents processus d’interaction).
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Fig. 3.24– Formations des cônes de Mach dans BAMPS [105] pour différentes
pertes d’énergie de la particule mobile (1,10 et 200 GeV/fm), et pour deux
différents scenarios : Pure Energy Deposition (PED) et de vrais jets (JET).

3.5 Hadronisation

Pour conclure avec la description des étapes de la collision d’ions lourds, on doit
aborder le problème de l’hadronisation. Même si de nombreux modèles [106, 107, 73,
108] présentent des solutions qui sont adaptées aux codes de transport correspondants, il
manque encore le confinement. Les modèles de simulations ne tiennent pas compte de ce
confinement lors de l’hadronisation.

Dans la plupart des modèles d’hadronisation, on considère donc que les partons hadro-
nisent systématiquement, et on s’intéresse plutôt à la distribution spatiale et énergétique
de cette hadronisation. Nous allons maintenant présenter ces modèles, puis une compa-
raison phénoménologique car il n’y a pas de résultats à proprement parler étant donné
que dans la Nature tous les partons doivent hadroniser.
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Fig. 3.25– Description de Cooper-Frye pour l’hadronisation :
c’est une surface de freeze-out (ici 3 exemples) où l’on transforme
l’énergie d’une phase partonique en un gaz de hadrons [93].

3.5.1 Modèles théoriques
Formule de Cooper-Frye

Le modèle le plus populaire pour décrire les simulations de collisions d’ions lourds est
le modèle hydrodynamique. Cela est principalement dû au fait qu’il est rapide à mettre en
place, qu’on peut jouer sur la dynamique en changeant l’équation d’état comme on veut,
et surtout : parce qu’il évite le problème de l’hadronisation par confinement. Le modèle
hydrodynamique utilise la formule de Cooper-Frye [72] :

E
dN
dp

= ∆σnµpµf(q,p) (3.5.1)

où nµ est le quadri-vecteur normal au morceau ∆σ de la surface de freeze-out, et f(q,p)
est la distribution thermique des particules.

La formule de Cooper-Frye permet de décrire l’hadronisation comme
une simple conversion de densité d’énergie de chaque cellule dès
que celle-ci évolue vers une densité ou une température inférieures

au seuil critique défini par l’utilisateur (en général on prend une température
proche des prédictions de QCD sur réseau, mais rien n’empêche de jouer avec
ce paramètre).

Comme l’évolution des systèmes décrits par le modèle hydrodynamique est assez lente
(on évite les gradients de température trop élevée), on peut observer une surface d’hadro-
nisation (Fig. 3.25. Au niveau de cette surface, on effectue un tirage Monte-Carlo pour
transformer l’énergie de la cellule en hadrons. Cette étape est généralement suivie par un
after-burner [85] qui rajoute des collisions entre les hadrons après l’hadronisation.

Cette méthode de Cooper-Frye est très pratique pour faire simple et passer la transi-
tion de phase. On a une surface nette (transition de phase de premier ordre) qui délimite
le QGP et la phase hadronique, et ces phases n’interagissent pas. Pourtant on sait que la
transition entre les deux phases est un cross-over. La formule de Cooper-Frye ne représente
donc pas correctement la phénoménologie de la transition de phase.
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Fig. 3.26– Schéma de fragmentation de cordes dans le modèle de cordes de Lund [66].

Modèles de cordes

Le modèle précédent décrit un système de type macroscopique. On peut décrire le
plasma d’un point de vue microscopique, en utilisant des cordes [66]. C’est en quelque
sorte la continuité logique pour les conditions initiales : on observe une interaction forte
entre les nucléons participants de la collision, et les tubes de flux de couleur qui sont créés,
contiennent des partons.

On peut utiliser le même type de raisonnement pour retransformer les partons du
plasma en hadrons (Fig. 3.26. C’est une approximation, mais cependant, elle permet
d’avoir une hadronisation complète et la tension entre les cordes est censée reproduire les
effets du confinement de couleur.

Hadronisation statistique

Le dernier modèle très utilisé est celui de l’hadronisation statistique (Statistical Ha-
dronization Model (SHM))[106]. Si on considère le plasma comme une boule de partons
déconfinés, et la phase hadronique comme un nuage d’états singulet de couleur alors on
peut imaginer qu’à l’interface des deux ensembles existent des clusters, également neutres
en couleur, qui matérialisent la pré-hadronisation.

La distribution de ces clusters ne peut pas être décrite par le modèle d’hadronisation
statistique, mais cependant, on sait que chacun de ces clusters va se désintégrer en hadrons
de manière purement statistique (Fig. 3.27). Chacun de ces nuages d’hadrons est donc
bien sûr compatible avec les nombres quantiques du cluster initial (conservation de la
charge).

Le modèle d’hadronisation statistique utilise donc une description du système qui est
microscopique. Il considère que la distribution en nombre, charge et impulsion des clusters
est celle qui maximise l’entropie. Les clusters peuvent être projetés dans le référentiel de
la collision, avec une transformation de Lorentz inverse, de manière à décrire l’ensemble
des clusters comme un cluster global équivalent (en anglais : Equivalent Global Cluster).
Dans ce cas, l’utilisation de l’ensemble canonique ou grand canonique est plus appropriée.

Au final, on peut donc utiliser le SHM sur n’importe quel code de transport (hydro-
dynamique ou moléculaire) pour décrire l’hadronisation. Le problème réside dans le fait
de trouver une bonne approximation pour identifier les degrés de liberté depuis le QGP
(ensemble de cellules d’énergie dans le modèle hydrodynamique, partons dans les modèles
moléculaires).
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Fig. 3.27– Schéma de l’hadronisation des clusters
dans le modèle d’hadronisation statistique [109].

3.5.2 Comparaison
Il est temps de comparer les modèles d’hadronisation. Comme il n’y a pas vraiment de

résultats communs permettant de bien discriminer les modèles, nous allons nous baser sur
une comparaison phénoménologique. Pour cela, on va résumer les différentes propriétés
des modèles dans le tableau suivant :

Cooper-Frye Cordes SHM
Echelle Macroscopique Microscopique Micro↔Macro

Degrés de liberté Cellules d’énergie Fragments de corde Clusters
Confinement Non Tension de corde Non
Transition Surface (Freeze-out) Aucune Surface (Freeze-out)

Le modèle le plus prometteur est sans aucun doute le SHM, qui est beaucoup plus
précis que la formule de Cooper-Frye ou le modèle des cordes. Cependant, aucun modèle
ne traite le cas du cross-over (mixité des hadrons et des partons).

Le modèle de transport PHSD [108] traite l’hadronisation d’une manière microsco-
pique différente des modèles précédemment présentés : il utilise une dynamique qui produit
des hadrons avec des partons, en prenant comme variable de transition : la densité sca-
laire locale. Chaque parton du milieu peut alors hadroniser localement avec un voisin.
Ceci n’est pas nécessairement causal comme dans le modèle de coalescence [107] mais cela
permet d’avoir, encore une fois, une hadronisation complète.

3.6 État de l’art

Pour conclure ce chapitre, on peut établir un petit bilan des choix utilisés pour décrire les
phénomènes physiques qui sont présents dans les collisions d’ions lourds. On s’intéresse

principalement au transport et à l’hadronisation.
Pour le transport, c’est l’équation de Boltzmann qui revient le plus souvent, aussi bien

dans le modèle hydrodynamique que dans les codes de transport fréquemment utilisés.
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Cette équation permet de séparer la propagation des particules et les collisions. Cependant
le problème majeur de cette méthode est l’absence de potentiel relativiste.

C’est ce qui a motivé le travail que nous allons présenter dans le prochain chapitre : la
dynamique relativiste. Cette dynamique inclut des équations de mouvement, des potentiels
et des collisions qui sont tous corrects de manière relativiste.

Ensuite vient le problème de l’hadronisation. L’intérêt de la description microscopique
de l’hadronisation n’est que très récent. Nous allons présenter une méthode complètement
microscopique (afin d’accompagner la dynamique relativiste) dans le chapitre 5.

L’ensemble de ces trois premiers chapitres est une présentation générale de la physique
des collisions d’ions lourds et des problèmes rencontrés pour en décrire la phénomé-
nologie. Le problème qui nous intéresse est la description de la transition de phase et de
l’expansion du QGP. Nous allons maintenant présenter le travail que nous avons effec-
tué au sein de laboratoire pour décrire ce phénomène complexe dans les trois prochains
chapitres.
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4 Dynamique Relativiste

« The only way to discover the limits of the possible is to go
beyond them into the impossible. »

Arthur C. Clarke (1917–2008)

Fig. 4.1– Pourrait-on voir son image dans un miroir en chevauchant un rayon de lumière ?
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4.1 Vers une dynamique moléculaire relativiste

Nous allons maintenant parler de la dynamique qui est nécessaire pour décrire l’évolution
temporelle d’un système. D’habitude, nous commençons avec un Lagrangien et le

principe de moindre action. Ensuite, nous faisons une transformation de Legendre, pour
trouver le Hamiltonien. Et finalement, nous extrayons la partie importante : nous trouvons
les équations de mouvement.

Quel est donc le problème d’une formulation relativiste de cette dynamique ? Le pro-
blème vient de la gamme de vitesses. Dans le cas classique (v � c) nous pouvons faci-
lement décrire les interactions avec un potentiel et un temps global du système. Dans
le cas ultra-relativiste (v = c) seules, les trajectoires géométriques et les collisions
sont prises en compte (voir par exemple l’électrodynamique classique). Mais dans le cas
intermédiaire (v ≤ c) quand les potentiels ne sont pas trop faibles (interaction forte), que
peut-on faire ?

Il existe le No Interaction Theorem (NIT) qui indique que les particules relativistes
peuvent uniquement être libres (sans interactions) dans l’espace de Minkowski [110]. Ce-
pendant, une dynamique relativiste qui a été implémentée il y a quelques années dans le
modèle RQMD [111], contourne ce théorème. C’est un modèle développé pour décrire les
collisions d’ions lourds. On se propose de faire une revue complète du formalisme ainsi
que ses subtilités, et de présenter notre dynamique qui est différente de RQMD.

4.1.1 Dynamique moléculaire classique
L’équation cinétique classique, également connue comme l’ équation de Liouville,

décrit l’évolution de la distribution à un corps f(q,p, t) dans l’espace des phases [112] :

df
dt (q,p, t) = ∂f

∂t
+ ∂f

∂q
∂q
∂t

+ ∂f

∂p
∂p
∂t

. (4.1.1)

Pour simplifier cette équation, nous pouvons utiliser les équations de mouvement de New-
ton ou de Hamilton pour les coordonnées canoniques (q,p). La position est liée à la
vitesse et la vitesse est liée à l’accélération donc, nous avons seulement deux équations
de mouvement. En utilisant les équations de Hamilton-Jacobi

dq
dt = ∂H

∂p
dp
dt = −∂H

∂q

(4.1.2)

avec le Hamiltonien H , nous pouvons écrire :

df
dt = ∂f

∂t
+ {f,H } (4.1.3)

où {A,B} est le Crochet de Poisson de A et B :

{A,B} =
∑
k=1

∂A

∂qk
∂B

∂pk
− ∂A

∂pk
∂B

∂qk
. (4.1.4)
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Dans le cas particulier où f ne dépend pas explicitement du temps, nous avons

df
dt = {f,H } . (4.1.5)

Cette équation est la forme la plus générale pour l’évolution temporelle [112]. Elle nous
dit que la distribution de l’espace des phases se développe dans le temps de telle façon
que l’énergie est conservée. Maintenant, nous pouvons exprimer les équations de Hamilton
dans leur forme canonique :

dq
dt = {q,H }
dp
dt = {p,H } .

(4.1.6)

Nous pouvons utiliser ces équations de mouvement pour un Hamiltonien donné, par
exemple,

H = p2

2m + V (q) = T (p) + V (q) (4.1.7)

qui est souvent utilisé dans des simulations de chimie et d’astrophysique. Nous remarquons
que nous pouvons diviser le Hamiltonien en une partie cinétique T qui dépend seulement
de p et une partie potentielle V qui dépend seulement de q. C’est un type de formulation
très utile que nous réutiliserons plus tard dans la dynamique relativiste.

4.1.2 Dynamique moléculaire quantique
Le fait d’inclure de la mécanique quantique dans une dynamique moléculaire vient

de la volonté de décrire les particules comme des densités de probabilité plutôt que
des particules classiques ponctuelles. La formulation quantique de l’équation de Liouville
(4.1.1) est la bien-connue équation de von Neumann :

i~
dρ̂
dt = {ρ̂,H } (4.1.8)

avec le Hamiltonien quantique H avec H ψ = Eψ, et l’ opérateur de densité ρ̂ :

ρ̂ =
∑
k

αk|ψk〉〈ψk| (4.1.9)

où les coefficients αk sont positifs et vont jusqu’à 1. Ainsi, nous pouvons construire la
matrice densité des états |ψi〉 :

〈ψi|ρ̂|ψi〉 . (4.1.10)

Nous pouvons faire la transformation de Fourrier de cette matrice densité dans le but
d’avoir la fonction de densité de Wigner :

fW (q,p) = 1
2π

∫
〈q − x/2|ρ̂|q + x/2〉 . (4.1.11)
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Cette fonction a la forme d’une distribution Gaussienne dans un espace des phases. En
utilisant le principe variationnel (approximation de Rayleigh-Ritz)

〈ψ|H |ψ〉
〈ψ|ψ〉

, (4.1.12)

nous pouvons obtenir l’équation de mouvement de von Neumann par la variation des
coordonnées canoniques :

dfW
dt = {{fW ,H }} (4.1.13)

avec le crochet de Moyal [113] :

{{A,B}} = (i~)−1[A,B] (4.1.14)

qui décrit le commutateur des observables. En utilisant la relation [q,p] = i~ avec les
équations de Hamilton (4.1.6), on retrouve :

{{A,B}} = {A,B}+O(~2) (4.1.15)

Dans le cas d’états mixtes, des termes d’ordre supérieurO(~2) apparaissent dans l’équation
de mouvement. Si nous supposons que nous pouvons négliger ces termes d’ordre supérieur
(interférences), nous retrouvons l’équation de mouvement classique :

dfW
dt = {fW ,H } . (4.1.16)

Pour plus d’informations sur la densité deWigner et son application à l’exemple quantique,
le lecteur peut voir [114]. La Dynamique quantique moléculaire est utilisée dans des
programmes de simulations pour les Collisions d’Ions Lourds comme : IQMD ou UrQMD.
Ils donnent une très bonne description des noyaux et des réactions entre nucléons.

4.1.3 Le groupe de Poincaré
Maintenant, on cherche une définition des équations (4.1.16) (en 6 dimensions) pour

une théorie relativiste où l’espace des phases est un espace de Minkowski. La théorie
non-relativiste vit dans un espace en 3 dimensions tandis que la théorie relativiste vit
dans un espace de Minkowski qui relie les 3 coordonnées spatiales avec le temps.

Nous ne pouvons pas parler de mécanique relativiste sans rappeler la théorie des
groupes. D’abord, on présente le groupe de symétrie de l’espace Minkowski : le groupe
de Poincaré. Notre univers est construit dans l’espace de Minkowski avec des quadri-
vecteurs définis comme :

qµ = (q0, q1, q2, q3) = (q0 = t, q1,2,3 = q) (4.1.17)

L’indice grec fait toujours référence à un quadri-vecteur et l’indication en gras est pour un
3-vecteur. Les variables canoniques décrivent l’état d’une particule k dans l’espace des
phases. Maintenant, cet espace des phases est l’espace Minkowski, donc les coordonnées
sont :

(qµk , p
µ
k) (4.1.18)

avec le quadri-position qµ et la quadri-impulsion pµ. La relativité restreinte, qui transforme
les quadri-vecteurs dans un référentiel différent, admet quelques symétries bien connues :
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• la Translation dans l’espace et dans le temps,
• la Rotation dans l’espace,
• la transformation de Lorentz (Boost) dans l’espace-temps.

La première transformation est notée aµ. Les deux dernières transformations forment le
groupe de Lorentz dont la transformation est notée Λµν . La combinaison de ces trois
symétries donne le groupe de Poincaré. L’élément de transformation de ce groupe est
noté (Λµν , aµ). C’est une transformation affine dans l’espace-temps qui laisse le produit
scalaire qµqµ invariant :

q′
µ = (Λ, a)qµ = Λµ

νq
ν + aµ . (4.1.19)

Ce qui mène à la règle de multiplication suivante pour ce groupe

(Λ, a)(Λ′, a′) = (ΛΛ′,Λa′ + a) (4.1.20)

Les générateurs P µ et Mµν du groupe de Poincaré peuvent être construits à partir des
transformations infinitésimales correspondantes (δΛµν , δaµ)→ U(1+ ωµν , εµ) :
• pour le groupe de translation

U(1, εµ) = exp(i P µεµ) avec P µ =
∑
k

pµk , (4.1.21)

• pour le groupe de Lorentz

U(ωµν , 0) = exp(i Mµνωµν) avec Mµν =
∑
k

qµkp
ν
k − qνkp

µ
k . (4.1.22)

Il y a 10 générateurs indépendants :
• 4 pour le groupe de translation

dim{P µ} = 4 , (4.1.23)

• 6 pour le groupe de Lorentz (le groupe de symétrie appartient à SL(n = 2,C), donc
par définition dim = 2(n2 − 1))

dim{Mµν} = 6 . (4.1.24)

Les commutateurs de ces générateurs donnent l’algèbre du groupe qui est appelé algèbre
de Poincaré :

[Pµ, Pν ] = 0
i [Pµ,Mρσ] = ηµρPσ − ηµσPρ

i [Mµν ,Mρσ] = ηµρMνσ − ηµσMνρ − ηνρMµσ + ηνσMµρ

(4.1.25)

avec η étant la métrique de Minkowski

ηµν =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 . (4.1.26)
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Nous remarquons que les générateurs Mµν et Pµ ne commutent pas. Physiquement, cela
vient du fait qu’il y a une contraction des longueurs dans le boost de Lorentz (et une
dilatation du temps).

Nous pouvons construire la transformation de Poincaré infinitésimale comme ceci :

U(1+ ωµν , εµ) = exp (i G) (4.1.27)

avec le générateur de la transformation :

G = ωµνMµν − εµPµ . (4.1.28)

Le groupe de Poincaré est un groupe de symétrie. Selon le théorème de Noether, pour
chaque symétrie, il existe une quantité conservée. Ces quantités sont des opérateurs qui
commutent avec tous les générateurs du groupe et sont donc indépendants du référentiel.
Ils sont appelés les opérateurs de Casimir :
• la masse m

m2 = ηµνp
µpν , (4.1.29)

• et le spin s
W µWµ = −m2 s(s+ 1) (4.1.30)

venant du vecteur de Pauli-Lubanski W µ

Wσ = 1
2εσµνλM

µνP λ . (4.1.31)

Nous remarquons qu’avec ces opérateurs, seules les particules massives peuvent être clas-
sées selon leur spin.

4.1.4 Dynamique moléculaire relativiste
Après avoir défini les symétries de l’espace de Minkowski, nous allons voir comment

une dynamique est définie dans cet espace. Les crochets de Poisson peuvent être facilement
étendus à 8 dimensions :

{A,B} =
∑
k=1

∂A

∂qµk

∂B

∂pkµ
− ∂A

∂pµk

∂B

∂qkµ
. (4.1.32)

Avec cet outil, nous pouvons obtenir des équations relativistes de mouvement qui res-
semblent à :

dqµ
dτ = {qµ,H} = ∂H

∂pµ
dpµ
dτ = {pµ,H} = −∂H

∂qµ
.

(4.1.33)

Évidemment, la signification de τ et H doit être discutée. Si nous voulons obtenir une dy-
namique invariante de Poincaré, les quantités physiques doivent être des scalaires (AµAµ)
ou des produits de quadri-vecteur (AµAν).
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Fig. 4.2– Variation de l’espace des phases pour : un temps global
t (à gauche) et pour un paramètre invariant de Poincaré τ (à
droite).

Le paramètre τ n’est donc pas le temps habituel et H n’est pas
un Hamiltonien. Alors où sont les quantités de temps et d’énergie ?
Elles sont simplement cachées dans les équations de mouvement,

dans (q0, p0). Nous n’utilisons pas ces parties des équations de mouvement
dans la limite classique, à 6 dimensions.

Si nous regardons de plus près la Fig. 4.2 nous pouvons voir la dynamique comme une
variation de l’ensemble des coordonnées canoniques par rapport à un paramètre donné
qui n’est pas une des coordonnées. Ce paramètre donné est lié à une quantité conservée
selon le théorème de Liouville. Ce théorème affirme que la fonction de distribution de
l’espace des phases est constante le long des trajectoires du système, en d’autres termes :
la densité des points du système est constante avec le temps.

Dans le cas classique, le théorème de Liouville s’applique à l’espace des phases (q,p)
avec les particules occupant la région C. Si le paramètre d’évolution est le temps commun
t de toutes les particules, la quantité conservée est le Hamiltonien H . Par conséquent,
nous pouvons écrire l’équation de mouvement pour la distribution classique à un corps

df
dt (q,p, t) = ∂f

∂t
+ {f,H } . (4.1.34)

Dans l’espace de Minkowski (qµ, pµ), la dynamique peut être formulée de la même
manière. La difficulté réside dans le fait que nous ne savons pas quel genre de paramètre
d’évolution nous pouvons prendre. Appelons ce paramètre τ . Cela permet à toutes les
particules à l’intérieur de C ′ d’évoluer. Le paramètre τ est un paramètre d’évolution de la
dynamique qui est invariant de Poincaré. Nous avons besoin de cette invariance car la
dynamique relativiste doit obéir à l’algèbre de Poincaré. Il n’y a a priori aucune connexion
entre le paramètre τ et le temps q0

k des particules.
Pour ce paramètre d’évolution τ il existe une quantité conservée, disons H, qui joue le

rôle d’un Hamiltonien. Mais ce n’est pas un Hamiltonien dans le sens classique : ce n’est
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plus une énergie. Il doit être invariant de Poincaré comme τ . Finalement, nous pouvons
écrire formellement une équation de mouvement relativiste pour la densité de particules :

df
dτ (qµ, pµ, τ) = ∂f

∂τ
+ {f,H} . (4.1.35)

Maintenant les questions sont :
• est-ce que cette nouvelle équation est vraiment correcte pour une dynamique rela-

tiviste et pourquoi ?
• dans le cas où l’équation est correcte : quelle est la définition de H ?
• finalement que fait-on de (q0, p0) ?

La solution globale de ces problèmes sont les contraintes. Elles nous aident à réduire le
nombre de degrés de liberté dans l’espace des phases. Les contraintes sont nécessaires
ici pour éviter (q0, p0) dans les équations de mouvement. Nous pouvons considérer le
Hamiltonien classique, qui est l’énergie, comme une contrainte. Le Hamiltonien ne réduit
pas la dimension de l’espace des phases classique car l’énergie ne fait pas partie de cet
espace.

Maintenant, on peut comprendre le début de la réponse pour l’espace de Minkowski.
Nous avons besoin de contraintes pour définir la dynamique relativiste. Ces contraintes
doivent avoir quelque chose à voir avec H. Une de ces contraintes doit garantir que les
particules soient sur la couche de masse, et donc que l’énergie soit conservée dans un
référentiel de Lorentz fixe. On se réfère donc à p0. C’est le rôle du Hamiltonien classique.
Qu’en est-il de q0 ? L’autre contrainte que nous devons définir doit décrire la corrélation
des temps dans le but d’obtenir une dynamique qui soit causale, c’est-à-dire que la vitesse
des particules est inférieure à la vitesse de la lumière :

dqµ
dτ ≤ c = 1 . (4.1.36)

Finalement, la partie de la dynamique relativiste la plus compliquée est la formulation
des équations de mouvement sous contrainte, et ensuite la définition des contraintes elles-
même.

Maintenant, nous aimerions parler de cette dynamique sous contrainte. Ce genre de
dynamique est une extension de la dynamique Hamiltonienne classique. Cela a été traité
par Dirac il y a des années [115], et plus tard quelques exemples dans l’électrodynamique
classique ont été calculés [116]. Ce sont les premières étapes qui mènent à une formulation
relativiste de la dynamique.

4.2 Dynamique sous contraintes

Avant de parler des contraintes relativistes, décrivons la Dynamique Hamiltonienne
sous contrainte. Cette dynamique nous aidera à trouver le bon formalisme pour

extraire des équations de mouvement dans un espace des phases classique. Ensuite, l’ex-
tension à un espace de Minkowski nous donnera la réponse pour les définitions de τ et
H avec un système de particules relativistes.Finalement ce formalisme sera utilisé pour
décrire la dynamique de champs quantiques relativistes.
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4.2.1 Le Principe de moindre action
Pour obtenir une dynamique et ses équations, nous commençons avec le premier pos-

tulat : l’action S (l’énergie nécessaire) pour aller d’un état initial à un état final est défini
par la trajectoire qui utilise le moins d’énergie. Par exemple, le chemin le plus court entre
deux points dans un espace plat est la ligne droite. Ceci est le principe de moindre action.

L’action S d’un champ Φ(x) sur un hyperespace C est

S(Φ) =
∫
C
L(Φ(x), ∂µΦ(x))d4x (4.2.1)

avec une densité Lagrangienne L. Considérons une variation du champ dans une direction
χ et calculons

S(Φ + εχ) =
∫
C
L(Φ(x) + εχ(x), ∂µ(Φ(x) + εχ(x))) d4x (4.2.2)

où ε est un facteur arbitraire. Ensuite, en utilisant l’expansion de Taylor, nous obtenons
la différence

S(Φ + εχ)− S(Φ) =
∫
C

εχ(x)∂L
∂Φ(Φ(x), ∂µΦ(x))+

ε(∂µχ(x)) ∂L
∂(∂µΦ)(Φ(x), ∂µΦ(x)) +O(ε2)

 d4x .
(4.2.3)

En utilisant l’intégration par parties sur le second terme (en supposant que χ disparaisse
sur ∂C), et en divisant par ε sur les deux côtés et en prenant ε → 0, cela devient une
variation dans la direction χ

δS(Φ, χ) =
∫
C
χ(x)

[
∂L
∂Φ(Φ(x), ∂µΦ(x))− ∂µ

(
∂L

∂(∂µΦ)(Φ(x), ∂µΦ(x))
)]

d4x . (4.2.4)

En posant les variations dans toutes les directions égales à zero nous obtenons la formule
d’Euler-Lagrange

∂L
∂Φ − ∂

µ

(
∂L

∂(∂µΦ)

)
= 0 . (4.2.5)

Cette équation peut être utilisée sur le Lagrangien pour trouver de nouvelles quantités
(ex : le tenseur énergie-impulsion T µν).

4.2.2 Méthodologie Hamiltonienne I
Dirac a introduit la dynamique Hamiltonienne non-relativiste avec des contraintes

dans le but d’établir une théorie des champs quantiques cohérente [115]. Nous devons
partir d’un Lagrangien, puis en utilisant une transformation de Legendre, nous obtenons
un Hamiltonien. Et finalement, en utilisant les équations de Hamilton nous pouvons trou-
ver les équations de mouvement. L’équation de Euler-Lagrange peut donner des équations
intéressantes également. Nous pouvons penser que cette méthode est suffisante pour ob-
tenir une théorie cohérente, mais ce n’est pas le cas.
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Nous allons expliquer les problèmes et la solution de la méthodologie Hamiltonienne
à travers l’exemple introduit par Avery [116]. Il considère un Lagrangien pour le particule
chargée de masse m dans un champ magnétique B le long de l’axe ~z :

L = m

2 (ẋ2 + ẏ2) + eB

2c (xẏ − yẋ)− eB

2c V (x, y) . (4.2.6)

Nous pouvons multiplier le Lagrangien par 2/m, et poser η = eB/mc aussi, ce qui ne
change pas les équations de mouvement. Finalement, nous obtenons :

L = (ẋ2 + ẏ2) + η(xẏ − yẋ)− ηV (x, y) . (4.2.7)

L’équation d’Euler-Lagrange (4.2.5) nous donne :

ẍ = ηẏ − η

2
∂V

∂x

ÿ = −ηẋ− η

2
∂V

∂y
.

(4.2.8)

Si on considère le cas où η est très large (c’est-à-dire que le champ B est grand ou que la
massem est petite), nous pouvons négliger le terme cinétique habituel dans le Lagrangien.
Il reste une expression qui est linéaire en vitesse. C’est le genre de problème auquel Dirac
s’est intéressé dans son livre [115]. Dans la limite η → ∞, nous avons les équations de
mouvement déduites des équations précédentes :

ẋ = −1
2
∂V

∂y

ẏ = 1
2
∂V

∂x
.

(4.2.9)

En utilisant (4.2.7) nous définissons le moment conjugué :

px = ∂L
∂ẋ

= −ηy

py = ∂L
∂ẏ

= ηx .
(4.2.10)

C’est ici que les problèmes commencent. Si le Hamiltonien qui résulte du moment conjugué
(toujours dans la limite d’un très grand η) est :

H = pxẋ+ pyẏ − L = ηV (x, y) , (4.2.11)

alors, l’impulsion disparaît simplement du Hamiltonien et nous obtenons les équations de
mouvement suivantes :

ṗx = η
∂V

∂x

ṗy = η
∂V

∂y

(4.2.12)
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et en rappelant l’équation (4.2.10), nous pouvons écrire :

ẋ = −∂V
∂y

ẏ = ∂V

∂x
.

(4.2.13)

Il est clair que les équations diffèrent de celles trouvées précédemment (par un facteur
1/2), il y a donc un problème. En réalité, nous aurions pu nous arrêter avant d’en arriver
à ce point. Si nous faisons plus attention à l’équation (4.2.10), nous pouvons voir que
l’impulsion et la position sont liées :

φ1 = px + ηy = 0
φ2 = py − ηx = 0 .

(4.2.14)

Ces équations sont des contraintes venant du Lagrangien. Un Lagrangien avec ce genre
de contraintes est appelé un Lagrangien singulier. C’est un cas spécial de dynamique
qui doit être traité différemment.

4.2.3 Le formalisme de Dirac
Dirac a résolu ce problème en regardant la représentation de l’espace des phases.

L’espace des coordonnées canoniques (q,p) est appelé une variété symplectique. C’est
un espace mathématique dans R2N où le crochet de Poisson s’applique. Dans un cas
classique, l’espace des phases est un sous-espace où les équations de mouvement sont
des crochets de Poisson des coordonnées canoniques avec une quantité conservée : le
Hamiltonien

df
dt (q,p, t) = ∂f

∂t
+ {f,H } . (4.2.15)

Dirac a montré dans son livre sur la dynamique hamiltonienne sous
contrainte [115] que, peu importe l’origine des contraintes, les équa-
tions de mouvement obtenues par un crochet de Poisson ne sont pas

correctes dans un espace des phases sous contraintes.

Pour un système de k contraintes

φk(q,p) = 0 , (4.2.16)

Dirac définit une nouvelle sorte de crochets qui inclut l’effet des contraintes dans les
équations de mouvement, le crochet de Dirac [115]

{a, b}D = {a, b} − {a, φi}Cij{φj, b} (4.2.17)

avec la matrice de contraintes
C−1
ij = {φi, φj} . (4.2.18)
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Le crochet de Dirac nous donne les bonnes équations de mouvement en remplaçant le
crochet de Poisson. La condition que C−1

ij est inversible, impose des conditions sur les
contraintes. Pour le cas de l’équation (4.2.16), la matrice de contraintes peut être

{φi, φj} = 0 . (4.2.19)

Les contraintes avec cette propriété (4.2.19) sont appelées des
contraintes de première classe. Elles ne peuvent pas être utili-
sées. Nous devons définir des contraintes de seconde classe. Ce

qui veut dire des contraintes pour lesquelles le Crochet de Poisson n’est pas
égal à zéro.

Ainsi Cij existe et nous pouvons écrire la forme de Dirac de l’équation de mouvement :

df
dt = ∂f

∂t
+ {f,H }D (4.2.20)

Dirac a remarqué que nous pouvons réécrire :

df
dt = {f,H } − {f, φi}Cij{φj,H }
df
dt = {f,H }+ λi {f, φi}

(4.2.21)

où
λi = −Cij{φj,H } . (4.2.22)

Le facteur λ est appelé unmultiplicateur de Lagrange. Il vient de l’inversion de la matrice
des contraintes, ce dont nous parlerons plus tard. Cela nous donne une définition d’un
Hamiltonien étendu

H ′ = H +
∑
k

λk φk ≈H (4.2.23)

où ≈ signifie, selon la définition de Dirac, une égalité faible (c’est-à-dire qui est vrai si
et seulement si nous respectons les contraintes). Alors nous pouvons écrire la relation :

{f,H }D = {f,H ′} . (4.2.24)

A la fin, il est plus simple de définir un nouveau Hamiltonien H ′ et d’utiliser un crochet
de Poisson dans les équations de mouvement. Le crochet de Dirac nous aidera juste à
calculer le pré-facteur λ en utilisant le fait que les contraintes sont indépendantes par
rapport au temps :

∂φk
∂t

+ {φk,H ′} = 0 . (4.2.25)

Nous pouvons étendre ce formalisme de Dirac à 2N contraintes. Nous allons voir que
cela nous donne la base pour la dynamique relativiste en 4 + 4 dimensions.
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4.2.4 Méthodologie Hamiltonienne II
Maintenant, revenons à notre exemple. Dirac propose de modifier le Hamiltonien en

incluant les contraintes (4.2.16) :

H′ = H +
∑
k

λk φk . (4.2.26)

Donc le nouveau Hamiltonien est

H′ = ηV (x, y) + λ1(px + ηy) + λ2(py − ηx) . (4.2.27)

Nous pouvons calculer les coefficients λk en vérifiant que les contraintes sont invariantes
dans le temps :

{φ1,H′} = η

(
2λ2 −

∂V

∂x

)
= 0

{φ2,H′} = −η
(

2λ1 + ∂V

∂y

)
= 0

⇒
λ1 = −1

2
∂V

∂y

λ2 = 1
2
∂V

∂x

. (4.2.28)

Finalement, nous obtenons les équations de mouvement suivantes :

ẋ = {x,H′} = λ1 = −1
2
∂V

∂y

ẏ = {y,H′} = λ2 = 1
2
∂V

∂x

et
ṗx = {px,H′} = ηλ2 = η

2
∂V

∂y

ṗy = {py,H′} = −ηλ1 = η

2
∂V

∂x

. (4.2.29)

Maintenant, nous avons trouvé l’ensemble total des équations de mouvement. Nous pou-
vons vérifier que le crochet de Dirac

{A,B}D = {A,B} − {A, φ1}C{φ2, B} (4.2.30)

en utilisant les contraintes définies précédemment

C−1 = {φ1, φ2} = 2η (4.2.31)

appliquée au Hamiltonien, nous donne exactement le même résultat que l’équation (4.2.29).
Par conséquent, les crochets de Dirac décrivent bien l’évolution temporelle des systèmes
Hamiltoniens avec contraintes.

4.2.5 Hamiltonien relativiste
Nous avons vu dans l’exemple précédent une nouvelle manière de construire une dy-

namique pour les systèmes sous contraintes. Toutefois, c’est l’exemple d’un Lagrangien
singulier où les contraintes sont cachées. Néanmoins, cette dynamique est utile pour poser
les bases de la dynamique relativiste.

Dans la dynamique relativiste, nous voulons réduire l’espace des phases de 8N à 6N
dimensions. Ici, nous ne partons pas d’un Lagrangien mais nous mettons des contraintes
à la main. Nous pouvons toujours utiliser le concept de Dynamique Hamiltonienne sous
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contraintes. Cette réduction est supposée nous donner des équations de mouvement re-
lativistes qui sont les mêmes que les équations classiques dans la limite v� c.

Dans les dernières sous-sections, nous avons parlé de la validité du crochet de Poisson.
Maintenant nous devons expliquer ce qu’est le “ Hamiltonien ” qui peut être utilisé dans
notre cas relativiste. Nous savons depuis la section (4.1.4) que nous avons des contraintes
sur (q0, p0). Ces contraintes doivent apparaître dans le Hamiltonien relativiste. Selon le
cas classique de Dirac, nous devrions avoir quelque chose comme :

H ′ = H +
∑
k

λk φk . (4.2.32)

Dans le cas non-relativiste, les contraintes viennent d’un Lagrangien, et H reste le Ha-
miltonien classique. Dans notre cas relativiste, il n’y a pas de contraintes venant d’un
Lagrangien mais nous avons des contraintes choisies. La seule possibilité que nous ayons
est de définir un Hamiltonien comme une combinaison de ces contraintes. Donc, nous
définissons le Hamiltonien relativiste :

H =
∑
k

λk φk (4.2.33)

avec les contraintes :
φk(qµ, pµ) ≈ 0 . (4.2.34)

L’énergie classique n’apparaît plus. La conservation de l’énergie
apparaît à travers le fait que les particules sont sur la couche de
masse en utilisant des contraintes sur p0. Les contraintes sur q0

doivent décrire l’évolution du système le long du paramètre d’évolution τ .

Maintenant, nous incluons le Hamiltonien (4.2.33) dans l’équation de mouvement
(4.1.35) :

df
dτ = {f,H} =

∑
k

λk {f, φk} . (4.2.35)

C’est l’équation de mouvement pour la dynamique relativiste. Maintenant, la question
est : quelle est la définition des contraintes ? Ce n’est pas une question simple. Nous devons
choisir les contraintes dans le but de trouver des équations de mouvement qui donnent la
bonne limite classique. Malheureusement, nous ne pouvons pas simplement commencer
par l’équation de mouvement pour en extraire les contraintes.

De plus, nous devons définir les λk qui sont les autres outils de la dynamique re-
lativiste. Nous verrons que leur définition mène à des conditions sur la définition des
contraintes. Nous devrons aussi présenter le No Interaction Theorem (NIT) [110]. Ce
théorème énonce que pour les particules relativistes, la seule possibilité pour respecter la
transformation de Poincaré est de rester libres de toute interaction. Nous verrons comment
éviter ce théorème dans notre cas.
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4.3 Conditions sur les contraintes

Maintenant nous avons défini le formalisme pour une dynamique consistante mais ce
n’est toujours pas suffisant. Il y a plusieurs conditions qui doivent être remplies. Bien

sûr, la dynamique relativiste inclut des contraintes sur l’énergie et sur le temps alors
que la dynamique classique lie l’énergie du système avec le temps global. Cette différence
crée des conditions sur le genre de contraintes que nous pouvons choisir. Ensuite, nous
allons présenter le No Interaction Theorem et comment le contourner avec la dynamique
Hamiltonienne sous contraintes.

4.3.1 Type de contraintes
Pour obtenir les équations de mouvement pour (q,p), nous mettons des contraintes

sur (q0, p0). Les N contraintes sur l’énergie p0 sont appelées Ki. Celles sur le temps q0

sont appelées χi. Finalement notre ensemble de contraintes est défini comme :

φi(qµ, pµ) = 0 =

Ki 1 < i < N

χi N + 1 < i < 2N
. (4.3.1)

Avec cet ensemble nous pouvons définir la matrice de contraintes qui est utilisée dans
le formalisme :

C−1
ij = {φi, φj} =

(
{Ki, Kj} {Ki, χj}
{χi, Kj} {χi, χj}

)
(4.3.2)

avec l’ensemble des sous-matrices :
A−1
ij = {Ki, Kj}

B−1
ij = {χi, χj}
S−1
ij = {χi, Kj}

. (4.3.3)

4.3.2 Multiplicateurs de Lagrange
Nous avons vu que le seul choix possible pour un Hamiltonien relativiste est

H =
∑
k

λk φk . (4.3.4)

Nous rappelons le fait que les contraintes doivent être invariantes sous une transformation
de Poincaré

∂φi
∂τ

+ {φi,H} = 0 (4.3.5)

et en utilisant l’équation (4.3.2) et (4.3.4) nous pouvons écrire
∂φi
∂τ

+ λk C
−1
ik = 0 . (4.3.6)

La seule possibilité pour trouver une solution pour λk qui ne soit pas égale à zéro est
d’avoir au moins une contrainte χN dépendant de τ

λk C
−1
ik = −∂φi

∂τ
. (4.3.7)
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Ce n’est toujours pas suffisant : nous ne voulons pas différentes solutions pour différents
φi. Nous voulons une définition de λ qui dépend seulement de k. Par conséquent, on doit
avoir exactement une des contraintes φi dépendant de τ . Nous choisissons une des
contraintes χi parce qu’elle se rapporte au temps q0. Nous choisissons χN pour remplir ce
rôle :

∂χN
∂τ

= −1 . (4.3.8)

Nous allons voir dans le NIT pourquoi ce choix est le seul qui soit cohérent. De plus,
cela sera assez intuitif au moment où nous définirons la contrainte χ. Nous faisons le
choix particulier de l’équation (4.3.8) dans le but d’écrire l’équation (4.3.7) d’une manière
simple :

λk = Ck2N . (4.3.9)
Aussi, nous pouvons écrire

Cki φi = λk χN . (4.3.10)
Ensuite, nous devons faire attention au choix de χ parce que cela change immédiatement
la valeur de λ, et par la suite, les équations de mouvement (via le Hamiltonien).

4.3.3 Équations de mouvement
Maintenant que nous connaissons la définition du Hamiltonien relativiste (4.2.33) et

du multiplicateur de Lagrange (4.3.9), nous pouvons écrire les équations de mouvement
relativistes en 8 dimensions :

dqµi
dτ = {qµ,H} =

N∑
k=1

λk
∂Kk

∂piµ
+

2N∑
k=N+1

λk
∂χk
∂piµ

dpµi
dτ = {pµ,H} = −

N∑
k=1

λk
∂Kk

∂qiµ
−

2N∑
k=N+1

λk
∂χk
∂qiµ

.
(4.3.11)

Même si nous pouvons utiliser ces équations en 6 dimensions grâce aux contraintes, nous
ne voulons pas de la contrainte de temps dans les équations de mouvement. La raison
est évidente : nous ne voulons pas de dépendance explicite des équations de mouvement
avec le paramètre d’évolution τ . Finalement, nous voulons des équations de mouvement
dépendantes du Ki. On veut donc que

λk = 0 avec (N + 1 ≤ k ≤ 2N) (4.3.12)

pour obtenir
dqµi
dτ =

N∑
k=1

λk
∂Kk

∂piµ

dpµi
dτ = −

N∑
k=1

λk
∂Kk

∂qiµ
.

(4.3.13)

En développant l’équation (4.3.6) avec Ki :

∂Ki

∂τ
+

N∑
k=1

λk {Ki, Kk}+
2N∑

k=N+1
λk {Ki, χk} =

N∑
k=1

λk {Ki, Kk} = 0 , (4.3.14)
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nous voyons que le seul moyen possible de remplir la condition (4.3.12) est de prendre

A−1
ij = {Ki, Kj} = 0 . (4.3.15)

C’est la condition de Komar-Todorov (KT) [117]. Malheureusement, cette condition
réduit fortement le choix de potentiel. Finalement, l’équation (4.3.9) peut être écrite :

λk = SkN with (1 < k < N) . (4.3.16)

4.3.4 Potentiel relativiste
Avec la dynamique classique, nous avons quelques indices sur la manière dont les

potentiels fonctionnent. La seule façon de conserver l’énergie est de définir les forces F
comme : ∑

F = 0 and
Fij = −Fji

Fii =
∑
k 6=i

Fki
. (4.3.17)

Ici, on est intéressé par la définition relativiste du potentiel. La contrainte Ki décrit les
particules sur la couche de masse. Cela veut dire que Ki inclut un potentiel de telle sorte
que l’énergie du système dans le référentiel global soit conservée. Nous définissons la force
relativiste F µ dans le système comme la dérivée d’un potentiel scalaire V :

F µ
ij = ∂µj Vi(qµ, pµ) . (4.3.18)

Notre contrainte Ki doit contenir un potentiel V pour faire la distinction entre des par-
ticules en interaction et des particules sans interaction. La difficulté vient de la condition
KT :

A−1
ij = {Ki, Kj} = 0 . (4.3.19)

Cela restreint de manière drastique la forme des potentiels qui peut être utilisée pour la
dynamique relativiste. Si on considère une contrainte invariante avec une partie cinétique
T séparée de la partie potentielle V :

Ki = Ti + Vi (4.3.20)

avec la définition suivante :

∂Ti
∂pµk

= piµδik and

∂Ti
∂qµk

= 0

∂Vi
∂pµk

= 0
∀ i, k , (4.3.21)

alors l’équation (4.3.19) peut être écrite ainsi :

pµi
∂Vi
∂qµj

= pµj
∂Vj
∂qµi

. (4.3.22)

On peut l’écrire avec l’équation (4.3.18) :

(pµi + pµj )Fijµ = 0 . (4.3.23)
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Dans le centre de masse de deux particules, cette équation devient(
Ei + Ej

0

)(
F 0
ij

Fij

)
= 0 . (4.3.24)

Par conséquent, on peut voir que la seule manière de remplir la condition KT est de
prendre

F 0
ij = 0 . (4.3.25)

Nous devons trouver un potentiel tel que la force soit purement spatiale. Ainsi, on consi-
dère un potentiel

Vi(qµTij) (4.3.26)
où qT est un quadri-vecteur d’une distance relative qui doit être spatiale dans le centre
de masse de deux particules

qµTij
CM= (0,qi − qi) . (4.3.27)

Nous allons discuter la définition de ce quadri-vecteur dans la section 4.4.2.

Le point intéressant est que la signification physique de ce genre
de potentiel. Dans un champ moyen, l’interaction entre deux par-
ticules devrait être spatiale, mais nous savons que les interactions

avancées ou retardées existent [114]. Au final, on peut simplement remettre
en question la validité de la condition KT pour la dynamique relativiste à
N -corps.

Si nous oublions la condition KT, nous devons ajouter la contrainte de temps dans
l’équation de mouvement comme dans l’équation (4.3.11). Par la suite, le mouvement
est-il toujours causal ? Avons-nous conservation de l’énergie totale ? Nous allons discuter
un petit peu plus de cet aspect dans la section 4.4.2.

4.3.5 No Interaction Theorem
Selon la description de la relativité spéciale par Einstein, plusieurs publications [110,

118] expliquent que seul un ensemble de particules sans interaction est invariant sous une
transformation de Poincaré. Dès que les particules interagissent, ce n’est plus le cas. C’est
le No Interaction Theorem. Heureusement, ce théorème se base sur plusieurs hypothèses
qui peuvent être utiles pour comprendre la limite de l’applicabilité de ce théorème.

Coordonnées indépendantes

La première hypothèse est : on décrit l’espace des phases de N particules par une
structure symplectique R2N avec des coordonnées canoniques (qµ, pµ)qui sont indépen-
dantes :

{qµi , qνj } = 0
{pµi , pνj} = 0
{qµi , pνj} = δij ηµν

. (4.3.28)

Nous avons déjà vu que ce n’est pas vrai : nous avons des contraintes pour réduire le
nombre de degrés de liberté.
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Fig. 4.3– Vue schématique de la World Line Condition.

Équation de mouvement canonique

La deuxième hypothèse est : nous admettons qu’il existe des équations de mouvement.
Les équations classiques de mouvement sont définies par un crochet de Poisson avec un
Hamiltonien classique H :

df
dt = ∂f

∂t
+ {f,H } . (4.3.29)

Dans notre cas de dynamique relativiste, nos équations de mouvement obéissent au crochet
de Dirac avec le Hamiltonien relativiste H :

df
dτ = ∂f

∂τ
+ {f,H}D . (4.3.30)

Ceci est notre équation de mouvement canonique. Avec l’aide du crochet de Dirac nous
pouvons aussi définir la transformation canonique

{f,G}D (4.3.31)

avec le générateur de Poincaré G.

World Line Condition

La dernière hypothèse du NIT est l’invariance de la ligne d’univers (World Line
(WL)) q(t). Ici, le temps usuel t est remplacé par un paramètre d’évolution invariant
τ . On remarque au passage que nous avons un système sous contraintes, donc le q0 est
lié aux autres quantités de l’espace des phases. Ainsi, on peut utiliser un quadri-vecteur
complet qµ(τ) pour décrire une ligne d’univers physique.

La World Line Condition (WLC) [119] veut dire que la transformation canonique
(4.3.31) appliquée à la ligne d’univers doit donner le même résultat que la transformation
de Poincaré qui est appelée transformation géométrique (le nom géométrique vient du
fait qu’on applique une matrice sur un vecteur).

Une transformation canonique est définie par la transformation d’une WL avec un
générateur de Poincaré G utilisant le crochet de Dirac (dans le cas avec des contraintes,
parce que dans les autres cas, nous devons utiliser un crochet de Poisson) :

{qµ(τ), G}D . (4.3.32)
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Puis, la variation de la WL est :

q′
µ(τ) = qµ(τ) + {qµ(τ), G}D . (4.3.33)

Une transformation géométrique est définie par une transformation standard de
Poincaré (4.1.27) d’une WL

q′
µ = U(1+ ωµν , εµ) qµ . (4.3.34)

Nous avons volontairement enlevé le τ dans cette expression. La transformation de Poin-
caré respecte l’invariance de la WL dans le cas classique d’un temps usuel t, mais ce n’est
pas nécessairement vrai avec notre dynamique en 8 dimensions. Alors, nous devons écrire
l’équation (4.3.34) avec une variation infinitésimale δτ :

q′
µ(τ) = U(1+ ωµν , εµ) qµ(τ + δτ) , (4.3.35)

avec
qµ(τ + δτ) = qµ(τ) + dqµ

dτ δτ . (4.3.36)

Nous pouvons réécrire cette équation en utilisant l’équation de mouvement canonique
(4.3.30) :

qµ(τ + δτ) = qµ(τ) + {qµ(τ),H}D δτ . (4.3.37)
L’équation (4.3.35) peut être écrite :

q′
µ(τ) = qµ(τ + δτ) + ωµνqν(τ + δτ)− εµ , (4.3.38)

et ensuite en remplaçant qµ(τ + δτ) par (4.3.36) nous obtenons

q′
µ(τ) = qµ(τ) + {qµ(τ),H} δτ + ωµν (qν(τ) + {qν(τ),H}Dδτ)− εµ . (4.3.39)

Nous pouvons simplifier cette équation en négligeant ωµνδτ = O(δτ 2) :

q′
µ(τ) = qµ(τ) + ωµνqν(τ)− εµ + {qµ(τ),H} δτ , (4.3.40)

et en utilisant une transformation canonique classique

ωµνq
ν(τ)− εµ = {qµ(τ), G} (4.3.41)

nous obtenons finalement la formule complète simplifiée

q′
µ(τ) = qµ(τ) + {qµ(τ), G}+ {qµ(τ),H}D δτ . (4.3.42)

Finalement, en utilisant la transformation canonique (4.3.33) et la transformation
géométrique (4.3.42) ensemble, on obtient l’équation de la World Line Condition :

{qµ(τ), G}D = {qµ(τ), G}+ {qµ(τ),H}D δτ . (4.3.43)

Cette équation est évidemment respectée pour la dynamique classique quand nous n’avons
pas de contraintes ({·}D → {·}) parce que qu’il reste {qµ(τ),H} δτ = 0, ce qui est toujours
vrai peu importe le terme cinétique.
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Fig. 4.4– Vue schématique de la séparabilité des clusters.

Le défi est maintenant de remplir la WLC avec le crochet de Dirac (4.2.17). Donc, on
simplifie l’équation (4.3.43) en utilisant (4.2.17) :

−{qµk (τ), φi}Cij{φj, G} = {qµk (τ),H}D δτk . (4.3.44)

Ensuite, en utilisant le multiplicateur de Lagrange (4.3.10) on trouve :

−{qµk (τ), φi}λi{χN , G} = {qµk (τ),H}D δτk , (4.3.45)

et avec la définition du Hamiltonien (4.2.33) et le fait que l’on se place sur la surface des
contraintes (4.2.24), on écrit :

−{qµk (τ), φi}λi{χN , G} = {qµk (τ), φi}λi δτk . (4.3.46)

Finalement, on simplifie le tout en divisant par {qµk (τ), φi}λi :

δτk = {G,χN} , ∀k . (4.3.47)

Cette condition est naturellement respectée en utilisant la contrainte χN comme elle est
définie dans l’équation (4.3.8), peu importe la particule k. On voit immédiatement que
pour plus d’une contrainte dépendante de τ , cette condition n’est plus respectée.

L’équation 4.3.47 est la WLC pour une dynamique relativiste sous
contraintes. Cela veut dire que pour chaque particule, la variation
de la WL doit être la même, indépendamment de la transformation

que l’on applique. C’est la définition de la notion de simultanéité entre les
particules selon le paramètre d’évolution τ , dans le sens relativiste.

Séparabilité des clusters

Maintenant, nous avons les 3 principales hypothèses du NIT. La seule hypothèse qui ne
soit pas modifiée par la dynamique sous contraintes est la WLC. Il y a une autre condition
qui doit être respectée au sujet des interactions : la séparabilité des clusters. Cette condi-
tion indique que l’interaction (potentiel ou collisions) entre deux clusters de particules doit
disparaître quand la distance entre les deux clusters est très grande. Physiquement, cela
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veut dire que chaque cluster séparé (Fig. 4.4) peut être traité indépendamment de l’autre,
de manière dynamique.

Cette condition va aussi restreindre le choix pour la contrainte de temps χ. Les équa-
tions de mouvement dépendent du paramètre λ qui dépend lui-même des contraintes K et
χ mais nous savons que la contrainte d’énergie K peut inclure un potentiel qui disparaît
à longue portée. Au final, la contrainte χ doit simplement être définie de manière à ce que
les équations de mouvement de chaque cluster ne soient pas corrélées.

4.4 Contraintes relativistes

L’espace des phases relativiste (qµ, pµ) ne peut pas être utilisé directement pour construire
des équations de mouvement dans notre espace des phases classique (q,p). On fixe donc

deux contraintes sur p0 et q0. Bien sûr, ces contraintes sont un choix, et elles peuvent être
choisies différemment. Avant de définir ces contraintes, nous pouvons présenter quelques
variables utiles. Cela nous aidera à respecter les conditions sur les contraintes précédem-
ment définies.

4.4.1 Distance transverse
Les paramètres décrivant l’espace des phases sont des coordonnées canoniques (qµ, pµ).

Cependant, les lois de la relativité restreinte nous enseignent que nous pouvons pas définir
un référentiel absolu : n’importe quel référentiel peut être utilisé. Nous savons comment
transformer les variables canoniques entre les référentiels et donc les lois physiques sont
indépendants du référentiel. Formuler les coordonnées canoniques sous la forme de pro-
duits scalaires assure une telle indépendance. Donc, il est utile de présenter la position
relative et l’ impulsion totale entre 2 particules :

qµij = qµi − q
µ
j

pµij = pµi + pµj
. (4.4.1)

Le centre de masse (CM) est défini comme le référentiel où les 3-impulsions de deux
particules sont égales et opposées. Donc dans le CM nous avons fixé :

qµij = (∆tij,∆qij)
pµij = (Ei + Ej, 0) .

(4.4.2)

Nous voyons immédiatement une propriété intéressante : nous pouvons utiliser le centre
de masse afin de séparer les composantes temporelles et spatiales de qµij en utilisant son
produit scalaire avec pµij. De plus, on peut utiliser une autre variable provenant du groupe
de Poincaré : le générateur P µ . Nous pouvons utiliser cette variable pour décrire le système
de particules tout entier. Par exemple, avec le cas pratique de la Collision d’Ions Lourds
(Heavy Ion Collision (HIC)) on peut schématiser l’événement en utilisant un cône de
lumière :
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Nous savons que les collisions d’ions lourds créent beaucoup de particules dans le référen-
tiel de la réaction. Elles sont créées au même temps t0 et elles évoluent suivant le temps
t de l’événement. On peut définir une quantité invariante de Poincaré appelée le temps
propre τ d’une particule :

ηµνqνqµ = qµqµ = t2 − q2 = τ 2 . (4.4.3)

Cette quantité est différente pour chaque particule. Ainsi, on peut observer le cône de
lumière et voir que :
• Pour chaque particule i qui est rapide (distante) par rapport à une particule j :

∆tij ≈ ∆qij, alors le temps propre de i est τi ≈ τj (on peut voir que pour une
particule avec une vitesse proche de celle de la lumière, le temps propre est figé),
• au contraire, pour une particule qui est lente (proche) i : ∆qij ≈ 0 alors son temps

propre est τi ≈ ti.
Pour distinguer les deux cas quand nous voulons décrire l’interaction, il est utile de définir
une autre variable que qµij. On peut utiliser le produit scalaire de qµij avec p

µ
ij et P µ. Utiliser

pµij est évident mais pourquoi utiliser P µ ? Définissons ce quadri-vecteur dans le référentiel
de la collision d’ions lourds. Par définition, la moyenne des impulsions est négligeable dans
la collision, on a donc

P µ =
(∑

E, 0, 0, 0
)

(4.4.4)
Ces deux quadri-impulsions ne sont pas sans dimension, nous pouvons simplement les
normaliser comme :

uµij =
pµij√
p2
ij

CM= (1, 0)

Uµ = P µ

√
P 2

HIC= (1, 0)
. (4.4.5)

Nous appelons ces quantités : des sélecteurs de référentiel parce qu’elles permettent de
faire la distinction entre les composantes spatiale et temporelle pour un système qui est
soit le centre de masse de deux particules, soit le référentiel de la HIC. Ces sélecteurs sont
intéressants parce que nous remarquons que les dérivées de ces quantités par (qµ, pµ) sont
perpenticulaires (spatiales) :

∂uµij
∂qkν

= 0

∂Uµ

∂qkν
= 0

and

∂uµij
∂pkν

= 1√
p2
ij

(
ηµν − uµijuνij

)
(δik + δjk)

∂Uµ

∂pkν
= 1√

P 2
(ηµν − UµUν) .

(4.4.6)
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Fig. 4.5– Décomposition spatio-temporelle de la distance qµij.

Revenons à notre variable qµij. En utilisant les deux sélecteurs précédents, on peut
définir une partie transverse pour chaque référentiel (Centre de Masse (CM) et Collision
d’Ions Lourdes (Heavy Ion Collision (HIC))) :

qT
µ
ij =

(
ηµν − uµij uνij

)
qijν = qµij − qijνu

µ
ij u

ν
ij

CM= (0, ~qij)

q′T
µ
ij = (ηµν − UµUν) qijν = qµij − qijνUµUν HIC= (0, ~qij) .

(4.4.7)

On remarque les propriétés suivantes :

qT
µ
ij uijµ = 0

qT
µ
ij qLijµ = 0

qT
2
ij + qL

2
ij = q2

ij

avec qL
µ
ij = qijνu

ν
iju

µ
ij . (4.4.8)

On a le même type de propriétés pour q′T
µ
ij.

4.4.2 Séparabilité des particules
Quand on regarde la Fig. 4.5, on voit immédiatement que la variable qT peut être

utilisée comme une variable pour le potentiel relativiste car elle est purement spatiale
au centre de masse. Pour assurer l’invariance de Lorentz, nous utilisons seulement des
produits scalaires comme q2

T . Dans le cas d’un potentiel V (q2
T ) nous avons besoin de

calculer les dérivées de q2
T . On trouve :

∂qT
2
ij

∂qkν
= 2qT ijµ

∂qT
µ
ij

∂qkν

= 2qT ijµ
∂

∂qkν

(
qij

µ − qijσuσiju
µ
ij

)

= 2qT ijµ

(δik − δjk) ηµν −
∂
(
qijσu

σ
ij

)
∂qkν

uµij − qijσuσij
∂uµij
∂qkν

 .

(4.4.9)
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Avec les équations (4.4.8) et (4.4.6), on remarque que les deuxième et troisième termes
disparaissent.

∂qT
2
ij

∂qkν
= 2qT νij(δik − δjk)

∂qT
2
ij

∂pkν
= 0

. (4.4.10)

Encore une fois, le même type de dérivées peut être trouvé pour q′T .
On voit que qT donne une interaction purement spatiale pour deux particules et q′T

fait la même chose pour tout le système. En rappelant l’équation (4.4.7) et la condition
KT (4.3.23) on voit que qT respecte la formule KT, et que la somme des forces est égale à
zéro dans le centre de masse pour deux particules (F 0 = 0). Si l’énergie est conservée dans
le centre de masse de deux particules, ce n’est pas forcément le cas pour N particules.

L’énergie totale est conservée lorsqu’on prend V (qT ). Dans ce cas, la
condition KT (4.3.15) est respectée, et par conséquent la contrainte
χi n’apparait pas dans les équations de mouvement (4.3.13).

Cette conséquence est très appréciable car cela permet d’éviter d’avoir à calculer
numériquement l’inversion complète de la matrice des contraintes, ce qui est extrêmement
coûteux en temps de calcul. Nous verrons dans la section suivante que la définition de χi
permet d’avoir une solution analytique de cette matrice inverse.

A propos de χi, qu’en est-il de la séparabilité des clusters ? Si nous voulons utiliser
la contrainte de temps pour distinguer le système entier d’une particule isolée, on peut
utiliser une distance invariante L pour la distance d’interaction. Puis, en considérant une
distribution de particules comme une fonction de densité de Wigner (4.1.11), c’est-à-dire :
une Gaussienne dans l’espace des phases, nous pouvons définir une densité scalaire de
particules dans l’espace comme :

Rij = exp
(
qT

2
ij

L2

)
. (4.4.11)

Avec la densité 0 < Rij < 1, nous pouvons distinguer si les particules i et j sont proches
(Rij ≈ 1) ou éloignées (Rij ≈ 0). Nous remarquons que la distribution de la densité est
invariante de Lorentz. On peut dériver cette fonction Gaussienne comme

∂Rij

∂qkµ
= Ril

2qT ijµ
L2 (δik − δjk)

∂Rij

∂pkµ
= 0 .

(4.4.12)

Ainsi, on peut définir un potentiel V (Rij) de telle manière que la condition KT (4.3.15)
devienne

pµijqT ijµRij = 0 (4.4.13)

ce qui est par définition toujours vrai. Nous pouvons même utiliser cette densité dans la
contrainte de temps pour distinguer le système entier d’une particule isolée (Fig. 4.6).
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Fig. 4.6– Particule en interaction (1) et libre (2).

En conséquence, la matrice de contraintes S−1
ij qui apparaît dans l’expression de λ devrait

être capable d’être scindée en plusieurs sous-matrices indépendantes pour décrire chaque
cluster ainsi formé [111]. On verra qu’on peut cependant utiliser d’autre méthode pour
obtenir une séparation des cluster. L’utilisation d’une fonction de proximité n’est pas la
seule manière d’obtenir une dynamique indépendante du cluster.

4.4.3 Contrainte sur l’énergie
Notre première contrainte est sur l’énergie des particules. Cette contrainte joue le

même rôle que le Hamiltonien dans des systèmes non-relativistes. On l’appelle contrainte
sur la couche de masse et elle relie l’énergie des particules avec l’impulsion de manière
invariante de Lorentz :

Ki = pi
µpiµ −mi

2 − Vi = 0 (4.4.14)

en utilisant l’un des opérateurs de Casimir du groupe de Poincaré

pi
µpiµ = m∗i

2 with m∗i
2 = mi

2 + Vi (4.4.15)

où Vi est un potentiel qui agit comme une masse effective. Nous faisons le choix d’utiliser

Vi =
∑
j 6=i

Vij(qT 2
ij) . (4.4.16)

Les dérivées de cette contrainte par rapport aux coordonnées canoniques sont :

∂Ki

∂pkµ
= 2 piµ δik

∂Ki

∂qkµ
= −

∑
k

∂V

∂qkµ

(4.4.17)

Ces dérivées apparaissent explicitement dans les équations de mouvement (4.3.13) qui
sont finalement :

dqµi
dτ = 2λipµi
dpµi
dτ = −

N∑
k=1

λk
∂Vk
∂qiµ

(4.4.18)



4.4 Contraintes relativistes 113

4.4.4 Contrainte sur le temps
Nous avons aussi besoin de N contraintes pour les temps des particules. En sachant

que l’une de ces contraintes doit dépendre explicitement de τ (équation (4.3.8) et (4.3.47)),
cela nous conduit à définir les N−1 premières contraintes comme un ensemble de relations
entre des particules avec qµij :
• Soit on utilise U pour décrire le temps dans la Collision d’Ions Lourds (Heavy Ion

Collision (HIC)) :

χi =
∑
j 6=i

qµij Uµ = 0 que l’on peut écrire 〈∆q0
HIC〉 = 0 , (4.4.19)

• Soit on utilise uij pour le temps de deux particules dans le Centre de Masse (CM) :

χi =
∑
j 6=i

qµij uijµ = 0 que l’on peut écrire 〈∆q0
CM〉 = 0 . (4.4.20)

La seconde équation a été définie précédemment dans [111]. Mais nous allons voir dans
la section suivante (4.5.2) que cette seconde définition ne donne pas les bonnes équations
pour plus de deux particules (c’est-à-dire quand uµij 6= Uµ) : la vitesse des particules peut
être au dessus de la vitesse de la lumière (mouvement non-physique).

Nous pouvons définir une nouvelle contrainte pour montrer les deux précédents cas
(4.4.19) et (4.4.20) de manière combinée. En utilisant le facteur (4.4.11) pour faire la
distinction entre des particules proches ou lointaines, on peut définir :

χi =
∑
j 6=i

qijµ
(
uµij Rij + Uµ(1−Rij)

)
= 0 . (4.4.21)

Ici, ce facteur n’est pas utilisé comme potentiel, mais pour donner une transition dyna-
mique d’une particule lointaine (4.4.19) à une particule proche (4.4.20).

En pratique, nous utilisons seulement la contrainte (4.4.19) pour ob-
tenir les bonnes équations de mouvement pour les particules libres,
mais nous pensons qu’il est important de présenter les résultats avec

cette contrainte mixte dans la prochaine section.

Les contraintes de temps χi que nous avons définies, sont pour 0 < i < N − 1. Leur
rôle est de connecter les temps ∆q0 entre particules. Nous avons besoin d’une dernière
contrainte χN pour relier les temps des particules au paramètre d’évolution invariant τ .
On choisit simplement la moyenne des temps de toutes les particules pour cette dernière
contrainte :

χN =
∑
l q
µ
l

N
Uµ − τ = 0 que l’on peut écrire 〈q0〉 = τ . (4.4.22)

Cette contrainte est la plus importante. Dans les équations de mouvement (4.3.13), on
utilise le facteur λ (4.3.16) qui est directement lié à la valeur inverse de χN dans la matrice
des contraintes. Finalement, la dynamique dépend aussi fortement du choix de χN .
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4.4.5 Matrice de contraintes
Nous rappelons la définition de la matrice de contraintes S−1

ij utilisée pour calculer λ :

S−1
ij = {χi, Kj} =

∑
k

∂χi
∂qkµ

∂Kj

∂pkµ
− ∂χi
∂pkµ

∂Kj

∂qkµ
. (4.4.23)

On remarque que peu importe la contrainte χ, toutes les dérivées 1 par rapport à pkµ sont
égales à zéro parce que nous utilisons seulement uij et U (4.4.6), et jamais pµ lui-même.
Finalement, cette propriété implique que la matrice de contraintes ne dépende pas du
tout du potentiel V . Pour la contrainte mixte (4.4.21), on obtient pour χi :

S−1
ij = 2

 ∑
l 6=i

(δij − δlj) (uµil Ril + Uµ(1−Ril))
 · pµj

+
∑
l 6=i

(δij − δlj) (qilν (uνil − Uν))Ril

2qT ilµ
L2

 · pµj
 . (4.4.24)

Pour χN on obtient :

S−1
Nj = 2

pµj Uµ

N
. (4.4.25)

4.5 Cas pratique

Dans cette section, nous proposons d’examiner deux scénarios pour tester la dynamique
relativiste : le cas de deux particules et la généralisation à N particules. Nous allons

vérifier les équations de mouvement dans les cas relativiste et classique (dans la limite de
faible vitesse).

4.5.1 Le cas de deux particules
Pour le simple cas de deux particules, on peut se placer dans le centre de masse et

considérer, par exemple que V1 = V2 = V . Dans ce cas, les contraintes sont très simples :

K1 = p1
2 −m1

2 + V = 0
K2 = p2

2 −m2
2 + V = 0

et
χ1 = qµ12 u12µ = 0

χ2 = 1
2(q1 + q2)µu12µ − τ = 0

(4.5.1)

Ce qui nous donne la matrice de contraintes suivante :

S−1
ij =

(
{χ1, K1} {χ1, K2}
{χ2, K1} {χ2, K2}

)
=
(

2 pµ1uµ12 −2 pµ2u12µ
pµ1u

µ
12 pµ2u12µ

)
(4.5.2)

que nous pouvons inverser :

Sij =
(

(4 pµ1u12µ)−1 (2 pµ1u12µ)−1

(4 pµ2u12µ)−1 (2 pµ2u12µ)−1

)
(4.5.3)

1. Pour le calcul détaillé des dérivées et des variables de distance, voir l’annexe
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pour finalement trouver les multiplicateurs de Lagrange :

λ1 = (2 pµ1u12µ)−1 = 1
2E1

λ2 = (2 pµ2u12µ)−1 = 1
2E2

(4.5.4)

Finalement, les équations de mouvement pour deux particules sont :

∂qµi
∂τ

= pµi
Ei

∂pµi
∂τ

= −
2∑

k=1

1
2Ek

∂V

∂qiµ

(4.5.5)

Le cas classique est atteint en supposant simplement que p � Ei (i.e. Ei ' mi). Ainsi,
nous avons un multiplicateur comme

λi = 1
2mi

(4.5.6)

et on retrouve des équations de mouvement classiques.
Le cas de deux particules est malheureusement trivial. Il est nécessaire de traiter le

cas de N particules de manière à valider le modèle dynamique.

4.5.2 Le cas de N particules
Pour aborder le cas de N particules, on doit en réalité traiter le cas de trois particules.

Pour comprendre la dynamique, nous proposons d’étudier les équations de mouvement
(4.3.13) dans le cas de différents choix des contraintes de temps : d’abord la contrainte
(4.4.19), puis (4.4.20) et enfin la contrainte mixte (4.4.21).

Bien sûr, le but ici est de vérifier que nous trouvons des équations de mouvement
consistantes pour une particule libre, puisque dans tous les cas le potentiel n’est pas
impliqué dans l’expression de λ. Nous commençons par le cas de la contrainte (4.4.19).
Dans ce cas, les contraintes sont :

K1 = p1
2 −m1

2 + V1 = 0
K2 = p2

2 −m2
2 + V2 = 0

K3 = p3
2 −m3

2 + V3 = 0
et

χ1 = (q12 + q13)µUµ = 0
χ2 = (q21 + q23)µUµ = 0
χ3 = (q1 + q2 + q3)µUµ/3− τ = 0

(4.5.7)

avec la matrice de contraintes :

S−1
ij =

 4 pµ1Uµ −2 pµ2Uµ −2 pµ3Uµ
−2 pµ1Uµ 4 pµ2Uµ −2 pµ3Uµ
2/3 pµ1Uµ 2/3 pµ2Uµ 2/3 pµ3Uµ

 (4.5.8)

dont l’inverse est :

Sij =

 (6 pµ1Uµ)−1 0 (2 pµ1Uµ)−1

0 (6 pµ2Uµ)−1 (2 pµ2Uµ)−1

−(6 pµ3Uµ)−1 −(6 pµ3Uµ)−1 (2 pµ3Uµ)−1

 (4.5.9)
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Fig. 4.7– Test dynamique avec m = 10 MeV, p = 1000 MeV, b = 0.1 fm et L = 1 fm.

Ce qui nous donne, comme pour le cas de deux particules

λk = 1
2Ek

(4.5.10)

Dans ce cas, les équations de mouvement sont les mêmes que celles du cas de deux par-
ticules (4.5.5). En effet, utiliser Uµ dans la contrainte de temps nous donne finalement le
même multiplicateur de Lagrange soit pour 1,2 soit pour N particules. cela vient du fait
que nous puissions écrire P µ comme la somme de pµi . Nous pouvons évidemment diviser
ce P µ en plusieurs clusters car pµi sont indépendants :

P µ =
N∑
i=1

pµi =
k∑
i=1

pµi +
N∑

i=k+1
pµi = P µ

1 + P µ
2 . (4.5.11)

Dans ce cas, les équations de mouvement ne sont pas liées au système que l’on utilise,
et sont donc indépendantes du référentiel. Ceci est la Séparabilité des clusters de la
dynamique.

Maintenant, si on traite le cas de la contrainte (4.4.20) [111]. On change seulement
les N − 1 premières contraintes χi :

χ1 = qµ12u12µ + qµ13u13µ = 0
χ2 = qµ21u21µ + qµ23u23µ = 0

(4.5.12)

et ensuite :

S−1
ij =

4 pµ1(u12 + u13)µ −2 pµ2u12µ −2 pµ3u13µ
−2 pµ1u12µ 4 pµ2(u21 + u23)µ −2 pµ3u23µ
2/3 pµ1Uµ 2/3 pµ2Uµ 2/3 pµ3Uµ

 (4.5.13)

L’inverse de cette matrice donne des termes très complexes, mais ils peuvent être simplifiés
si :
• on tend vers le cas ultra-relativiste mi → 0,
• on tend vers le cas classique : pi → 0 (pi ' mi).

Dans ces cas particuliers, on trouve également

λk = 1
2Ek

(4.5.14)
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Fig. 4.8– Vitesse des particules mobiles à proximité d’une particule massive.

mais autrement, dans le cas général, on ne trouve pas d’équations de mouvement
standards. Cela peut mener à des vitesses plus grandes que la vitesse de la lumière c.
Dans ce cas, le mouvement n’est pas physique (4.1.36) pour les particules libres avec
ce choix de contrainte. On doit aussi mentionner qu’il y a un problème de convergence
numérique dans le cas d’une particule isolée, à cause de l’inversion de la matrice qui échoue
à cause de la limite de précision numérique [120].

Pour illustrer ces deux cas, ainsi que la contrainte où les deux cas précédents sont
combinés, nous proposons de considérer le cas suivant : on prend 3 particules massives
(Fig. 4.7). Une particule est placée au centre du système, sa position est fixe et nous
allons faire varier sa masse. Les deux autres particules se déplacent face à face autour de
la première, avec une petite masse et une large impulsion (vitesse relativiste).

On montre la variation de la vitesse des particules mobiles, pour chacune des contraintes
de temps et pour différentes masses de la particule fixe (Fig. 4.8). On peut voir qu’à l’in-
térieur de la zone donnée par L, la vitesse est plus grande que celle de la lumière, ce qui
n’est pas physique.

Au final, les seules équations de mouvement

• qui soit causales,
• qui remplissent la World Line Condition,
• et qui respectent la Séparabilité des clusters,

sont les équations avec la contrainte (4.4.19). Cette contrainte donne finalement les mêmes
équations de mouvement pour chaque système quel que soit le nombre de particules. Ceci
est un point important car nous savons que nous devons décrire un système dans lequel
les particules peuvent être créées ou annihilées.
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4.6 Méthode de collision relativiste

Nous n’avons pas encore parlé de collisions dans le chapitre mais elles doivent être
décrites dans le formalisme. Dans la théorie quantique des champs, on peut associer la

description de l’interaction aux processus durs et mous. A partir de cela, on a des potentiels
et des sections efficaces entre les particules. Cela peut impliquer des interactions de 2, 3
ou plus de corps. Nous commencerons la section en présentant rapidement l’interaction à
deux corps. On se limite au cas 2 → 2 parce que nous partons de l’hypothèse que c’est
l’ordre dominant dans la dynamique à N -corps. Les potentiels à deux corps et des sections
efficaces 2→ 2 devrait donc nous donner une bonne estimation de la dynamique globale.

4.6.1 De l’interaction aux collisions
Une des plus importantes variables d’interaction dans la physique nucléaire est la

matrice de Brückner G.

Définition : Matrice de diffusion

Pour deux particules dans le milieu nucléaire, la matrice de Brückner G
est l’équivalent de la matrice de diffusion T dans un espace libre. Cette
matrice peut être définie en incluant des effets quantiques comme le
blocage de Pauli. On peut utiliser l’équation de Bethe-Goldstone pour
une énergie ω [121] avec cette matrice G pour avoir :

G(ω) = V + V
Q̂

ω −H
G(ω) (4.6.1)

où V est le potentiel à 2-corps dans l’espace libre, Q̂ est l’opérateur
de blocage de Pauli, et H est le Hamiltonien libre (seulement l’énergie
cinétique) pour ces 2 particules.

On peut représenter cette équation de manière graphique :

qui peut être développée pour tous les termes correctifs dans le milieu :
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Fig. 4.9– Collision relativiste dans le centre de masse.

On peut extraire le potentiel effectif et les sections efficaces de cette matrice G :

Re(Tr(G)) = V

Im(Tr(G)) = σ
(4.6.2)

Pour la partie réelle de cette matrice, on peut extraire : le potentiel V , et la section efficace
σ qui est la probabilité des processus de collision. Nous avons déjà inclus précédemment le
potentiel dans la contrainte d’énergie. La section efficace vient de la théorie quantique des
champs choisie pour la dynamique des particules pour décrire des collisions physiques.
Une collision est un saut d’impulsions dans un espace des phases à un temps donné.
Dans la dynamique moléculaire, les collisions peuvent être traitées avec un algorithme
géométrique [114] ou un algorithme stochastique [100]. Nous allons présenter seulement
la première méthode, qui est la plus coûteuse en temps de calcul mais aussi la plus précise.

4.6.2 Algorithme standard
La méthode de collision relativiste classique [114] utilise la section efficace du processus

2 → 2 et certains paramètres venant du centre de masse pour décrire une collision qui
est correcte quantitativement (multiplicité de collisions) et qualitativement (causalité).
Cette méthode est purement spatiale mais néanmoins relativiste. On peut représenter la
méthode de collision par la Fig. 4.9 qui est une vue transverse d’un couple de particules.

Dans le laboratoire comme dans le centre de masse, les particules ont une distance
transverse et une vitesse. Bien sûr, on applique la méthode de collision dans le centre de
masse. Nous savons que le paramètre d’impact b est invariant de Lorentz. Nous avons aussi
besoin de quelques paramètres dans le test de collision, par exemple : la section efficace,
et aussi le pas de temps utilisé dans la simulation. Nous pouvons maintenant expliquer
les différents paramètres présents dans la Fig. 4.9 :
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• r est le boost de Lorentz de la distance entre les particules i et j,

r = q ′ij = qij + βij

(
γ − 1
β2
ij

(qij · βij)
)

(4.6.3)

avec le paramètre de Lorentz du boost :

βij = pi + pj
Ei + Ej

and γ = 1√
1− β2

ij

(4.6.4)

Toutes ces quantités sont exprimées avec des variables dans le référentiel de la
HIC. On remarque immédiatement que le terme temporel manquant dans l’équation
(4.6.3). Cette transformation suppose donc que les temps des particules sont égaux.
• d est la distance jusqu’au point où les particules sont au plus proche,

d = r · p
‖p‖

(4.6.5)

• b est le paramètre d’impact,
b =
√
r2 − d2 (4.6.6)

• d′ est la distance parcourue pendant le pas de temps ∆t,

d′ = vrel. γ ∆t︸ ︷︷ ︸
∆t′

(4.6.7)

avec la vitesse relative entre les particules (calculée dans le CM)

vrel. =
( p
E1

+ p
E2

)
(4.6.8)

• L est la distance d’interaction avec une section efficace donnée σ,

L =
√
σ

π
(4.6.9)

Ici L est bien sûr un paramètre spatial (comme b). Nous savons que les particules
qui collisionnent avec une section efficace σ viennent d’une distance infinie et re-
partent vers l’infini (par symétrie de renversement du temps). Les collisions sont
donc causales.

Avec tous ces paramètres, nous pouvons facilement tester la collision pour chaque couple
de particules. Dans ce cas, on exécute deux tests simples pour vérifier la proximité spatiale.
La première partie du test vérifie que le paramètre d’impact est plus petit que la section
efficace géométrique :

b < L (4.6.10)
Puis, la seconde partie se focalise sur la causalité. Nous devons autoriser la collision
seulement quand les deux particules se croisent au point le plus proche. Alors on vérifie
que :

d < d′ (4.6.11)
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Ces deux conditions assurent les propriétés relativistes des collisions. Le fait que nous
prenions ∆tij = 0 dans (4.6.3) peut être justifié en choisissant la HIC comme le référentiel
global de la simulation. Au final, on fait bouger les particules dans le système selon un
paramètre d’évolution τ qui est invariant. Mais la contrainte χN pose la condition que le
temps moyen du système est lié à ce paramètre invariant.

Finalement, même si le temps propre τi de chaque particule est
différent, le temps ti est le même. Le second test pour les collisions
(4.6.11) vérifie seulement que les deux particules sont dans le même

cône de lumière (c’est-à-dire que si la collision est possible, elle est causale).

4.6.3 Méthode invariante
On peut facilement calculer L et d′, mais comment calculer les autres paramètres

en adéquation avec la dynamique relativiste ? Finalement, on doit seulement réécrire les
paramètres précédents de manière invariante :
• r qui est modifié comme suit

r =
√
−qT 2

ij (4.6.12)

• et d qui est modifié comme suit

d =

√√√√√(qT µijpT µ)2

pT 2 (4.6.13)

avec l’impulsion transverse pT (c’est-à-dire l’impulsion dans le centre de masse)

pT
µ = pµi − piνuνiju

µ
ij (4.6.14)

Ceci est l’exact équivalent de la méthode précédente, mais réécrite comme invariante. Bien
sûr, on garde

b =
√
r2 − d2 (4.6.15)

Malgré cette équation, nous pouvons soulever la question de la nature de σ. Dans une
théorie quantique des champs, on intègre tous les diagrammes de Feynman possibles sur
tout l’espace des phases pour obtenir la probabilité d’un processus. Mais, nous n’avons
aucune idée de ce qu’il se passe vraiment de manière microscopique. C’est-à-dire que par
exemple, dans une simple diffusion élastique entre deux particules, la particule échangée
peut être émise d’un côté ou de l’autre.

L’algorithme de collision est correct dans le cas limite où des col-
lisions à distance sont symétriques dans le temps, ce qui n’est pas
nécessairement le cas pour un système très dense. On considère dans

notre cas que cette hypothèse reste correcte même pour de larges sections
efficaces σ.



122 Dynamique Relativiste

4.7 Conclusion

Il est temps de conclure. On peut résumer le formalisme de la dynamique relativiste en
trois points importants :
• On a une réduction dimensionnelle de l’espace de Minkowski (8) à l’espace des

phases classique (6) en utilisant des contraintes,
• Ensuite, on a besoin de définir, pour ce type de dynamique, les équations de
mouvement relativistes en utilisant le crochet de Dirac,
• Finalement, on doit faire attention aux contraintes que l’on choisit dans le but de

retrouver les équations de mouvement dans la limite classique.
La dynamique relativiste que l’on utilise est finalement définie par :

dqµi
dτ = pµi

pνiUν

dpµi
dτ = −

N∑
k=1

1
2pνkUν

∂Vk(qT )
∂qiµ

+ 〈collisions〉
(4.7.1)

pour tous les systèmes. Dans un système où les 3-impulsions moyennes totales sont environ
zéro (par example comme la HIC), on trouve :

dqµi
dτ = pµi

Ei

dpµi
dτ = −

N∑
k=1

1
2Ek

∂Vk(qT )
∂qiµ

+ 〈collisions〉
(4.7.2)

Dans tous les cas, nous utilisons seulement ces équations pour µ = 1, 2, 3 (le cas µ = 0
étant sous contrainte).

Le travail présenté dans ce chapitre fera l’objet d’une publication
très prochainement. Ce travail sera complété par une analyse plus
poussée des résultats appliqués aux simulations de collisions d’ions

lourds.

Après avoir introduit un modèle de transition de phase physique de la matière nu-
cléaire dans le chapitre 1, et la dynamique pour faire des simulations réalistes de ce système
dans ce chapitre, il est temps de traiter les cas pratiques dans le chapitre suivant, où l’on
présentera des résultats de simulations.
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5 INTEGRAL

« Rien ne se perd, rien ne se crée, tout se transforme. »

Antoine-Laurent de Lavoisier (1743–1794)

Fig. 5.1– Visualisation 3D d’une simulation de l’expansion et de la transition
de phase d’un QGP, pour une collision Pb-Pb à b = 6.5 fm et √sNN = 200
GeV à : t = 0 fm/c (gauche), t = 2 fm/c (milieu) et t = 5 fm/c (droite).
Les boules vertes sont les quarks u, d, les rouges sont les antiquarks ū, d̄, les
bleues sont les s, s̄, et les grises sont les hadrons (π,K,η).
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5.1 Présentation du modèle

Notre modèle de simulation est un ensemble de phénomènes décrits en pratique par un
programme informatique baptisé INTEGRAL (INTEractive Generalized Relativistic

ALgorithms). Ce programme est écrit de manière à être moderne, portable, et facilement
assimilable par une tierce personne. Pour cela, il est écrit en C++ (compatible avec 99%
des plateformes actuelles), il est entièrement autonome (il n’utilise que les librairies
standards du C++), et pour finir il est fortement commenté (et bien évidemment, tout
en anglais). Ce programme de simulation se place donc dans la catégorie des générateurs
d’évènements.

Définition : Générateur d’évènements

Tout d’abord qu’est-ce qu’un évènement ? C’est une collision entre
noyaux atomiques (proton, deutéron, calcium, or, plomb, . . .). Dans le
cas des noyaux massifs, on utilise le terme collision d’ions lourds.
Un générateur d’évènement est donc un programme informatique qui
est conçu pour générer l’état final d’un évènement, en simulant les phé-
nomènes physiques qui amènent le système de l’état initial à l’état final.
Chaque générateur d’évènement peut utiliser des techniques complète-
ment différentes. Le but étant de décrire certains types de particules
dans l’état final (on peut s’intéresser : aux photons, aux dileptons, aux
hadrons), et de les comparer à ce qui est mesuré dans l’expérience. Parmi
les générateurs très connus, on peut citer HERWIG, PYTHIA, PHSD,
UrQMD, EPOS, BAMPS, . . .

Comme nous l’avons fait dans le chapitre 3, nous allons décrire dans ce chapitre les
aspects phénoménologiques, les formules et les techniques utilisées entre l’état initial et
l’état final de la simulation. Nous allons commencer par présenter le cœur du programme :
la dynamique, et la manière dont le modèle NJL se place dans cette dynamique. Nous
aborderons ensuite la seconde problématique de cette thèse qui est le problème de la
transition de phase via l’hadronisation. Après cela on expliquera les conditions initiales
utilisées, et leur influence sur la physique de l’évènement. Enfin, nous terminerons ce
chapitre par une discussion sur les limites de validité du code en tant que générateur
d’évènement, et sur les optimisations et améliorations à apporter.

Pour de plus amples détails sur les algorithmes utilisés dans ce programme, nous
invitons le lecteur à voir l’annexe H.

5.2 Modèle de transport

Ce qui est le plus important dans un programme de simulation dynamique, c’est bien
évidemment les équations de mouvement et la manière dont on les utilise. Nous avons

choisi de simuler la transition de phase d’une QGP vers un gaz de hadrons en utilisant le
modèle NJL. Ce modèle nous donne des masses et des sections efficaces à (T, µ) finis.
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start

Initialisation
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Désintégrations

Propagation

Analyse

end

time
loop

Fig. 5.2– Algorithme typique de dynamique moléculaire.

On va donc présenter les équations de mouvement et la phénoménologie utilisée pour
décrire le milieu. Ensuite on discutera en détail des variables thermodynamiques de ce
milieu.

5.2.1 Dynamique quantique relativiste
On peut résumer notre algorithme de simulation au plus simple avec la Fig. 5.2. Nous

allons commencer par décrire la propagation des particules. On rappelle les équations de
mouvement que nous utilisons (4.7.2) pour une particule i :

dqµi
dτ = pµi

Ei

dpµi
dτ = −

N∑
k=1

1
2Ek

∂Vk(qT )
∂qiµ

+ 〈collisions〉 ,
(5.2.1)

avec la somme des forces sur les N autres particules, et les collisions. La contrainte sur
l’énergie (4.4.14), qui sert à définir les équations de mouvement, est différente avec le
modèle NJL. On a une masse effective m∗ au lieu d’un potentiel V :

Ki = pi
µpiµ −m∗i

2 = 0 (5.2.2)

On utilise donc en pratique :

dpµi
dτ = −

N∑
k=1

m∗k
Ek

∂m∗k
∂qiµ

(5.2.3)
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Fig. 5.3– Masses du quark u, du quark s, du méson π, et
du méson K en fonction de (T, µ) avec le modèle NJL.

et on se sert de la dérivée de la masse effective comme d’un potentiel. On dispose de
la masse NJL en fonction de (T, µ) (Fig. 5.3). Les masses des quarks deviennent plus
grandes en dessous de la température et de la densité baryonique critiques, ils seront donc
contenus dans la phase plasma. À l’inverse, les masses des mésons sont minimales pour
de faibles températures et densités, elles augmentent au delà de la “ligne” de transition
de phase. Les mésons seront donc expulsés hors du plasma chaud et dense.

Dans notre cas, on se place à potentiel chimique nul et à tempé-
rature finie. Nous envisageons plus tard d’effectuer des simulations
à µ fini. Les variables que nous utilisons sont locales, chaque par-

ticule possède donc son (T, µ) propre. On va discuter de la définition de ces
variables thermodynamiques dans la prochaine sous-section.

Finalement, on décompose la dérivée de la masse effective telle que :

∂m∗k
∂qiµ

= ∂m∗k
∂Tk

∂Tk
∂qiµ

+ ∂m∗k
∂µk

∂µk
∂qiµ

(5.2.4)

avec Tk la température locale de la particule k, et en prenant ∂m∗k/∂µk = 0 à µk = 0.
La force dérivant de la masse effective n’est pas infinie, ce qui veut dire qu’il est possible
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Fig. 5.4– Schéma représentant le potentiel interquark pour la QCD (à
gauche) et masses NJL (à droite) des quarks u (trait plein), d (tirets) et
s (pointillés) [122], en fonction de la distance entre deux particules.

d’observer un quark libre aussi bien dans le plasma que dans le vide. On peut comparer le
potentiel de QCD et celui du modèle NJL (c’est-à-dire la masse) sur la Fig. 5.4. Attention
cependant, ces deux forces ne proviennent pas du même phénomène : celle de QCD vient
du confinement tandis que celle de NJL vient de la brisure de symétrie chirale.

Le mécanisme de confinement n’est pas expliqué par la QCD à ce jour. Même
l’ajout de la boucle de Polyakov au modèle NJL ne permet pas d’obtenir un potentiel
parfaitement confinant pour les quarks à grande distance. Ne sachant comment inclure
l’effet du confinement de manière pratique dans le code de simulation, et n’ayant pas toutes
les données relatives au modèle PNJL 1, nous faisons le choix de nous limiter au modèle
NJL. Comme nous l’avons déjà mentionné dans l’introduction générale, on suppose que la
brisure de symétrie chirale et les sections efficaces qui deviennent très grandes à l’approche
de la transition de phase seront des ingrédients suffisants pour obtenir une hadronisation.

L’explosion de ces sections efficaces élastiques et inélastiques a lieu à l’approche de
la transition de phase, mais également à l’approche du seuil en

√
s (Fig. 5.5). D’autres

modèles, comme par exemple PHSD, utilisent plutôt la densité scalaire (2.2.19), qui est
invariante de Lorentz. Dans ce cas, un simple test de densité permet d’hadroniser les
quarks proches qui s’échappent du QGP, mais ce n’est pas suffisant pour avoir des colli-
sions causales. Pour cela il faut revenir à la méthode décrite à la fin du chapitre 4. Dans
ce cas, c’est au centre de masse que l’on teste la collision en utilisant le pas de temps
entre deux états du système. On en revient donc à la trajectoire des particules via les
équations de mouvement.

Comme toutes les simulations numériques, le fait d’avoir une dynamique implique
d’avoir une évolution temporelle discrétisée. Le pas de temps qui en résulte doit être
judicieusement choisi pour éviter de rater certains processus (des collisions par exemple).
De plus, l’algorithme de résolution d’équations différentielles (ce sont nos équations de
mouvement) doit être suffisamment précis pour conserver l’énergie du système lors des
simulations.

1. En l’occurrence, il nous manque les sections efficaces, qui seront la prochaine étape de notre projet
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Fig. 5.5– Exemples de sections efficaces élastiques des modèles : NJL en fonction
de
√
s [47] (à gauche), et PHSD en fonction de la densité scalaire ρ [84] (à droite).

On doit prendre un pas de temps suffisamment petit pour que la valeur de
√
s pour

deux particules entre deux étapes ne change pas trop, sous peine de rater le pic d’explosion
des sections efficaces. Par rapport à l’angle entre les trajectoires de deux particules, on a :

Une solution évidente est de prendre un pas de temps très petit, mais cela est impossible
sinon les simulations seraient trop longues à effectuer (trop d’étapes de calcul). La solution
que nous avons choisie est d’utiliser la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 (Fig. 5.6, voir
annexe H pour le détail), qui donne d’excellents résultats pour les systèmes complexes
fortement couplés (par exemple dans le cas d’oscillateurs harmoniques [123]) même avec
un pas de temps assez large.

Fig. 5.6– Explication graphique de la méthode d’extrapolation de
Runge-Kutta d’ordre 4. À chaque étape, une nouvelle pente et un
nouveau point sont calculés, contribuant ainsi au résultat final.
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On remarque au passage que les données du modèle NJL utilisées dans notre étude
proviennent des travaux de [39], [124] et [64]. Ces données sont tabulées afin de gagner
du temps lors des simulations. On interpole les masses et les sections efficaces pour des
valeurs exactes de (T, µ,

√
s) en utilisant l’interpolation linéaire (voir annexe H).

Les paramètres des tables de masses et de sections efficaces sont les
suivants : T et µ vont de 0 à 500 MeV par cran de 20 MeV, et

√
s va

du seuil de réaction jusqu’à seuil+1200 MeV par cran de 75 MeV.
Malheureusement, l’échantillonnage des données en

√
s est trop faible pour

bien prendre en compte le pic proche du seuil. On s’attend donc à manquer
certains processus par la suite.

5.2.2 Milieu thermodynamique
Nous avons abordé les notions de température T et potentiel chimique µ locaux dans la

précédente sous-section. Du point de vue de la théorie des champs, définir une température
pour une particule dans un milieu infini à l’équilibre n’est pas très gênant. Pour les besoins
de la simulation et par souci de précision, nous allons définir et utiliser (T, µ) avec un
nombre fini d’éléments (N particules), dans un plasma hors équilibre, et pour chaque
particule (c’est-à-dire à un point donné de l’espace).

Pour parvenir à trouver une définition utilisable de T et µ, il est nécessaire de pas-
ser par l’expression d’autres quantités, comme par exemple : la densité fermionique ρF ,
qui exprime la quantité de fermions q et q̄ du système par unité de volume, et la den-
sité baryonique ρB (2.2.20), qui exprime le déséquilibre entre la quantité de fermions et
d’antifermions :

ρF (T, µ) = Nq

V
+ Nq̄

V
= g

∫ ∞
0

(
f+ + f−

) d3p

(2π)3(~c)3

ρB(T, µ) = Nq

V
− Nq̄

V
= g

∫ ∞
0

(
f+ − f−

) d3p

(2π)3(~c)3 ,
(5.2.5)

avec le facteur de dégénérescence g = 2 × 3 × 3 = 18, et f± la distribution de Fermi
(2.2.18). On note que ρF et ρB ne sont pas invariants de Lorentz. On ne dispose que
des quantités (qµ, pµ) numériquement, mais on voudrait exprimer (T, µ) = f(qµ, pµ). On
peut utiliser les définitions (5.2.5) pour obtenir (détail du calcul dans l’annexe H) :
• pour une température T � m (la masse moyenne des constituants) et un potentiel

chimique µ = 0, on peut réécrire la densité fermionique comme :

ρF = g

π2

(
T

~c

)3
, (5.2.6)

• pour un potentiel chimique µ 6= 0 et µ � T , quelle que soit la masse m des
particules, on peut réécrire la densité baryonique comme :

ρB = g

6π2

(
µ

~c

)3
. (5.2.7)
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Fig. 5.7– Voisinage d’une particule.

C’est grâce à ces densités que l’on va pouvoir introduire la notion de localité. On se
propose d’utiliser la quantité invariante 0 < Rij(q′T ) < 1 (4.4.11) afin de comptabiliser les
voisins proches autour d’une particule (Fig. 5.7). On fait également l’hypothèse d’un
équilibre local. Le modèle NJL a pour degrés de liberté : des quarks à haute température,
et des hadrons à basse température. On comptabilise donc chaque particule –quark ou
hadron– comme un seul élément. On redéfinit les densités fermioniques et baryoniques de
la façon suivante :

ρFi =
∑
j 6=i

Rij

ρBi =
∑
j 6=i

Rij Sign(j) ,
(5.2.8)

avec

Sign(j) =


1 pour les fermions
−1 pour les antifermions

0 pour les bosons (mésons)
. (5.2.9)

Définition : Température et potentiel chimique locaux

Finalement on utilise les densités (5.2.6), (5.2.7) et (5.2.9) pour avoir :

Ti =(~c)
(
π2

g

)1/3
∑
j 6=i

Rij

1/3

µi =(~c)
(

6π2

g

)1/3
∑
j 6=i

Rij Sign(j)
1/3

,

(5.2.10)

avec lesquelles on peut étudier les systèmes de quarks tel que le QGP
(grande T , µ ≈ 0), ou bien les étoiles de quarks et la matière nucléaire
condensée (T ≈ 0, grand µ).

Ces paramètres locaux permettent de décrire très précisément les fluctuations de
densité locales, comme la clusterisation. Le calcul de ces paramètres est effectuée pour
chaque modification de l’état du système : c’est-à-dire après les routines de propagation,
de collision, et de désintégration.
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Fig. 5.8– Température locale en fonction de la distance
moyenne pour différents nombres de particules voisines.

Nos définitions de température et de potentiel chimique sont problé-
matiques dans le sens où l’on sait que T et µ ne sont pas invariants
de Lorentz, tandis que les équations (5.2.10) le sont. Nous faisons le

choix du référentiel de la simulation : le centre de masse de la collision d’ions
lourds. Nous n’avons donc pas de problème avec les définitions choisies.

Avec une telle définition de densité, on dispose de tous les éléments nécessaires pour
achever la description d’un potentiel local avec les masses NJL. La seule inconnue qui
reste encore est la valeur de la constante L présente dans Rij. Cette valeur définit en
quelque sorte la largeur de la fonction de distribution d’une particule.

Afin de donner une valeur à cette constante, on utilise le Particle Data Book (PDG)
[8] pour trouver le rayon électromagnétique des particules comme le pion (rπ = 0.672
fm), ou le proton (rp = 0.842). On considère que la largeur de la fonction de distribution
du quark doit être plus petite que celle du pion. On prend donc L = 0.5 fm. Cela donne
une température en fonction de la distance moyenne interquark r représentée sur la Fig.
5.8. On voit bien que pour de petits clusters de particules, la température peut tout de
même atteindre la température critique de la transition de phase.

Le lecteur averti aura tout de suite souligné le fait qu’il est impropre de parler de tem-
pérature pour un si petit système. En réalité, une température est une question d’échelle :
avec un nombre suffisamment grand de particules la notion de température reste correcte,
le tout est de fixer ce nombre. Pour une seule particule la température n’a pas de sens,
alors que pour deux particules on peut mesurer une énergie cinétique, et par conséquent :
une température. Il est également impropre de parler de température relativiste [125]. En
revanche, il est correcte de définir une densité invariante, qui soit elle-même pondérée par
~c pour retrouver une température dépendante du référentiel (5.2.10).

Tous ces arguments nous permettent de valider l’utilisation de nos définitions de
potentiels pour une application à une dynamique moléculaire quantique et relativiste. Il
reste maintenant à voir comment se place l’hadronisation dans cette dynamique.
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Fig. 5.9– Collision entre deux particules dans un milieu réaliste.

5.3 Hadronisation

La dynamique que nous utilisons contribue à simuler l’expansion du QGP. Quel sont les
processus qui contribuent à la transition de phase, et par conséquent à l’hadronisation ?

Nous en avons deux types dans notre code pour le moment : les collisions 2→ 2 (élastiques
et inélastiques), et les désintégrations des mésons.

Nous rappelons que dans nos simulations, nous n’avons inclus que les quarks u , d,
s, et les mésons pseudo-scalaires π, K et η. Nous ne tenons pas compte des mésons
scalaires ni du méson η′, car les sections efficaces de production sont extrêmement faibles.

Pour résumer, les collisions et désintégrations que nous incluons dans notre code sont :
• q q → q q,
• q q̄ → q q̄,
• q q̄ →M M ,
• M → q q̄,

avec les quarks q, les antiquarks q̄, et les mésonsM . On remarque que nous n’avons pas la
detailled-balance de nos processus d’hadronisation, c’est-à-dire les processusM M → q q̄.
Même si les sections efficaces sont faibles (Fig. 2.21), il est souhaitable d’ajouter ces
processus dans le code.

Les collisions inélastiques vont contribuer à hadroniser le milieu tandis que les dés-
intégrations des mésons instables vont contribuer à retarder la transition de phase. Le
rôle des collisions élastiques est de thermaliser le plasma. Cette thermalisation va aussi
jouer un rôle très important, car dans un milieu non thermalisé, les particules initiales
produites possèdent des trajectoires moins désordonnées, et donc un

√
s soit très proche

du seuil, soit du maximum.
Ce n’est plus le cas dans un plasma thermalisé. Avec les sections efficaces NJL, on va

avoir une thermalisation qui prend du temps : un temps comparable à celui de la durée de
vie du plasma car l’explosion des sections efficaces élastiques et inélastiques se produit
en même temps. Il sera donc intéressant de voir l’influence de cette thermalisation sur
l’hadronisation.

On peut schématiser les processus de collision et de désintégration sur les Fig. 5.9 et
5.10 (respectivement). On y voit que dans un milieu réaliste, et grâce au potentiel local
(c’est-à-dire propre à chaque particule) que nous avons, les (T, µ) de chaque particule
d’entrée et de sortie peuvent être différentes. Comment applique-t-on alors ces processus
en pratique dans le code ?

Ne pouvant calculer des sections efficaces pour des particules de différents (T, µ), on
prend lamoyenne des valeurs des particules d’entrée. Rigoureusement parlant, il faudrait
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Fig. 5.10– Dissociation des mésons dans un milieu réaliste.

aussi tenir compte des caractéristiques des particules de sortie, mais cela est impossible
à prédire. On considère valables les sections efficaces à (T, µ) finis lorsque elle est très
grande (c’est-à-dire lorsque la distance entre les particules est grande et que leurs (T, µ)
sont très différents).

De la même façon, pour les désintégrations, on utilise les propriétés du méson lui-
même en entrée. En plus d’avoir des (T, µ) différents en sortie, on note que l’écartement
spatial entre les particules en sortie peut être différent de celui des particules d’entrée.
Cela est dû aux propriétés quantiques des particules (fonction de distribution et dualité
onde-corpuscule). L’ajout de ces propriétés est très complexe, et semble exagéré pour un
modèle aussi simplifié que le notre. Finalement, pour des collisions 2→ 2 nous conservons
la même position pour les particules d’entrée et de sortie, et pour les désintégrations
nous posons “à la main” un écartement de 0.1 fm afin d’éviter une brisure de densité
locale trop importante.

Dans tous les cas le fait de changer l’écartement, ou même la masse
ou l’impulsion (c’est-à-dire de faire une collision ou une désintégra-
tion) conduit au même résultat : la densité locale change, et par

conséquent, la température et le potentiel chimique aussi. Cette brisure va
avoir pour conséquence de perturber le calcul des masses à chaque étape,
et va donc briser la conservation de l’énergie totale. En pratique, on place
une routine de vérification qui compense les variations de masses avec l’im-
pulsion des particules (E2 = p2 +m2) afin de conserver l’énergie de chaque
particule lors de ces brisures de densité.

Toujours dans le souci de respecter la conservation de l’énergie dans le système, on
calcule les impulsions de sortie des particules (numérotées 3 et 4) dans le centre de masse
avec :

‖p3‖ = ‖p4‖ = 1√
s

√
(s− (m3 +m4)2) (s− (m3 −m4)2) (5.3.1)

dans le cas des collisions d’énergie
√
s, et avec

‖p3‖ = ‖p4‖ = 1
2M

√
(M2 − (m3 +m4)2) (M2 − (m3 −m4)2) (5.3.2)

dans le cas des désintégrations d’un hadron de masse M en deux éléments. On teste
toujours les seuils de réaction (les termes dans la racine carrée) numériquement afin qu’ils
soient supérieurs à 0, car on utilise des tables de sections efficaces et de largeurs de
désintégration (au lieu de fonctions continues).
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Fig. 5.11– Collisions possibles pour les couples de particules 1-2 et 1-3.

5.3.1 Libre parcours moyen
La méthode de collision qui est utilisée dans notre programme est celle décrite dans

la dernière section du Chapitre 4. C’est une méthode moléculaire, relativiste et causale,
pour des collisions 2→ 2.

Le problème de cette méthode de collision est qu’elle dépend du pas de temps de
la simulation. Un pas de temps trop long nous fait négliger des collisions, et un pas de
temps trop court augmente le temps de simulation (Fig. 5.11). Afin d’estimer le pas de
temps optimal nous avons tenté deux approches : analytique et numérique.

Tout d’abord l’approche numérique : on simule une boîte cubique de côté a = 3
fm, dans laquelle on place N = 30 particules sans interactions hormis des collisions
élastiques, avec une section efficace fixe de 1 ou 5 mb. La boîte possède des conditions de
réapparition sur le bord opposé (milieu pseudo-infini). Chaque simulation sera effectuée
pour une durée de 10 fm/c, afin d’être sûr que les particules parcourent plusieurs fois la
taille de la boîte. Ces particules ont une masse fixe de m = 200 MeV avec une impulsion
tirée aléatoirement de manière isotrope entre 100 et 300 MeV.

Fig. 5.12– Nombre total de collisions pour des simulations dans une boîte, pour différents
pas de temps ∆τ , avec une section efficace constante de 1 mb (à gauche) et 5 mb (à
droite).

Sur la Fig. 5.12, on observe le résultats pour des pas de temps ∆τ différents, avec
à chaque fois 1000 simulations moyennées. On constate que pour un pas de temps suffi-
samment petit, le nombre de collisions sature, et que pour un pas de temps trop grand,
le nombre moyen de collisions diminue. C’est ce qu’on s’attendait à observer, en revanche
on voit que le pas de temps optimal n’est pas le même pour chaque section efficace. Il
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est logique d’obtenir plus de collisions avec une plus grande section efficace, mais le fait
que le pas de temps change vient en fait d’un autre phénomène : le libre parcours moyen.

Définition : Libre parcours moyen

Dans un milieu peu dense, comme un gaz, le libre parcours moyen ` se
définit comme :

` =
(√

2 σ ρ
)−1

= vrel. ∆τ (5.3.3)

où σ est la section efficace moyenne, et ρ est la densité moyenne du
milieu. Cette définition ne fonctionne évidemment que si la variance de
la densité et de la section efficace est faible et que si le milieu est dilué,
c’est-à-dire si

` > d =
√
σ/π , (5.3.4)

où d est la rayon géométrique provenant de la section efficace σ.

On sait que le pas de temps optimal ∆τopt sera différent de ∆τ . Mais quelle valeur
prendre en pratique ? Dans notre cas, on a des particules de masse m environ égales à
l’impulsion p, donc on a vrel. ' 1/

√
2. On peut donc écrire :

∆τ = (σ ρ)−1 . (5.3.5)

Avec les conditions que nous avons prises pour les simulations, avec (5.3.3) on trouve :
• pour σ = 1 mb : ∆τ = 10 fm/c,
• et pour σ = 5 mb : ∆τ = 2 fm/c.

Ces chiffres semblent sensés au regard du nombre total de collisions pour chaque section
efficace. Or si l’on regarde de plus près la Fig. 5.12, on voit que l’on trouve un pas de
temps optimal de :
• ∆τopt = 5.10−2 fm pour σ = 1 mb ,
• ∆τopt = 10−2 fm pour σ = 5 mb .

Il y a donc un même facteur de 200 entre les valeurs de ∆τ et ∆τopt.
On va prendre un facteur de 200 en pratique dans nos simulations, afin de comp-

tabiliser toutes les collisions sans avoir trop d’étapes de temps. On rappelle qu’ici les
simulations ont été effectuées sans potentiel, et que dans le cas réaliste, les collisions
auront lieu avec des trajectoires courbes.

Au final, on utilisera en pratique un pas de temps adaptatif (c’est-à-dire que l’on
réactualise ce pas de temps à chaque étape de temps) défini comme :

∆τopt =
(
200
√

2 vrel. σ ρ
)−1

. (5.3.6)

On recalcule en fait la section efficace moyenne, la densité moyenne, et la vitesse relative
moyenne à chaque étape.

Si l’on tient compte du fait que les trajectoires des particules ne sont pas trop courbées
avec un pas de temps suffisamment petit, et que l’évolution de la densité et des sections
efficaces est douce, cette approximation reste correcte. Malgré tout, à l’approche de la
transition de phase, les sections efficaces explosent, et le plasma se comporte plus comme
un liquide (forte viscosité) qu’un gaz. On considère que l’équation 5.3.6 est adaptée à
cette situation.
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5.3.2 Les problèmes de l’hadronisation
On voit qu’entre la méthode de collision (relativiste, et avec les sections efficaces NJL

qui explosent), le pas de temps numérique adaptatif, et les potentiels utilisés (avec les
masses NJL), il n’est pas facile de savoir si la physique observée sera conforme à la réalité.
En l’occurrence dans la Nature, l’hadronisation est totale et on n’observe pas de quark
libre. Plusieurs autres problèmes peuvent encore apparaître pour gêner l’hadronisation :
• Une température locale veut dire que l’hadronisation sera localisée au niveau des

zones de basse densité, et présentera un mélange entre les quarks et les hadrons. Il
est possible que nos méthodes numériques ne soient pas assez précises pour décrire
un système très hétérogène avec des fluctuations locales de viscosité assez fortes :
des résidus de groupes de quarks pourraient apparaître.
• Les quarks libres évoqués lors de la description de la dynamique pourraient être

très nombreux et échapper au processus d’hadronisation. Il faudrait ajouter des
processus qq̄ →M et q →Mq en tenant compte des rétro-diffusions avec dσ/d cos θ
pour éviter ce genre de problème.
• Peut-être que notre hypothèse de départ est fausse : c’est-à-dire que le confinement

de couleur joue vraiment un rôle dans la description de l’hadronisation, et qu’il est
indispensable à son bon fonctionnement.
• Enfin, les conditions initiales de nos simulations sont également un point crucial.

Par exemple, en revenant sur le phénomène de quark libre dans le vide, que se
passerait-il si des quarks étaient initialement présents au bord du plasma avec une
très grande impulsion transverse dès le début de la simulation ? Faut-il trouver un
moyen d’hadroniser ces quarks, ou bien sont-il tout simplement issus de conditions
initiales non-réalistes ?

5.4 Conditions initiales
Notre modèle de conditions initiales utilise un tirage Monte-Carlo qui s’inspire du

modèle de Glauber (section 3.3.1), mais appliqué directement aux partons. En effet, on
peut décomposer notre code en plusieurs étapes. Tout d’abord, on utilise une fonction de
distribution de densité de particules qui nous donne leur position, puis on distribue les
partons dans l’espace des phases. Quelle est alors la différence avec les autres modèles ?

Tout d’abord la structure de la zone de recouvrement que l’on définit est une ellipse
avec différents paramètres initiaux. Ce qui veut dire que l’on a moins de fluctuations
dans la forme géométrique du plasma que ce qui est fait en pratique avec le modèle de
Glauber. On utilise, comme dans le modèle de Glauber, le nombre de nucléons par noyau
A pour calculer leur rayon moyen r de ces noyaux :

r = r0 A
1/3 (5.4.1)

avec le rayon de Bohr r0 = 1.25 fm. Ensuite, on utilise le paramètre d’impact b de la
collision pour définir la largeur xE et la hauteur yE de l’ellipse :

xE = r − b/2

yE =
√

(r − b/2)(r + b/2)
. (5.4.2)
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Fig. 5.13– Fonction de distribution en tempéra-
ture initiale en fonction du rayon normalisé.

L’épaisseur zE de cette ellipse est la même que la largeur xE, mais avec la contraction
due au boost de Lorentz qui dépend de l’énergie par nucléon √sNN :

zE = xE/γ = xE
2mN√
sNN

. (5.4.3)

Tous les paramètres de base (A,b,√sNN) nous donnent ainsi la structure géométrique de
l’ellipse. Ensuite, on peuple cette structure avec des partons. On sait qu’à une énergie
donnée √sNN on a une certaine densité de particules en fonction des interactions et
des fluctuations. Cette densité d’énergie donne une température locale, pour chaque petit
élément de plasma.

Pour simplifier notre modèle de conditions initiales, on va simplement définir une
température initiale globale T0 qui correspond approximativement à la densité d’énergie
créée par le faisceau incident, et considérer que le potentiel chimique µ initial est nul.
De ces paramètres (T0, µ0), on peut extraire la densité de partons à l’équilibre, selon les
différentes espèces chimiques (quarks u, d, et s). On utilise la distribution thermique de
Fermi f±(E, T, µ) (2.2.18) pour obtenir la densité :

ρ = N

V
= g

∫
f±

d3p

(2π)3(~c)3 (5.4.4)

où g est la dégénérescence (par exemple si on s’intéresse au quark d̄, elle est de g = 2∗3 = 6,
2 pour le spin et 3 pour la couleur), N est le nombre de quarks de l’espèce voulue, et V
est le volume du système. En l’occurrence, on a une ellipse de volume :

V = 4
3π xEyEzE (5.4.5)

On note que l’on prend le volume sans tenir compte du boost de Lorentz. En effet, la
densité calculée ici l’est dans un référentiel au repos et elle n’est pas invariante de
Lorentz.

Pour effectuer notre distribution, on utilise une distribution en température (Fig.
5.13) plutôt qu’en densité de nucléons. De cette distribution, on connait la masse des
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Fig. 5.14– dN/r2dr, avec r la distance du centre de l’ellipse, par rapport à notre
distribution en température avec µ = 0 MeV et les masses NJL pour les quarks.

quarks en fonction de leur saveur et de leur position. On utilise ensuite cette distribution
en fonction du “rayon” moyen de l’ellipse initiale (rayon qui dépend bien sûr de l’angle). De
là, on obtient le nombre de quarks N de chaque espèce pour différentes couches d’ellipse,
ainsi que leur masse m respective. Ensuite, on effectue le Monte-Carlo pour obtenir les
positions q et impulsions p de chaque particule de manière isotrope.

L’ensemble des résultats de simulation que nous présenterons tout au long de ce
chapitre et du chapitre suivant est effectué avec les paramètres suivants :
• collision Plomb-Plomb : A = 208 nucléons,
• énergie du RHIC : √sNN = 200 GeV,
• conditions thermodynamiques initiales : (T0 = 350 MeV, µ = 0 MeV).

Nous ferons varier le paramètre d’impact pour étudier le comportement de l’expansion et
de la transition de phase pour différentes tailles de plasma. Il est intéressant de présenter
les résultats que nous obtenons pour les conditions initiales pour une simulation avec un
assez grand nombre de particules. La plus grande simulation que nous ayons effectué est
pour b = 6.5 fm, avec environ 2500 particules.

Il est important de noter que même si nous ne faisons que des
simulations avec µ = 0 (c’est-à-dire que Nq = Nq̄), il est possible
dans notre modèle d’initialiser un système avec µ 6= 0. Dans ce cas,

on arrondit tel qu’on ait |Nq − Nq̄| mod 3 = 0, ceci pour être sûr que l’on
retrouve des nucléons dans l’état final (même si pour le moment nous n’avons
pas inclus les baryons en pratique).
De plus, nous n’introduisons que des quarks dans la distribution, jusqu’au
bord de la zone de recouvrement. Pourtant, il est clair qu’une phase hadro-
nique est déjà présente tout autour du QGP. Nous ne nous intéressons pas
à cet aspect des conditions initiales pour l’étude de l’hadronisation pour le
moment.

Sur la Fig. 5.1 on a un vue directe de la distribution de particules en 3 dimensions
provenant de notre programme. La Fig. 5.14 montre quant à elle la distribution du
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Fig. 5.15– Distributions des masses, impulsions, températures et densités de
fermions en fonction de la distance du centre de l’ellipse pour l’état initial.

nombre de particules de chaque espèce en fonction de la distance par rapport au centre de
l’ellipse. On voit que cette distribution reproduit assez bien la distribution en température
initialement choisie, avec cependant une pondération par la variation des masses NJL.

On peut maintenant regarder d’autres distributions, en fonction de la distance au
centre (Fig. 5.15), pour les quarks légers (u, d) et lourds (s). On a
• la masse, qui augmente au bord du plasma car la température diminue (masse

NJL), ce qui est une parade intéressante pour le manque de confinement dû à
l’absence des gluons (pseudo-confinement inertiel),
• l’impulsion, qui diminue à cause de la baisse température et aussi de l’augmentation

des masses,
• la densité locale de fermions (qui sera explicitée dans la section (5.2.2)), qui

diminue également au fur et à mesure que l’on s’approche du bord de l’ellipse
(d’ailleurs on remarque deux pentes bien distinctes car l’ellipse n’a pas les mêmes
largeur et hauteur),
• et la température locale (également définie dans la section (5.2.2)), qui est propor-

tionnelle à la densité locale de fermions (ce qui la rend différente de la distribution
en température initiale).
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Fig. 5.16– Nombre de particules initiales et finales en fonction du
paramètre d’impact b (à gauche) et le temps de simulation corres-
pondant (à droite) sur une machine mono-cœur de 3 GHz.

On rappelle que notre modèle de conditions initiales est uniquement censé reproduire
la phénoménologie du QGP. Pour une description plus quantitative, il nous faudrait
implémenter des conditions initiales comme celles du modèle EPOS (Fig. 5.18). Nos
conditions suffisent pour le moment pour reproduire certains comportements de base tels
que la création d’un flot elliptique, l’hadronisation, . . .etc.

Si on regarde attentivement le nombre de particules initiales et finales pour différents
paramètres d’impact (Fig. 5.16), on voit immédiatement qu’il y a plus de particules dans
l’état final que dans l’état initial, car nous prenons en compte la création de pré-hadrons,
puis leur désintégration en deux quarks dans le milieu.

On remarque aussi que pour des simulations centrales, avec b = 0 fm, le nombre
de particules est très grand. Si la précision des calculs est primordiale afin d’éviter de
propager les erreurs et d’obtenir des phénomènes non physiques, le temps de calcul est
aussi un facteur clé. Les simulations avec un pas de temps optimal si petit, avec autant de
particules, et avec des interactions aussi complexes sont très longues à effectuer. Un ordre
de grandeur typique de durée est : plusieurs jours voire plusieurs semaines. Ceci est
inacceptable pour faire des statistiques suffisantes. On doit donc trouver un compromis
entre précision et rapidité de calcul.

5.5 Optimisations du code

Avant de discuter des optimisations possibles que l’on peut apporter à la phénoménologie
ou aux méthodes numériques, nous allons d’abord présenter quelques résultats. Si on

revient d’abord sur la Fig. 5.16, on voit que l’idéal serait de faire des simulations de l’ordre
d’une heure au lieu de plusieurs mois. Il faut donc trouver une manière d’augmenter la
vitesse des simulations par un facteur 1000.

Si d’un autre coté on regarde la conservation de l’énergie (Fig. 5.17) pour une grosse
simulation (ici on prend celle que nous avons présentée avec b = 6.5 fm), on voit qu’elle
est excellente : la variation de l’énergie est de ±0.05 % de l’énergie totale
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Fig. 5.17– Variation de l’énergie totale initiale, pour une simulation avec b = 6.5 fm.

Cette énergie totale subit de petits sauts dûs à des désintégrations ou des collisions
inélastiques qui changent la densité locale et les masses des particules. La routine que
nous avons alors créée pour équilibrer l’énergie entre la masse et l’impulsion des particules
voisines n’est pas en cause. Cela vient de la granularité des tables de masses et de sections
efficaces [39]. Cela se répercute sur notre code en autorisant parfois des collisions ou
désintégrations avec un manque de précision. On peut voir que ce problème est minime,
et qu’il n’apparaît que très rarement, même pour une grosse simulation.

Passons maintenant à l’optimisation de temps de calcul de notre code. La première
chose que l’on peut faire pour cela est de diminuer soit le nombre d’étapes de calcul, soit de
diminuer le nombre de particules lui-même. Comme on a vu que le pas de temps optimal
permet de comptabiliser toutes les collisions qui peuvent être nécessaires à l’hadronisation,
il ne reste que le nombre de particules. C’est une bonne nouvelle car, comme on l’a déjà
dit : notre modèle n’est pas parfaitement réaliste, et en l’occurrence, il surestime beaucoup
le nombre de particules en assumant une densité d’énergie élevée et constante dans toute
l’ellipse : ce n’est pas le cas en pratique.

Fig. 5.18– Distribution transverse en densité d’énergie pour le modèle
EPOS, avec les mêmes paramètres que notre modèle de conditions ini-
tiales. Les zones entourées en vert sont des boules de QGP potentiel.



142 INTEGRAL

La Fig. 5.18 montre une condition initiale réaliste provenant du modèle EPOS. On
voit que le volume réel du plasma formé est beaucoup plus petit que l’ellipse : seules
quelques boules de QGP sont formées, le reste étant un gaz de hadrons. On peut espérer
diviser le nombre de quarks initiaux d’un facteur 2 à 10 selon le paramètre d’impact.

On pourrait également faire le choix d’augmenter un peu le pas de temps afin de
gagner encore un peu de temps de simulation au détriment du nombre de collisions total,
mais le jeu en vaut-il la chandelle ? Les ordinateurs actuels permettent d’effectuer des
calculs très complexes, et depuis peu permettent aussi d’effectuer des calculs en parallèle.
On parle alors de parallélisme.

Définition : Parallélisme

En informatique, le parallélisme consiste à implémenter des architec-
tures d’électronique numérique permettant de traiter des informations
de manière simultanée, ainsi que les algorithmes spécialisés pour celles-
ci. Ces techniques ont pour but de réaliser le plus grand nombre d’opéra-
tions en un temps le plus petit possible (c’est-à-dire optimiser le calcul).

La complexité d’une dynamique moléculaire vient du calcul des forces et des collisions
(N particules utilisent les N − 1 voisins pour les potentiels et les collisions). On a donc
une complexité de simulation qui n’est pas linéaire en O(N), mais quadratique en O(N2).

Des approches adaptatives à N-corps ont été développées dans le cadre d’un très
grand nombre de particules, et arrivent à avoir des simulations en O(N log(N)) [126]
voire même en O(N) (comme le programme de [127]) ! Mais notre problématique étant
plus complexe vis-à-vis de la nature de l’interaction, on doit, malheureusement, utiliser
l’approche complète en O(N2).

Pour l’instant notre code de simulation se fait étape par étape : c’est une procédure
qui est qualifiée de scalaire. En modifiant le code de simulation afin d’utiliser plusieurs
cœurs d’exécution on peut, en théorie, faire les calculs plus vite. Ces cœurs d’exécution
peuvent prendre des formes variées (Fig. 5.19).

Fig. 5.19– Central Processor Unit (CPU) avec 8 cœurs d’exécution complexes
(à gauche) et Graphic Processor Unit (GPU) avec 1600 cœurs simples (à droite).
OpenCL permet d’utiliser aussi bien les deux composants, pour des applications
complexes comme pour des applications massivement parallèles.
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Le language OpenCL a été créé en 2008 afin d’utiliser du code parallèle. Les librairies
standards OpenCL peuvent être incluses dans du code C/C++ ou Fortran, et sont compa-
tibles avec tout type de matériel informatique (contrairement à des langages concurrents
propriétaires tels que NVIDIA CUDA). La compatibilité de ce langage va des CPU aux
consoles de jeux et téléphones portables, en passant par les cartes graphiques.

Actuellement, les CPU regroupent de 2 à 12 cœurs d’exécution, très complexes et très
adaptables, avec une mémoire cache (c’est-à-dire une mémoire intégrée) relativement im-
portante. Les cartes graphiques, quant à elle, regroupent des centaines de cœurs beaucoup
plus simples, et avec moins de mémoire cache. C’est justement ce qui nous intéresse.

On peut décomposer notre code de simulation en petites fonctions très simples qui
peuvent s’exécuter de manière totalement indépendante les unes des autres : c’est le cas
idéal pour paralléliser le code tournant sur une machine donnée :

R = 1
(1− s) + s

N

, (5.5.1)

avec le nombre de processeurs N et la proportion d’activité parallélisable s (en pourcent).
Dans le cas idéal où on dispose d’un code 100% parallélisable, on obtient alors :

R = N (5.5.2)
Par chance, c’est notre cas. Dans la mesure où l’on décompose les simulations en plusieurs
pas de temps et en plusieurs étapes (collision, désintégration, propagation), on a un code
scalaire, mais chacune de ces étapes est complètement parallélisable. En théorie, on peut
donc obtenir une accélération d’un facteur N . Implémenter OpenCL et paralléliser le code
dans son ensemble va être notre prochain projet. On pourra ainsi avoir suffisamment de
statistiques pour affiner nos résultats.

5.6 Conclusion

Pour conclure sur ce chapitre, on peut dire que la simulation de l’expansion et la tran-
sition de phase d’un plasma de quarks et d’antiquarks est une chose complexe, autant

d’un point de vue théorique, que phénoménologique, et que numérique.
Avant toute chose, notre code a pour but de vérifier que le modèle NJL est une

solution adaptée pour décrire correctement la physique de la transition de phase de
manière dynamique. Ensuite, l’étude elle-même de cette transition est intéressante. Ce
chapitre résume en quelque sorte toutes les questions et les problèmes que nous avons
rencontrés au cours du développement du code, comme par exemple : le potentiel local,
les collisions dans un milieu réaliste, . . .Les réponses à ces questions ont été adoptées dans
l’optique de garder un code précis, sans l’être de manière démesurée.

Notre code de simulation est un code entièrement développé au laboratoire Subatech.
Ce développement simultané de la dynamique relativiste avec le modèle NJL et la phéno-
ménologie que nous employons a entrainé de nombreuses questions sur la validité du code,
ce qui nous a permis de le perfectionner autant que possible d’un point de vue contenu
physique. Une publication est en cours de réalisation afin d’expliquer en détail le code
et les algorithmes utilisés. En attendant, nous allons maintenant présenter les premiers
résultats très encourageants que nous avons obtenus cette année.
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6 Résultats de simulations

« A theory is something nobody believes, except the person who
made it. An experiment is something everybody believes, except
the person who made it. »

Albert Einstein (1879-1955)

Fig. 6.1– Distribution d2N/d∆φd∆η entre les particules trigger et les
particules associées, pour une seule simulation avec b = 6.5 fm.
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Fig. 6.2– Comparaison entre notre excentricité ε (gauche)
et les résultats de Glauber et du CGC [90] (droite).

6.1 Organisation

Maintenant que nous avons discuté le modèle théorique que nous utilisons et son im-
plémentation numérique, il est temps de présenter les résultats de nos simulations. Ces

résultats seront systématiquement comparés aux résultats des autres modèles théoriques
que nous avons déjà présentés dans le chapitre 3.

Notre code de simulation est encore en phase de développement,
et les résultats présentés ici sont des résultats préliminaires. De
plus, nous n’avons pas encore inclus certains éléments comme la

detailled-balance ou bien les baryons. Pour l’instant, on va s’intéresser aux
phénomènes physiques importants à observer (qualitativement plutôt que
quantitativement).

Comme pour les autres modèles théoriques, nous allons présenter les résultats en
plusieurs étapes : tout d’abord les résultats des conditions initiales, puis ceux du transport
des particules, et enfin on terminera par l’hadronisation et la transition de phase.

6.2 Conditions initiales

Si on reprend les résultats des modèles de Glauber et du CGC, on voit que la première
chose qui est testée, c’est l’excentricité ε et le flot elliptique v2 correspondant pour

différentes tailles de systèmes. Cette taille est sélectionnée via le paramètre d’impact b ou
par le nombre de nucléons participants. Dans notre cas, on ne connait pas le nombre de
participants, notre variable est le paramètre d’impact.

On voit sur la Fig. 6.2 que notre excentricité est plus élevée que les autres mo-
dèles. Cela était prévisible, puisque nous saturons l’ellipse initiale en quarks, avec un
minimum de fluctuations. Le calcul théorique (3.2.16) montre donc que nous avons une
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Fig. 6.3– Notre flot elliptique v2 en fonction du paramètre d’impact
(à gauche), et les résultats de Glauber et du CGC [90] (à droite).

excentricité linéairement proportionnelle à b, tandis que les autres modèles s’écartent de
cette linéarité en prenant en compte des fluctuations bien plus importantes. Nous ne nous
intéressons pas aux fluctuations en priorité, mais à l’expansion (transport) et la transition
de phase (hadronisation).

Le flot elliptique formé lors de l’expansion est également très intéressant. On voit bien
sur la Fig. 6.3 que le flot suit un comportement parfaitement en accord avec les simulations
des autres modèles. Encore une fois, le v2 maximum est surestimé car l’excentricité initiale
est plus grande dans notre modèle.

On retrouve un comportement phénoménologique évident : le flot
elliptique augmente linéairement avec l’excentricité de la collision,
puis diminue pour les collisions très périphériques. Dans ces colli-

sions il y a peu d’interactions, et donc l’excentricité n’a pas le temps d’être
transformée en un flot transverse.

Au final, la distribution du flot elliptique en fonction du paramètre d’impact, est une
distribution en cloche. On ne peut pas comparer directement la valeur maximale du flot
avec les autres modèles car nous prenons en compte toutes les particules pour toutes les
rapidités, alors que les autres modèles se calent sur l’expérience et utilisent uniquement
les particules chargées à mid-rapidité. Nous actualiserons les résultats avec ces coupures
très prochainement.

Le résultat vraiment intéressant est le ratio v2/ε (Fig. 6.4) car il ne dépend plus
de la structure des conditions initiales, mais uniquement du phénomène de conversion de
l’excentricité initiale en flot elliptique. On observe très bien la saturation pour les collisions
centrales (petit paramètre d’impact b), où le ratio est presque constant, et la disparition
du flot pour les collisions très périphériques, où le plasma ne vit pas assez longtemps
pour développer un flot. L’expérience montre des résultats similaires (avec le nombre de
participants à la place du paramètre d’impact).
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Fig. 6.4– Notre ratio v2/ε en fonction de b (à gauche) et les
résultats de l’expérience en fonction de Npart [80] (à droite).

Nos conditions initiales, même si elles sont beaucoup plus simples que celles des autres
modèles théoriques, présentent les mêmes caractéristiques générales vis-à-vis de la dyna-
mique de l’expansion. Grâce à la vérification du phénomène de transformation de l’ex-
centricité en flot transverse, on peut maintenant s’intéresser de plus près au mécanisme
microscopique du transport et de la transition de phase.

6.3 Transport et thermodynamique

Les résultats correspondants au transport des particules entre l’état initial et final se
classent en deux catégories :
• les résultats comparables à l’expérience qui dépendent des observables définies dans

le chapitre 3, et que l’on va comparer aux autres modèles théoriques,
• et les résultats propres à notre code de simulation, qui nous donnent des relevés

microscopiques des particules elles-même.
Toutes les simulations effectuées, ont été produites avec le même jeu de paramètres que
nous avions pris pour les conditions initiales, c’est-à-dire :
• collision Plomb-Plomb : A = 208 nucléons,
• énergie du RHIC : √sNN = 200 GeV,
• conditions thermodynamiques initiales : (T0 = 350 MeV, µ = 0 MeV).

On présentera les résultats pour différents paramètres d’impact b.
On peut présenter les résultats en commençant par les corrélations angulaires (3.2.11).

Nous avons besoin de sélectionner des particules trigger, et leurs partenaires associés. Nous
prendrons comme trigger les particules ayant un pT > 1.2 GeV, et les particules associées
seront celles avec 0.8 < pT < 1.2 GeV. Ces gammes d’énergie ne sont pas les mêmes que
celles des autres modèles (qui, de plus, font une sélection en rapidité) mais cela reflète le
même phénomène de corrélation. Seule la largeur des pics observés sera différente.
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Fig. 6.5– Spectres en dN/d∆η, puis en dN/d∆φ, pour b = 8.5/10.5 fm.

L’étude des corrélations angulaires nous renseigne sur le type de dynamique que nous
avons lors de l’expansion. Par exemple dans le cas de dN/d∆η, on peut observer l’élonga-
tion de la distribution en partons entre les deux noyaux qui se croisent. Les deux premiers
graphiques de la Fig. 6.5 montrent une structure très simple, quasi-gaussienne. Cela im-
plique que dans nos simulations, il n’y a pas de corrélations particulières en ∆η pendant
l’expansion. Le phénomène de corrélation correspond à une distribution en ∆η qui s’ap-
pelle le ridge (comme dans la Fig. 3.6).

Les deux derniers graphiques de la Fig. 6.5 donnent un comportement similaire à
l’expérience. D’un point de vue qualitatif, on voit que les particules de grand pT (trigger)
ont une gerbe de particules associées qui les accompagne (à petit angle ∆φ) et égale-
ment une contre réaction dans la direction opposée. Le fait d’avoir des pics autour des
particules trigger montre bien que l’énergie de ces particules est transmise aux particules
voisines, formant ainsi une gerbe. Les sections efficaces NJL et le potentiel venant des
masses permettent donc bien de reproduire ce type de corrélations.

La Fig. 6.1 (première page du chapitre) montre la distribution des corrélations an-
gulaires pour une simulation unique à b = 6.5 fm, et avec les règles de coupure en pT
que nous avons précédemment décrites. Malgré le manque de statistique (il ne s’agit que
d’une seule simulation) on commence à voir certaines structures se dessiner de la même
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Fig. 6.6– Spectres en dN/2πpTdpT pour b = 8.5/10.5/12.5 fm, et les résultats du modèle
hydrodynamique pour des collisions Au-Au centrales [75]. On normalise nos spectres par le
nombre total de particules, ce qui explique la différence avec le modèle hydrodynamique.

manière que sur la Fig. 6.5.

En principe, pour calculer les corrélations angulaires, il faut calcu-
ler les corrélations entre les particules d’un même événement, puis
ajouter tous les évènements, et normaliser par la même distribution

où l’on compte cette fois-ci les corrélations des particules entre différents évè-
nements. Cette procédure permet de séparer les corrélations des simples
fluctuations statistiques.

En parlant de pT, on peut voir que la multiplicité associée (Fig. 6.6) reproduit très
bien le comportement expérimental : la courbure à bas pT dépendant des différentes
espèces de particules et la linéarité pour les grands pT. Les résultats sont donc qualitati-
vement bons.

Les résultats pour un paramètre d’impact plus petit ont été faits avec de moins en
moins de simulations, ce qui explique les fluctuations statistiques importantes pour les
deux premiers graphiques. La différence quantitative qui apparaît ici, est due au fait que



6.3 Transport et thermodynamique 151

Fig. 6.7– Spectre en dv2/dη pour nos simulations avec b = 12.5 fm (à
gauche), et les résultats du modèle hydrodynamique et de l’expérience
PHOBOS pour des particules chargées uniquement [75] (à droite).

dans notre cas, nous avons normalisé les distributions par le nombre total de particules.
Passons maintenant au spectre de flot elliptique v2. La Fig. 6.7 montre la similitude

pour la description triangulaire du flot en fonction de η. L’aspect triangulaire ici présent
vient de la contribution des particules de grand pT à petite rapidité, et de l’expansion du
plasma pendant la formation du flot. On ne compare que cet aspect qualitatif, étant donné
que notre paramètre d’impact est assez différent de celui des résultats expérimentaux.

La distribution du v2 en pT (Fig. 6.8) montre bien un flot elliptique qui augmente
puis diminue, comme prévu par l’expérience. Cependant, le pic du maximum n’est pas
pour la même valeur de pT. Encore une fois, cela s’explique par le fait que les simulations
effectuées sont pour des collisions ultrapériphériques (b > 10 fm) et que dans ce cas, le
plasma formé est trop petit pour avoir le temps de faire évoluer la distribution beaucoup
plus loin que pour les pT initialement présents.

Fig. 6.8– Spectre en dv2/dpT pour nos simulations avec b = 12.5 fm (à gauche)
et les résultats du modèle hydrodynamique et de l’expérience STAR pour des
particules chargées uniquement, pour différents η/s [95] (à droite).
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Fig. 6.9– Évolution temporelle du flot elliptique v2 pour b = 6.5/10.5 fm,
et la comparaison avec PHSD [71] (à gauche), et BAMPS [70] (à droite).

Le temps de formation du flot elliptique dans le plasma (Fig. 6.9) vient de la forme
initiale du plasma, et de la viscosité présente. La pression initiale dans le plasma (qui
ressemble à une ellipse) évolue dans le temps car on considère le phénomène de viscosité
(ce qui est prédit par le modèle hydro [95]). Le plasma revient ensuite à une structure finale
plutôt sphérique, en ayant développé une anisotropie des impulsions : un flot elliptique.

Les modèles PHSD et BAMPS utilisent des sections efficaces élastiques de quelques
millibarns [71, 100] et des conditions initiales à l’équilibre thermique (v2 initial égal à
zéro), ce qui leur permet de développer le v2 dans le temps, avec un temps de formation
qui correspond environ au temps de vie du QGP.

Avec les conditions initiales et les sections efficaces du modèle NJL qui sont beaucoup
plus grandes près de la transition (comme dans le bord de l’ellipse), on a beaucoup plus
de collisions dès le départ (voir prochaine section), et le plasma qui en résulte après
quelques centièmes de fm/c dispose déjà d’un gradient de pression proportionnel à la
forme de l’ellipse. C’est-à-dire que le flot se forme quasi-instantanément. On peut même
supposer que le flot se développe surement depuis le début de la collision des noyaux, et
que le plasma n’atteint jamais l’équilibre thermique [92].
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Fig. 6.10– Distribution des températures en (t, r), pour b = 6.5/8.5/10.5/12.5 fm.

Fig. 6.11– Distribution des vitesses en (t, r), pour b = 6.5/8.5/10.5/12.5 fm.
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Fig. 6.12– Évolution de l’énergie E, de la masse
m, et de l’impulsion p totales pour b = 6.5 fm.

Fig. 6.13– Évolution de la densité moyenne de particules
〈ρ〉, de la température moyenne 〈T 〉, de la densité d’énergie
moyenne 〈ε〉 et de la vitesse moyenne 〈β〉 pour b = 6.5 fm.
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Fig. 6.14– Flot elliptique en fonction de la largeur L des fonctions de
distribution à 1 corps pour un paramètre d’impact fixe de b = 10 fm.

Pour information et à titre d’exemple, on peut montrer l’évolution temporelle et spa-
tiale de la température locale du plasma sur la Fig. 6.10 et aussi les vitesses sur la Fig.
6.11. Les Fig. 6.12 et 6.13 montrent, pour une simulation assez grosse (b = 6.5 fm),
l’évolution de l’énergie et de divers paramètres dynamiques.

La dernière Fig. 6.14 montre la dépendance en L (4.4.11 et 5.2.10) du flot elliptique
final de toutes les particules, pour des simulations avec b = 10 fm. On voit qu’avec un
paramètre L très petit, les potentiels disparaissent, et le plasma ne forme plus aucun
flot elliptique. On remarque également que le flot elliptique créé sature au delà d’une
certaine valeur de L. Cela montre que le flot elliptique final n’est vraiment dépendant
que de la forme initiale du plasma pour le cas d’une grande viscosité (c’est-à-dire d’une
grande interaction, avec L grand). Il serait aussi intéressant de tester d’autres définitions
de la densité locale (5.2.9) afin faire varier le potentiel, et donc changer la dynamique du
système.

6.4 Hadronisation et transition de phase

La description dynamique de l’hadronisation n’est pas présente dans les autres modèles
de simulations, et elle n’est pas observable expérimentalement . On présentera donc

exclusivement les résultats microscopiques de cette transition de phase avec notre code
de simulation.

On va commencer par montrer les distributions des collisions. Les conditions de si-
mulation sont toujours les mêmes que celles décrites du début de ce chapitre. La Fig.
6.15 montre l’évolution du nombre de collisions élastiques en fonction du temps et de la
distance au centre r.

On constate deux choses. La première est que par rapport aux conditions initiales
que nous avons définies, il y a un très grand nombre de collisions dès le départ des
simulations. Cela entraine une création très rapide du flot elliptique, comme nous avons
vu dans la Fig. 6.9.



156 Résultats de simulations

Fig. 6.15– Distribution des collisions élastiques en (t, r) pour b = 6.5/7.5/8.5/9.5 fm.

Ces nombreuses collisions élastiques font passer le système d’un état thermalisé avec
une pression isotrope, à un état fortement anisotrope. Une étude plus approfondie des
conditions initiales pourrait permettre de comprendre plus en détail ce processus.

On remarque ensuite qu’il n’y a presque pas de collisions pendant un laps de temps
non négligeable. La température est très haute, ainsi que la densité de particules (malgré
le début de l’expansion) et donc toutes les sections efficaces sont très faibles. On observe
le même vide sur la Fig. 6.16 pour les collisions inélastiques. Les quarks du milieu ne
sont donc soumis qu’à un faible potentiel (à grande température) et sont donc dans une
phase QGP faiblement liée.

Ensuite, les deux figures (Fig. 6.15) et 6.16 montrent à nouveau un grand nombre de
collisions après cette phase “libre”. On voit très bien sur la Fig. 6.16 la zone d’hadroni-
zation, qui est distribuée dans l’espace et dans le temps. On évite donc ainsi la surface
de freeze-out comme dans le modèle hydrodynamique. Cela permet de décrire un cross-
over entre la phase QGP et la phase hadronique. Malheureusement on remarque aussi de
nombreuses collisions élastiques (entre quarks donc, puisque nous n’avons pas implémenté
les diffusions entre hadrons). Ce qui veut dire que des quarks restent longtemps présents
après l’hadronisation, et donc que celle-ci n’est pas complète.
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Fig. 6.16– Distribution des collisions inélastiques en (t, r) pour b = 6.5/7.5/8.5/9.5 fm.

Nous allons revenir à cette hadronisation un peu plus tard, mais avant, j’aimerais
montrer la distribution en énergie

√
s et en température T des collisions. Les Fig. 6.17

et 6.18 montrent une distribution en accord avec les sections efficaces NJL. En effet,
les sections efficaces de ce modèle explosent pour des valeurs de température proche de
la température de Mott, et également pour des énergies disponibles proches du seuil de
réaction (cf. Fig. 2.21). On observe la même chose dans nos simulations, à l’exception près
que l’on a également une distribution thermique des quarks au départ, ce qui donne à la
Fig. 6.18 un léger sursaut pour des valeurs de température correspondant à la température
moyenne du système au départ, et sur la Fig. 6.17 le même sursaut pour des énergies

√
s

associées à ces hautes températures.
Il est important de constater que malgré le fait que nous utilisions une dynamique

moléculaire avec des collisions, et un potentiel (lié aux masses), on observe quand même
des particules qui atteignent le seuil de réaction et la température critique. Ce n’était
pas une certitude, car le modèle NJL n’inclut pas le confinement lié aux gluons. Ce-
pendant, la masse effective que l’on a, crée une clusterisation des groupes de particules
qui sont proches dans l’espace des phases (position et impulsion). On peut qualifier ce
comportement de pseudo-confinement.
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Fig. 6.17– Spectres des collisions en
√
s pour b = 6.5/8.5/10.5 fm,

et sections efficaces de production de pions du modèle NJL [128].

Fig. 6.18– Spectres des collisions en T pour b = 6.5/8.5/10.5/12.5 fm.



6.4 Hadronisation et transition de phase 159

Fig. 6.19– Distribution des désintégrations en (t, r) pour b = 6.5/7.5/8.5/9.5 fm.

Fig. 6.20– Spectres des désintégrations en T pour b = 6.5/8.5/10.5/12.5 fm.
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Fig. 6.21– Évolution temporelle des espèces dans le système
pour b = 6.5/8.5/10.5 fm, et un résultat de PHSD [71].

Pour le cas des désintégrations des états instables des mésons dans le milieu chaud et
dense, on peut également montrer les distributions spatiales et temporelles (Fig. 6.19),
ainsi que les distributions en température de désintégration (Fig. 6.20).

Comme nous pouvions le prévoir, les désintégrations sont très peu nombreuses car les
sections efficaces de production à haute température sont très faibles. Ces désintégrations
sont situées essentiellement dans le cœur du plasma, et elles ont lieu uniquement au
départ des simulations. Elles contribuent à augmenter le nombre global de particules dans
le plasma, car nous n’avons pas implémenté les réactions réciproques (detailled-balance)
dans le code de simulation pour le moment.

De la même manière que pour les collisions, les désintégrations n’apparaissent qu’au
dessus de la température critique du modèle NJL, où les hadrons acquièrent une largeur
qui augmente avec la température. La limite en température des désintégrations, qui
apparait sur la Fig. 6.20, correspond simplement à la température maximale dans le
plasma.

Passons maintenant à l’hadronisation elle-même, qui est le sujet de cette section. On
montre sur la Fig. 6.21 une comparaison entre différentes simulations (toujours pour les
mêmes paramètres initiaux) pour notre modèle de simulation avec différents paramètres
d’impact b, et un résultat du modèle PHSD.

Si on commence par décrire le modèle PHSD, on voit que le temps d’hadronisation est
de quelques fm/c. De plus, leurs conditions initiales sont à l’équilibre (pour les résultats
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Fig. 6.22– Taux d’hadronisation en fonction du paramètre d’impact
b (à gauche) ou en fonction de la largeur d’interaction L (à droite).

de cette figure), c’est-à-dire qu’on observe juste l’hadronisation et pas la phase de pré-
équilibre juste avant, où le nombre de quarks augmente et le nombre d’hadrons diminue.
Nos simulations ont des conditions initiales qui sont en équilibre thermique, mais pas en
équilibre chimique : ce qui veut dire la présence d’une “couronne” de hadrons. On observe
donc un équilibrage entre la création des hadrons et leur désintégration, ce qui donne un
plasma en équilibre instable : le nombre de partons est alors constant, dans sa “bulle” de
hadrons. Cet équilibre est très court (moins de 2 fm/c pour une collision à b = 6.5 fm).

Ensuite vient l’hadronisation. Pour PHSD, c’est la densité scalaire qui est utilisée
pour forcer l’hadronisation des partons [108]. Cela donne une hadronisation parfaite, et
d’excellents résultats en général, cependant, cela n’est pas correct d’un point de vue
relativiste (causalité des collisions).

C’est en partie dans cette optique que nous avons voulu garder la méthode de collisions
de dynamique moléculaire. Malheureusement avec cette méthode, on voit que notre ha-
dronisation n’est pas complète. Elle reste cependant assez importante (85% en moyenne
avec les paramètres actuels). Si on regarde de plus près nos simulations de la Fig. 6.21,
on voit que le taux d’hadronisation des quarks légers est bon, mais que celui des quarks
lourds est moins bon (seul 50% hadronisent). On s’est donc intéressé de plus près à ce
taux d’hadronisation.

La Fig. 6.22 montre l’étude du taux d’hadronisation pour différents paramètres d’im-
pact b, ainsi que pour différentes largeurs d’interaction L de la fonction de densité (5.2.9).
En fonction du paramètre d’impact, le taux est assez constant, mais pour un paramètre d
’impact suffisamment grand (b > 10 fm), ce taux diminue linéairement. On peut se poser
la question de la validité de telles simulations, car en principe, pour de telles centralités,
aucun plasma n’est supposé être formé [129].

On a donc également testé la largeur d’interaction pour un paramètre d’impact fixe
(b = 10 fm), d’un plasma libre de tout potentiel (L = 0 fm) à un plasma qui interagit à
longue distance (L = 2 fm). Encore une fois, même à petit L, l’hadronisation n’est pas
parfaite (100 %) et avec un potentiel à plus large distance L : le taux d’hadronisation
décroit quasi-linéairement. Pourquoi un tel comportement ?
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Fig. 6.23– Schéma de la distribution initiale du QGP dans l’espace des phases.

Le problème d’hadronisation que nous rencontrons n’est pas dû à la dynamique ou
à la méthode de collision que nous utilisons, mais il est certainement dû aux conditions
initiales. En effet, notre méthode de collision (cf. section (4.6)) exclut les collisions de
particules qui ne se croisent pas (collisions non causales). La distribution géométrique en
impulsion initiale des particules, ainsi que le cas des particules plus massives comme les
quarks s, doit être mieux pris en compte. Par exemple sur la Fig. 6.21, on voit que les
quarks lourds hadronisent moins bien que les quarks légers.

La Fig. 6.23 montre un schéma de notre idée d’amélioration des conditions initiales
pour augmenter le taux d’hadronisation. Le but est d’avoir une condition initiale où les
particules présentes dans la couronne et ayant une grande impulsion transverse (Fig.
5.15), soient automatiquement initialisées comme des hadrons. Cela permettrait d’évi-
ter d’avoir des quarks seuls et libres hors du plasma. De plus, on peut créer des paires
de quarks et antiquarks dont les impulsions sont quasi colinéaires, ce qui évite d’avoir
des conditions initiales avec des quarks qui soient hors de l’espace de causalité (cône de
lumière).

La séparation initiale des processus durs et mous est donc à envisager afin de commen-
cer des simulations qui soient réalistes physiquement. Peut-être qu’un jour nous seront
capables de tester chaque condition initiale proposée afin de dire si oui ou non elles sont
physiques, en examinant les résultats. Avec de la chance, l’expérience pourra nous en dire
un peu plus ces conditions initiales.

6.5 Conclusion

Les résultats présentés, bien que très préliminaires, sont assez encourageant vis-à-vis de
nos choix physiques. En effet on pouvait se demander si l’emploi du modèle NJL et

d’une dynamique relativiste serait bon ou mauvais pour décrire l’expansion et la transition
de phase du plasma.

À la vue des résultats, on peut dire que la phénoménologie présente dans notre code
de simulation permet de reproduire les résultats remarquables de la physique des collisions
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d’ions lourds. Parmi ces résultats importants, on note :
• la création d’un flot transverse en réponse à une excentricité initiale,
• la présence d’une phase plasma en équilibre (même instable),
• la présence d’un cross-over et de pré-hadrons au sein du plasma,
• l’hadronisation quasi-complète du système sans avoir pris en compte le phénomène

de confinement.

De nombreux résultats sont encore à venir et seront présentés dans
une publication en cours d’écriture. On ajoutera notamment de nou-
velles conditions initiales, et une analyse plus poussée avec plus de

statistiques et des résultats avec les même paramètres que l’expérience. On
pourra ainsi effectuer une comparaison aussi bien qualitative que quantita-
tive.





Conclusion

« An expert is someone who knows some of the worst mistakes
that can be made in his subject, and how to avoid them. »

Niels Bohr (1885-1962)
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Le sujet de ce rapport est l’étude de l’expansion et la transition de phase d’un plasma
de quarks et de gluons. L’approche qui a été choisie pour répondre à cette problématique
n’est pas unique, comme on a pu le voir tout au long de ce rapport. De nombreux modèles
physiques ainsi que de nombreux codes de simulation existent déjà. Cependant, nous avons
voulu apporter un point de vue plus détaillé des processus qui permettent de répondre à
cette problématique.

Pourquoi avons-nous choisi le modèle NJL ? Tout simplement parce que ce modèle se
base sur un Lagrangien qui nous permet de décrire précisément la physique avec : le calcul
des masses, des sections efficaces, de l’équation d’état, etc. Tous ces éléments sont néces-
saires pour formuler la dynamique d’un système. De plus, le modèle NJL est un modèle
effectif, ce qui veut dire que l’on peut changer le Lagrangien ou lui ajouter des termes de
manière à reproduire exactement la physique qui nous intéresse (les baryons, la boucle
de Polyakov). En l’occurrence, nous aurions dû prendre le modèle PNJL plutôt que NJL
pour nos simulations, mais étant donné que seul le comportement phénoménologique
nous intéresse pour le moment, et que l’on ne sait pas comment inclure le confinement
en pratique, nous nous sommes cantonnés au plus élémentaire. Nous voulions un modèle
capable de décrire la matière nucléaire effectuant une transition de phase, chose que la
QCD ne permet pas de manière dynamique malheureusement.

Cette transition doit nécessairement être traitée de manière dynamique afin d’être
détaillée et quantifiée. C’est pour cela qu’il nous fallait aussi faire le choix d’un modèle
de simulation et d’hadronisation. C’est là que se situe notre réelle contribution. Il fallait
montrer qu’un modèle effectif de QCD couplé à une dynamique relativiste permettait de
reproduire la phénoménologie observée expérimentalement. Il nous fallait donc inclure
le modèle NJL dans un modèle dynamique microscopique. La dynamique relativiste qui
était laissée à l’oubli depuis plusieurs années était l’outil parfait dans notre cas. On a
donc récupérer ce formalisme et y avons apporté la touche finale permettant d’avoir un
modèle qui marche pour tous les types de systèmes (relativiste et classique).

La physique utilisée pour les simulations donne déjà des résultats très encourageants
pour la suite de cette étude de la transition de phase. Après cette première étape, qui a
permis de prouver que notre approche de simulation est possible, nous devons maintenant
aller plus loin. Nous allons par exemple inclure un modèle plus complet tel que PNJL, avec
d’autres particules (mésons vecteurs, baryons, . . .), mais nous allons aussi inclure notre
code dans un modèle de simulation plus important, tel que PHSD. Ce modèle dispose de
bonnes conditions initiales, qui nous permettront de corriger cette lacune de notre code.
PHSD dispose également d’une routine finale de productions de dileptons à partir des
hadrons. Étant donné que les dileptons sont facilement détectés expérimentalement, on
pourra produire des résultats de simulations et de les comparer très précisément.

Notre code de simulation a été construit de A à Z pour répondre à notre besoin.
Ce code sera donc la pierre angulaire de notre étude future de la transition de phase.
Il permettra d’affiner et de compléter les résultats déjà obtenus et de donner d’autres
perspectives, notamment l’étude de la matière nucléaire à grande densité baryonique,
l’étude des milieux infinis et des pertes d’énergie partoniques, l’étude des quarks lourds
et de leur hadronisation, etc. Un fois toutes ces étapes franchies, nous espérons avoir un
générateur d’évènement complet qui pourra prédire les résultats d’expériences futures
telle que FAIR.
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Acronymes officiels
FAIR : Facility for Antiproton and Ion Research
LHC : Large Hadron Collider
RHIC : Relativistic Heavy Ion Collider
SPS : Super Proton Synchrotron
QGP : Quark-Gluon Plasma
QED : Quantum Electro-Dynamics
QCD : Quantum Chromo-Dynamics

LQCD : Lattice Quantum Chromo-Dynamics
QFT : Quantum Field Theory
NJL : Nambu–Jona-Lasinio

PNJL : Polyakov–Nambu–Jona-Lasinio
NJL : Nambu–Jona-Lasinio
SDE : Schwinger-Dyson Equation
BSE : Bethe-Salpeter Equation
GOR : Gell-Mann–Oakes–Renner Relation
CGC : Color Glass Condensate

Acronymes non-officiels
HIC : Heavy Ion Collision

URHIC : Ultra Relativistic Heavy Ion Collision
CM : Centre de Masse
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Matrices de Gell-Mann

λ1 =

0 1 0
1 0 0
0 0 0

 λ2 =

0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 λ3 =

1 0 0
0 −1 0
0 0 0



λ4 =

0 0 1
0 0 0
1 0 0

 λ5 =

0 0 −i
0 0 0
i 0 0

 λ6 =

0 0 0
0 0 1
0 1 0



λ7 =

0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 λ8 =
√

1
3

1 0 0
0 1 0
0 0 −2

 λ0 =
√

2
3

1 0 0
0 1 0
0 0 1



(B.0.1)

Matrices Gamma

γ0 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 γ1 =


0 0 0 1
0 0 1 0
0 −1 0 0
−1 0 0 0



γ2 =


0 0 0 −i
0 0 i 0
0 i 0 0
−i 0 0 0

 γ3 =


0 0 1 0
0 0 0 −1
−1 0 0 0
0 1 0 0


(B.0.2)

Avec la matrice complementaire :

γ5 = iγ0γ1γ2γ3 =


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

 (B.0.3)
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On peut aussi noter la matrice conjugaison de charge :

C = iγ0γ2 =


0 0 0 1
0 0 −1 0
0 1 0 0
−1 0 0 0

 (B.0.4)
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Afin de compléter la définition de la transformation de Fierz, on va donner la valeur
des coefficients de Fierz ckm provenant de la relation :

ΓkabΓkcd =
∑
m

ckmΓmadΓmcb . (C.0.1)

On peut représenter ces coefficients sous forme de matrice pour une meilleure visibilité.
Pour le canal quark-antiquark (diagramme d’échange t), on a :

(1)ij (1)kl
(iγ5)ij (iγ5)kl
(γµ)ij (γµ)kl

(γµγ5)ij (γµγ5)kl
(σµν)ij (σµν)kl


=



1
4 −1

4
1
4 −1

4
1
8

−1
4

1
4

1
4 −1

4 −
1
8

1 1 −1
2 −

1
2 0

−1 −1 −1
2 −

1
2 0

3 −3 0 0 −1
2





(1)il (1)kj
(iγ5)il (iγ5)kj
(γµ)il (γµ)kj

(γµγ5)il (γµγ5)kj
(σµν)il (σµν)kj


(C.0.2)

et pour canal quark-quark :

(1)ij (1)kl
(iγ5)ij (iγ5)kl
(γµ)ij (γµ)kl

(γµγ5)ij (γµγ5)kl
(σµν)ij (σµν)kl


=



1
4 −1

4
1
4 −1

4 −
1
8

−1
4

1
4

1
4 −1

4
1
8

1 1 −1
2 −

1
2 0

1 1 1
2

1
2 0

−3 3 0 0 −1
2





(iγ5C)ik (C iγ5)lj
(C)ik (C)lj

(γµγ5C)ik (C γµγ5)lj
(γµC)ik (C γµ)lj

(σµν C)ik (C σµν)lj


(C.0.3)
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Calcul pratique
Dans le centre de masse d’une collision a+ b→ c+ d d’énergie s = (p+ p′)2 :

on exprime la section efficace différentielle par :

dσ = 1
F

1
N2

∑ |M |2
V 2 dLIPS(s, p, p′) . (D.0.1)

Dans cette équation, F est le flux de particules entrantes :

F = 4
√
s|p|
V 2 , (D.0.2)

ensuite N est le le nombre d’états possibles de particules d’entrée (N = spin×couleur), M
est l’élément de matrice par unité de volume V ce qui représente l’amplitude de diffusion
lorsque l’on a cette expression au carré. On note que l’on somme |M |2 sur tous les canaux
possibles. Enfin, dLIPS(s, p, p′) est l’élément d’intégration de l’espace des phase invariant
de Lorentz (en anglais : Lorentz-Invariant Phase-Space (LIPS) :

dLIPS(s, p, p′) = 1
(4π)2

|p′|√
s

dΩ , (D.0.3)

où Ω est l’angle solide.
On a donc au final :

dσ = 1
64π2s

|p′|
|p|

1
N2

∑ |M |2
V 2 dΩ . (D.0.4)

En utilisant la variable t = (p− p′)2, on peut écrire :

dt = 2|p||p′|d cos θ = 2|p||p′|dΩ
2π . (D.0.5)
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L’équation (D.0.4) nous permet alors de retrouver (2.3.1) :
dσ
dt = 1

64πs|p|2
1
N2

∑ |M |2
V 2 . (D.0.6)

On obtient la section efficace totale en intégrant sur dt :

σ(
√
s) =

∫ tmax

tmin

dσ
dt dt . (D.0.7)

Cette équation est valable dans le vide. Dans un milieu à (T, µ) fini, on doit tenir compte
d’effets tel que le blocage de Pauli. On modifie alors l’équation précédente en accord avec
la mécanique statistique. Si les particules de sortie sont deux fermions, on a :

σ(
√
s, T, µ) =

∫ tmax

tmin

dσ
dt (1− f+

1 )(1− f+
2 )dt , (D.0.8)

où f± est la distribution de Fermi-Dirac. Si les deux particules sont des bosons, on a :

σ(
√
s, T, µ) =

∫ tmax

tmin

dσ
dt (1 + b1)(1 + b2)dt , (D.0.9)

où b est la distribution de Bose-Einstein.
La section efficace de diffusion peut décrire :
• des processus élastiques, où les particules d’entrée et de sortie sont les mêmes, et

l’énergie échangée au centre de masse est nulle,
• des processus inélastiques, où les particules d’entrée et de sortie sont différentes,

et l’énergie échangée au centre de masse n’est pas nulle.

Processus de diffusion

Processus canal t canal u
uu→ uu π, η, η′, a0, f0, f

′
0 π, η, η′, a0, f0, f

′
0

ud→ ud π, η, η′, a0, f0, f
′
0 π, a0

us→ us η, η′, f0, f
′
0 K,K∗0

ss→ ss η, η′, f0, f
′
0 η, η′, f0, f

′
0

Table D.1– Processus indépendants pour les diffusions
qq : mésons échangés dans les canaux possibles [46].

Processus canal t canal s
uū→ uū π, η, η′, a0, f0, f

′
0 π, η, η′, a0, f0, f

′
0

uū→ dd̄ π, a0 π, η, η′, a0, f0, f
′
0

uū→ ss̄ K,K∗0 η, η′, f0, f
′
0

ud̄→ ud̄ π, η, η′, a0, f0, f
′
0 π, a0

us̄→ us̄ η, η′, f0, f
′
0 K,K∗0

ss̄→ ss̄ η, η′, f0, f
′
0 η, η′, f0, f

′
0

Table D.2– Processus indépendants pour les diffusions
qq̄ : mésons échangés dans les canaux possibles [46].
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Entrée uū ud̄ us̄ ss̄
π+π− π+π0 π+K0 π+π−

π0π0 K+K̄0 π0K+ π0π0

K+K− π+η ηK+ K+K−

K0K̄0 π+η′ η′K+ K0K̄0

Sortie π0η ηη
π0η′ ηη′

ηη η′η′

ηη′

η′η′

Table D.3– Processus indépendants pour l’hadronisation
en fotion des quarks entrants et des mesons sortants [47].
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Cette annexe est un résumé tiré de la publication [48]. Elle présente le calcul des
boucles à 1, 2 et 3 fermions qui sont utilisées dans les formules du modèle NJL.

Boucle à 1 fermion
La première boucle à 1 fermions est utilisée dans le calcul de la masse des quarks, via

les condensats. On rappelle l’équation (2.2.10) :

〈〈ψ̄ψ〉〉 = −i Nc Tr(S(x, x)) , (E.0.1)

que l’on peut réécrire
〈〈ψ̄ψ〉〉 = −Nc

m

4π2A(m,µ) , (E.0.2)

où l’on voit apparaitre la fonction A qui représente la boucle à 1 fermions :

A(m,µ, β,Λ) = 16π2

β

∑
n

exp(iωnη)
∫ d3p

(2π)3
1

(iωn + µ)2 − E2 , (E.0.3)

avec E =
√

p2 +m2, la température inverse β = 1/T , et le cut-off tridimensionnel Λ.
Toutes les intégrales sont considérées pour |~p| ≤ Λ.

Boucle à 2 fermions
La boucle à deux fermions se retrouve dans le calcul de la fonction de polarisation

Π(k0,k) des états liés. On a :

Π(k0,k) = − Nc

8π2

[
A(m1, µ1) + A(m2, µ2) (E.0.4)

+
(
(m1 −m2)2 − (k0 + µ1 − µ2)2 + k2

)
B(k,m1, µ1,m2, µ2, k0)

]
,

où l’on introduit la fonction B qui représente la boucle à 2 fermions (fermion-antifermion) :

B(k, m1, µ1, m2, µ2, iνm, β,Λ) = (E.0.5)
16π2

β

∑
n

exp(iωnη)
∫ d3p

(2π)3
1

((iωn + µ1)2 − E2
1)

1
((iωn − iνm + µ2)2 − E2

2) ,
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Fig. E.1– Diagramme de Feynman pour la fonction de polarisa-
tion Π irréductible avec le couplage pseudoscalaire iγ5 [47].

avec la fréquence complexe iνm pour la sommation de Matsubara sur les n états, et

E1 =
√

p2 +m2
1 et E2 =

√
(p− k)2 +m2

2 . (E.0.6)
Les symboles mi et µi dénotent les masses et potentiels chimiques des fermions de chaque
ligne individuelle du diagramme (Fig. E.1).

Boucle à 3 fermions
Pour finir, la boucle à 3 fermions intervient dans le calcul du canal s des sections

efficaces inélastiques. On peut voir ce diagramme sur la Fig. E.2. On écrit cett boucle de
la même manière que pour les fonction A et B, en utilisant cette fois-ci la fonction C :

C(k, q, δ~k,~q, m1, µ1, m2, µ2, iνm, m3, µ3, iαl, β,Λ) = (E.0.7)
16π2

β

∑
n

exp(iωnη)
∫ d3p

(2π)3
1

((iωn + µ1)2 − E2
1)

1
((iωn − iνm + µ2)2 − E2

2)

× 1
((iωn − iαl + µ3)2 − E2

3) ,

avec les même notation que précédemment, la fréquence complexe iαl et

E3 =
√

(p− q)2 +m2
3 . (E.0.8)

Fig. E.2– Vertex triangle Γ(iνm,k; iαl,p) [47].
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Excentricité d’une ellipse
Une ellipse admet une équation telle que :( x

xE

)2
+
(

y
yE

)2

= 1 , (F.0.1)

avec xE et yE la largeur et la hauteur de l’ellipse (5.4.2) définies comme :
xE = r − b/2

yE =
√

(r − b/2)(r + b/2)
(F.0.2)

Quelle est l’excentricité ε entre deux noyaux avec une ellipse comme surface de collision ?
Avec une excentricité comme :

ε = 〈y
2 − x2〉
〈y2 + x2〉

, (F.0.3)

on peut la résoudre analytiquement avec l’équation (F.0.1) :

y = yE
xE

√
x2
E − x2 . (F.0.4)

Ensuite
〈y2 − x2〉 =4

∫ ∫
(y2 − x2) dxdy∫ ∫

dxdy

=4
∫ ∫

y2dxdy−
∫ ∫

x2dxdy
πxEyE

=4
xE

yE

∫
y2
√

y2
E − y2dy− yE

xE

∫
x2
√

x2
E − x2dx

πxEyE

=4
xE

yE

πy4
E

16 −
yE

xE

πx4
E

16

πxEyE

(F.0.5)

que l’on peut simplifier en :

〈y2 − x2〉 = 1
4
(
y2
E − x2

E

)
. (F.0.6)

On peut faire le même calcul pour le dénominateur et on trouve finalement :

ε = b

2r . (F.0.7)
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Distance transverse relativiste
On peut calculer numériquement qµij, p̂

µ
ij et P̂ µ dans le référentiel global, et dans le

centre de masse de deux particules i et j :

Réf. global Réf. ij
qµij (0,q) (t′,q′)
uµij (u0,u) (1,0)
Uµ (1,0) (U0,U)

On remarque que q0
ij = 0 car vis-à-vis de l’ordinateur, on connait la position des particules

pour le même temps de simulation.
Ensuite on peut écrire qT (uij) et qT ′(U) dans les deux référentiels, global et ij, comme

un produit scalaire :
q2
T =− q2 − (qu)2 def= −q′2

qT
′2 =− q2 def= t′

2 − q′2 −
(
qνijUν

)2 . (G.0.1)

La première équation donne
t′ = qu , (G.0.2)

et l’autre donne toujours zéro, car le produit scalaire qνijUν est automatiquement nul.

Derivées des contraintes relativistes
Les dérivées de la contrainte mixte (4.4.21) sont

∂χi
∂qkµ

=
∑
l 6=i

(δik − δlk) (uµil Ril + Uµ(1−Ril))

+(δik − δlk) (qilν (uνil − Uν))Ril

2qT ilµ
L2

(G.0.3)

On peut voir que la rérivée de Rij apparait avec le facteur

(qilν (uνil − Uν)) (G.0.4)
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C’est la différence de temps entre le référentiel globel (Heavy Ion Collision (HIC)) et le
Centre de Masse (CM). On peut avoir la valeur pratique de ce terme. Commençons par
la valeur de qµij :(

∆tCM
∆qCM

)
= T.L.

(
∆tHIC
∆qHIC

)
avec T.L. =

(
γ −γβ
−γβ γ

)
(G.0.5)

où le temps relatif ∆tHIC entre les particules du référentiel global apparait. Ce n’est
pas vraiment un problème car on considère que dans la collision d’ions lourds toutes les
particules sont propagée avec le même paramètre d’évolution. On considère donc que
∆tHIC = 0 pour tous les calculs..(

∆tCM
∆qCM

)
= T.L.

(
0

∆qHIC

)
(G.0.6)

On peut donc écrire :

qilµ (uµil − Uµ) = ∆tCM −∆tHIC
= γ∆tHIC − β ·∆qHIC −∆tHIC

(G.0.7)

avec notre considération, ∆tHIC disparait. Finalement :

qilµ (uµil − Uµ) = −β ·∆qHIC (G.0.8)

avec β = u la vitesse du centre de masse des particules i et j dans le système.
On a aussi pour χN :

∂χN
∂qkµ

= Uµ
N

(G.0.9)

On sait que
∂χi
∂pkµ

6= 0

∂χN
∂pkµ

6= 0
(G.0.10)

Cependant, ces termes interviennent dans le crochet de Poisson, et ils s’annulent au final.
On peut vérifier cela numériquement.
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Main class of the
program, the enviro-
nement of particles.
All calculations are
done is this one.

System

Main

Some optimized
mathematical rou-
tines in templates.

Maths
Some physical
routines for the
main program.

Physics

Class which
apply various
Lorentz trans-
formations.

Lorentz

Class which
provide data

for the system.

Data

Class for paral-
lelized routines

and their settings.

OpenCL
Class to describe
each particles
of the system.

Particle

to
ol
s

launch

tools too
ls

∗object

∗o
bj
ec
tobj

ect

Fig. H.1– Schéma de principe de la structure de notre code de simulation.
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Structure du programme
Le programme est décomposé en différentes classes C++ comme indiqué sur la Fig.

H.1. Une simple commande suffit pour lancer les simulations (fichier Main). Ce programme
compte un total de 4420 lignes de codes répartie comme suit :
• Main : 65 lignes,
• Maths : 775 lignes,
• Physics : 55 lignes,
• Lorentz : 165 + 55 lignes,
• Particle : 185 lignes,
• OpenCL : 0 lignes,
• Data : 835 + 160 lignes,
• System : 1955 + 170 lignes.
La classe System est la principale. Il ne s’agit pas d’une classe mère dans le sens

hiérarchique car toutes les classes sont autonomes. Il s’agit d’une classe regroupant les
principales fonctions qui commande la physique du système, telles que la propagation des
particules, ou les collisions.

Ensuite vient la classe Particle, qui est simplement un conteneur d’information. Toutes
les caractéristiques des particules y sont enregistrées. Les classes Maths, Physics et Lo-
rentz, comme leur nom l’indique, donnent des formules ou des calculs récurrents dans le
code.

Enfin, la dernière classe importante est la classe Data, qui gère les données nécessaire
au bon fonctionnement du programme (les données du modèle NJL) et qui archive et
analyse les données recueillies au cours des simulations.

La classe OpenCL est officiellement vide pour le moment car l’implémentation de la
parallélisation via OpenCL afin d’accélerer les simulations n’est disponible qu’en phase
de test.
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La classe System
La classe système se présente comme un ensemble de variables (que l’on appelle at-

tributs) et de fonctions (que l’on appelle les méthodes). On peut classer les variables en
groupes, selon leur utilité. On peut également écrire les fonctions de manière algorith-
mique, avec des arbres de décision. Nous allons maintenant présenter les attributs et les
méthodes de la classe System.

Attributes :
• ∗data (DATA)
• ∗OpenCL (OPENCL)
• particle (vector<PARTICLE>)
• Initial parameters . . .
• Settings . . .
• System variables . . .
• Collision/decay variables . . .
• N_particles (uint)
• τ_current (float)
• ∆τ (float)
Methods :
• Simulation()
• Subroutines . . .

System

Attributs
Initial parameters . . .

• N_simulations (uint)
• t (float)
• A (uint)
• b (float)
• s (float)
• T0 (float)
• µ0 (float)
• L (float)
• ε (float)
• α (float)
• Λ (float)
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Settings . . .

• chosen_initialization (int)
• chosen_physics (int)
• chosen_dynamics (bool)
• chosen_collision_test (bool)
• chosen_decay_test (bool)
• chosen_debug (bool)
• chosen_saving (bool)

System variables . . .

• tcurrent (float)
• ∆t (float)
• norm (float)

Collision & decay variables . . .

• sij (float)
• Tij (float)
• µij (float)

• output_type_particle_1 (int)
• output_type_particle_2 (int)
• output_mass_particle_1 (float)
• output_mass_particle_2 (float)

• type_cross_section (int)
• total_cross_section (float)
• mean_cross_section (float)
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Méthodes
Simulation()

start

Loading DATA and OPENCL

Initialisation()

chosen_collision_test

Time_step()

Colision_test()

chosen_decay_test

Decay_test()

Motion()

Saving()

Analysing()

end

t
loop

N
loop

ye
s

ye
s

no

no
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Subroutines . . .

• Security()
• Initialization()
• Center_of_mass()

• Saving()
• Analysing()

• Decay_type()
• Decay_test()
• Decay()

• Time_step()
• Cross_section()
• Collision_test()
• Collision()

• Density()
• Temperature()
• Chemical_potential()
• Mass()
• Probe()

• Relativistic_dynamics()
• Motion()
• dH_dp()
• dH_dq()
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Initialization()

start

chosen_initialization

Center_of_mass()

Probe()

end

~r calculation
(random ~r
in a box)

~r calculation
(random ~r

in an almond)

N_particles calculation
(with (V, T, µ))

~p calculation
(Monte-Carlo for a
thermal distribution)

Reading input file
(ex : EPOS input)

DATA

MATHS

MATHS

1 2

i i

0 1 & 2
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Time_step()

start

〈σ〉 6= 0?

Keep default value

〈v〉 and 〈ρ〉
calculation

∆τ calculation (with
〈σ〉, 〈v〉 and 〈ρ〉)

end

i

no yes

Motion()

start

Relativistic_dynamics()

Runge-Kutta 4
with temporary

vector<PARTICLE>

Update particle (~q, ~p)

Probe()

end

dH_dp()

dH_dq()
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Fig. H.2– Explication graphique de la méthode d’extrapolation de
Runge-Kutta d’ordre 4. À chaque étape, une nouvelle pente et un
nouveau point sont calculés, contribuant ainsi au résultat final.

Pour effectuer la propagation des particules, on utilise des équations différentielles
couplées : les équations de mouvement. Afin d’utiliser ces équations pour calculer le pro-
chain état du système dans le temps, on peut utiliser une méthode de résolution d’équation
différentielles comme la méthode de Runge-Kutta. Considérons le problème suivant :

y′ = f(t, y) et y(t0) = y0 (H.0.1)

La méthode RK4 est donnée par l’équation :

yn+1 = yn + h

6 (k1 + 2k2 + 2k3 + k4) (H.0.2)

où
k1 = f (tn, yn)

k2 = f

(
tn + h

2 , yn + h

2k1

)

k3 = f

(
tn + h

2 , yn + h

2k2

)
k4 = f (tn + h, yn + hk3)

(H.0.3)

L’idée est que la valeur suivante yn+1 est approchée par la somme de la valeur actuelle yn
et du produit de la taille de l’intervalle h par la pente estimée. La pente est obtenue par
une moyenne pondérée de pentes :
• k1 est la pente au début de l’intervalle,
• k2 est la pente au milieu de l’intervalle, en utilisant la pente k1 pour calculer la

valeur de y au point tn + h
2 par le biais de la méthode d’Euler,

• k3 est de nouveau la pente au milieu de l’intervalle, mais obtenue cette fois en
utilisant la pente k2 pour calculer y,
• k4 est la pente à la fin de l’intervalle, avec la valeur de y calculée en utilisant k3.

Dans la moyenne des quatre pentes, un poids plus grand est donné aux pentes au point
milieu.

pente = k1 + 2k2 + 2k3 + k4

6 . (H.0.4)
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La méthode RK4 est une méthode d’ordre 4, ce qui signifie que l’erreur commise à chaque
étape est de l’ordre de O(h5), alors que l’erreur totale accumulée est de l’ordre de O(h4).
Ces formules sont aussi valables pour des fonctions à valeurs vectorielles.

Decay_test()

start

Test loop for
decay width Γ

(record in array)

Do the decays on
recorded particles
(vector<bool>)

recorded_decay

Probe()

end

Decay()

ye
s

i

i

no
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Collision_test()

start

Test loop for col-
lision parameters
(record in array)

Do the collisions on
recorded particles
(vector<int>)

recorded_collision

Probe()

end

Collision()
ye
s

i,j

i

no
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Collision()

start

√
s > threshold ?

Lorentz Transformation
(2 particles)

Change particle type

Change mi,mj

Record ID and
collision partner

Change ~pi, ~pj
(random angles)

Lorentz Transformation−1

(2 particles)

end

LORENTZ

DATA
ye
s

no
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Decay()

start

√
s > threshold ?

Lorentz Transformation
(1 particle)

Change particle type

Change mi,mj

Record ID and
collision partner

Change ~pi, ~pj
(random angles)

Lorentz Transformation−1

(2 particles)

Change ~ri, ~rj
(with ∆~r between)

end

LORENTZ

DATA
ye
s

no
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Cross_section()

start

(√sij, Tij, µij)
calculation

Particle type checking
(elastic or inelastic

collisions)

Threshold
calculation

total_cross_section
calculation

Random choice
for channel

Store output_type_particle
and output_mass_particle

end
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Decay_type()

start

(√sij, Tij, µij)
calculation

Particle type checking
(mesons, baryons

or diquarks)

Store output_type_particle
and output_mass_particle

end

Probe()

start

Density()

Temperature()

Chemical_potential()

Mass()

end
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Center_of_mass()

start

〈~r〉 and 〈~p〉
calculation

Translation to get
〈~r〉 = 〈~p〉 = ~0

end

Density()

start

ρ calculation
(with Rij)

end

i,j

Temperature()

start

T calculation
(with ρ)

end

i

Chemical_potential()

start

µ calculation
(with ρ)

end

i
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Mass()

start

Store energy
before

calculation

chosen_physics

DATA

Check energy
conservation

(density break)

end

m and Γ
calculation
(with (T, µ))

m and Γ
calculation
(with (T, µ))
(fit or others)

i i

i

i

0 1 & 2

dH_dp()

start

update dqµ/dτ

end
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dH_dq()

start

chosen_physics

DATA

update dpµ/dτ

end

dV/dqµ derivation
(force) calculation

dV/dqµ derivation
(force) calculation
(fit or others)

i i

0 1 & 2
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Saving()

start

recorded_collision_2
recorded_decay_2

τ_counter change ?

recorded_collision_1
recorded_decay_1
recorded_multiplicity
recorded_v2
recorded_ε
recorded_〈~v〉
recorded_〈E〉
recorded_〈m〉
recorded_〈~p〉

recorded_〈σ〉

N_simulation = 1 ?

Record movie file
output.dat

end

ye
s

ye
s

i

i

no

no



202 Algorithmes d’INTEGRAL

Analysing()

start

Normalization of
arrays of data

Open output files

Writing data

Close output files

end

Relativistic_dynamics()

start

chosen_dynamics

LORENTZ

MATHS

end

λ calculation
(particular case)

S−1
ij calculation
for dynamics

S−1
ij matrix
inversion

λ calculation

i

no yes
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Densités thermodynamiques
Le calcul exacte de (5.2.5) peut être fait (pour µ→ 0) :

ρF = 4π
(2π)3(~c)3 g

∫ ∞
0

(
f+ + f−

)
p2dp

= 4π
(2π)3(~c)3 g m

2T K2

(
m

T

) 1
2

 exp
(
µ

T

)
+ exp

(−µ
T

)
︸ ︷︷ ︸

=2 with µ=0



= 4π
(2π)3(~c)3 g m

2T
Γ(2)

2

(
2

m/T

)2

only for m� T

ρF = g

π2

(
T

~c

)3
.

(H.0.5)

Ainsi on trouve :

Ti = (~c)
(
π2

g

)1/3

ρ
1/3
F . (H.0.6)

Ensuite (pour T → 0) [..] :

ρB = 4π
(2π)3(~c)3 g

∫ ∞
0

(
f+ − f−

)
p2dp

= 4π
(2π)3(~c)3 g

π2

3 T 3
(
µ

T
+
(
µ

T

)3 1
π2

)

= 4π
(2π)3(~c)3 g

π2

3

(
T 2µ︸︷︷︸

Low Order

+µ
3

π2

)

ρB ≈
g

6π2

(
µ

~c

)3
.

(H.0.7)

Ainsi

µi = (~c)
(

6π2

g

)1/3

ρ
1/3
B . (H.0.8)

Toutes ces densités ont le même facteur de dégénérescence g = 2× 3× 3 = 18.
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La classe Particle
La classe Particle contient les propriétés de base que l’on retrouve dans la physique

des particules pour une particule dans un milieu. Chaque objet Particle fait exactement
64 octet (8 fois 64 bit). Cette particularité va servir dans le futur a optimiser le code
parallélisé pour des transfert mémoire les plus rapides possibles.

Attributes :

•


ρ
x
y
z

 (float4)

•


m
px
py
pz

 (float4)

•


T
µ
Γ
λ

 (float4)

•


type
ID
collision_partner
decay_from

 (int4)

Methods :
• get_r()
• get_P()
• get_E()

• get_~v()
• get_pT()
• get_v2()

• get_sign()
• get_baryonic_number()

Particle
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La classe Data

Attributes :
• Data parameters . . .
• Data arrays . . .
• Saving parameters . . .
• Saving arrays . . .
Methods :
• get_m()
• get_Γ()
• get_∂m/∂T()
• get_∂m/∂µ()
• get_σ()

Data

Attributes
Data parameters . . .

• n_type_particle (uint)
• n_type_cross_section (uint)

• bin_µ (float)
• bin_T (float)
• bin_

√
s (float)

• limit_µ (float)
• limit_T (float)
• limit_

√
s (float)

• n_bin_µ (uint)
• n_bin_T (uint)
• n_bin_

√
s (uint)

Data arrays . . .

• m ( µ , T , type ) (vector3<float>)
• Γ ( µ , T , type ) (vector3<float>)
• σ ( µ , T ,

√
s , type ) (vector4<float>)
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Saving parameters . . .

• τ_counter (uint)

• limit_record_t (float)
• limit_record_~r (float)
• limit_record_pT (float)
• limit_record_µ (float)
• limit_record_T (float)
• limit_record_s (float)

• bin_record_t (float)
• bin_record_~r (float)
• bin_record_pT (float)
• bin_record_µ (float)
• bin_record_T (float)
• bin_record_s (float)

• n_bin_record_t (uint)
• n_bin_record_~r (uint)
• n_bin_record_pT (uint)
• n_bin_record_µ (uint)
• n_bin_record_T (uint)
• n_bin_record_s (uint)

• n_type_particle (uint)

Saving arrays . . .

• recorded_multiplicity ( t , ~r , type ) (vector3<float>)
• recorded_collision_1 ( t , ~r , type ) (vector3<float>)
• recorded_collision_2 ( µ , T ,

√
s , type ) (vector4<float>)

• recorded_decay_1 ( t , ~r , type ) (vector3<float>)
• recorded_decay_2 ( µ , T ,

√
s , type ) (vector4<float>)

• recorded_v2 ( t , pT , type ) (vector3<float>)
• recorded_ε ( t , type ) (vector2<float>)
• recorded_〈~v〉 ( t , type ) (vector2<float>)
• recorded_〈E〉 ( t ) (vector<float>)
• recorded_〈m〉 ( t ) (vector<float>)
• recorded_〈~p〉 ( t ) (vector<float>)
• recorded_〈σ〉 ( t ) (vector<float>)
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Resume
L’étude du diagramme de phase de la matière nucléaire est souvent non triviale. Cette

thèse tente de décrire la transition de phase créée dans les accélérateurs de particule, a
haute température et faible densité baryonique. Si les accélérateurs de particules peuvent
être vus comme les microscopes de la matière, on ne peut néanmoins pas observer direc-
tement la transition de phase. On va donc utiliser un modèle théorique pour reproduire
ce phénomène.

Les processus qui interviennent lors de la transition sont de basse énergie, la ou la
théorie standard, la Chromodynamique Quantique (QCD) ne peut plus s’appliquer de
manière perturbative. Je vais donc présenter et utiliser un modèle plus simplifie de cette
théorie : le modèle de Nambu et Jona-Lasinio (NLJ). Ce modèle permet de décrire les
particules fondamentales de la matière, puis ensuite leur hadronisation, via des sections
efficaces ainsi que la construction de la masse des hadrons.

Finalement on utilise les masses et sections efficaces de ce modèle dans un nouveau
code de simulation base sur la dynamique moléculaire relativiste. La présentation de ce
modèle passe d’abord par la justification de son aspect relativiste, puis par l’explication
de ses algorithmes. Les résultats de ces simulations sont finalement analyses et compares
aux données du RHIC. La phénoménologie des résultats non observables est également
discutée.

Mots-clés : Plasma de quarks et de gluons, Nambu-Jona-Lasinio, Hadronisation, Transi-
tion de phase, Dynamique Relativiste, Dynamique Moleculaire, Correlations, Fluctuations

Abstract
The study of the phase diagram of nuclear matter is often not trivial. This thesis

attempts to describe the phase transition created in accelerators of particles, at high-
temperature and low baryonic density. If accelerators of particles can be seen as the
microscopes of the matter, nevertheless we can not directly observe the phase transition.
So we will use a theoretical model to reproduce this phenomenon.

The processes involved in the transition are of low energy, where the standard theory
Quantum Chromodynamics (QCD)- can not be applied in a perturbative way. I will
therefore present and use a more simplified model of this theory : the model of Nambu
and Jona-Lasinio (NLJ). This model can describe the fundamental particles of matter
and their subsequent hadronization via cross sections and the construction of the mass of
hadrons.

Finally we use the masses and cross sections of this model in a new simulation code
based on relativistic molecular dynamics. The presentation of this model begins with
the justification of its relativistic aspect, then the explanation of its algorithms. The
results of these simulations are finally analyzed and compared with data from RHIC. The
phenomenology of non-observable results is also discussed.

Keywords : Quark-Gluon Plasma, Nambu-Jona-Lasinio, Hadronization, Phase transi-
tion, Relativistic dynamics, Molecular dynamics, Correlations, Fluctuations


	Remerciements
	Table des matières
	Introduction
	La matière nucléaire
	Les quarks et les gluons
	La problématique
	Notes

	Transition de phase de l'interaction forte
	Les états de la matière nucléaire
	La Chromodynamique Quantique
	Les bases
	Phénoménologie et symétries
	L'essentiel

	La transition de phase
	Les types de transition
	La QCD sur réseau

	Une autre approche

	Le modèle NJL
	Présentation du modèle
	Lagrangien et symétries
	Interactions et états liés

	Masses NJL
	Masses des quarks
	Température et potentiel chimique fini
	Masses des mésons
	Paramètres du modèle
	Masse des baryons

	Sections efficaces NJL
	Sections efficaces élastiques
	Sections efficaces inélastiques

	De NJL à PNJL : la boucle de Polyakov
	Thermodynamique du modèle
	Points importants

	Hadronisation & transport : approches existantes
	Collisions d'ions lourds
	Particules émises : variables & observables
	Variables
	Observables

	Conditions initiales
	Modèles théoriques
	Comparaison

	Modèles de transport
	Modèles théoriques
	Comparaison

	Hadronisation
	Modèles théoriques
	Comparaison

	État de l'art

	Dynamique Relativiste
	Vers une dynamique moléculaire relativiste
	Dynamique moléculaire classique
	Dynamique moléculaire quantique
	Le groupe de Poincaré
	Dynamique moléculaire relativiste

	Dynamique sous contraintes
	Le Principe de moindre action
	Méthodologie Hamiltonienne I
	Le formalisme de Dirac
	Méthodologie Hamiltonienne II
	Hamiltonien relativiste

	Conditions sur les contraintes
	Type de contraintes
	Multiplicateurs de Lagrange
	Équations de mouvement
	Potentiel relativiste
	No Interaction Theorem

	Contraintes relativistes
	Distance transverse
	Séparabilité des particules
	Contrainte sur l'énergie
	Contrainte sur le temps
	Matrice de contraintes

	Cas pratique
	Le cas de deux particules
	Le cas de N particules

	Méthode de collision relativiste
	De l'interaction aux collisions
	Algorithme standard
	Méthode invariante

	Conclusion

	INTEGRAL
	Présentation du modèle
	Modèle de transport
	Dynamique quantique relativiste
	Milieu thermodynamique

	Hadronisation
	Libre parcours moyen
	Les problèmes de l'hadronisation

	Conditions initiales
	Optimisations du code
	Conclusion

	Résultats de simulations
	Organisation
	Conditions initiales
	Transport et thermodynamique
	Hadronisation et transition de phase
	Conclusion

	Conclusion
	Acronymes
	Matrices usuelles
	Transformation de Fierz
	Sections efficaces
	Boucles de fermions
	Observables
	Calculs relativistes
	Algorithmes d'INTEGRAL
	Bibliographie

