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Introduction

La biologie est une science des modeles. L'histoire de cette science montre que ces modeles sont asso-
ciés a la capacité d’observation des systemes vivants. Par exemple, I’essor de 1’observation microscopique
a abouti a considérer la cellule comme unité du vivant, tandis que les dernieres avancées biotechnologiques
proposent I’ADN comme composante fondamentale biologique. L’ ADN, ou acide désoxyribonucléique, est
une molécule qui contient le génome, c’est-a-dire toute I’information génétique, d’une espece. En février
2018, la base de données GenBank contenait plus de deux cents millions de génomesﬂ Toutes ces données
biologiques peuvent &tre modélisées sous la forme de séquences. Ces séquences sont ensuite étudiées dans
le but de déterminer tous les genes présents dans un organisme, c’est-a-dire toutes les régions du génome
qui sont utilisées par une cellule pour synthétiser des constituants essentiels de 1’organisme appelés des
protéines. Toutefois, déterminer I’ensemble des génes d’un organisme n’est pas suffisant pour compren-
dre le fonctionnement de celui-ci. Pour cela, il est en effet nécessaire d’étudier les interactions entre les
différentes entités biologiques, comme les génes ou les protéines, qui le composent [27, 63]].

Ces réseaux d’interactions biologiques se modélisent intuitivement sous la forme de graphes, et non
plus de séquences. Par exemple, dans le cadre des réseaux d’interaction protéine-protéine (appelés réseaux
PPI, pour “Protein-Protein Interaction”), les sommets représentent des protéines et les arétes des interac-
tions physiques entre ces protéines. De méme, les réseaux métaboliques sont utilisés pour représenter le
métabolisme d’un organisme, c’est-a-dire I’ensemble des réactions chimiques effectuées au sein de cet
organisme pour assurer son fonctionnement. Ces réseaux métaboliques sont constitués de métabolites,
des molécules issues du métabolisme, ainsi que de ces réactions, qui prennent en entrée un ensemble de
métabolites afin d’en produire un nouveau. Ainsi, dans le graphe des réactions d’un réseau métabolique,
les sommets correspondent aux réactions, et deux sommets sont incidents s’il existe un métabolite commun
parmi les métabolites de sortie de la réaction associ€e au premier sommet et les métabolites d’entrée de la
réaction associée au deuxieme sommet.

Les sommets des graphes représentant des réseaux biologiques peuvent également €tre colorés. Dans
ce cas, la couleur d’un sommet donne une information supplémentaire sur la nature de I’entité biologique
associée a celui-ci. Par exemple, si un graphe représente un réseau PPI, alors on peut colorer les sommets
relativement a la fonction de la protéine qui leur est associée.

Alors que les modeles utilisés pour représenter des données biologiques ont évolué, on observe que
plusieurs problématiques, et notamment la recherche de motifs, se modélisent de maniere similaire dans
les séquences et dans les graphes. Dans le cadre de la recherche de motifs, on cherche ainsi a déter-
miner si une séquence contient une sous-séquence d’intérét, ou bien si un graphe contient un sous-graphe
d’intérét. En effet, déterminer si une séquence d’ADN contient une sous-séquence particuliere permet par
exemple d’identifier des zones promotrices de cette séquence et de détecter si ces zones comportent des
anomalies [95]. On peut ainsi plus facilement développer des procédés biochimiques pour modifier le
comportement des cellules dans 1’espoir de corriger ces anomalies. Dans le contexte des réseaux PPI, un
complexe protéique est un sous-ensemble de protéines participant a la méme tache au sein de d’une cellule.
Déterminer si le réseau PPI d’un organisme méconnu contient un complexe protéique connu permet ainsi
d’améliorer la connaissance sur cet organisme [37]. De méme, il est intéressant de rechercher des voies

1. https://www.ncbi.nlm.nih.gov/genbank/statistics/
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métaboliques, c’est-a-dire des ensembles de métabolites qui participent également a la méme tache au sein
d’une cellule, dans les réseaux métaboliques [116].

D’un point de vue algorithmique, on peut lier la recherche de motifs dans ces graphes d’origine bi-
ologique a des problématiques d’isomorphisme de graphe. Dans ce cas, le motif — dit topologique — est un
sous-graphe, et une occurrence du motif dans le graphe étudié est un sous-graphe isomorphe au motif. Cette
définition d’un motif peut néanmoins poser plusieurs problemes, comme par exemple lorsque la structure
exacte du sous-graphe recherché n’est pas connue. De plus, les réseaux biologiques dont on dispose com-
portent beaucoup de bruit [38]], c’est-a-dire qu’ils contiennent des relations entre entités erronnées et/ou
manquantes.

Afin de répondre a ces problemes, Lacroix et al. ont proposé une nouvelle définition d’un motif dans
les graphes aux sommets colorés [79]. Dans leur modele, puisque les réactions d’un réseau métabolique
sont en grande majorité catalysées par des protéines (appelées des enzymes) qui ont une fonction précise
dans I’organisme, la couleur de chaque sommet du graphe des réactions, associé a ce réseau métabolique,
correspond a la fonction de I’enzyme (principale) qui catalyse la réaction associée a ce sommet. D’un point
de vue biologique, Lacroix et al. recherchent ainsi un ensemble de réactions qui ont les caractéristiques
d’une voie métabolique de part I’ensemble d’enzymes qui les catalyse, mais dont on ne sait pas comment
elles interagissent entre elles. D’un point de vue algorithmique, le motif — dit fonctionnel — que I’on
recherche dans ce graphe est alors un multi-ensemble de couleurs, et une occurrence du motif est un sous-
graphe connexe dont le multi-ensemble de couleurs des sommets correspond a celui du motif. Contraindre
I’occurrence du motif a étre connexe garantit que toutes les réactions associées au motif appartiennent a la
voie métabolique recherchée. La contrainte sur les couleurs des sommets d’une occurrence garantit quant a
elle que la voie métabolique recherchée exécute la tiche désirée dans 1’organisme.

Le probleme GRAPH MOTIF, introduit par Lacroix et al. [/9], consiste a déterminer s’il existe une oc-
currence d’un motif fonctionnel dans un graphe. Il existe maintenant une large littérature algorithmique
pour résoudre le probléme et ses nombreuses variantes, qui sont algorithmiquement difficiles. Ma these
s’inscrit dans le cadre de la recherche de motifs dans les graphes aux sommets colorés : I’étude de GRAPH
MOTIF et de ses variantes a donc été primordiale au début de celle-ci.

Alors que I’utilisation de modeles de graphes aux sommets colorés a été€ introduite dans le but d’étudier
les interactions présentes dans des systeémes biologiques, on montre dans ce manuscrit que ces modeles
peuvent également étre appliqués dans d’autres domaines, et notamment en spectrométrie de masse. Le
probleme MAXIMUM COLORFUL ARBORESCENCE (MCA), auquel on a consacré I’essentiel de cette these,
a ainsi pour but d’identifier la formule moléculaire d’un métabolite [18]].

Pour cela, on fragmente dans un premier temps ce métabolite dans un spectrometre de masse afin
d’obtenir un spectre, qui enregistre la masse de chaque fragment obtenu (et qui est ensuite potentielle-
ment re-fragmenté) pendant le processus de fragmentation. Dans un deuxiéme temps, on construit une liste
de formules moléculaires, dites candidates, pouvant correspondre a la formule moléculaire du métabolite
d’entrée. Enfin, pour chacune de ces formules candidates, on construit et résout une instance de MCA afin
de déterminer le scénario de fragmentation le plus probable du métabolite d’entrée, en supposant que la
formule de celui-ci correspond a la formule candidate considérée.

Le graphe d’entrée d’une instance de MCA est orienté et enraciné : les sommets représentent des for-
mules moléculaires et les arcs sont pondérés afin de représenter la plausibilité de la fragmentation d’une
molécule dont la formule moléculaire correspond au sommet d’origine en une autre dont la formule molécu-
laire correspond au sommet d’arrivée. De plus, il existe une couleur pour chaque masse enregistrée dans le
spectre ; les sommets sont ainsi colorés en fonction de la masse de la formule moléculaire qu’ils représen-
tent. Dans cette instance, on recherche un sous-arbre (7) contenant la racine du graphe d’entrée, (i) ne
contenant pas deux sommets ou plus de méme couleur et (i7i) dont la somme du poids des arcs est maxi-
mum. D’un point de vue biologique, on rappelle que cette solution correspond au scénario de fragmentation
le plus plausible d’une molécule dont la formule correspond a la formule candidate du métabolite d’entrée.
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Ainsi, une solution de MCA doit contenir la racine du graphe d’entrée, qui représente la formule candidate
considérée. De plus, une solution de MCA ne peut pas contenir deux sommets ou plus de méme couleur,
puisque chaque pic enregistre la masse d’une seule molécule. Enfin, plus le poids d’une solution de MCA
est élevé, plus il est probable que la formule correspondant a la racine de cette solution soit celle du métabo-
lite d’entrée.

Fondamentalement, la premiere partie de ce manuscrit propose un état de 1’art des résultats algorith-
miques liés au probleme GRAPH MOTIF et a ses variantes. Pour cela, on donne tout d’abord dans le
Chapitre|l|des notions de théorie des graphes et de théorie de la complexité qui sont nécessaires a la bonne
compréhension de ce manuscrit. Le probleme GRAPH MOTIF et ses variantes sont algorithmiquement
difficiles [[79, 51]], ce qui signifie que les algorithmes utilisés pour les résoudre possedent une complexité
exponentielle. Ainsi, on présente également dans ce premier chapitre des techniques pour obtenir des algo-
rithmes de complexité paramétrée (dits FPT), c’est-a-dire des algorithmes dont la partie exponentielle de la
complexité porte sur un (ou plusieurs) parametre(s) qu’on espere petit(s) en pratique [42, 89].

Dans le Chapitre [2] on modélise formellement le probleme GRAPH MOTIF, ainsi que trois de ses vari-
antes. Le probleme COLORFUL GRAPH MOTIF est une variante de GRAPH MOTIF dans laquelle le motif
— et donc la solution recherchée — ne contient pas de répétitions de couleurs. Le probleme MAX GRAPH
MOTIF cherche a déterminer la plus grande sous-occurrence d’un motif, ¢’est-a-dire a rechercher un sous-
graphe connexe de cardinalité maximum et dont le multi-ensemble de couleurs des sommets est inclus dans
le motif. Enfin, la derniere version étudiée dans ce manuscrit, appelée WEIGHTED GRAPH MOTIF, in-
troduit une fonction de pondération sur les arétes du graphe d’entrée : le but devient alors de chercher une
occurrence du motif dont la somme des poids des arétes est supérieure a une valeur fixée. Bien qu’il n’existe
pas de motif explicite dans la modélisation de MCA, on observe que ce probleme présente des similarités
avec GRAPH MOTIF et ses variantes. En effet, tout comme pour le probleme COLORFUL GRAPH MO-
TIF, une solution de MCA ne doit pas contenir de répétitions de couleurs. De plus, le multi-ensemble de
couleurs d’une solution de MCA doit étre inclus dans I’ensemble des couleurs du graphe, mais, tout comme
pour le probleme MAX GRAPH MOTIF, peut ne pas étre égal a ce motif implicite. Enfin, tout comme pour
le probleme WEIGHTED GRAPH MOTIF, la modélisation de MCA inclut une fonction de pondération qui
est cette fois-ci appliquée aux arcs, et non pas aux arétes, du graphe d’entrée. On verra cependant dans ce
manuscrit que la modélisation de MCA inclut une contrainte supplémentaire, d’origine biologique, et qui
instaure une “hiérarchie” sur les couleurs d’une instance.

Dans la suite du Chapitre[2] on procede a un état de I’art de GRAPH MOTIF et de ses variantes. Puisque
ces problemes sont algorithmiquement difficiles, le but de cet état de I’art consiste a montrer comment
contourner leur difficulté afin de pouvoir les résoudre dans des délais raisonnables. Par conséquent, on
commence par tracer une frontiere entre les instances pour lesquelles GRAPH MOTIF et ses variantes peu-
vent étre résolus en temps polynomial et les instances pour lesquelles ces problemes sont algorithmiquement
difficiles. Par exemple, le probleme COLORFUL GRAPH MOTIF est NP-dur dans des classes de graphe tres
contraintes, comme dans les superstars ou les comb-graphs. On étudie ensuite la complexité de ces prob-
lemes relativement a la taille du motif et au nombre de sommets qui n’appartiennent pas a une occurrence
de celui-ci. On présente ainsi des résultats de complexité paramétrée pour chacun de ces deux parametres.
En particulier, on présente un algorithme de complexité paramétrée relativement a la taille du motif qui est
“optimal” sous certaines hypotheses de complexité.

Dans la deuxieme partie de ce manuscrit, on procede a une étude algorithmique détaillée du probleme
MCA. Pour cela, on décrit tout d’abord dans le Chapitre |3| le contexte biologique qui a mené a la mod-
élisation de ce probleme, puis on montre que celui-ci est une modélisation plus juste d’un probleme de la
littérature appelé MAXIMUM COLORFUL SUBTREE (MCS) [18]]. En particulier, on introduit la notion de
graphe de hiérarchie de couleurs et on montre que ce graphe est en fait nécessairement un graphe orienté
acyclique et enraciné. On initie ensuite une étude algorithmique de MCA, dans laquelle on commence
par déterminer la frontiere entre les instances faciles et difficiles de MCA. Dans les instances difficiles,
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on présente également des algorithmes d’approximation, qui permettent de retourner en temps polynomial
une solution dont I’écart a I’optimal est borné [6, [122]]. Ainsi, on commence par observer que MCA est
hautement inapproximable, mé&me si le graphe d’entrée appartient a des classes d’arbres treés contraints. En
revanche, la notion du graphe de hiérarchie de couleurs introduite dans la définition de MCA nous permet
d’obtenir plusieurs algorithmes d’approximation dans ces mémes classes d’arbres contraints. De plus, on
prouve que MCA se résout en temps polynomial si le graphe de hiérarchie de couleurs est un arbre.

On poursuit dans le Chapitre {]I’étude algorithmique du probleme MCA en montrant des résultats de
complexité paramétrée pour ce probleme. Puisque MCA peut se résoudre en temps polynomial quand le
graphe de hiérarchie de couleurs est un arbre, on introduit deux nouveaux parametres li€s a la structure de
ce graphe. On introduit également deux autres parametres li€s au nombre de sommets qui n’appartiennent
pas a une solution de MCA. On détermine ensuite si MCA admet des algorithmes FPT, voir méme des
kernels polynomiaux, relativement a (des combinaisons de) ces nouveaux parametres. En particulier, on
obtient un algorithme FPT relativement a un sous-ensemble des couleurs d’une instance de MCA. Dans la
derniere partie de ce chapitre, on implémente cet algorithme et on compare ses performances avec 1’unique
algorithme FPT disponible dans la littérature pour le probleme MCS [18]] sur des instances construites a
partir de données biologiques. On montre ainsi que notre algorithme permet de résoudre plus d’instances et
plus rapidement que 1’algorithme issu de la littérature.

Pour finir, on récapitule les principaux résultats obtenus et on évoque les perspectives que cette these a
engendrées.



Généralités algorithmiques

On présente dans ce chapitre tous les outils nécessaires a la bonne compréhension de cette these.
On aborde tout d’abord le concept de graphes, puis on définit la notion de probléemes algorithmiques et
d’algorithmes. On présente ensuite les classes de complexité utilisées dans ce manuscrit pour classer les
problemes étudiés dans ce manuscrit. Puisque ces problemes sont réputés pour €tre “difficiles”, on présente
également plusieurs techniques majeures, qui seront utilisées dans ce manuscrit, pour résoudre de maniere
efficace ces problemes.

1.1 Théorie des graphes

On décrit le concept de graphes ainsi que les propriétés basiques d’un graphe. On montre également
différentes classes de graphes et on explique le concept de décomposition arborescente d’un graphe. Ceci
nous servira a mieux appréhender la difficulté des problemes rencontrés dans les chapitres suivants.

1.1.1 Définitions des propriétés d’un graphe

Les graphes sont des objets mathématiques utilisés pour représenter des interactions entre des entités.
Leur premiere utilisation connue remonte en 1735 quand le mathématicien suisse Leonhard Euler a résolu
le probleme des sept ponts de Konigsberg [49]. Dans ce probleme, un fleuve sépare la ville de Konigsberg
(maintenant Kaliningrad) en quatre parties, qui sont reliées par sept ponts (voir la partie gauche de la Fig-
ure [I.T). Le but du probleme est de déterminer s’il existe un chemin qui traverse chaque pont une et une
seule fois, et dont la position d’arrivée est la méme que celle de départ. Dans les paragraphes suivants, on
utilise ce probleme pour illustrer des notions clefs communément utilisées en théorie des graphes.

Un graphe G = (V, E) est défini par un ensemble V' d’entités, appelés des sommets, ainsi que par un
ensemble F d’arétes, qui relient des paires de ces sommets. On utilise également la notation V' (G) (resp.
E(G)) pour décrire I’ensemble des sommets (resp. arétes) de G, avec n = |V(G)| et m = |E(G)|. Dans
le graphe créé par Euler pour résoudre le probleme des sept ponts de Konigsberg, chaque partie de la ville
est associée a un sommet et chaque pont entre deux parties de la ville est représenté par une aréte entre les
deux sommets correspondants a ces parties. On peut voir une illustration de ce graphe dans la Figure(l.1

Une aréte entre deux sommets u et v du graphe est notée (u,v). Dans la Figure laréte (A, C)
représente le pont reliant la partie A de la ville a la partie C'. On dit également que A et C sont les extrémités
de l'aréte (A, C') et que I'aréte (A, C') est incidente aux sommets A et C. Par ailleurs, un graphe est dit
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Figure 1.1 — Modélisation d’un graphe a partir du probleme des ponts de Konigsberg. La ville de la figure
de gauche est découpée en quatre parties A, B, C' et D qui sont représentées par des sommets dans la figure
de droite. Chaque pont est symbolisé par une aréte. Source Wikipedia.

simple s’il ne contient pas plusieurs arétes entre une méme paire de sommets et s’il ne contient aucune aréte
d’un sommet a lui-méme.

Une couverture par les sommets d’un graphe G = (V, E) est un ensemble de sommets V' C V tel que
chaque aréte de E est incidente a au moins un sommet de V. Par exemple, on observe que le sous-ensemble
de sommets {C, D} est une couverture par les sommets du graphe G dans la Figure

On dit que deux sommets u et v appartenant a V' sont adjacents, ou voisins, s’il existe une aréte (u,v) €
E. Pour tout sommet v € V, le voisinage de v, noté N(v) = {u € V : (v,u) € E}, est '’ensemble des
voisins de v dans G. On note d(v) = |N(v)| le degré d’un sommet v. S’il existe une aréte reliant chaque
paire de sommets de (7, alors G est une clique.

Un ensemble de sommets V' C V est s’il n’existe aucune paire de sommets v; et vy
qui appartiennent a V' tels que v; et vy sont voisins dans G. Dans la Figure I’ensemble de sommets
V' = A, B est indépendant.

Un chemin 7 dans GG contient une liste ordonnée de sommets de V' tel qu’il existe une aréte appartenant
a E entre chaque paire de sommets consécutifs de 7. Un cycle est un chemin dont le sommet de départ est
le méme que celui d’arrivée. Enfin, un chemin (resp. cycle) est dit simple s’il ne contient pas deux fois la
méme aréte. Ainsi, dans la Figure[I.1, 4 =< A, C, B > estun chemin, 7, =< A, D, B,C, D, A > estun
cycle qui n’est pas simple car il contient deux fois ’aréte (A, D), 73 =< A, C, D, A > est un cycle simple,
et 7y =< A, B,C > n’est ni un cycle ni méme un chemin. La longueur d’un chemin (resp. d’un cycle) est
égale a son nombre d’arétes.

Un graphe est[connexe|s’il existe un chemin entre chaque paire de sommets qu’il contient. Dans notre
exemple, le graphe construit est connexe puisqu’on peut accéder a n’importe quelle partie de la ville en
traversant un ou plusieurs ponts selon notre position d’origine.

Un graphe G' = (V’, E’) est un sous-graphe de G = (V, E) si V' C V,si B’ C F et si les extrémités
de toutes les arétes de F’ appartiennent a V. La relation G’ C G signifie que G’ est un sous-graphe de G.
Dans la Figure[1.1] le graphe G’ = (V’, E') avec V' = {A,C, D} et E' = {(A, D)} est un sous-graphe de
G qui n’est pas connexe.

Pour tout V' C V, G[V"] désigne le|sous-graphe induif|de G pour lequel V (G[V']) = V' et E(G[V']) =
{(u,v) € E: (ue V')A (veV')}. End autres termes, F(G[V']) contient toutes les arétes de £ dont les
deux extrémités appartiennent a V.

Une |composante connexe| de G est un sous-graphe induit et connexe G/ C G tel qu’il n’existe pas
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d’autre sous-graphe induit et connexe G” C G avec G' C G".

Un chemin (resp. cycle) est dit hamiltonien dans G s’il passe une et une seule fois par tous les sommets
de G. De méme, un chemin (resp. cycle) qui passe une et une seule fois par toutes les arétes de G est
dit eulérien en I’honneur du mathématicien éponyme pour sa contribution pour le probleme des ponts de
Konigsberg. Euler a en effet montré qu’un graphe connexe GG possede un tel cycle si et seulement si chacun
des sommets de G est incident a un nombre pair d’arétes. Intuitivement, il faut en effet une aréte pour
arriver a chaque sommet du graphe et une aréte pour en repartir.

Soit col : V' — {1,...,k} une fonction de coloration d’un graphe G = (V, E)). Pour tout ensemble
S C V, col(S) désigne le multi-ensemble de couleurs assignées aux sommets de S et col”(.S) son ensemble
de couleurs induit. On dit qu’un ensemble de sommets S est [colorfulsi col(S) = col*(S), ¢’est-a-dire si S
ne contient pas deux sommets de la méme couleur. De la méme maniére, un graphe G = (V, E) est colorful
si V' est colorful. Enfin, un chemin 7 est colorful si I’ensemble des sommets de 7 est colorful.

1.1.2 Exemples de classes de graphes

On verra dans les chapitres suivants qu’il est intéressant d’étudier un probleme dans un graphe contraint
quand ce probleéme est “dur” (voir Section[1.2.2).

Pour tout graphe G = (V, E), deux sous-ensembles de sommets V; C V et V5, C V sont dits disjoints
si Vi NV, = (), i.e. s’il n’existe aucun sommet en commun entre les deux sous-ensembles. Un graphe
G = (V,E)est si on peut partitionner son ensemble de sommets V' en deux sous-ensembles disjoints
Vet V; tel qu’il n’existe aucune aréte entre deux sommets de V7, ni entre deux sommets de V5.

Un est un graphe connexe et sans cycles. En particulier, un arbre couvrant d’un graphe G est un
sous-graphe de G qui est un arbre et dont I’ensemble de sommets est V(). La Figure[1.2]illustre la notion
de graphe biparti et d’arbre. Dans cette figure, on remarque que les arbres sont une sous-classe de graphes
bipartis.

On note d(u, v) la[distance]d’un sommet u € V a un sommet v € V, i.e. la longueur d’un plus court
chemin qui relie & v. Un sommet de degré 1 dans un arbre est appelé une [feuillel On peut enraciner un
arbre en choisissant arbitrairement un sommet r» € V' comme racine. Dans un arbre enraciné en r, pour
toute paire de sommets {u,v} € V telle que (u,v) € E et telle que d(r,u) < d(r,v), on dit que v est un
enfant de u et que u est un parent de v. Enfin, la d’un arbre GG enraciné en r est égale a la plus
grande distance entre 7 et une des feuilles de G.

On définit quatre classes d’arbres supplémentaires qui seront utiles dans le reste de ce document. Un
est un arbre dans lequel le degré maximum de tout sommet est inférieur ou égal a trois et
dans lequel il existe au moins un chemin contenant tous les sommets de degré 3. La spine (“‘colonne
vertébrale” en francais) d’un comb-graph désigne un chemin arbitrairement choisi parmi ceux contenant
tous les sommets de degré 3 dans le comb-graph. Une star (resp. est un arbre enraciné de
hauteur au plus égale a 1 (resp. 2). Enfin, un est un arbre qui devient un chemin si on lui
supprime ses feuilles. On montre un exemple de chacun de ces graphes dans la figure[I.3]

1.1.3 Graphes orientés

Dans le probleme des ponts de Konigsberg, tous les ponts de la ville peuvent s’emprunter dans les deux
sens. Le graphe de la Figure[I.T|qui représente cette situation est appelé un graphe non-orienté. Si un de ces
ponts était a sens unique, on le modéliserait par un arc au lieu d’une aréte. Un arc entre entre deux sommets
u et v est également noté (u, v) mais on ne peut pas I’emprunter de v a u. Visuellement, on représente un
arc (u,v) par une fleche de u vers v pour symboliser sa direction.

On définit un graphe orienté G = (V, A) par un ensemble de sommets V' et un ensemble d’arcs A.
La |version non-orientée|de G est un graphe non-orienté U(G) = (V, E) dans lequel chaque arc de type
(u,v) € A est remplacé par une aréte de type (u,v) € E. On présente maintenant quelques notions
similaires entre les graphes non-orientés et les graphes orientés.




20 CHAPITRE 1. GENERALITES ALGORITHMIQUES

(4) o Gy ()
(&)
(8) (4) (B
'
(©) © (@ @

Figure 1.2 — Exemples de graphe biparti (G, a gauche) et d’arbre (G a droite). Dans I’exemple de droite,
le sommet r a arbitrairement été désigné comme la racine de (5. Ainsi, le graphe GG, enraciné en r a une
hauteur de 3 puisque le chemin de longueur maximale entre 7 et une des feuilles du graphes (ici C, E, F,
H ou I) est de longueur 3. On note que GG, est également un graphe biparti puisqu’il n’existe aucune aréte
entre deux sommets rouges ni entre deux sommets noirs (comme dans G).

Un arc (u,v) est appelé un arc entrant de v et un arc sortant de u. L’ensemble des arcs entrants (resp.
sortants) de v s’écrit N~ (v) (resp. N1 (v)) et s’appelle le voisinage entrant (resp. sortant) de v. De plus, le
degré entrant (resp. degré sortant) d’un sommet v est noté d~(v) = [N~ (v)| (resp. d*(v) = |[N*(v)|).

Un chemin 7 dans un graphe orienté G = (V, A) contient une liste ordonnée de sommets de V' tel qu’il
existe un arc (u,v) € A pour chaque paire {u, v} de sommets consécutifs de 7. La notion de circuit dans
les graphes orientés est équivalente a la notion de cycle dans les graphes non-orientés. Ainsi, un circuit est
un chemin dont le sommet de départ est le méme que le sommet d’arrivée.

Un graphe orienté est connexe si la version non-orientée de ce graphe est connexe. Un graphe orienté,
connexe et sans circuit est appelé un Directed Acyclic Graph (DAG)). Un [ordre topologique] d’un graphe
orienté G = (V, A) est un ordre total sur I’ensemble des sommets de GG, dans lequel u € V précede v € V
s’il n’existe pas de chemin de v vers v dans GG. Si GG est un DAG, alors G admet nécessairement un ordre
topologique de ses sommets puisque G ne contient pas de circuit (voir Figure [I.4).

Dans les graphes orientés, une racine est un sommet de degré entrant 0. On note qu’un DAG peut
contenir plusieurs racines. En revanche, une est un DAG qui ne contient qu’une racine et dont
le degré entrant maximum de tous les sommets est égal a 1. Ainsi, si un graphe orienté est une arborescence
alors sa version non-orientée est un arbre. On illustre les différences entre un DAG et une arborescence
dans la Figure[I.5]

Pour tout V' C V et tout v € V', on note G,[V’] le sous-graphe induit G[V"’] enraciné en v et dans
lequel on supprime tous les sommets v’ € V' tel qu’il n’existe pas de chemin de v vers v’

Par défaut, les graphes considérés dans le reste de ce chapitre ainsi que dans le Chapitre [2| sont non-
orientés alors que ceux des autres chapitres sont orientés.

1.1.4 Décomposition arborescente d’un graphe

La est un parametre d’un graphe qui indique a quel point un graphe “ressemble” a un arbre.
On décrit formellement cette notion, qui sera tres utilisée dans le Chapitre 4]

Définition 1. Une décomposition arborescente d’un graphe G = (V, E) est une paire ({X; : ¢ € 1},7T),
dans laquelle 7 est un arbre dont I’ensemble de sommets est /, et dans laquelle chaque X; est un sous-
ensemble de V' appelé un sac. Les trois propriétés suivantes doivent étre respectées :
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Figure 1.3 — Exemples de comb-graph (G en haut a gauche), de superstar (G5 en haut a droite) et de
caterpillar (G5 en bas). Les sommets de la spine de GG; sont colorés en bleu. Les sommets colorés en vert
dans G correspondent aux sommets restants apres suppression de toutes les feuilles de (3. Dans cette
figure, on note que Gs[r, A, B] est une star.
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Figure 1.4 — Illustration d’un ordre topologique d’'un DAG G. Les sommets de G sont ordonnés de la
gauche vers la droite.

1. UiEIXi = V,
2. Pour chaque aréte (u,v) € F, il existe un i € I tel que {u,v} C X,
3. Pour chaque triplet 7, j, k € I, si j appartient au chemin entre ¢ et k dans 7, alors X; N X, C X.

La width de ({X; : i € 1}, T) est égale a max{|X;| : i € I} — 1, et la treewidth de G est le plus petit
entier k tel que G’ admet une décomposition arborescente de width k.

On définit maintenant le concept de bonne décomposition arborescente. Nous verrons dans le Chapitre ]
que cette décomposition arborescente particuliere permet d’obtenir de nouveaux résultats pour le probleme
MAXIMUM COLORFUL ARBORESCENCE.



22 CHAPITRE 1. GENERALITES ALGORITHMIQUES

G1 G2

Figure 1.5 — Exemples de DAG (G, a gauche) et d’arborescence (G2 a droite). On observe que le graphe
(G5 est également un DAG puisqu’il est connexe et qu’il ne comporte aucun circuit. En revanche, GG; n’est
pas une arborescence puisque le degré entrant de D est égal a 2 dans G.

Définition 2. Une décomposition arborescente ({X; : i € I}, T) enracinée en X est dite bonne si les
conditions suivantes sont satisfaites:

1. Chaque sommet de 7 a au plus deux enfants.
2. Siun sommet ¢ a deux enfants j et k, alors X; = X; = X, et on appelle X; un neeud joint.

3. Si un sommet 7 a un enfant 7, on se trouve dans une des situations suivantes:
a) |X;| = | X;| + 1et X; C X, et dans ce cas on appelle X; un neeud introductif, ou
b) | X;| = |X;| — 1 et X; C X et dans ce cas on appelle X; un neeud de suppression.

4. Siun sommet ¢ n’a pas d’enfant, alors | X;| = 1 et dans ce cas on appelle X; un neud feuille.

On donne maintenant un exemple de décomposition arborescente et de bonne décomposition arbores-
cente dans la Figure[1.6]

1.2 Théorie de la complexité

L’essentiel de cette these a été consacrée a 1’étude des aspects algorithmiques de problemes possédant
des motivations biologiques. En particulier, on étudie le probleme GRAPH MOTIF dans le Chapitre [2 afin
de trouver des sous-réseaux d’intérét dans des réseaux biologiques et on étudie dans les Chapitres 3] et {4 le
probleme MCA, qui a pour but d’identifier des petites molécules appelées métabolites. Dans cette section,
on définit la notion de probleéme, puis on présente les principales classes de complexité qui permettent de
caractériser la difficulté d’un probleme.

1.2.1 Problemes et algorithmes

On commence par définir les deux types de problemes qui seront étudiés dans ce manuscrit : les prob-
lemes de décision et les problemes d’ optimisation. On montre ensuite les relations entre ces deux types de
probleémes, avant d’aborder les notions d’algorithme et surtout de complexité d’un algorithme.

On définit un probleme de décision par des données d’entrées, dont I’ensemble constitue une instance,
ainsi que par une question sur cette instance. Pour ce type de problemes, la réponse a la question posée est
soit “oui” (I’instance est appelée une YES-instance), soit “non” (I’instance est appelée une NO-instance).
On donne un exemple de probleme de décision avec le probleme k-CYCLE ci-dessous.

k-CYCLE
e Instance: Un graphe G = (V, E), un entier k

e Question: Existe-t-il un cycle simple C' de longueur supérieure ou égale a k dans G ?
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Figure 1.6 — Exemples de décompositions arborescentes. La paire < X,7 > en haut a droite est une
décomposition arborescente du graphe GG (en haut a gauche) mais n’est pas une bonne décomposition ar-
borescente puisqu’elle ne contient aucun nceud feuille. La paire < X', 7’ > est une bonne décomposition
arborescente, dans laquelle on colorie les nceuds introductifs en rouge, les nceuds de suppression en marron,
les nceuds joints en bleu et les nceuds feuilles en vert.

Un probleme d’optimisation est défini par une instance et une solution a donner en sortie qui doit étre la
“meilleure” solution contenue dans I’instance par rapport a un critere de mesure. Cette mesure doit soit étre
maximisée (probleme de maximisation) ou minimisée (probleme de minimisation) ; les noms des problemes
étudiés dans ce manuscrit sont assez explicites pour ne pas avoir a préciser si un probléme d’optimisation
est un probleme de maximisation ou de minimisation. On donne un exemple de probleme d’optimisation
avec le probleme LONGEST CYCLE ci-dessous.

LONGEST CYCLE

e Instance: Un graphe G = (V, E)

e Sortie: Un cycle simple C' de longueur & € N
e Mesure: k

On observe que les problemes k-CYCLE et LONGEST CYCLE permettent tous les deux de répondre au
probleme des ponts de Konigsberg qui est présenté dans la Section En effet, un graphe G = (V, E)
contient un cycle eulérien si la réponse a k-CYCLE avec k = |E| est “oui”, ou bien si k est au moins
égal a | F/| dans la solution donnée en sortie de LONGEST CYCLE. En reégle générale, on peut facilement
transformer un probléme de décision (resp. d’optimisation) () en probleme d’optimisation )’ (resp. de dé-
cision) ; on appelle )’ 1a version optimisation (resp. décision) de (). Dans ce manuscrit, tous les problemes
dont le nom commence par “k-" sont des problemes de décision.



24 CHAPITRE 1. GENERALITES ALGORITHMIQUES

Un algorithme est une suite finie d’actions effectuées sur I’instance d’un probléeme dans le but de ré-
soudre ce probleme. Analyser la complexité d’un probleme consiste a déterminer la quantité de ressources
dont a besoin un algorithme pour le résoudre. Cette complexité doit étre calculée indépendamment des
machines ainsi que du langage de programmation utilisés pour exécuter 1’algorithme afin de pouvoir com-
parer directement les algorithmes entre eux. Dans cette these, on distingue la complexité en temps de la
complexité en espace d’un algorithme. Pour calculer la complexité en temps d’un algorithme, on compte
les opérations élémentaires effectuées par celui-ci, comme le nombre d’affectations de variables et d’acces
mémoire. La complexité en espace d’un algorithme est déterminée par la quantité de mémoire dont celui-ci
a besoin pour fonctionner. Dans la suite, on dit que la faille d’un objet est la taille du meilleur codage infor-
matique pour stocker en mémoire cet objet. Ainsi, la complexité en espace d’un algorithme est déterminée
par la taille de I’instance et des variables utilisées par celui-ci pour résoudre un probleme.

Par abus de langage, on dira que la complexité en temps (resp. en espace) d’un algorithme qui résout
un probleme () est polynomiale si elle est polynomiale en la taille de I’instance de (). De mé&me, on dira
que la complexité d’un algorithme est polynomiale si a la fois ses complexités en temps et en espace sont
polynomiales.

En regle générale, on utilise les notations de Landau pour donner un ordre de grandeur sur la complexité
d’un algorithme. Ainsi, si f et g sont deux fonctions telles que f = O(g), cela signifie qu’il existe deux
constantes c et ng telles que f(n) < ¢ - g(n) pour tout n > ny. On utilise également les notation O*() et
@() pour respectivement masquer les facteurs polynomiaux et les facteurs polylogarithmiques. Ces trois
notations ont 1’avantage de constituer des bornes supérieures sur la complexité d’un algorithme. De plus,
elles permettent de comparer deux algorithmes entre eux. Par exemple, un algorithme avec une complexité
linaire (en O(n)) est a priori plus efficace pour résoudre un probleme dans des instances de grande taille
qu’un algorithme avec une complexité quadratique (en O(n?)). Dans la suite, s’il existe un algorithme avec
une complexité en O(n) pour résoudre un probleme (), alors on dit que () peut étre résolu en O(n).

1.2.2 Les classes P et NP

Le but de cette sous-section est de présenter des classes de complexité qui permettent de distinguer
les problemes “faciles” des problemes “difficiles”. On considere ici uniquement les problemes de déci-
sion, mais on précise toutefois que la difficulté d’un probleme de décision et la difficulté d’un probleme
d’optimisation sont les mémes. En effet, il existe un algorithme de complexité polynomiale pour résoudre
un probleme de décision si et seulement il existe un algorithme de complexité polynomiale pour résoudre
le probleme d’optimisation correspondant.

La classe P contient tous les problemes qui peuvent étre résolus par un algorithme de complexité poly-
nomiale. On note () € P pour indiquer qu’un probleme () appartient a P. Tous les problemes appartenant a
P sont considérés comme “faciles”.

La classe NP contient tous les problemes pour lequels on peut prouver en temps polynomial qu’une
solution donnée est correcte. On observe que I’ensemble P est inclus dans NP, puisque vérifier qu’une so-
lution est correcte est plus simple que de trouver une solution. Il existe néanmoins de nombreux problémes
appartenant a NP qu’on ne sait pas résoudre en temps polynomial. Par exemple, on peut montrer que le
probleme £-CYCLE, défini dans la Section [1.2.1} appartient a la classe NP. En effet, la taille d’une solu-
tion de k-CYCLE est polynomiale en la taille de ’instance — puisque la solution contient au plus |V| = n
sommets — et on peut vérifier en temps polynomial qu’il existe une aréte entre chaque paire de sommets
consécutifs de la solution. Cependant, il n’existe pas — a notre connaissance — d’algorithme de complexité
polynomiale pour résoudre k-CYCLE. Plus généralement, une question fondamentale en théorie de la com-
plexité consiste a déterminer si P = NP.



1.2. THEORIE DE LA COMPLEXITE 25

On présente maintenant le concept de réduction polynomiale, qu’on utilise afin de montrer qu’un prob-
leme ()5 est “au moins aussi dur” qu’un probleme ().

Définition 3. (Réduction polynomiale) Il existe une réduction polynomiale d’un probleme de décision )y
vers un probleme de décision (), si, pour toute instance /; de ();, on peut construire en temps polynomial
une instance /5 de (-, dont la taille est une fonction polynomiale de la taille de I, et telle que la réponse a
(21 sur I est la méme que la réponse a (), sur Is.

Le concept de réduction polynomiale permet d’identifier les problemes qui appartiennent a P. En effet,
si un probleme (), appartient a P et qu’il existe une réduction polynomiale d’un probléme (); vers ()5, alors
on en conclut que (; € P. On peut également utiliser les réductions polynomiales afin de déterminer les
probleémes les plus durs de NP. Tout d’abord, on dit qu’un probleme ()5 est NP-dur (ou NP-difficile) si on
peut effectuer une réduction polynomiale de n’importe quel probleme ); € NP vers (2. De plus, si ()-
est NP-dur et si (5 appartient a NP, alors on dit que ()5 est NP-complet. Les problemes NP-complets sont
donc les problemes les plus difficiles qui appartiennent a la classe NP — puisque les problemes NP-durs
n’appartiennent pas nécessairement a NP.

On montre dans la Figure [1.7] les relations entre les différentes classes présentées dans cette section
selon que P = NP ou P # NP. Les problemes NP-complets présentent un avantage certain pour déterminer
si P = NP : s’il existait un algorithme polynomial pour résoudre un probleme ) NP-complet, tous les
problemes appartenant a NP pourraient alors étre résolus en temps polynomial. A contrario, si P # NP
alors () ne pourrait pas étre résolu par un algorithme de complexité polynomiale et donc pourrait ne pas
pouvoir étre résolu dans des délais raisonnables si la taille de I’instance est trop élevée. A I’heure actuelle,
I’essentiel des résultats en théorie de la complexité est obtenu sous la conjecture P 7 NP.

NP-Difficile / ‘ NP-Difficile |

P=NP=

NP-Complet

Complexité

P = NP P =NP

Figure 1.7 — Relations entre les différentes classes présentées dans la Section selon si P # NP ou si
P = NP. Source Wikipedia.

Le probleme BOOLEAN SATISFIABILITY (SAT) est un probleme central en théorie de la complexité ;
c’est notamment le premier probleme a avoir été montré NP-complet [[69]. Puisqu’on utilisera ce probléeme
pour effectuer plusieurs réductions tout au long de ce manuscrit, on introduit ici quelques définitions pour
pouvoir définir SAT. Soit X = {xy,...,x,} un ensemble de variables booléennes, i.e. dont la valeur
appartienta {vrai, faux}. Un littéral est une variable z; ou sa négation —z;. Une formule ¢ est construite
a partir des littéraux d’un ensemble X de variables booléennes et des connecteurs booléens ET et OU. Cette
formule est satisfaite s’il existe une affectation des variables de X qui satisfait toutes les clauses de ¢.
Une clause est une disjonction (OU logique) de littéraux. La taille d’une clause est le nombre de littéraux
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contenus dans cette clause. Une clause est satisfaite s’il existe une affectation de ses variables telle qu’au
moins un de ses littéraux est fixé a vrai. Enfin, on dit qu’une formule ¢ est (pour “Conjunctive
Normal Form”™) si ¢ est une conjonction (ET logique) de clauses. On précise que toute formule ¢ peut se
transformer en formule CNF ¢’ telle que la taille de ¢ est linéaire en la taille de ¢ ; toutes les formules
considérées dans cette these seront donc CNF par défaut.

BOOLEAN SATISFIABILITY (SAT)

e Instance: Un ensemble de variables booléennes X = {zy,...,z,}, une formule ¢ sur un
ensemble C' = {C1, ..., C,} de clauses contenant des variables de X

e Question: Existe-t-il une affectation § : X — {vrai, faux} de chaque z; € X qui satisfait

¢ ?

Pour finir, il existe des hypotheéses de complexité plus fortes que la conjecture P ## NP. En particulier,
I’hypothese de complexité SETH (“Strong Exponential-Time Hypothesis™) suppose que le probleme SAT
avec p variables ne peut pas &tre résolu en temps O*((2 — €)P), pour tout € > 0 [67]]. Si cette conjecture
est vraie, alors on précise que SAT ne pourrait pas étre résolu en temps polynomial, et donc que P # NP
puisque SAT appartient clairement a NP. De méme, certains résultats obtenus dans ce manuscrit seront
corrects sauf si NP C coNP/Poly, ot coNP /Poly est une classe de complexité dont je fais le choix de ne
pas parler dans le manuscrit.

1.2.3 La classe APX

Tous les problemes présentés dans cette sous-section sont des problemes d’optimisation dont la version
décision appartient a NP. Lorsqu’un probleme de décision ne peut pas étre résolu en temps polynomial sous
la conjecture P # NP, on utilise dans cette section des algorithmes d’approximation afin de déterminer en
temps polynomial une solution approchée de leur version optimisation. On définit tout d’abord la notion
d’algorithme d’approximation de ratio r.

Définition 4. (Algorithme d’approximation de ratio ) Soit () un probleme d’optimisation dont la version
décision appartient 2 NP. Pour toute instance I de @), soit OPT'(I) la mesure d’une solution de () pour [
et soit A(I) la mesure de la solution potentiellement non-optimale de () qui est retournée en temps polyno-
mial par un algorithme A dans I. Le probléme () admet un algorithme d’approximation de ratio r € R —
I’algorithme A — si, pour toute instance / de (), on a:

A(I) OPT(I)
maX{OPT(I)’ A }SOPT(])-T

Pour illustrer ces notions, on montre un exemple d’algorithme d’approximation pour une variante de
SAT appelée MAX 2-SAT.

MAX 2-SAT
e Instance: Un ensemble de variables booléennes X = {z1,...,2,}, une formule CNF ¢ sur
un ensemble C' = {C, ..., C,} de clauses de taille 2 contenant des variables de X

e Sortie: Une affectation 5 : X — {vrai, faux} de chaque z; € X qui satisfait & clauses de

¢

e Mesure: &

Proposition 5. Le probleme MAX 2-S AT peut étre approximé en temps polynomial avec un ratio de 2.
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Preuve. Soit /3 une affectation arbitraire des variables de X, et § une autre affectation telle que toutes les
variables affectées & vrai (resp. a faux) dans /3 sont affectées 2 faux (resp. & vrai) dans 8. Si 3
satisfait & < ¢ clauses de ¢, alors on remarque que /3 en satisfait au moins ¢ — k. Ainsi, choisir I’affectation
qui satisfait le plus de clauses entre /3 et 3 garantit d’avoir une affectation qui satisfait au moins 2 clauses
de ¢. Puisqu’une affectation ne peut pas satisfaire plus de ¢ clauses, la solution donnée en sortie de notre
algorithme satisfait au pire deux fois moins de clauses qu’une solution optimale. Ainsi, on vient de décrire
un algorithme d’approximation dont le ratio d’approximation est constant et égal a 2. [

La classe APX contient tous les problemes d’optimisation dont la version décision appartient a NP et
qui admettent un algorithme d’approximation de ratio constant. Le probleme MAX 2-SAT appartient donc
a APX selon la Proposition [5| La classe PTAS contient tous les problemes qui admettent un algorithme
d’approximation (appelé algorithme PTAS) de ratio (1+¢), pour tout € > 0. Intuitivement, plus € est proche
de 0, plus la solution donnée en sortie est proche d’une solution optimale et plus le temps d’exécution de

I’algorithme augmente. Clairement, tous les problémes qui appartiennent a PTAS appartiennent également
a APX.

On peut utiliser des réductions linéaires pour montrer qu’un probleme d’optimisation appartient a
APX. Ces réductions sont similaires aux réductions polynomiales, mais elles préservent également le ra-
tio d’approximation [94]. En d’autres termes, s’il existe une réduction linéaire d’un probleme (); vers un
probleme () pour lequel il existe un algorithme d’approximation de ratio r,, alors il existe un algorithme
d’approximation de ratio f(ry) pour le probléme ()1, ou f est une fonction linéaire de ry. Ainsi, si un prob-
leme (); admet une réduction linéaire vers un probléme (s et que (), appartient 2 APX, alors (), appartient
également a APX.

On peut également utiliser les réductions linéaires afin de déterminer les problemes les plus durs de
APX. Ainsi, un probleme () est APX-dur s’il existe une réduction linéaire de n’importe quel probleme de
APX a @). De plus, @) est APX-complet si () appartient a APX et si () est APX-dur. De maniere similaire
aux problemes NP-complets qui sont les problemes les plus durs de NP, les problemes APX-complets sont
les problémes les plus durs de APX. Par ailleurs, si P # NP, alors PTAS # APX et aucun probleme APX-
complet n’admet d’algorithme PTAS.

Pour finir, on peut utiliser les réductions linéaires afin de borner les ratios d’approximation des algo-
rithmes d’approximation permettant de résoudre un probleme. En effet, s’il existe une réduction linéaire
d’un probleme (), vers un probleme ()5 et que (); n’admet pas d’algorithme d’approximation avec un
ratio d’approximation inférieur a r, alors ()o n’admet pas d’algorithme d’approximation avec un ratio
d’approximation inférieur a une fonction linéaire de r qui se calcule a partir de la réduction linéaire.

1.2.4 Les classes FPT, W[1], W[2] et XP

Dans cette section, de maniere similaire a la Section tous les problemes considérés sont des prob-
lemes de décision. On a vu dans la Section qu’un probleme NP-dur ne peut pas étre résolu par un
algorithme de complexité polynomiale si P # NP. La complexité d’un algorithme utilisé pour résoudre
un probleme NP-dur est donc exponentielle, et le probleme peut ne pas pouvoir étre résolu avec des temps
d’exécution raisonnables si la taille de I’instance est trop élevée.

Le domaine de la complexité paramétrée a pour but de confiner la partie exponentielle de la complex-
ité d’un algorithme a un parametre k& qu’on espere petit en pratique. Soit (/, k) une instance paramétrée
d’un probleme () paramétré par k. Le probleme () appartient a la classe XP si () peut étre résolu en
O*(|1)7*)), ot f est une fonction calculable qui dépend uniquement de k ; tous les problémes étudiés dans
cette these appartiennent 2 XP. Maintenant, on dit que le probleme () appartient a la classe FPT (pour
“Fixed-Parameter Tractable”) relativement a & si () peut étre résolu en temps O(f (k) - poly(|I])), ou f est
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une fonction calculable qui dépend uniquement de k. En d’autres termes, si () appartient a FPT relative-
ment a k, alors () peut étre résolu par un algorithme dont la complexité est uniquement exponentielle par
rapport au parametre k ; cet algorithme est dit FPT relativement a k£ dans la suite.

On verra différentes techniques pour développer des algorithmes de complexité paramétrée dans la
Section [1.3| Cependant, on peut également montrer qu’un probleme n’est pas dans FPT relativement a
un parametre k. On donne deux exemples avec les problemes £-COLORATION et k-INDEPENDENT SET
définis ci-dessous.

k-COLORATION
e Instance: Un graphe G = (V, E), un entier k

¢ Question: Existe-t-il une fonction de coloration col : V' — {1,..., k} tel que col(u) # col(v)
pour toute aréte (u,v) € E ?

k-INDEPENDENT SET
e Instance: Un graphe G = (V, E), un entier k
¢ Question: Existe-t-il un ensemble indépendant V' € V tel que |V'| =k ?

Le probleme k-COLORATION appartient a P quand k£ = 2 : il suffit en effet de déterminer si GG est biparti.
Cependant, £-COLORATION est NP-dur méme quand & = 3 [33]]. D’apres la définition donnée ci-dessus,
si un probleme () appartient a FPT relativement a k, alors celui-ci peut étre résolu en temps polynomial
pour chaque valeur constante de k. Par conséquent, k-COLORATION n’appartient pas a FPT par rapport a
k puisque 3-COLORATION est NP-dur. A contrario, £-INDEPENDENT SET se résout en temps polynomial
pour chaque valeur constante de k et pourtant le probleme n’appartient pas a FPT relativement a £ [60].
Montrer qu’un probleme () paramétré par k appartient a P pour chaque valeur constante de k£ n’est donc
pas suffisant pour prouver que () appartient a FPT relativement a k. Pour cela, on peut directement exhiber
un algorithme FPT relativement a k£ pour (), ou bien réaliser une réduction paramétrée d’un probleme )y
qui appartient a FPT relativement a k5 vers le probleme () paramétré par k. On introduit le concept de
réduction paramétrée ci-dessous.

Définition 6. (Réduction paramétrée [89]) II existe une réduction paramétrée d’un probleme (), paramétré
par k; vers un probleme () paramétré par ks si pour chaque instance (1, k1) de ()1 on peut construire une
instance (/s, ko) de Q5 telle que :

1. laréponse a Q; sur (I3, k;) est la méme que la réponse a (), sur (1o, ko),
2. ky = g(kq), ot g est une fonction calculable qui ne dépend que de k-,

3. la construction de (I, ko) est réalisée en temps f(k1).|/;]|°, ol ¢ est une constante et f est une
fonction calculable qui ne dépend que de k.

Concretement, le paramétre ks ainsi que la complexité de la construction de (15, k2) peuvent uniquement
étre exponentiels en k;. Ainsi, si (); est FPT relativement a k,, alors (); est FPT relativement a k.

Les réductions paramétrées peuvent également étre utilisées afin de déterminer que des problemes
paramétrés n’appartiennent pas a FPT si P # NP. Pour cela, on utilise deux nouvelles classes de com-
plexité W[1] et W|[2] telles que FPT C W[1] C W][2] C XP. Un probléme paramétré () est W[1]-dur (resp.
W(2]-dur) si tous les problemes paramétrés de W([1] (resp. W|2]) admettent une réduction paramétrée vers
(). Les problemes paramétrés W([1]-durs (resp. W[2]-durs) sont les problemes paramétrés les plus durs de
WI1] (resp. W[2]) : si P # NP, alors FPT # W[1] et les problemes paramétrés W[1]-durs n’admettent pas
d’algorithme FPT — le raisonnement est similaire pour les problemes paramétrés W[2]-durs. Ainsi, pour
montrer qu’'un probléme paramétré () n’est vraisemblablement pas dans FPT, on montrera des réductions
de probleémes paramétrés W/[1]-durs (ou W[2]-durs) vers Q.
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1.3 Quelques techniques pour obtenir des algorithmes FPT

On présente ici plusieurs techniques utilisées dans les chapitres suivants pour obtenir des algorithmes
de complexité paramétrée.

1.3.1 Algorithme de branchement

Un algorithme de branchement effectue une recherche systématique exhaustive sur une instance / d’un
probleme (). Cette recherche systématique est organisée a I’aide d’un arbre de recherche 75 : I’instance /
constitue la racine de s et tous les autres noeuds de 7's sont obtenus en appliquant récursivement des regles
de branchement, qui permettent de restreindre la taille de I’instance I en découpant I’espace des solutions
de () dans 1.

Si () est un probleme paramétré par k, le but est de borner relativement a k£ le nombre final de nceuds
contenus dans I’arbre de recherche. Ainsi, si chaque étape de la recherche systématique exhaustive est
réalisée en temps polynomial, alors 1’algorithme de branchement créé est FPT relativement a k. Déterminer
des regles de branchement efficaces est essentiel afin de minimiser le nombre final de nceuds contenus dans
I’arbre. On montre un exemple d’algorithme de branchement avec le probléme £-VERTEX COVER défini
ci-dessous.

k-VERTEX COVER

e Instance: Un graphe G = (V, E), un entier k

¢ Question: Existe-t-il une couverture par les sommets V' C V de G telle que |V'| < &k ?

Proposition 7. k-VERTEX COVER peut étre résolu en O*(2) en utilisant un arbre de recherche.

Preuve. On construit un algorithme de branchement basé sur les arétes de G. Pour cela, on initialise un
ensemble de sommets S = () qui représente une solution partielle potentielle de k-VERTEX COVER. S’il
existe une aréte (u,v) dans G telle que (7) u et v n’appartiennent pas a S et (iz) |S| < k, alors on branche
récursivement sur deux cas : on ajoute soit u a S, soit v a S. Dans chacun des deux cas, on note que la
taille de I’instance est réduite puisqu’on ne considere plus les arétes incidentes a u (resp. v) si on ajoute u
(resp. v) a S dans le reste de I’algorithme. Pour tout ensemble S correspondant a une feuille de I’arbre de
recherche induit 7, on peut déterminer en temps polynomial si S est une couverture par les sommets de
(. Si c’est le cas, alors on fixe V' = S, et V' est clairement une solution de k£-VERTEX COVER puisque
|S| < k.

Chaque application de la regle de branchement est réalisée en temps polynomial. Ainsi, la complexité de
I’algorithme est exponentielle uniquement par rapport au nombre de nceuds de Ts. Comme Ts est un arbre
binaire de hauteur inférieure ou égale a k, son nombre de nceuds ne peut pas excéder 2F et en conséquence
la complexité en temps de notre algorithme est en O*(2F). [

En regle générale, on utilise la notion de vecteur de branchement pour calculer le nombre de sommets de
Ts. Soit () un probleme et [ une instance de () de taille n. Si une régle de branchement crée récursivement
t instances de taille n — a;,n — ag,...n — a; a partir de I, alors on note (ay,as,...a;) le vecteur de
branchement de Ts. Si chaque nceud de Ts a au moins deux enfants, alors T's contient O(a*) sommets, ol
« est égal a la racine de valeur absolue maximum du polyndme

20 — y0—a1 + ,a—a2 o+ Za—at’

dans lequel « = max{a; € {ai,...,a;}}. Dans notre arbre de recherche utilisé pour résoudre k-
VERTEX COVER, on obtient le vecteur de branchement (1, 1). Le polyndme 2! = 2° + 2% admet une racine
« = 2, et on retrouve donc la complexité en O*(2F) calculée précédemment.
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1.3.2 Programmation dynamique

Le concept de la programmation dynamique consiste a résoudre un probléme principal en résolvant
récursivement des problemes intermédiaires plus petits. Pour cela, on utilise une (ou plusieurs) table(s) de
programmation dynamique qui stocke(nt) les solutions de ces problemes intermédiaires.

On montre une application de cette technique provenant de [2] sur le probleme COLORFUL k-PATH
défini ci-dessous.

COLORFUL k-PATH

e Instance: Un graphe G = (V, E), un entier k, une fonction de coloration col : V —
{1,...,k+ 1}

¢ Question: Existe-t-il un chemin simple et colorful de longueur &k dans G ?

Théoréme 8. (/2]]) COLORFUL k-PATH peut étre résolu en O*(2%).

Preuve. On crée une table de programmation dynamique Afv, i| pour toutv € Vettouti € {0, ..., k+1}.
Une case A[v, i| contient un ensemble de couleurs col(7) par chemin 7 qui est simple, colorful, de longueur
i et dont le sommet d’arrivée est v. L’algorithme proposé consiste donc a remplir la table A afin de regarder
s’il existe un sommet v € V tel que Afv, k + 1] # 0.

Pour remplir la table A, on commence par initialiser A[v, 0] = {{col(v)}} pour tous les sommets v € V.
En effet, pour toutv € V, 7 = ({v}, D) est le seul chemin de longueur 0 dont le sommet d’arrivée est v. En-
suite, pourtoutv € Veti € {1,...,k+1}, s’il existe un chemin 7 de longueur i —1 et un sommet u € N (v)
tels que (i) col(T) € Alu,i — 1] et (i7) col(v) ¢ col(r), alors on ajoute I’ensemble col(7) U {col(v)} dans
Alv, i].

On calcule maintenant la complexité en temps de I’algorithme proposé ci-dessus. Premierement, on
remarque que chaque case de type Afv,i] contient au plus (¥) ensembles de couleurs. Deuxieémement,
déterminer si un élément est contenu dans un ensemble de taille i s’effectue en O(7). Enfin, lors du calcul
du contenu de la case A[v, i], on rappelle que 1’algorithme analyse le contenu de chaque case A[u,i—1] telle
que u € N(v). Ainsi, I’algorithme posséde une complexité temporelle de O(Zfzo i(*)|E|). On rappelle la
formule de Newton (z +4)* = S (F)z*~'y!. Par conséquent, en substituant = = y = 1, la complexité en

temps de 1’algorithme est en O(2%k|E|). O

1.3.3 Le color-coding et ses améliorations

Le color-coding est une technique créée par Alon et al. [2] pour obtenir des algorithmes de complexité
paramétrée. Le principe consiste a “colorier” arbitrairement une instance / d’un probleme () afin d’ajouter
une contrainte supplémentaire (les couleurs) sur les solutions de ) dans /. L’espace des solutions de la
version plus contrainte de () dans une coloration de [ est nécessairement plus restreint que 1’espace des
solutions initial de () dans I, ce qui améliore I’efficacité des algorithmes exhaustifs. En contrepartie, il est
important de résoudre la version contrainte de () dans chaque coloration de /, puisqu’une solution initiale
de () dans [ peut ne plus €tre correcte pour la version contrainte de () dans une coloration donnée de /.
La technique du color-coding est particulierement efficace pour résoudre des problemes d’isomorphisme de
graphe. En particulier, on montre pourquoi et comment cette technique peut étre appliquée pour résoudre
le probleme k-PATH, que nous définissons ci-dessous.

k-PATH

e Instance: Un graphe G = (V, E), un entier k

¢ Question: Existe-t-il un chemin simple de longueur k£ dans G ?
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Le probleme k-PATH est tres similaire au probleme COLORFUL k-PATH introduit dans la Section|1.3.2
On propose donc dans un premier temps de créer un algorithme de programmation dynamique qui est égale-
ment similaire a celui utilisé pour résoudre COLORFUL k-PATH. Pour cela, on crée une table B[v, i| pour
chaque sommet v € Veti € {0,...,k}. Cette fois, une case B[v, ] contient tous les chemins simples de
longueur 7 et dont le sommet d’arrivée est v. On insiste sur le fait qu'une case B[v, i] contient des chemins
alors qu’une case A[v, ] dans I’algorithme de la Section contient les ensembles de couleurs de ces
chemins. Par conséquent, chaque case Blv, 7] peut contenir jusqu’a (?) = O(n’) chemins et un algorithme
qui remplit la table B pour résoudre k£-PATH n’est pas FPT relativement a k puisqu’il posseéde une com-
plexité temporelle exponentielle en le nombre de sommets n de G.

Afin de mieux comprendre le principe du color-coding, on rappelle qu’il suffit qu’il existe une case
Blv, k] qui contienne un chemin pour que (G, k) soit une YES-instance de k-PATH. Le principe d’un al-
gorithme utilisant le color-coding consiste donc a ne pas calculer les potentielles (1) solutions pour chaque
case de type B[v, | afin que cet algorithme ne posseéde pas une complexité exponentielle en n. Pour cela,
on va modifier I’instance de départ de k-PATH afin de pouvoir appliquer 1’algorithme FPT présenté dans la

Section[1.3.2]

Le principe du color-coding consiste ainsi a appliquer une fonction de coloration aléatoire col : V' —
{1,...,k + 1} et a chercher un chemin de longueur k qui est colorful dans GG. Toutefois, si un chemin
simple 7 de longueur k existe dans G, alors il existe seulement k + 1! colorations possibles de 7 tels que 7
est colorful parmi (k + 1)%*! colorations possibles de 7 au total. Ainsi, 7 a une probabilité G f_;r)l,f T~ ek1+1
d’étre colorful apres 1’application d’une fonction de coloration arbitraire sur G. Pour trouver 7 dans G
avec une probabilité constante de 1, on doit donc créer et résoudre e#*1 instances de COLORFUL k-PATH
correspondant 2 e¥*! colorations aléatoires de I. Puisque chaque instance de COLORFUL k-PATH peut étre

résolu en temps O*(2%) selon le Théoréme 8, on en déduit le théoréme suivant :

Théoréme 9. ([2]) k-PATH peut étre résolu en O*((2¢)*) avec une probabilité constante de 1.

L’algorithme proposé ci-dessus fait intervenir de 1’aléatoire ; il est dit probabiliste — au contraire des al-
gorithmes dits déterministes qui renvoient systématiquement la méme réponse. Puisque 1’algorithme décrit
ci-dessus est probabiliste, on note qu’il existe des cas dans lesquels tous les chemins simples de (G, k)
possédent des répétitions de couleur apres chacune des e* fonctions de coloration appliquées sur (G, k). Si
I’algorithme obtenu ne renvoie pas de faux-positifs, il peut donc en revanche renvoyer des faux-négatifs.

On montre maintenant comment dérandomiser les algorithmes de color-coding, i.e. comment les trans-
former en algorithmes déterministes. Pour cela, soit F une liste de fonctions de coloration du graphe G.
Pour tout sous-ensemble de sommets V' C V de taille |V/| = k, s’il existe une fonction de coloration col
appartenant a F telle que col(V’) est colorful, alors F est une famille parfaite de hachage [2]. Ainsi, appli-
quer I’algorithme présenté dans le Théoréme [§] pour chaque fonction de coloration de F sur G nous assure
de trouver un chemin simple de longueur % dans G si (G, k) est une YES-instance de k-PATH. Alon e al.
ont montré qu’on peut obtenir une famille parfaite de hachage JF pour colorer un graphe avec k couleurs
telle que | F| = O*(2°®) 2].

On montre maintenant différentes améliorations du color-coding en utilisant le probléme k-PATH comme
fil conducteur. Comme pour le color-coding, on verra que chacune de ces améliorations a également pour
but de ne pas calculer I’ensemble des solutions d’un probleme.

Divide-and-Color. La technique divide-and-color utilise a la fois le color-coding et la technique divide-
and-conquer. Intuitivement, la technique divide-and-conquer divise une instance en plusieurs parties, résout
les sous-instances indépendamment et combine les solutions des sous-instances pour trouver une solution
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de I’instance initiale.

On illustre la technique divide-and-color sur le probleme k-PATH avec 1’ Algorithme [1| ci-dessous, qui
provient d’un article de Kneis et al. [72]. Si G contient plus d’un sommet, on partitionne ' en deux sous-
ensembles disjoints V" et V' \ V' pour séparer I’instance en deux parties a la ligne (5). Pour faire le lien
avec le color-coding, cela revient a appliquer une fonction de coloration aléatoire col : V' — {1,2} et a
définir V' = {v € V : col(v) = 1}. On applique récursivement 1’algorithme sur chaque sous-instance
jusqu’a obtenir des sous-instances ne contenant qu’un sommet. La ligne (8) permet ensuite de relier deux
sous-chemins de deux instances disjointes. Si 7 est un chemin de longueur k, la valeur 3 - 2¥ est calculée
pour que la probabilité de trouver 7 avec 1’algorithme soit au moins égale a 0.75. Kneis ef al. montrent
ensuite que I’algorithme effectue au plus O*(4%) appels récursifs. Puisque toutes les opérations en-dehors
des appels s’effectuent en temps polynomial, la complexité en temps de 1’algorithme probabiliste est de
O*(4%) [72, 28]. On peut également dérandomiser 1’algorithme avec une famille parfaite de hachage pour
obtenir un algorithme déterministe de complexité O*(16%) [72].

Algorithme 1 DIVIDE-AND-COLOR ([72])

Entrée: Un graphe G = (V, E), un entier k.

Sortie: Une collection de paires de sommets R tel qu’il existe un chemin de longueur £ entre u et v pour
tout {u,v} € R.

1: si(k =1) alors

2 retourne {{v,v} :v € V};

3: sinon

4 pour tout (i € {1,...,3-2*}) faire

5: Choisir aléatoirement et uniformément V' C V;

6 Gy =G[V']; Gy =GV \V']; R = 0;

7 pour tout {u,v,z,y} € V) faire

8 si ({u,v} € DIVIDE-AND-COLOR(GY, [4])) A ((v,z) € E) A ({z,y} € DIVIDE-AND-

" COLOR(Gy, |£])) alors

9: R = RU{u,y};
10: fin si

11: fin pour

12: fin pour

13: fin si

14: retourne R;

Détection de monomes multilinéaires. On montre dans ce paragraphe une technique qui permet de
décrire I’ensemble des solutions d’un probléme par le biais d’un polynéme. On commence par introduire
quelques notions.

Soit X = {z1,xs,..., 2} un ensemble de variables avec k& € N. Pour tout sous-ensemble X’ C X,
le produit des variables de X’ est appelé un mondme. Par exemple, le mondme du sous-ensemble X' =
{i, Tigy -+ x,-p} de X est x4, . .. x;,. Une somme de monomes est appelée un polynéme. Le degré d’un

monoOme est la somme des degrés de chacune de ses variables. Ainsi, le degré de 2 x5 z;, est2+3+1 = 6.

117712
Enfin, un mondme est dit multilinéaire si chacune de ses variables est de degré 1.

On peut représenter un polyndéme P sur un ensemble de variables X sous la forme d’un circuit arith-
métique A, qui est un a racine unique dont chaque feuille correspond a une variable de X et dont le
reste des sommets correspond a une opération & ou ®. Le polyndme décrit par une feuille est la variable
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contenue dans cette feuille. Le polyndme décrit par un sommet & (resp. ®) est I’addition (resp. la multi-
plication) des voisins sortants de ce sommet. Enfin, le polyndme P décrit par un circuit arithmétique A est
décrit par la racine de A. On montre un exemple dans la Figure [I.§]

A

OO CO

Figure 1.8 — Exemple de circuit décrivant le polyndme P = x; + z12923 + 2313.

On introduit maintenant le probleme £-MULTILINEAR DETECTION ci-dessous, puis on explique com-
ment utiliser ce probleme pour obtenir des algorithmes de complexité paramétrée.

k-MULTILINEAR DETECTION (k-MLD)

e Instance: Un circuit arithmétique A représentant un polyndme P sur un ensemble X de
variables, un entier &

¢ Question: Existe-t-il un monéme multilinéaire de degré exactement k dans P ?

Pour résoudre un probleme () paramétré par k en utilisant une technique de détection de mondmes
multilinéaires, le principe consiste a effectuer une réduction de ) vers k-MULTILINEAR DETECTION. On
peut ensuite appliquer le théoreme suivant, pour lequel on rappelle que la notation (5() permet de masquer
les facteurs polylogarithmiques.

Théoreme 10. ([73]) Le probleme k-MLD peut étre résolu par un algorithme probabiliste de complexité
en temps O(2%| A|) et de complexité en espace O(| Al).

On montre maintenant une réduction de k-PATH vers k-MLD afin de résoudre k-PATH avec un algo-
rithme de complexité paramétrée [[73]].

Théoreme 11. ([73]]) Le probleme k-PATH peut étre résolu par un algorithme probabiliste de complexité
en temps O*(2.83%) et de complexité polynomiale en espace.

Preuve. On va construire un polyndme P dans lequel chaque mondme multilinéaire de degré k représente
un chemin simple de longueur k& dans G = (V, E), ou |V| = n.

On commence par définir deux ensembles de variables X = {x,,,...,z,, }etY = Uleu(ij)e EYv; ;.-
On représente un chemin 7 par un mondme enc(7), qui contient une variable de type z,, si v; € T et qui
contient une variable de type y,, ., si I'aréte (v, v;) est la t-iéme aréte visitée par 7 et que ¢ est impair.
Plus généralement, si 7 =< vy, vs, ..., v; > est un chemin de longueur ¢ — 1 alors on définit :

t 13)
enC(T) = (H xUz)(H yvzjfl,wj,?jfl)
i=1 j=1
Pour donner un exemple, si 7 =< vy, v2, v3,v4 > est un chemin, alors enc(T) = Ty, Tyy Toy Ty Yoy 09.1Yvs,04.3-
Pour tout chemin 7 dans G, on montre que enc(7) est multilinéaire si et seulement si 7 est un chemin sim-
ple. En effet, on observe qu’on peut exprimer 7 uniquement a partir de son sommet d’arrivée v; ainsi que



34 CHAPITRE 1. GENERALITES ALGORITHMIQUES

les arétes (u,v) de 7 telles qu’il existe un nombre pair de sommets entre u et v; dans la liste de sommets
consécutifs visités par 7. Un mondme exprime donc un unique chemin. De plus, si 7 n’est pas un chemin
simple alors on remarque que 7 passe au moins deux fois par un sommet v; et le degré de x,,, est au moins
égal a 2 dans enc(T).

Soit P, un polynome dont chaque mon6me représente un chemin simple de longueur ¢ et dont le
sommet d’arrivée est v € V. Pour tout v € V, on observe que I, = x,, puisqu’un chemin de longueur 0
ne contient qu’un sommet. Plus généralement, pour tout v € V' et pour tout ¢ € {1,...,k}, on obtient :

IDt,v: Z xv(yu,v,t)(t mod 2)pt71,u

(u,v)EE

Dans cette formule, le but est d’étendre chaque chemin de longueur ¢ — 1 dont le sommet d’arrivée est
u € N(v) par une aréte (u,v) pour obtenir un chemin de longueur ¢ dont le sommet d’arrivée est v. Ainsi,
on multiplie chaque monéme de P;_, , par x, et par y, ,, (une fois sur deux selon la position de I’aréte
dans le chemin) pour que tous les chemins de P, , soient correctement encodés.

Si on connait les valeurs de P;_; , pour tout u € V, on peut calculer P;, en O(m) opérations — olt m
est le nombre d’arétes de G — et calculer Py, en O(km) opérations. Par conséquent, on peut calculer le
polyndme P = }_ ., Py, en O(kmn) opérations. De plus, on observe que le circuit A représentant P
est de taille polynomiale puisque A posséde O(kn) nceuds et que chaque nceud de A est de degré O(m).
Maintenant, si un chemin 7 est de longueur k, alors on observe que enc(7) est de degré k — 1 + L%J Par
conséquent, on peut utiliser le Théoreme |10/ pour obtenir un algorithme probabiliste qui réduit une instance
I de k-PATH vers une instance I’ de k-MLD, puis qui résout I’instance I’. L’algorithme proposé possede

s 3k . .
une complexité en temps de O*(22 ) = 0*(2.83%), et une complexité polynomiale en espace. O

Par la suite, Williams a amélioré le Théoreme [[T]et a proposé un algorithme probabiliste de complexité
en temps O*(2%) [121].

Narrow sieves. On aborde ici la technique des narrow sieves (‘“tamis serrés” en frangais), une autre tech-
nique de détection de mondmes qui nécessite d’abord de construire un polyndéme a partir de I’instance d’un
probleme.

Bjorklund a tout d’abord utilisé la technique des narrow sieves pour résoudre le probleme HAMIL-
TONIAN PATH, qui est équivalent a k-PATH avec k = |V/|, avec un algorithme probabiliste en temps
O*(1.657™) [11]]. Le probleme HAMILTONIAN PATH est considéré comme un probléme majeur de la lit-
térature et fait notamment partie des 21 premiers problémes a avoir été montrés NP-complets par Karp en
1972 [69]. L’algorithme proposé par Bjorklund peut lui aussi €tre considérée comme une avancée majeure
puisque les meilleurs algorithmes jusque-la possédaient une complexité temporelle de O*(2") et avaient été
proposé en 1962 [7,165].

On illustre maintenant le concept des narrow sieves avec 1’algorithme proposé par Bjorklund et al. pour
résoudre le probleme £-PATH [12].

Théoreme 12. (/l/2l]) Le probléeme k-PATH peut étre résolu par un algorithme probabiliste de complexité
en temps O*(1.66%).

Preuve. Tout d’abord, on rappelle que si un polyndme P contient un mondme par chemin de longueur k
dans G, alors P peut contenir O(n*) mondmes. De maniére similaire au color-coding, la technique des
narrow sieves cherche donc un sous-ensemble particuliers de solutions. Pour décrire les monomes corre-
spondant a ces solutions, on commence par partitionner aléatoirement I’ensemble des sommets V' de G en
deux sous-ensembles V] et V5 de cardinalités égales modulo 1. On note F; (resp. E») I’ensemble des arétes
du graphe G[V4] (resp. G[V5]). On définit ensuite deux entiers k; = [0.5k | et ko = |0.2017707k | ; 1a valeur
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de k; et ks a été calculée pour minimiser la complexité finale de I’algorithme. Dans la suite, on s’intéresse
aux chemins simples de longueur k£ dans G qui contiennent k; sommets dans V; et ko arétes dans G|[V5].
La recherche de ces chemins particuliers explique en partie la complexité en O*(2¥17#2) de 1’algorithme
proposé.

On montre maintenant comment encoder un chemin de G par un mondme. Pour cela, on définit deux
ensembles de couleurs K; = {1,...,k} et Ko = {1,...,ky} ainsi que trois ensembles de variables
X={z.:ecEBLY ={yps:veWVjiec Ki}etZ ={z,:e€ Eyjec Ky} Pour tout chemin ,
un mondme représentant 7 est constitué d’une variable z. pour chaque aréte de 7, d’une variable de type
Yy.i» OU © est une couleur arbitraire de K, pour chaque occurrence d’un sommet de 7 qui appartient a Vj,
et enfin d’une variable de type z.;, ou j est une couleur arbitraire de K5, pour chaque occurrence d’une
aréte de 7 qui appartient & Es. Par exemple, soit 7 =< vy, vg, v3 > un chemin avec v; € Vi, (vg,v3) € Es,
K; = {1,2} et K, = {1}. On observe qu’on peut encoder 7 avec un mondme x(vhw)x(vwg)yvl’lzaj%%)’l
ou bien un MONOME T (4, ) T (vs,03) Yo1,2 2 (v2,03),1 2 (v2,03),2-

En regle générale, on remarque que 1I’ensemble des chemins non-simples peut étre partitionné en paires
de facon a ce que deux éléments d’'une méme paire soient représentés par le méme mondme. Ainsi, un
MONOME T (1, 1) T (v3,03) L (v3,04) L (v4,02) Yo1,12(va,05),1 PEUL & 1a fOis représenter le chemin 71 =< vy, vg, U3, Vg, Vo
et le chemin 7, =< vy, v9, vy, V3, Vo >. Par conséquent, un mondme représentant un chemin simple possede
la particularité d’étre unique et non plus multilinéaire comme vu précedemment.

L’algorithme consiste a calculer un polynome P dans lequel chaque monome présente deux caractéris-
tiques. Premierement, chaque mondme de P doit représenter un chemin simple de longueur £ dans G qui
contient k; sommets dans V] et ky arétes dans G[V5]. Deuxiemement, chaque mondme de P doit étre col-
orful, i.e. ne doit pas contenir deux variables v,, ;, €t Y, , (resp. z.j, €t z.j,) telles que 7; = 75 (resp.
J1 = J2). Ces deux caractéristiques permettent de borner le nombre maximum de mondmes contenus dans
P afin d’obtenir un algorithme FPT.

Le calcul de P se décompose en deux parties. Tout d’abord, on remplit une table de programmation dy-
namique A[K", K| pour tout K| C K; et K, C K5. Une case A[K, K| contient la somme des mondmes
ne contenant aucune variable de type y,; avec ¢ € K et aucune variable de type z. ; avec j € K. On dit
que A[K{, K] contient la somme des mondmes qui évitent les ensembles K| et K}. Lors de I’évaluation
des cases de A, toutes les paires identiques de mondmes, qui représentent donc des chemins non-simples,
s’annulent par des artifices algébriques. Les cases de A ne contiennent donc que des mondmes représentant
des chemins simples.

Pour chaque case de type A[K, K], on note que les monémes contenus dans A[K7, K)] ne sont pas
nécessairement colorfuls et ne contiennent pas nécessairement k; sommets dans V; et ks arétes dans G[V5].
Pour calculer P, on applique donc le principe d’inclusion/exclusion : on initialise P = 0 puis, pour tout
K! C K, et K}, C K5, onajoute (—1)I511+152l A[K7 K!] a P. Pour illustrer ce principe, on fait une analogie
avec un probleme simplifié. Soit X = {z1, x5, 23} et P(X) = 212929 + 212223 + To2222 un polyndme sur
X. On note Poor(X) la somme des mondmes de P(X) qui ne contiennent pas deux fois la méme variable
et, pour tout ensemble S C X, on note Ps(X) la somme des mondmes de Px qui ne contiennent pas de
variables appartenant a .S. En appliquant le principe d’inclusion/exclusion, on obtient :
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Peon(X) = Sger(~Ps(X)

= Pyy(X)
—Py(X) = Py (X) — Pay(X)
+Pu2(X) + Pusy(X) + Pragy(X)
—Px(X)

= X1ToX9 + T1T2oZ3 + LoXoXo
—(9x9ws) — (T1X9g + XToToTs)
+(x2w222)

= X1T273

Si un graphe G contient un chemin simple de longueur £, alors Bjorklund a montré que la probabilité
que ce chemin appartienne a P dépend uniquement de &, k; et ko. Des lors, appliquer I’ algorithme présenté
ci-dessus sur un nombre suffisant de partitions arbitraires de V' en deux sous-ensembles V; et V5, permet
de trouver un tel chemin avec une probabilité constante de 1. Ce nombre suffisant dépend également
uniquement de k, k; et ky et I’algorithme posséde une complexité en temps de O*(1.66%). [

Familles représentatives. Pour résoudre le probléme k-PATH dans la Section on a commencé par
présenter un algorithme utilisant une table de programmation dynamique A telle que chaque case A[v, i
contient les ensembles de sommets de tous les chemins de longueur 0 < ¢ < £ et dont le sommet d’arrivée
est v € V. Puisqu’une case de A contient O(n') chemins, on a expliqué comment utiliser le color-coding
(et ses améliorations) afin d’obtenir des algorithmes probabilistes de complexité paramétrée qui résolvent
— plusieurs fois — une version plus contrainte de k-PATH. On montre maintenant comment construire une
table A, pour tout v € V et € [k + 1], telle que le nombre de chemins contenus dans une case A[v, 7] soit
uniquement exponentiel relativement 2 7, et telle que A[v, k + 1] # 0 si et seulement si il existe un chemin
de longueur k£ dans GG dont le sommet d’arrivée est v. En d’autres termes, on montre maintenant comment
obtenir un algorithme déterministe de complexité paramétrée pour le probleme k-PATH.

Pour définir fl, on introduit la définition suivante :

Définition 13. Soit U un ensemble d’éléments et S une famille de sous-ensembles de U telle que chaque
sous-ensemble de S est de taille p. Une sous-famille S’ C S est g-représentative de S si, pour chaque
sous-ensemble Y C U de taille au plus ¢, on a : s’il existe un sous-ensemble X € S qui est disjoint de Y,
alors il existe un sous-ensemble X’ € S’ qui est disjoint de Y.

On utilise cette définition pour construire A, dans laquelle chaque case A[v, ] est une famille (k—i—1)-
représentative de A[v, i]. Ainsi, pour chaque case A[v, i], s’il existe un chemin 7 € A[v, 4], avec V(1) = X,
et un ensemble Y C V de k — ¢« — 1 sommets tels qu’il existe un chemin de longueur k£ dans G dont les
sommets sont X U'Y, alors il existe un chemin 7 € A[v, 4] avec V(#) = X tel qu’il existe un chemin de
longueur % dans GG dont les sommets sont X UY. En d’autres termes, chaque case A[v, i] contient unique-
ment un sous-ensemble des chemins de longueur ¢ dont le sommet d’arrivée est v ; ce sous-ensemble de
chemins est calculé afin d’assurer que fl[v, k + 1] # () s’il existe un chemin de longueur k£ dans G dont le
sommet d’arrivée est v.

Pour savoir comment calculer une famille représentative, on conseille au lecteur de lire la tl}ése de
Panolan [50]. La complexité en temps d’un algorithme déterministe qui consiste a calculer la table A est de
O*(2.619%) [56]. Tsur a ensuite obtenu un algorithme de complexité O*(2.554%) en temps [117].

Bilan color-coding. Afin de comparer les améliorations du color-coding, on commence par récapituler
dans le Tableau[I.1]les meilleurs algorithmes qui ont été congus pour résoudre k-PATH, le fil conducteur de
cette section, a partir de ces améliorations. On rappelle qu’avant I’article d’ Alon et al. [2], la complexité en
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temps des meilleurs algorithmes FPT (qui sont déterministes) pour résoudre k-PATH était de O*(k!) [86]
et O*(Kk!12%) [19].

Technique

Complexité en temps
(Algorithmes probabilistes)

Complexité en temps
(Algorithmes déterministes)

Color-coding

O*((2¢)") 2]

O*(c*), ¢ > 8000 [2]

Divide-and-color O*(4%) [712,128] O*(16%) [72]
}-MLD O (2%) [121] -
Narrow Sieves O*(1.66"%) [12]

Familles représentatives -

O*(2.554F) [117]

Tableau 1.1 — Résultats principaux de complexité paramétrée pour k-PATH relativement a k. On désigne la
technique de détection de mondmes multilinéaires par I’acronyme k-MLD.

Koutis et Williams ont montré qu’il est peu vraisemblable de résoudre le probleme k-MLD (et donc le
probléme k-PATH) plus rapidement que leur algorithme en O*(2*) [75]. Selon Koutis [73], les méthodes
du color-coding et du divide-and-conquer ont également des limites et ne permettent pas de résoudre le
probleme k-PATH en temps inférieur 2 O*(2¥) — méme si I’algorithme proposé est déterministe. La tech-
nique des narrow sieves est donc celle qui permet d’obtenir la meilleure complexité en temps pour résoudre
k-PATH.

On discute maintenant brievement des possibles applications des méthodes décrites dans cette section
pour le probleme k-SHORT CHEAP TOUR. Ce probleme est une variante de k-PATH dans laquelle on ajoute
des poids sur les arétes. Il est intéressant de donner ici des résultats pour cette variante de k£-PATH puisqu’on
étudiera dans les chapitres suivants plusieurs problemes dont les graphes sont pondérés. On commence par
définir £-SHORT CHEAP TOUR ci-dessous.

k-SHORT CHEAP TOUR (k-SCT)
e Instance: Un graphe G = (V, E), une fonction de pondération w : £ — N, un entier k

¢ Question: Existe-t-il un chemin simple dont la somme des poids des arétes est au moins égale
akdans G ?

Soit W le poids de I’arc de poids maximum dans G. L’algorithme de Bjorklund qui utilise la technique
des narrow sieves peut étre adapté afin de résoudre k-SCT en temps O(1.66*n°W) [12]. Williams ob-
serve que 1’algorithme de divide-and-color de Chen et al. [28] peut étre utilisé pour réduire la dépendance
en W et ainsi résoudre k-SCT en temps O(4*n®M log W) [121]. Le méme auteur indique en revanche
que son algorithme de détection de mondmes pour résoudre k-PATH ne peut pas étre adapté pour résoudre
k-SCT.

Pour les lecteurs intéressés par les variantes du color-coding, nous conseillons I’excellent article de
Koutis et Williams [[76]].

1.3.4 Recherche de noyau

On montre ici une nouvelle technique afin d’obtenir des algorithmes de complexité paramétrée. La
recherche de noyau (ou kernelisation) consiste a prétraiter une instance d’un probleme paramétré afin de
réduire la taille de cette instance. On définit formellement ci-dessous le processus de kernelisation.

Définition 14. (Kernelisation) Soit () un probleme paramétré par k. Il existe une kernelisation d’une in-
stance ([, k) de () vers une instance (I', k') de @) si

1. laréponse a @ sur (1, k) est la méme que la réponse a @ sur (I', k'),
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2. |I'| = f(k), ou f est une fonction calculable qui ne dépend que de k,
3. k¥ < g(k), ou g est une fonction calculable qui ne dépend que de k.

L’instance (I’, k') est appelé un kernel (ou noyau).

Intuitivement, le kernel est la partie difficile d’un probléme. Ainsi, rechercher un kernel consiste a ré-
duire I’instance (7, k) en une instance (I’, k') dont la taille ne dépend que de k tout en préservant I’ensemble
des solutions. On rappelle que tous les problemes étudiés dans cette these appartiennent a la classe XP. On
suppose donc que le probléme () de la définition ci-dessus peut étre résolu en O(|]"*)), ot h est une fonc-
tion calculable. Par conséquent, si toutes les instances (/, k) de () paramétré par k peuvent étre kernelisées,
alors on observe que ( appartient 2 FPT relativement 2 k puisque O(|I'|"*)) = O(| f (k)|"9®)),

Pour rechercher un kernel, on utilise des regles de réduction afin d’éliminer les parties faciles a résoudre
d’une instance. On montre deux exemples de régles de réduction pour le probleme k- VERTEX COVER qui
est défini dans la Section [1.3.11

Regle de réduction 15. Si une instance (G, k) de k-VERTEX COVER contient un sommet v € V tel que
d(v) > k pour k > 0, alors on exécute les instructions suivantes:
— on supprime v et toutes les arétes incidentes a v de G,

— onfixek =k — 1.
Lemme 16. La Regle de réduction|l)|est correcte.

Preuve. Si v n’appartient pas a une solution V’ de k-VERTEX COVER dans (G, k), alors tous les voisins
de v doivent appartenir a V'. Puisque d(v) > k, la cardinalité de V' est supérieure a k et V' n’est donc pas
une solution correcte de k-VERTEX COVER dans (G, k). Ainsi, s’il existe une solution V'’ de k-VERTEX
COVER dans (G, k), alorsv € V', O

Regle de réduction 17. Si une instance (G, k) de k-VERTEX COVER contient un sommet v € V tel que
d(v) = 0, alors on supprime v de G.

Lemme 18. La Regle de réduction|l7/|est correcte.

Preuve. Un sommet de degré O n’est incident a aucune aréte. Ainsi, s’il existe une couverture par les

sommets V' C V de G telle que v € V', alors V' \ {v} est également une couverture par les sommets de
G. O

Les Regles de réduction|15|et|17|nous permettent maintenant de prouver que £-VERTEX COVER admet
un kernel — de taille polynomiale — relativement a k.

Proposition 19. k-VERTEX COVER admet un kernel contenant au plus 2k?* sommets.

Preuve. Soit I = (G, k) 'instance de k-VERTEX COVER obtenue aprés applications récursives des Regles
de réduction|15|et Si G contient plus de k? arétes, alors on prouve qu’il n’existe pas de solution V' de
k-VERTEX COVER dans G tel que |V’| < k. Pour cela, on observe que chaque sommet de G est incident
a au plus k arétes puisqu’on ne peut pas appliquer la Regle de réduction [15|sur /. Par conséquent, tout
sous-ensemble de sommets V' de cardinalité k couvre au plus k* arétes de G. Si G contient plus de k?
arétes, alors on vient de montrer que G n’admet pas de couverture par les sommets de cardinalité au plus
k. Pour finir, on rappelle que GG ne contient pas de sommets de degré 0, puisqu’on ne peut pas appliquer la
Regle de réduction [17|sur I. Ainsi, s’il existe une solution de k-VERTEX COVER de cardinalité au plus &
dans G, alors G contient au plus 2k% sommets — puisqu’une aréte a deux extrémités. [
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On vient de montrer un exemple simple de kernelisation pour le probleme VERTEX COVER. Le meilleur
algorithme de kernelisation a été proposé par Lampis, qui a montré que VERTEX COVER admet un kernel
contenant au plus 2k — clog k sommets ou ¢ est une constante strictement positive [80]. En testant naive-

ment toutes les combinaisons de sommets, on obtient un algorithme FPT pour VERTEX COVER en temps
O* (22kfclog k)

Un probleme () paramétré par k appartient a FPT si et seulement si () est décidable et admet un kernel
relativement a k. Il est 1égitime de se demander si () admet un kernel polynomial relativement a k afin
d’obtenir de meilleurs algorithmes de complexité paramétrée. Dans la suite, on rappelle que le probleme
k-PATH appartient a FPT relativement a k (voir Section [1.3.3), ce qui implique donc que k-PATH admet
un kernel relativement a k. On introduit le concept d’or-composition afin de montrer ensuite que k-PATH
n’admet pas de kernel polynomial relativement a k.

Définition 20. (Or-composition [20]) Soit () un probleme paramétré par k. Une or-composition est un
algorithme qui prend en entrée un ensemble d’instances (I1,k),..., (I, k), avec t > 0, et retourne en
temps polynomial en Y_'_ |I;| + k une instance paramétrée (I, k') de Q telle que :

1. (I, k') est une YES-instance de @ si et seulement si il existe ¢ € {1,...,t} tel que I'instance (I;, k)
est une YES-instance de (),

2. k' < g(k) ot g est une fonction polynomiale qui dépend uniquement de k.

Si un probleme () paramétré par k est NP-dur et admet une or-composition, alors () n’admet pas de
kernel polynomial relativement a k (sauf si NP C coNP /Poly). Par exemple, on rappelle que k-PATH est
NP-dur. De plus, pour n’importe quel ensemble d’instances ([, k), ..., (I;, k) de k-PATH, on observe que
le probléme admet clairement une or-composition qui construit une instance (I, k) dont le graphe d’entrée
est I’'union de tous les graphes des instances de type (/;, k). Par conséquent, k-PATH n’admet pas de kernel
polynomial en k (sauf si NP C coNP/Poly).

Une autre méthode pour prouver qu’un probleme () paramétré par k n’admet pas de kernel polynomial
consiste a effectuer une transformation polynomiale paramétrée.

Définition 21. (Transformation polynomiale paramétrée [22,21,132]) Soit () et () deux problemes paramétrés
respectivement par k; et ko. Il existe une transformation polynomiale paramétrée de (); paramétré par k;
vers (o paramétré par ks si, pour chaque instance (11, k1) de (01, on peut construire une instance ( /o, k) de
Q- telle que :

1. (I, k) est une YES-instance de (), si et seulement si ([, k2) est une YES-instance de Q)o,
2. (Iy, ko) = f(I4, k1) ou f est une fonction polynomiale ne dépendant que de [ et ky,
3. ko < g(k1) o g est une fonction polynomiale ne dépendant que de k.
La fonction f est appelée une transformation polynomiale paramétrée.
Si le probleme (), est NP-dur et que ()5 € NP, alors une transformation polynomiale paramétrée de (),
paramétré par k; vers (), paramétré par ko a la conséquence suivante : si (); admet un kernel polynomial
relativement a k; alors ()2 admet un kernel polynomial relativement a ks. De méme, si (; n’admet pas de

kernel polynomial par rapport a k; (sauf si NP C coNP/Poly), alors (), n’admet pas de kernel polynomial
par rapport a ko (sauf si NP C coNP /Poly).

1.4 Conclusion

Dans ce manuscrit, on étudie des problemes NP-durs dont les instances sont des graphes. Notre but
consiste a distinguer les classes de graphes pour lesquelles ces problemes se résolvent en temps polynomial
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de celles pour lesquelles ils sont NP-durs, a développer des algorithmes d’approximation et des algorithmes
FPT, ou bien encore a montrer des kernels afin de réduire la taille des instances de ces problemes. Pour
ce faire, on a respectivement présenté dans les Sections [I.1] et [[.2] des notions essentielles en théorie des
graphes et en théorie de la complexité. On a également montré dans la Section[1.3|plusieurs techniques afin
d’obtenir des algorithmes FPT. On va maintenant observer dans le Chapitre 2| comment ces techniques ont
été appliquées pour résoudre le probleme GRAPH MOTIF et ses variantes.



Le probleme GRAPH MOTIF et ses variantes

Dans ce manuscrit, on propose une étude algorithmique des problemes li€s a la recherche de sous-
graphes d’intérét dans les graphes. Pour cela, on se focalise dans ce chapitre sur le probleme GRAPH
MoTIF. Il existe en effet une vaste littérature pour résoudre ce probleme a I’aide de nombreuses techniques
algorithmiques innovantes. Ainsi, on décrit dans ce chapitre un état de I’art de GRAPH MOTIF et de ses
variantes avant de travailler sur un nouveau probleme, appelé MAXIMUM COLORFUL ARBORESCENCE,
dans les chapitres suivants. On présente tout d’abord dans la Section [2.1) des problématiques biologiques
liées a la recherche de motifs, puis on montre que ces problématiques ont engendré plusieurs définitions
d’un motif. On s’intéresse ensuite plus particulierement a la recherche de motifs dits fonctionnels, ce qui
nous amene a modéliser le probleme GRAPH MOTIF ainsi que plusieurs de ses variantes. Dans le reste de
ce chapitre, on présente les résultats algorithmiques principaux issus de la littérature pour GRAPH MOTIF
et ses variantes : on caractérise dans un premier temps les instances algorithmiquement difficiles de ces
problemes dans la Section [2.3] puis on présente des résultats de complexité paramétrée dans la Section [2.4]
En particulier, on montre dans cette section comment les techniques qui ont été décrites dans le Chapitre [1]
pour obtenir des algorithmes FPT ont été utilisées pour résoudre GRAPH MOTIF et ses variantes. Enfin, on
présente dans la Section [2.5]une liste de logiciels congus pour résoudre les problemes évoqués ci-dessus.

2.1 Motivations et modélisation de GRAPH MOTIF

De nombreux phénomenes biologiques peuvent étre modélisés a I’aide de graphes appelés des réseaux
biologiques. Dans la suite, on définit deux types de réseaux biologiques ainsi que leurs problématiques
associées. On verra que ces problématiques impliquent la recherche d’un sous-réseau, appelé motif, qui
est inclus dans le réseau biologique étudié. En particulier, on distinguera les motifs topologiques, assimilés
a des problématiques d’isomorphisme de sous-graphe, des motifs fonctionnels, introduits par Lacroix et
al. [[79]. Enfin, on utilisera la définition d’un motif fonctionnel pour introduire le probleme GRAPH MOTIF
et trois de ses variantes, qui seront étudiés dans les sections suivantes.

Description de réseaux biologiques et des problématiques associées. On dispose a ce jour de nom-
breuses bases de données biologiques sur Internet. Par exemple, la base de données STRING|I| contient
actuellement pres de dix millions de protéines provenant de plus de deux mille organismes différents. Les
protéines sont des molécules complexes occupant des fonctions variées dans 1’organisme. Elles peuvent

1. https://string-db.org/

41
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par exemple servir d’anticorps, servir a coordonner différents processus biologiques entre des tissus, des
cellules ou des organes, ou bien encore servir a déplacer des atomes ou méme d’autres protéines entre les
cellules. On peut modéliser les interactions physiques entre ces protéines par le biais de graphes appelés
des réseaux d’interaction protéine-protéine (PPI pour “Protein-Protein Interaction”). Les sommets de ces
graphes correspondent aux protéines d’un organisme et les interactions physiques entre ces protéines sont
symbolisées par des arétes (voir Figure [2.1).

Figure 2.1 — Réseau PPI de la levure provenant de [68]]. Dans cet article, les auteurs montrent que supprimer
de I’organisme une protéine associée a un sommet de couleur rouge (resp. verte) serait (resp. ne serait pas)
l1éthal pour I’organisme. Supprimer une protéine associée a un sommet de couleur orange entrainerait une
croissance modérée de I’organisme. Enfin, les effets provoqués par la suppression d’un sommet de couleur
jaune sont inconnus.

Analyser les interactions protéine-protéine est essentiel afin de mieux appréhender le fonctionnement
complexe des cellules. Par exemple, 1a malade d’Huntington est une maladie grave qui provoque d’importants
troubles moteurs, cognitifs et psychiatriques. Cette maladie est causée par une anomalie de la huntingtine,
une protéine vitale au bon fonctionnement du corps humain. Ainsi, de nombreuses études consistent a
déterminer quelles interactions entre protéines sont les plus importantes dans le ou les processus respons-
able(s) du déclenchement et du développement de la maladie d’Huntington [105] [83]]. En regle générale, les
études réalisées sur les réseaux PPI consistent soit a chercher un sous-réseau particulier appelé complexe
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protéique dans un réseau PPI, soit a aligner deux réseaux pour y trouver un sous-réseau de protéines dont
les interactions sont similaires [, [77, [71]].

Les réseaux métaboliques servent a décrire le métabolisme d’un organisme, i.e. le processus a travers
lequel I’organisme obtient et utilise de 1’énergie pour accomplir différentes taches [87]. Ces taches peu-
vent étre séparées en étapes élémentaires appelées des réactions. Chaque réaction transforme des petites
molécules appelées métabolites en d’autres métabolites ; les métabolites en entrée sont appelés des sub-
strats et les métabolites en sortie sont appelés des produits. Généralement, les réactions sont catalysées par
des protéines appelés des enzymes. Ces enzymes sont classées par une nomenclature EC (pour “Enzyme
Commission”) en fonction du type de réaction catalysée [119].

Dans la littérature, on trouve plusieurs modélisations en graphe possibles pour représenter un réseau
métabolique (voir la theése de Lacroix pour une description détaillée [78]). Par exemple, dans la Figure [2.2]
les sommets correspondent a des métabolites et les arcs correspondent aux réactions impliquant ces métabo-
lites. Dans un graphe des réactions (voir Figure [2.3)), les sommets correspondent aux réactions et il existe
une aréte entre deux métabolites u et v s’il existe une réaction dans laquelle v est un substrat et v un produit.
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Figure 2.2 — Réseau métabolique de I’humain provenant de [36]]. Les sommets représentent des métabolites
et les arcs représentent des réactions.

Ry Ry

Ry

Figure 2.3 — Exemple (fictif) de graphe de réactions produit a partir des réactions Ry = A + B — C,
Ry=D+FE — FetR;s =C+ F — H. Il existe une aréte entre R, et R3 puisque C' est un produit de
R, et un substrat de 5. De méme, il existe une aréte entre R, et [73 puisque D est un produit de R» et un
substrat de R;.

Une voie métabolique est un groupe de réactions qui participent a la méme fonction dans le métabolisme.
Déterminer les voies métaboliques d’un réseau permet de mieux comprendre comment ce réseau fonctionne.
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On peut également comparer deux réseaux métaboliques afin de déterminer des voies métaboliques com-
munes [92, 34,157, 96].

Recherche de motifs topologiques. Dans le paragraphe ci-dessus, on a vu qu’une des problématiques
associées aux réseaux biologiques consiste a se demander si un sous-réseau [ est inclus dans un réseau
G. Dans la suite, le sous-réseau H est appelé un motif topologique. Déterminer si un graphe G contient
une occurrence d’un motif topologique, ¢’est-a-dire un sous-graphe isomorphe au motif, est un probleme
NP-complet [30]. La difficulté du probléme est principalement contournée par le biais d’heuristiques [113,
84]. 1l existe également quelques algorithmes de complexité paramétrée basés sur le color-coding (voir
Section|[I.3.3] page[30)) pour résoudre ce probleme. Pour finir, on dénombre plus d’une trentaine de logiciels
dont le but est de trouver des motifs topologiques dans [93]]. Plus de 80% d’entre eux ont été initialement
congus pour I’analyse de réseaux PPI et pres d’un quartﬂpour I’analyse de réseaux métaboliques.

Recherche de motifs fonctionnels : le probleme GRAPH MOTIF. En 2006, Lacroix et al. proposent
une nouvelle méthode pour rechercher des motifs dans des réseaux métaboliques [[79]]. On rappelle que les
réactions sont généralement catalysées par une enzyme. De plus, chaque enzyme posseéde un numéro dans
la nomenclature EC [119]], qui correspond au type de réaction catalysée par ’enzyme. Ainsi, Lacroix et
al. étudient le graphe des réactions d’un réseau métabolique et appliquent une fonction de coloration sur
les sommets — les réactions — de ce graphe comme suit : la couleur d’un sommet correspond au numéro
EC de I’enzyme — principale s’il en existe plusieurs — qui catalyse la réaction associée a ce sommet. En
conséquence, Lacroix et al. s’intéressent a la recherche de motifs fonctionnels, qu’on définit par un multi-
ensemble de couleurs M. On définit ci-dessous le probleme GRAPH MOTIF, qui est associé a la recherche
de motifs fonctionnels. Un exemple d’instance de GRAPH MOTIF est donné dans la Figure

GRAPH MOTIF

e Instance: Un graphe G = (V, E), un ensemble C de couleurs, une fonction de coloration
col : V. — C, un motif M

e Question: Existe-t-il une occurrence du motif M dans G, i.e. un ensemble de sommets
V' C V tel que G[V'] est connexe et col (V') = M ?

Lutilisation de motifs fonctionnels donne plus de souplesse a Lacroix ef al. pour chercher des voies
métaboliques dont ils ne connaissent pas la topologie exacte, puisque G[.S] doit seulement &tre connexe dans
la modélisation présentée ci-dessus. D’un point de vue biologique, cela signifie qu’on demande unique-
ment aux réactions appartenant a une potentielle voie métabolique d’€tre liées, méme si on ne connait pas
la maniere dont elles interagissent entre elles. On précise cependant que le multi-ensemble de couleurs as-
sociées aux sommets de .S doit étre égal au motif M afin d’assurer que les réactions associées aux sommets
de S correspondent a la voie métabolique recherchée.

Lacroix et al. veulent initialement énumérer toutes les occurrences d’un motif demandé dans [79]]. On
a ici énoncé la version décision du probleme GRAPH MOTIF, qui demande s’il existe une occurrence de M
dans G. La version proposée par Lacroix et al. appartient quant a elle a une catégorie de problemes qui
n’est pas étudiée dans ce manuscrit.

2.2 Présentation de quelques variantes de GRAPH MOTIF

Aujourd’hui, I’article de Lacroix et al. [79] a été cité plus de 169 fois dans Google Scholar et le prob-
léeme GRAPH MOTIF possede une quinzaine de variantes. Ce chapitre n’a pas pour vocation de recenser
exhaustivement tous les résultats liés au probleme GRAPH MOTIF et a ses variantes. En effet, I’essentiel

1. certains logiciels sont congus pour plus d’un type de données biologiques
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Figure 2.4 — Exemple (fictif) d’une instance positive de GRAPH MOTIF dans laquelle V' = {A, B, E, F, G,
J, K} est une solution possible.

de nos travaux a été effectué sur un probleme similaire 8 GRAPH MOTIF, appelé MAXIMUM COLORFUL
ARBORESCENCE, qui n’est pas présenté dans ce chapitre (I’étude de MAXIMUM COLORFUL ARBORES-
CENCE fera I’objet des Chapitres |3|et{4) ; la lecture de ce chapitre a donc pour but de permettre au lecteur
de mieux cerner le paysage algorithmique de MAXIMUM COLORFUL ARBORESCENCE. Pour cela, nous
avons sélectionné les variantes de GRAPH MOTIF que nous estimons, en plus du probleme originel, étre
les plus a méme d’assurer une bonne compréhension de ce paysage algorithmique. Ainsi, chacune des
variantes proposées integre une spécificité qui sera réutilisée dans la formalisation du probleme MAXIMUM
COLORFUL ARBORESCENCE.

2.2.1 Suppression des répétitions de couleurs dans le motif

Le probleme COLORFUL GRAPH MOTIF est un sous-probleme de GRAPH MOTIF dans lequel le motif
a la particularité d’étre i.e. de contenir au plus une fois chaque couleur de C. Cette particularité
implique que le motif est en fait égal a I’ensemble des couleurs du graphe, puisque le graphe peut étre
réduit en supprimant tous les sommets dont la couleur n’appartient pas au motif. On donne la définition
de COLORFUL GRAPH MOTIF ci-dessous, puis on montre un exemple d’instance de COLORFUL GRAPH
MOTIF dans la Figure [2.5]

COLORFUL GRAPH MOTIF

e Instance: Un graphe G = (V, E), un ensemble C de couleurs, une fonction de coloration
col : V —=C

¢ Question: Existe-t-il un ensemble de sommets V' C V tel que G[V"] est connexe et col (V') =
C?

Puisque toutes les instances de COLORFUL GRAPH MOTIF sont aussi des instances de GRAPH MOTIF
telles que M = C, GRAPH MOTIF peut étre vu comme une généralisation de COLORFUL GRAPH MO-
TIF. Par conséquent, les résultats négatifs obtenus pour COLORFUL GRAPH MOTIF s’appliquent 2 GRAPH
MOTIF, mais les résultats négatifs obtenus pour GRAPH MOTIF ne s’ appliquent pas nécessairement 2 COL-
ORFUL GRAPH MOTIF. De plus, tous les résultats positifs obtenus pour GRAPH MOTIF s’appliquent pour
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Figure 2.5 — Exemple (fictif) d’une instance positive de COLORFUL GRAPH MOTIF dans laquelle V' = {A,
B, E, F, G, J} est une solution possible.

COLORFUL GRAPH MOTIF. On verra dans la Section [2.3|qu’ajouter cette contrainte supplémentaire sur la
nature du motif permet d’améliorer la complexité de certains algorithmes FPT.

2.2.2 Maximisation de la cardinalité d’une sous-occurrence du motif

On rappelle qu’il existe de nombreuses bases de données contenant des réseaux biologiques, telles que
KEGGE] ou STRINGﬂ Ces bases de données contiennent des réseaux PPI pour plus de deux mille organ-
ismes tels que I’humain [[114,[106], 1a levure [109] ou bien encore la mouche drosophile [61]]. En revanche,
on estime que la majorité de toutes ces données biologiques comporte beaucoup de bruit [[118, 1} 38], c’est-
a-dire qu’il existe des arétes manquantes ou erronnées dans la reconstruction des réseaux biologiques.

Pour contourner ce probléme, de nombreux auteurs ont proposé des variantes d¢ GRAPH MOTIF qui
permettent d’éditer le motif, c’est-a-dire d’ajouter, de supprimer et/ou de substituer des couleurs du motif
afin d’obtenir une occurrence [41, [104, [14]]. Par exemple, on définit ci-dessous la version optimisation de
GRAPH MOTIF, appelée MAX GRAPH MOTIF.

MAX GRAPH MOTIF

e Instance: Un graphe G = (V, E), un ensemble C de couleurs, une fonction de coloration
col : V — C, un motif M

e Sortie: Un ensemble de sommets V' C V' tel que G[V'] est connexe et col(V') C M

e Mesure: |V’|

Si le graphe GG ne contient pas d’occurrence de M, le fait que MAX GRAPH MOTIF soit un probleme
d’optimisation permet tout de méme d’obtenir une sous-occurrence V' de cardinalité maximale du motif —
contrairement 8 GRAPH MOTIF qui est un probléme de décision. Par exemple, on montre dans la Figure[2.6|
un exemple d’instance de MAX GRAPH MOTIF dans laquelle il n’existe pas d’occurrence du motif.

1. https://www.genome.jp/kegg/pathway.html
2. https://string-db.org/
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Figure 2.6 — Exemple (fictif) d’une instance de MAX GRAPH MOTIF dans laquelle il n’existe pas
d’occurrence du motif M. Ici, V' = {A, B, E, F, G, J, K} est une sous-occurrence de cardinalité max-
imale de M qui ne contient pas deux fois la couleur jaune.

2.2.3 Ajout d’une fonction de pondération sur les arétes

On rappelle que les réseaux biologiques contiennent beaucoup de bruit [[118} 1} 38]. Au lieu d’autoriser
le motif a pouvoir étre édité comme dans la modélisation de MAX GRAPH MOTIF, une autre solution pour
contourner ce probléme consiste a pondérer les arétes des réseaux PPI en fonction de la confiance accordée
quant a I’existence de ces arétes [26]. L’ajout de cette fonction de pondération nous permet de définir
ci-dessous une nouvelle variante de GRAPH MOTIF appelée WEIGHTED GRAPH MOTIF. On donne un
exemple d’instance de WEIGHTED GRAPH MOTIF dans la Figure

WEIGHTED GRAPH MOTIF

e Instance: Un graphe G = (V| E), un ensemble C de couleurs, une fonction de coloration
col : V' — C, une fonction de poids w : £ — R, un motif M, un réel w*

e Question: Existe-t-il un sous-arbre 7' = (Vp, Er) de G tel que col(Vy) = M de poids
Y een, wW(€) > w*?

Le probleme WEIGHTED GRAPH MOTIF est une généralisation du probleme GRAPH MOTIF. En effet,
on peut obtenir une instance de WEIGHTED GRAPH MOTIF en ajoutant un poids de 1 a chaque aréte d’une
instance de GRAPH MOTIF et en fixant w* = (. Par conséquent, tous les résultats de complexité négatifs liés
a GRAPH MOTIF- et a COLORFUL GRAPH MOTIF- qui sont présentés dans la section suivante s’appliquent
également 2 WEIGHTED GRAPH MOTIF.

2.3 Caractérisation des instances difficiles

Cette section se décline en deux parties. On distingue dans un premier temps les instances pour
lesquelles GRAPH MOTIF— ou une variante de GRAPH MOTIF- se résout en temps polynomial de celles
pour lesquelles le probleme est NP-complet. On montre ensuite des résultats d’approximation qui se réve-
lent principalement négatifs.
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Figure 2.7 — Exemple (fictif) d’une instance positive d¢ WEIGHTED GRAPH MOTIF dans laquelle le sous-
arbre T' = (Vp, Er) de G, ou Vpr = {E, G, J, K, L, M, N} et Az = {(M,N), (N,J), (J,E), (J.K), (K,L),
(L,G)}, est une solution possible de poids 14.

Dans I’article introduisant GRAPH MOTIF, Lacroix et al. ont montré que le probleme est NP-complet
méme si G est un arbre [79]. On montre la preuve de ce résultat ci-dessous.

Théoreme 22. ([79]) GRAPH MOTIF restreint aux arbres est NP-complet.

Preuve. On effectue une réduction polynomiale (voir Définition [3| page 23] du probleéme NP-complet EX-
ACT COVER BY 3-SETS, défini ci-dessous, vers GRAPH MOTIF.

ExAcT COVER BY 3-SETS (X3C)

e Instance: Un entier ¢, un ensemble U = {uy, us, ..., us,} d’éléments, un ensemble F =
{51,952, ...,8,} de sous-ensembles de I/ contenant chacun trois éléments

e Question: Existe-t-il une couverture exacte de U dans F, i.e. un sous-ensemble S C F tel
que chaque élément de U est contenu exactement une fois dans S ?

On décrit la création du graphe G = (V, E) de I'instance de GRAPH MOTIF. On crée tout d’abord
un sommet r ; pour tout sous-ensemble S; appartenant a JF, on crée ensuite un ensemble de sommets
Vi = {vi, zi1, 212, 2i3}. Pour tout ¢ € [p], il existe une aréte (r,v;) et une aréte entre v; et chaque autre
sommet de V;. La fonction de coloration est définie comme suit : on attribue une couleur unique ¢, au
sommet r ; on attribue une couleur cz a tous les sommets de type v; ; pour tout j € [3¢|, on attribue une
couleur ¢; a tous les sommets z; j, tels que j; = j. Pour finir, on définit un motif M qui contient la couleur
¢, q fois la couleur ¢ et, pour tout j € [3¢|, une fois la couleur ¢;. Clairement, GG est un arbre contenant
n = 4p + 1 sommets et le motif M est de cardinalité |M| = 1 + ¢ + 3¢ = 4q + 1. L’instance de GRAPH
MOTIF qu’on vient de décrire est donc de taille polynomiale en la taille de I’instance initiale de X3C. On
montre un exemple de réduction d’une instance de X3C en instance de GRAPH MOTIF dans la Figure 2.§]

On montre maintenant qu’il existe une couverture exacte S de U dans F si et seulement si il existe une
occurrence de M dans G.

(=) On suppose qu’il existe une couverture exacte S de U dans F. Soit V' = {r} U{V; :i € [p] | S; €
S}. Par construction de G, on note que G[V'] est connexe puisque  appartient a 1/ et qu’un sommet z; ;
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appartient a V' uniquement si le sommet v; correspondant appartient également a V. De plus, pour tout
J € [3q], on observe que V' contient exactement un sommet de couleur ¢; puisque S contient tous les
éléments de U{. Enfin, on rappelle que chaque sous-ensemble de F contient 3 éléments de I/ et donc que S
contient exactement ¢ sous-ensembles de F. Par conséquent, V' contient ¢ sommets de couleurs cx et V'
est une occurrence de M dans G.

(<=) On suppose qu’il existe une occurrence V' de M dans G. Pour tout sommet de type v;, on rappelle
qu’il existe exactement trois arétes de type (v;, 2; ;) dans G. De plus, on rappelle que V"’ contient ¢ sommets
de type v; et 3¢ sommets de type z; ;. Par conséquent, il n’existe pas d’indice i* € [p] tel que v+ € V’
et V;- ¢ V'. Puisque M contient un sommet de couleur ¢; pour tout j € [3¢|, on en déduit donc que
S ={S;:i € [p||v; € V'} estune couverture exacte de U dans F.

On vient de réaliser une réduction polynomiale de X3C vers GRAPH MOTIF. Puisque X3C est NP-dur,
on en déduit que GRAPH MOTIF est également NP-dur (et méme NP-complet). O

M={0O,0,0.0,0.0,0.,0.,0}

Figure 2.8 — Construction d’une instance de GRAPH MOTIF a partir d’une instance de X3C dans laquelle
u = {ul, U, U3, Uy, Us, UG} et F = {Sl = {'Ll,l, Ua, U4}, SQ = {ul, Uy, U5}, 53 = {UQ, Us, UG}, S4 =
{us,us,ue}}. Les couleurs vert clair, rouge, bleu, jaune, violet et orange des sommets de GG correspondent
respectivement aux indices 1, 2, 3,4, 5, 6 des variables de /. On représente en rouge une solution de GRAPH
MOTIF dans G.

Fellows et al. ont renforcé le Théoreme [22] donné ci-dessus en prouvant — a I’aide d’une autre réduc-
tion a partir de X3C — que GRAPH MOTIF est NP-complet quand le motif ne contient que deux couleurs
distinctes, et ce méme dans les graphes |bipartis| de |degré| maximum 4 [51]. Les mémes auteurs montrent
également que GRAPH MOTIF peut &tre résolu en temps polynomial si a la fois la de G et le
nombre de couleurs différentes dans le motif sont bornés [S1]]. Par ailleurs, il est également intéressant de
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se demander si on peut résoudre GRAPH MOTIF en temps polynomial quand le motif est colorful. Mal-
heureusement, COLORFUL GRAPH MOTIF est NP-complet dans les arbres de degré maximum 3 [31], et
méme dans les [32]], une sous-catégorie d’arbres de degré maximum 3 présentée dans la Sec-

tion [.1:7 (page T9).

Dans la suite, on note que GRAPH MOTIF se résout en temps polynomial dans les chemins, puisque
le nombre de sous-chemins — et donc d’occurrences potentielles d’'un motif — d’un chemin est polyno-
mial en la taille de celui-ci [S1]. Ainsi, on a montré jusqu’ici que GRAPH MOTIF peut étre résolu en
temps polynomial dans n’importe quel graphe de degré maximum 2 avec n’importe quel motif, mais que
ce probleme restreint aux comb-graphs est NP-complet méme si le motif est colorful. On propose donc ici
d’étudier la complexité de GRAPH MOTIF dans des classes de graphes proches des chemins. Par exemple,
on note qu’on peut résoudre GRAPH MOTIF en temps polynomial dans les [3], des arbres qui
deviennent des chemins si on supprime leurs [feuilles| (voir Section page [I7). En revanche, GRAPH
MOTIF est NP-complet dans les [3]], des arbres qui deviennent des caterpillars si on supprime leurs
feuilles. De plus, pour affiner encore plus la frontiere entre les instances pour lesquelles GRAPH MOTIF se
résout en temps polynomial et les autres, Bonnet et Sikora ont montré que COLORFUL GRAPH MOTIF est
NP-complet méme dans les graphes ou il suffit de retirer un sommet pour les transformer en collection de
chemins disjoints [23]].

On propose maintenant de tracer la fronticre entre les instances pour lesquelles GRAPH MOTIF se résout
en temps polynomial et les autres en fonction du[diamétre|d’un graphe, i.e. de la plus grande distance entre
deux sommets de ce graphe. En effet, GRAPH MOTIF peut trivialement €tre résolu en temps polynomial
dans les [cliques|— des graphes de diametre 1. Pour cela, il suffit en effet de trouver un sommet v € V' dont
la couleur appartient au motif et de regarder si M \ {col(v)} appartient au multi-ensemble de couleurs du
voisinage de v. Le probleme GRAPH MOTIF est cependant NP-complet dans les graphes de 2 et
méme dans les une sous-classe de lobsters [3]. De plus, Ganian a prouvé que GRAPH MOTIF
est NP-complet dans les [58.59], un ensemble de graphes qui peuvent étre partitionnés en une
clique et un ensemble indépendant de sommets. Il existe toutefois une catégorie de split graphs, appelée
lthreshold graphs| pour laquelle GRAPH MOTIF se résout en temps polynomial. Les threshold graphs sont
a la fois des split graphs et des des graphes ne contenant pas de chemin de longueur 4 comme
Isous-graphe induit, Das et al. ont montré que GRAPH MOTIF peut étre résolu en temps polynomial dans
les cographes, et donc dans les threshold graphs [335].

Pour finir, on montre que GRAPH MOTIF peut se résoudre en temps polynomial dans un arbre si chaque
couleur apparait au plus deux fois dans celui-ci [S1]].

Théoreme 23. (/5]/]) GRAPH MOTIF restreint aux arbres peut étre résolu en temps polynomial si chaque
couleur de C apparait au plus deux fois dans G.

Preuve. Dans la suite, on construit une instance de 2-S AT, qui est défini ci-dessous, a partir d’une instance
de GRAPH MOTIF.

2-SAT

e Instance: Un ensemble de variables booléennes X = {zi,..,x,}, une formule ¢ sur un
ensemble C' = {C1, .., C,} de clauses de taille 2 contenant des variables de X

¢ Question: Existe-t-il une affectation § : X — {vrai, faux} de chaque x; € X qui satisfait

¢

On explique comment construire ¢ en trois temps. Dans un premier temps, on crée une variable z. pour
chaque couleur ¢ € C. On rappelle que GG contient au plus deux sommets de couleur c. Ainsi, pour toute
paire de sommets v1,vs € V de couleur ¢, on note [(v;) = z. et [(vy) = T, les deux littéraux distincts
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associés a vy et ve. Siv € V est le seul sommet de couleur ¢ dans G, alors on fixe [(v) = z. et §(x.) sera
égalea vrai.

Dans un second temps, on désigne arbitrairement un sommet » € V' comme racine de G et on crée une
clause contenant uniquement le littéral associé a r. On considere ainsi que r appartient a une occurrence de
M dans G. S’il s’avere par la suite que ¢ ne peut pas &tre satisfaite, alors on construira une autre formule
¢ en fixant comme racine I’autre sommet de couleur col(r) dans G. Si aucune de ces deux formules ne
peut étre satisfaite, alors il n’existe aucune occurrence de M dans G.

Dans un troisieme temps, pour chaque aréte (u,v) € E(G) telle que d(r,u) < d(r,v), on crée une
clause ({(u) V I(v)) qui représente 1"implication /(v) = [(u). On rappelle que G est un arbre et donc que u
appartient a I’unique chemin entre r et v. Puisque r appartient a toute solution V' de GRAPH MOTIF dans

G, on observe que v appartient 2 V' seulement si u appartient également 2 V' — et donc [(v) = [(u).

On présente la construction d’une formule ¢ dans la Figure Clairement, il existe une occurrence de
M = C dans G si et seulement si ¢ (ou ¢’) peut étre satisfaite par une affectation 3 des variables de X.
Puisque 2-SAT appartient a P, le probleme COLORFUL GRAPH MOTIF restreint aux arbres peut donc étre

résolu en temps polynomial si chaque couleur de C apparait au plus deux fois dans G.
[]

G

M={O,0,0}

Figure 2.9 — Construction d’une instance de 2-SAT a partir d’une instance de GRAPH MOTIF. On note
Trouges Thleu €t Tyery 1€8 trois variables de X créées a partir de C. On suppose que [(v1) = Tyouge, [(V2) =
Thieus L(V3) = Tpieu, L(V4) = Trouge €t [(V5) = Zyere. Dans cet exemple, on choisit arbitrairement le sommet

v comme racine de G. A partir des arétes de (G, on construit ensuite la formule ¢ = (I(v1))A(I(v1) Vi(va))A
(l(1)1> \/l(’l)g)) A (l(Ug) \/Z(U4>> A (l(Ug) \/l(U5>>, ce ql'u donne ¢ = (xrouge> A (xrouge VM) A (:Crouge vxbleu) A
(Tbieu V Trouge) N (Tvieu V Tpert). Laffectation 5 = {Zyouge = {vrai}l, tpe, = {faux}, vyere = {vrai}}
correspond a une solution V' = {vy,v3,v5} de GRAPH MOTIF — on rappelle 3(z,e¢) est nécessairement
égale a vrai puisque la couleur verte apparait uniquement une fois dans G.

Dans cette section, on a observé qu’il existe beaucoup de classes de graphes pour lesquelles GRAPH
MOTIF est NP-complet. On montre maintenant des résultats d’approximation (voir Section page
obtenus pour MAX GRAPH MOTIF afin de contourner la difficulté du probleme. Malheureusement, ces
résultats sont principalement négatifs. Pour commencer, Dondi et al. montrent que MAX GRAPH MOTIF
restreint aux arbres est APX-dur méme quand le motif est [40]. Les mémes auteurs prouvent
également qu’il n’existe pas d’algorithme d’approximation en temps polynomial pour MAX GRAPH MOTIF
dans les arbres avec un ratio 2!°5' ", V§ < 1 sauf si NP C DTIME[2P°Y 16| En fixant § & une valeur proche
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de 1, on observe donc qu’on ne peut pas espérer un algorithme d’approximation avec un meilleur ratio
d’approximation que n pour résoudre MAX GRAPH MOTIF. Enfin, Rizzi ef al. ont montré qu’il n’existe
pas d’algorithme d’approximation en temps polynomial pour résoudre MAX GRAPH MOTIF avec un ratio
n3~¢, oll € > 0, méme dans les arbres dans lesquels chaque couleur apparait au plus deux fois et avec un
motif colorful [[104].

2.4 Résultats de complexité paramétrée

On rappelle que GRAPH MOTIF est NP-complet méme dans des instances tres restreintes comme des
[32] ou des [3]] et que MAX GRAPH MOTIF est hautement inapproximable méme
dans les arbres [40, [104]. Par conséquent, la complexité des algorithmes qui résolvent GRAPH MOTIF est
exponentielle — sauf si P = NP. Par exemple, Dondi et al. ont montré via des algorithmes de branchement
(voir Section page 29) que MAX GRAPH MOTIF peut étre résolu en temps O*(1.62"), ou n est le
nombre de sommets du graphe d’entrée GG, et méme en temps O*(1.33") quand le motif est colorful [40].

Méme si les deux algorithmes évoqués ci-dessus sont nettement plus efficaces qu’un algorithme triv-
ial en O*(2"), le probleme GRAPH MOTIF peut cependant ne pas pouvoir étre résolu avec des temps
d’exécution raisonnables si la taille de 1’instance est trop €élevée. Ainsi, on présente dans cette section
des algorithmes de complexité paramétrée (voir Section page [27)), i.e. des algorithmes dont la par-
tie exponentielle de la complexité est confinée a un parametre qu’on espere petit en pratique. Il existe
une multitude de parametres liés a la structure du graphe [23]], mais nous nous intéressons dans cette sec-
tion uniquement aux deux paramétres suivants : la taille du motif k& = | M| et le nombre de sommets
n’appartenant pas a la solution £ = n — |M|. Le premier paramétre est considéré comme le parametre
naturel de GRAPH MOTIF et a concentré 1’essentiel des resultats de complexité paramétrée pour GRAPH
MOTIF. On considere également important le fait de présenter les résultats de complexité paramétrée liés
a ¢ afin de pouvoir les comparer avec ceux obtenus dans le Chapitre 4| sur un probleme similaire 8 GRAPH
MOTIF relativement a deux parametres similaires a ¢. Dans ce chapitre, pour chacun des deux parametres
k et ¢, on présente des algorithmes FPT ainsi que des résultats — positifs et négatifs — sur I’existence de
kernels. La plupart des techniques utilisées pour obtenir les résultats décrits ci-dessous ont été présentées
dans la Section|1.3] a partir de la page

2.4.1 Paramétrer par la taille du motif

On rappelle que le probleme GRAPH MOTIF est motivé par la recherche de sous-réseaux biologiques
supposés petits a I’intérieur de plus grands réseaux. Des lors, il peut sembler 1égitime de chercher s’il existe
des algorithmes FPT qui soient paramétrés par la taille de ces sous-réseaux, et donc par k& = |M]|. Dans
cette section, on montre ainsi comment certaines techniques algorithmiques présentées dans le Chapitre [1]
ont permis d’obtenir des résultats de complexité paramétrée pour GRAPH MOTIF et ses variantes relative-
ment a k.

Apres avoir montré que GRAPH MOTIF est NP-dur méme dans les arbres [[79], Lacroix et al. ont déter-
miné le premier algorithme FPT pour GRAPH MOTIF relativement a k£ dans le cas ou GG est un arbre. La
premiere phase de 1’algorithme consiste a générer exhaustivement toutes les topologies du motif M, c’est-
a-dire tous les sous-arbres colorés contenant £ sommets et dont le multi-ensemble de couleurs des sommets
est égal a M. La deuxieme phase consiste ensuite a appliquer un algorithme d’isomorphisme de graphe a
chaque topologie dans le graphe GG. On note que 1’algorithme d’isomorphisme de graphe possede une com-
plexité polynomiale puisque G est un arbre — ce qui n’est plus le cas si G n’est pas contraint [60]. De plus,
la formule de Cayley indique qu’il existe au plus k*~2 topologies de M pour tout k > 1. Par conséquent,
la complexité en temps de I’algorithme FPT proposé par Lacroix et al. est exponentielle uniquement en k.
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Fellows et al. ont par la suite montré que GRAPH MOTIF admet des algorithmes FPT relativement
a k dans toutes les structures de graphes [51]. Les auteurs appliquent des techniques de programmation
dynamique et de color-coding (voir Section [1.3.3] page [30), ainsi qu’une famille parfaite de fonctions de
hachage pour dérandomiser I’algorithme apres 1’usage du color-coding. La forte complexité de celui-ci —
O*(87%) en temps et O*(4*) en espace — est anecdotique puisque le but premier de Fellows et al. était
de prouver que GRAPH MOTIF admet des algorithmes FPT par rapport & k. On note que I'utilisation du
color-coding et de la programmation dynamique a également permis de montrer que MAX GRAPH MOTIF
admet des algorithmes FPT relativement a k en temps O*(32¥4°(%)) dans les graphes non-contraints ainsi
qu’en temps O*(2%2°()) dans les arbres [40].

L’algorithme de Scott et al. [111]] pour trouver des sous-arbres colorful de cardinalité k£ dans un graphe a
indépendamment permis a Betzler et al. [9] et a Bruckner et al. [26] de prouver le Théoreme [24] ci-dessous.

Théoreme 24. (/9,26]) COLORFUL GRAPH MOTIEF peut se résoudre avec un algorithme FPT probabiliste
de complexité temporelle O*(3%) et de complexité spatiale O*(2F).

Preuve. On crée une table de programmation dynamique binaire B[v, M'], pour tout v € V et M’ C C.
Une case B[v, M| est égale a vrai si et seulement si il existe un ensemble de sommets V' C V' contenant
v tel que G[V'] est connexe et col(V') = M’ ; on note T'(v, M’) I’arbre couvrant de G[V’] dans la suite.
Pour tout ¢ € C, on note Blv, {c}| = vrai sicol(v) = cet Blv, {c}] = faux sinon. Pour tout M’ C C tel
que |M’| > 1, on calcule ensuite le contenu d’une case 5[v, M'] comme suit :

Blv, M'] = \/ Blv, M}] A Blu, M)]
uEN (v),
My @ Mh=mM’,
col(v)EM’l,col(u)EMIQ

Concrétement, il existe un arbre 7'(v, M) si et seulement si il existe deux arbres T'(v, M) et T'(u, M})
telles que (i) M’ est partitionné en deux sous-ensembles M/ et M}, et (i7) il existe une aréte (u,v) dans
G. On calcule exhaustivement les entrées B[v, M'] pour tout v € V et tout M’ C C. Ainsi, le probleme
COLORFUL GRAPH MOTIF admet une solution dans G si et seulement si il existe une case Blv, C| égale a
vrai. On précise que I’algorithme proposé est correct puisqu’on a calculé exhaustivement toutes les cases
de B.

On calcule maintenant la complexité de cet algorithme. Pour chaque entrée B[v, M’], on note qu’une
couleur de M appartient soit a M, soit a M}, ou soit a M \ M’. La complexité temporelle de 1’algorithme
est donc de O*(3[°l). Enfin, 1a complexité spatiale de I’algorithme est de O*(2/°!) puisqu’il existe une entrée
B[v,C] pour tout M’ C C — et tout v € V. Un exemple d’application de I’algorithme de programmation
dynamique présenté dans ce théoreme est donné dans I’Exemple 23] ]

Exemple 25. Illustration de 1’algorithme présenté dans le Théoréme

Dans cet exemple, on montre comment calculer les cases de la table de programmation dynamique B[v, M'],
ot v € Vet M CC, apartir de I'instance de COLORFUL GRAPH MOTIF présentée dans la Figure 2.10}
Tout d’abord, toutes les entrées B[v, M’| telles que (i) M’ C C et (i) |M'| = 1 sont initialisées & faux a
I’exception des entrées suivantes :

Blvy,{¢}] = vrai
Blvy, {e}] = vrai
Blvg, {e}] = vrai
Blvy,{e}] = vrai

On calcule ensuite toutes les entrées B[v, M'] telles que (i) M’ C C et (ii) |M'| = 2. Par exemple :
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Bloy, {e, e} = (Bloy, {}] A Blva, {¢}])
= (Vra'i A vrai)

Enfin, on calcule toutes les entrées B[v, M'] telles que (i) M’ C C et (ii) |M’'| = 3. Par exemple :

B[Ulﬂ{ ) @5 H = (B[Uh{ }]/\B[U27{.7 }])
V(B[vy, {*, }] A Blva, {}])
V(B[Ulv{ }] A B[Uﬁh {.’ }])
V(Blvi, {*; }] A Blos, {}])
= (vraiAvrai)V (vraiAvrai)V (vraiA faux)V (vraiA vrai)

On note que Blvy,C] = vrai. Par conséquent, il existe une occurrence de M = C dans G — qu’on peut
retrouver en utilisant du backtracking.

c={0.0.0}

Figure 2.10 — Instance de COLORFUL GRAPH MOTIF sur laquelle on applique I’algorithme du Théoreme
dans I’Exemple 25]

Betzler et al. ont modifié 1’algorithme présenté dans le Théoreme [24{ afin d’obtenir un algorithme prob-
abiliste pour résoudre GRAPH MOTIF avec une complexité temporelle de O*(4.32*) et une complexité
spatiale de O*(2*) [9]]. Pour cela, Betzler et al. utilisent du color-coding sur les répétitions de couleurs con-
tenues dans le motif M de la maniere suivante : si M contient une couleur ¢ en deux exemplaires, on crée
deux couleurs ¢, et ¢, qui remplacent les deux répétitions de ¢ dans M, puis on attribue via du color-coding
une des deux nouvelles couleurs a tous les sommets de couleur ¢ dans GG. On applique ensuite 1’algorithme
présenté dans le Théoreme [24] pour résoudre I’instance de COLORFUL GRAPH MOTIF qu’on vient de créer.
On note que Bruckner et al. ont aussi trouvé un algorithme en temps O*(k!3%) pour résoudre GRAPH
MOTIF en utilisant du color-coding [26]. Les auteurs précisent que leur algorithme est plus efficace dans
certaines instances que celui de Betzler ef al. apres I'utilisation de regles de réduction. De plus, celui-ci leur
permet de résoudre WEIGHTED GRAPH MOTIF avec la méme complexité et sans aucune restriction sur les
poids. Afin de mieux comprendre la complexité de WEIGHTED GRAPH MOTIF, on précise qu’il n’existe
qu’un seul algorithme FPT relativement a k£ dont la complexité soit meilleure que celle de I’algorithme de
Bruckner et al. quand les poids sont des réels. Celui-ci a été élaboré par Pinter et al. [98] et sa complexité
en temps est de (O*(20.25F+C0g” k),

Guillemot et Sikora ont montré que GRAPH MOTIF peut étre résolu par un algorithme FPT probabiliste
en temps O*(4%) et que COLORFUL GRAPH MOTIF peut étre résolu par un algorithme FPT probabiliste en
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temps O*(2*) avec, pour la premiére fois, une complexité polynomiale en espace dans les deux cas [62]].
Pour cela, ils utilisent une technique de détection de monoémes multilinéaires (voir Section[1.3.3] page[32) :
Guillemot et Sikora créent tout d’abord une instance de £-MLD a partir d’une instance de GRAPH MO-
TIF (resp. COLORFUL GRAPH MOTIF), puis ils appliquent le Théoréme [10] pour déterminer la complexité
d’un algorithme qui résout I’instance de k-MLD créée. Dans 'instance de k-MLD créée a partir d’une
instance de COLORFUL GRAPH MOTIF, les variables du polyndme créé correspondent aux couleurs des
sommets de GG. Ainsi, un mondme de degré k correspond au multi-ensemble de couleurs d’un sous-arbre
de k& sommets. Par construction, ce mondme est multilin€aire si et seulement si le sous-arbre est colorful.
Par conséquent, I’instance de COLORFUL GRAPH MOTIF contient une occurrence du motif si et seulement
si le polyndme construit a partir de cette instance contient un mondme multilinéaire de degré k = | M. Par
ailleurs, Guillemot et al. ont également proposé un algorithme FPT probabiliste qui utilise la technique de
détection de mondmes multilinéaires afin de résoudre WEIGHTED GRAPH MOTIF avec des poids dans N*
en temps O*(4%). L’ algorithme est cependant pseudo-polynomial par rapport aux poids, ce qui signifie que
sa complexité est polynomiale relativement a la valeur du poids maximum d’une aréte, mais pas relative-
ment a la taille (voir Section|l.2.1] page de cette valeur en mémoire.

Suite a I’article de Guillemot et al., Koutis a montré un nouvel algorithme probabiliste en temps
O*(2.54%) pour résoudre GRAPH MOTIF en réduisant le probléme a une variante de k-MLD appelée CON-
STRAINED k-MLD [74]]. Bjorklund et al. [[14] et Pinter et al. [100] ont ensuite indépendamment proposé
un algorithme probabiliste en temps O*(2*) pour résoudre GRAPH MOTIF en utilisant la technique des
narrow sieves (voir Section [1.3.3] page [34). Bjorklund et al. ont également démontré que ces algorithmes
sont "optimaux" [14] sous I’hypothese de complexité Set Cover Conjecture [31]. Enfin, Pinter ef al. ont
prouvé que WEIGHTED GRAPH MOTIF pouvait étre résolu en temps O*(2*) avec des poids dans N* [100],
puis avec des poids dans Z [97].

Les algorithmes FPT optimaux proposés ci-dessus pour résoudre GRAPH MOTIF sont des algorithmes
probabilistes. Il existe toujours un écart de complexité entre le meilleur algorithme FPT probabiliste (en
temps O*(2%) [14} [100]) et le meilleur algorithme FPT déterministe pour GRAPH MOTIF. Ce dernier al-
gorithme a été obtenu en utilisant la technique des familles réprésentatives (voir Section [[.3.3] page[36)) et
posséde une complexité temporelle de O*(5.18%) [99]. On précise en revanche qu’il n’existe pas d’écart de
complexité entre le meilleur algorithme FPT probabiliste et le meilleur algorithme FPT déterministe pour
COLORFUL GRAPH MOTIF. En effet, Cygan ef al. ont proposé un algorithme déterministe "optimal" —
sous I’hypothese de complexité Set Cover Conjecture [31] — pour COLORFUL GRAPH MOTIF qui possede
une complexité temporelle de O*(2*) et une complexité spatiale polynomiale [32].

On résume maintenant les principaux algorithmes de complexité paramétrée respectivement pour GRAPH
MOTIF et COLORFUL GRAPH MOTIF relativement a & dans les Tableaux 2.1] et[2.2

Complexité en temps | Complexité spatiale polynomiale ? Nature Source
O*(87%) NON Déterministe (510
O*(4.32%) NON Randomisé (9]
O*(4%) (0]8)1 Randomisé [62]
O*(2.54%) OUI Randomisé [74]
O*(2%) Ooul Randomisé | [14,100]
O*(5.18%) NON Déterministe |  [99]

Tableau 2.1 — Résultats principaux de complexité paramétrée pour GRAPH MOTIF relativement a k = | M.
Bjorklund et al. ont montré qu’il n’existe pas d’algorithme en temps O((2 — ¢)¥), quelque soit € > 0, sous
I’hypothese Set Cover Conjecture [14].
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Complexité en temps | Complexité spatiale polynomiale ? Nature Source
O*(3%) NON Déterministe | [9, 26]
O*(25) OUI Randomisé | [62]
O*(2F) OUI Déterministe | [32]

Tableau 2.2 — Résultats principaux de complexité paramétrée pour COLORFUL GRAPH MOTIF relativement
ak =M.

Ce dernier paragraphe aborde la recherche de kernels polynomiaux relativement a £ pour COLORFUL
GRAPH MOTIF. Ambalath et al. ont d’abord montré qu’il n’existe pas de kernel polynomial pour COLOR-
FUL GRAPH MOTIF, méme dans les sauf si NP C coNP/Poly [3]]. Ils ont cependant montré
que COLORFUL GRAPH MOTIF dans les comb-graphs admet |V (G)| = n kernels, chacun de taille O(k?).
Les auteurs précisent qu’ils connaissent tres peu d’autres problemes admettant non pas un mais plusieurs
kernels polynomiaux. Ce dernier résultat leur permet également de montrer qu’une variante de COLOR-
FUL GRAPH MOTIF, dans laquelle il existe un sommet qui doit nécessairement appartenir a la solution,
posséde un kernel de taille O(k?) dans les comb-graphs [3]]. Finalement, Ambalath ef al. ont montré que
cette variante de COLORFUL GRAPH MOTIF n’admet cependant pas de kernel polynomial dans les arbres
binaires.

2.4.2 Paramétrer par le dual

On s’intéresse ici a { = n— | M|, le parametre dual de GRAPH MOTIF qui représente le nombre de som-
mets qui ne sont pas dans la solution. A priori, ce parametre ne semble pas tres intéressant puisque les mo-
tifs recherchés sont généralement de petite taille. Pour justifier I'intérét de leurs travaux sur le parametre ¢,
Fertin et Komusiewicz montrent qu’il existe d’autres problemes pour lesquels les algorithmes FPT par rap-
port au parametre dual donnent les meilleurs résultats en pratique [64]. En outre, Fertin et Komusiewicz [S3]
utilisent des algorithmes de branchement (voir Section [[.3.1] page[29), dont le temps d’exécution peut-&tre
grandement réduit si on applique des regles de réduction sur I’instance initiale d¢ GRAPH MOTIF. En effet,
si par exemple le graphe d’entrée est composé de plusieurs composantes connexes apres application des
regles de réduction, on peut essayer de trouver une occurrence du motif dans chacune de ces composantes
connexes séparément. Si n’ désigne le nombre de sommets d’une composante connexe, on note que ¢ de-
vient égal a n’ — | M| et peut par conséquent devenir trés petit dans des instances contenant un grand nombre
de couleurs [26, 10, 55]].

Dans la suite, on présente des algorithmes FPT et des kernels polynomiaux relativement a ¢. On com-
mence avec le résultat suivant pour COLORFUL GRAPH MOTIF.

Théoreme 26. (//0]) COLORFUL GRAPH MOTIF peut étre résolu en temps (’)*(2@).

Preuve. On propose un algorithme de branchement récursif basé sur les couleurs de GG. Pour cela, on définit
S = V. Si S n’est pas colorful, on considére u, v € S tel que col(u) = col(v) et on branche récursivement
sur deux cas : on supprime soit u soit v de S. Maintenant, pour tout .S correspondant a une feuille de I’arbre
de recherche induit T, il suffit de déterminer si G[.S] est connexe pour savoir si S est une occurrence de M
dans G.

On observe que I’algorithme décrit ci-dessus est correct puisqu’il existe un ensemble S correspondant
a une feuille de T's pour chaque sous-ensemble colorful de |C| sommets de G. Puisque chaque étape de
I’algorithme est effectuée en temps polynomial, la complexité en temps de celui-ci est exponentielle unique-
ment par rapport au nombre de nceuds de Ts. Puisque Ts est un arbre binaire de hauteur ¢ = n — | M|,
son nombre de nceuds ne peut pas excéder 2¢ et en conséquence la complexité temporelle de 1’algorithme
proposé est de O*(2¢). On montre une application de 1’algorithme dans la Figure [
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S

U3

VA {or, 04} VA {v1, 05} VA {vs, v4} V\{?:«s,%}

3 | 5) 6
M={O.0.0.0}

Figure 2.11 — Illustration de I’algorithme de branchement décrit dans le Théoreme [26] sur une instance
de COLORFUL GRAPH MOTIF (a gauche). Pour faciliter les explications, on donne des noms en marron
aux nceuds de I’arbre de recherche induit 7T (a droite). On observe que v; et vz sont de méme couleur et
appartiennent tous les deux a I’ensemble S' du nceud 0. Ainsi, on crée deux nceuds 1 et 2 a partir du nceud
0, dans lesquels on supprime respectivement v; et v3 de S. Puisque v, et v; sont de méme couleur, on
applique également cette regle de branchement pour obtenir les nceuds 3 et 4 a partir du nceud 1, et pour
obtenir les noeuds 5 et 6 a partir du nceud 2. Les noeuds 3, 4, 5 et 6 sont des feuilles de 7's dont I’ensemble
S correspondant est colorful. On observe que le graphe G[S] est connexe pour les ensembles .S des noeuds
3 et 4. Ainsi, les ensembles qui correspondent aux nceuds 3 et 4 sont des occurrences du motif M dans G.

Fertin et Komusiewicz ont amélioré la complexité de 1’algorithme présenté ci-dessus dans les arbres en
A p ¢ ys
montrant que COLORFUL GRAPH MOTIF peut étre résolu en temps (’)*(\/5 ) [55]] dans ce type d’instances.

Théoreme 27. ([55]) COLORFUL GRAPH MOTIF restreint aux arbres peut étre résolu en temps (’)*(\/56).

Preuve. Tout comme 1’algorithme présenté dans le Théoréme [26] on décrit un algorithme de branchement
récursif basé sur les couleurs de GG et on initialise S a V. On applique cependant une regle de branchement
différente afin que le graphe (G| S| soit connexe pour tout ensemble S correspondant a un nceud de Ts. Ainsi,
pour toute paire de sommets u, v € S partageant la méme couleur et telle que u et v ne sont pas des feuilles
de G[S], on applique la régle de branchement suivante : on supprime de S (i) tous les sommets u’ tels que
u appartient a 1’'unique chemin entre v et u’ (u inclus), ou (i7) tous les sommets v’ tels que v appartient a
I’unique chemin entre u et v (v inclus). Pour tout ensemble .S correspondant a une feuille de 7, il n’existe
donc pas deux sommets de méme couleur tels qu’aucun de ces sommets n’est une feuille de G[S]. Pour de
tels ensembles .S, on commence donc par supprimer itérativement toutes les feuilles de G[S] dont la couleur
n’est pas unique dans col(S). Puisqu’un arbre reste connexe aprés la suppression de n’importe laquelle de
ses feuilles, il suffit ensuite de regarder si col(S) = C pour déterminer si S est une occurrence de M dans G.

On observe que I’algorithme décrit ci-dessus est correct puisqu’il existe un ensemble S correspondant
a une feuille de Ts pour chaque sous-ensemble colorful de |C| sommets de G. Par ailleurs, chaque étape
de I’algorithme présenté ci-dessus est exécutée en temps polynomial ; la complexité de celui-ci est donc
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exponentielle uniquement en son nombre de nceuds. Puisque la regle de branchement supprime au minimum
2 sommets dans chacun des deux cas possibles, on note que le vecteur de branchement (voir Section[I.3.1]
page [29) de I’algorithme est (2,2). On en déduit que 1’algorithme proposé par Fertin et Komusiewicz a une

complexité temporelle de O* (\/ﬁg). O

On vient de montrer que COLORFUL GRAPH MOTIF peut étre résolu en temps O* (\/§€) dans les arbres.
Afin d’améliorer I’efficacité de cet algorithme, Fertin et Komusiewicz ont montré que COLORFUL GRAPH
MOTIF admet également un kernel polynomial de taille au plus (2¢ + 1) dans les arbres, lequel peut étre
calculé en temps O(m), ot m est le nombre d’arétes de G [55]. Malheureusement, COLORFUL GRAPH
MOTIF n’admet pas de kernel polynomial dans les graphes en général et GRAPH MOTIF n’admet méme pas
de kernel polynomial dans les arbres, sauf si NP C NP /Poly [55]. Fertin et Komusiewicz ont en revanche
proposé un algorithme de programmation dynamique en temps O*(4%) dans les arbres [55]. Enfin, ils ont
montré que GRAPH MOTIF ne peut pas étre résolu en temps O((2 — €)¢) sous I’hypothése SETH (voir
page [SS)]. On rappelle que 1’algorithme proposé par Betzler et al. pour COLORFUL GRAPH MOTIF
dans le Théorémeposséde une complexité en temps de O*(2¢), mais que celui-ci est restreint aux motifs
colorfuls. Par conséquent, le fait que GRAPH MOTIF ne peut vraisemblablement pas €tre résolu en temps
O((2 — €)*) ne suffit pas a prouver 1’optimalité de 1’algorithme de Betzler et al..

On résume dans le Tableau les résultats obtenus dans cette section.

Restriction sur G Statut FPT Statut kernel
Pas d’algorithme en
- O((2—¢)") -
GRAPH MOTIF sous SETH [55]]

Arbre O* (4% Pas de kernel [53]

_ * (Ol
COLORFUL GRAPH MOTIF 0 (2 )Z [10] Pas de kernel [55]
Arbre O*(v/2) [55] Kernel de taille O(¢) [55]

Tableau 2.3 — Tableau récapitulatif des résultats de complexité paramétrée liés a £ pour GRAPH MOTIF et
COLORFUL GRAPH MOTIF dans la Section Ici, ¢ est le nombre de sommets qui ne font pas partie de
la solution et SETH est une hypothese de complexité définie page

2.5 Liste de logiciels pour résoudre GRAPH MOTIF

De nombreux logiciels ont vu le jour afin de résoudre GRAPH MOTIF dans des réseaux biologiques. On
peut ainsi citer le logiciel de Lacroix et al. appelé Motus qui a été implémenté pour les réseaux métaboliques
et qui utilise un algorithme de branch-and-bound [79]]. Betzler et al. ont, quant a eux, créé un web-serveur
appelé Torque pour déterminer des complexes protéiques dans les réseaux PPI [25, 26]]. Si celui-ci ne
retrouve pas le motif par le biais d’une heuristique, il utilise de la programmation linéaire ou un algorithme
de programmation dynamique selon I’instance donnée en entrée.

Toujours dans les réseaux PPI, on retrouve deux algorithmes stochastiques appelés SIMBio [107] et AP-
PAGATO [24], ainsi qu’un plugin pour Cytoscape, appelé GraMoFoNe [15]], qui utilise un solveur pseudo-
booléen pour résoudre GRAPH MOTIF. Cytoscape est un logiciel gratuit et open-source qui a été téléchargé
plus de 100 000 fois depuis sa création en 2002 (selon le nombre de téléchargements du plugin le plus
téléchargé), et dont le but est de visualiser et d’éditer des réseaux biologiques [112]. Si GraMoFoNe n’est
plus compatible avec les dernieres mises a jour de Cytoscape, I’application aura, quant a elle, été téléchargée
plus de 500 fois.
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Le dernier exemple de logiciel que nous donnons est celui de Bjorklund et al. [13], qui ont implémenté
I’algorithme FPT relativement a la taille du motif possédant une complexité dite “optimale” et évoqué
dans la Section [2.4] L’implémentation a été testée sur des graphes aléatoires et peut supporter des graphes
contenant des centaines de millions d’arétes tant que le motif est de petite taille (inférieure a 5) [13]. Pour
conclure, la majorité des logiciels présentés ici est également capable de résoudre plusieurs des variantes
de GRAPH MOTIF décrites dans la Section 2.2

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, on a introduit le probleme GRAPH MOTIF ainsi que trois de ses variantes. On a ensuite
décrit une série de résultats provenant de la littérature pour ces quatre problemes. Dans un premier temps,
on a distingué dans la Section [2.3]les instances pour lesquelles GRAPH MOTIF (et/ou ses variantes) peut
se résoudre en temps polynomial de celles pour lesquelles le probleme est NP-complet. On a ainsi remar-
qué que GRAPH MOTIF est NP-complet méme dans des graphes trés contraints, comme les comb-graphs
ou les superstars. Dans un deuxiéme temps, on a présenté dans la Section [2.4] des résultats de complexité
paramétrée pour MCA et ses variantes relativement a deux parametres k, la taille du motif, et ¢, le deuxieme
au nombre de sommets qui n’appartiennent pas a une solution. Pour chacun de ces parametres, on a montré
des algorithmes de complexité paramétrée et des résultats concernant I’existence de kernels pour GRAPH
MOTIF (et/ou ses variantes). On précise cependant qu’il existe une quinzaine de variantes de GRAPH
MOTIF ainsi que des résultats de complexité paramétrée pour une multitude d’autres parametres dans la
littérature. Ainsi, on écrit actuellement avec Florian Sikora (LAMSADE, Université Paris Dauphine) une
revue exhaustive des résultats de complexité li€s a GRAPH MOTIF et ses variantes.

Dans le Chapitre[3] on introduit un nouveau probléeme appelé MAXIMUM COLORFUL ARBORESCENCE
dans le but d’identifier des molécules inconnues de taille modérée. On verra que la modélisation de ce
probleme emprunte des caractéristiques propres a chacune des variantes de GRAPH MOTIF qui a été intro-
duite dans ce chapitre, mais que ce nouveau probleme introduit également une nouvelle contrainte sur les
couleurs du graphe d’entrée GG. Le but des chapitres suivants sera de déterminer comment utiliser au mieux
cette contrainte afin de résoudre efficacement le probleme MAXIMUM COLORFUL ARBORESCENCE.






Le probleme MAXIMUM COLORFUL
ARBORESCENCE : caractérisation des instances
difficiles

Dans ce chapitre, on introduit un probleme, appelé MAXIMUM COLORFUL ARBORESCENCE, possé-
dant des similarités avec GRAPH MOTIF (voir Chapitre 2) et auquel I’essentiel de cette these a été consacré.
Dans la suite, on explique tout d’abord les problématiques biologiques qui ont mené a la formalisation de
MAXIMUM COLORFUL ARBORESCENCE, puis on propose une étude algorithmique approfondie du prob-
leme. Dans cette étude, on montre dans un premier temps des ratios d’inapproximabilité ainsi que des
algorithmes d’approximation pour ce probleme dans des classes d’arbres contraintes telles que les
et les Dans un second temps, on exhibe une propriété importante du probléme afin de
distinguer une catégorie d’instances qui peut étre résolue en temps polynomial.

La plupart de ces travaux a été publiée lors de la 14eme édition de la conférence Theory and Applications
of Models of Computation (TAMC) en 2017 [53]].

3.1 Le probleme MAXIMUM COLORFUL ARBORESCENCE

Contexte biologique. Dans le Chapitre 2| on a introduit la notion de réseaux métaboliques et expliqué
en quoi ces réseaux permettent de mieux comprendre le fonctionnement du métabolisme d’un organisme.
Pour rappel, ces réseaux décrivent au niveau cellulaire des réactions chimiques entre des petites molécules,
appelées des métabolites. Tous les organismes synthétisent de nombreux métabolites différents — entre
4000 et 20000 pour tous les eucaryotes supérieurs —, mais une majorité de ces métabolites est toujours in-
connue [52]. Ainsi, ’identification de métabolites est un probléme majeur en biologie [81, [88]], ayant des
applications notamment dans la conception de nouveaux médicaments [108].

Dans la suite, on utilise une formule (dite brute) pour décrire le nombre et le type d’atomes d’une
molécule. Par exemple, la molécule d’eau H>O contient deux atomes d’hydrogene et un atome d’oxygene.
On considere qu’un métabolite est identifié si on connait sa formule ainsi que sa structure. En effet,
deux molécules ayant la méme formule peuvent avoir une structure différente. Ces deux molécules, dites
isomeres, peuvent donc avoir des propriétés physiques, chimiques et biologiques différentes. Par exemple,
I’éthanol et le méthoxyméthane partagent la méme formule C5 HgO. Cependant, I’éthanol est utilisé dans
I’industrie agro-alimentaire (notamment dans la conception de spiritueux), tandis que le méthoxyméthane
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est utilis€é comme biocarburant par les entreprises pétrolieres.

La spectrométrie de masse est une des techniques les plus utilisées pour identifier des métabolites.
Concretement, cette technique consiste a fragmenter une molécule en plusieurs sous-molécules qui peuvent
elles-mémes également étre fragmentées. Le spectromeétre enregistre le rapport masse/charge m/z, que
nous appellerons simplement masse par la suite, de chaque fragment de la molécule d’entrée — y compris
la molécule d’entrée elle-méme. On obtient en sortie un spectre dans lequel la masse de chaque fragment
est représentée par un pic (voir Figure [3.1)). Pour identifier la molécule d’entrée, on peut ensuite comparer
ce spectre a d’autres spectres issus de bases de données [91]. Malheureusement, ces bases de données
sont grandement incompletes [52) [115,[123] et ne permettent donc que 1’identification de métabolites déja
connus.

abondance relative

OFY =1

Figure 3.1 — Exemple (fictif) de fragmentation d’une molécule y« dans un spectrometre de masse pour obtenir
un spectre s,,. Chaque pic dans le spectre correspond a la masse d’un fragment. Plus la valeur en ordonnée
d’un pic est élevée, plus ce pic est important dans le spectre.

> m/z
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Introduction du probleme MAXIMUM COLORFUL SUBTREE. En 2008, Bocker et Rasche ont présenté
une méthode pour déterminer la formule d’un métabolite [18]. La méthode proposée est une méthode de
novo, ce qui signifie qu’elle permet d’inférer la formule du métabolite en entrée uniquement a partir du
spectre obtenu — et donc sans recourir aux bases de données. En particulier, cela signifie qu’on peut déter-
miner la formule d’un métabolite inconnu, qui n’apparait donc dans aucune base de données. De plus,
on verra par la suite que cette méthode a non seulement permis de déterminer la formule du métabolite
d’entrée, mais également de I’identifier.

Pour illustrer la méthode proposée par Bocker et Rasche, on considere un métabolite inconnu g dont
on veut inférer la formule a partir d’un spectre s,,. Tout d’abord, pour chaque pic p de s,, on génere un
ensemble de formules dont la masse, exprimée en Daltons (Da), correspond a celle du pic p [17]. Dans la
suite, les formules dont la masse correspond a celle de p sont appelées des formules candidates. De plus,
une formule a est une sous-formule d’une formule b si a ne contient pas d’atome non-contenu dans b et si
la quantité de chaque atome contenu dans a est au plus égale a celle contenue dans b.

Pour chaque formule candidate, on crée un G = (V, A) avec une racine unique r qui représente
la formule candidate considérée. Tous les autres sommets v € V' représentent des sous-formules de cette
formule candidate et il existe un arc (u, v) dans A si la formule représentée par le sommet v est une sous-
formule de celle représentée par le sommet u. On crée ensuite un ensemble de couleurs C dont chaque
couleur est associée a un pic distinct de s, et on applique une fonction de coloration col : V' — C telle que
les formules de tous les sommets de méme couleur dans GG posseédent la méme masse. Enfin, on crée une
fonction de pondération des arcs w : A — R telle que pour tout arc (u,v) de A, le poids w(u, v) représente
la plausibilité que la molécule représentée par u ait été fragmentée en la molécule représentée par v dans le
processus de spectrométrie de masse [18, 102, [101]] ; ce poids est possiblement négatif puisque les auteurs
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utilisent des logarithmes sur des probabilités pour le calculer. Pour chaque formule candidate, on vient de
décrire une instance (G, C, col, w, r) du probléeme MAXIMUM COLORFUL SUBTREE, que nous définissons
ci-apres et pour lequel on montre un exemple d’instance dans la Figure 3.2] Le but de ce probleme est de
trouver un sous-arbre 7' = (Vp, Ar) de poids maximum dans G qui soit i.e. tel qu’il n’existe pas
deux sommets de méme couleur dans 7'. Ce sous-arbre correspond a I’arbre de fragmentation de la formule
candidate considérée : si on suppose que la formule candidate considérée est la formule de (i, alors 1’arbre
de fragmentation de cette formule décrit le scénario de fragmentation de x le plus probable qui a conduit au
spectre s,,. On définit formellement le probleme MAXIMUM COLORFUL SUBTREE ci-dessous.

MAXIMUM COLORFUL SUBTREE (MCS)

e Instance: Un DAG G = (V, A) enraciné en r, un ensemble C de couleurs, une fonction de
coloration col : V' — C, une fonction de pondération w : A — R

e Sortie: Un sous-arbre 7" = (V, Ar) colorful et enraciné en r

e Mesure: w(T) =) w(a)

a€AT
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Figure 3.2 — Construction d’une instance de MCS a partir d’un spectre s, (exemple fictif). Les arcs d’une
solution de MCA dans G sont représentés en rouge.

Intérét du probleme MAXIMUM COLORFUL SUBTREE. Pour déterminer la formule du métabolite in-
connu /i, on a généré un ensemble de formules candidates et résolu une instance de MCS pour chacune
d’entre elles. Pour finir, on classe maintenant les formules candidates par ordre décroissant du poids de leur
arbre de fragmentation et on fournit cette liste a 1’utilisateur. Dans le premier article introduisant les arbres
de fragmentation [18]], Bocker et Rasche montrent que la formule d’un métabolite correspond a la formule
candidate en premiere position du classement opéré — qui contient une centaine de formules candidates
testées pour chaque métabolite — pour 26 des 32 métabolites sur lesquels ils ont testé leur méthode. Pour
chacun de ces métabolites, ils montrent également que la formule correcte du métabolite est toujours parmi
les cinq premieres formules candidates de ce classement.

Méme s’il existe un algorithme de complexité paramétrée pour le probleme MCS [[18]], celui-ci est prin-
cipalement résolu dans la littérature en utilisant des heuristiques [44] et de 1’optimisation linéaire [120].
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Bocker et Diihrkop ont ainsi créé un logiciel appelé Sirius SEI (basé sur de I’optimisation linéaire) pour cal-
culer des arbres de fragmentation [[16]]. Pour tester leur logiciel, ils ont tout d’abord essayé de retrouver la
formule de plus de 4000 métabolites dont la formule est enregistrée dans la base de données PubChem [70],
qui contient plus de 96 millions de molécules. Ainsi, ils ont montré que que la formule d’un métabolite
correspond a la premiere formule candidate donnée par Sirius 3 pour 76% des instances et appartient au top
5 des formules candidates pour plus de 90% des instances [16]. Bocker et Diithrkop ont ensuite comparé leur
méthode avec une autre méthode dite “naive” : pour chaque métabolite en entrée, cette méthode consiste a
fournir une liste de formules, contenues dans PubChem, classées telles que la masse de ces formules est la
plus proche possible de la masse du métabolite donné en entrée. A titre de comparaison, la formule d’un
métabolite correspond a la premiere formule candidate donnée par la méthode naive pour seulement 17.1%
des instances et appartient au top 5 des formules candidates pour seulement 59.8% des instances. Bocker
et Dithrkop ont donc montré que Sirius 3 est bien plus performant que la méthode “naive” pour déterminer
la formule d’un métabolite qui appartient a une base de données. De plus, on rappelle que Sirius 3 est basé
sur une méthode de novo et peut donc également inférer la formule d’un métabolite inconnu dans PubChem
(ou toute autre base de données).

La qualité des formules proposées par Sirius 3 est impactée par deux criteres majeurs : la masse du
métabolite (exprimée en Daltons) et le nombre de formules candidates créées [16]. En effet, Sirius 3
retrouve quasiment la totalité des formules pour les métabolites d’entrée dont la masse est entre 0 Da et
200 Da, contre environ 40% si la masse du métabolite d’entrée est entre 600 Da et 800 Da. De plus, il
existe potentiellement 20 000 formules candidates pour un métabolite et plus il en existe, plus la formule
exacte du métabolite est loin dans le classement donné par Sirius 3. Ainsi, Sirius 3 retrouve plus de 95%
des formules des métabolites d’entrée pour lesquels il existe moins de 7 formules candidates a tester, contre
environ 65% s’il existe entre 128 et 265 formules candidates et finalement moins de 25% s’il existe plus
de 1000 formules candidates — ce taux est ensuite stable quelque soit le nombre de formules candidates.
A titre de comparaison, la méthode naive est moins efficace pour retrouver des formules que Sirius 3 si le
métabolite d’entrée a une masse inférieure a 800 Da et/ou si le métabolite d’entrée possede moins de 1000
formules candidates. Au-dela, Bocker et Diihrkop constatent que PubChem contient tres peu de candidats
pour des métabolites de masse élevée. En effet, on rappelle que la formule des métabolites en entrée appar-
tient nécessairement a PubChem et que Sirius 3 est une méthode de novo dont certaines formules candidates
n’appartiennent pas a PubChem. Par conséquent, si le métabolite d’entrée a une masse au moins égale a
800 Da et/ou si le métabolite d’entrée posseéde plus de 1000 formules candidates, alors les performances
de la méthode naive deviennent légerement meilleures que celles de Sirius 3 (avec toutefois moins de 5
points d’écart entre les pourcentages de formules retrouvées). Pour ces métabolites, il devient donc judi-
cieux de calculer uniquement les arbres de fragmentation des formules candidates appartenant a PubChem
dans Sirius 3 ; la combinaison des deux méthodes permet ainsi de retrouver environ 40% des formules des
métabolites d’entrée pour lesquels il existe plus de 2047 formules candidates.

Si les arbres de fragmentation permettent de retrouver la formule d’un métabolite, ceux-ci contiennent
également des informations sur la structure de ces métabolites. Ainsi, des experts en spectrométrie de
masse ont évalué manuellement 79 arbres de fragmentations contenant un total de 808 arcs et ont montré
que plus que 78% de ces arcs — et donc toutes les formules moléculaires associées aux sommets incidents
de ces arcs — étaient corrects [102]]. Rasche ef al. ont proposé une méthode qui compare directement des
arbres de fragmentation — au lieu de comparer le spectre du métabolite d’entrée aux spectres appartenant
a une base de données — afin d’identifier des métabolites [[101]]. Dans le cas ou les métabolites recherchés
ne figurent pas dans une base de données, leur méthode renvoie un métabolite dont la structure chimique
est tres proche. Ce concept, dénommé alignement d’arbres de fragmentation, est maintenant trés répandu
pour identifier des métabolites 66} 43, 90]. Le logiciel CSI:FingerID [46], qui utilise entre autres Sirius 3, a
d’ailleurs remporté plusieurs compétitions visant a identifier des métabolites [[110]]. Un web-service utilisant

1. https://bio.informatik.uni-jena.de/software/sirius/
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ce logiciel a enregistré plus d’un million de requétes en trois moisﬂ

MAXIMUM COLORFUL ARBORESCENCE, une variante plus juste de MCS. Dans le paragraphe ci-
dessus, on a expliqué que les techniques de pointe pour identifier des métabolites en spectrométrie de
masse reposent sur le calcul d’arbres de fragmentation, et donc sur la résolution du probleme MAXIMUM
COLORFUL SUBTREE. Apres avoir étudié la littérature autour du probleme MCS, on a remarqué que sa
définition pouvait étre plus précise et qu’ajouter cette précision pouvait permettre de trouver des algorithmes
plus performants que ceux qui existent déja. Ainsi, notre premiere contribution a donc été de définir le
probleme MAXIMUM COLORFUL ARBORESCENCE.

Dans la suite, on montre comment obtenir une définition plus précise de MCS en introduisant le graphe
de hiérarchie de couleurs du graphe d’entrée G d’une instance de MCS. On remarque ensuite que ce
graphe est naturellement contraint si I’instance de MCS considérée a été construite a partir d’un spectre, et
on utilise cette nouvelle contrainte pour définir le probleme MAXIMUM COLORFUL ARBORESCENCE. Le
reste du chapitre sera ensuite consacré a une étude algorithmique de MAXIMUM COLORFUL ARBORES-
CENCE.

Soit G = (V, A),C, col,w, r) une instance de MCS. On définit maintenant H(G) = (C, A¢) le graphe
de hiérarchie de couleurs de G de la maniere suivante : V(H(G)) est ’ensemble de couleurs C de G et il
existe un arc d’une couleur ¢ vers une couleur ¢ dans #(G) si et seulement si il existe un arc d’un sommet
de couleur ¢ vers un sommet de couleur ¢’ dans G. On montre un exemple dans la Figure

Figure 3.3 — Construction du graphe de hiérarchie de couleurs H(G) (a droite) du graphe G (a gauche).

On rappelle maintenant que chaque couleur de G est associée a un pic distinct d’un spectre et que ces
pics sont eux-mémes associés a des masses. S’il existe un arc d’'un sommet u de couleur ¢ vers un sommet v
de couleur ¢’ dans G, alors la formule représentée par v est une sous-formule de la formule représentée par
u, et la masse associée a la couleur ¢’ est donc nécessairement inférieure a la masse associée a la couleur c.
Ainsi, il n’existe aucun chemin d’un sommet de couleur ¢ vers un sommet de couleur ¢ dans G puisqu’une
molécule ne peut pas étre fragmentée en une molécule de plus grande masse. Par conséquent, on en déduit
que le graphe H(G) est toujours un Le probléme que 1’on veut résoudre n’est donc pas le probleme
MCS, mais un probleéme plus précis qu’on définit ci-dessous.

1. https://bio.informatik.uni-jena.de/category/sirius-news
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MAXIMUM COLORFUL ARBORESCENCE (MCA)

e Instance: Un DAG G = (V, A) enraciné en r, un ensemble C de couleurs, une fonction de
coloration col : V' — C telle que le graphe de hiérarchie de couleurs de GG, H(G), est un DAG,
une fonction de pondération w : A — R

e Sortie: Un sous-arbre 7" = (V, Ar) colorful et enraciné en r

e Mesure: w(T) =)

w(a)

a€AT

On observe que MCA présente des similarités avec le probleme GRAPH MOTIF et ses variantes qui
sont étudiés dans le Chapitre[2] En particulier, tout comme pour le probléeme COLORFUL GRAPH MOTIF,
on observe que le multi-ensemble de couleurs d’une solution de MCA ne doit pas contenir de répétitions
de couleurs. Ainsi, le multi-ensemble de couleurs d’une solution de MCA doit étre inclus dans un motif
implicite correspondant a 1’ensemble des couleurs du graphe, mais, tout comme pour le probleme MAX
GRAPH MOTIF, le multi-ensemble de couleurs d’une solution de MCA peut ne pas étre égal a ce motif.
Enfin, tout comme pour le probléeme WEIGHTED GRAPH MOTIF, la modélisation de MCA inclut une fonc-
tion de pondération qui est cette fois-ci appliquée aux arcs, et non pas aux arétes, du graphe d’entrée. En
revanche, la modélisation de MCA introduit la notion de graphe de hiérarchie de couleurs, ce qui n’existe
dans aucune variante de GRAPH MOTIF, et contraint ce graphe a étre un DAG. De plus, on cherche a max-
imiser le poids d’une solution de MCA, et non pas a trouver une sous-occurrence de cardinalit¢ maximum
du motif implicite qu’on vient de décrire.

Dans la suite, pour des raisons de lisibilité, on utilise la notation  au lieu de (G quand le contexte est
clair. Nous aurons également besoin d’étudier des cas contraints du probleme MCA que nous définissons
ci-apreés. Le probleme MCA™ dénote la restriction de MCA aux DAGs de poids positifs ou nuls et le
probleme UMCA dénote la restriction de MCA™ aux DAGs de poids unitaires, i.e. pour lesquels w(a) = 1
pour tout a € A. Si G ne contient que des arcs négatifs, alors on note que 1’'unique sous-arbre solution est
celui limité a 7 = (r,() et nous n’avons donc pas besoin de définir une restriction de MCA aux DAGs
de poids négatifs. Le probleme MCA-X est une restriction de MCA aux DAGs dans lesquels chaque
couleur apparait au plus = fois dans G, i.e. dans lesquels, pour tout ¢ € C, il existe au plus = sommets
de couleur c. Finalement, on peut combiner ces restrictions pour décrire la restriction d’une instance de
MCA par rapport aux poids et par rapport au nombre maximum d’occurrences des couleurs de C dans G.
Par exemple, le probleme UMCA-2 dénote la restriction de MCA aux DAGs de poids unitaires et dans
lesquels chaque couleur apparait au plus deux fois.

3.2 Résultats de complexité en fonction de la nature du graphe d’entrée
et du graphe de hiérarchie de couleurs

Dans cette section, on cherche a déterminer la complexité du probleme MCA ou de certaines de ses
restrictions en fonction de la nature du graphe d’entrée GG et du graphe de hiérarchie de couleurs. Pour
cela, on étudie le probleme dans différentes familles de graphes afin de distinguer les instances pouvant
étre résolues en temps polynomial de celles pour lesquelles le probleme est NP-dur. Pour ces dernieres, on
montre des algorithmes d’approximation ainsi que des bornes d’inapproximibilité. Les résultats principaux
obtenus sont récapitulés dans le Tableau 3.1

3.2.1 Résultats de complexité quand le graphe d’entrée est un arbre

Par définition, on note que toute instance de MCA est également une instance de MCS. Par conséquent,
les résultats positifs liés a MCS s’appliquent a MCA. En revanche, les résultats négatifs liés a MCS ne
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Contrainte Variante Résultat
. 5 . . [ Ogon
arbre UMCA Pas de ratio d approx.lmatlon eanL ,0 <1 (Thm. |3_1|)
Approximation en O(i--) (Prop. |3_2[)
= QB UMCA-2 | Pas de ratio d’approximation en O(n3~¢) (Thm. |35|)
S| 5| comb-graph — T
3| ® UMCA Approximation en O(n?z) (Prop. |38|)
2 superstar | UMCA-2 APX-Flur (Thm. @[)
o/ 2-approximable (Prop.J4__1[)
caterpillar MCA Appartient a P (Prop. 43)
X . N
§ arbre MCA Appartient a P (Thm.

Tableau 3.1 — Tableau récapitulatif des résultats obtenus dans le Chapitre |3, ol 2 est le nombre de sommets
du graphe d’entrée d’une instance de MCA. Les résultats positifs d’approximation sont liés au fait que le
graphe de hiérarchie de couleurs H est un DAG.

s’appliquent pas nécessairement a MCA, puisque toute instance de MCS n’est pas nécessairement une
instance de MCA.

On va maintenant décrire une série de résultats négatifs pour MCS qui s’adaptent facilement pour
obtenir des résultats négatifs pour MCA. Premierement, Bocker et Rasche ont réduit le probleme SAT
(introduit dans la Section page au probleme MCS pour prouver que MCS est NP-dur méme si
G est un arbre dont les arcs ont un poids unitaire [18]]. Les instances de MCS décrites dans cette réduction
sont clairement aussi des instances de UMCA, ce qui implique que UMCA est NP-dur mé&me si G est un
arbre. Deuxieémement, Rauf ez al. affirment que MCS est APX-dur méme dans les arbres binaires [103]]
en réutilisant la preuve de la Proposition 1 de Dondi et al. [39]. De maniere similaire, nous affirmons que
cette preuve peut facilement étre adaptée afin de prouver que UMCA-2 est APX-dur méme dans les arbres
binaires. Enfin, Rauf ef al. ont démontré que le probleme MCS n’admet pas d’algorithme d’approximation
en temps polynomial avec un ratio O(n%*), pour tout ¢ > 0, sauf si P = NP [103]. Nous redonnons
la preuve de ce résultat, puis nous 1’utilisons afin de déduire deux résultats négatifs pour MCA (dont un
restreint au cas ou (& est un arbre).

Théoreme 28. [103|] Le probleme MCS n’admet pas d’algorithme d’approximation en temps polynomial
1
avec un ratio O(nz~°), pour tout € > 0, sauf si P = NP.

Preuve. On effectue une réduction du probleme MAXIMUM INDEPENDENT SET, défini ci-dessous, au
probleme MCS.

MAXIMUM INDEPENDENT SET (MIS)
e Instance: Un graphe G; = (V}, Ey)
e Sortie: Un sous-ensemble indépendant I C V;

e Mesure: |/

Dans la suite, on supposera que V; = {v},vy,..., v, } et By = {e1,e2,...,6m,}, avec [Vi| = ny et
|Er| = my. Pour tout graphe d’entrée GGy de MIS, on construit un DAG G = (V, A) de MCS ayant des
sommets qui s’organisent en quatre niveaux. Le premier niveau de G contient uniquement la racine r. Le
deuxiéme niveau de G contient uniquement un sommet u. Le troisieme niveau de GG contient un ensemble
de sommets {z; : i € [n/]} et le quatrieme niveau contient un ensemble de sommets {y; : j € [m,|}. 1l
existe un arc (r,u) de poids —n;(m; — 1) entre le premier et le deuxieéme niveau. Entre le deuxieme et
le troisieme niveau, il existe un arc (u, z;) de poids —1 pour tout ¢ € [n;]. Enfin, entre le troisieéme et le

quatrieme niveau, il existe un arc (z;,y;) de poids n; pour tout i € [n/] et j € [m;] tels que v} est incident
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a e; dans G'7. Pour finir, on attribue une couleur unique a chaque sommet de G. On montre un exemple de
réduction d’une instance de MIS en instance de MCS dans la Figure [3.4]

Figure 3.4 — Construction du graphe d’entrée G d’une instance de MCS (a droite) a partir d’une instance
G de MIS (a gauche). Chaque sommet de GG posséde une couleur unique. Les sommets de type v (resp.
les arétes de type e;) dans I’instance de MIS sont représentés par les sommets de type x; (resp. les sommets
de type y;) dans 'instance de MCS. L’ensemble de sommets [ = {v{, v}, v} en rouge est une solution de
MIS dans G| et correspond a la solution de MCS T' = (V, Ar) dans G qui est également représentée en
rouge, avec Vi = {r,u, T2, T4, Y1, Y2, Y3, Y4, Y5 }. On observe que |I| = w(T) = 3.

On montre maintenant que (G; contient un ensemble indépendant / de cardinalité supérieure ou égale
a k si et seulement si GG contient un sous-arbre colorful 7' = (Vr, Ar) de poids supérieur ou égal a k et
enraciné en r.

(=) Si G contient un ensemble indépendant / de cardinalité supérieure ou égale a k, alors on fixe
Ve ={r}U{u}U{z; i €[ng]|v, ¢ I} U{y;:j € [m]}. Concretement, les n; — k sommets de type
x; qui appartiennent a V7 correspondent aux n; — k sommets de type v} qui n’appartiennent pas a /. De
plus, on note que les deux voisins entrants de chaque sommet de type y; dans GG correspondent aux deux
sommets incidents de la méme aréte de type e; dans ;. Ainsi, puisque I est un ensemble indépendant,
pour chaque sommet de type y; il existe nécessairement au moins un sommet de type x; € Vr tel que
z; est incident a y; dans G. Par conséquent, il existe au moins un jarbre couvrant) T de G[Vr| dans G et
w(T)=—n;(m;—1)+ (n; — k)(—=1) +n;-m; = k.

(<) Soit T = (V, A7) une solution du probleme MCA dans G. On commence par montrer que
T contient nécessairement u ainsi que tous les sommets de type y;. Dans un premier temps, on mon-
tre que uw € Vp. Pour cela, on note que le poids de tout arbre couvrant 7" de G est égal a w(T") =
—n;(m; — 1) + (=1)n; + nym; = 0. De plus, on rappelle que tous les sommets de type y; ont un degré
entrant égal a 2 dans (. Par conséquent, pour tout sommet v de type z; dans V/, il existe au moins un arbre
couvrant de G[V'\ {v}] dans G, et le poids de celui-ci est strictement positif. Ainsi, si 7" est une solution de
MCA, alors 7" doit contenir plus d’un sommet pour que w(7’) soit également strictement positif. Comme
u est le seul voisin de r dans (G, on vient ainsi de montrer que le sommet u appartient nécessairement a V7.
Dans un deuxieme temps, on montre maintenant que tous les sommets de type y; appartiennent nécessaire-
ment a V. Pour cela, on rappelle que u € V. Ainsi, pour tout sommet de type y,; dans V' tel que y; ¢ Vr,
il suffit d’ajouter au plus un sommet de type x; a Vr en plus de y; pour que le poids d’un arbre couvrant de
G[Vr] augmente au moins de n; — 1. Par conséquent, si 7" = (Vr, Ar) est une solution de MCA dans G,
alors V7 contient nécessairement tous les sommets de type y;. En particulier, cela implique que I’ensemble
V'\ Vr ne contient aucune paire de sommets de type x; qui sont adjacents au méme sommet de type y; dans
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G ;lensemble [ = {v} : i € [ng] | z; ¢ Vr} est donc indépendant dans G;. Enfin, puisque w(7") > k, on
en déduit que 7" contient nécessairement au moins n; — k sommets de type z; et donc que || > k.

Pour conclure, on vient de décrire une réduction du probleme MIS vers le probleme MCS. Dans cette ré-
duction, on note que G contientn = O(m;) = O(n?%) sommets. Par ailleurs, MIS n’admet pas d’algorithme
d’approximation en temps polynomial avec un ratio O(n; ), pour tout € > 0, sauf si P = NP [124].
Par linéarité de la réduction proposée ci-dessus, MCS n’admet donc pas d’algorithme d’approximation en
temps polynomial avec un ratio (’)(n%‘e)ﬂ, pour tout € > 0, sauf si P = NP. O

On remarque maintenant que 1’instance de MCS construite dans la preuve ci-dessus est également une
instance de MCA-1. En effet, par construction, le graphe de hiérarchie de couleurs H du DAG G qui a été
créé est lui-méme un DAG puisque G est colorful. On obtient donc le corollaire suivant.

Corollaire 29. Le probleme MCA-1 n’admet pas d’algorithme d’approximation en temps polynomial avec
1
un ratio O(n2°), pour tout € > 0, sauf si P = NP.

Maintenant, on remarque que 1’instance de MCA-1 décrite ci-dessus peut également étre transformée
en instance de MCA-2 pour laquelle GG est un arbre. Pour cela, on rappelle que tous les sommets de
I’instance de MCA-1 ont un degré entrant égal a 1, a I’exception des sommets de type y; qui ont un degré
entrant égal a 2. Dans la suite, pour chaque sommet de type y; dans I'instance de MCA-1, on nomme
arbitrairement f(y;) I’'un des deux voisins entrants de y;. On construit maintenant une instance de MCA-2
a partir de I’instance de MCA-1. Ainsi, pour tout sommet de type y; dans V/, on ajoute un sommet y; de
méme couleur que y; dans V' et on remplace 1’arc (f(y;),y;) par un arc (f(y;),y;) dans A. On observe
que G = (V, A) est un arbre dans I’instance de MCA-2 puisque tous les sommets du graphe d’entrée ont
maintenant un degré entrant égal a 1. Puisque I'instance de MCA-2 contient n = 2 + n; + 2 - m; et donc
n = O(n?) sommets, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 30. Le probleme MCA-2 restreint au cas ot G est un arbre n’admet pas d’algorithme d’approximation
1
en temps polynomial avec un ratio O(nz"°), pour tout € > 0, sauf si P = NP.

Le Corollaire 29| et le Corollaire [30| ci-dessus montrent que MCA est fortement inapproximable méme
si on restreint le nombre maximum d’occurrences de la méme couleur dans le graphe d’entrée. On montre
maintenant que MCA est également fortement inapproximable méme si les poids des arcs sont unitaires
dans le graphe d’entrée.

Théoreme 31. Pour tout 6 < 1, le probleme UMCA restreint au cas ou G est un arbre ne peut pas étre
. . 5 . .
approximé avec un ratio 2'°%" " en temps polynomial, sauf si NP C DTIME[2P°lY 108 7],

Preuve. On effectue ici une réduction du probleme MAXIMUM LEVEL MOTIF, un probleme hautement
inapproximable introduit par Dondi et al. dans [40]], vers le probleme UMCA. Le probleme MAXIMUM
LEVEL MOTIF est une version plus contrainte de MAX GRAPH MOTIF dans laquelle le motif est colorful.
Ce probleme introduit également la notion de fonction de coloration par niveau : le graphe d’entrée est
un arbre enraciné et deux sommets peuvent partager la méme couleur si et seulement si ils sont a la méme
de la racine du graphe d’entrée. On donne une définition formelle de MAXIMUM LEVEL MOTIF
ci-dessous.

MAXIMUM LEVEL MOTIF (MLM)

e Instance: Un arbre G’ = (V, F) enraciné en r, un ensemble C de couleurs, une fonction de
coloration par niveau col’ : V — C

e Sortie: Un ensemble de sommets V' C V' tel que G'[V] est connexe et colorful

e Mesure: |V’|

1. et non pas O(n'~¢) comme énoncé dans [103]
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On décrit la construction d’une instance / de UMCA a partir d’une instance I’ de MLM. Tout d’abord,
on construit un DAG G tel que V(G) = V(G’) et dont I’ensemble d’arcs est le suivant : il existe un arc
(u,v) pour chaque aréte (u,v) € E telle que d(r,u) < d(r,v) dans G'. Clairement, GG est un arbre enraciné
en r. On attribue ensuite un poids de 1 a chaque arc de G et on utilise la fonction de coloration col’, donnée
en entrée de MLM, pour colorer les sommets de G. Comme col’ est une fonction de coloration par niveau, il
existe un|ordre topologique|des couleurs de C. Par conséquent, H est un DAG et I est une instance correcte
de UMCA. On montre maintenant qu’il existe une solution V' de cardinalité k£ pour MLM dans G’ si et
seulement si il existe dans G une arborescence colorful 7' = (Vr, Ar) telle que w(T") > k — 1.

(=) On suppose qu’il existe une solution V' de cardinalité & pour MLM dans G’. Soit Vi = V' et
T = (Vp, Ar) une arborescence couvrante de G[Vr]. Clairement, T" est colorful et de poids k£ — 1. Si
r ¢ Vr, on cherche le sommet x € Vr tel que d(r,z) = min{d(r,u) : v € Vr} et on appelle V, , (resp.
A, ;) I'ensemble de sommets (resp. arcs) du chemin de r a x dans G. On construit ensuite une nouvelle
arborescence T" = (Vp/, Ap) avec Vpr = Vp UV, et Ay = Ar U A, .. Par définition de col’, V., est
colorful et col'(V, ) N col' (V) = col’ (). Par conséquent, V7 est colorful et w(T") > k — 1.

(<) On suppose qu’il existe une arborescence colorful 7' = (V, A7) tel que w(7T") > k— 1 dans G. On
choisit alors V' = V. Clairement, V' est colorful et de cardinalité k.

Pour tout § < 1, Dondi ef al. ont prouvé que MAXIMUM LEVEL MOTIF ne peut pas étre approximé

. 5 . . sz iz z .
avec un ratio 26" ™ en temps polynomial sauf si NP C DTIME[2P°Y 18 m][4(Q)]. Par linéarité de la réduction
ici présentée, nous obtenons les mémes conclusions pour UMCA restreint aux arbres. U

Concretement, si  est proche de 1, alors le Théoreme |3 1|signifie qu’on ne peut pas approximer UMCA
restreint aux arbres avec un ratio proche de n, sauf si NP C DTIME[2P°Y o "] En particulier, puisque
le poids d’une solution est au plus égal a n — 1 dans toute instance de UMCA, on en déduit que le ratio
d’approximation de tout algorithme d’approximation de UMCA restreint aux arbres est dans ce cas proche
de celui d’un algorithme d’approximation qui renvoie systématiquement une arborescence enracinée en r
et de poids 1 en sortie.

Dans la suite, on contraint davantage le graphe d’entrée GG afin d’obtenir des algorithmes d’approximation
en temps polynomial pour UMCA dont le ratio d’approximation est meilleur que le ratio d’inapproximabilité
du Théoreme L’intuition de ces algorithmes d’approximation est la suivante : un chemin de la racine
de GG vers n’importe quel autre sommet de GG est toujours colorful puisque #H est un DAG. Comme le poids
d’une solution est toujours au plus égal a n — 1 dans toute instance de UMCA, la difficulté principale de
ces algorithmes est donc de déterminer la longueur minimum d’un plus long chemin dans le graphe G. Par
exemple, si G est un arbre binaire contenant n sommets, alors sa est toujours au moins égale a
log n. Par conséquent, on obtient la proposition suivante.

Proposition 32. Le probleme UMCA admet un algorithme d’approximation en temps polynomial de ratio

O(:=%-) dans les arbres binaires.
logn

3.2.2 Résultats de complexité quand le graphe d’entrée est un comb-graph

Dans la Section [3.2.1] on a montré que UMCA restreint aux arbres est fortement inapproximable (voir
Théoreme [31) mais que UMCA restreint aux arbres binaires admet un algorithme d’approximation en
temps polynomial de ratio O(@). Dans cette section, on propose d’étudier le probleme MCA dans les
qui sont des arbres binaires encore plus contraints définis dans la Section [I.1.2] (page [19).
Pour rappel, un comb-graph est un arbre de degré maximum 3 dans lequel il existe au moins un chemin —
appelé la spine — contenant tous les sommets de degré 3. Malheureusement, on commence par prouver que

UMCA-2 reste APX-dur (avec un ratio d’inapproximabilité élevé) dans les comb-graphs. Néanmoins, on
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verra également que UMCA admet un algorithme d’approximation en temps polynomial avec un meilleur
ratio dans les comb-graphs que dans les arbres binaires.

On commence par prouver que le probleme UMCA-2 ne peut pas €tre approximé en temps polynomial
avec un ratio de (’)(n%*), pour tout € > 0, méme si G est un comb-graph. Pour cela, on s’inspire de la
preuve de la Proposition 1 dans [104] et on effectue une réduction du probleme MAXIMUM INDEPENDENT
SET (défini a la page au probleme UMCA-2. On présente cette réduction dans les paragraphes suivants.

Dans la suite, on considere V; = {vj, vy, ..., v, } et By = {e1,e3,...,en,}, avec |V7| = ny et |E;| =
my. Pour tout sommet de type v; dans V; et toute aréte de type e; dans Ej, la relation v] ~ e; signifie
que v; est incident a e;. Pour tout ¢ € [n;], 'ensemble L, = {j € [m,] | v ~ e;} est défini comme
la liste ordonnée des arétes incidentes au sommet v, dans G;. Ainsi, pour tout ¢ € [n;], on observe que
|Li| = d(v}), ot d(v}) est le de v}. Enfin, pour tout k& € [d(v})], on note L;(k) le k-ieme élément de
Lz‘.

Pour toute instance de MIS, on construit une instance de UMCA-2 dont le DAG G = (V, A) est défini
de la maniére suivante : V = {r; : i € [n7]} U {xfi(k) 21 € [ngl, k€ [d)]} Uil i € [ng],p € [n3]}
et A= {(ri,rip1) s i € [nr — U} U{(ri, 21" Y) 2 i € [ng]} U {(al ™, a7 ) i e g, k€ [d(v]) —
U LX) 20 e g} U{(P 2 s i€ ngl,p € [n? — 1]} (voir la Figurepour une
illustration). Concretement, les sommets de type r; dans G représentent les sommets de V; et constituent
la spine du comb-graph G, que 1’on enracine en r;. Pour chaque sommet de type r; dans G, il existe un
chemin “vertical” qui est d’abord composé de sommets de type x” — qui représentent les arétes incidentes
au sommet de type v} dans G| — puis de n? sommets de type z’. On décrit maintenant la fonction de
coloration col : V' — C. Premierement, on attribue une couleur unique a tous les sommets de type r; et
2! dans G. Deuxi®mement, pour tout 2 € [m;], on attribue la méme couleur ¢(h) aux deux sommets z
et xg qui appartiennent a V. Comme x?l et xg représentent les deux sommets v;, et v;, qui sont incidents
a ej, dans G, il existe exactement deux sommets de couleur ¢(h) dans G pour tout h € [m;]|. De plus,
pour tout i € [nz], on observe que les sommets de type 2 — les seuls a ne pas avoir une couleur unique —
sont ordonnés dans GG en fonction de la valeur de h, ce qui implique que H est bien un DAG. Pour finir, on
assigne un poids unitaire a chaque arc a € A. Clairement, ’instance (G, C, col, w, r) qu’on vient de décrire
est une instance correcte de UMCA-2 dans laquelle G est un comb-graph. Dans la suite, pour tout i € [n;],
on appelle Z; le chemin induit par les sommets de type zf .

On explique maintenant comment obtenir une solution 7" = (Vp, Ar) de UMCA-2 a partir d’une

solution I de MIS.

Lemme 33. Si il existe un ensemble indépendant I de cardinalité k dans Gy, alors il existe une arborescence
colorful T = (Vp, Ar) de poids w(T) > k - n? dans G.

Preuve. Soit Vi = {r; : i € [n/|} U {xfi(j) (@ e ng v e )N (G e [d))U{=r: (i € [ng] |v] €
I) A (p € [n3])} et T I’arborescence couvrante de V7 dans G. Dans un premier temps, on observe que T
est colorful. En effet, si deux sommets :cfl et fo de méme couleur appartenaient a V7, alors I ne serait pas
indépendant puisque les sommets v; , v;, € I sont incidents 2 la méme aréte e, dans G;. Dans un deuxiéme
temps, on rappelle que T contient k& chemins de type Z; comportant chacun n? sommets. Par conséquent,
w(T) > k- n. O

On explique maintenant comment obtenir une solution / de MIS a partir d’une solution 7" = (Vr, Ar)
de UMCA-2.

Lemme 34. Si il existe une arborescence colorful T = (Vr, Ar) de poids W dans G, alors il existe un

ensemble indépendant I de cardinalité k > {W-‘ dans G7.
I

Preuve. On construit I’ensemble I de la maniere suivante : pour tout i € [n;], s’il existe p € [n?] tel que
2P € Vp, alors v/ € I. En d’autres termes, [ est composé de chaque sommet de type v; dont I’indice

i
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= 52 sommets

Figure 3.5 — Construction d’une instance de UMCA-2 (a droite) a partir d’une instance de MIS (a gauche).
Les arétes de (G; sont nommées e, es, ..., e5. Chaque sommet de GG non-coloré dans la figure ci-dessus
possede une couleur unique. Par souci de clarté, les poids unitaires ne sont pas représentés. L’ensemble

de sommets I = {v], v}, v5} en rouge est une solution de MIS dans G| et correspond a la solution 7" de
UMCA-2 dans GG dont les arcs sont en rouge.

i correspond a celui d’au moins un sommet de type z? dans V7. On montre tout d’abord que I est un
ensemble indépendant. Pour cela, on suppose qu’il existe deux sommets v;, et v;  voisins dans G et qui
appartiennent & I. Par construction de G, il existe dans ce cas un indice . € [m;] et deux sommets z
et 27 qui appartiennent a Vy tel que col(z! ) = col(z]), ce qui contredit le fait que 7" est colorful. Par
conséquent, / est un ensemble indépendant.

W+l—-nr—m
> | Wtlogomy

On prouve maintenant que k W . Premierement, on note qu’on peut toujours étendre 7' a une

autre arborescence colorful 77 = (Vp, félT/) telle que les conditions suivantes sont satisfaites : (i) Vo C Vi,
(ii) pour tout i € [n], r; € Vp et (iii) si un sommet de type z; appartient a V7, alors tout le chemin Z;
appartienta 7". L’arborescence V7 contient donc n; sommets de type r;, k-n% sommets de type 2 et au plus
m; sommets de type z'. Comme tous les arcs ont un poids de 1, on obtient donc w(T") < ny+mj+k-n?—1.
On conclut la preuve en rappelant que W < w(T"). O

Les Lemmes [33] et [34] permettent maintenant de prouver le théoréme suivant.

Théoreme 35. Le probleme UMCA-2 restreint aux comb-graphs ne peut pas étre approximé en temps
1
polynomial avec un ratio de O(n3~°), pour tout € > 0.

Preuve. Supposons que UMCA -2 soit approximable en temps polynomial avec un ratio p. Dans ce cas, s’il
existe une solution optimale de UMCA-2 de poids W* dans G, alors on peut également obtenir une solution
approchée de poids W > % dans GG. Selon le Lemme s’il existe une solution optimale de cardinalié £*

*.n2 . 9.
dans G, alors W* > k* . n% Par substitution, on obtient W > F p”’ . Maintenant, selon le Lemme s’il

existe une solution de poids W dans G, alors il existe une solution de cardinalité & > W dans Gy.
I

* 2
.. ) Eonp f.)nIJrl*nI*mI my4ns—1 ) nr(ng—1)
Par substitution encore, on obtient k£ > . On note que = < 1 puisque m; < ——5—.
I I

On obtient donc k& > % — 1. Par conséquent, si UMCA-2 est approximable en temps polynomial avec un



3.2. RESULTATS DE COMPLEXITE EN FONCTION DE LA NATURE DE G ET DE H 73

ratio p, alors MIS est approximable en temps polynomial avec un ratio p. On observe maintenant que la
réduction proposée est linéaire et que n = |V (G)| = O(n?). De plus, Zuckerman a prouvé que MIS ne
peut pas étre approximé en temps polynomial avec un ratio de O(n; ), pour tout € > 0 [124]. Ainsi, le
probleme UMCA-2 restreint aux comb-graphs ne peut pas €tre approximé en temps polynomial avec un
ratio de O(n3~¢), pour tout ¢ > 0. O

Dans la preuve ci-dessus, si on remplace chaque chemin vertical composé de n? sommets de type 2
par un unique sommet de type z; et si on fixe tous les poids a 0 a I’exception des arcs entrants de tous
les sommets de type z;, alors on peut utiliser les Lemmes [33| et (34| pour montrer qu’il existe un ensemble
indépendant / de cardinalité supérieure ou égale a k dans I’instance GG; de MIS si et seulement si il existe
une solution de poids supérieur ou égal a k dans I’instance de MCA™-2 qu’on vient de décrire. Dans cette
nouvelle réduction, on observe que n = O(n?). Par linéarité de la réduction, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 36. Le probleme MCA™-2 restreint aux comb-graphs ne peut pas étre approximé en temps
1
polynomial avec un ratio de O(nz~°), pour tout € > 0.

De maniére similaire au Théoreme qui concernait le cas ol G est un arbre, le Théoreme et le
Corollaire 36| donnent des ratios d’inapproximabilité tres elevés — tous deux en fonction de n — pour MCA
quand G est un comb-graph. Nous montrons cependant un résultat positif sur I’approximation de UMCA
dans les comb-graphs, qui repose sur le fait que H est un DAG. Pour cela, nous prouvons tout d’abord le
lemme intermédiaire suivant.

Lemme 37. Soit G = (V, A) un comb-graph enraciné en v € V et p un entier quelconque. Si d(r,v) < p
pour tout sommet v € V, alors G contient au plus (p + 1)* sommets.

Preuve. Par définition d’un comb-graph, on note qu’on peut décrire un comb-graph G par sa spine, dont on
appelle ici S I’ensemble de sommets, ainsi que par un ensemble de chemins indépendants dans G, appelés
chemins pendants, tels que seule une des deux extrémités de chaque chemin pendant appartient a la spine
de G.

Dans un premier temps, on construit un comb-graph GG dont on souhaite maximiser le nombre de som-
mets n et tel que d(r,v) < p pour tout v € V. Pour cela, on crée tout d’abord deux sommets v, € S et
vy ¢ S tel que r appartient au chemin pendant de v, a v. On note a < p (resp. b < p) la distance de r a
v, (resp. de r a vp) dans GG. Ainsi, la distance de v, a tout autre sommet v € S est au plus égale a p — a.
Par conséquent, pour tout v € S tel que d(v,,v) = cavec ¢ € {1,...,p — a}, on remarque que le chemin
pendant de v est de longueur au plus égale a p — a — c¢. On montre un exemple dans la Figure

Dans un deuxieme temps, on calcule le nombre maximum de sommets que le comb-graph G construit
ci-dessus puisse contenir. Tout d’abord, on remarque que n < 1+ a + b+ 2> "¢, ce qui donne
n<l4+a+b+2- (p—a—gw etn < (p— a)2 +p-+ b+ 1. Maintenant, on observe que a est nécessairement
nul — et donc que r € S — si on veut maximiser n. Pour finir, on note que n < p? + 2p + 1 puisque b < p,
ce qui méne a n < (p + 1)? et conclut cette preuve. [l

Le Lemme [37|nous permet maintenant de démontrer la proposition suivante.

Proposition 38. Le probleme UMCA restreint aux comb-graphs peut étre approximé en temps polynomial
1
avec un ratio de O(n?z).

Preuve. Dans la suite, on suppose que G contient n sommets. D’apres le Lemmeci—dessus, sid(r,v) <
v/ — 2 pour tout v € V, alors G peut au plus contenir (1/n — 2 + 1)? sommets, ce qui contredit le fait que
G contienne n sommets. Par conséquent, dans tout graphe d’entrée G d’une instance de MCA, il existe au
moins un sommet v € V tel que d(r,v) > /n — 1. Maintenant, on rappelle que toute solution de UMCA
dans G possede un poids au plus égal a n — 1. De plus, on rappelle que tout chemin dans G a partir de
la racine r est colorful puisque H est un DAG. Par conséquent, on vient de montrer que UMCA admet
un algorithme d’approximation qui renvoie le plus long chemin — nécessairement colorful — a partir de la

racine et qui posséde un ratio d’approximation de O(l%) = O(n2). O
n
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bp—a bp—a

QT+TQ

O O

<b

G

Figure 3.6 — Construction d’un comb-graph G = (V, A) enraciné en r tel que d(r,v) < p pour tout v € V'
avec p un entier quelconque. Les accolades représentent les distances maximum entre deux sommets, ol *
signifie “< p — a — 17 et o *x signifie “< p —a — 27.

On rappelle que le Théoreme [35] n’interdit pas 1’existence d’un algorithme d’approximation en temps
polynomial de ratio O(ns) pour UMCA dans les comb-graphs. Par conséquent, déterminer si un tel algo-
rithme existe demeure une question ouverte.

Bien que I’algorithme d’approximation de la Proposition 38| ne s’applique pas aux comb-graphs avec
des poids non-uniformes, on peut tout de méme montrer un algorithme d’approximation trivial en temps
polynomial pour MCA™ dans de tels graphes.

Proposition 39. Le probleme MCA™ restreint aux comb-graphs peut étre approximé en temps polynomial
avec un ratio de O(|C|).

Preuve. Soit T une solution de MCA™ dans G et soit W le poids maximum attribué a une aréte de G. On
remarque que w(7) < W - (|C| — 1) puisque 7" ne peut pas contenir plus de |C| sommets. De plus, on
rappelle que tout chemin de 7 a un sommet v € V est colorful puisque H est un DAG. Par conséquent,
I’algorithme d’approximation que nous proposons consiste simplement a prendre un chemin arbitraire a
partir de r qui inclut I’arc de poids maximum de G. [

3.2.3 Résultats de complexité quand le graphe d’entrée est une superstar

Au lieu de contraindre davantage le degré maximum d’un arbre G comme dans la Section [3.2.2] nous
proposons dans cette section de contraindre davantage la[iauteur]de G. En effet, le probleme MCA appar-
tient trivialement a P dans les stars, dans lesquelles chaque arc a pour sommet d’origine la racine du graphe.
On décide donc d’étudier le probleme MCA dans les des arbres enracinés de hauteur 2 qu’on
peut voir comme des superstars auxquelles on a supprimé leurs [feuilles] Malheureusement, on montre dans
un premier temps que UMCA-2 est APX-dur dans les superstars.

Théoreme 40. Le probleme UMCA-2 restreint aux superstars est APX-dur.

Preuve. La preuve consiste en une réduction depuis le probleme MAX-2-SAT(3), une variante APX-dure
de SAT [6]. On peut la voir comme une extension de la preuve du Théoreme 1 dans [[18]].
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MAX-2-SAT(3)

e Instance: Un ensemble de variables booléennes X = {x1,...,x,}, une formule ¢ sur un
ensemble C' = {C}, ..., C,} de clauses de taille 2 contenant des variables de X telle que chaque
variable apparait dans au plus 3 clauses

e Sortie: Une affectation  : X — {vrai, faux} de chaque z; € X qui satisfait k clauses
dans ¢

o Mesure: &

Dans ce qui suit, étant une superstar de racine r, on appelle f(v) I’'unique voisin entrant de tout sommet
v € V \ {r}. Pour tout j € [g], soit [;; et [, les deux littéraux qui apparaissent dans la clause C;. Pour
toute instance de MAX-2-SAT(3), on construit une superstar G = (V, A) dont les sommets sont organisés
en trois niveaux. La racine r est au niveau 1, deux sommets v; et 7; sont créés pour tout ¢ € [p| au niveau
2, et deux sommets C; et C o sont créés pour tout j € [q] au niveau 3. 1l existe un arc de r vers chaque
sommet du niveau 2. Pour tout i € [p] et j € [g], il existe un arc de v; (resp. T;) vers C; ;1 sil;; = x; (resp.
l;1 = 7;) oude v; (resp. v;) vers Cj o sil;jo = x; (resp. l;2 = ;). La fonction de coloration col : V' — C est
définie de la maniére suivante : la racine  posséde une couleur unique ; pour tout i € [p|, on attribue une
méme couleur ¢(v;) aux deux sommets v; et 7; ; pour tout j € [g, on attribue une méme couleur ¢(C}) aux
deux sommets C; ; et C . Clairement, chaque couleur apparait au plus deux fois dans G, et H est un DAG
puisque deux sommets sont de méme couleur si et seulement si ils appartiennent au méme niveau. Enfin,
on donne un poids de 1 a chaque arc de G. Un exemple de réduction est donné dans la Figure [3.7]

°ce

@
.o

()
® g
()

@/

Figure 3.7 — Construction d’une instance de UMCA-2 a partir de I'instance de MAX-2-SAT(3) suivante :
¢ = (x1 Vay) A(x1 VT3) A (T2 VT3) A (T V T3). Par souci de clarté, les poids unitaires ne sont pas
représentés. Laffectation § = {z; = vrai,zs = faux,x3 = faux} satisfait ¢ et correspond a la
solution 7"de UMCA-2 dans G dont les arcs sont en rouge.

On montre maintenant qu’il existe une affectation 8 de X qui satisfait k£ clauses dans ¢ si et seulement
si il existe une arborescence colorful 7' = (Vp, Ar) de poids w(T") > p + k dans G.

(=) On suppose qu’il existe une affectation 5 de X qui satisfait k£ clauses dans ¢. Soit S; = {v; : i €
Ip] | B(x;) = vrai}l et Sy = {v; : i € [p] | B(x;) = faux}. On définit Vi = {r} U S, U Sy U{C}; :
J€ld | f(Cha) € (SeuSH)YU{Cs2 5 € [q] | (f(Ch2) € (SeUSy)) A (f(Cha) & (St USy))}avee T
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I’arborescence couvrante de G[Vr|. Par construction, il ne peut pas exister j € [¢] et h € {1,2} tels que
Cjn € Vpet f(C;p) ¢ Vr. Par conséquent, 1" est connexe. De plus, puisque /3 satisfait & clauses, il existe
k sommets distincts de type C; 5, qui appartiennent a 7', en plus des p sommets qui appartiennent a .Sy U S
et de la racine r. Par conséquent, 7" est clairement colorful et w(T") = p + k.

(<) On suppose qu’il existe une arborescence colorful 7" = (V, A7+) de poids w(T") > p + k dans
G. Si V/ ne contient pas p sommets appartenant au niveau 2, alors il est toujours possible de 1’étendre a un
ensemble V7 tel que Vv C Vi, tel que Vi est colorful et tel que V7 contient p sommets du niveau 2. Soit
T I’arborescence couvrante de G[Vr|. Puisque T est colorful, pour tout i € [p|, exactement un des deux
sommets v; et v; appartient a V. Par conséquent, pour tout i € [p|, si v; € Vi (resp. T; € Vr), alors on pose
p(x;) = vrai (resp. f(x;) = faux). On montre maintenant que (3 satisfait au moins & clauses dans ¢.
Tout d’abord, pour tout j € [g] et pour tout i € {1,2}, si le sommet C;, appartient a V- alors on observe
que f(C},) appartient nécessairement a V7 et, par construction, que la clause C; est satisfaite par 5. De
plus, pour tout j € [g], les deux sommets C; et C; 5 ne peuvent pas tous les deux appartenir a V- puisque
Vr est colorful. Puisque w(V7) > p + k, Vi contient nécessairement au moins & sommets du niveau 3 et 3
satisfait donc au moins & clauses dans ¢.

Pour conclure cette preuve, on rappelle que k£ < ¢ puisqu’on ne peut pas satisfaire plus de clauses qu’il
n’en existe. On note aussi que 2q < 3p puisque chaque variable apparait au plus 3 fois dans ¢ par définition
et que chaque clause est de taille 2. On obtient donc p > % > % etp+ k> % + k> % Par conséquent,
il existe une affectation S de X qui satisfait k£ clauses dans ¢ si et seulement si il existe une arborescence
colorful ' = (V7, Ar) de poids w(T') > 2 dans G. Puisque la réduction proposée est linéaire et puisque
MAX-2-SAT(3) est APX-dur [6], on vient de prouver que UMCA-2 est également APX-dur dans le cas
ou le graphe d’entrée est une superstar. ]

Bien que le Théoreme [A0| implique qu’il n’existe pas d’algorithme pour UMCA-2 dans les
superstars, la structure particuliere de ces arbres nous permet d’obtenir un algorithme d’approximation en
temps polynomial de ratio constant, que nous décrivons ci-dessous.

Proposition 41. Le probleme UMCA-2 restreint aux superstars est 2-approximable.

Preuve. Dans la suite, on suppose tout d’abord que la racine r d’une superstar GG est également le centre
de G, i.e. on suppose qu’il n’existe pas d’autre sommet z € V tel que d(z,v) < d(r,v) pour tout sommet
v € V\ {r}. Le cas ou r n’est pas le centre de G sera étudié ensuite. On rappelle qu’on peut visualiser
une superstar comme un graphe a trois niveaux de la maniere suivante : la racine r appartient au niveau 1 ;
I’ensemble de sommets Vo, = N (r) appartient au niveau 2 ; 1’ensemble de sommets V3 = N (143) appar-
tient au niveau 3. Pour toute couleur ¢ € C, on définit V. = {v € V : col(v) = ¢}. Enfin, on rappelle que le
poids de tous les arcs de GG est égal a 1 dans une instance de UMCA-2. Ainsi, s’il existe deux sommets de
méme couleur vy € V5 et vg € V3 tels que vz appartient a une solution 7" = (V, Ar) de UMCA-2 dans G,
alors on peut substituer v3 par v, dans V7 sans diminuer le poids de 7. Dans la suite, on suppose donc sans
perte de généralité que col(V3) N col(V3) = 0.

Pour tout 1 < |col(N*(r))| < |C| — 1, on montre par induction qu’il existe une arborescence T' =
(Vr, Ar) de poids w(T) > P%'-‘ dans G. Tout d’abord, si |col(NT(r))| = 1, alors V5 contient soit un

sommet, soit deux sommets de méme couleur, puisqu’aucune couleur ne peut apparaitre plus de deux fois
dans une instance de UMCA-2. Dans le premier cas, I’unique sommet de V5 posséde un arc vers tous les
sommets de V3. Dans le deuxieme cas, au moins un des deux sommets de V5 possede un arc vers au moins

I .. . .
[%W — 1 sommets de couleurs distinctes dans V3. Dans les deux cas, il existe donc une arborescence T’

triviale de poids w(T") > P%l .

Pour tout k € [|C|—2], si |col (Nt (r))| = k, alors on suppose qu’il existe une arborescence T' = (V, Ar) de
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poids w(T") > {%-‘ dans G. On considére maintenant une instance de UMCA-2 telle que |col (Nt (r))| =

k + 1 dans G. Soit ¢ une couleur arbitraire de C a partir de laquelle on définit deux ensembles de sommets
Vi ={r}UV.UNT(V)etV™ = {r} U (WK \ V) U(V3\{v e V5 : col(v) € col(N*t(V,))}), avec
Ct = col(V*) et C— = col(V™). Par hypothese de récurrence, on remarque que G[V '] (resp. G[V 7))
admet une solution 7" (resp. 7~) de UMCA-2 de poids w(7T*) > ngw (resp. w(T™) > {@W ). On
montre que 7" = T+ U T~ est une solution de UMCA-2 dans (G. Premiérement, on rappelle que r ap-
partient nécessairement a la fois & 7t et 2 7. Comme 7 est le seul sommet de V' a appartenir a la fois a

V* et V, cela implique que T est une arborescence dans (G. Deuxieément, par construction, on remarque
que C = C* @ (C~ \ {col(r)}). Par conséquent, T est colorful et w(T) = w(T") + w(T~), ce qui donne

w(T) > [@W + [@W et finalement w(7) > P%W

Pour finir, si z # r est le centre de G, alors on note 7 le chemin de r a z et on applique le raisonnement
ci-dessus pour obtenir une arborescence colorful 7" enracinée en z dans G[V \ (V(7) \ {z})] telle que

w(T") > {M-‘ . De plus, on rappelle que la couleur de chaque sommet de 7 est unique puisque # est un

DAG. Par conséquent, on obtient une solution 7' = 7"U7 de UMCA-2 dans G de poids w(7T") > P%q . O

En effectuant un raisonnement similaire a celui de la preuve de la Proposition 4 1} on obtient le corollaire
suivant, qui généralise le résultat précédent pour tout p € N.

Corollaire 42. Le probleme UMCA-P restreint aux superstars est P-approximable.

3.2.4 Résultats de complexité quand le graphe d’entrée est un caterpillar

On a vu que le probleme MCA est APX-dur dans les superstars (voir Théoreme [40)), alors que MCA
peut clairement étre résolu par des algorithmes de complexité polynomiale dans les stars. On a également vu
que MCA est hautement inapproximable dans les comb-graphs (voir Théoréme [35)), alors que MCA peut
clairement étre résolu en temps polynomial dans les chemins. On rappelle maintenant qu’un est
un arbre qui devient un chemin si on lui supprime ses feuilles. En fait, un caterpillar peut également €tre
vu comme un ensemble de stars dont les racines sont reliées par un chemin. Déterminer la complexité de
MCA quand G est un caterpillar nous permet donc d’affiner la frontiere entre les instances de MCA qui
peuvent étre résolues en temps polynomial et celles pour lesquelles ce n’est pas le cas.

Proposition 43. Le probleme MCA restreint aux caterpillars appartient a P.

Preuve. Le but de la preuve est uniquement de montrer un algorithme de complexité polynomiale pour
MCA dans les caterpillars ; ici la complexité n’a pas été optimisée. On définit S = {v € V | d*(v) #
0} U{r} la spine du caterpillar G a laquelle on rajoute 7 si ce sommet n’y appartient pas déja. Par construc-
tion, G[S] est clairement connexe. On décrit maintenant les étapes de 1’algorithme proposé. Premiérement,
on génere tous les sous-ensembles colorful S C S tels que r € S’ et tels que G[S’] est connexe. Deux-
iemement, pour chacun de ces sous-ensembles S’, on note N*7(S") = {v € NT(S") | v ¢ S}, on crée
un ensemble S” = S’ et on procede de la maniére suivante : pour chaque couleur ¢ € col(N*tF(S’)), on
détermine le sommet z € N7 (S”) de couleur ¢ dont I’arc entrant a,, est de poids maximum et on ajoute x a
S" si et seulement si w(a,) > 0. On construit ensuite I’arborescence couvrante de chacun de ces ensembles
S”, et on renvoie celle de poids maximum en sortie de 1’algorithme.

Clairement, 1’algorithme décrit ci-dessus est correct puisqu’on a généré tous les sous-ensembles S’ C S
colorful et connexes et qu’étendre ces sous-ensembles S’ aux feuilles d’un caterpillar peut étre effectué en
temps polynomial par un algorithme glouton. De plus, on note qu’il existe O(n?) — ou n est le nombre
de sommets de G — sous-ensembles de sommets S’ puisque r posséde au plus deux voisins dans G[S’].
Enfin, on observe que la longueur de tout chemin dont r est le sommet d’origine est au plus égale a n. Par
conséquent, la complexité de 1’algorithme présenté est polynomiale. O]



78 CHAPITRE 3. LE PROBLEME MCA : CARACTERISATION DES INSTANCES DIFFICILES

3.2.5 Résultat de complexité quand le graphe de hiérarchie de couleurs est un arbre

On observe que les résultats négatifs obtenus jusqu’ici quand on contraint le graphe d’entrée G font
écho a ceux obtenus dans la littérature pour le probleme de décision GRAPH MOTIF, qui est NP-dur dans
les comb-graphs et les superstars, et qu’on peut résoudre en temps polynomial dans les caterpillars (voir Sec-
tion page[47). Cependant, I’introduction du graphe # de hiérarchie de couleurs nous permet d’obtenir
des algorithmes d’approximation dans les instances ou la version décision de MCA est NP-dure. Par con-
séquent, il nous semble intéressant d’exploiter davantage les spécificités apportées aux instances de MCA
par le graphe de hiérarchie de couleurs.

Tout d’abord, on peut aisément remarquer que 7 est un arbre si G est un arbre colorful puisque les deux

graphes sont dans ce cas isomorphes. Néanmoins, il est important de préciser que G (resp. H) n’est pas
nécessairement un arbre si 7 (resp. G) est un arbre (voir la Figure [3.8] pour une illustration).

G1 Hl GQ H?

l /N

| N/

Figure 3.8 — Illustration des relations entre deux graphes d’entrée (G; et Gy de MCA et leur graphe de
hiérarchie de couleurs respectif H; et H,. On observe que H; est un arbre alors que (G; n’en est pas un,
tandis que G5 est un arbre alors que - n’en est pas un.

Dans la Section on a vu que MCA est NP-dur, et méme hautement inapproximable, quand G est
un arbre (voir Théoréme [31)). En revanche, on montre maintenant que MCA appartient a P quand A est un
arbre. Pour cela, on présente et prouve la validité de la regle de réduction suivante.

Regle de réduction 44. Soit [ = (G, C, col, w, r) une instance de MCA. Si I contient une couleur ¢ € C
telle que (i) c ne possede pas de voisin sortant dans H et (ii) ¢ posséde un unique voisin entrant ¢~ # col(r)
dans H, alors on exécute les instructions suivantes:
— pour tout sommet v~ € V(G) de couleur c~, ajouter max {0, max, e v+, | col(w)=e LWV, v)}} au
poids de chaque arc entrant de v—;

— supprimer tous les sommets de couleur ¢ dans V (G) ainsi que tous les arcs incidents a un sommet
de couleur c dans A(G).

Lemme 45. La Regle de réduction 44| est correcte.

Preuve. Soit I' = (G',C’,col’,w’,7") I'instance de MCA obtenue apres I’application de la Regle de réduc-
tion (44| sur . On prouve qu’il existe une arborescence colorful 7' = (Vr, Ar) de poids au moins égal a
W dans I si et seulement si il existe une arborescence colorful 77 = (Vpv, A7v) de poids au moins égal a
W dans I’. On montre uniquement le premier sens de 1’équivalence ; le deuxieme est obtenu en utilisant
un raisonnement symétrique. Tout d’abord, si 7" ne contient aucun sommet de couleur ¢, alors on peut
trivialement définir 77 = 7T'. Autrement, si 7' contient un sommet v de couleur c et un arc (u, v), alors on
définit Vi = Vp \ {v} et Ay = Ar \ {(u,v)}. Clairement, 7" est une arborescence colorful dans G’. De
plus, on observe que w(7T") = w'(T") puisque w'(u™,u) = w(u~,u) + w(u,v), ot u~ est voisin entrant de
uwdans 7' [l
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H(G)

Figure 3.9 — Exemple d’application de la Regle de réduction sur la couleur orange d’une instance initiale
de MCA dont le graphe d’entrée G est en haut a gauche et dont le graphe de hiérarchie de couleurs H(G)
est en haut a droite. On crée une nouvelle instance de MCA dont le graphe d’entrée G’ est en bas a
gauche et dont le graphe de hiérarchie de couleurs H(G’) est en bas a droite. On initialise G’ = G,
puis on supprime tous les sommets de couleur orange de G’ (ainsi que leurs arcs incidents), et enfin on
affecte les valeurs w'(A,C}) = —1 4+ max{0, max{2,8}} = 7, w'(A,C) = 1 + max{0, -3} = 1 et
w'(B,Cy) = 2+ max{0, —3} = 2 dans G’. Dans chacun des deux graphes G et G’, les arcs d’une solution
de MCA sont représentés en rouge.

On montre un exemple d’application de la Régle de réduction [44] dans la Figure [3.9] On utilise main-
tenant cette reégle afin de prouver le résultat suivant.

Théoreme 46. Le probleme MCA restreint au cas ou H est un arbre appartient a P.

Preuve. Tout d’abord, on note que la Régle de réduction 4] s’exécute en temps polynomial puisque son
application supprime au plus n — 1 sommets de G et modifie en temps polynomial le poids d’au plus m — 1
arcs de GG. De plus, on peut exécuter la Regle de réduction au plus |C| — 2 fois a partir d’une instance de
MCA initiale. Enfin, si on applique la Regle de réduction[#4]jusqu’a ce qu’elle ne puisse plus étre appliquée
sur une instance initiale (G, C, col, w,r) de MCA dans laquelle H est un arbre, alors on observe que G est
une star dans I’instance finale obtenue (voir la Figure [3.10). On peut alors déterminer en temps polynomial
une solution 7" = (V, Ar) de MCA dans cette instance finale de la maniére suivante : pour toute couleur
¢ € C, on ajoute a 7' le sommet v € V(G) de couleur ¢ et I'arc (r,v) € A(G) tels que (r,v) est I'arc de
poids maximum de 7 vers un sommet de couleur ¢ dans GG. Par conséquent, le probleme MCA restreint au
cas ou H est un arbre appartient a P. [
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H(G)

Figure 3.10 — Exemple d’applications successives de la Regle de réduction 44| sur une instance initiale de
MCA dont le graphe d’entrée GG est en haut a gauche et dont le graphe de hiérarchie de couleurs H(G) est
en haut a droite. Comme #(G) est un arbre, on peut successivement appliquer la Regle de réduction sur
la couleur orange, puis vert, rose, violet foncé, bleu clair et enfin rouge (par exemple) jusqu’a obtenir une
nouvelle instance de MCA dont le graphe d’entrée GG’ est en bas a gauche et dont le graphe de hiérarchie
de couleurs H(G") est en bas a droite. Dans chacun des deux graphes G et G/, les arcs d’une solution de
MCA sont représentés en rouge.

3.3 Conclusion

Dans ce chapitre, on a introduit le probleme MAXIMUM COLORFUL SUBTREE, dont la résolution a
pour but I’identification de novo de métabolites inconnus a partir de spectres. On a ensuite observé que
le graphe de hiérarchie de couleurs H du graphe d’entrée de toute instance de MCS est nécessairement
un DAG. On a donc modélisé un nouveau probleme, MAXIMUM COLORFUL ARBORESCENCE, dont la
définition est plus juste que celle de MCS.

On a étudié MCA dans des instances contraintes avec pour premier objectif de distinguer les instances
pouvant étre résolues en temps polynomial de celles pour lesquelles le probleme est NP-dur. Dans les
instances ou la version décision de MCA est NP-dure, on a obtenu des algorithmes d’approximation en
temps polynomial. En particulier, alors que MCA, tout comme MCS, est hautement inapproximable quand
le graphe d’entrée G est un arbre, un comb-graph ou encore une superstar, deux des trois algorithmes
d’approximation qu’on a obtenu pour MCA dans ces graphes contraints sont uniquement diis au fait que H
est un DAG. Enfin, on a prouvé que MCA se résout en temps polynomial quand H est un arbre.

Bien que MCA soit algorithmiquement difficile a résoudre méme sur des instances trés contraintes,
le fait que le probleme appartienne a P quand ‘H est un arbre demande d’étudier plus en profondeur les
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avantages potentiels liés a la structure de H. C’est cette étude qu’on va développer dans le Chapitre 4, dans
lequel on propose des résultats de complexité paramétrée pour MCA.






Résultats de complexité paramétrée pour
MAXIMUM COLORFUL ARBORESCENCE

Dans le Chapitre [3] on a introduit le probléeme MAXIMUM COLORFUL ARBORESCENCE (MCA) et
établi le constat suivant : alors que MCA est NP-dur — et méme hautement inapproximable — méme quand
le graphe d’entrée G est trés contraint, le méme probléme peut étre résolu en temps polynomial lorsque
le graphe de hiérarchie de couleurs 7(G) est un arbre (voir Théoreme [6). Des lors, il est légitime de
se demander si MCA admet des algorithmes FPT, et méme des kernels polynomiaux, relativement a des
parametres li€s a la structure du graphe H. Dans ce chapitre, on commence par définir tous les parametres
d’intérét qui sont étudiés dans ce chapitre dans la Section [4.1] puis on montre des résultats de complexité
paramétrée pour MCA relativement a (des combinaisons de) ces parametres. En particulier, on s’intéresse
dans la Section 4.2.2] au nombre de sommets de degré entrant au moins égal a 2 dans #, puis dans la
Section 4.2.3] a la[treewidth| (voir Section [I.1.4] page 20) de la version non-orientée de H. Afin d’obtenir
des algorithmes FPT et des kernels polynomiaux, ces parametres seront parfois associés a des parametres
liés aux répétitions de couleurs dans G, et pour lesquels des algorithmes FPT ont été obtenus dans la
Section 4.2.1] On réalise ensuite des expérimentations sur des données biologiques réelles a partir des
résultats théoriques obtenus dans ce chapitre et de ceux de la littérature.

Une partie des résultats théoriques obtenus et présentés dans ce chapitre a été publiée lors de la 14éme
édition de la conférence Theory and Applications of Models of Computation (TAMC) en 2017 [53]] et lors
de la 29¢me édition de la conférence Combinatorial Pattern Matching (CPM) en 2018 [54].

4.1 Motivations et introduction des parametres étudiés

Dans cette section, on présente tout d’abord trois parametres intéressants a étudier pour MCA. Mal-
heureusement, on montre que MCA est W/[1]-dur relativement a chacun d’entre eux. On présente ensuite
I’unique algorithme de complexité paramétrée disponible dans la littérature — a notre connaissance — pour
résoudre MCA. Enfin, on présente trois nouveaux parametres liés a la structure de H.

Dans le Chapitre [2] on a observé qu’il existe beaucoup de résultats de complexité paramétrée pour
GRAPH MOTIF (et ses variantes) relativement a la cardinalité d’une solution et aux répétitions de couleurs
dans le graphe d’entrée d’une instance de GRAPH MOTIF. Dans le cadre du probleme MCA, on note /; =
n — |C| le nombre de répétitions de couleurs dans G, et on note ¢ le nombre de sommets qui n’appartiennent
pas a une solution dans une instance de MCA. Autrement dit, en utilisant le parametre ¢ on étudie une

83
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version plus contrainte de MCA dans laquelle une solution posseéde nécessairement au moins n— ¢ sommets.
Clairement, on observe que ¢ > /. puisque toute solution de MCA est nécessairement colorful. Par ailleurs,
comme on évalue la qualité d’une solution 7" = (V, A7) en fonction de son poids et non en fonction de
la cardinalité de V7, on définit également le parametre WW* qui représente le poids d’une solution optimale
dans une instance de MCA.

Malheureusement, si on observe plus attentivement la preuve du Théoreme 28] (page dans laquelle
on effectue une réduction de MAXIMUM INDEPENDENT SET vers MCA, on se rend compte que MCA est
WI[1]-dur relativement a chacun des trois parametres présentés ci-dessus, a savoir {¢, ¢ et W*. Dans cette
preuve, on rappelle dans un premier temps que le graphe GGy d’une instance de MAXIMUM INDEPENDENT
SET contient un ensemble indépendant I de cardinalité maximum £ si et seulement si G contient un sous-
arbre colorful 7' = (Vp, Ar) de poids W* = k. Par linéarité de la réduction et puisque MAXIMUM
INDEPENDENT SET est W/[1]-dur relativement a &, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 47. Le probléme MCA est W|1|-dur relativement au poids W* d’une solution optimale.

Dans un second temps, on observe que I’'instance de MCA construite dans la réduction est colorful : on
en conclut donc que MCA est NP-dur méme si /¢ = 0. On obtient donc le corollaire suivant.

Corollaire 48. Le probleme MCA n’appartient pas a XP relativement a (.

Enfin, dans un troisiéme temps, on observe que ¢ = k puisqu’on a montré dans la preuve du Théoréme
que toute solution de MCA dans G contient nécessairement tous les sommets de G a I’exception des som-
mets de type x; qui correspondent aux sommets de I dans G;. Une nouvelle fois, par linéarité de la réduction
et puisque MAXIMUM INDEPENDENT SET est W[1]-dur relativement a k, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 49. Le probléme MCA est W|1|-dur relativement a (.

On montre maintenant I’'unique algorithme de complexité paramétrée disponible dans la littérature — a
notre connaissance — pour résoudre MCA. Dans [18]], Bocker et Rasche ont présenté un algorithme FPT
relativement a |C| pour MCS en s’inspirant de celui de Scott et al. [111]. On rappelle que les instances de
MCA sont plus contraintes que celles de MCS. Par conséquent les résultats positifs li€és a MCS s’appliquent
également 8 MCA. On présente ici I’algorithme de Bocker et Rasche — qui est donc également valide pour
résoudre MCA.

Théoreme 50. ([/18)]) MCS peut étre résolu en temps O*(3I°1).

Preuve. On crée une table de programmation dynamique W{v, S|, pour tout v € V et S C C, qui
contient le poids d’une arborescence colorful 7'(v,S) de poids maximum, enracinée en v et telle que
col(V(T'(v,S))) = S. Pour tout v € V et ¢ € C, on initialise les entrées W v, {c}] a 0 si col(v) = ¢
et a —oo sinon. On remplit ensuite la table W récursivement de la maniere suivante :

ir)lax Wiu, S\ {col(v)}] + w(v,u) (i)

Wv, S] = max { "€ | (colwen(vuwe)
; Wlv, S1] + Wlv, Sq]  (i4)

max
S1,52CS | (Sl ﬂSQZ{COl(’U)})/\(sl USQZS)

ol w(v,u) = —oo si (v,u) ¢ A. Concrétement, la ligne (i) calcule T'(v, S) en ajoutant un arc (v, u)
a une arborescence enracinée en u € NT(v) et telle que col(u) € S. La ligne (ii) calcule T'(v, S) parmi
les paires d’arborescences T'(v, S1) et T'(v, S2) dont v est le seul sommet commun, dont col(v) est la seule
couleur commune et dont ’'union de 57 et S5 est égale a .S.

Pour déterminer une solution de MCA dans G, on calcule exhaustivement les entrées de type W v, S|
pour tout v € V et tout S C C. Le poids d’une solution de MCA est ensuite donné par la case W|r, S] de
valeur maximum parmi tous les sous-ensembles S C C. On note que cette solution de MCA est correcte,
puisqu’on a calculé exhaustivement le poids maximum de 7'(v, S) pour tout S C C dans G. On montre
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maintenant que la complexité temporelle d’un algorithme de remplissage de la table 1V est de O*(3/°1).
Pour chaque entrée de type W [v, S], on note en effet que cet algorithme effectue O(n) calculs a la ligne
(1), puisque v posseéde au plus n voisins sortants. De plus, lors du calcul de la valeur retournée a la ligne
(1), on observe que chaque couleur de C appartient soit & S, & S, ou bien a C \ S. Puisque I’algorithme
est exhaustif et que S C C, on calcule donc au plus 3/°/ combinaisons d’arborescences pour déterminer
la valeur d’une entrée de type W v, S] a la ligne (¢7). Par ailleurs, on note que la complexité spatiale de
1’algorithme est en O*(2/°!), puisqu’on doit retenir la valeur de W [v, S] pour tout S C C — et pour tout
velV. [

On rappelle maintenant que, d’apres le Théoreme #6] MCA appartient a P quand # est un arbre. Ainsi,
les deux parametres que nous introduisons maintenant sont tous deux liés a la structure de H. Tout d’abord,
si H n’est pas un arbre, alors C contient au moins une [couleur difficile i.e. une couleur dont le degré entrant
est au moins égal a deux dans H. Dans la suite, on note X I’ensemble des couleurs difficiles de H et on

considere le parametre 25 = |X|. On étudie également dans ce chapitre la[treewidth] 3, de lalversion non-|
de #H (voir Section [I.1.4] page [20| pour une définition de la treewidth et la Section [I.1.3] page [I9]
pour une définition de la version non-orientée d’un graphe). Quand 7 est un arbre, ces deux parametres

sont constants puisque x3 = 0 et {5, = 1 dans ce cas. Ils permettent ainsi de caractériser la distance de H a
un arbre sous deux angles différents (voir la Figure [4.T]).

H {Xii e[}, T)

Figure 4.1 — Illustration des relations entre x4, et ty a partir du graphe de hiérarchie de couleurs H (a
gauche) d’une instance de MCA et d’une décomposition arborescente ({X; : i € [7]},T) de H (a droite)
pour laquelle t3 = 2. On observe que les couleurs 6,7 et 8 sont des couleurs difficiles de H. Par conséquent,
Ty = 3 et xy > ty dans notre exemple. En revanche, si on définit C’ = {1,2,3,6} alors on observe
que H[C’] ne contient plus qu’une seule couleur difficile — la couleur 6 — tandis que toute décomposition
arborescente de #|[C'] est nécessairement de treewidth au moins égale a 2, puisque #|[C'| n’est pas un arbre.
Puisque x4, < t3 dans ce cas, on en déduit que x4 et ¢4, sont incomparables en regle générale.

Pour finir, on introduit le parameétre s, qu’on définit comme le nombre minimum d’arcs a supprimer de
‘H pour que H soit un arbre. Pour toute instance / de MCA, on rappelle que ‘H contient un sommet par
couleur de I. Par conséquent, H contient O(|C|?) arcs et s = O(|C|*) puisque H contient |C| — 1 arcs si
‘H est un arbre. Il est donc peu vraisemblable que s soit utilisable en pratique, ce qui sera confirmé dans la
partie expérimentale de ce manuscrit qui est présentée dans la Sectiond.3] On présente toutefois le résultat
suivant, dans lequel on note p le degré entrant minimum d’une couleur difficile dans H.

Proposition 51. MCA peut étre résolu en temps O*(pr—1).

Preuve. On propose un algorithme de branchement récursif basé sur les arcs de A(?) afin d’obtenir toutes
les arborescences couvrantes de . Pour cela, on initialise un ensemble Z = A(?{) et on construit un arbre
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de recherche T, dont chaque sommet correspond a un sous-graphe H' = (C, Z) de H. Pour toute couleur
difficile ¢ € X, on branche récursivement sur les d~(c) cas distincts correspondant au fait qu’un seul arc
entrant de ¢ n’est pas supprimé de Z.

Pour tout ensemble Z qui est une feuille de I’arbre de recherche induit 77, on observe que toutes les
couleurs de Z ont un degré entrant égal a 1 dans H’ et donc que la composante connexe de ' contenant la
couleur col(r) — ou r est la racine de GG — est un arbre. Pour chaque feuille Z de 77, on crée maintenant un
graphe G' = (V, Az) avec Az = A\ {(u,v) € A | (col(u),col(v)) ¢ Z} et on considere la composante
connexe G” de G’ qui contient la racine de . Concrétement, G est un sous-graphe de (7, construit a partir
de Z, et tel que H(G") est un arbre. Selon le Théoréme on peut donc calculer une solution de MCA
T dans G” en temps polynomial. Maintenant, pour toute solution 7" de MCA dans G, on observe que le
graphe de hiérarchie de couleurs qui est construit uniquement a partir de 7" est nécessairement un arbre.
Par conséquent, calculer une solution de MCA dans sous-graphe G” C G correspondant a chaque arbre
‘H' C H permet d’assurer que 1’algorithme qu’on vient de décrire est correct.

On calcule maintenant la complexité de 1’algorithme présenté. Tout d’abord, on observe que chaque
étape de la construction de 7', est réalisée en temps polynomial. La complexité de 1’algorithme présenté
est donc uniquement exponentielle relativement au nombre de sommets |V (1%)| = [[.c, d”(c) de Tz. On

montre maintenant que |V (T)| < p77 pour prouver que MCA peut étre résolu en temps O*(p#—1). Tout
d’abord, en supposant que X’ n’est pas vide, on cherchele plus petit entier « tel que I'inégalité (1) d—(¢) <
a?”(©=1 soit vraie pour tout ¢ € X. A partir de (1), on obtient log(d~(c)) < (d~(c)—1)-log(a), ce qui donne

log(d™ (¢)) 1 . 1 . X
a>ed @1 etaw > d (c)4 ©@-1. La fonction correspondante f(u) = u=T est monotone et décroissante

pour tout u € [2;+400]. Par conséquent, par définition de p, on peut fixer « a pplj pour assurer que
1 -

o > d~(c)T @1 pour tout ¢ € C. Puisque |V (Tz)| < [[.cra? @~ etpuisque s = >, d (c) — 1, on

obtient donc |V (T)| < p#—1 et I'algorithme présenté possede une complexité temporelle de O* (p7-1). [J

Par exemple, si p = 3, alors selon la Proposition |51/ on peut résoudre MCA en temps O*(1.733°). En
général, on observe que p > 2 pour toute instance de MCA telle que H n’est pas un arbre. Par conséquent,
en fixant p a 2, on obtent le corollaire “universel” suivant.

Corollaire 52. MCA peut-étre résolu en temps O*(2%).

4.2 Résultats théoriques

On présente dans cette section des algorithmes FPT et des résultats sur I’existence (ou non) de kernels
polynomiaux pour un certain nombre de parametres présentés dans la Section[d.1} On présente tout d’abord
les résultats de complexité paramétrée liés a (¢ (voir Tableau {.1)). Ceux-ci ont été obtenus en amont de
ceux liés a x4 et ty (voir Tableau et nous ont par la suite orientés vers 1’obtention de nouveaux résultats
combinant {¢ a 9, ou ty.

’ Variante \ Restriction sur G \ Résultat
MCA - O*(2%+™ ) (Thm.[54
MCA* - O*(2%) (Cor. |55
MCA G est un arbre O*(2%) (Prop|56
MCA™* G est un arbre O*(1.62%) (Prop. |57
UMCA G est un arbre O*(1.33%) (Prop. |58
UMCA-2 - Pas d’algorithme en O*((2 — €)*¢) (Thm.

Tableau 4.1 — Tableau récapitulatif des algorithmes FPT obtenus pour MCA relativement a /; et présentés
dans la Section Ici, fc = n — |C| et m~ est le nombre d’arcs de poids négatifs dans G.
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| Parametre | Statut FPT \ Statut kernel |
l W[1]-dur (Cor. 49)

Ty O*(3*") (Thm. |61|) Pas de kernel polynomial (Thm.J@[)
xy + Le | FPT (conséquence du Thm. Pas de kernel polynomial (Thm.
Ty + 0 Kernel polynomial (Thm.

ty W(2]-dur (Thm.
ty + lc O* (2% . 45) (Thm. | Pas de kernel polynomial (Cor.

Tableau 4.2 — Tableau récapitulatif des résultats de complexité paramétrée obtenus pour MCA relativement
a xy et ty et présentés dans les Sections d.2.2]et[d.2.3] Ici, x4 est le nombre de sommets de degré entrant
au moins égal a 2 dans H, t3 est la treewidth de (la version non-orientée de) H, {c = n — |C| et £ > (¢ est
le nombre de sommets qui ne font pas partie de la solution.

4.2.1 Etude de MCA en fonction du nombre /- de répétitions de couleurs dans G

Le parametre /- peut étre vu comme un indicateur de la distance de G a H. En effet, on observe que GG
est isomorphe a H si et seulement si £ = 0. Dans cette section, méme si MCA est W/[1]-dur relativement
a (¢ selon le Corollaire 48] on montre I’existence d’algorithmes FPT relativement a /- en contraignant
la structure de GG et/ou la fonction de poids w. En particulier, on prouve que 1’un de ces algorithmes est
vraisemblablement optimal.

Dans la suite, on appelle sous-graphe [fully-colorfullde G tout sous-graphe de G qui contient exactement
une occurrence de chaque couleur de G. On calcule dans un premier temps le nombre maximum de sous-
graphes fully-colorful de GG, puis on montre un algorithme FPT pour MCA relativement a ¢ et m™~, o m™
est le nombre d’arétes de poids négatif contenues dans A(G).

Lemme 53. Tout graphe G avec |C| couleurs contient au plus 2°¢ sous-graphes fully-colorful.

Preuve. Pour tout ¢ € C, on note n.. le nombre de sommets de couleur ¢ dans G. On peut voir que G contient
[ [ cc ne sous-graphes fully-colorful. Puisque # < 2°~' pour tout « € N, on obtient [] .. n. < 22 cec(ne=1)
etdonc [] .. n. < 2% —puisque lc = Y _o(n. — 1). O

On prouve maintenant le théoreme suivant.
Théoréme 54. MCA peut étre résolu en temps O*(2°¢+m™),

Preuve. Dans la suite, G’ = (', A’) désignera un sous-graphe fully-colorful de GG. On dit qu’un sous-
ensemble d’arcs de poids négatif X C A’ est correct si aucun sommet de V' ne possede strictement plus
d’un arc entrant appartenant a X. Pour chaque sous-ensemble correct X C A’, on va dans un premier temps
décrire la construction d’un sous-graphe G’y = (Vy, A’y) de G’ tel que toute arborescence couvrante 7%
de G’y contient nécessairement tous les arcs (v, u) € X pour lesquels il existe un chemin de r vers u dans
G'y. Dans un second temps, on va prouver 1’affirmation suivante : si 7" est une solution de MCA dans G,
alors il existe un sous-graphe fully-colorful G’ = (V’, A’) de GG, un sous-ensemble correct X C A’ et une
solution 7% de MCA dans G tels que w(7T) = w(T%).

On explique comment construire Gy = (V, A’y) a partir d’un sous-graphe fully-colorful G’ = (V’, A’)
et d’un sous-ensemble correct d’arcs de poids négatifs X C A’. Premiérement, on définit G’y = G’. Deux-
iemement, pour tout sommet v € V', si v posséde un arc entrant qui appartient a X, alors on supprime de
A’ tous les autres arcs entrants de v. Troisiemement, on supprime tous les sommets v € V5 (ainsi que les
arcs entrants et sortants qui sont incidents a v dans A’y) tels qu’il n’existe pas de chemin de r a v dans G' ;
le graphe G’y est donc connexe. Maintenant, on observe que toute arborescence couvrante de G’y contient
nécessairement chaque arc de X qui appartient a G’y puisque tout sommet incident a un arc de X dans G’y
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est nécessairement de degré entrant 1.

On peut maintenant prouver notre affirmation. Soit 7' = (Vr, A7) une solution de MCA dans G et
soit G = (V’, A") un sous-graphe fully-colorful arbitraire de G tel que T C G'. Comme G’ est fully-
colorful, on observe qu’il n’existe aucune paire de sommets u € Vyetv € (V'\ Vr) telle que w(u,v) > 0,
puisque 7" ne serait alors pas une solution de MCA dans G’ (et donc dans (7). Par conséquent, on définit
X = {a € Ay | w(a) < 0} et on construit G’y comme décrit ci-dessus. Clairement, 7" est aussi une
arborescence de poids maximum dans G'y. Par conséquent, calculer de maniere exhaustive une solution
de MCA pour tout sous-graphe fully-colorful G’ C G et tout sous-ensemble correct X dans un tel graphe
G’ nous assure de trouver une solution de MCA dans G. Maintenant, on observe qu’il existe au plus
2™ sous-ensembles d’arcs de poids négatif X dans G et on rappelle que le Lemme nous indique qu’il
existe au plus 2° sous-graphes fully-colorful de G. De plus, déterminer une arborescence couvrante de
poids maximum dans un graphe s’effectue en temps polynomial [29, 48]. Par conséquent, notre théoreme
est correct puisque toutes les étapes effectuées par notre algorithme s’effectuent en temps polynomial, et ce
pour au plus 2™~ ensembles corrects d’arcs de poids négatif dans chacun des 2 graphes fully-colorful. [J

En fixant m~ = 0, le Théoreme 54| ci-dessus implique le corollaire suivant.
Corollaire 55. MCA™ peut étre résolu en temps O*(2%).

Dans la suite, pour tout V' C V et tout v € V', on note GG,[V'] le sous-graphe induit G[V’] enraciné
en v et dans lequel on supprime tous les sommets v' € V' tel qu’il n’existe pas de chemin de v vers v'.
On montre maintenant que MCA se résout aussi en O*(2) si on impose que le graphe d’entrée G d’une
instance de MCA soit un arbre au lieu d’imposer que tous les arcs de G soient positifs.

Proposition 56. MCA restreint aux arbres peut étre résolu en temps O*(2°¢).

Preuve. On propose un algorithme de branchement récursif basé sur les couleurs de . Pour cela, on définit
S = V. Si S n’est pas colorful, on considere u, v € S tels que col(u) = col(v) et on branche récursivement
sur deux cas : on supprime soit V(G,[5]), soit V(G,[S]) de S. Maintenant, pour tout S correspondant
a une feuille de I’arbre de recherche induit T's, on observe que G[S] est un arbre colorful et donc que
H(G[S]) est un arbre. Par conséquent, pour tout S correspondant a une feuille de 7, on peut appliquer le
Théoréme 46| afin d’obtenir une solution de MCA dans G[S] en temps polynomial, et on renvoie celle de
poids maximum. Clairement, 1’algorithme décrit ci-dessus est correct puisque toute solution de MCA est
nécessairement contenue dans 1’ensemble S d’au moins une feuille de Ts. Par ailleurs, la complexité en
temps de I’algorithme est exponentielle uniquement par rapport au nombre de nceuds de T's. Comme 7g est
un arbre binaire de hauteur /; = n — |C|, son nombre de nceuds ne peut pas excéder 2° et en conséquence
la complexité en temps de notre algorithme est en O*(2). [

On vient de montrer que MCA se résout en temps (O*(2°) si tous les arcs de G sont de poids positif
(voir Corollaire[53)) ou si G est un arbre (voir la Proposition[56). On montre maintenant que cette complexité
peut étre améliorée si GG est un arbre et que tous les arcs de G sont de poids positif.

Proposition 57. MCA™ restreint aux arbres peut étre résolu en temps O*(1.62%),

Preuve. Dans la suite, si G est un arbre enraciné en un sommet r, alors on rappelle que f(v) est I’'unique
voisin entrant de v dans G pour tout v € V' \ {r}. On améliore 1’algorithme de branchement proposé dans
la preuve de la Proposition [56] en utilisant une regle de branchement différente. A partir d’un ensemble
S =V, on applique la regle de branchement suivante : s’il existe u, v € S tels que (i) col(u) = col(v) et (ii)
IN*(u)| > 0ou |NT(v)| > 0, alors on branche récursivement sur deux cas : on supprime soit V(G,[5]),
soit V(G,[5]) de S.

Pour tout S correspondant a une feuille de 1’arbre de recherche induit 7’5, on décrit maintenant comment
obtenir une solution de MCA™ dans G[S]. Soit Ug I’ensemble des sommets dont la couleur est unique dans
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S. A partir de la condition (ii) de la régle de branchement, on note que deux sommets u, v € S sont de méme
couleur si et seulement si u et v sont tous deux des feuilles de G[S]. Par conséquent, G[Us] est connexe. De
plus, comme G est un arbre et que tous les poids des arcs de G sont positifs, les sommets et arcs de G[Us]|
appartiennent nécessairement a toute solution 7' = (V, Ar) de MCA™ dans G[S]. Maintenant, pour toute
couleur ¢ € col(S \ Us), on ajoute a Vr le sommet v € S de couleur ¢ tel que w(f(v),v) est maximum
—on note que f(v), le voisin entrant de v dans (G, appartient nécessairement a V. Finalement, on définit
T comme I’arborescence couvrante de G[V7] (voir Figure 4.2). Clairement, 7" est connexe, colorful et de
poids maximum dans G[S]. Ainsi, I’algorithme proposé est correct puisque toute solution de MCA est
nécessairement contenue dans le graphe G[S] obtenu a partir d’au moins une feuille de Ts. Pour déterminer
la complexité de 1’algorithme proposé, on suppose sans perte de généralité que |[N*(u)| > |[NT(v)| — et
donc que |[N*(u)] > 0 — dans la régle de branchement qui est décrite ci-dessus. Ainsi, on note qu’on
supprime soit au moins deux sommets — si on supprime V' (G,[S]) —, soit au moins un sommet — si on
supprime V' (G,[S]) — a chaque application de la régle de branchement. Par conséquent, le vecteur de
branchement (voir Section page de I’algorithme ci-dessus est (2, 1) et la complexité en temps de
I’algorithme est en O*(1.62). O

On montre que 1’algorithme donné dans la Proposition 57| peut lui aussi étre amélioré quand tous les
arcs de GG ont un poids de 1.

Proposition 58. UMCA restreint aux arbres peut étre résolu en temps O*(1.33%).

Preuve. Dans la suite, pour tout v € V, si v possede un unique voisin sortant dans G et que ce voisin sortant
est une feuille dans G, alors v est appelé une avant-feuille dans GG. De plus, tous les sommets de G qui ne
sont ni des feuilles ni des avant-feuilles dans GG sont appelés des sommets-troncs dans G.

A partir d’un ensemble S = V/, on applique la régle de branchement suivante : s’il existe u,v € S tels
que (i) col(u) = col(v), (ii) u est un sommet-tronc dans G[S] et (iii) v est un sommet-tronc ou une avant-
feuille dans G[S], alors on branche récursivement sur deux cas : on supprime soit V' (G,,[5]), soit V (G, [5])
de S. On note que le vecteur de branchement est (3, 2) : en effet on supprime soit au moins trois sommets
en supprimant V' (G, [S]) — puisque u est un sommet-tronc —, soit au moins deux sommets en supprimant

V(Gu[S5]).

Pour tout S correspondant a une feuille de I’arbre de recherche induit 75, on note S; I’ensemble des
sommets-troncs dans G[S], Sy I’ensemble des avant-feuilles dans G[S] et S3 I’ensembles des feuilles dans
G[S]. On commence par montrer que les ensembles de couleurs de ces trois ensembles de sommets sont
disjoints deux a deux. Premi¢rement, si S est une feuille de 1’arbre de recherche induit 7', alors on observe
que col(S7) Ncol(Sy) = (), autrement on aurait appliqué la régle de branchement énoncée ci-dessus. Deux-
iemement, on note que G[51] est colorful puisque S est une feuille de Ts. Enfin, G[S;] est nécessairement
connexe par définition de la régle de branchement. Comme col(S;) N col(S2) = 0, il existe donc au moins
une solution 7" de UMCA dans G[S] qui contient tous les sommets de .S;. En effet, si 7" contient un sommet
vg € Ss tel que col(vs) € col(Sy), alors on peut substituer v3 par un sommet de méme couleur appartenant
a S dans 7" sans diminuer le poids de 1" — puisque tous les poids sont unitaires et que vs est une feuille.
Ainsi, on peut supprimer tous les sommets v € Sj tels que col(vs) € col(S7) et supposer sans perte de
généralité que col(.S7)Ncol(S3) = 0. Enfin, en appliquant un raisonnement similaire, on suppose également
sans perte de généralité que col(Sy) N col(S3) = 0.

Pour tout S correspondant a une feuille de 1’arbre de recherche induit 75, on décrit maintenant comment
obtenir une solution 7' = (V, A7) de UMCA dans G[S]. Tout d’abord, on rappelle que tous les sommets
de S; appartiennent a V. On montre maintenant comment déterminer les sommets de S, et de S3 qui
appartiennent également a V. Pour cela, on définit le probleme MAXIMUM MATCHING ci-dessous.
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Us

1 3 2 2 3 1 5

Figure 4.2 — Exemple d’instance de MCA™ obtenue en appliquant I’algorithme de branchement de la Propo-
sition |57 Ici, S est une feuille de I’arbre de recherche induit dans laquelle on a supprimé V(G 4,[S]) puis
V(Gg,[S]). Lensemble Ug contient tous les sommets de couleur unique dans S. Comme G[Us]| est con-
nexe, on observe que G[Ug| appartient nécessairement a toute solution de MCA™ dans G[S]. Pour chaque
couleur ¢ € col(S \ Ug), il ne reste plus qu’a ajouter le sommet de couleur de ¢ dont le poids de I’arc

entrant est maximum pour obtenir une solution de MCA. Ainsi, 1’arborescence représentée en rouge est
une solution de MCA™ dans G[9].

MAXIMUM MATCHING
e Instance: Un graphe G = (V, E)

e Sortie: Un ensemble M C FE d’arétes deux a deux disjointes

e Mesure: | M|

Soit M une solution de MAXIMUM MATCHING dans H(G[Ss U S3]) (voir Figure [4.3). Pour tout arc
(¢,d') € M, on ajoute a V7 une paire de sommets u,v € S telle que col(u) = ¢, col(v) = ¢ et (u,v) €
A(G|S]). Enfin, pour chaque couleur ¢ € col(S,) telle que ¢ ¢ col(Vr), on ajoute arbitrairement un sommet
de S; a V. Clairement, I’arborescence couvrante 7' de G[Vr] est connexe et colorful. De plus, on rappelle
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que S; € Vretque col(S2) C col(Vr). Ainsi, sl existe une solution 7" de UMCA telle que w(7") > w(T)
dans G[S], alors 7" contient plus de sommets appartenant a S3 que 7', ce qui contredit le fait que M est
une solution de MAXIMUM MATCHING. Par conséquent, 7" est une solution de UMCA dans G[S]. Par
ailleurs, I’algorithme proposé est correct puisque toute solution de UMCA est nécessairement contenue
dans le graphe G[S] obtenu a partir d’au moins une feuille de Ts. Comme le vecteur de branchement de
Ts est (3,2) et que MAXIMUM MATCHING peut se résoudre en temps polynomial [47], notre algorithme
possede une complexité en temps en O*(1.33). O

s
12T

A Qe
® ® LS
f? ® %g ﬁ\’//l

H(G[S2 U Ss])

Figure 4.3 — Exemple d’application de I’algorithme de banchement de la Proposition Ici, S est une
feuille de ’arbre de recherche induit 7. Par souci de clarté, les poids unitaires dans G et dans G[S] ne
sont pas représentés. On observe que I’arborescence couvrante de (G[S;] appartient nécessairement a toute
solution de UMCA dans G[S] puisque tous les sommets de G[S;] possédent une couleur unique dans .S et
que G[51] est connexe. Par conséquent, toute solution de UMCA contient également un sommet de couleur
¢ pour tout ¢ € col(Sy). Il ne reste plus qu’a résoudre I’instance de MAXIMUM MATCHING H(G[S2 U S5])
(encadrée en bleu) pour déterminer un ensemble de sommets de S5 de cardinalité maximum qui appartient
a une solution de UMCA.

On utilise maintenant 1I’hypotheése de complexité SETH (définie page afin d’obtenir une borne in-
férieure de complexité pour MCA paramétré par {c. En particulier, le résultat que nous présentons prouve
que I’algorithme FPT proposé dans le Corollaire |55|est optimal.
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Théoréme 59. Sous I’hypothese SETH, UMCA-2 ne peut pas étre résolu en temps O*((2 — €)*¢), pour
tout € > (.

Preuve. La réduction que nous proposons est inspirée de la preuve du Théoreme 1 dans [55]. On redonne
tout d’abord la modélisation du probleme SAT, qui a été présenté page [25]

SAT

e Instance: Un ensemble de variables booléennes X = {xy,...,x,}, une formule ¢ sur un
ensemble C' = {C}, .., C, } de clauses contenant des variables de X

e Question: Existe-t-il une affectation § : X — {vrai, faux} de chaque x; € X qui satisfait

o7

Pour toute instance ¢ de SAT, on construit un graphe G = (V, A), avec trois niveaux de sommets, de la
maniere suivante (voir Figure 4.4] pour une illustration). La racine 7 est au niveau 1, on crée deux sommets
v; et 7; pour tout ¢ € [p] au niveau 2 et on crée un sommet z; pour tout j € [¢] au niveau 3. On crée ensuite
un arc de 7 vers v; et vers T; pour tout i € [p]. De méme, pour tout i € [p] et tout j € [g], on crée un arc de
v; (resp. ;) a z; si et seulement si le littéral ; (resp. ;) apparait dans la clause C;. On attribue une couleur
unique a chaque sommet appartenant au niveau 1 (resp. 3). Au niveau 2, pour tout ¢ € [p], les sommets v;
et T; partagent la méme couleur col(i). Par conséquent, chaque couleur ¢ € C apparait au plus deux fois et
on note que H est un DAG puisqu’aucune couleur n’apparait a deux niveaux différents de GG. Pour finir, on
attribue un poids unitaire a chaque arc de GG. Clairement, (G, C, col, w) est une instance de UMCA-2.

@ @ ©

Figure 4.4 — Construction d’une instance de UMCA-2 a partir de la formule ¢ = (1 VZ3Va3) A (2 VT) A
(xo V T4) de SAT. Par souci de clarté, les poids unitaires ne sont pas représentés. Les arcs d’une solution
optimale 7" de MCA sont colorés en rouge dans I’instance présentée. A partir des sommets de type v! et
vlf appartenant a 7', on observe que I’affectation 5 = {x; = vrai,xs = faux,z3 = vrai,zs = faux}
correspondante satisfait la formule ¢.

On montre maintenant qu’il existe une affectation [ qui satisfait ¢ si et seulement si il existe une ar-
borescence colorful de poids p + ¢ (et donc d’ordre p + ¢ + 1) dans G.

(=) On suppose qu’il existe une affectation 3 qui satisfait ¢. Soit S; = {v; : 1 € [p] | z; =
vraidans f} et Sy = {7; : ¢ € [p| | v; = faux dans $}. On définit Vi = {r} U S; U Sy et T une
arborescence couvrante de V7 dans G. On rappelle que r posséde un arc sortant vers tous les sommets
appartenant au niveau 2. De plus, pour tout ¢ € [p] et j € [g], si la clause C; est satisfaite par la variable z;
(resp. T;), alors on rappelle que v; € Vi (resp. T; € V) par construction et qu’il existe un arc (v;, z;) € A.
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Par conséquent, 7" est connexe. Enfin, 7" est clairement colorful et de poids p + q.

(<) On suppose qu’il existe une arborescence colorful de poids p + g dans G. On note que 7' contient
au plus p sommets appartenant au niveau 2, et donc au moins ¢ sommets appartenant au niveau 3. Puisqu’il
existe exactement ¢ sommets au niveau 3, V7 est nécessairement composé de la racine r, d’exactement p
sommets appartenant au niveau 2 et de ¢ sommets appartenant au niveau 3. Puisque le niveau 2 contient p
paires distinctes de sommets de méme couleur et puisque 7" est colorful, pour tout i € [p], on observe que
Vr contient soit v;, soit v;. On affecte donc les variables de 5 de la maniere suivante : si v; € Vi (resp.
U; € V), alors x; = vrai (resp. x; = faux) dans (. Pour tout j € [g], on rappelle qu’au moins un voisin
entrant de z; dans G appartient a 7', puisque 7" est connexe. Par conséquent, I’affectation 3 implique que
chaque clause de ¢ est satisfaite par au moins un littéral.

Puisque n = 2p+q+1et |C| = p+ ¢+ 1, on observe maintenant que ¢z = n— |C| = p. Par conséquent,
s’il existe un algorithme de complexité en temps O*((2 — €)*¢) pour UMCA-2, alors il existe un algorithme
de complexité en temps O*((2 — €)?) pour SAT, ce qui contredit SETH. O

4.2.2 Etude de MCA en fonction des couleurs difficiles de H

On rappelle que x4 est I’ensemble des couleurs difficiles d’une instance de MCA et que MCA appar-
tient & FPT relativement a |C|. Puisque x4, < |C| et puisque MCA se résout en temps polynomial quand H
est un arbre (c’est-a-dire quand x4 = 0) selon le Théoreme [46] (voir page[79), il est 1égitime de se deman-
der si MCA appartient a FPT relativement a z4,. Dans la suite, pour toute arborescence 1" dans GG, on note
X(T) = X Ncol(V(T)) I'ensemble de couleurs difficiles des sommets de 7. On commence par prouver le
lemme suivant.

Lemme 60. Soit T et T, deux arborescences dans H telles que (i) 11 est enracinée en cy, (ii) T, est
enracinée en cy # ¢y et (iii) ¢1,co € N*(c) avec ¢ € C. Si X(T1) et X(T3) sont disjoints, alors V (T}) et
V (T3) sont disjoints.

Preuve. On suppose sans perte de généralité qu’il n’existe pas de chemin de ¢, vers ¢; dans H. Si V(T7)
et V(T3) ne sont pas disjoints, alors il existe au moins une couleur ¢* € C qui appartient a la fois a 7} et a
T5. Afin de prouver que cette couleur c* ne peut pas exister, on note 71 (resp. 72) ’ensemble de couleurs
du chemin de c; (resp. c3) vers c¢* dans 7} qui inclut ¢; (resp. dans 75 qui inclut c2). On remarque que soit
Ty C T1, SOit ¢o ¢ 71 (voir Figure . Dans le premier cas, si 7 C 71, alors il existe un sommet ¢’ € 7,
tel que ¢ # c avec (¢, c2) € A(H). Puisque H contient I’arc (¢, ¢z), la couleur ¢, est difficile et les deux
ensembles X' (77) et X'(7%) ne sont donc pas disjoints. Dans le second cas, si ¢y ¢ 7, alors |7 N 7| > 1
puisque c¢* € 1, M 7y. Par conséquent, on définit ¢ € 7 N 7, tel qu’il existe un chemin de ¢ vers chaque autre
couleur de 73 N 7. Selon la définition de ¢, I'unique voisin entrant de ¢ dans 7 est différent de I’unique
voisin entrant de ¢ dans 75. Ainsi, ¢ est une couleur difficile, ce qui contredit I’hypothese que X (7}) et
X (T3) sont disjoints. O

On peut maintenant prouver le théoreme suivant.
Théoréeme 61. MCA peut étre résolu en temps O*(3"*) et en espace O*(2*%).

Preuve. Dans la suite, pour tout sommet v € V' qui posseéde au moins un voisin sortant dans Gz, on suppose
que col(N*(v)) admet un ordre fixe arbitraire. Ainsi, pour tout i € [|col(N*(v))|], on note col™ (v,14) la
i-eéme couleur dans col(NT(v)). On propose un algorithme de programmation dynamique qui utilise deux
tables. La premiere, Av, X, 1], est calculée pour tout v € V, X' C X eti € {0} U [|col(NT(v))|] et
enregistre le poids d’une arborescence T (v, X”, ) colorful et de poids maximum dans G telle que

— Ta(v, X', 1) est enracinée en v,

— (X(Ta(v,X',0)) \ {col(v)}) C X, et
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Figure 4.5 — Illustration du Lemme Les arcs en pointillé représentent des chemins entre deux sommets
de H. S’il existe quatre couleurs ¢, ¢, o et ¢* appartenant a V(H) tels que (i) ¢; et o sont des voisins
sortants de ¢ dans H, (77) il existe un chemin de ¢; (resp. ¢3) a ¢* dans H dont I’ensemble de couleurs est
71 (resp. 72) et (#i7) il n’existe pas de chemin de ¢, a ¢; dans H, alors soit 75 C 71 (2 gauche), soit c; ¢ 7
(a droite). Dans ce dernier cas, il existe alors un sommet ¢ € 71 N 7, tel qu’il existe un chemin de ¢ vers
chaque autre couleur de 7, N 7, — avec la possibilité que ¢ = c*.

— si Ta(v, X', i) contient un arc (v, u) € A, alors col(u) = col* (v, j) avec j < i.

La deuxiéme table, B[v, X", ], est calculée pour tout v € V, X" C X eti € [| col(NT(v))|] et enregistre
le poids d’une arborescence T (v, X”, %) colorful et de poids maximum dans G telle que

— Tg(v, X', 1) est enracinée en v,

— (X(T(v, X',4)) \ {col(v)}) C X, et

— siTg(v, X', i) contient un arc (v, u) € A, alors col(u) = col™ (v, ).

En résumé, Ty (v, X’,i) et Tp(v, X', i) partagent la méme racine v et le méme ensemble de couleurs
difficiles X’ (plus éventuellement col(v)), mais v peut posséder plusieurs arcs sortants vers des sommets
de N*(v) dont la couleur est avant col™ (i) dans Ty (v, X’, i) alors que v posseéde au plus un arc sortant,
dont le sommet d’arrivée doit en outre étre de couleur col™ (i), dans T3 (v, X”, 7). Par conséquent, il n’existe
aucun sommet u € N (v) tel que (v,u) € Ta(v, X’,i — 1) et (v,u) € Tg(v, X', 7). On montre maintenant
comment remplir les deux tables de programmation dynamique que nous venons de décrire.

0 sitz =0,
’o
A {X@%ﬁ,{A[v,x",z ~ 1]+ Blu, A\ X4} sinon.

Pour toute entrée de type Afv, X', 1] telle que i« = 0, on note que Tx(v, X', i) peut uniquement con-
tenir le sommet v. Par définition, si ¢ > 0, alors il ne peut pas exister de sommet u € N*(v) tel que u
appartienne a la fois a Tx (v, X", i — 1) et a Tg(v, X’ \ X", ). Par conséquent, le Lemme |60 indique que
col(v) est I'unique couleur a apparaitre a la fois dans col(7x (v, X”,i — 1)) et dans col(Tp (v, X"\ X”,17)).
L’union de Tx (v, X”,i — 1) etde Tg(v, X' \ X", ) est donc une arborescence colorful. Pour finir, on teste
exhaustivement tous les sous-ensembles X" C X afin d’assurer la validité de la formule.

0 sicol™(v,i) € X\ X,
Blv, X',i] = max {0, w(v,u) + Alu, X' | col(NT(u))|]} sinon.
ueNT(v):
col(u)=col ™ (v,i)

Pour toute entrée de type B[v, X’ ], on rappelle que B[v, X’ i] enregistre le poids d’une arbores-
cence colorful de poids maximum enracinée en v et qui contient au plus un autre sommet v € N1 (v)
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Algorithme 2 CALCUL DES ENTREES DES TABLES A ET B

Entrée: Un graphe G = (V, A), deux tables de programmation dynamique A et B vides.
Sortie: Deux tables de programmation dynamique A et B correctement remplies.

1: pour tout v € V du dernier au premier sommet d’un ordre topologique arbitraire des sommets de GG

faire
2: pour tout X’ C X faire
3: pour tout i € {1,...,|col(N*(v))|} faire
4: Calcul de B[v, X', ]
5: fin pour
6: fin pour
7: pour tout X’ C X faire
8: pour tout i € {0,...,|col(N*(v))|} faire
9: Calcul de Afv, X", 1]
10: fin pour
11: fin pour
12: fin pour

de couleur col™ (v, ). Si col™ (v, ) est une couleur difficile qui n’appartient pas a X", alors on observe que
V(Tg(v, X',i)) = {v} et donc que B[v, X’,i] = 0. Sinon, pour chaque sommet v € N (v) de couleur
col™ (v, 1), on calcule une arborescence colorful de poids maximum contenant u — et on garde celle de poids
maximum — afin de garantir la validité de la formule.

Dans I’ Algorithme 2] on montre dans quel ordre remplir toutes les entrées des deux tables de pro-
grammation dynamique a partir d’un jordre topologique| des sommets du DAG (. Une fois que toutes
les entrées sont remplies, on note que le poids d’une solution de MCA dans G est contenu dans 1’entrée
Alr, X, | col(NT(r))|] — et on peut alors retrouver la solution correspondante en effectuant du backtracking.
La complexité totale en temps de I’algorithme provient du fait que celui-ci nécessite au plus 3** étapes
pour calculer une entrée de type Alv, X”, | puisqu’une couleur difficile peut appartenir a X", X’ \ X" ou
a X \ X’. Par ailleurs, on rappelle que I’algorithme calcule et stocke toutes les entrées des tables A et B.
Ainsi, ’algorithme posséde une complexité spatiale en O*(27%). U

Afin de mieux comprendre I’ Algorithme [2] présenté ci-avant, on montre dans I’Exemple [62] comment
remplir toutes les entrées de A et B de I’ Algorithme 2] pour le sommet v appartenant a I’instance de MCA
présentée dans la Figure 4.6 Comme indiqué dans la figure, on suppose dans cet exemple que toutes les
entrées des tables A et B ont été calculées — et que leur valeur est indiquée dans la figure — pour les voisins
sortants du sommet v.

Exemple 62. Exemple d’application de 1’ Algorithme 2|sur I’instance de MCA présentée dans la Figure 4.6

Bv,0,1] = max{0, {max{w(v,u1) + Afu1, 0, | col(N*(uy))|], w(v, uz) + Afuz, D, | col(N*(uz))|]}}
= max{0, {max{4 + 2,1+ 1}}
= 6

B[v,0,2] = 0 puisque col®(v,2) = {e} appartient a X
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G H(G)

Figure 4.6 — Exemple d’instance de MCA avec le graphe d’entrée GG (a gauche) et son graphe de hiérarchie
de couleurs #H (a droite) ; I’instance est utilisée pour illustrer 1’ Algorithme 2] On observe que la couleur
verte est la seule couleur difficile de I’instance présentée. Pour tout u; € N (v), on suppose qu’on a déja
calculé Afu;, ), | col(NT(u;))|] (en marron en haut a gauche de u;) ainsi que Afu;, {o}, | col(NT(u;))|] (en
violet en bas a gauche de u;).

Blv,{e},1] = max{0, {max{w(v,u;) + Afus, {e},]|col(NT(u1))|], w(v,us) + Alug, {e}, | col(N*(uz))|]}}
= max{0, {max{4 + 2,1+ 8}}
=9
Blv,{e},2] = max{0, {max{w(v,us) + Alus, {o}, [ col(N"(us))|], w(v,ua) + Alus, {o}, | col(N*(ua))[]}}
= max{0, {max{l + 2,10 + 0}}
= 10
Alv,0,0] = 0
Alv,0,1] = Alv,0,0] + Blv, 0, 1]
— 046
= 6
A[’U,(Z),Q] = A[U>@> 1] +B[U>®72]
= 6+0
— 6

Alv,{e},0] = 0
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Alv,{e},1] = max{A[,0,0] +B[v,{e}, 1], Alv,{e},0] + B[v,0,1]}
= max{0+9,0+6}
-9

Alv,{e},2] = max{A[0,1] +Blv,{e},2], Alv,{},1] + B[v,0, 2]}
= max{6+ 10,9+ 0}
= 16

On vient de proposer un algorithme FPT relativement a x4, pour MCA dans le Théoreme On rap-
pelle que si I’existence d’un tel algorithme implique I’existence d’un kernel pour MCA relativement a x4,
la taille de ce kernel n’est pas nécessairement polynomiale par rapport a z4,. Prouver I’existence de ce
kernel polynomial permettrait de prétraiter efficacement une instance de MCA et, dans le méme temps,
pourrait mener a la découverte d’un meilleur algorithme FPT pour MCA relativement a x4. Malheureuse-
ment, on montre dans le Théoréme [63] qu’il n’existe pas de kernel polynomial pour MCA relativement a

TH.

Théoreme 63. Sauf si NP C coNP/Poly, MCA restreint aux arbres n’admet pas de kernel polynomial
relativement a |C|, et par conséquent relativement a xy,.

Preuve. Dans la suite, soit ¢ un entier positif. Pour tout i € [t], soit G; = (V}, A;) le graphe d’entrée, enrac-
iné en r;, d’une instance de MCA. On suppose que ces t instances de MCA sont construites avec le méme
ensemble de couleurs C' = {ci,..., ¢} et telles qu’il existe un ordre topologique de #(G;) identique
pour tout i € [t] — si ce n’est pas le cas, on définit un ordre topologique arbitraire des couleurs de C’ et
on modifie les couleurs de chacune des ¢ instances pour que leur graphe de hiérarchie de couleurs respecte
cet ordre topologique. En particulier, pour tout ¢ € [¢], cela implique que toutes les racines r; partagent la
méme couleur de C'.

On effectue maintenant une or-composition (voir Définition page de ces ¢ instances de MCA
vers une nouvelle instance de MCA. Soit G = (V, A) le graphe de cette nouvelle instance, avec V' =
{riu{fveVi|ielt]fetA={(rr)]|ieclt]}U{(uv) e A i€ [t]} (voir la Figure 4.7). Ici, la
racine r est un sommet qui n’appartient a aucune des ¢ autres instances de MCA et qui possede un arc vers
la racine r; de tout graphe de type G; ; par conséquent G est un DAG. On note C 1’ensemble des couleurs
de G, et on définit col : V(G) — Cetw : A(G) — R de la maniere suivante : on attribue une couleur
unique ¢, ¢ C" ar ainsi qu’un poids 0 a I’arc (r,r;) € A pour tout 7 € [t], puis on attribue la méme couleur
(resp. le méme poids) a tous les autres sommets (resp. arcs) de la nouvelle instance que dans leur instance
initiale. Clairement, (G, C, col, w, r) est une instance correcte de MCA et |C| = |C'| + 1. De plus, si G; est
une arborescence pour tout ¢ € [t], alors G est également une arborescence. On montre maintenant qu’il
existe un indice ¢ € [t] tel que G; contient une arborescence colorful 7' = (V, Ar) enracinée en r; et de
poids W > 0 si et seulement si G contient une arborescence colorful 7" = (Vz+, A7v) enracinée en r et de
poids W > 0.

(=) S’il existe un indice i € [t] tel que G; contient une arborescence colorful 7' = (V, Ar) enracinée
en r; et de poids W > 0, alors on définit 77 = (Vv, Ap/) tel que V. = Vo U {r} et Ay = Ar U{(r,74)}.
Clairement, 7" est connexe, colorful et de poids .

(<) On suppose que G contient une arborescence colorful 77 = (Vi Ar/) enracinée en r et de poids
W > 0. Puisque 7" est colorful et que tous les sommets de type r; partagent la méme couleur, il ne peut pas
exister deux sommets v et v appartenant a deux instances initiales de MCA différentes tels que u, v € V.
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Par conséquent, on note i* I’'unique indice appartenant a [t] tel que V= UV # () et on définit T = (Vr, Ar)
avec Vp = Vi \ {r} et Ar = Ap \ {(r,r+)}. Clairement, 7" est connexe, colorful et de poids W.

Puisque |C| = |C'| + 1, on vient de décrire une or-composition correcte de MCA relativement a |C|.
Maintenant, on rappelle que MCA est NP-dur [18] et que x3; < |C|. Par conséquent, MCA n’admet pas de
kernel polynomial relativement a |C|, et donc relativement a 3, méme si GG est une arborescence, sauf si
NP C coNP/Poly. O

o0 o oo

G] GQ

Figure 4.7 — Or-composition de trois instances de MCA (dont les graphes d’entrée (1, G, et G3 sont
encadrés en rouge) vers une nouvelle instance de MCA (dont le graphe d’entrée est (7).

On rappelle que s, le nombre minimum d’arcs a supprimer de H pour que H soit un arbre, satisfait la
relation s = O(|C]?). A partir du Théoréme |63|ci-dessus, on obtient donc le corollaire suivant.

Corollaire 64. Sauf si NP € coNP/Poly, MCA restreint aux arbres n’admet pas de kernel polynomial
relativement a s.

Si MCA n’admet vraisemblablement pas de kernel polynomial relativement a x4, on peut supposer que
ce résultat reste valide méme si G est colorful, puisque le nombre de répétitions de couleurs dans G' n’influe
pas sur la structure de 4. On prouve ainsi le résultat suivant.

Théoréme 65. Sauf si NP C coNP/Poly, MCA n’admet pas de kernel polynomial relativement a x4,
méme si le = (.

Preuve. On effectue une réduction a partir de k-SET COVER, qu’on définit ci-dessous.

k-SET COVER

e Instance: Un ensemble U = {u, us, ..., u,} d’éléments, un ensemble F = {5y, 5o, ..., S, }
de sous-ensembles de I/, un entier k

e Question: Existe-t-il un sous-ensemble S C F, de cardinalité k, et dont ’'union des ensem-
bles qu’il contient est I/ ?

On effectue la réduction de la maniere suivante : pour toute instance de £-SET COVER, on crée un
DAG a trois niveaux de sommets G = (V = VU Vo U V5, A) avec Vi = {r}, Vo = {v; | i € [p]} et
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Vs = {z; | 7 € [¢]}. On appelle V3 le niveau 2 de G et V3 le niveau 3 de G. Concretement, on crée un
sommet au niveau 2 pour chaque ensemble .S; de F, et un sommet au niveau 3 pour chaque élément u; de .
Il existe un arc de poids —1 a partir de r vers tous les sommets au niveau 2 et, pour tout i € [p| et j € [q], il
existe un arc de poids p de v; a z; si I’élément u; appartient a I’ensemble .S;. Enfin, on attribue une couleur
unique a chaque sommet de G. On observe donc que H est également un DAG a trois niveaux de som-
mets avec col(V]), col(V3) et col(V3) respectivement aux niveaux 1, 2 et 3. Par conséquent, la construction
décrite ci-dessus est une instance correcte de MCA. On donne un exemple de construction d’instance dans
la Figure Maintenant, on montre qu’il existe un sous-ensemble S C F de cardinalité k£ dont I’union
des ensembles qu’il contient est U/ si et seulement si il existe une arborescence 7’ colorful, enracinée en r et
de poids w(7T') = pq — k dans G.

(=) On suppose qu’il existe un sous-ensemble S C F de cardinalité £ dont I’union des ensembles qu’il
contient est/ et on définit / = {i € [p| | S; € S}. On définit ensuite Vr = {r}U{v; |i € I}U{z; | j € [q]}.
Clairement, G[Vr| est connexe puisque 7 posséde un arc vers tous les sommets du niveau 2 et puisqu’il ex-
iste un arc (v;, z;) si un élément w; est contenu dans un ensemble S; C S. On note 7' une arborescence
couvrante de G[Vr]. Clairement, T est colorful puisque G est colorful. De plus, T" est de poids pq — k
puisque 7' contient £ arcs de poids —1 du niveau 1 vers le niveau 2 et ¢ arcs de poids p du niveau 2 au
niveau 3.

(<=) On suppose qu’il existe une arborescence 1" colorful, enracinée en r et de poids w(7T) = pq — k
dans GG. On observe que toute arborescence 7" dans GG qui contient r et au moins un sommet appartenant a
V3 doit contenir au moins un sommet appartenant a V5 pour étre connexe. De plus, s’il existe un sommet de
type z; qui n’appartient pas a 7', alors w(7") < pqg — p — 1 puisque 7" doit contenir au moins un sommet du
niveau 2 (dont le poids d’un arc entrant est égal a 1) pour étre connexe. Par conséquent, si w(7T') = pq — k,
alors 7" contient tous les sommets appartenant au troisieme niveau de GG ainsi qu’exactement & sommets
appartenant au deuxi¢éme niveau. Maintenant, soit S = {S; : i € [p| | v; € Vr}. Clairement, S est un
sous-ensemble de F dont I’union des ensembles qu’il contient est / puisque tous les sommets appartenant
au troisieme niveau de GG appartiennent a 7'. De plus, S est de cardinalité £ puisque 7' contient k£ sommets
appartenant au niveau 2. La réduction présentée est donc correcte.

Maintenant, on rappelle que # est un DAG a trois niveaux de sommets avec col(V}), col(V4) et col(V3)
respectivement aux niveaux 1, 2 et 3. Par construction de G, s’il existe ¢ € V(H) tel que d™(¢) > 1, alors
¢ € col(V3). De plus, on rappelle que | col(V3)| = g, ce qui implique que x3; < g. On vient donc de décrire
une transformation polynomiale paramétrée (voir Définition 21] page[39) de k-SET COVER paramétré par ¢
vers MCA paramétré par x. Maintenant, on rappelle que k-SET COVER n’admet pas de kernel polynomial
relativement a ¢ sauf si NP C coNP/Poly [21] et que k-SET COVER est NP-dur [69]. De plus, la version
décision de MCA appartient clairement & NP. Enfin, on observe que le graphe d’entrée de MCA qui est
défini dans la réduction ci-dessus est colorful, ce qui implique que /- = 0. Par conséquent, MCA n’admet
pas de kernel polynomial relativement a x3, méme si ¢ = 0, sauf si NP C coNP/Poly. ]

On vient de montrer que MCA n’admet vraisemblablement pas de kernel relativement a 4, + /¢. On
considere maintenant le parametre ¢ afin de davantage contraindre ’espace des solutions d’une instance
de MCA. En effet, apres avoir fixé la valeur de ¢, on rappelle que toute solution 7" = (Vr, Ar) de MCA
contient nécessairement V > n — ¢ sommets, et donc que ¢ > /. Alors que MCA n’admet vraisemblable-
ment pas de kernel polynomial relativement a x4 méme si £ = 0 selon le Théoreme|65| on peut facilement
montrer que MCA se résout en temps polynomial quand ¢ = 0, et donc que MCA admet un kernel trivial
relativement a x3 quand ¢ = 0. En effet, si £ = 0 alors {¢ = 0 (puisque ¢ > {¢) et GG est colorful. De
plus, si ¢ = 0 alors on rappelle que toute solution de MCA doit nécessairement contenir tous les sommets
de GG. Résoudre I'instance de MCA considérée revient donc a trouver une arborescence couvrante de G de
poids maximum, ce qui s’effectue en temps polynomial [29, 48]]. On peut ainsi légitimement se demander
si MCA admet un kernel polynomial relativement a x4, + ¢. Dans la suite, pour toute paire de sommets
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Figure 4.8 — Construction d’une instance de MCA a partir d’'une instance de k-SET COVER avec
u = {ul,u2, o ,Ug} et £ = {Sl = {ul,u2,u3}, SQ = {Ul, Ug,U5}7 Sg = {UQ, Uy, U6}, 54 =
{uy, us, ur,us}, S5 = {ug, us,uo},S¢ = {ur,ug}}. Chaque sommet de G posséde une couleur unique.
On observe que S = {57, 54, S5} est un sous-ensemble de F de cardinalité k£ = 3 et que la solution 7" de
MCA représentée en rouge dans I’instance créée est de poids w(7) =3 - (—1) +9-6 = 51.

v,v" € V(G) telle qu’il existe un chemin de v vers v’ dans GG, on note 7(v, v') le poids d’un chemin de poids
maximum allant de v a v' dans G. De plus, pour tout ¢ € C, on rappelle que V. = {v € V' | col(v) = c}.
On présente maintenant deux regles de réduction. Dans la premiere regle de réduction qui est présentée
ci-dessous, le but est de supprimer des couleurs “superflues” dans C.

Regle de réduction 66. Si une instance (G,C,col,w,r) de MCA contient un triplet {c,co,c3} € V(H)
tel que (i) c; est l'unique voisin entrant de cs, (ii) co est ['unique voisin entrant de cs et (iii) c3 est ['unique
voisin sortant de cs, alors on exécute les instructions suivantes:
— pour tout v1 € V., et tout v3 € V,, tels qu’il existe un chemin de v, vers vs dans G, créer un arc
(v1,v3) de poids w(vy,v3) = 7(v1, v3).
— créer un sommet v* de couleur cs. Pour tout sommet v, € V., tel que v, possede au moins un voisin
sortant de couleur cy dans G, ajouter un arc (vy,v*) dont le poids est égal au poids maximum d’un
arc sortant de v, vers un sommet de couleur cy dans G.
— supprimer tous les sommets appartenant a V., dans G.

On prouve que la Regle de réduction [66] est correcte, puis on montre un exemple dans la Figure
Lemme 67. La Regle de réduction[66]est correcte.

Preuve. On montre que s’il existe une arborescence colorful 7' = (V, Ar) de poids au moins égal a W
dans I'instance initiale / = (G, C, col, w, r), alors il existe une arborescence colorful 77 = (Vi+, A7) de
poids au moins égal a W dans la nouvelle instance I’ = (G’,C’, col’, w’, r’) obtenue aprés application de la
Reégle de réduction [66]sur I ; I’implication inverse est obtenue en utilisant un raisonnement symétrique.

Soit T" = (Vr, Ar) une arborescence colorful de poids W dans /. Premiérement, si 7" ne contient pas de
sommet de couleur ¢, alors 7' est également une arborescence colorful de poids maximum dans la nouvelle
instance. Deuxieémement, si 7' contient un sommet vy de couleur ¢y dont le voisin entrant dans 7' est noté
v et si T ne contient aucun sommet de couleur cs3, alors on définit I’arborescence 7" = (Vgv, A7) avec
Ve = Vp \ {va} U {v*} et A = Ap \ {(v1,v2)} U {(v1,v*)} dans la nouvelle instance. Dans ce cas,
on note que w(7') = w'(T") puisque w(vy,ve) = w'(vy,v*). Troisiemement, si 7" contient un sommet vy
de couleur ¢, dont le voisin entrant dans 71" est noté v; et si 1" contient un sommet v3 de couleur c3 dont le
voisin entrant est nécessairement vy, alors on définit I’arborescence 7" = (V+, Agv) avec Vir = Vi \ {vq}
et Ap = Ap \ {(v1,v2), (v2,v3)} U {(v1,v3)} dans la nouvelle instance. Dans ce cas, on note que w(7') =
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w'(T") puisque w(vy, v2) + w(vy, v3) = w'(v1, vs).

Figure 4.9 — Exemple d’application de la Regle de réduction 66| sur le triplet de couleurs {jaune, orange,
rouge} d’une instance initiale de MCA dont le graphe d’entrée G est en haut a gauche et dont le graphe
de hiérarchie de couleurs #(G) est en haut a droite. Dans cet exemple, les ensembles V., V,, et V,,
correspondent respectivement aux sommets de couleur jaune, orange et rouge dans G, et le sommet v*
introduit dans la regle de réduction correspond au sommet C* sur la figure. On crée une nouvelle instance
de MCA dont le graphe d’entrée G’ est en bas a gauche et dont le graphe de hiérarchie de couleurs H(G") est
en bas a droite. On initialise G’ = G, puis on supprime tous les sommets de couleur orange de G’ (ainsi que
leurs arcs incidents) et on crée un sommet C* avec w'(r, C*) = max{w(r, A1), w(r, Ay)} = 2, w'(r,Cy) =
m(r,Cy) = w(r, Ar) + w(A;,Cr) = 6 etw'(r,Cy) = m(r,Cy) = max{w(r, A1) + w(A, Cs), w(r, As) +
w(Ay, C2)} = 4. Dans chacun des deux graphes G et G, les arcs d’une solution de MCA sont représentés
en rouge.

On note que la Regle de réduction [66] posseéde une complexité en temps polynomiale puisqu’on ajoute
au plus n = |V(G)| arcs a une instance, qu’on en supprime au plus m = |A(G)| et enfin puisque 7 (vy, v3)
peut étre calculé en temps polynomial pour tout v; € V., et tout v € V,,.

Avant d’exposer la prochaine regle de réduction, on introduit la notation suivante : N;; (v) est]’ensemble
des couleurs uniques du voisinage entrant d’un sommet v dans G — une couleur c est unique si elle n’apparait
qu’une fois dans G. On rappelle également que ¢ est le nombre maximum de sommets qui n’appartiennent
pas a T dans GG. Pour tout sommet v € V, on montre maintenant une regle de réduction qui supprime des
arcs de G dans le but de borner | N;; (v)].
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Regle de réduction 68. Si une instance (G,C,col,w,r) de MCA contient un sommet v € V tel que
|N; (v)| > €+ 1, alors on peut supprimer de G les | Ny, (v)| — ¢ — 1 arcs entrants de plus petit poids de v.

Lemme 69. La Regle de réduction[68|est correcte.

Preuve. Comme |N;; (v)| > ¢+ 1, on observe qu’une solution 7" = (V, A7) de MCA contient nécessaire-
ment au moins deux sommets de N~ (v). Maintenant, soit v; un sommet appartenant a N, (v) tel que (vy, v)
est I’arc entrant de poids minimum d’un sommet de couleur unique vers v dans G. Mé&me si v; appartient a
T, il existera toujours au moins un autre sommet vy € Vi tel que w(vy,v) < w(vy,v). Par conséquent, on
en conclut que 7" ne contiendra jamais ’arc (v, v) et on peut sans perte de généralité le supprimer de G.
On prouve que la regle de réduction est correcte en répétant |N;; (v)| — ¢ — 1 fois ce raisonnement. O

On note que la Regle de réduction [68] possede une complexité en temps polynomiale puisqu’on sup-
prime au plus m — ¢ arcs de G.

On peut maintenant prouver le théoreme suivant.
Théoréme 70. MCA admet un kernel contenant O(x4 - (%) sommets.

Preuve. On décrit un processus de kernelisation pour obtenir une nouvelle instance de MCA a partir d’une
instance initiale en appliquant des regles de réduction présentées dans ce manuscrit, puis on montre que le
graphe d’entrée de cette nouvelle instance contient O(zy, - £*) sommets.

Tout d’abord, on réduit itérativement I’instance initiale selon les Regles de réduction 66} [68|et[44] (qui est
présentée dans la Section page[78). On note que I’application de ces régles de réduction s’effectue en
temps polynomial, puisqu’on peut exécuter les régles de réduction|66] [68|et[d4]au plus |C[?, n et |C| fois (re-
spectivement) en temps polynomial. On note ensuite C* 1’ensemble des feuilles de H qui appartiennent au
voisinage sortant de col(r) et VV* I’ensemble des sommets de G dont la couleur appartient a C*. On remarque
qu’on peut trouver une solution de MCA T™ dans G[{r} U V*] en temps polynomial puisque G[{r} U V*|
est une star. Par conséquent, on supprime VV* de G (ainsi que tous les arcs incidents a V'*), puis on ajoute un
sommet v* de couleur unique ¢* dans V' et un arc (r, v*) de poids w(7™). Par souci de clarté, on renomme
dans la suite (G, C, col, w, r) la nouvelle instance équivalente obtenue — en temps polynomial — et on définit
T = (Vp, A7) comme une solution de MCA dans cette instance. Dans un premier temps, on montre que le
degré entrant de chaque couleur de H est au plus égal a (¢ + 1)? + (. Cela nous servira 2 montrer, dans un
second temps, que le nombre n de sommets de GG est polynomialement borné par une fonction de x4 et de /.

On montre que le degré entrant des sommets de H est borné. Puisque 7' est colorful et puisque
|Vr| > n — ¢, il existe au plus ¢ couleurs non-uniques dans C. Par conséquent, le voisinage entrant de
chaque couleur ¢ € V(H) contient au plus ¢ couleurs non-uniques de G dans #H. De plus, aprés application
de la Régle de réduction [68] le voisinage entrant de chaque sommet v € V(G) contient au plus ¢ + 1 som-
mets de couleur unique dans GG. En outre, pour toute couleur ¢ € V(H), on suppose qu’il existe au plus
|V.] < ¢+ 1 occurrences de ¢ dans H puisque 7' ne peut pas étre colorful s’il existe plus de ¢ + 1 occur-
rences de ¢ dans G. Par conséquent, pour toute couleur ¢ € V(H), le voisinage entrant de ¢ contient au plus
|V.|-(¢+1) = (¢+1)* couleurs uniques de G dans H, et c posséde au plus (¢+1)?+¢ voisins entrants dans H.

Maintenant, on rappelle que X est I’ensemble des couleurs ¢ € C de degré entrant au moins égal a 2
dans H. On considere la forét 7 C #H dont I’ensemble de sommets est Cx = C \ (X U {c*}) et qui contient
chaque arc (¢, ¢’) de H tel que ¢, ¢ € Cx. Dans la suite, on va successivement borner le nombre maximum
de feuilles de F, le nombre maximum de sommets de F, de V (#) et finalement de V' (G) en fonction de
xy et de ¢. Tout d’abord, on rappelle que toutes les feuilles de H qui n’appartiennent pas au voisinage
sortant de col(r) sont des couleurs difficiles, sinon on pourrait encore appliquer la Regle de réduction
Par conséquent, toutes les feuilles de F appartiennent au voisinage entrant d’une couleur difficile dans
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H. Puisque le degré entrant maximum de toute couleur de H est au plus égal a (¢ + 1)? + ¢, le nombre
maximum de feuilles de F est au plus égal & x4, - (£ + 1)? + ¢). Maintenant, selon la Régle de réduction
aucun sommet de H ne possede un unique voisin entrant ainsi qu’un unique voisin sortant dans /. Par
conséquent, tous les sommets de F qui possedent un unique voisin entrant ainsi qu’un unique voisin sortant
dans F possedent également au moins une couleur difficile dans leur voisinage sortant dans . La forét F
contient donc au plus O(x4 - £2) sommets qui ne sont pas des feuilles dans F et qui n’appartiennent pas au
voisinage entrant d’au moins une couleur difficile dans . Par conséquent, on observe que [Cx| = O(z3-(?)
et que |C| = O(zy - ?), puisque Cr = C \ (X U {c*}) et que |X| = x4. Pour terminer, on rappelle que G
contient au plus ¢ sommets de plus que H puisque 7' C G est colorful et contient au moins n — ¢ sommets.
Ainsi, on obtient bien n = O(zy, - ). O

4.2.3 Etude de MCA en fonction de la treewidth de H

On rappelle que la treewidth de (1alversion non-orientée|de) ‘H est notée t4,. De plus, selon le Théoréeme 46|
MCA se résout en temps polynomial quand H est un arbre — et donc quand ¢, = 1. Par conséquent, il
est 1égitime de se demander si MCA admet des algorithmes FPT relativement a ¢;. On donne le résultat
suivant.

Théoréme 71. MCA est W|[2|-dur relativement a t.

Preuve. On effectue une réduction a partir du probleme k-MULTICOLORED SET COVER, qui est trés sem-
blable a celle décrite dans la preuve du Théoreme On définit £-MULTICOLORED SET COVER ci-
dessous.

k-MULTICOLORED SET COVER

e Instance: Un ensemble U = {uy, us, ..., u,} d’éléments, un ensemble F = {51, S,,...,5,}
de sous-ensembles de U/, un ensemble de couleurs A avec une fonction de coloration col’ : F —
A, un entier &k

e Question: Existe-t-il un sous-ensemble S C F dont I’'union des ensembles qu’il contient est
U et tel que (i) |S| = k et (ii) S est colorful, i.e. col'(S;) # col’(S;) pour tous S;, S; € S ?

On effectue la réduction de la maniere suivante : pour toute instance de k-MULTICOLORED SET
COVER, on crée un DAG a trois niveaux de sommets G = (V. = V; UV, U V3, A) avec V; = {r},
Vo ={uvi|ie[p)}etVs={z|je ¢} (voir Figure[4.10). On appelle V; le niveau 2 de G et V; le niveau
3 de G. Concretement, on crée un sommet au niveau 2 pour chaque ensemble S; de F, et un sommet au
niveau 3 pour chaque élément de /. Il existe un arc de poids —1 a partir de » vers tous les sommets au
niveau 2 et, pour tout i € [p| et j € [¢], il existe un arc de poids p de v; & z; si I’élément u; appartient a
I’ensemble .S;. On définit col de la maniere suivante : on attribue tout d’abord une couleur unique a chaque
sommet de V; U V3 ; on attribue ensuite une méme couleur a deux sommets v;, , v;, de V5 si et seulement si
la couleur des deux ensembles correspondants 5;, et S;, est la méme. Par conséquent, on observe que H est
également un DAG a trois niveaux de sommets avec col(V7), col(V3) et col(V3) respectivement aux niveaux
1, 2 et 3. La construction décrite ci-dessus est donc une instance correcte de MCA. On montre maintenant
qu’il existe un sous-ensemble colorful & C F de cardinalité k£ dont 1’'union des ensembles qu’il contient
est U si et seulement si il existe une arborescence 7' C G colorful, enracinée en r et de poids w(7T) = pg—k.

(=) On suppose qu’il existe un sous-ensemble colorful & C F de cardinalité & dont I’'union des en-
sembles qu’il contient est I/ et on définit I = {i € [p] | S; € S}. On définit ensuite Vo = {r} U {v; | i €
IYU{z; | j € [¢q]}. Clairement, G[Vr]| est connexe puisque r posseéde un arc vers tous les sommets au
niveau 2 et puisqu’il existe un arc (v;, z;) € A si un élément u; est contenu dans un ensemble S; C S. On
note 7" une arborescence couvrante de G[V7|. Clairement, T est colorful puisque S est colorful. De plus, T’
est de poids pg — k puisque 7" contient k arcs de poids —1 du niveau 1 vers le niveau 2 et ¢ arcs de poids p



104 CHAPITRE 4. RESULTATS DE COMPLEXITE PARAMETREE POUR MCA

du niveau 2 au niveau 3.

(<=) On suppose qu’il existe une arborescence 7' C G colorful, enracinée en r et de poids w(7T") = pg—k
On observe que toute arborescence 7" dans GG qui contient 7 et au moins un sommet appartenant a V3 doit
contenir au moins un sommet appartenant a V5 pour étre connexe. De plus, s’il existe un sommet de type
z; qui n’appartient pas a 7', alors w(7') < pg — p — 1 puisque tous les arcs du niveau 1 vers le niveau 2
ont un poids de —1. Par conséquent, si w(7T") = pq — k, alors T" contient tous les sommets appartenant au
troisieme niveau de G ainsi qu’exactement £ sommets appartenant au deuxieéme niveau. Maintenant, soit
S ={S;:1 € [p]|v € Vr}. Clairement, S est un sous-ensemble colorful de F — puisque 7" est colorful —
dont I'union des ensembles qu’il contient est I/ — puisque tous les sommets appartenant au troisieme niveau
de G appartiennent a 7'. De plus, S est de cardinalité k puisque 7" contient £ sommets appartenant au niveau
2. La réduction présentée est donc correcte.

Maintenant, on rappelle que # est un DAG a trois niveaux de sommets avec col(V}), col(V%) et col(V3)
respectivement aux niveaux 1, 2 et 3. Par conséquent, il existe une décomposition arborescente triviale
({X; : i € {0}U]| col(V3)+1|]}, T) de (la[version non-orientée|de) H, présentée dans la Figure[d.11] qu’on
décrit de la maniére suivante : le sac X, = {col(r)} possede un arc vers le sac X; = {{col(r)} Ucol(V3)} ;
tous les autres sacs de type X; contiennent col(1%) ainsi qu’une couleur distincte de col(V3) et posseédent
un arc entrant a partir de X;. Ainsi, la width de ({X; : i € {0} U [| col(V3) + 1|]}, T) est égale a k, ce qui
implique que t3 < k. Par conséquent, MCA est W/[2]-dur relativement a ¢3, puisque k-MULTICOLORED
SET COVER est connu pour étre W/[2]-dur relativement a k. O

|
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Figure 4.10 — Construction d’une instance de MCA a partir d’une instance de £K-MULTICOLORED SET
COVER avec U = {Ul, Ug, . .. ,UQ} et F = {Sl = {ul, U2, U3}, Sy = {U17 us, U5}, 53 = {UQ, Uy, U6}7 Sy =
{uy, us, ur,ug}, Ss = {ug,us,ug}t,S¢ = {ur,ug}}. Les ensembles S; et Sy sont de méme couleur ; les
ensembles 5, et S5 sont de méme couleur (qui est distincte de celle des ensembles S; et .S,) ; les ensembles
S5 et Sg possedent chacun une couleur unique. Dans I’instance de MCA, tous les sommets de G qui ne
sont pas colorés posseédent une couleur unique. On observe que S = {55, S3, S5, Se} est un sous-ensemble
de F de cardinalité £ = 4 et que la solution 7" de MCA représentée en rouge dans I’instance créée est de
poids w(T) =4-(—1)+9-6 = 50.

Soit U(H) la version non-orientée de 7. On utilise maintenant la preuve ci-dessus dans le but de
montrer que MCA n’admet vraisemblablement pas d’algorithme FPT relativement a divers parametres liés
a U(H). Premierement, le vertex cover number de U(H) est la cardinalité du plus petit sous-ensemble
couvrant de U(H), i.e. du plus petit sous-ensemble S C V(H) tel qu’au moins un des deux sommets
incidents a chaque aréte de U () appartient a S. Dans la réduction qui précede, on remarque que col(1%)
est un ensemble couvrant de U(H) et donc que |S| < k, avec k le parametre de k-MULTICOLORED SET
COVER. On obtient le corollaire suivant.
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/] L\

col(z1) || col(z2) || col(z3) || col(zy) || col(zs) || col(zg) || col(z7) || col(zs) || col(ze) col(V3)

{X;:iefo,...,10},7T) @
a e @ e @ @ @ @ @ X; = col(Va) U {col(z;—2)}

Figure 4.11 — Illustration de la preuve du Théoréme La décomposition arborescente ({X; : i €
{0,...,10},7T) (en bas) a été créée a partir du graphe de hiérarchie de couleurs # (en haut) de I’instance
de MCA présentée dans la Figure .10}

col(V4)

col(V3)

Corollaire 72. MCA est W|[2|-dur relativement au vertex cover number de U (H).

Deuxiemement, le feedback vertex set number est la cardinalité du plus petit sous-ensemble S C V' (H)
tel que U(H[V (H)\ S]) est acyclique. La cardinalité d’un tel ensemble est un paramétre intéressant puisque
z3 = 0 dans H[V(#H) \ S]. Dans la réduction qui précede, on observe que col(V3) est un feedback vertex
set des sommets de U(7) puisque tout ensemble couvrant de U(#H) est également un feedback vertex set
de U(H). On en déduit que |S| < k et on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 73. MCA est W|[2|-dur relativement au feedback vertex set number de U(H).

Troisiémement, on rappelle que dans la preuve du Théoreme[71|chaque couleur appartenant au troisieme
niveau de H est une feuille. En fait, on remarque que le nombre de couleurs de degré sortant au moins égal a
2 dans H est égal a | col(V1)|+ | col(Vz)| = k+ 1. Bien que le Théoreme|[61]ait montré que MCA appartient
a FPT relativement a x4, le nombre de couleurs de degré entrant au moins égal a 2 dans 7, on obtient le
résultat suivant.

Corollaire 74. MCA est W|2|-dur relativement au nombre de couleurs de degré sortant au moins égal a 2
dans H.
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Selon le Théoreme MCA est W[2]-dur paramétré par t5,. Par conséquent, il est intéressant de
trouver un parametre dont la combinaison avec ¢4 permette de produire un algorithme FPT pour MCA. On
considere ici le parametre ¢ = n — |C|. On rappelle que MCA paramétré par { est W[1]-dur d’apres le
Corollaire mais on a vu que le probléme peut étre résolu en temps O*(2¢) quand G est une arborescence
(voir Proposition [56). De plus, on rappelle que MCA est dans P quand # est une arborescence (voir
Théoreme , et donc quand ¢t = 1. Enfin, on rappelle que toute instance de MCA contenant |C| couleurs

posséde au plus 2¢ sous-graphes [fully-colorfullde G (voir Lemme page . On montre maintenant que
MCA est dans FPT relativement a ty + (c.

Théoréme 75. MCA peut étre résolu en temps O*(2°¢ - 4'%) et en espace O* (3'+).

Preuve. Dans la suite, soit ({X; : ¢ € I},T) une bonne décomposition arborescente (voir Définition
page 22) de (lalversion non-orientée|de) 7. On propose dans cette preuve un algorithme de programmation
dynamique qui utilise cette décomposition arborescente afin de calculer une solution de MCA dans tout
sous-graphe fully-colorful G’ inclus dans G. Pour cela, on observe tout d’abord que ({X; : i € I}, T) est
également une décomposition arborescente de la version non-orientée du graphe de hiérarchie de couleurs
de tout sous-graphe de G. De plus, comme tout graphe colorful est isomorphe a son graphe de hiérarchie
de couleurs, on remarque que ({X; : @ € I}, 7) est en fait une décomposition arborescente de tout sous-
graphe fully-colorful G’ inclus dans G. Par conséquent, on suppose sans perte de généralité que chaque sac
X; contient les sommets d’un tel graphe G’ au lieu des couleurs de H(G") et que Xy = {r} est la racine de

{X;:iel},T).

Dans la suite, pour toute couleur ¢ € C et tout nceud de suppression X; avec X; ’enfant de X; dans
({X;:ieI},T)telsque X; = X; U{c}, ondit que c a été oublié¢ au nceud X;. De plus, si c a été oublié
au neeud Xy, dans ({X; : i € I}, T) et qu’il existe un chemin de X; vers X dans ({X; : i € I}, T), alors
on dit que c a été oublié en-dessous de X;. On crée maintenant deux tables de programmation dynamique
T;[L1, Lo, Ls] et D;[Ly, Lo, L] pour tout i € I et tous sous-ensembles Ly, Lo, L3 appartenant a X; tels que
L1® Ly® Ly = X;. Chaque entrée de type T;[L1, L2, L3] contient le poids d’une solution partielle de MCA
dans G’ qui est constituée d’une collection de | L, | arborescences telles que :

— tout sommet v € L est la racine d’exactement une de ces arborescences,

— tout sommet v € Lo est contenu dans exactement une de ces arborescences (mais n’en est pas la

racine),

— aucun sommet v € L3 n’appartient a une de ces arborescences,

— tout sommet v € V dont la couleur été oubliée en-dessous de X; dans ({X; : i € [}, T) peut

appartenir a I’'une de ces arborescences,

— il n’existe aucune autre collection d’arborescences dont la somme des poids est strictement supérieure

a celle-ci sous les mémes contraintes.

Chaque entrée de type D;[L;, L2, L3 contient le poids de la méme solution partielle que celle de ’entrée
correspondante 7;[L;, Lo, L3], & I’exception des sommets v € V' dont les couleurs ont été oubliées en-
dessous de X; et qui ne peuvent ici appartenir a aucune arborescence de la solution partielle. On décrit
maintenant comment remplir chaque entrée de type T;[L1, Lo, L3]. On précise que chaque entrée de type
D;[Ly, Lo, L] est calculée de la méme maniére qu’une entrée de type 7T;[ L1, Lo, L3, sauf si X; est un nceud
de suppression — on montrera comment remplir D;[Ly, Lo, L3] dans ce cas.

e Si X, est un neeud feuille: T;[Lq, Lo, L3] =0

On observe que les noeuds feuilles sont les cas de base de notre algorithme de programmation dynamique
puisque ({X; : ¢ € I}, T) est une bonne décomposition arborescente de G. De plus, on rappelle que les
nceuds feuilles de ({X; : ¢ € I}, T) contiennent un unique sommet de G’ ; la seule solution partielle pour
de tels nceuds est donc de poids nul.
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e Si X; est un neeud introductif possédant un enfant X; et si v* est le sommet introduit, i.e. si X; =
Xj U {U*} .

( (a) max {> w(v*,v) + T;[Ly US\ {v*}, Ly \ S, Ls]} siv* € Ly
VSCL2 veS
b) max A{w(u,v*)+
Ti[Ly, Ly, L3] = | )V"E(LlLJLZ){ ) T US IS I I
* . U * . 1 *
(Sl 0) S L US\ {0} Lo\ S L)) siv € Lo
L (C)T‘J'[LhLQ,Lg\{U*}]} siv* € Lg
ol on définit w(u,v) = —oo s’il n’y a pas d’arc de u vers v dans G’. On distingue trois cas : soit v* est

la racine d’une arborescence dans la solution partielle (cas (a)), soit v* appartient & une arborescence dans
la solution partielle mais n’est pas la racine de cette arborescence (cas (b)), ou soit v* n’appartient pas a
la solution partielle (cas (c)). Dans le cas (a), S correspond a I’ensemble des voisins sortants de v* dans
la solution partielle calculée ; les sommets de S n’ont donc aucun autre voisin entrant que v* dans cette
solution partielle. Par conséquent, ces sommets sont les racines des arborescences de la solution partielle
dans les entrées correspondantes de type 7; (pour rappel, X; est I'unique enfant de X;). Maintenant, on
remarque que le cas (b) est trés similaire au cas (a). En plus d’un ensemble S de voisins sortants, le fait
que vy € Lo implique que v* posséde un voisin entrant u € (L; U L) dans la solution partielle. Comme
ce voisin entrant v ne peut pas également étre un voisin sortant de v*, u n’appartient pas a .S. Calculer
de maniére exhaustive toutes les possibilités a la fois pour S et u nous permet d’assurer que 7;[ Ly, Lo, L]
est correctement remplie. Enfin, par définition de L3, on observe que v* n’appartient pas a la solution
partielle de T;[ Ly, Lo, L3] si v* € Lz. On montre dans 1’Exemple [76| comment remplir une entrée de type
T;[L1, Ls, Ls] si X; est un nceud introductif.

e Si X est un nceud de suppression possédant un enfant X; et si v* est le sommet oubli€ :
TiLy, Lo, Ls] = max{T}j[L1, Ly U {v"}, L3], Tj[ L1, Lo, L3 U {v"}]}

Concretement, la formule ci-dessus détermine si le poids de la collection d’arborescences contenue dans
T;[L1, La, L3] est supérieur avec ou sans v* appartenant & Ly. On observe qu’on ne considére pas le cas
ou vy est la racine d’une arborescence puisqu’une telle arborescence ne pourrait par la suite pas €tre
connexe avec le reste de la solution partielle via un nceud introductif. Par ailleurs, on remarque que
D;[Ly, Lo, Ls] = Dj[Ly, Lo, L3 U {v*}] puisque la solution partielle dans D;[L;, Lo, L3] ne contient par
définition aucun sommet oublié.

e Si X; est un nceud joint possédant deux enfants X, et X, :
E[Lla L27 L3] = E[Lla L27 L3] + Tk’[Ll7 L2a L3] - Di[L17 L2a LB]

Concrétement, une solution partielle de 7;[L, Lo, L3] peut contenir les sommets oubliés d’une solution
partielle de T;[Ly, Lo, L3] ainsi que ceux d’une solution partielle de T;[L1, Lo, L3]. Comme une solution
partielle de D;[L;, Lo, L3] ne contient aucun sommet oublié, le poids de chaque arc d’une solution partielle
de T;[Ly, Ly, L3] est compté exactement une fois.

On remplit les tables a partir des feuilles de ({X; : @ € I},7T) jusqu’a la racine pour tout i € [ et de
maniere a ce que toute entrée de type T;[ Ly, Lo, L3] soit calculée juste apres ’entrée correspondante de type
D;[Ly, Lo, Ls]. Maintenant, toute solution 7" = (V+, Ar/) de MCA dans un sous-graphe fully-colorful G’
inclus dans G est de poids w(7") = Typ[{r}, D, 0] — et on peut alors retrouver la solution correspondante
en effectuant du backtracking. Par conséquent, on observe qu’on peut calculer 7" en remplissant les deux
tables de type T; et D;. Chaque table posséde exactement 3'* entrées, ce qui donne une borne supérieure
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pour la complexité spatiale de 1’algorithme. Les entrées les plus cofiteuses a calculer en terme de temps
d’exécution sont celles des cas (a) et (b) pour les nceuds introductifs, dans lesquels on considére en tout
O*(4') cas distincts puisque X; peut étre partitionné en quatre sous-ensembles L, Lo \ S, Ly N S et Ls.
Enfin, une solution de MCA dans G est également une solution de MCA dans au moins un sous-graphe
fully-colorful G’. Par conséquent, calculer une solution de MCA dans chacun de ces sous-graphes G’
nous permet de certifier que 1’algorithme est correct et, selon le Lemme ajoute un facteur O(2) a la
complexité totale en temps de 1’algorithme décrit ci-dessus — ce qui prouve notre théoreme. ]

Exemple 76. Illustration de I’algorithme présenté dans le Théoreme

Dans cet exemple, on montre comment calculer une case de type T;[Lq, Lo, L] quand X; est un nceud
introductif. L’instance de MCA considérée ainsi qu’'une partie de la décomposition arborescente dont on
dispose sont présentées dans la Figure Dans la suite, on suppose que :

— T;[{A, B}, {D,E},0] =w(A,D) + w(B,E) +w(D, ) =14+ —-3+3=1,

— T;[{A,B,D} {E},0] =w(B,E)+w(D, ') = —-3+3=0,

— T;[{A,B,E}, {D},0] =w(A,D)+w(D,[)=1+3=4,

— T;[{A,B,D,E},0,0] = w(D, I') =
On montre maintenant comment calculer formellement I’entrée T;[{ A, B}, {D, E'}, 0].

T.[{A, B}, {D,E}0] =max{ w(A,C)+ max{T;[{4, B}, {D,E},0],

)+ T;[{A, B, D}, {E},0,

)+ T;[{A, B, E}, {D}. 0],

) +w(C, E) + T;[{A, B, D, E},0,0] },

=max{ —1+max{1,44+0,2+1,4+2+3}, ...}
=5

On réutilise maintenant la preuve du Théoréme [65] (page 08) afin de montrer que MCA n’admet pas
de kernel polynomial relativement a t5, + ¢ sauf si NP € coNP/Poly. Dans cette preuve, on rappelle que
k-SET COVER n’admet pas de kernel polynomial relativement a ¢ sauf si NP € coNP/Poly [21] et que
k-SET COVER est NP-dur [69]. De plus, on rappelle que la version décision de MCA appartient clairement
a NP et que le graphe d’entrée de MCA qui est construit dans la preuve du Théoréme [65]est colorful, ce qui
implique que /¢ = 0. On montre maintenant que t3 < x5, + 1 dans U(H), la version non-orientée de #.
Pour cela, on remarque dans un premier temps que ’ensemble couvrant de U(#H) de cardinalité minimum
est soit (col(V7) U col(V3)) soit col(V3). Puisque |col(Vy) U col(Vs)| = x4 + 1, la cardinalité minimum
d’un ensemble couvrant de U(7H) est au plus égale a x5, + 1. Dans un deuxieme temps, on rappelle que
la treewidth d’un graphe est une borne inférieure sur la cardinalité du plus petit ensemble couvrant de ce
graphe. Par conséquent, on en déduit que ¢3; < x4 + 1 dans I'instance de MCA qui est construite dans la
preuve du Théoreme [65] et on obtient donc le corollaire suivant.

Corollaire 77. MCA n’admet pas de kernel polynomial relativement a ty; méme si {c = 0, sauf si NP €
coNP /Poly.

Dans cette section, on a montré des résultats de complexité paramétrée pour le probleme MCA rela-
tivement a la structure du graphe de hiérarchie de couleurs et au nombre de répétitions de couleurs dans le
graphe d’entrée. Ainsi, on a présenté plusieurs algorithmes FPT pour résoudre ce probléme, ainsi qu’un
ensemble de regles de réductions qui a ensuite permis de prouver que MCA admet un kernel polynomial
relativement a une combinaison de deux parametres étudiés. Dans la section suivante, on va maintenant
déterminer dans quelle mesure ces résultats théoriques peuvent étre appliqués sur des instances de MCA
issues de données biologiques.
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Figure 4.12 — Illustration de 1I’Exemple (76| présenté pour le Théoreme On suppose ici que le graphe
d’entrée GG d’une instance de MCA est un graphe colorful et donc que le graphe G’ (en haut a gauche)
est un sous-graphe fully-colorful de G. Le nceud X; = {A, B,C, D, E'} est un nceud introductif de la
décomposition arborescente ({X; : i € I}, 7T) (présentée dans la partie basse) et on représente le graphe
G’[X;] en haut a droite. Dans cet exemple, on suppose que le sommet F' a été oublié en-dessous de X;
dans ({X; : ¢ € I}, T) ; onreprésente F' en marron dans G[X;] (ainsi que les arcs incidents a F' qui sont
représentés en marron et en pointillé) afin de mieux illustrer les calculs effectués dans I’Exemple @
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4.3 Expérimentations

L’ objectif de cette section est de comparer sur des instances réelles les performances de I’unique algo-
rithme FPT disponible dans la littérature pour MCA (a I’exception de notre travail) avec un des algorithmes
présentés dans la Sectiond.2] Dans la suite, I’algorithme disponible dans la littérature est nommé ALGO-
C ; il posséde une complexité en temps en O*(3I€!) et a été présenté dans le Théoreme [50| (page . On
a choisi de comparer les performances d’ALGO-C avec celles de ALGO-XH, qui possede une complexité
en temps en O*(3"%) et qui a été présenté dans le Théoreme [61] (page [93). Puisque 24 < |C|, nous avons
de bonnes raisons d’espérer que les performances réalisées par ALGO-XH soient meilleures que celles de
ALGO-C.

Avant de continuer, on précise que 1’équipe de Sebastian Bocker (Friedrich-Schiller-Universitit Jena,
Allemagne) est spécialisée dans 1’identification de métabolites via I’utilisation des arbres de fragmentation
—ce qui a mené a la création des problemes MCS et MCA. Cette équipe a tout d’abord créé 1’algorithme
ALGO-C [18]], puis a observé que I'utilisation de techniques de programmation linéaire [8] permet de ré-
soudre plus rapidement des instances de MCS qu’en utilisant ALGO-C [41]. L’équipe de Sebastian Bocker
a donc abandonné d’un point de vue applicatif le domaine de la complexité paramétrée au profit de ceux
de la programmation linéaire [120] et des heuristiques [45] pour résoudre MCS. IlIs ont (entre autres) mis
a disposition de la communauté le logiciel Sirius 3 [[16], déja évoqué dans le Chapitre 3 (page [63), pour
résoudre MCS. Dans le manuel d’utilisation de Sirius 3[1, Bocker et al. expliquent que 1’élaboration du
logiciel, ainsi que des nombreuses recherches théoriques sous-jacentes, se sont étalées sur dix ans. Dans
ce manuscrit, nous ne prétendons pas que I’algorithme ALGO-XH permet d’obtenir de meilleurs résul-
tats que le logiciel Sirius 3 pour obtenir des arbres de fragmentation puisque ce dernier n’implémente pas
I’algorithme ALGO-C. En revanche, on montre que I’algorithme ALGO-XH permet d’obtenir de meilleurs
résultats que 1’algorithme ALGO-C. Par conséquent, on montre qu’il n’est pas vain d’étudier le probleme
MCA sous le prisme de la complexité paramétrée et qu’on pourrait espérer, a terme, obtenir des résultats
similaires a ceux de Sirius 3.

Les implémentations des algorithmes ALGO-C et ALGO-XH sont disponibles a 1’adresse https:
//github.com/Neojko/MCA. Celles-ci ont été effectuées en Java dans I’optique d’étre intégrées en
plugins pour Gephiﬂ, un outil utilisé pour la visualisation et I’analyse de graphes.

4.3.1 Présentation des instances

On dispose de 626 949 instances de MCA fournies par 1’équipe de Sebastian Bocker, que j’ai eu
I’occasion de rencontrer pendant un séjour de deux semaines en 2017 Ces instances sont classifiées
en fonction de la masse du métabolite inconnu étudié, qui varie entre 100 Da et 600 Da. De plus, il existe
des instances classiques, qui ont été modélisées a partir de spectres — comme décrit dans la Section [3.1]—,
et des instances réduites, qui ont été obtenues a partir des premieres en appliquant les regles de réduction
décrites dans I’article de White et al. [[120]. On précise qu’on dispose ici de 330 369 instances classiques
et seulement de 296 580 instances réduites — et donc qu’il n’existe pas d’instance réduite pour 10.23% des
instances dont on dispose. Il existe au total dix dossiers d’instances, qui sont présentés dans le Tableau 4.3

Pour chaque dossier d’instances, le Tableau4.3|indique la valeur moyenne de tous les parametres étudiés
pour le probleme MCA dans ce chapitre a I’exception du parametre ¢4, — la treewidth de H. En effet, déter-
miner la treewidth d’un graphe est NP-dur [4] et on a donc indiqué dans ce tableau la dégénérescence de

1. disponible a I’adresse https://bio.informatik.uni-jena.de/sirius—-training/

2. https://gephi.org/

3. Jai effectué deux séjours en Allemagne en 2017. Ces séjours ont été financés par le PHC PROCOPE numéro 37748TL
entre la France et 1’ Allemagne.
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‘H, une borne inférieure de ¢4, qui se calcule en temps linéaire [85]].

| Dossier | #instances | n | m | m~ | [C]] wy] s | deg | lc |
100-200 237 | 1941 109.33 93.61 | 17.66 | 13.37 | 85.20 | 7.38 1.75
200-300 14946 | 35.92 259.96 240.81 | 24.23 | 18.81 | 155.61 | 8.72 | 11.69
300-400 74857 | 74.34 809.10 775.38 | 34.31 | 28.70 | 319.85 | 12.96 | 40.03
400-500 165943 | 152.28 | 2753.52 | 2699.93 | 40.95 | 35.64 | 504.69 | 17.71 | 111.33
500-600 74386 | 320.61 | 10227.97 | 10132.59 | 48.06 | 43.58 | 785.70 | 25.51 | 272.55
-100-200 0 2689 | 132.67| 611126892033 10678 7.22 0
1-200-300 7893 | 17.92 |  67.62 | 4347 | 1481 | 876 | 4549 355| 3.11
300-400 | 61886 | 2446 | 12528 | 9554 | 1627 | 1027 | 6941 | 4.16| 8.19
r400-500 | 155221 | 37.82 | 245.17 | 20604 | 1822 | 1234 | 97.88 | 4.97 | 19.60
r-500-600 71571 | 79.03 648.08 590.01 | 23.93 | 17.67 | 164.62 | 7.29 | 55.10

Tableau 4.3 — Valeurs moyennes des différents parametres étudiés dans ce chapitre pour le probleme MCA
sur I’ensemble d’instances dont on dispose. Ici, le dossier 100-200 contient toutes les instances dont le
poids du métabolite d’entrée est compris entre 100 Da et 200 Da. Si la lettre ‘r’ est placée devant un
nom de dossier, alors les instances de ce dossier ont été obtenues apres application des regles de réduction
présentées dans [120]]. Pour toute instance de MCA, on note n le nombre de sommets du graphe GG, m son
nombre d’arcs, m~ le nombre d’arcs de poids négatif, |C| le nombre de couleurs, x4, le nombre de couleurs
difficiles, s le nombre d’arcs a retirer de H pour qu’il se transforme en arborescence, deg la dégénérescence
deHetle=n—|C|

On établit maintenant plusieurs constats a partir du Tableau[d.3] Premierement, on observe que la valeur
des parametres étudiés est généralement plus élevée dans une instance dont la masse du métabolite étudié
est elle-méme élevée. En effet, plus la masse d’un métabolite est élevée plus celui-ci est susceptible de se
fragmenter pendant le processus de spectrométrie de masse. Le spectre produit contiendra donc plus de
pics, ce qui augmentera le nombre de couleurs et donc potentiellement la valeur des autres parametres du
graphe.

Deuxiemement, on constate que la valeur de x4 est toujours inférieure de quelques unités a la valeur
de |C| dans les instances fournies. En particulier, x4, est en moyenne au moins 25% plus petit que |C| dans
les instances réduites que dans les instances classiques. Pourtant, dans le graphe d’entrée G = (V, A) de
chaque instance classique qui nous a été fournie, la racine r posséde un voisin unique ' € V' et tout le reste
du graphe est transitif. En d’autres termes, pour tout ensemble de sommets {z,y, z} de V' \ {r}, s’il existe
(x,y) € Aet(y, z) € Aalorsil existe (z, z) € A. En effet, si une premiére molécule est une sous-molécule
d’une deuxieme molécule qui est elle-méme une sous-molécule d’une troisieme molécule, alors la premiere
molécule est nécessairement une sous-molécule de la troisieme molécule. Cette transitivité des instances
explique en partie pourquoi la différence entre le nombre moyen de couleurs d’une instance et le nombre
moyen de couleurs difficiles d’une instance est sensiblement la méme dans les instances classiques et dans
les instances réduites.

Troisiemement, on remarque que les autres algorithmes FPT présentés dans ce chapitre ont peu d’intérét
a €tre implémentés et testés sur I’ensemble des instances dont nous disposons. Par exemple, le nombre
moyen d’arétes de poids négatif contenues dans une instance de MCA (colonne m~ du Tableau ex-
clut tout intérét a implémenter 1’algorithme présenté dans le Théoreme [54] De méme, on rappelle que la
dégénérescence d’un graphe n’est qu’'une borne inférieure pour la treewidth et que les valeurs de /. devi-
ennent supérieures a celles de x4 si le métabolite étudié est de masse supérieure ou égale a 300 Da (resp.
a 400 Da) pour les instances classiques (resp. réduites). Par conséquent, 1’algorithme présenté dans le
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Théoreme [/5] présente €galement un intérét pratique limit€ — méme si le métabolite €tudi€ est de masse
inférieure a 300 Da.

4.3.2 Analyse des résultats

On a exécuté les algorithmes ALGO-C et ALGO-XH sur I’ensemble des 626 949 instances dont nous
disposons avec un temps limite de 60 secondes pour résoudre chaque instance avec chaque algorithme. Les
tests ont été effectués sur un serveur contenant 4 processeurs de 20 cceurs hyperthreadés (vus par le systeme
comme 160 cceurs) Intel Xeon E7-8870 a 2.10GHz, 1.5 To de RAM et 10 To de stockage local extensible
par SAN et/ou cluster filesystem.

La Figure d.13|représente le nombre d’instances résolues par les algorithmes ALGO-C et ALGO-XH en
fonction du nombre de couleurs contenues dans ces instances. On précise que toutes les instances qui ont été
résolues par ALGO-C ont aussi été résolues par ALGO-XH. Dans un premier temps, on observe que les deux
algorithmes résolvent une vaste majorité des instances contenant 30 couleurs ou moins dans le délai imparti,
puis que les deux algorithmes deviennent beaucoup moins efficaces quand les instances contiennent plus
de 30 couleurs. D’apres cette premiere figure, les performances des deux algorithmes semblent similaires
puisque I’algorithme ALGO-XH ne résout que 4.6% d’instances de plus que I’algorithme ALGO-C en 60
secondes.

—  Mombre total dinstances
Aloo-C &
— Alao-¥H ;

Mombre dinstances résolues
32405  4e405 5e405  Ge+05
l | l |
b
g

2e405
|

10 15 20 25 30 3 40 45 50 bE &0

Wombre de couleurs

Figure 4.13 — Nombre d’instances de MCA résolues en 60 secondes en fonction du nombre de couleurs
contenues dans les instances.

Avant de comparer plus précisément les performances des deux algorithmes, on souligne que, d’apres
le Tableau 4.3] la majorité des arcs est de poids négatif dans les instances de MCA dont on dispose. En
réalité, on a observé que le poids d’une solution de MCA est nul dans 442 297 des 495 056 instances —
soit 89.3% — qui ont été résolues par au moins ALGO-C ou ALGO-XH. De plus, I’algorithme ALGO-C
a retourné une solution nulle de MCA en moins d’une seconde pour plus de 91% (et plus de 95% pour
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ALGO-XH) de ces 442 297 instances. Par conséquent, on compare dans la suite les performances des
deux algorithmes uniquement dans les instances que nous appellerons dures, c’est-a-dire les instances qui
(1) n’ont été résolues ni par ALGO-C ni par ALGO-XH dans le délai imparti, ou (ii) ont été résolues
par au moins un de ces deux algorithmes dans le délai imparti et dont le poids de la solution optimale
donnée en sortie est strictement positif. Pour chaque dossier d’instances, on reporte dans le Tableau la
valeur moyenne de tous les parametres étudiés pour le probleme MCA dans ce chapitre — a I’exception du
parametre ¢4, qui est remplacé par la dégénérescence de H — en prenant uniquement en compte les instances
dures dont on dispose. Globalement, toutes les valeurs moyennes des parametres sont plus élevées dans ce
tableau que dans le Tableau 4.3]

| Dossier | #instances | n | m | m~ | [C]] wy] s | deg | lc |
100-200 96 | 24.01 161.06 128.71 | 22.22 | 18.06 | 131.60 | 9.86 1.79
200-300 4124 | 51.93 516.76 465.41 | 34.58 | 29.57 | 317.76 | 13.99 | 17.35
300-400 20492 | 107.01 | 1596.64 | 1507.30 | 46.64 | 41.66 | 609.74 | 20.68 | 60.36
400-500 46055 | 202.12 | 4512.48 | 4380.03 | 53.49 | 48.80 | 860.12 | 26.31 | 148.64
500-600 23157 | 343.95 | 11688.88 | 11515.78 | 57.39 | 53.32 | 1112.47 | 32.34 | 286.56
r-100-200 8 30.0 149.13 68.63 | 30.0 | 22.88 | 120.13 | 8.13 0
r-200-300 3248 | 3391 150.31 9740 | 27.13 | 18.94 | 104.88 | 6.87 6.78
r-300-400 19949 | 57.49 354.43 274.01 | 35.09 | 26.42 | 199.30 | 996 | 2240
r-400-500 45188 | 98.74 764.82 649.86 | 41.76 | 33.28 | 301.39 | 13.10 | 56.97
r-500-600 22335 | 182.88 | 1820.43 | 1672.18 | 47.99 | 39.97 | 441.74 | 17.20 | 134.89

Tableau 4.4 — Valeurs moyennes des différents parametres étudiés dans ce chapitre pour le probleme MCA
sur I’ensemble d’instances dures dont on dispose. Ici, le dossier 100-200 contient toutes les instances dures
dont le poids du métabolite d’entrée est compris entre 100 Da et 200 Da. Si la lettre ‘r’ est placée devant un
nom de dossier, alors les instances de ce dossier ont été obtenues apres application des regles de réduction
présentées dans [120]. Pour toute instance de MCA, on note n le nombre de sommets de (&, m son nombre
d’arcs, m~ le nombre d’arcs de poids négatif, |C| le nombre de couleurs, 3, le nombre de couleurs difficiles,
s le nombre d’arcs a retirer de ‘H pour qu’il se transforme en arborescence, deg la dégénérescence de H et
gc =n — ’C’

Le Tableau compare le nombre d’instances dures de MCA dont nous disposons et qui ont été ré-
solues, avec le nombre d’instances total de MCA dont nous disposons et qui ont été résolues. On rappelle
— & partir de ce tableau et de la Figure 4.13]— que ALGO-XH résout 4.6% d’instances de plus que ALGO-C
au total. Cependant, on observe que plus de 70% des instances qui ont été résolues par au moins un des
deux algorithmes ne sont pas des instances dures. La majorité de ces instances présente donc un intérét
limité — méme si 7591 instances dont le poids d’une solution est égal a 0 ont été résolues en moins de 60
secondes uniquement par ALGO-XH. Finalement, on observe que ALGO-XH a en fait résolu plus de 36%
d’instances dures de plus que ALGO-C.

#instances | ALGO-C et ALGO-XH | ALGO-C uniquement | ALGO-XH uniquement

Toutes instances | 626 949 473 370 (75.5%) 0 (0%) 21 686 (3.4%)

Instances dures 184 652 38 664 (20.9%) 0 (0%) 14 095 (7.6%)

Tableau 4.5 — Distinction entre le nombre d’instances (classiques et réduites confondues) total et le
nombre d’instances dures (classiques et réduites confondues) résolues par ALGO-C et ALGO-XH. Pour
chaque catégorie d’instances, on note respectivement en colonnes le nombre d’instances total, le nombre
d’instances résolues a la fois par ALGO-C et ALGO-XH, puis le nombre d’instances résolues uniquement
par ALGO-C, puis par ALGO-XH.

Dans la Figure on compare le pourcentage d’instances dures résolues par les algorithmes ALGO-C
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et ALGO-XH en fonction du nombre de couleurs |C| et du nombre de couleurs difficiles 3, des instances.
Ainsi, on remarque que 1’algorithme ALGO-XH résout plus d’instances que 1’algorithme ALGO-C, quelle
que soit la valeur de |C| ou z3. Maintenant, on rappelle que ALGO-C a une complexité en temps en
O*(3I¢) et que ALGO-XH a une complexité en temps en O*(3**), ot 73y < |C|. On compare ensuite
dans la Figure le pourcentage d’instances dures contenant au plus k£ couleurs qui ont été résolues par
ALGO-C avec le pourcentage d’instances dures contenant au plus & couleurs difficiles qui ont été résolues
par ALGO-XH. Ainsi, on observe dans cette figure que ALGO-C résout autant d’instances dures de MCA
contenant au plus k couleurs que ALGO-XH dans les instances dures de MCA contenant au plus & couleurs
difficiles.
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Figure 4.14 — Performances des algorithmes ALGO-C et ALGO-XH dans les instances dures en fonction
(a) du nombre de couleurs |C| et (b) du nombre de couleurs difficiles 2.

Puisque, pour tout k£ € N, le pourcentage d’instances dures contenant au plus k& couleurs qui ont été
résolues par ALGO-C est similaire au pourcentage d’instances dures contenant au plus k couleurs diffi-
ciles qui ont été résolues par ALGO-XH, on pourrait supposer que les instances uniquement résolues par
ALGO-XH dans une limite de 60 secondes seraient également résolues par ALGO-C en augmentant la lim-
ite de temps par instance. Cette théorie est réfutée par les résultats présentés dans la Figure qui décrit
le pourcentage d’instances dures résolues par ALGO-C et ALGO-XH en fonction de la limite de temps
écoulée. En effet, on observe dans cette figure que ALGO-XH résout plus d’instances dures avec une limite
de 5 secondes par instance que ALGO-C avec une limite de 60 secondes par instance. On remarque égale-
ment que 1’écart entre le pourcentage d’instances dures résolues par ALGO-XH est entre 6 et 7 points plus
élevé que le pourcentage d’instances dures résolues par ALGO-C, quelque soit le délai de temps accordé
aux deux algorithmes pour résoudre une instance de MCA.

Avant d’achever cette étude, on mesure I'impact de 1’application des regles de réduction de White
et al. [[120] sur le pourcentage d’instances dures résolues par ALGO-C et ALGO-XH. Les résultats sont
présentés dans la Figure Dans cette figure, il est a noter que le dossier r-100-200 contient unique-
ment 9 instances dures et que les statistiques ont donc peu d’intérét pour ce dossier. En regle générale, on
observe que la différence entre le pourcentage d’instances dures résolues par ALGO-XH et le pourcentage
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Figure 4.15 — Comparaison des performances de ALGO-C dans les instances dures de MCA contenant au
plus k couleurs et de ALGO-XH dans les instances dures de MCA contenant au plus & couleurs difficiles.
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d’instances dures résolues par ALGO-C est supérieure a la différence entre le pourcentage d’instances clas-
siques dures résolues par ALGO-C (resp. ALGO-XH) et le pourcentage d’instances réduites dures résolues
par ALGO-C (resp. ALGO-XH). Cependant, on constate que 1’impact des regles de réduction est amplifié
au fur et a mesure que la masse du métabolite étudié augmente. Par exemple, 1’algorithme ALGO-XH résout
11.12% des instances classiques du dossier 500-600 (a partir desquelles il existe une instance réduite) et
14.41% des instances réduites de ce dossier, ce qui représente une augmentation de pres de 30% d’instances
résolues supplémentaires.
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Figure 4.17 — Performances des algorithmes ALGO-C et ALGO-XH avant et apres application des regles
de réduction de White et al. et en fonction de la masse du métabolite étudi€. On prend ici uniquement
en compte les instances classiques pour lesquelles il existe aussi une instance réduite. De plus, on rappelle
que le dossier r-100-200 ne contient que 9 instances.

4.4 Conclusion

On avait conclu le Chapitre [3]en prouvant dans le Théoréme 6] (voir page [79) que MCA se résout en
temps polynomial quand le graphe de hiérarchie de couleurs H du graphe d’entrée est un arbre. Dans la
premiere partie de ce chapitre, on a montré des résultats de complexité paramétrée pour MCA relativement
a deux parametres qui sont constants quand H est un arbre : x4, le nombre de sommets de degré entrant au
moins égal a 2 dans H, et ¢4, la treewidth de (la version non-orientée de) H. On a également montré dans
la Section [4.2.1] des algorithmes FPT relativement a £c = n — |C| dans des instances contraintes de MCA
et prouvé que I’un de ces algorithmes était optimal sous 1’hypothese SETH.

Dans la seconde partie de ce chapitre, on a confronté nos résultats a ceux de la littérature sur des données
réelles. Pour cela, on a comparé les performances de ALGO-C, I’algorithme FPT relativement a |C| créé
par Bocker et Rasche [18] (voir page [84)), a celles de ALGO-XH, I’algorithme FPT relativement & x4 qui




4.4. CONCLUSION 117

est présenté dans le Théoreme [61] (voir page [93)). Le bilan de cette partie est globalement positif. En effet,
toutes les instances de MCA résolues par ALGO-C ont également été résolues par ALGO-XH. De plus,
ALGO-XH a résolu plus d’instances de MCA dans une limite de 5 secondes par instance que ALGO-C
dans une limite de 60 secondes par instance. On note toutefois que 1’allure générale des instances de MCA
a limité I’impact pratique de certains résultats théoriques qu’on a obtenus. En particulier, les régles de
Réduction 4] (page [78) et [66] (page [I00) ne s’appliquent pas sur des instances réelles de MCA puisque les
graphes d’entrée de ces instances sont transitifs — dans le sens ou s’il existe deux arcs (z,y) et (y, z) dans
ces graphes alors il existe également un arc (z, z) —, ce qui implique que la majorité des couleurs de C sont
également des couleurs difficiles. A la lueur des résultats présentés, il serait donc intéressant de trouver
de nouvelles regles de réduction afin d’accroitre I’impact des résultats de complexité paramétrée qu’on a
obtenus.






Conclusion

Dans ce manuscrit, on s’intéresse a des problématiques biologiques qui se modélisent sous la forme de
graphes aux sommets colorés. Dans un premier temps, on observe que ces graphes représentent intuitive-
ment les interactions entre les différentes entités d’un systeme biologique. On modélise ensuite le probleme
GRAPH MOTIF, ainsi que quelques unes de ses variantes, dans le but de mieux comprendre ces interactions.
Dans un second temps, on étudie un nouveau probleme, appelé MAXIMUM COLORFUL ARBORESCENCE
(MCA), dont le but est d’identifier des métabolites inconnus en spectrométrie de masse. Bien que possédant
des similarités avec GRAPH MOTIF et ses variantes, le probleme MCA présente également des contraintes
inédites qui sont liées a la nature des données biologiques dont on dispose. Dans la suite, on présente les
contributions apportées par ce manuscrit pour les problemes GRAPH MOTIF et MCA.

Contributions. Apres avoir rappelé des notions de base en théorie des graphes et en théorie de la com-
plexité dans le Chapitre |1, on modélise dans le Chapitre |2 le probleme GRAPH MOTIF, ainsi que trois
de ses variantes : le probleme COLORFUL GRAPH MOTIF impose au motif d’étre colorful, le probleme
WEIGHTED GRAPH MOTIF introduit une fonction de pondération sur les arétes, et enfin le probleme MAX
GRAPH MOTIF est une version optimisation de GRAPH MOTIF dont le but est de déterminer une sous-
occurrence de cardinalité maximale du motif. On procede ensuite a la réalisation d’un état de 1’art de ces
quatre problemes. Dans un premier temps, on distingue des instances pour lesquelles ces problemes peuvent
étre résolus en temps polynomial de celles ou ces problemes sont NP-complets. Dans un second temps, on
présente des résultats d’approximation (principalement négatifs). Enfin, on montre des résultats de com-
plexité paramétrée (algorithmes FPT et recherche de noyau) concernant deux parametres : la cardinalité du
motif k£ = | M| et le nombre de sommets qui n’appartiennent pas a une occurrence du motif ¢ = n—| M|, ou
n est le nombre de sommets du graphe d’entrée. On rappelle ici que I’état de I’art réalisé dans le Chapitre 2]
n’est pas exhaustif, puisqu’il existe en réalité une quinzaine de variantes de GRAPH MOTIF dans la littéra-
ture ainsi que des résultats de complexité paramétrée relativement a une multitude de parametres. Nous
collaborons actuellement avec Florian SikoraE] (LAMSADE, Paris Dauphine) dans le but de proposer un
état de I’art, d’un point de vue algorithmique, du probleme GRAPH MOTIF et de ses variantes ; ’article
fondateur de Lacroix et al. [79] a en effet été cité 169 fois selon Google Scholar, ce qui illustre un besoin
de réaliser cette étude.

Dans le Chapitre 3| on modélise le probleme MAXIMUM COLORFUL ARBORESCENCE (MCA) afin
de répondre a une problématique d’identification de métabolites. Dans la modélisation de ce probleme, on
introduit la notion de graphe de hiérarchie de couleurs, appelé H, et on montre que ce graphe est nécessaire-
ment un DAG dans une instance de MCA. On initie dans la suite de ce chapitre une étude algorithmique de
MCA. En particulier, on montre que MCA est hautement inapproximable méme quand le graphe d’entrée
est un arbre tres contraint. Cependant, le fait que H est nécessairement un DAG nous permet d’obtenir des
algorithmes d’approximation dans ces mémes arbres contraints. Enfin, on conclut le Chapitre [3|en montrant
que MCA appartient a P si ‘H est un arbre.

Puisque MCA peut se résoudre en temps polynomial quand H est un arbre, on s’intéresse dans le

1. http://www.lamsade.dauphine.fr/~sikora/
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Chapitre 4 a deux parametres, x5, et t3;, qui sont liés a la structure de H. On définit également deux
parametres (¢ et ¢ > (¢ qui sont liés au nombre de répétitions de couleurs dans G. On poursuit ensuite
dans ce chapitre 1’étude algorithmique de MCA entreprise dans le Chapitre [3|en proposant des résultats de
complexité paramétrée. Dans un premier temps, on montre notamment un nouvel algorithme de complex-
ité paramétrée en O*(3"*). Ce résultat est une amélioration théorique de 1’unique algorithme FPT de la
littérature en O*(3/°1), ol1 C est I’ensemble de couleurs d’une instance de MCA, puisque 23 < |C|. Dans
un second temps, on prouve que MCA admet un kernel polynomial relativement a x4 + ¢, mais pas —
sous des hypotheses de complexité — relativement a x4, ou méme a xy + {c. Dans un troisiéme temps, on
montre que MCA est W/|2]-dur relativement a ¢3,, mais que MCA appartient 2 FPT relativement a ¢3, + /.
Enfin, on présente une série d’algorithmes FPT relativement a ¢ pour des restrictions de MCA, alors que
le probléeme est W([1]-dur relativement a ¢ > {¢. En particulier, on montre que I’'un de ces algorithmes est
“optimal” sous 1’hypothése SETH.

Questions techniques. On commence par lister ci-dessous, dans 1’ordre chronologique, quelques ques-
tions techniques que les résultats obtenus dans ce manuscrit ont engendrés.

— On rappelle que des experts en spectrométrie de masse ont évalué manuellement 79 arbres de frag-
mentations contenant un total de 808 arcs afin de montrer que les arbres de fragmentation permettent
non seulement de déterminer la formule moléculaire d’un métabolite, mais également d’identifier
ce métabolite [102] (voir page [64). Ainsi, on observe que les 79 solutions de MCA correspondants
a ces 79 arbres de fragmentation contiennent en moyenne environ 10 arcs. Alors qu’on s’est prin-
cipalement intéressé a des parametres liés a la structure de H et aux répétitions de couleurs d’une
instance dans ce manuscrit, il est ainsi également légitime de se demander si MCA appartient a FPT
relativement au nombre d’arcs d’une solution.

— Dans la Section[3.2.2](page[70)), on montre que UMCA-2 restreint aux comb-graphs ne peut pas étre
approximé en temps polynomial avec un ratio de O(n%_e), pour tout € > 0. On montre également
que MCA™-2 restreint aux comb-graphs ne peut pas étre approximé en temps polynomial avec un
ratio de O(n%_e), pour tout € > (0. Enfin, on prouve que UMCA restreint aux comb-graphs peut
étre approximé en temps polynomial avec un ratio de O(n%). A partir de ces trois résultats, on se
demande si UMCA-2 restreint aux comb-graphs peut tre approximé en temps polynomial avec un
ratio de O(n3).

— Dans la Section (page [74), on montre que UMCA-2 restreint aux superstars est APX-dur
et que UMCA-2 restreint aux superstars est 2-approximable. Existe-t-il un meilleur algorithme
d’approximation pour UMCA -2 restreint aux superstars ?

— Dans la Section (page [87), on montre que MCA™ restreint aux arbres peut étre résolu en
temps O*(1.62%) et que UMCA restreint aux arbres peut étre résolu en temps O*(1.33%). Ces
algorithmes sont-ils optimaux comme celui qui résout MCA ™ en temps O*(2%) ?

— Dans la Section[d.2.3| (page [103)), on montre que MCA est FPT relativement a ¢4, + {¢ — et donc rel-
ativement a ty; + {¢ puisque ¢ > (- — mais que MCA n’admet pas de kernel polynomial relativement
aty + Le. Ainsi, on se demande si MCA admet un kernel polynomial relativement a ¢4, + /.

— Pour finir, on remarque que les Regles de réduction [66]et[68] (page ne seraient pas tres efficaces
dans les instances fournies par I’équipe de Sebastian Bocker puisque leurs graphes d’entrée de MCA
sont transitifs. En d’autres termes, s’il existe deux arcs (z, y) et (y, z) dans un de ces graphes, alors il
existe également un arc (x, z). De plus, la majorité des arcs sont de poids négatif dans les instances
réelles sur lesquelles on a effectué nos expérimentations dans la Section [4.3] (page [I10). A partir
de ces deux observations, on peut ainsi raisonnablement penser qu’il existe de nouvelles regles de
réduction visant a supprimer ces arcs et qui permettent ensuite d’appliquer efficacement les regles
décrites dans ce manuscrit.
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Perspectives. Dans ce manuscrit, on présente des algorithmes FPT pour MCA relativement a de nom-
breux parametres différents. A moyen terme, I'idée est d’implémenter un algorithme dit “méta-FPT”,
pour reprendre I’expression de Christian Komusiewicz (Philipps-Universitit Marburg, Allemagne). Cet
algorithme commencerait par calculer les valeurs des différents parametres pour lesquels MCA admet un
algorithme FPT, puis choisirait ’algorithme FPT le plus efficace.

Pour finir, on explique dans le Chapitre 2] que les sommets d’un graphe de GRAPH MOTIF qui représente

un réseau métabolique sont colorés relativement a la fonction de 1’enzyme qui catalyse la réaction associée
a ces sommets. Cependant, il arrive en réalité que réactions soient catalysées par plusieurs enzymes. Pour
exprimer cela, il existe une variante d¢ GRAPH MOTIF, appelée LIST-COLORED GRAPH MOTIF, dans
laquelle la fonction de coloration col associe les sommets de V' non pas a une couleur de C mais a un
sous-ensemble de couleurs de C. On souhaite transposer I’'idée du graphe de hiérarchie de couleurs H du
probleme MCA au probleme LIST-COLORED GRAPH MOTIF. Puisque les instances de LIST-COLORED
GRAPH MOTIF sont des graphes non-orientés, on utilise dans la suite le terme de graphe d’adjacence de
couleurs.
On a imaginé deux modeles de graphes d’adjacence de couleurs du graphe d’entrée (non-orienté) d’une
instance de L1IST-COLORED GRAPH MOTIF. Actuellement, on précise que ces deux modeles ont été imag-
inés avec des considérations purement algorithmiques. Pour construire le graphe Adj,.q (pour “réduit”) du
premier modele, on crée une aréte entre deux couleurs c et ¢ dans Adj,.q si et seulement si il existe une aréte
d’un sommet de couleur ¢ vers un sommet de couleur ¢ dans GG. Ce premier modele est ainsi trés similaire
au graphe de hiérarchie de couleurs d’une instance de MCA. Toutefois, celui-ci ne prend pas en compte
les relations entre les couleurs qui sont associées a un méme sommet. Ainsi, pour construire le graphe
d’adjacence Adjy,; du deuxieéme modele, on initialise Adjs,; = Adj,eq puis, pour toute paire de couleurs
c et ¢ associées a un méme sommet de (G, on ajoute un arc entre ¢ et ¢’ dans Adj,.q. On essaie ensuite de
déterminer la complexité du probleme LIST-COLORED GRAPH MOTIF selon la classe de graphes a laquelle
appartient Adj,¢q (resp. Adjr,y). Des résultats préliminaires intéressants ont été obtenus lors d’une visite
chez Christian Komusiewicz en Allemagne en mai 2017[] et méritent d’€tre approfondis.

1. Jai effectué deux séjours en Allemagne en 2017. Ces sé€jours ont été financés par le PHC PROCOPE numéro 37748TL
entre la France et 1’ Allemagne.






Glossaire

arborescence [DAG]|avec une racine unique et dont le degré entrant de chaque sommet est égal a 1. 20|

arbre Graphe et sans cycles. [T9

arbre couvrant Un arbre couvrant d’un graphe G = (V, ) est un arbre contenu dans GG qui contient tous
les sommets de V.

biparti Un graphe G = (V, E) est biparti s’il existe V7 et Vs tels que V; UV, = Vet Vi NV, = 0. @

caterpillar Arbre qui devient un chemin si on enleéve ses [feuilles| [19] [50} [77] [124]
clique Graphe G = (V, E) tel que E = {(u,v) : {u,v} € V}}.

CNF Une formule ¢ du probleme SAT est CNF (pour “Conjunctive Normal Form™) si ¢ est une conjonc-
tion de clauses.

cographe Graphe P4-free, i.e. qui ne contient pas de chemin a 4 sommets comme [sous-graphe induit} [50}
124]

colorful Un graphe (resp. un ensemble de sommets) est colorful s’il ne contient pas deux sommets de
méme couleur. [19] 43] 51} [63]

comb-graph Arbre de maximum 3 dans lequel il existe un chemin contenant tous les sommets de

degré 3. [19, 50} 52} [56, (o1} [70)

composante connexe Une composante connexe de G est un [sous-graphe induit et |connexe| G' C G tel
qu’il n’existe pas d’autre sous-graphe induit et connexe G” C G avec G’ C G”.

connexe Un graphe G = (V, E') (resp. un ensemble de sommets V' € V) est connexe s’il existe un chemin
entre chaque paire de sommets de V' (resp. /) dans G .

couleur difficile Une couleur ¢ € C est difficile si le degré entrant de c est strictement supérieur a 1 dans

.83

DAG Graphe orienté et sans circuits. 20} 32} [62} [63] [T23]
degré Soit G = (V, E) un graphe. Pour tout v € V, le degré d(v) de v se définit comme suit : d(v) =

{(u,v) € E:ueV}.[A9[71][123]
diameétre Plus grande entre deux sommets d’un graphe.

distance La distance entre deux sommets u et v d’un graphe G est la longueur du plus court chemin entre

u et v dans G. [19}[69] [123]

feuille Sommet de degré 1 dans un arbre. Si cet arbre est enraciné, la racine n’est pas une feuille. [T9] [50}
1231 [124]

fully-colorful Un sous-graphe fully-colorful de GG est un sous-graphe de G contenant exactement une oc-
currence de chaque couleur de G. [87] [106]

hauteur Plus grande de la racine d’un arbre a un autre sommet . [T9] 124

123
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indépendant Soit G = (V, F) un graphe. Un ensemble de sommets V' C V' est indépendant s’il n’existe
pas (u,v) € FE tels que u et v appartiennent a V.

lobster Arbre qui devient un [caterpillar{si on enleve ses [feuilles| [S0} [124

ordre topologique Un ordre topologique d’un graphe orienté G = (V, A) est un ordre total sur I’ensemble
des sommets de V', dans lequel © € V précede v € V' s’il n’existe pas de chemin de v vers u dans
G. Si G admet un ordre topologique de ses sommets, alors G est un DAG. 95

PTAS La classe PTAS (pour “Polynomial-Time Approximation Scheme”) contient tous les problémes
qui admettent un algorithme d’approximation (appelé algorithme PTAS) de ratio (1 + €), pour tout
e >0..

sous-graphe induit Soit G = (V,E) et V/ C V. Le sous-graphe induit de G par V' se note G[V'] =
(V',E'),ou E' = {(u,v) € E : {u,v} C V'}.[18|[50 [123]

split graph Graphe dont I’ensemble des sommets peut étre partitionné en deux sous-ensembles V; et V;
tels que G[V] est une clique et V5 est un ensemble de sommets indépendants.

superstar Arbre de 2. Une superstar est un cas particulier de 19,50, 52} o1}
threshold graph Graphe qui est a la fois un et un 50]

treewidth Parametre d’un graphe dont la définition exacte (qui est donnée page [20) est trop longue pour

entrer dans ce glossaire. @], @], @ @

version non-orientée Soit G = (1, A) un graphe orienté. La version non-orientée de G est le graphe non-
orienté U(G) = (V, E) dans lequel chaque arc (u,v) € A est remplacé par une aréte (u,v) € F.

[19} 85} [103 [104} [T06]
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Graphes complexes en biologie : problémes, algorithmes et évaluations

Mots clés : Bioinformatique, Graphes, Complexité paramétrée, Approximation, Algorithmes.

Résumé : Afin de mieux comprendre le
fonctionnement d'un systéme biologique, il est
nécessaire d'étudier les différentes entités qui le
composent. Pour cela, on peut modéliser ces
interactions biologiques sous la forme de
graphes. Pour certains de ces graphes, les
sommets sont colorés afin d'apporter une
information supplémentaire sur la couleur qui
leur est associée. Dans ce cadre, une
problématique courante consiste a y rechercher
un sous-graphe d'intérét appelé motif. Dans la
premiére partie de ce manuscrit, on présente un
état de Il'art d'un point de vue algorithmique sur
le probleme GRAPH MOTIF, qui consiste a
rechercher des motifs dits fonctionnels dans ce
type de graphes.

La modélisation de systémes biologiques sous
la forme de graphes peut également étre

appliqguée em spectrométrie de masse. Ainsi,
on introduit le probleme MAXIMUM
COLORFUL ARBORESCENCE (MCA) dans le
but de déterminer de novo la formule
moléculaire de métabolites inconnus. Dans la
deuxiéme partie de ce manuscrit, on réalise
une étude algorithmique du probleme MCA.
Alors que MCA est algorithmiquement difficile a
résoudre méme dans des classes de graphes
trés contraintes, notre modélisation nous
permet notamment d'obtenir de nouveaux
algorithmes d'approximation dans ces mémes
classes, ainsi que de déterminer une nouvelle
classe de graphes dans laquelle MCA se
résout en temps polynomial. On montre
également des résultats de complexité
paramétrée pour ce probleme, que I'on
compare ensuite a ceux de la littérature sur des
instances issues de données biologiques.

Complex graphs in Biology : problems, algorithms and evaluations

Keywords : Bioinformatics, Graphs, Parameterized complexity, Approximation, Algorithms.

Abstract : In order to better understand how a
biological system works, it is necessary to study
the interactions between the different entities
that compose it. To this aim, these biological
interactions can be modelled in the form of
graphs. In some of these graphs, the vertices
are colored in order to provide additional
information on the entity which is associated
with them. In this context, a common
subproblem consists in searching for a subgraph
of interest, called a motif, in these graphs. In the
first part of this manuscript, we present a state
of the art from an algorithmical point of view of
the GRAPH MOTIF problem, which consists in
searching for so-called functional motifs in
vertex-colored graphs.

The modeling of biological systems in graphs
form can also be applied in mass
spectrometry. Thus, we introduce the
MAXIMUM COLORFUL ARBORESCENCE
problem (MCA) in order to de novo determine
the molecular formula of unknown metabolites.
In the second part of this manuscript, we carry
out an algorithmic study of the MCA problem.
While MCA is algorithmically difficult to solve
even in very constrained graph classes, our
modeling allows us to obtain new
approximation algorithms in these same
classes, as well as to determine a new graph
class in which MCA is solved in polynomial
time. Parameterized complexity results for this
problem are also shown, which are then
compared to those in the literature on
instances from biological data.



