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Introduction générale 

 Ce travail s’inscrit à la fois dans la thématique de recherche de modèles d’interaction du 

champ électromagnétique avec des milieux complexes, et dans la thématique de recherche de modèles 

tridimensionnels rapides de calcul du champ électromagnétiques ; une thématique qui demeure 

d’actualité malgré les énormes progrès réalisés en termes de rapidité et de capacité de stockage des 

outils de calcul numérique.  Il constitue une contribution à la modélisation numérique 

tridimensionnelle simplifiée de l’interaction d’un champ électromagnétique avec une structure en 

matériau composite stratifié à fibres de carbone (CFRPs
1
), avec comme principale application 

l’évaluation non destructive par courants de Foucault  (END-CF). En effet, l’état de l’art a révélé un 

besoin en termes de modélisation, clairement exprimé par les utilisateurs de ce type de structures.  

 Un matériau composite est par définition toute matière (la matrice) métallique ou organique, 

comportant un renfort allant de la particule de forme allongée à la fibre continue de taille 

micrométrique. Les matériaux composites apportent  de nombreux avantages, notamment  la légèreté 

et la résistance mécanique. Leur utilisation s’est généralisée à plusieurs secteurs industriels comme 

l’aérospatial, les transports aériens, routiers, maritimes et ferroviaires, la santé, les sports et  loisirs… 

Ils se présentent sous plusieurs formes. Les CFRPs se présentent sous formes d’assemblages de 

couches minces (plis) constituées de fibres de carbones unidirectionnelles noyées dans une matrice en 

polymère.  

 Les principales difficultés rencontrées dans la modélisation du champ électromagnétique dans 

les CFRPs sont liées à leurs dimensions multi-échelles, à leurs fortes anisotropies, à l’hétérogénéité de 

leurs structures, ainsi qu’à des couplages capacitifs complexes aux  fréquences élevées. Des 

phénomènes qui imposent des approches de modélisation tridimensionnelles. D’autre part, les 

                                                           
1 Acronyme de l’expression « Carbon Fiber Reinforced Composites » 
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approches de modélisation numériques classiques, de type éléments finis, demeurent lourdes en 3D, et 

se heurtent à des difficultés en terme de discrétisation (maillage), lorsque les systèmes modélisés 

impliquent des dimensions multi-échelles et des mouvements.   

 Dans un premier temps, et dans les limites fréquentielles où les effets capacitifs peuvent être 

négligés, nous avons développé un modèle numérique, basé sur une formulation intégro-différentielle 

en potentiel vecteur électrique, pour le calcul du champ électromagnétique dans les CFRPs. Ce modèle 

tient compte naturellement de la conservation du courant électrique. Outre cet avantage, le terme 

« intégrale » permet de limiter le domaine d’étude aux parties actives
2
 du système modélisé. Ces 

dernières sont discrétisées séparément ; les aspects multi-échelles et les mouvements sont donc traités 

plus facilement. D’autre part, compte tenu des structures en couches minces des CFRPs, et sous 

certaines conditions,  ce modèle se réduit à un cas quasi-bidimensionnel n’impliquant que la 

composante normale du potentiel vecteur électrique, réduisant ainsi considérablement la taille du 

système à résoudre et le temps de calcul.  

Nous ne modélisons pas les CFRPs à l’échelle des fibres; cela engendrerait des systèmes 

matriciels de tailles démesurées. La structure hétérogène du  matériau est représentée par une structure 

homogène et anisotrope équivalente. La conductivité électrique de chaque couche est représentée par 

un tenseur qui s’exprime en fonction des conductivités suivant les axes parallèle et transversal aux 

fibres, ainsi que de l’angle d’orientation des fibres dans un repère choisi.  

Un couplage de la méthode des différences finies et la méthode des moments est proposé pour 

la discrétisation de la formulation intégro-différentielle. La méthode du bi-Gradient conjugué stabilisé 

est utilisée pour résoudre le système algébrique issu de cette discrétisation. Pour réduire le nombre 

d’éléments stockés  dans la matrice globale et diminuer ainsi le temps de résolution du système 

algébrique, nous proposons une méthode de résolution itérative où le terme « intégrale » est transféré 

au second membre. En guise de validation, les résultats numériques sont comparés à un calcul 

analytique de l’impédance d’une bobine sur une plaque mince anisotrope.   

 Dans un second temps, nous avons développé une approche de caractérisation du tenseur de 

conductivité des CFRPs, en utilisant un capteur à courant de Foucault tournant de forme rectangulaire. 

                                                           
2 Les parties du système, siège d’un courant électrique source ou induit 
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Nous avons développé un modèle analytique liant directement les composantes du tenseur de 

conductivité d’un pli en CFRP aux impédances du capteur rectangulaire tournant, correspondant à ses 

positions parallèle et transversale aux fibres. Cette approche a été validée expérimentalement. 

 Ce mémoire se compose de sept  chapitres. Le premier chapitre constitue un état de l’art, dans 

lequel on décrit les travaux réalisés dans le domaine du CND par courants de Foucault des CFRPs, en 

termes d’évaluation des propriétés physiques et de caractérisation des défauts, même si l’aspect 

caractérisation de défauts n’est pas traité dans la suite de ce  travail. La mise en équation et la 

formulation du problème électromagnétique sont développées dans le second et le troisième chapitre. 

Le quatrième et le cinquième chapitre traitent, respectivement, la mise en œuvre, l’implémentation et 

la validation des algorithmes du modèle de calcul développé. Le sixième chapitre décrit l’approche 

développée pour caractérisation du tenseur de conductivité des CFRPs. Le septième et dernier chapitre 

constitue une approche de validation expérimentale. Pour finir, une conclusion générale résume les 

principaux points abordés, ainsi que les perspectives envisagées pour ce travail.  
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Chapitre 1 

Etat de l’art  

1.1 Introduction 

 Un matériau composite est par définition toute matière (la matrice) métallique ou organique, 

comportant un renfort allant de la particule de forme allongée à la fibre continue [Berreur-02, Bensaid-

06a]. 

Les matériaux composites disposent d'atouts importants par rapport aux matériaux 

traditionnels. Ils apportent de nombreux avantages, notamment  la légèreté et la résistance mécanique. 

Ils enrichissent les possibilités de conception en permettant d'alléger des structures et de réaliser des 

formes complexes. Leur utilisation s’est généralisée à plusieurs secteurs industriels comme 

l’aérospatial, les transports aériens, routiers, maritimes et ferroviaires, la santé, les sports et  loisirs… 

Durant leur utilisation, les matériaux composites sont soumis à des contraintes mécaniques, 

thermiques et à des impactes  qui engendrent l’apparition de défauts.  D’un autre coté, la structure 

complexe de ces matériaux augmente la probabilité d’apparition de défauts en fabrication. Il est donc 

nécessaire de contrôler ces matériaux à leur fabrication et durant leur fonctionnement, en utilisant les 

méthodes de contrôle non destructif (CND).  

 Plusieurs techniques de CND s’appliquent aux matériaux composites, comme par exemple les 

ultrasons [Tittmann-00, Wevers-00], la radiographie [Crane-00b], la thermographie infrarouge 

[Thomas-00], et des techniques électromagnétiques basées sur la mesure de la résistance électrique 

[Chung-01, Chu-01, Park-03, Xia-03, Angelidis-05, Gebrial-06] ou de la transmission d’un champ 

électromagnétique radio fréquence [Lemistre-97].  
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 De récentes expériences ont montré qu’il est possible d’effectuer le CND des matériaux 

composites conducteurs, et ce à moindre coût, en adaptant des équipements à courants de Foucault 

conventionnels. La technique des courants de Foucault a été utilisée avec succès pour localiser et 

caractériser des défauts notamment dans les matériaux composites à fibres de carbone [Lane-91, Gros-

95, Gros-98, Mook-01, Savin-00, Grimberg-05]. Outre la caractérisation des défauts, le contrôle par 

courant de Foucault  (CND-CF) a été utilisé pour caractériser les propriétés physiques et géométriques 

de ce type de matériaux [Mook-01].  

 Dans ce chapitre, nous présentons, d’une manière non exhaustive, un état de l’art du CND-CF 

des matériaux composites polymères à renfort en fibres de carbone. Quelles sont leurs propriétés 

physiques et géométriques, quels sont les défauts rencontrés dans ces matériaux, quelles sont les 

possibilités de contrôle par courants de Foucault de ces matériaux, quels sont les types de capteurs 

utilisés et à quelle fréquence, quelles sont les grandeurs qu’on peut exploiter pour la caractérisation,  et 

finalement, où est ce que l’on est rendu du point de vue de la modélisation, et quelles sont les 

contraintes rencontrées dans ce domaine. Ce sont là des questions auxquelles nous apportons quelques 

réponses.  

1.2 Les matériaux composites à fibres de carbone (CFRPs) 

 Plusieurs matériaux sont utilisés comme renforts dans les matériaux composites, comme par 

exemple la fibre de verre, le bore, la fibre de carbone… En fonction des propriétés recherchées, la 

structure du renfort peut être aléatoire ou orientée.  

 Du point de vue de leur architecture, les matériaux  composites peuvent être classés en trois 

types : les monocouches, les stratifiées et les sandwiches [Bensaid-06a]. Le composite monocouche 

est constitué d'un ou plusieurs plis identiques assemblés avec la même disposition des fibres. Un pli 

est un semi produit d’épaisseur faible (≈ 0.125 mm), composé de fibres noyées dans une matrice. 

Selon la structure du renfort on distingue : les plis à structures unidirectionnelles dans lesquels les 

fibres sont orientées dans une même direction, les plis à structures tissées et les plis mats dans lesquels 

le renfort est à structure aléatoire [Bensaid-06a]. C’est la structure du renfort qui détermine le degré 
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d’anisotropie du matériau composite. Le composite stratifié ou multicouches est un ensemble de 

couches empilées et orientées suivant un ordre de drapage défini. Le drapage est l’orientation des plis 

par rapport à un référentiel donné, il définit les propriétés physiques globales du matériau composite. 

La figure 1.1 montre un exemple de drapage ainsi que ses différentes désignations [Gay-97, Bensaid-

06a]. Les sandwichs sont des matériaux possédant deux peaux de grande rigidité et de faible épaisseur 

renfermant un coeur (âme) de forte épaisseur et de faible résistance [Gay-97, Bensaid-06a].  

 

 

 

                              

Fig. 1.1. Exemple de drapage et ses différentes désignations  

  

Les matériaux composites se présentent donc sous plusieurs aspects, et il est clair que nous ne 

pouvons pas tenir compte de tous ces aspects. Ainsi, nous limitons notre étude aux structures 

stratifiées à renfort en fibres de carbone unidirectionnelles noyées dans une matrice en polymère 

(CFRPs). Ces matériaux sont très utilisés dans le secteur de l’aéronautique.   Leur structure est décrite 

dans la figure 1.2. Ils sont composés de plusieurs plis unidirectionnels d'environ 125µm d'épaisseur, 

empilées avec différentes orientations de fibres. Chaque pli est constitué de fibres de carbone alignées 

dans la même direction et noyées dans une matrice en polymère, électriquement non conductrice. Le 

diamètre des fibres varie de 8  à 15 µm, ainsi une dizaine de fibres sont disposées suivant l’épaisseur 

d’un pli [Berreur-02, Bensaid-06a].  
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Fig. 1.2. Structure des composites stratifiés à renfort en fibres de carbone 

 

1.2.1 La conductivité électrique des CFRPs 

 Dans chaque pli, la conductivité électrique dépend de la nature et de la fraction volumique des 

fibres. Même si, dans un pli, les fibres sont alignées dans la même direction, la conductivité dans la 

direction transversale n'est pas nulle car qu'il y a des contacts entre les fibres qui ne sont pas 

parfaitement alignées et ne sont pas parfaitement isolées les unes des autres. La conductivité électrique 

dans un pli varie entre 3105×  et 4105× S / m dans la direction des fibres, et entre 10 et 2102 ×  S / m 

dans la direction transversale [Pratap-96, Grimberg-05]. Lorsque les plis sont assemblés par 

l’opération de polymérisation [Berreur-02], des contacts se créent entre les fibres des plis adjacents, 

donnant lieu à une conductivité suivant l’épaisseur du stratifié. La valeur de cette conductivité est 

d’environ la moitié de la valeur de la conductivité dans la direction transversale aux fibres dans un pli 

[Pratap-96].   

 Connaître la conductivité électrique des CFRPs est d’une importance capitale pour les 

applications de CND-CF.  Les méthodes d’homogénéisation et les mesures en courant continu à l’aide 

de la méthode des pointes sont souvent utilisées pour déterminer la conductivité des CFRPs.   

 L’homogénéisation consiste à définir les  propriétés globales du matériau à l’échelle 

macroscopique, grâce aux informations dont on dispose à l’échelle microscopique. Il est donc 

nécessaire de connaître la structure du matériau et les propriétés physiques de ses constituants [Pike-

74, Trichet-00, Bensaid-06a-b]. 
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 La mesure de la conductivité par la méthode des pointes consiste à appliquer un courant entre 

deux points et mesurer la tension en d’autres points du système. En utilisant la loi d’Ohm et la loi de 

conservation du courant électrique qui sont résolues analytiquement sur une géométrie relativement 

simple,  on obtient une relation qui donne la conductivité en fonction du courant appliqué et la tension 

mesurée.  J B Park et al. [Park-03, Park-07] ont combiné une mesure à six points, développée par R. 

Bruch et al. [Bruch-92], avec une mesure à quatre points, développée par J.L. González et al. 

[González-99], pour l’estimation de la résistivité anisotrope d’une plaque mince en CFRP.  La mesure 

à six points a été utilisée pour déterminer la résistivité suivant la longueur et l’épaisseur de la plaque, 

tandis que la mesure à quatre points a servi pour mesurer la résistivité suivant sa largeur. 

 D. D. L. Chung et al. ont présenté une méthode pour la mesure de la résistance de contact 

entre plis [Chung-01]. Cette méthode consiste à mettre en contact, sur une surface de jonction,  deux 

plis découpés en bandes suivant le sens des fibres, puis faire passer un courant continu entre une 

extrémité d’un pli et une des extrémités de l’autre pli. En  mesurant la différence de potentiel entre les 

deux autres extrémités des deux plis (figure1.3), on déduit la résistance de contact en utilisant la loi 

d’Ohm. .  

 

       

Fig. 1.3. Mesure  de la résistance de contact entre deux plis  [Chung-01]:   (a)  Plis croisés, (b)  Plis parallèles  

 Des méthodes sans contact pour la mesure de la conductivité des CFRPs,  basées sur le 

phénomène d’induction électromagnétique, sont présentées par C. Zeller [Zeller-78] et S. Bensaid 

[Bensaid-06a].  

(a) 

(b) 
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1.2.2 Les principaux défauts affectant les CFRPs 

   Les principaux défauts et endommagements rencontrés dans les CFRPs sont illustrés par la 

figure 1.4. On y trouve les fissurations et les ruptures de la matrice, les ruptures de fibres, les 

décohésions fibre–matrice et les délaminages. Un délaminage est un défaut de cohésion entre deux plis 

du stratifié [Crane-00a]. Les délaminages abaissent les caractéristiques mécaniques du stratifié et 

peuvent engendrer la ruine totale de sa structure [Pethrick-00]. Ils résultent d'un très grand nombre de 

causes; les plus fréquentes sont l’oubli d'un morceau de film protecteur entre deux plis, l’intrusion 

d’un produit polluant contaminant localement la résine et supprimant ses pouvoirs adhésifs, 

l’humidité, les effets de bords et les chocs ...  

 

 

Fig. 1.4.  Résumé des différents défauts des matériaux composites  

1.3 Le CND par courant de Foucault des CFRPs 

1.3.1 Le principe du CND-CF 

  Le contrôle par courants de Foucault repose sur le phénomène d’induction électromagnétique, 

dont une particularité essentielle est de pouvoir injecter de l’énergie électromagnétique à l’aide d’un 

inducteur dans un matériau conducteur (induit), sans qu’il y ait contact entre eux.  

 Sous l’effet de la variation du champ incident, des courants induits se développent dans 

l’induit. L’intensité et la répartition de ces courants dépendent des propriétés physiques et 

géométriques de l’induit, de la géométrie de l’inducteur, de sa disposition par rapport à l’induit, ainsi 

que de la fréquence du courant d’excitation [NDT-ed].  
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Fig. 1.5. Principe du CND par courants de Foucault [NDT-ed] 

 L’évaluation de la réaction électromagnétique de l’induit va permettre, par l’intermédiaire de 

mesures adaptées, d’accéder à des informations concernant ses propriétés physiques (conductivité et 

perméabilité), ses propriétés géométriques (épaisseur), ou encore la présence d’un défaut qui modifie 

la répartition des courants induits et de la cartographie du champ électromagnétique.  

1.3.2 Les capteurs et les fréquences utilisées 

 On désigne par capteur, l’élément qui assure les fonctions d’induction et de mesure du champ 

électromagnétique induit.  On distingue deux types de capteurs : les capteurs à double fonction pour 

lesquels les fonctions d’excitation et de mesure sont assurées par le même élément, et les capteurs à 

fonctions séparées pour lesquels les fonctions d’excitation et de mesure sont assurées par des éléments 

distincts [NDT-ed.org].  Dans ces derniers, la grandeur mesurée peut être une tension ou un champ 

magnétique.   

 En général, les capteurs CF utilisés sont constitués de simples bobines de géométrie circulaire, 

avec ou sans noyaux de ferrite. Cependant, selon le type de contrôle à effectuer, la structure des 

CFRPs peut exiger des configurations particulières de capteurs CF. De plus, la faible conductivité de 

ces matériaux nécessite l’utilisation de fréquences plus élevées que celles utilisées pour l’inspection 

des matériaux conventionnels. Elles varient d’une dizaine  de kilohertz  à une dizaine de mégahertz. 

Au delà de 10 MHz le rapport signal sur bruit diminue et l’interprétation des résultats de mesure 

devient difficile [Gros-98].  

 Dans leurs travaux expérimentaux [Mook-01], G. Mook et al. ont utilisé un capteur tournant, 

dont la structure est décrite dans la figure 1.6-a, pour la détection des délaminages et l’orientation des 
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fibres dans les CFRPs. Il s’agit d’un capteur à fonctions séparées dans lequel l’ensemble constitué de 

la bobine excitatrice (T) et la bobine réceptrice (R) tourne autour d’un axe de révolution. Pour la 

détection des ruptures de fibres, ces auteurs ont utilisé un simple capteur différentiel dans lequel un 

noyau en ferrite permet de focaliser le champ magnétique dans le matériau. Les deux capteurs sont 

conçus pour fonctionner au-delà de 500kHz. De leur côté,  A. Savin, R. Grimberg et al. ont utilisé un 

capteur à bobines orthogonales, décrit par la figure 1.6-b, pour la détection des délaminages et 

l’orientation des fibres dans les CFRPs [Savin-00, Grimberg-05]. La bobine d’excitation est placée à 

l’intérieur d’une ferrite pour mieux focaliser le champ magnétique dans le matériau. Ce capteur 

fonctionne à une fréquence de 6MHz.   

 

 

         
 

Fig. 1.6. Configurations particulières de capteurs CF pour le contrôle des CFRPs 

(a) Capteur tournant [Mook-01], (b) Capteurs à bobines orthogonales [Savin-00, Grimberg-05] 

  

 

 Récemment les magnétomètres supraconducteurs, appelés SQUIDs « Superconductive 

Quantum Interference Device », ont été utilisés pour le contrôle des CFRPs [Ruosi-02, Carr-03, 

Graham-04, Bonavolontà-07]. Cette technologie émergente constitue un outil puissant au service du 

CND par courants de Foucault. En vertu de leur grande sensibilité et leur dynamique élevée, les 

SQUID sont en mesure de détecter de très faibles perturbations du champ magnétique produites par 

des anomalies structurelles situées à la surface ou à l'intérieur du matériau testé. Ce type de capteur 

fonctionne à des fréquences allant de 10Hz à 26kHz [Ruosi-02].  

                            (a) (b)  

Bobines 

réceptrices 

Ferrite   

Blindage   

Bobines 

excitatrices   
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1.3.3 Les grandeurs exploitables 

 Dans un contrôle mono fréquentiel, selon le type de capteur utilisé, on peut mesurer une 

tension, un courant ou un champ magnétique [Ruosi-02, Bonavolontà-07].  

  Lorsqu’on mesure une tension ou un courant, on exploite généralement l’amplitude et la 

phase du signal mesuré. Cependant, dans ses travaux expérimentaux [Gros-98, Gros-95], X.E. Gros 

stipule que seule l’amplitude est affectée par la présence d’un défaut dans les CFRPs, tandis que la 

phase ne change pas de manière significative. 

  Lorsqu’on mesure un champ magnétique, on s’intéresse aux variations d’amplitude de ses 

composantes normale et tangentielle à la surface de la pièce testée. Pour éliminer les perturbations 

statiques dans l’espace, notamment lorsqu’on a à mesurer des champs faibles, il est préférable de  

mesurer directement son gradient spatial à l’aide d’un gradiomètre magnétique [Carr-03]. 

1.3.4 La caractérisation des défauts 

 Tout défaut modifiant de manière significative la répartition des courants induits dans les 

CFRPs est susceptible d’être détecté par la méthode des courants de Foucault. Les délaminages sont 

les défauts les moins évidents à détecter, et les avis sont partagés à ce propos. En effet, dans certains 

travaux on stipule que les délaminages ne peuvent être détectés par la technique des courants de 

Foucault, du fait que les courants induits circulent dans des plans parallèles à ces délaminages et ne 

sont donc pas perturbés [Crane-00a, Pethrick-00]. S.S. Lane et al. [Lane-91] ont conclu que la 

technique des courants de Foucault ne peut faire qu’une discrimination entre les délaminages avec et 

sans ruptures de fibres causés par des impacts, en complément au contrôle par ultrasons de ce type de 

défaut. Cependant, de son coté, X.E. Gros [Gros-98, Gros-95], a pu détecter, expérimentalement, en 

utilisant un équipement à courants de Foucault standard,  des délaminages de 0.01mm sur des pales 

d’hélicoptères, et des défauts d’impacts entre 0.5 et 0.7 Joules sur des panneaux en CFRPs à cinq plis. 

Toutefois, il ne précise pas si ces délaminages sont accompagnés de ruptures de fibres ou non. Dans 

son travail [Mook-01], G. Mook a pu mettre en évidence la possibilité de détection d’un délaminage 

par la technique des courants de Foucault. Pour cela, il a réalisé deux stratifiés en CFRPs; le premier 

est conçu de telle manière à éviter les contacts électriques entre les plis, tandis que le second est conçu 
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de telle manière à établir des contacts électriques entre les plis. En utilisant le capteur à courant de 

Foucault tournant que nous avons décrit précédemment, il a  relevé sur un plan d’impédance des 

réponses différentes pour les deux stratifiés.    

1.3.5 La caractérisation des propriétés physiques et géométriques  

 Outre la caractérisation des défauts, la technique des courants de Foucault a été appliquée pour 

déterminer les caractéristiques géométriques des CFRPs, en particulier la détermination de  

l’orientation des fibres dans les différents plis. G. Mook [Mook-01] a présenté deux méthodes pour 

déterminer expérimentalement l’orientation des fibres dans une plaque en CFRP. La première méthode 

consiste à mesurer, à l’aide d’une bobine réceptrice, la cartographie du champ magnétique transmis 

par une bobine excitatrice à travers la surface de la plaque ; les deux bobines étant disposées d’un coté 

et de l’autre de la plaque (figure 1.7-a).  La figure 1.7-b montre l’effet de l’orientation des fibres sur la 

distribution de la composante normale du champ magnétique à la surface d’une plaque constituée de 

plis orientés dans les directions [45/-45/0/90]. La deuxième méthode consiste à utiliser la réponse du 

capteur tournant décrit dans la section 1.3.2. Ce capteur permet de tracer des diagrammes polaires 

donnant l’intensité du signal de mesure en fonction de son angle de rotation. Le diagramme de la 

figure 1.8.a  correspond à un stratifié constitué de plis unidirectionnels orientés dans la même 

direction, tandis que  le diagramme de la figure 1.8.b  correspond à un stratifié constitué de plis 

unidirectionnels orientés dans les directions [902/+452/02/-452].  Les amplitudes des lobes 

correspondent aux profondeurs des plis. 

 

Fig. 1.7. Détermination de l’orientation des fibres par la mesure du champ magnétique [Mook-01] 

  (a) La démarche expérimentale 

 (b) La composante normale du champ magnétique 
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          Fig. 1.8.  Détermination de l’orientation des fibres en utilisant un capteur CF tournant [Mook-01] 

 (a) Diagramme polaire obtenu  pour un stratifié constitué de plis unidirectionnels orientés dans la même direction 

 (b) Diagramme polaire obtenu pour un stratifié constitué de huit plis unidirectionnels orientés dans les directions              

[902/+452/ 02/ -452]  

1.3.6 L’aspect modélisation 

 Des difficultés sont rencontrées dans l’intégration des CFRPs dans un calcul de champ 

électromagnétique. Ces difficultés sont liées aux facteurs d'échelle, à leur forte anisotropie et à des 

couplages capacitifs complexes entre fibres et entre plis. Ces phénomènes compliquent non seulement 

le problème direct, mais aussi l’interprétation et l’inversion des résultats de mesure en vue de la 

caractérisation. 

  Le facteur d'échelle intervient à la fois au niveau microscopique et macroscopique. Au niveau 

microscopique, le diamètre des fibres étant compris entre 5 et 15 µm, une dizaine de milliers de fibres 

est présente  dans une section de 1 mm² [Bensaid-06a-b]. Une phase d'homogénéisation des propriétés 

physiques est à ce jour inévitable [Trichet-00, Doirat-07]. Après la phase d’homogénéisation, le 

matériau réel est remplacé par une structure anisotrope mais homogène pour chaque pli. Cela ne 

permet pas de tenir compte des couplages capacitifs entre fibres, et accentue le phénomène d’effet de 

peau qui était de moindre importance au départ vu le très faible diamètre des fibres.  Au niveau 

macroscopique, l’épaisseur des plis est très petite devant les dimensions du système modélisé. Cela 

engendre des difficultés de discrétisation lorsqu’on utilise des méthodes numériques. L'anisotropie 

provient de l’orientation des fibres. Elle a pour conséquence la nécessité de la prise en compte de la 

nature tensorielle des propriétés physiques, ce qui engendre un caractère tridimensionnel des 

phénomènes. 
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 D. Placko et I. Dufour ont utilisé un modèle paramétrique pour remonter aux valeurs du lift off 

et de la conductivité à partir des résultats de mesure de la réponse d’un capteur à courant de Foucault 

dans le contrôle des CFRPs [Placko-92, Dufour-93]. Ce modèle est basé sur les équations du 

transformateur, dans lequel le primaire et le secondaire représentent, respectivement, le capteur et la 

pièce en CFRP. Cette mesure de la conductivité ne tient pas compte de l’anisotropie; c’est la 

conductivité équivalente qui est mesurée. Cependant, si le capteur permet d’avoir une grande 

résolution spatiale, une telle mesure peut être suffisante pour détecter la présence d’un éventuel défaut.   

 Pour obtenir la distribution des courants induits à la surface d’une plaque en CFRP à partir de 

la mesure de la composante normale du champ magnétique, G. Mook a présenté une méthode basée 

sur la formulation des courants sur une grille constituée de boucles élémentaires de forme 

rectangulaire [Mook-01]. Le courant circulant dans chaque boucle élémentaire est proportionnel à 

l’induction normale mesurée au centre de cette boucle. Finalement, les composantes de la densité des 

courants induits sont obtenues par les dérivées spatiales de l’intensité du courant.    

 Des modèles utilisant les dyades de Green ont été développés pour la modélisation du champ 

électromagnétique dans les CFRPs [Sabbagh-88, Roberts-88], ainsi que le calcul de la réponse d’un 

capteur CF [Bowler-89]. Cependant, ces modèles convergent lentement dans le cas des petites 

épaisseurs, et leurs expressions sont difficiles à développer lorsque le nombre de plis devient 

important. En outre,  ils sont limités aux géométries simples, et la présence de défauts n’est pas prise 

en compte de manière directe. 

1.4 Conclusion  

 De récents travaux expérimentaux ont pu mettre en évidence le contrôle non destructif par 

courants de Foucault des CFRPs. Cependant, selon le type de contrôle à effectuer, les structures des 

CFRPs peuvent exiger des configurations particulières de capteurs CF. De plus, la faible conductivité 

de ces matériaux nécessite l’utilisation de fréquences plus élevées que celles utilisées pour l’inspection 

des matériaux conventionnels. 



Chapitre 1 - Etat de l’art  

 

16 

 L’état de l’art du CND-CF des CFRPs a révélé un besoin en terme de modélisation. En effet, 

très peu de travaux de modélisation ont été réalisés, et beaucoup reste à faire dans ce domaine. Les 

structures multi-échelles, l’hétérogénéité et les fortes anisotropies de ces matériaux, associées à des 

couplages capacitifs complexes, font de cette modélisation un challenge qu’on a essayé de relever 

dans ce travail.  
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Chapitre 2 

Mise en équation 

2.1 Introduction 

 Pour décrire le comportement du champ électromagnétique dans le système modélisé constitué 

d’un inducteur représentant un capteur CF et d’un induit en CFRP, nous démarrons des quatre 

équations de Maxwell auxquelles nous  associons les lois constitutives et les conditions de passage aux 

frontières.  Nous exprimons le tenseur de conductivité d’un stratifié en CFRP en fonction du tenseur 

de conductivité et de l’orientation des fibres de chaque pli par rapport à un repère choisi.  

2.2 Description du système modélisé 

 Le type de système modélisé est représenté par la figure 2.1. Une structure en matériau 

composite à fibres de carbone (CFRP) est soumise à l’action d’un champ électromagnétique produit 

par un inducteur où une densité de courant variable dans le temps « J
s
 » est imposée.  

 

 

 

Fig. 2.1. Le type de systèmes modélisés 

J 
s
 Ωs 

Ωc Γ 

n
r

 

σ    µo 

 

Ωe 

0=σ    µo 
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 Les volumes occupés par l’inducteur et la structure en CFRP sont désignés respectivement  par 

Ωs et Ωc. La région Ωc est délimitée par la frontière Γ, avec n
r

 son vecteur normal. La structure en 

CFRP est caractérisée par une conductivité électrique anisotrope représentée par un tenseur «σ », une 

perméabilité relative 1=rµ et une permittivité relative 1=rε . Le milieu extérieur Ωe représente le 

vide ; il s’étend à l’infini. 

 L’objectif est d’évaluer les courants induits dans la structure en CFRP ainsi que  la variation 

de l’impédance de l’inducteur pour des applications en CND. Il s’agit de caractériser les propriétés 

physiques et géométriques de la structure, ainsi que les éventuels défauts qu’elle pourrait contenir. 

 Nous ne tenons pas compte des effets de peau et de proximité au niveau de l’inducteur ; cela 

ne constitue pas une priorité pour les applications de CND- CF.  

2.3 Les équations de Maxwell  

 Michel Faraday (1791-1867) est le premier à décrire en 1831 le phénomène d’induction 

électromagnétique sur une spire conductrice placée à proximité d’une bobine parcourue par un courant 

variable dans le temps. Léon Foucault (1819-1868) découvrit ensuite les courants induits par un 

champ électromagnétique dans une masse métallique conductrice ; ces derniers créent à leur tour un 

champ induit qui s’oppose au champ inducteur selon la loi de Lorenz (1804-1865) énoncée en 1834. 

En effectuant une synthèse des travaux réalisés dans le XIX° siècle, James Clerk Maxwell (1831-

1879) a formulé une description complète des phénomènes électromagnétiques vers 1875 [Wikipédia]. 

Les équations de Maxwell lient entre eux les champs électrique et magnétique. Ce sont des équations 

locales qui s’écrivent comme suit    

t

B
E

∂

∂
−=×∇

r
rr

,              (Equation de Maxwell- Faraday)                           (2.1-a)  

t

D
EH

∂

∂
+=×∇

r
rrr

σ ,       (Equation de Maxwell- Ampère)                           (2.2-a) 

ρ=∇ D
rr

. ,                       (Equation de Maxwell- Gauss)                                 (2.3) 

0. =∇ B
rr

.                       (Conservation du flux magnétique)                           (2.4)  
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A ces équations on associe les lois constitutives suivantes 

HB
rr

µ= ,                                                              (2.5) 

ED
rr

ε= .                                                              (2.6) 

Dans les équations 2.1-a à 2.6 : 

)(TB
r

           est le vecteur d’induction magnétique,    

).(
1−

mHµ    le tenseur de perméabilité,  

).( 1−mAH
r

     le vecteur champ magnétique,         

).(
1−

mFε     le tenseur de permittivité,      

).( 1−mVE
r

      le vecteur champ électrique,                   

).(
1−

mSσ     le tenseur de conductivité, 

).(
2−

mCD
r

    le vecteur d’induction électrique et    

).(
3−

mCρ     représente la densité volumique de charge électrique.     

 Les composantes tangentielles des champs E
r

 et H
r

, de même que les composantes normales 

des inductions B
r

et D
r

, sont continues sur Γ. 

 Les équations précédentes décrivent tous les phénomènes électromagnétiques. Cependant, 

suivant l’application et le dispositif étudié, certains phénomènes peuvent être négligés. En ce qui 

concerne ce travail, nous considérons les régimes harmoniques ( ωj
t

=
∂
∂ ), et les fréquences utilisées 

sont telles que les courants de déplacement soient négligeables devant les courants de conduction 

( 0
rr

=
∂
∂

t
D ). Les matériaux modélisés sont caractérisés par la perméabilité et la permittivité du vide 

( 17
0 .104 −−×=→ mHπµµ  , 19

36
1

0 .10 −−=→ mF
π

εε ), et par une conductivité électrique anisotrope 

représentée par un tenseurσ . Dans ces conditions, la relation 2.1-a  devient 

HjE
~~

0

rrr
ωµ−=×∇ ,                                                           (2.1-b) 

La densité du courant source est imposée dans Ωs qui constitue son unique support. La relation 2.2-a 

s’écrit donc 
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S
s

dansJH Ω=×∇
rrr ~

,                                              (2.2-b) 

 CdansEJH Ω==×∇
~~~ rrrr

σ .                                               (2.2-c) 

edansH Ω=×∇ 0
~ rrr

.                                               (2.2-d) 

J
~r

 représente le vecteur densité de courants induits dans Ωc. Il doit satisfaire les conditions suivantes  

0
~

. =∇ J
rr

,                                                     (2.7) 

Γ= /0
~

.Jn
rr

.                                                    (2.8) 

 Le tilde sur les vecteurs signifie qu’ils sont à valeurs complexes. Dans tout ce qui suit, ce 

dernier sera omis pour alléger les notations.  

2.4 Expression du tenseur de conductivité pour un stratifié 

en CFRP 

Modéliser les CFRPs à l’échelle des fibres conduirait à des systèmes algébriques de 

dimensions démesurées. D’autre part, les fibres sont disposées de manière aléatoire dans le matériau. 

Une homogénéisation des propriétés physiques est donc indispensable.  

Pour chaque pli, dans un référentiel lié aux fibres (L, T, P), le tenseur de conductivité 

homogénéisé s’exprime comme suit 

><
















=

PTLP

T

L

pli

,,
00

00

00

σ

σ

σ

σ .                                                  (2.9) 

Dans 2.9, Lσ et Tσ  représentent, respectivement, les conductivités dans les sens parallèle et 

transversal aux fibres, et Pσ  représente la conductivité suivant l’épaisseur du pli. 

 Dans un référentiel orthonormé (u, v, w), choisi de telle manière à garder la composante 

suivant l’épaisseur invariante, le tenseur de conductivité d’un stratifié en  CFRP  s’exprime en 
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fonction des conductivités Lσ et Tσ , ainsi que de l’orientation (θ ) des fibres de chaque pli le 

constituant par rapport à ce référentiel (figure 2.2) [Pratap-96].  

 

                                                                                       

       Fig. 2.2. Référentiels fixe et lié aux fibres 

Dans le référentiel lié aux fibres de chaque pli (L, T, P), la loi d’Ohm s’écrit 

pliplipli EJ
rr

σ= .                                                           (2.10) 
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Ramenées dans un référentiel fixe (u, v, w) (figure 2.2), ces grandeurs s’écrivent  

JRJ pli

rr
= ,                                                           (2.11) 

ERE pli

rr
= ,                                                           (2.12) 
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R est la matrice rotation qui garde la composante suivant l’épaisseur (w) invariante 
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En remplaçant 2.11 et 2.12 dans 2.10, on obtient 

ERRJ pli

rr
σ1−= .                                           (2.14) 

w  P 

u 

v 

θ L 

T 



Chapitre 2 - Mise en équation 

 22 

On déduit donc  

RR pliσσ 1−= .                                           (2.15) 

En développant la relation 2.15, nous obtenons l’expression du tenseur  de conductivité σ  du stratifié 

dans le référentiel (u, v, w)  
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00

0)(cos)(sin)2sin(
2

0)2sin(
2

)(sin)(cos

σ

θσθσθ
σσ

θ
σσ

θσθσ

σ .               (2.16) 

 On peut noter qu’à cause de la résistance de contact entre les plis adjacents, la conductivité 

suivant l’épaisseur du stratifié est très inférieure à la conductivité suivant l’épaisseur d’un pli 

( Pww σσ << ). Elle est souvent négligée pour simplifier la  modélisation électromagnétique de ce type 

de matériaux [Pratap-96]. En effet vu que les plis sont très minces et que la résistance de contact entre 

les plis est très grande, on considère que les courants induits ne circulent que dans des plans parallèles 

aux plis et ne passent pas d’un pli à un autre.  

2.5 Conclusion  

 Après avoir posé le problème électromagnétique et les hypothèses simplificatrices, nous avons 

exprimé dans un repère fixe le tenseur de conductivité homogénéisé d’un stratifié en CFRP. Ce tenseur 

s’exprime en fonction des composantes du tenseur de conductivité de chaque pli le constituant, ainsi 

que de l’angle d’orientation des fibres de chaque pli par rapport au repère fixe choisi. 

 L’étape suivante du travail consiste à établir une formulation du problème électromagnétique 

afin d’évaluer les courants induits dans la structure en CFRP, ainsi que  la variation de l’impédance de 

l’inducteur, dans les limites des hypothèses simplificatrices énoncées dans cette partie.    
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Chapitre 3 

Formulation 

3.1 Introduction 

 Les problèmes de calcul des courants induits sont régis par les modèles magnétodynamiques. 

Ces derniers peuvent être formulés soit en termes de champs, de potentiels, ou en terme de densité de 

courants [Albanese-88a]. Les formulations peuvent être exprimées en termes d’équations aux dérivées 

partielles, en terme d’équations intégrales de frontières pour les structures homogènes [Zheng-90, 

Rucker-90] ou encore en terme d’intégrales de volumes [Albanese-88a, Albanese-88b, Kwon-03].  

 Les formulations en champs ne permettent pas d’imposer explicitement les lois de 

conservation du courant électrique ou du flux magnétique. Elles sont donc rarement utilisées pour les 

problèmes de calcul de courants induits, sauf quand elles sont associées à des méthodes telle que les 

dyades de Green pour des géométries simples [Roberts-88], les intégrales de frontières [Zheng-90] ou 

encore les éléments finis d’arrêtes où l’on peut imposer géométriquement les conditions de 

conservation (divergence nulle) [Albanese-88a]. Ainsi les formulations en potentiels sont les plus 

utilisées.  

 On distingue deux principales formulations en potentiels : la formulation en potentiels vecteur 

magnétique et scalaire électrique VA −
r

[Bíró-89], et la formulation en potentiels vecteur électrique et 

scalaire magnétique ϕ−T
r

[Bouillault-90, Bouillault-92]. Comme la formulation en champ électrique, 

la formulation en potentiels VA −
r

 tient compte naturellement de la conservation du flux magnétique, 

mais ne tient pas compte de la conservation du courant électrique. De même la formulation en 

potentiels ϕ−T
r

 tient compte naturellement de la conservation du courant électrique mais ne tient pas 

compte de la conservation du flux magnétique. Cependant, l’introduction des potentiels scalaires nous 
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permet d’imposer explicitement les conditions de conservations du courant électrique et du flux 

magnétique. Une formulation en potentiels vecteurs TA
rr

− a été proposée par D. Albertz [Albertz-98]. 

Elle  permet de  tenir compte de manière naturelle, à la fois, de la conservation du courant électrique et 

de la conservation du flux magnétique. Cependant, cette formulation est coûteuse en termes d’espace 

mémoire et de temps de résolution, car elle aboutit à un système de six équations au lieu de quatre 

pour les formulations VA −
r

et ϕ−T
r

.  

 Dans ce travail, en dérivant la densité de courant d’un potentiel vecteur électriqueT
r

et 

l’induction magnétique d’un potentiel vecteur magnétique, qui est à son tour exprimé par une équation 

intégrale en termes de densités de courants, nous obtenons une formulation intégro-différentielle en 

potentiel vecteur électriqueT
r

. Elle tient compte naturellement des conservations du courant électrique 

et de la densité du flux magnétique. Outre cet avantage, l’aspect intégral de cette formulation permet 

de limiter le domaine d’étude aux parties actives du système. Cela permet de réduire le problème multi 

échelle à la structure en CFRP, et facilite la prise en compte des mouvements. Plus encore, vu la 

structure en couches minces des CFRPs, et sous certaines conditions, cette formulation peut se réduire 

à un cas quasi-bidimensionnel n’impliquant que la composante normale du potentiel vecteur 

électrique, réduisant ainsi considérablement la taille du système à résoudre et le temps de calcul 

[Schneider-80, Salon-81, Takahashi-88, Tsuboi-91, Tsuboi-93].  

 Pour finir, deux approches sont proposées pour l’évaluation de la variation d’impédance de 

l’inducteur : le principe de conservation d’énergie et une approche intégrale.   

3.2 Formulation intégro-différentielle en potentiel vecteur 

électrique T 

 Les formulations en potentiel vecteur électrique sont basées sur  la loi de conservation du 

courant électrique 

TJJ
rrrrr

×∇=⇔=∇ 0. .                                                    (3.1) 

En remplaçant la relation 3.1 dans l’équation de Maxwell – Faraday, on obtient  
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HjBjT
rrrrr

0
1 ωµωσ −=−=×∇×∇ − .                                                   (3.2) 

 La composante normale des courants induits doit s’annuler à la frontière Γ délimitant le 

domaine Ωc occupé par la structure en CFRC (figure 2.1). Le potentiel vecteur électrique T
r

doit donc 

satisfaire la condition aux limites suivante [Bouillault-90] 

Γ=× /0
rrr

Tn .                                                      (3.3) 

 Les systèmes modélisés sont linéaires ; cela nous permet de décomposer le champ magnétique 

en ses composantes source s
H
r

et induit r
H
r

 

rs
HHH
rrr

+= .                                                       (3.4) 

 Il est commun d’exprimer le champ magnétique induit r
H
r

en fonction du potentiel vecteur 

électrique T
r

 et d’un potentiel scalaire magnétique ϕ  [Krakowski-89, Bouillault-90, Bouillault-92], tel 

que  

 






Ω∇−

Ω∇−
=

edans

cdansT
H

r

ϕ

ϕ

r

rr

r
.                                                       (3.5) 

Dans ce cas 3.2 devient 

s
HjTjT
rrrrrr

00
1 )( ωµϕωµσ =∇−+×∇×∇ − .                                                       (3.6) 

Le potentiel scalaire magnétique φ doit vérifier les relations suivantes  

 











Γ=

Ω=∆

Ω∇=∆

+− ΓΓ
.

,0

,.

sur

edans

cdansT

ϕϕ

ϕ

ϕ
rr

                                                       (3.7) 

Pour limiter le domaine d’étude aux parties actives du système, on exprime le potentiel 

scalaire magnétique ϕ  par des équations intégrales en termes de densités volumique et surfacique de 
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charges magnétiques fictives [Krakowski-89, Bouillault-90, Bouillault-92]. D’autre part, à la 

formulation 3.6, on doit associer une condition de jauge pour assurer l’unicité du potentiel vecteur 

T
r

[Albertz-98], la condition de conservation de la densité de flux magnétique dans la région Ωc et la 

condition de continuité de la composante normale de l’induction magnétique à travers la frontière Γ ; 

la continuité de la composante tangentielle du champ magnétique étant assurée par la condition 3.3, 

associée à continuité du potentiel scalaire magnétique ϕ . Cela implique la résolution de plusieurs 

équations impliquant l’inversion de matrices pleines [Bouillault-90, Bouillault-92], ce qui est très 

coûteux en termes de temps de calcul.   

Il semble plus intéressant de dériver l’induction magnétique B
r

 d’un potentiel vecteur 

magnétique A
r

, tel que [Bíró-89]  

ABB
rrrrr

×∇=⇔=∇ 0. .                                          (3.8) 

En introduisant 3.8 dans 3.2, on obtient  

AjT
rrrrr

×∇−=×∇×∇ − ωσ 1 .                                          (3.9) 

Nous exprimons le potentiel vecteur magnétique A
r

 par une équation intégrale en termes de 

densités de courants [Kwon-03]. En séparant les termes source et induit du potentiel vecteur 

magnétique A
r

, et en tenant compte de 3.1, on obtient  

 

∫∫
ΩΩ

Ω
−

×∇
+Ω

−
=+=

cs

s
rs

cd
rr

rT
sd

rr

rJ
rArArA

'

)'('

4'

)'(

4
)()()( 00

rr

rr

rr

r
rrr

π

µ

π

µ
.                                        (3.10) 

 

Dans la relation 3.10, srr
rr

−  est la distance entre un point source repéré par le vecteur sr
r

appartenant 

à la région Ωs, et un point repéré par le vecteur r
r

 où le potentiel vecteur magnétique A
r

 est calculé.  

De même, 'rr
rr

−  représente la distance entre un point repéré par le vecteur 'r
r

appartenant à la région 

Ωc, et un point repéré par le vecteur r
r

 où le potentiel vecteur magnétique A
r

 est calculé. Le signe 

prime sur l’opérateur nabla ( '∇
r

) signifie que le rotationnel est calculée au point 'r
r

.  
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 En calculant le rotationnel du potentiel vecteur magnétique A
r

 au point r
r

, on obtient la 

relation suivante    
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 Finalement, en introduisant 3.11 dans 3.2, on obtient 
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 La formulation 3.12 a l’avantage de tenir compte naturellement des conservations des densités 

de courant et du flux magnétique. Cependant, le système algébrique engendré par 3.12 serait lourd à 

résoudre à cause de l’intégrale sur le volume Ωc qui engendre une matrice pleine ou dense si on 

néglige l’interaction entre les termes éloignés. Pour cela, au lieu de résoudre 3.12 telle qu’elle est 

formulée, nous proposons la méthode itérative décrite dans la figure 3.1, où l’intégrale sur le volume 

Ωc est transférée au second membre.  

 On initialise le vecteur densité de courant induit à zéro, puis on procède à la résolution de 

l’équation 3.2 dans un processus itératif, en utilisant 3.1 pour le calcul de la densité de courants induits 

et ensuite 3.11 pour le calcul de l’induction magnétique de réaction à chaque itération ; l’induction 

magnétique source étant calculée une seule fois à la première itération. L’arrêt du processus itératif est 

conditionné par un test de convergence qui peut être effectué sur la valeur du potentiel vecteur 

électrique ou sur la densité de courant induit. Le test de convergence doit être réalisé sur l’ensemble 

des parties réelle et imaginaire séparément, afin d’éviter que la partie imaginaire ne soit noyée dans 

l’erreur de calcul. En effet, dans le contrôle par courants de Foucault des matériaux conducteurs non 

magnétiques, la partie imaginaire de l’impédance ne représente qu’environ 2% de la partie 

réelle [Zaoui-08].  
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Fig. 3.1.  Méthode de résolution itérative  

La matrice globale engendrée par la discrétisation de l’équation 3.12-bis (figure 3.1) est creuse 

car les termes intégraux sont transférés au second membre. La résolution de ce système matriciel est 

donc plus rapide que celle du système engendré par 3.12. De plus, vu que l’intégrale sur le volume Ωc 

diminue rapidement en 
2

/1 r
r

, nous pouvons négliger les termes issus des interactions entre les 

éléments éloignés.  Cependant, il reste à vérifier l’unicité du potentiel vecteur électrique T
r

et la 

convergence de 3.12-bis, vu la singularité du terme rot-rot.  

Dans son travail [Ren-96], Zhuoxiang Ren a démontré que si le second membre d’une 

équation rot-rot est à divergence nulle, l’utilisation de la méthode des gradients conjugués permet 

d’assurer la convergence de cette équation. Or c’est le cas pour 3.12-bis, où les termes intégraux au 

second membre sont à divergence nulle (à condition que 0. =∇ s
J
rr

). Cette méthode est donc utilisée 
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pour résoudre 3.12-bis. Par analogie à ce qu’à présenté Zhuoxiang Ren, la solution T
r

obtenue par 

3.12-bis peut ne pas être unique du fait de la singularité de la matrice  rot-rot ; cependant elle donne 

une unique solution pour la densité de courants induits J
r

, et donc une solution unique pour 

l’induction magnétique B
r

. 

Démonstration [Ren-96] 

L’équation 3.12-bis peut s’écrire sous la forme STM = . A chaque itération de la méthode 

des gradients conjugués on a kkkk pTT α+=+1  , où kα est un coefficient et kp un vecteur qui résulte 

d’une combinaison linéaire de )( kiSTM i ≤− . Si D désigne la matrice divergence, on a 0=kpD du 

fait que [ ]0=MD  et 0=SD . Il en découle que 001 ===+ TDTDTD kk . A chaque itération, la 

divergence de T
r

est donc définie au sens faible; elle est égale à celle de la solution initiale.   

3.3 Approximations des couches minces 

En première approximation, nous supposons que les plis dans les structures en CFRPs 

modélisées sont électriquement isolés les uns des autres et que les courants induits ne circulent pas 

d’un pli à un autre. D’autre part, étant donné la faible épaisseur des plis (≈0.125mm), si, pour les 

fréquences utilisées, l’épaisseur d’un pli se trouve très inférieure à l’épaisseur de peau, nous pouvons 

négliger les variations des grandeurs électromagnétiques suivant cette épaisseur, et considérer que les 

courants induits ne sont générés que par la composante normale du champ magnétique et circulent 

dans des plans parallèles aux surfaces des plis (figure 3.2), i.e.,   
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Ces hypothèses impliquent les relations suivantes  
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Fig. 3.2.  Couches minces empilées en CFRP  

Dans ce cas, seule la composante normale du potentiel vecteur électrique est retenue dans la 

formulation 3.12, et la formulation 3.12  devient  
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Dans 3.15, )(rTn représente la composante normale du potentiel vecteur électrique T
r

au point repéré 

par le vecteur r
r

et )(rn
r

est la normale à la surface en ce point. pliS  et pliδ  représentent, 

respectivement, la surface et l’épaisseur d’un pli.  

 En coordonnées cartésiennes, la formulation 3.15 se développe comme suit (l’axe z orienté 

suivant l’épaisseur) 
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La méthode itérative décrite par la figure 3.1 peut être utilisée pour résoudre 3.16. Les 

composantes normales du tenseur de conductivité disparaissent de la formulation, car nous avons 

supposé que les courants induits ne circulent que sur des plans parallèles aux surfaces des plis.  
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3.4 Calcul de la variation d’impédance de l’inducteur  

 Pour des applications en CND par courants de Foucault dans le domaine fréquentiel, la 

caractérisation passe par l’évaluation de la variation de l’impédance du capteur.  

La variation de l’impédance de l’inducteur peut être calculée de différentes manières. 

Cependant, les principes de la conservation d’énergie et de réciprocité sont les plus souvent utilisés 

pour leur simplicité à mettre en œuvre, sans avoir à modéliser les effets de peau et de proximité au 

niveau de l’inducteur [Ida-85, Bowler-89, Zaoui-08].  

3.4.1 Approche énergétique  

 L’échange de puissances entre l’inducteur alimenté par un courant de valeur efficace sI , et la 

charge en CFRP siège de courants induits, s’exprime comme suit [Ida-85] 

WjPILjR s 2)( 2 ωω +=∆+∆ .                                                  (3.17) 

P est la puissance active dissipée dans la charge ;  elle s’exprime comme suit 

 

∫
Ω

=
c

dvJJP
rr

ρ.* .                                                 (3.18) 

 

Dans un repère cartésien (x, y, z), la relation 3.18 se développe comme suit 

 

∫
Ω

++++++++=
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(3.18-bis) 

W est l’énergie magnétique;  elle s’exprime comme suit 
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Dans 3.18 et 3.19, *J
r

 et *rH
r

 désignent les conjugués des vecteurs J
r

 et rH
r

. 
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 En confinant la modélisation du champ électromagnétique aux parties actives du système, 

seule la puissance active peut être calculée; cette approche ne permet donc d’évaluer  que la variation 

de la partie réelle de l’impédance de l’inducteur.  

3.4.2 Approche intégrale  

 L’inducteur étant alimenté par un courant sI , la variation de son impédance, due aux courants 

induits dans la charge en CFRP, peut être évaluée par la formule suivante [Burke-87, Bowler-89] 
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Dans 3.20, i
E
r

représente le champ électrique au niveau de l’inducteur, produit par les courants induits 

dans la charge en CFRP, et s
J représente la densité du courant source au niveau de l’inducteur.  

 En utilisant la formule de Biot et Savart pour évaluer le champ électrique i
E
r

, on obtient la 

relation suivante  
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Dans 3.21, 'rr
rr

−  est la distance entre un point repéré par le vecteur 'r
r

appartenant à la région Ωc, et 

un point repéré par le vecteur r
r

 appartenant à la région Ωs.   

 Vu l’interchangeabilité des intégrales dans 3.19, nous déduisons  
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Dans 3.22, s
E
r

représente le champ électrique produit par l’inducteur, calculé au niveau de la charge. 
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3.5 Conclusion 

 Il existe plusieurs formulations pour les problèmes de calcul de courants induits, et le choix de 

la formulation dépend des propriétés physiques et géométriques du système modélisé.  

 Pour les systèmes modélisés dans ce travail, qui sont caractérisés par une forte anisotropie 

électrique et des dimensions multi-échelles, nous avons développé une formulation intégro-

différentielle en potentiel vecteur électrique. Cette formulation tient compte naturellement des 

conservations des densités de courant électrique et de flux magnétique, d’une part, et, d’autre part, elle 

permet de limiter la modélisation aux parties actives du système.  Cela permet de pallier les problèmes 

liés aux dimensions multi-échelles des CFRPs, et facilite la prise en compte des mouvements. D’autre 

part, dans le cas des couches minces, cette formulation se réduit à un cas quasi-bidimensionnel 

n’impliquant que la composante normale du potentiel vecteur électrique, ce qui conduit à un gain 

considérable en termes de temps de calcul et d’espace mémoire de stockage de données. 

 Finalement, deux approches sont proposées pour l’évaluation de la variation d’impédance de 

l’inducteur. L’utilisation du principe de conservation de l’énergie est plus économique en termes de 

calcul ;  cependant, en confinant la modélisation aux parties actives, cette approche ne permet 

d’évaluer que la variation de la partie réelle de l’impédance. 

 L’étape suivante du travail consiste à discrétiser les équations intégro-différentielles 

développées dans cette partie, en utilisant une méthode ou un couplage de méthodes de résolution 

numérique, associés à une stratégie de discrétisation de la structure en CRFP et de l’inducteur.   
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Chapitre 4 

Mise en œuvre d’un modèle Différences 

Finies – Méthode des Moments 

4.1 Introduction 

 Suivant la complexité de la géométrie du système modélisé, de nombreuses méthodes peuvent 

être utilisées pour la résolution des équations aux dérivées partielles engendrées par la formulation du 

problème électromagnétique, allant des méthodes simples telle que la méthode des différences finies à 

des méthodes plus élaborées comme la méthode des éléments finis.  

 La méthode des éléments finis (MEF) est sans doute la méthode numérique la plus utilisée 

pour résoudre les équations aux dérivées partielles en électrotechnique. Elle a l’avantage de traiter des 

géométries complexes avec une grande précision de calcul. Elle offre également la possibilité 

d’intégrer facilement la non linéarité et l’anisotropie des propriétés physiques des matériaux 

modélisés. Cependant, elle traite mal les régions minces et les mouvements, qui engendrent des 

systèmes matriciels de rang élevé ou mal conditionnés pour l’un et la nécessité d’un remaillage à 

chaque déplacement pour l’autre. Ces deux contraintes engendrent des imprécisions et des temps de 

calcul considérables. Or ces contraintes sont souvent rencontrées dans les systèmes de CND CF, où les 

capteurs se déplacent à une très faible hauteur (lift off) sur des pièces présentant des géométries très 

minces telles que les fissures, ou des pièces laminées comme le cas CFRPs. 

 La méthode des différences finies a moins de succès dans le domaine de l’induction 

électromagnétique. Comme la méthode des moments, elle est généralement utilisée pour résoudre les 
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équations de propagation d’ondes électromagnétiques [Hélier-03, Ney-06]. Contrairement à la MEF, 

elle traite moins facilement les géométries complexes et sa précision dépend directement du pas de 

discrétisation [Spiteri-02]. Cependant, elle est plus simple à mettre en œuvre et offre une précision 

raisonnable avec des temps de calcul moins importants que dans le cas de la MEF.  

 Dans ce travail, la méthode des différences finies est associée à la méthode des moments pour 

discrétiser les équations intégro-différentielles développées dans le chapitre précédent.  Les opérateurs 

intégraux et différentiels sont développés dans un système de coordonnées cartésiennes.  

4.2 Discrétisations de la source et de la charge en CFRP 

 La source est discrétisée en sN  volumes élémentaires. La densité de courant source est 

considérée constante par élément. De même, la charge en CFRP, composée de np plis, est discrétisée 

régulièrement en LNMN c ××=  volumes élémentaires, respectivement, suivant les axes x, y et z. La 

densité des courants induits est considérée constante par élément. Si, pour les fréquences utilisées, 

l’épaisseur de peau est très grande devant l’épaisseur d’un pli, chaque pli peut être représenté par une 

seule nappe de volumes élémentaires (i.e., L=np) comme le montre la figure 4.1. En effet, la 

conductivité des CFRP étant de l’ordre de mS /104  ; à une fréquence de Hz
610  l’épaisseur de peau 

correspondante est de mm5 , soit 40 fois l’épaisseur d’un pli.   

 Par soucis de clarté, certains algorithmes développés dans ce qui suit sont basés sur le 

raisonnement que chaque pli est représenté suivant l’épaisseur par une seule nappe de volumes 

élémentaires ; cependant, l’approche reste valable quelque soit le nombre de volumes élémentaires par 

épaisseur d’un pli.  

 En pratique, au lieu d’utiliser les indices i, j, k, qui indiquent les positions du centre d’un 

volume élémentaire suivant les axes  x, y et z (figure 4.1),  nous préférons travailler avec un indice 

global  « p »  définit comme suit 

 

)1,1,1())(1()1( npkNjMipourMNkMjip ≤≤≤≤≤≤−+−+= .                    (4.1) 
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Fig. 4.1. Volumes élémentaires de la source et la charge en CFRP 

 

 Pour le maillage de la charge, on n’a besoin de définir que les coordonnées des centres des 

volumes élémentaires. L’algorithme du maillage est le suivant 
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4.2.1 Approximation des dérivées par un schéma différences finies 

 En chaque nœud représentant le centre d’un volume élémentaire d’indices (i, j, k), les dérivées 

suivant les axes x, y et z sont approximées par les différences finies centrées suivantes  
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En tenant compte de 4.1, les dérivées 4.2 deviennent  
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4.2.2 Le tenseur de résistivité associé à chaque volume élémentaire de la 

charge en CFRP 

 Le tenseur de résistivité ρ associé à chaque volume élémentaire de la charge en CFRP, repéré 

par les indices i, j, k, est donné par la relation 4.3, où k
Lσ , k

Tσ  et kθ représentent respectivement les 

conductivités suivant les sens parallèle et perpendiculaire aux fibres, et l’orientation des fibres du pli 

n°k par rapport au repère choisi. 
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L’algorithme d’affectation du tenseur de résistivité à chaque volume élémentaire est le suivant  
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4.3 Construction des matrices  

 Les formulations 3.12 s’écrit sous la forme algébrique suivante  

( ) s
sccc JMjTCMjCRC 00 ωµωµ −=+ ,                          (4.4) 
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 La charge étant discrétisée en npMNN c ××=  volumes élémentaires, le vecteur T est de 

dimension cN3  ; il se développe comme suit 

{ }

{ }
{ }
















=

z

y

x

T

T

T

T .                             (4.5) 

Les sous vecteurs { }
zyxllT

,,=
 sont de dimension cN . Ils représentent les trois composantes du potentiel 

vecteur électrique pour tous les volumes élémentaires de la charge. 

 La matrice C  représente la discrétisation de l’opérateur rotationnel. Elle est de 

dimension cc NN 33 × , et se développe comme suit 
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Les sous matrices ][ x∂ , ][ y∂  et ][ z∂  sont de dimension cc NN × . Elles sont construites à partir des 

dérivées 4.2-bis.  L’algorithme de construction des matrices [ ]x∂ , [ ]y∂  et [ ]z∂  est le suivant 
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 La matrice résistivité R se développe comme suit  
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Les sous matrices zyxnzyxmmnndiag ,,;,,)]([ ==ρ  sont des matrices diagonales de dimension cc NN × . 

Elles contiennent les éléments des vecteurs mnρ  qui représentent les composantes mn  

( zyxnzyxm ,,;,, == ) du tenseur de résistivité pour tous les volumes élémentaires de la charge. 

L’algorithme de construction de la matrice  R  est le suivant 
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 Les matrices scM et ccM   sont issues des termes intégraux qui sont discrétisés par la méthode 

des moments [Le Duc-08].   

 Le champ magnétique source en un des cN  volumes élémentaires de la charge en CFRP 

résulte de la somme de la contribution de tous les sN volumes élémentaires issus de la discrétisation 

de la source. La matrice scM est donc de dimension sc NN 33 × , et le vecteur s
J est de 

dimensions sN3 . Ces derniers se développent comme suit  
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Les vecteurs { }
zyxl

s
lJ

,,=
sont de dimension sN , et les matrices zyxlsclM ,,][ = sont de dimension 

sc NN × .  Les éléments des matrices zyxlsclM ,,][ = s’expriment comme suit 
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−
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.                               (4.9) 

Dans la relation 4.9, jvs  est le volume élémentaire d’indice j de la source, et ij rr
rr

−  représente la 

distance entre le centre de ce volume élémentaire, repéré par le vecteur jr
r

, et le centre du volume 

élémentaire d’indice i de la charge en CRFP, repéré par le vecteur ir
r

. 

 La matrice ccM  est de dimension cc NN 33 × . Elle traduit les interactions entre tous les 

volumes élémentaires de la charge. Elle se développe comme suit  
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Les sous matrices zyxlcclM ,,][ = sont de dimension cc NN × ;  leurs éléments s’expriment comme suit  
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Dans la relation 4.11, jvc  est le volume élémentaire d’indice j de la charge, et ij rr
rr

−  représente la 

distance entre le centre de ce volume élémentaire, repéré par le vecteur jr
r

, et le centre du volume 

élémentaire d’indice i de la charge, repéré par le vecteur ir
r

.  

 Vu que les éléments des matrices zyxlcclM ,,][ = diminuent en 2/1 r , l’effet des éléments 

lointains peut être négligé. On définit donc un rayon d au-delà duquel on néglige les éléments de ces 

matrices. Les matrices zyxlcclM ,,][ =  présentent une singularité à la source, i.e. lorsque 

ji rr
rr

= ( ∞→),( iiM ccl ). Pour évaluer ces termes, nous utilisons la méthode de Gauss (Annexe 3). 

 L’algorithme de calcul des éléments des matrices zyxlcclM ,,][ =  est le suivant  



Chapitre 4 - Mise en œuvre d’un modèle Différences Finies – Méthode des Moments  

 

 42 

[ ]

pourfin , pourfin

sifin

jiMijMjiMijMjiMijM

r

zzvc
jiM

r

yyvc
jiM

r

xxvc
jiM

alorsdrsi

zzyyxxr

NijPour

GuaussdeméthodelaparévaluésiiMiiMiiM

NiPour

zyxvc

zyxd

NNdimensiondecreusescommeMetMMmatriceslesDéfinir

cczcczccyccyccxccx

ji

ccz

ji

ccy

ji

ccx

jijiji

c

cczccyccx

c

cccczccyccx

),(),(,),(),(,),(),(

4

)(
),(,

4

)(
),(,

4

)(
),(

)()()(

1

),,(),,(),,(

,1

),,(min

][][],[

333

222 2

1

−=−=−=

−
=

−
=

−
=

<

−+−+−=

→+=

→=

∆∆∆=

∆∆∆∝

×

πππ

 

 Compte tenu des développements précédents, la forme algébrique de la formulation réduite 

pour les couches minces 3.16  se développe comme suit  
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   (4.12) 

 On passe donc d’un  système de dimension cc NN 33 × à un système de dimension cc NN × . 

Cela conduit à des gains considérables en espace mémoire et en temps de calcul. 

4.4 Les conditions aux limites   

 Avant de procéder à la résolution des systèmes matriciels 4.4 et 4.12, il est nécessaire 

d’imposer la condition aux limites 3.3.  
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 Le système 4.4 est de la forme 

STA = .                             (4.4-bis) 

La matrice A  est de dimensions 3Nc ×3Nc, et les vecteurs T  et S sont de dimensions 3Nc. Le vecteur 

T contient les trois composantes du potentiel vecteur électrique (Tx, Ty et Tz) pour chaque volume 

élémentaire de la charge, et le vecteur S représente le second membre.  

 La condition aux limites 3.3 sur les frontières xΓ , yΓ et zΓ , qui sont respectivement parallèles 

aux axes x, y et z, est imposée explicitement comme suit 
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 Le système 4.12 n’implique que la composante normale du potentiel vecteur électrique. Il est 

de la forme  

zzxy STA = .                             (4.12-bis) 

La matrice xyA  est de dimension cc NN × , et les vecteurs zT  et zS sont de dimensions cN . La 

condition aux limites 3.3 est imposée sur les frontières xΓ et yΓ  comme suit 
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4.5 Résolution des systèmes matriciels   

 Nous avons justifié l’utilisation de la méthode du gradient conjugué pour résoudre les 

systèmes algébriques issus des discrétisations des formulations (voir section 3.2). Cependant, les 

systèmes 4.4 et 4.16 ne sont pas symétriques. Pour résoudre ces systèmes,  nous utilisons la méthode 

itérative du bi-gradient conjugué stabilisé (Bi-CGStab).  En effet, la méthode du bi-gradient conjugué 

constitue une généralisation de la méthode du gradient conjugué pour les matrices non symétriques 

[Driessen-91, Salonen-96, V.D. Vorst-96].  

 Pour résoudre le système 4.4, nous procédons par une solution itérative décrite par 

l’algorithme suivant 
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 La même procédure est utilisée pour résoudre le système 4.16.  

 

4.6 Exploitation des résultats 

 La résolution des systèmes matriciels 4.5 et 4.16 conduit à la détermination des trois 

composantes du potentiel vecteur électrique ainsi que des trois composantes de la densité de courants 

induits au centre de chaque volume élémentaire de la charge. Ces données sont exploitées pour le 

calcul du champ magnétique de réaction et la variation d’impédance de l’inducteur.  

4.6.1 Calcul du champ magnétique de réaction 

 Une fois que les trois composantes de la densité des courants induits sont déterminées dans 

chaque volume élémentaire,  le champ magnétique de réaction est calculé comme suit 
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Les vecteurs r
xH , 

r
yH  et r

zH  représentent les trois composantes du champ magnétique de réaction 

pour tous les volumes élémentaires de la charge. 
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4.6.2 Calcul de la variation d’impédance de l’inducteur 

 Une fois que les trois composantes de la densité de courants induits et du champ magnétique 

de réaction sont calculées, on peut procéder au calcul de la variation d’impédance de l’inducteur. 

 L’intégrale 3.21 est discrétisée comme suit 

∑∑
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L’équation 4.14 peut s’écrire sous la forme matricielle suivante  

sT
JMJ .                               (4.15) 

La matrice M  se développe comme suit 
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La matrice scM est de dimension sc NN × . Ses éléments sont calculés comme suit 
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Le module ji rr
rr

−  désigne la distance entre le volume élémentaire d’indice i de la charge et le 

volume élémentaire d’indice j appartenant à la source. 

 L’intégrale 3.18-bis est discrétisée comme suit  
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Le signe étoile (*) dans 4.18, désigne «le complexe conjugué ».  
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4.7 Conclusion 

 Nous avons proposé un couplage de la méthode des différences finies avec la méthode des 

moments pour discrétiser les formulations intégro-différentielles développées dans le chapitre 

précédent. Les termes différentiels sont discrétisés par un schéma différences finies centrées, et les 

termes intégraux sont discrétisés par la méthode des moments.  

 La méthode du bi-gradient conjugué stabilisé est proposée pour la résolution des systèmes 

matriciels non symétriques engendrés par ce couplage. Pour réduire le nombre d’éléments stockés 

dans les matrices globales et réduire les temps de calcul, nous avons proposé une méthode de 

résolution itérative où les termes intégraux sont transférés au second membre.  

 Nous avons développé les algorithmes nécessaires pour l’implémentation d’un code de calcul. 

Certains algorithmes sont basés sur le raisonnement que chaque pli de la charge en CFRP est 

représenté par une seule nappe de volumes élémentaires ; cependant, mis à part l’affectation des 

propriétés physiques, ces algorithmes demeurent valables quelque soit le nombre de volumes 

élémentaires suivant l’épaisseur d’un pli.  

 La prochaine étape de ce travail consiste à implémenter un code de calcul à base de ces 

algorithmes, et vérifier les limites de validité des hypothèses du modèle simplifié pour les couches 

minces.  
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Chapitre 5 

Implémentation et validation  

5.1 Introduction 

 Nous avons implémenté les algorithmes développés dans le chapitre précédent dans un code 

de calcul sur Matlab. Cette partie du travail consiste à valider ces algorithmes, en comparant, dans des 

exemples de calcul, les résultats numériques à ceux obtenus par des calculs analytiques. Pour ce faire, 

nous disposons de deux modèles analytiques exprimant les variations d’impédances d’une bobines à 

axe parallèle et d’une bobines à axe perpendiculaire à la surface d’une plaque présentant une 

anisotropie uniaxiale de la conductivité électrique [Burke-90] (Annexe 1), et un troisième modèle 

exprimant le champ électrique induit par une boucle de courant dans une telle plaque [Roberts-88] 

(Annexe 2).  La nécessité d’une validation concerne particulièrement le modèle réduit pour les 

couches minces. Il s’agit notamment de déterminer les limites de validité de ce modèle vis-à-vis de la  

configuration de l’inducteur qui détermine la répartition du champ source, et vis-à-vis de la fréquence 

et de l’épaisseur de la charge.  

 Nous commençons par une brève description du code de calcul développé, puis nous entamons 

la compagne de validation. Nous terminons par un exemple d’une bobine sur une plaque multicouche 

en CFRP. Par la même occasion, nous comparons les temps de calcul et les espaces mémoires requis 

pour les différentes formulations. 

 Vu qu’il n’existe pas de problème test pour le CND par courants de Foucault des CFRPs, les 

dimensions des systèmes considérés sont arbitraires, néanmoins réalistes. Les valeurs des épaisseurs et 

des conductivités des plaques considérées correspondent aux valeurs standards dans les CFRPs.  
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5.2 Description du code de calcul 

 Le code de calcul est composé de sept parties principales : 

 

- La déclaration des données, 

- les maillages de la source et de la charge en CFRP, 

- la construction des matrices, 

- le calcul du champ source, 

- la résolution du système matriciel, 

- l’exploitation des résultats, 

- la visualisation des résultats.  

 

 Pour une utilisation optimale de l’espace mémoire, les éléments nuls ne sont pas stockés. 

Toutes les matrices sont déclarées comme creuses « sparse ». 

 La méthode itérative du bi-gradient conjugué stabilisé existe sur Matlab sous la commande 

«BICGSTAB». Nous l’avons directement exploité pour la résolution des systèmes matriciels. De 

même, nous avons exploité les commandes «plot » pour la visualisation  des courbes et « quiver3» 

pour la visualisation de la répartition des vecteurs dans l’espace 3D.  

5.3 Validation 

 Nous comparons les résultats numériques obtenus par le modèle réduit à ceux obtenus par des 

calculs analytiques, pour un système composé d’une bobine sur une plaque mince à anisotropie 

uniaxiale. Nous effectuons une comparaison en termes de variation de l’impédance de la bobine en 

fonctions du lift off (distance entre la bobine et la plaque), de la fréquence et de l’épaisseur de la 

plaque. Deux cas sont considérés : le cas où l’axe de la bobine est perpendiculaire à la surface de la 

plaque (bobine à axe vertical) et le cas où l’axe de la bobine est parallèle à la surface de la plaque 

(bobine à axe parallèle). Ces deux situations sont souvent rencontrées en CND par courants de 

Foucault.  
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5.3.1 Bobine à axe vertical sur une plaque mince anisotrope 

 Le système modélisé est décrit dans les figures 5.1. Une  bobine de rayons interne ri et externe 

re, d’épaisseur h est située à une distance (lift off) l d’une plaque anisotrope, de surface Dx×Dy et 

d’épaisseur e. La bobine est alimentée par un courant alternatif sinusoïdal, d’intensité Is et de 

fréquence f.  Les valeurs numériques des paramètres du système modélisé sont fournies dans le tableau 

5.1. Le  tenseur de  conductivité de la plaque s’exprime comme suit   
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Fig. 5.1. Bobine à axe vertical au dessus d’une plaque conductrice anisotrope 

Tableau 5.1- Les valeurs numériques des dimensions de la bobine et de la plaque 

Paramètre Valeur numérique 

Plaque   

Conductivités (σx, σ) (10
4
, 10

2
)S/m 

Epaisseur (e) Variable   

Côtés (Dx, Dy) (200, 100) mm 

 
Bobine  

 

B1           

Nombre de spires  500     

Rayon intérieur (ri) 5mm   

Rayon extérieur (re) 10mm   

Epaisseur (h)  1mm    
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 Le calcul analytique de la variation de l’impédance de la bobine est présenté dans l’annexe 

A1. Les intégrales A.1.2, A.1.3 et A.1.4 sont évaluées numériquement en utilisant la méthode de 

Simpson, dont les commandes sous Matlab sont «quad, quadv ». 

 La bobine et la plaque sont respectivement discrétisée en 5000 et 1500 volumes élémentaires. 

La figure 5.2 représente les maillages et de la plaque et de la bobine, et la figure 5.3 représente un 

zoom sur le maillage de la bobine et la répartition de la densité du courant source. 

 Nous avons négligé les termes des matrices intégrales qui sont de valeurs inférieures à un 

centième de la valeur correspondant à l’interaction entre  deux éléments adjacents. En effet, au-delà, 

nous avons remarqué que la solution ne varie pas de manière significative. Les structures de la matrice 

globale avec et sans termes intégraux, notées respectivement [M] et [M’], sont décrites dans la figure 

5.4. Le temps de résolution du système matriciel avec les termes intégraux est de  11 minutes, alors 

qu’il n’est que de 14 secondes en utilisant l’approche itérative proposée, où les termes intégraux sont 

transférés au second membre. Dans ce cas, le temps total d’exécution du programme est de 1 minute et 

40 secondes.     

 

 

 
 

Fig. 5.2. Maillages de la bobine et de la plaque 
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Fig. 5.3.  Zoom sur le maillage de la bobine et la répartition de la densité de courant source  

 

 

Fig. 5.4. Les structures de la matrice globale avec et sans termes intégraux 

 

Fig. 5.5. Zoom sur la répartition de la densité des courants induits dans la plaque 

 

 La figure 5.5 représente un zoom sur la répartition de la densité des courants induits dans la 

plaque. On remarque bien l’effet de l’anisotropie ; la densité des courants induits est essentiellement 
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dirigée suivant la direction de  forte conductivité. Les courants induits circulent sur une faible section 

avec une forte densité dans le sens de la forte conductivité, et sur une section plus large avec une plus 

faible densité dans le sens de la faible conductivité.  

 La figure 5.6 représente la comparaison des résultats numériques aux résultats analytiques des 

variations des parties réelle et imaginaire de l’impédance de la bobine en fonction du lift-off, pour une 

fréquence de 1MHz. L’épaisseur et le tenseur de conductivité de la plaque correspondent aux valeurs 

standards pour un pli de CFRP. Il y a une concordance des résultats numériques et analytiques de la 

partie réelle pour une faible valeur du lift-off (≤0.01mm) ; cependant un écart apparaît avec 

l’augmentation du lift-off. Cet écart devient constant au-delà d’une certaine valeur du lift-off. En plus 

des erreurs de discrétisation et d’intégrations numériques des équations des modèles numérique et 

analytique, cet écart est dû au fait de négliger, dans la formulation Tz, la partie des courants induits par 

les variations, suivant l’épaisseur,  des composantes tangentielles du champ magnétique dans la 

plaque. Aux faibles valeurs du lift-off, la composante normale du champ magnétique source dans la 

plaque est prépondérante ; le modèle numérique réduit est  dans ce cas plus précis. Les composantes 

tangentielles du champ magnétique source dans la plaque augmentent avec l’augmentation du lift-off, 

et varient de manière constante suivant l’épaisseur de la plaque au-delà d’une certaine valeur du lift 

off, ce qui engendre un écart constant entre les résultats numériques et analytiques. La partie 

imaginaire de l’impédance ne représente qu’environ 2% de la partie réelle. Les impacts des erreurs 

numériques sur cette partie de l’impédance sont alors plus importants comme le montre la figure 5.6.  

 La figure 5.7 représente les comparaisons des résultats numériques aux résultats analytiques 

des variations des parties réelle et imaginaire de l’impédance de la bobine en fonction de la fréquence, 

pour un lift-off de 0.01mm, et pour les mêmes valeurs de l’épaisseur et du tenseur de conductivité de 

la plaque. Les parties réelles affichent une bonne concordance sur tout l’intervalle de fréquences, alors 

qu’un écart apparaît entre les parties imaginaires à des fréquences élevées. Cet écart est probablement 

dû aux erreurs introduites par la discrétisation de la partie intégrale de la formulation. En effet, la 

partie intégrale représente le terme inductif du modèle, et sa la valeur augmente linéairement avec la 

fréquence. A des valeurs de fréquences élevées, ce terme devient prépondérant, et les erreurs qu’il 

introduit dans le modèle deviennent plus importantes.      
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Fig. 5.6. Variations des parties réelle et imaginaire de l’impédance en fonction du lift-off                                                     

(f=1MHz, épaisseur =0.125mm) 

 

 
Fig. 5.7. Variations des parties réelle et imaginaire de l’impédance en fonction de la fréquence                                     

(épaisseur =0.125mm, lift-off= 0.01mm) 

 

 

 La figure 5.8 représente les comparaisons des résultats numériques aux résultats analytiques 

des variations des parties réelle et imaginaire de l’impédance de la bobine en fonction de l’épaisseur 

de la plaque, pour une fréquence de 1MHz, et un lift-off de 0.01mm. Les parties réelles montrent une 

bonne concordance pour les faibles valeurs de l’épaisseur de la plaque; l’augmentation de l’épaisseur 

engendre une variation plus importante des composantes tangentielles du champ magnétique source 

suivant cette épaisseur, et donc un écart plus important. Les parties imaginaires, quant à elles, 

montrent un écart relatif plus important, résultant des erreurs d’approximations combinées avec les 

erreurs de discrétisation. Les erreurs liées à l’approximation des couches minces apparaissent dans la 

nature linéaire des résultats numériques, alors que les résultats analytiques, supposés exactes, ont un 

aspect non linéaire.  
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Fig. 5.8. Variations des parties réelle et imaginaire de l’impédance en fonction de l’épaisseur de la plaque                                    

(f=1MHz,  lift-off= 0.01mm) 

 

L’épaisseur de peau correspondant à la conductivité maximale (i.e. 10
4
 S/m) est 20 fois 

supérieure à la valeur maximale de l’épaisseur de la plaque considérée dans cet exemple. La variation 

du champ magnétique suivant l’épaisseur de la plaque n’est donc pas engendrée par l’effet de peau, 

mais par la configuration de l’inducteur. La notion d’effet de peau, qui est liée à une onde plane, ne 

suffit donc pas comme condition d’approximation des couches minces. 
 

5.3.2 Bobine à axe parallèle à la surface d’une plaque mince anisotrope  

 L’objectif dans cet exemple est de voir les limites des hypothèses du modèle réduit, en termes 

d’épaisseur de la plaque et de lift-off, quand le système modélisé implique des sources à champ 

magnétique tangentiel prépondérant. Le système modélisé est décrit dans la figure 5.9. L’axe de la 

bobine fait un angle φ avec l’axe d’anisotropie suivant lequel la conductivité est maximale. 

 Dans cette configuration, les dimensions de la bobine considérée dans l’exemple précédent ne 

permettent pas d’avoir un bon couplage électromagnétique avec la plaque. Nous avons modifié les 

dimensions de la bobine, de telle manière à ce qu’elle présente une façade de surface plus importante à 

la plaque. Les valeurs numériques des paramètres du système modélisé sont fournies dans le tableau 

5.2.  

 La bobine et la plaque sont respectivement discrétisées en 2500 et 1500 volumes élémentaires. 

La figure 5.10 représente les maillages de la plaque et de la bobine, et la figure 5.11 représente un 

zoom sur le maillage de la bobine et la répartition de la densité du courant source. 



Chapitre 5 - Implémentation et validation  

 

 56 

e 

re+l 
φ 

x 

h 
re 

ri 

z 

Dx 

Dy 

 

Fig. 5.9. Bobine à axe parallèle à la surface d’une plaque conductrice anisotrope 

Tableau 5.2- Les valeurs numériques des dimensions de la bobine et de la plaque 

Paramètre Valeur numérique 

Plaque   

Conductivités (σx, σ) (10
4
, 10

2 
) S/m 

Epaisseur (e) Variable   

Côtés (Dx, Dy) (100, 100) mm 

 
Bobine 

 

B2 

Nombre de spires  500 

Rayon intérieur (ri) 4mm 

Rayon extérieur (re) 5mm 

Epaisseur (h)  10mm 

 

 

Fig. 5.10. Maillages de la bobine et de la plaque 
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Fig. 5.11.  Zoom sur le maillage de la bobine et la répartition de la densité de courant source  

 

 La figure 5.12 représente un zoom sur la répartition de la densité des courants induits dans la 

plaque pour trois positions de la bobine. Les courants induits se développent autour de la composante 

normale du champ magnétique source, et sont canalisés dans le sens de la forte conductivité. 

L’intensité de ces courants dépend de l’angle « φ » que fait l’axe de la bobine avec l’axe d’anisotropie. 

Elle est maximale lorsque l’axe de la bobine est perpendiculaire à l’axe d’anisotropie, c'est-à-dire, 

lorsque la direction du courant source est parallèle à cet axe (φ=π/2), et  elle est minimale lorsque l’axe 

de la bobine est parallèle à l’axe d’anisotropie (φ=0). Cela est clairement montré dans la figure 5.13 

qui décrit l’allure de l’impédance de la bobine en fonction de son angle de rotation. Les parties réelle 

et imaginaire se présentent sous forme de lobes orientés dans la direction perpendiculaire à l’axe 

d’anisotropie. Lorsque l’axe de la bobine est parallèle à l’axe d’anisotropie, la partie réelle est 

minimale et la partie imaginaire s’annule. A  cette position, le flux du champ magnétique de réaction 

de la plaque qui traverse la bobine est très faible ; ceci est dû à la faible intensité des courants induits.  

 On remarque que le rapport  entre les valeurs maximale et minimale de la partie réelle de 

l’impédance est égal à la racine carrée du facteur d’anisotropie, i.e. σσ /xx . Cependant, à ce stade, il 

ne faut pas tirer des conclusions trop hâtives. Une compagne d’investigation de ce phénomène sera 

menée par la suite, dans le but d’une exploitation pour la caractérisation de la plaque.  



Chapitre 5 - Implémentation et validation  

 

 58 

 
Fig. 5.12. Zoom sur la répartition de la densité des courants induits dans la plaque pour trois positions de la bobine                  

(φ=0, φ=π/4, φ= π/2)  

 
Fig. 5.13. Variations des parties réelle et imaginaire de l’impédance, en fonction de l’angle de rotation de la bobine              

(f=1MHz,  lift-off= 0.01mm) 
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 Les figures 5.14 et 5.15 représentent les comparaisons des résultats numériques aux résultats 

analytiques des variations des parties réelles et imaginaires (figure 5.15) de l’impédance de la bobine à 

φ=0 et à φ=π/2, en fonction de l’épaisseur de la plaque, pour une fréquence de 1MHz, et un lift-off de 

0.01mm. La concordance des résultats est moins bonne que dans le cas de la bobine à axe vertical. En 

effet, pour l’épaisseur d’un pli (0.125mm) on a un écart d’environ 13% alors qu’il est presque nul dans 

le cas de la bobine à axe vertical. C’est un résultat prévisible, vu que dans ce cas, les composantes  

tangentielles du champ magnétique dans la plaque sont plus importantes.  Les parties imaginaires, 

quant à elles, affichent une assez bonne concordance pour les faibles épaisseurs de la plaque, 

cependant un écart important apparaît rapidement avec l’augmentation de cette épaisseur. Cet écart 

représente la partie de l’énergie magnétique emmagasinée dans la plaque, due aux composantes 

tangentielles du champ magnétique, négligées dans le modèle réduit. 

 La figure 5.16 représente les comparaisons des résultats numériques aux résultats analytiques 

de la variation de la partie réelle de l’impédance de la bobine en fonction du lift-off, pour deux valeurs 

de l’épaisseur de la plaque, à la fréquence de 1MHz. En comparant ces résultats à ceux représentés 

dans la figure 5.15, nous remarquons que dans ce cas, le lift-off n’introduit pas d’erreur significative. 

En effet, l’écart entre les résultats numériques et analytiques reste pratiquement constant en fonction 

du lift-off.  

 

 

 

 
 

Fig. 5.14. Variation de la partie réelle de l’impédance à φ=0, en fonction de l’épaisseur de la plaque                                    

(f=1MHz,  lift-off= 0.01mm) 
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Fig. 5.15. Variations des parties réelle et imaginaire de l’impédance à φ=90, en fonction de l’épaisseur de la plaque            

(f=1MHz,  lift-off= 0.01mm) 

 

 

 
 

Fig. 5.16. Variation de la partie réelle l’impédance à φ=90, en fonction du lift off pour deux valeurs de l’épaisseur de  la 

plaque  (f=1MHz) 

 

5.3.3 Bobine à axe vertical à la surface d’une plaque multicouches en CFRP  

 L’objectif de cet exemple est de tester le modèle réduit dans le cas d’ une plaque multicouche 

en CFRP. Les résultats du modèle réduit (Tz) sont comparés aux résultats du modèle global (T) 

impliquant les trois composantes du potentiel vecteur électrique.  

 Le système modélisé est décrit dans la figure 5.1. La plaque est constituée de quatre plis de 

0.125mm d’épaisseur, orientés dans les directions [0/45°/90°/-45°], dans l’ordre du plus proche au 

plus éloigné de la bobine. Les caractéristiques de la bobine sont les mêmes que celle utilisée dans la 

section 5.3.1, et celles de la plaque sont fournies dans le tableau 5.3. 
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Tableau 5.3- Les valeurs numériques des caractéristiques de la plaque 

Paramètre Valeur numérique 

Conductivités longitudinale et  transversale (σL,, σT) pour un pli (10
4
, 10

2 
) S/m 

Nombre de plis  4     

Orientations des fibres dans chaque pli [0/45°/90°/-45°]   

Epaisseur de la plaque (e) 0.5mm 

Côtés (Dx, Dy) (60, 60) mm 

 

 La figure 5.17 représente la répartition de la densité des courants induits dans les quatre plis. 

On remarque bien l’effet de l’orientation des fibres (anisotropie) sur la répartition des courants induits 

dans chaque pli.  

 

 

Fig. 5.17. Répartitions de la densité des courants induits dans les quatre plis 

 

 La figure 5.18 montre une comparaison entre les résultats des variations des parties réelles de 

l’impédance en fonction de la fréquence, obtenus par les modèles globale (T) et réduit (Tz). Ces 
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résultats montrent une bonne concordance pour les faibles valeurs de la fréquence, et tendent à 

s’écarter avec l’augmentation de cette dernière. Nous remarquons aussi que les résultats obtenus par le 

modèle global présentent une petite fluctuation avec l’augmentation de la fréquence. Cette fluctuation 

est probablement due aux erreurs numériques introduites par les termes intégraux dont l’influence 

augmente avec la fréquence.   

 Les couches sont supposées être isolées les unes des autres. La notion d’épaisseur de peau est 

donc relative à l’épaisseur d’un pli, et non pas l’épaisseur des quatre plis. Nous avons vu, dans la 

section 5.3.1 que pour un faible lift-off, le modèle réduit donne de bons résultats à 1MHz pour 

l’épaisseur d’un pli. Cependant, ces résultats se dégradent avec l’augmentation du lift-off.  L’écart 

enregistré pour la plaque multicouche est donc probablement dû aux couches inférieures qui sont 

éloignées de la bobine. 

 Pour la même discrétisation de la plaque en 8100 volumes élémentaires répartis uniformément 

sur les quatre plis, le temps de calcul pour cet exemple est de 20 minutes pour le modèle réduit et de 

72 minutes pour le modèle global. Dans les deux cas, l’approche de résolution itérative a été 

appliquée, sans quoi la matrice engendrée par le modèle global serait trop volumineuse et n’aurait pas 

pu être stockée en mémoire du matériel utilisé.  

 

 

Fig. 5.18. Variation de la partie réelle de l’impédance en fonction de la fréquence (lift-off= 0.01mm) 
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5.4 Conclusion  

 La notion d’effet de peau à elle seule ne permet pas de définir les conditions d’approximation 

des couches minces ; ces conditions dépendent aussi de la configuration de l’inducteur.  

Lorsqu’ il s’agit de modéliser des couches minces en présence de sources à champ magnétique 

normal prépondérant, et lorsque  la partie active de l’énergie électromagnétique suffit pour décrire les 

phénomènes mis en jeu,  le modèle réduit peut se substituer au modèle global; ce qui résulterait d’un 

gain de temps considérable, avec des erreurs relativement acceptables.    

 Nous avons vu que la variation de l’impédance d’une bobine à axe parallèle à la surface d’une 

plaque anisotrope, en fonction de son angle de rotation, permet  de distinguer les axes de forte et faible 

conductivité de la plaque. Cette constatation nous a conduits  à proposer une approche de 

caractérisation d’une plaque multicouche en CFRP en utilisant un capteur à courants de Foucault  

tournant. Cette approche de caractérisation fait l’objet du chapitre suivant.  
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Chapitre 6 

Application à l’évaluation des propriétés 

physiques des CFRPs 

6.1 Introduction 

 Contrairement aux matériaux conventionnels, les propriétés physiques des matériaux 

composites ne sont réellement connues qu’après leur fabrication, à travers des mesures adéquates.  

 Dans cette partie du  travail, nous proposons une méthode sans contact pour déterminer le 

tenseur de conductivité d’une plaque en CFRP. Pour cela, nous introduisons une structure de capteur à 

courants de Foucault tournant de forme rectangulaire. L’orientation des fibres dans chaque pli 

constituant la plaque en CFRP est déterminée directement à partir de l’analyse de la variation de 

l’impédance du capteur en fonction de son angle de rotation. Nous utilisons les parties réelles des 

variations d’impédance du capteur correspondant à ses orientations suivant les directions parallèle et 

transversale aux fibres, qu’on désigne respectivement par ∆R0 et ∆R90, pour remonter aux 

conductivités longitudinale σL et transversale σT dans un pli.  

 Dans un exemple de calcul, nous avons construit des courbes représentant les variations de 

|∆R0| et |∆R 90| en fonction des conductivités σL et σT  d’un pli. Nous avons interpolé ces courbes par 

des fonctions analytiques que nous avons ensuite inversées pour obtenir une expression analytique des 

conductivités σL et σT en fonction de |∆R0| et |∆R 90|. 

 Nous décrivons le système modélisé dans le prochain paragraphe. Les résultats du problème 

direct et la procédure d’inversion sont respectivement développés dans les paragraphes 3 et 4. 
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6.2 Le système modélisé 

 Le système modélisé est décrit dans la figure 6.1. Il s’agit d’une bobine rectangulaire située à 

une distance l d’une plaque en CFRP d’épaisseur τ. La bobine tourne autour d’un axe perpendiculaire 

à la surface de la plaque. Elle est alimentée par un courant Is dont la densité est considérée homogène. 

Les valeurs numériques des dimensions de la bobine et de la plaque sont données dans le tableau 6.1.  

 
 

τ 
D 

D 

d 

w 

h 

e 

l 

CFRP 

 
 

Fig. 6.1. Une bobine rectangulaire tournante au dessus d’une plaque en CFRP 

 

Tableau 6.1- Les valeurs numériques des dimensions de la bobine et de la plaque en CFRP 

Paramètre Valeur numérique 

Plaque en CFRP  

Nombre de plis  1   /   4 

Orientation des fibres (θ) 0°  /   0°, 45°,  90°,-45° 

Conductivités (σL, σT, σcp) (variable, variable, 0)S/m 

Epaisseur (τ) 0.125mm /  0.5mm 

Côté (D) 30mm 

 
Bobine rectangulaire  

 

Nombre de spires 100 

Longueur (d) 10mm 

Largeur (w) 3mm / 1mm 

Epaisseur(e) 1mm / 0.1mm 

Hauteur (h)  1mm 

Lift off (l) 0.1mm 

 

Source  
 

Intensité (Is), Fréquence (f) 0.1A, 1MHz 
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6.3 Résultats et interprétations  

 Les maillages de la bobine et de la plaque sont décrits dans la figure 6.2. La bobine et la 

plaque sont respectivement discrétisées en 112 et 14400 volumes élémentaires. La bobine effectue une 

rotation spatiale avec un pas angulaire de 3°. Seules les coordonnées des nœuds du maillage de la 

bobine sont modifiées par cette rotation.  

   

 

 

 

Fig. 6.2. Les maillages de la bobine et plaque en CFRP composée de quatre plis 

  

 La figure 6.3 représente les répartitions spatiales de la densité de courants induits dans les 

quatre plis, lorsque la bibine est orientée suivant les fibres du premier pli (θ=0). Les figures 6.4-(a) et 

(b) représentent les variations de la partie réelle de l’impédance normalisée en fonction de l’angle de 

rotation de la bobine au dessus d’une plaque en CFRP constituée de quatre plis orientés dans les 

directions [0°/45°/90°/-45°], pour deux valeurs de largeur de la bobine. Nous obtenons quatre lobes 

orientés dans les directions des fibres dans les quatre plis. L’amplitude de chaque lobe donne la 

position (profondeur) du pli qui lui correspond. Les résultats montrent que la largeur de la bobine doit 

satisfaire à un compromis entre la sensibilité et la distinguabilité. En effet, lorsque la largeur de la 

bobine est trop grande, l'influence de l'orientation des fibres dans les plis inférieurs sur la variation 
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d'impédance est masquée par l'influence de l’orientation des fibres des plis supérieurs (fig.6.4-a). 

D'autre part, une petite largeur conduit à une faible interaction entre la bobine et les plis inférieurs 

(fig.6.4-b). Pour 60 positions de la bobine, le temps de calcul est d’environ 30 min sur un processeur 

de 3.4GHz et 2Go de Ram. 

 Les figures 6.5 (a) et (b) représentent les variations de la partie réelle de l'impédance 

normalisée en fonction de la rotation de la bobine au-dessus d'un pli pour différentes valeurs des 

conductivités longitudinale (σL) et transversale (σT). Les variations d'impédance obtenues se présentent 

sous forme de lobes orientés dans le sens des fibres (θ=0°). Comme le montrent les figures 6.6-(a) et 

(b), l'augmentation de σT conduit à une augmentation significative de |∆R0| (bobine orientée dans le 

sens des fibres), et une modeste augmentation de |∆R90|(bobine orientée dans le sens transversal aux 

fibres). Augmenter σL conduit à une augmentation significative de |∆R0|, et une augmentation 

négligeable de |∆R90|. 

 

 

Fig. 6.3. Répartition spatiale de la partie imaginaire de la densité de courants induits dans les quatre plis 
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(a)    (b) 

Fig. 6.4. Variation de |∆R| en fonction de l’angle de rotation de la bobine au dessus d’une plaque comportant quatre plis 

orientés dans les directions [0°/45°/ 90°/-45°] - (a) w=3mm, (b) w=1mm. 

 

 (a)      (b) 

Fig. 6.5. Variation de |∆R| en fonction de l’angle de rotation de la bobine au dessus d’un pli pour différentes valeurs des 

conductivités (a) longitudinale (σT =102S/m), et (b) transversale (σL =104S/m). 

 

 (a)  (b) 

Fig. 6.6. Variations de (a)  |∆R0|  et   (b) |∆R90| en fonction de σL et σT.  
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6.4 Le problème inverse  

 L'orientation des fibres dans chaque pli et les positions des plis dans la plaque sont 

directement fournies par la variation de l'impédance de la bobine (fig.6.4). Il reste à quantifier les 

conductivités longitudinale et transversale dans un pli, en supposant que les plis sont identiques en 

termes du type et de la fraction volumique des fibres de carbone.  

 Nous avons développé des relations analytiques simples qui interpolent les courbes 6.6 (a) et 

(b) avec une certaine précision. Selon la physique des courants induits, la conductivité longitudinale 

ou transversale ne peut agir seule sur la variation d'impédance de la bobine, car l'annulation de l'une 

d'elles implique l'annulation des courants induits dans la plaque. Nous cherchons donc des relations du 

type 

 ∑=∆
i

i
T

i
LiaR

βα σσ .                                   (6.1)  

En limitant la relation 6.1 à son premier terme, on a 

00
00

βα σσ TLaR ≈∆ ,                                 (6.2)  

9090
9090

βα σσ TLaR ≈∆ .                                 (6.3)  

 Les relations (6.2) et (6.3) sont inversées pour exprimer σL et σT en fonction de |∆R0| et |∆R90|. 

Après quelques arrangements, nous obtenons  
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 La linéarisation de 6.2 et 6.3 donne 

( ) ( ) ( )TLbR σβσα θθθθ lnlnln ++≈∆ ,                                    (6.6) 

θ
θ

b
ea = .                                     (6.7) 

 En utilisant 6.6 et 6.7, les paramètres θa , θα et θβ  sont obtenus par simple identification sur 

trois points à partir des courbes de la figure 6.6. Pour l'exemple considéré, dans les intervalles 

(5×10
3
S/m<σL<5×10

4
S/m) et (10S/m<σT<2×10

2
S/m), nous avons déterminé les paramètres indiqués 

dans le tableau 6.2. Avec ces paramètres, σL et σT sont calculées en utilisant (6.4) et (6.5) avec des 

erreurs inférieure à 1% pour σT et d’environ 17% pour σL.  

 Ces résultats sont un peu prévisibles. En effet, l’équation 6.3 permet de calculer avec une 

assez bonne précision |∆R90| qui varie de manière quasi-linéaire en fonction de σL et σT, comme le 

montre la figure 6.6 (b). Ce la n’est hélas pas le cas pour |∆R0| qui varie de manière non linéaire en 

fonction de σL, pour les valeurs élevées de σT. L’équation 6.2 ne permet donc pas de calculer |∆R0| 

avec précision. Pour avoir une plus grande précision, il faudrait prendre plus d’un terme dans 

l’équation 6.2, mais cela compliquerait l’inversion analytique.  Il est préférable d’évaluer σT au moyen 

de (6.5), et ensuite σL en résolvant itérativement le problème direct jusqu'à ce que la précision 

souhaitée soit atteinte. 

Tableau 6. 2- Les valeurs numériques des paramètres identifiés 

θ° aθ αθ βθ 

0° 5.4632×10
-4

|∆R0|max 0.2633 0.8934 

90° 4.6531×10
-4

|∆R0|max 0.0848 0.9635 

6.5 Conclusion  

 Nous avons développé une méthode sans contact simple et rapide pour la détermination du 

tenseur de  conductivité d’une plaque en CFRP, en utilisant un capteur à courant de Foucault tournant 

de forme rectangulaire.  Cette méthode est basée sur la physique des phénomènes d’induction 
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électromagnétique ; elle reste donc valable quelque soit la forme du capteur utilisé, du moment qu’il 

réalise une distinction entre les positions parallèle et transversale aux fibres. L'utilisation d'une bobine 

de forme rectangulaire avec un noyau en ferrite permettrait d'améliorer sensiblement l'efficacité de 

cette méthode.  

 Nous n'avons pas tenu  compte des effets capacitifs ; une validation expérimentale est donc 

nécessaire pour déterminer la limite fréquentielle de validité de cette approche de caractérisation.  
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Chapitre 7 

Validation expérimentale 

7.1 Introduction 

 Nous disposons d’un pli en CFRP de conductivités longitudinale et transversale inconnues. 

L’idée est de déterminer ses conductivités en utilisant la méthode décrite dans le chapitre précédent, et 

ensuite, en guise de vérification,  comparer les résultats de mesures et de calcul de l’impédance d’une 

bobine cylindrique sur ce pli, ce qui permet de valider expérimentalement à la fois l’approche de 

caractérisation du tenseur de conductivité et le modèle de calcul.   

 Dans cette approche, la bobine rectangulaire est remplacée par un tore en ferrite de section 

rectangulaire sur lequel est enroulé un bobinage relié à un analyseur d’impédance. Le tore comporte 

un entrefer très mince dans lequel on insère le pli. L’utilisation du tore permet de s’affranchir des 

variations du lift off, et d’imposer une induction normale à la surface de la plaque. Il permet aussi 

d’éliminer les couplages capacitifs entre la source et la plaque.   

 On mesure les variations de la partie réelle de l’impédance du bobinage du tore correspondant 

aux positions où les fibres du pli en CFRP sont disposées parallèlement et perpendiculairement à la 

largeur du tore, notées respectivement |∆R0| et |∆R90|. Pour déterminer les conductivités longitudinale 

et transversale du pli (σL et σT ), on utilise le modèle inverse développé précédemment, pour lequel on 

identifie les paramètres (a0, α0, β0, a90, α90, β90) par un calcul numérique des variations de |∆R0| et 

|∆R90| en fonctions de σL et  σT. Ces dernières varient dans les limites des valeurs standards pour les 

CFRPs, i.e. (5×10
3
S/m<σL<5×10

4
S/m) et (10S/m<σT<2×10

2
S/m). L’introduction du tore en ferrite 

impose des contraintes supplémentaires en termes de modélisation. Une approche de modélisation 

simplifiée est proposée afin d’éviter d’intégrer le tore dans le calcul numérique.   
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7.2 Le dispositif expérimental  

 Le dispositif expérimental est décrit dans les figures 7.1 et 7.2. Un pli en CFRP d’épaisseur 

(δp) est placé dans l’entrefer (e) d’un tore en ferrite de section rectangulaire, de rayons interne Ri et 

externe Re et de largeur τ>( Re - Ri). Le tore comporte un bobinage de Nst spires, relié à un analyseur 

d’impédance à haute précision « AGILENT 4294 A ». Les valeurs numériques des différents 

paramètres du dispositif sont fournies dans le tableau 7.1. 

 

 

 

Fig. 7.1.  Photographie du dispositif expérimental  

  

 

Fig. 7.2.  Le schéma du dispositif expérimental  
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 Nous avons mesuré la perméabilité relative du tore en ferrite avant de réaliser un entrefer de 

0.59mm à l’aide d’une meule. Durant le découpage, le tore a été refroidi à l’eau pour ne pas altérer ses 

caractéristiques magnétiques. Après le découpage, l’entrefer a été mesuré à l’aide d’un microscope 

optique. 

Tableau 7.1- Les valeurs numériques des paramètres du dispositif expérimental 

Paramètre Valeur numérique 

Pli en CFRP  

Epaisseur (δp) 0.125mm  

Surface  (Sp) 17 ×7,5 cm
2
 

 
Tore 

 

Ferrite  4W1500 

Rayon interne (Ri)  9mm 

Rayon externe (Re) 14mm 

Largeur (τ) 28.5mm 

Perméabilité relative (µ r) 252 (à f=100 kHz) 

Nombre de spires du bobinage (Nst) 250 

Entrefer (e)  0.59mm 

 

7.3 Identification des paramètres du modèle inverse 

7.3.1 Prise en compte du tore dans le calcul de la variation d’impédance 

 Vu qu’on s’intéresse aux variations de l’impédance avec et sans la charge en CFRP, il n’est 

pas nécessaire de discrétiser le tore ni même son bobinage. Le champ magnétique source dans la 

plaque en CFRP est calculé en utilisant les équations des circuits magnétiques.  

 Le schéma électrique équivalent de l’ensemble représenté dans la figure 7.2 est décrit par la 

figure 7.3. Le pli en CFRP est représenté par une spire en court-circuit dans laquelle circule un courant 

I qui produirait le même champ magnétique de réaction qui s’oppose au flux créé par l’inducteur dans 

le tore, en vertu de la loi de Lenz.  
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Fig. 7.3. Le schéma électrique équivalent  

Nous définissons une induction moyenne dans la section du tore (ST), comme suit 

∫=

TST

m dsB
S

B
1

.                                          (7.1) 

Le flux qui circule dans la section du tore est donc  

Tm SB=ϕ .                                         (7.2) 

En tenant compte de l’entrefer (e), la réluctance moyenne du circuit du tore s’exprime comme suit  

 








 −++
=ℜ

r

rie

T

m

eRR

S µµ

µπ

0

)1()(1
.                                       (7.3) 

Des équations des circuits magnétiques, nous avons 

ϕmsst IIN ℜ≈− .                                       (7.4) 

 En remplaçant 7.3 dans 7.4, et en tenant compte de 7.2, nous obtenons la relation suivante  
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 En extrayant de l’induction le terme source, la relation 7.5 devient 
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Le courant I est la somme des contributions des courants induits dans le pli. Dans un repère cartésien 

où l’induction magnétique Bm est orientée suivant l’axe z, les courants induits dans le pli circulent dans 

le plans (x,y). En supposant que courants induits ne varient pas suivant la faible épaisseur du pli, le 

courant I  s’exprime comme suit  
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Les couples (xmin, xmax) et (ymin, ymax) définissent les limites de la surface (Sp) du pli en CFRP, et δp 

représente son épaisseur. 

 La densité des courants induits J qui est à son tour une fonction de Bm est calculée 

numériquement, en résolvant les équations 3.1 et 3.16, avec ( mBjω− ) comme terme source.  

 L’équation 7.5 est résolue de manière itérative. On commence par calculer l’induction source 

msB , puis la densité des courants induits J. On recalcule ensuite Bm à l’aide de 7.5-bis ; on l’introduit 

dans l’équation 3.16 puis on calcule à nouveau la densité de courants induits qui à  son tour modifie 

Bm. Ce processus est répété jusqu’à convergence. Le test de convergence est réalisé sut la valeur de 

l’induction Bm. 

 A la fin de ce processus itératif, on extrait les composantes {Jx et Jy} de la  densité de courants 

induits, qu’on utilise ensuite pour le calcul de la variation de l’impédance à l’aide de 3.17 et 3.18.  

7.3.2 Résultats de modélisation 

 La figure 7.4 représente un zoom sur la répartition de la densité des courants induits dans le pli 

pour les positions où la largeur du tore est suivant la direction des fibres (θ=0) et la direction 

transversale (θ=π/2). La figure 7.5 représente les variations des parties réelles de l’impédance, |∆R0| et 

|∆R90|, en fonction des conductivités σL et σT.  
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Fig. 7.4.  Zoom sur les répartitions spatiales de la densité de courants induits dans la plaque pour les positions où la largeur 

du tore est suivant la direction des fibres (θ=0) et la direction transversale (θ=π/2)   

 

 

Fig. 7.5.  Variations de |∆R0|  et  |∆R90| en fonction de σL et σT.  

 Les paramètres identifiés pour le modèle inverse, à la fréquence f=100KHz, sont indiqués dans 

le tableau 7.2. 

Tableau 7. 2- Les valeurs numériques des paramètres identifiés 

θ° aθ αθ βθ 

0° 0.3978 0.2328 0.7860 

90° 0.3535 0.0642 0.9422 
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7.4 Résultats de mesures et identification des conductivités 

longitudinale et transversale 

 Nous avons effectué des mesures sur une plage de fréquences variant entre 100KHz et 1MHz. 

La figure 7.6 décrit les variations de la résistance et de la réactance du bobinage du tore en fonction de 

la fréquence,  à vide et en charge pour les positions où les fibres du pli sont parallèles et transversales 

à la largeur du tore.  

 

 

 

Fig. 7.6. Variations de la résistance et de l’inductance du bobinage du tore en fonction de la fréquence pour différentes 

configurations de la charge  

 

 Comme le montre la figure 7.6, le circuit électrique défini par l’ensemble du tore bobiné et du 

pli en CFRP possède une fréquence d'antirésonance qui varie de manière significative en fonction de 

la conductivité de la charge. C’est un phénomène qui constitue une alternative très intéressante pour la 

caractérisation des CFRPs. 

 A la fréquence 100KHz, pour laquelle les paramètres du modèle inverse sont identifiés, les 

valeurs mesurées des variations de la résistance du bobinage du tore (|∆R0|, |∆R90|), ainsi que les 

valeurs identifiées des conductivités longitudinale et transversale aux fibres du pli (σL , σT), sont 

représentées dans le tableau 7.3. Ces valeurs sont arrondies à leurs limites inférieures.  
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Tableau 7. 3- Les valeurs mesurées de l’impédance et les valeurs identifiées des conductivités 

|∆R0| (Ω) |∆R90| (Ω) σL (S/m) σT (S/m) 

135 60 5.64×10
3
 129.2 

  

 La valeur de σL identifiée à l’aide de la formule 6.4 est de 47.4 S/m, ce qui est évidemment très 

loin de la réalité. La valeur mentionnée dans le tableau 7.3 est obtenue en résolvant de manière 

itérative les équations 6.2 et 6.3, en utilisant la méthode de dichotomie avec la valeur 129.2 S/m pour 

σT et  la valeur 5×10
4
 S/m comme point de départ pour σL.   

7.5 Vérification 

 Pour vérifier la validité des valeurs de conductivités identifiées,  nous comparons les résultats 

de mesures aux résultats de calcul de la variation de l’impédance d’une bobine de forme cylindrique 

sur le pli pour lequel on a identifié ces conductivités. Le système constitué de l’ensemble bobine - pli 

est décrit dans la figure 7.7. La bobine est reliée à l’analyseur d’impédance AGILENT 4294 A. Les 

valeurs numériques des paramètres de la bobine sont fournies dans le tableau 7.4. 

 Les résultats de comparaison sont représentés dans la figure 7.8. Les résultats de mesures et de 

calcul s’accordent globalement. Les écarts sont dus aux erreurs commises sur les valeurs des 

conductivités identifiées, associées aux erreurs de calcul et de mesures.  Ces dernières peuvent être 

très importantes car les conductivités du pli varient fortement en fonction des déformations qu’il subit, 

notamment la conductivité transversale aux fibres. S’agissant d’une couche très mince, le pli en CFRP 

doit être manipulé avec le plus grand soin.  Dans les basses fréquences (f<7 10
5
Hz), la valeur de 

l’impédance calculée est supérieure à celle mesurée. La situation s’inverse pour les hautes fréquences 

où les effets capacitifs influent de manière non négligeable sur la variation de l’impédance du capteur. 
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Fig. 7.7.  Système bobine – pli en CFRP 

 

Tableau 7.4- Les valeurs numériques des paramètres de la bobine 

Paramètre Valeur numérique 

Nombre de spires (Ns) 120 

Rayon interne (ri)  2mm 

Rayon externe (re) 4mm 

Hauteur (h)  1.5mm 

Lift-off (l) 0.1mm 

 

 

 

Fig. 7.8. Comparaison entre les résultats de calcul et de mesures de la variation de la résistance  de la bobine                                    

en fonction de la fréquence 

 

Analyseur d’impédance 
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7.6 Conclusion  

 Nous avons pu déterminer les conductivités longitudinale et transversale d’un pli en CFRP, en 

utilisant l’approche de caractérisation développée dans le chapitre précédent, et dont les paramètres 

sont identifiés pour un tore de section rectangulaire. L’utilisation du tore permet de s’affranchir des 

variations du lift-off et d’éliminer les couplages capacitifs entre la source et la plaque.  

L’utilisation du tore permet également d’imposer une induction normale à la surface de la 

plaque ; cela nous a permis d’utiliser le modèle réduit pour la modélisation des courants induits dans le 

pli en CFRP. Pour ne pas avoir à intégrer le tore et son bobinage dans le calcul numérique, nous avons 

couplé le calcul numérique des courants induits dans la plaque en CFRP au calcul analytique de 

l’induction magnétique  dans la section du tore, en utilisant équations des circuits magnétiques. Cela a 

permis de simplifier la modélisation de manière considérable. 

 Nous avons remarqué que le circuit électrique défini par l’ensemble du tore bobiné et du pli en 

CFRP possède une fréquence d'antirésonance qui varie de manière significative en fonction des 

conductivités longitudinale et transversale du pli. Ce phénomène mérite une étude approfondie, car il 

constitue une alternative intéressante pour la caractérisation des CFRPs. 

 L’opération de mesure sur les CFRPs doit être pratiquée avec le plus grand soin, sans quoi les 

résultats obtenus seraient très éloignés de la réalité. Les valeurs des conductivités seraient fortement 

affectées par la moindre déformation que l’échantillon pourrait subir. D’un autre côté ce phénomène 

pourrait être exploité pour l’évaluation des contraintes appliquées sur ces matériaux. 
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Conclusion générale et perspectives 

Ce travail constitue une contribution à la modélisation numérique tridimensionnelle simplifiée 

de l’interaction d’un champ électromagnétique avec  une structure en matériau composite stratifié à 

fibres de carbone (CFRPs), avec comme principale application l’évaluation non destructive par 

courants de Foucault. En effet, l’état de l’art a révélé un besoin en termes de modélisation, clairement 

exprimé par les utilisateurs de ce type de structures. Les principales difficultés rencontrées dans une 

telle modélisation sont liées aux dimensions multi-échelles, à la forte anisotropie, à l’hétérogénéité de 

ces matériaux et à des couplages capacitifs complexes ; des phénomènes qui imposent des approches 

de modélisation tridimensionnelles.  D’autre part, les approches de modélisation numériques 

classiques, de type éléments finis, demeurent lourdes en 3D, et se heurtent à des difficultés en terme de 

discrétisation (maillage), lorsque les systèmes modélisés impliquent des dimensions multi-échelles et 

des mouvements.   

Dans un premier temps, et dans les limites où les effets capacitifs peuvent être négligés, nous 

avons développé un modèle basé sur une formulation intégro-différentielle en potentiel vecteur 

électrique, pour un calcul rapide de la réponse d’un capteur à courants de Foucault et des courants 

induits dans les CFRPs. Ce modèle tient compte naturellement des conservations du courant électrique 

et du flux magnétique, et permet de limiter le domaine d’étude aux parties actives du système 

modélisé. Ces dernières sont discrétisées séparément ; les aspects multi-échelles et les mouvements 

sont donc traités plus facilement. D’autre part, compte tenu des structures en couches minces des 

CFRPs, et sous certaines conditions,  ce modèle se réduit à un cas quasi-bidimensionnel n’impliquant 

que la composante normale du potentiel vecteur électrique, réduisant ainsi considérablement la taille 

du système à résoudre et le temps de calcul. La discrétisation de la formulation intégro-différentielle 

est réalisée à partir d’un couplage de la méthode des différences finies à la méthode des moments. 
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C’est une méthode rapide et simple à mettre en œuvre mais qui engendre un système matriciel non 

symétrique.  La méthode du bi-Gradient conjugué stabilisé est donc utilisée pour la résolution de ce 

système. Nous avons proposé une méthode de résolution itérative, dans laquelle le terme « intégrale » 

est transféré au second membre. Cela a permis de réduire le nombre d’éléments stockés dans la 

matrice globale et de diminuer le temps de résolution. En guise de validation, les résultats numériques 

sont comparés à un calcul analytique de l’impédance d’une bobine sur une plaque mince anisotrope. 

Les temps de calculs sont faibles pour des précisions acceptables. 

Dans un second temps, nous avons proposé une approche de caractérisation du tenseur de 

conductivité des CFRPs, en introduisant une structure de capteur à courant de Foucault tournant de 

forme rectangulaire. Nous avons développé un modèle analytique liant directement les composantes 

du tenseur de conductivité d’un pli en CFRP aux impédances du capteur rectangulaire tournant, 

correspondant à ses positions parallèle et transversale aux fibres. Cette approche a été validée 

expérimentalement.  

Ce travail offre deux types de perspectives. D’une part, sur le plan recherche, nous 

envisageons : d’améliorer le modèle de calcul en appliquant des méthodes de discrétisations plus 

élaborées, d’étudier la possibilité de réaliser des hybridations de méthodes numériques-analytiques, 

d’intégrer les matériaux magnétiques dans le calcul numérique et d’étendre les applications aux 

caractérisations des défauts dans les CFRPs. A plus long terme, la prise en compte des couplages 

capacitifs, accompagnée d’une compagne de mesures. La compagne de validation nous a permis 

d’observer des phénomènes qui pourraient constituer des alternatives intéressantes pour la 

caractérisation des CFRPs ; ils méritent donc une étude plus approfondie. Il serait aussi approprié de 

réfléchir à de nouvelles structures de capteurs à courant de Foucault, en particulier à une structure de 

capteur à champ tournant. En effet, l’angle électrique du champ tournant serait plus facile à 

commander que l’angle mécanique du capteur tournant équivalent, et cela permettrait de s’affranchir 

des imprécisions de mesures qui pourraient être engendrées par d’éventuelles variations du lift off  

suite au mouvement du capteur tournant. Une telle étude pourrait ainsi se baser sur les outils 

numériques développés dans ce travail, associés aux outils de calcul disponibles dans les domaines de 

l’électronique de puissance, de la commande des machines électriques, et de l’instrumentation. 
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D’autre part, certains résultats obtenus dans ce travail pourraient être applicables sur le plan 

industriel. En particulier l’approche développée pour la caractérisation du tenseur de conductivité 

d’une plaque en CFRP en utilisant un capteur rectangulaire tournant. Il serait intéressant de réaliser un 

prototype d’essai, ce qui permettrait de définir des protocoles d’expérimentation.  
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Annexe 1 

Calcul analytique de l’impédance d’une 

bobine sur une plaque anisotrope   

 Nous présentons dans cette annexe l’essentiel des équations développées par S.K. Burke 

[Burke-90] pour le calcul de la variation de l’impédance d’une bobine en présence d’une plaque 

amagnétique ( 0µµ = ) caractérisée par une conductivité électrique anisotrope. Deux situations sont 

considérées : le cas où l’axe de la bobine est perpendiculaire à la surface de la plaque « bobine à axe 

vertical », et le cas où l’axe de la bobine est parallèle à la surface de la plaque « bobine à axe 

horizontal ».  

 La plaque présente une anisotropie uniaxiale de la conductivité électrique. Dans les deux cas, 

l’anisotropie est prise suivant l’axe « x ». Le tenseur de  conductivité de la plaque s’exprime comme 

suit   

><
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σ .                  (A.1.1) 

A.1.1 Bobine à axe vertical  

  La figure A.1.1 représente une bobine à axe perpendiculaire à la surface d’une plaque 

anisotrope d’épaisseur « e » et de surface infinie. La bobine, de rayons externe « re » et interne « ri », 

de hauteur « h », est située à une distance « l » de la surface de la plaque. La bobine de nombre de 

spires « N » est alimentée par un courant alternatif sinusoïdal d’intensité  « I ».  



Annexes 

 

86 

           

Fig. A.1.1. Bobine à axe perpendiculaire à la surface d’une plaque anisotrope 

  

La variation de l’impédance de la bobine, due aux courants induits dans la plaque, est donnée 

par la formule suivante 
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xx σωµδ 02=  et  σωµδ 02=   sont les épaisseurs de peau correspondantes aux conductivités xσ  

et σ . 

  Si l’épaisseur de la plaque est très inférieure à ces épaisseurs de peau, i.e., [ ]δδ ,min xe << , 

les équations A.1.4 et A.1.5 se simplifient comme suit 
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A.1.2 Bobine à axe horizontal  

 La figure A.1.1 représente une bobine de rayons externe « re » et interne « ri », et de largeur 

« h », dont l’axe est parallèle à la surface d’une plaque anisotrope d’épaisseur « e » et de surface 

infinie. L’axe de la bobine fait un angle φ avec l’axe x. Il est situé à une distance « d ≥ re » de la 

surface de la plaque.  

 

                   

 Fig. A.1.2. Bobine à axe parallèle à la surface d’une plaque anisotrope 
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 Dans ce cas, la variation d’impédance de la bobine est une fonction de l’angle φ que fait son 

axe avec  l’axe x. Elle s’exprime comme suit 
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1I  est la fonction de Bessel modifiée de première espèce, d’ordre 1. 
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avec  

( ) )sin()cos(, ϕϕχ vuvu −= ,  ( ) )sin()cos(, ϕϕζ vuvu += . 

Les fonctions R  et α sont définies dans la section précédente. 

 Z∆ est une fonction paire de φ. Elle est périodique, avec une période de π. Son module Z∆  

atteint son maximum lorsque l’axe de la bobine est parallèle à l’axe de faible conductivité, et son 

minimum quand l’axe de la bobine est parallèle à l’axe de la conductivité la plus élevée.  
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Annexe 2 

Calcul analytique du champ électrique 

induit par une boucle de courant dans une 

plaque anisotrope   

 Nous présentons dans cette annexe les principales formules rencontrées dans les références  

[Roberts-88] et [Sabbagh-88], décrivant le champ électrique induit par une boucle de courant dans une 

plaque anisotrope. 

 Le système modélisé est décrit dans la figure A.2.1. Une boucle de rayon r0, alimentée par un 

courant I0 à variation sinusoïdale dans le temps,  est située à une hauteur z” au dessus d’une plaque 

infinie d’épaisseur z0, caractérisée par une anisotropie uniaxiale de la conductivité électrique. La 

surface supérieure de la plaque est prise comme référence (z=0).  

 

 

Fig. A.2.1. Boucle de courant au dessus d’une plaque anisotrope 
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Le tenseur de  conductivité de la plaque s’exprime comme suit   
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 La composante normale du champ électrique est supposée nulle. Les composantes 

tangentielles, au point (x, y, z), sont données par la formule suivante 
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L’indice « 0 » désigne le vide.  

 Une fois le champ électrique déterminé, les densités de courants induits peuvent être calculées 

comme suit  
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 Remarque    

 Vu que le plan supérieur de la plaque est pris comme référence (z=0), l’épaisseur de la plaque, 

ainsi que la profondeur z, sont des valeurs négatives (z0 < z < 0).  
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Annexe 3 

Calcul des éléments singuliers des 

intégrales  

 Les termes singuliers des intégrales impliquées dans les formulations sont évalués par la 

méthode de Gauss – Legendre [Noble-00]. 

 L’intégration numérique d’une fonction f(t) sur un intervalle [a,b], en utilisant la méthode de 

Gauss – Legendre, est réalisée comme suit [Wikipédia] 
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Dans A.3.1, n  est le nombre de points d’intégration, ix est le point d’intégration d’indice i et iω le 

poids qui lui est associé.   

 Dans notre cas, nous avons à évaluer les trois intégrales suivantes (figure A.3.1) 
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Fig. A.3.1. Domaine d’intégration des termes singuliers  

En appliquant La méthode de Gauss – Legendre à chaque borne d’intégration, on obtient 
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 Nous n’avons pas pu obtenir des résultats corrects en utilisant les formules A.3.5, A.3.6 et 

A.3.7. De bien meilleurs résultats sont obtenus en utilisant les formules ci-dessous, où l’intégrale 

correspondant à chaque composante est évaluée au centre des axes correspondants autres composantes 

(i.e. xI  est évaluée à y=0 et z=0, yI  est évaluée à x=0 et z=0, et zI  est évaluée à x=0 et y=0). 
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 Si zyx ∆=∆=∆ , alors les trois intégrales sont égales. Dans ce cas, il suffit d’évaluer une seule 

intégrale. Le tableau A.3.1 donne les points et les poids pour des intégrations de Gauss - Legendre de 

),,(
222
zyx ∆∆∆ −−−

 

),,(
222
zyx ∆∆∆ −−  

),,(
222
zyx ∆∆∆ −

 

),,(
222
zyx ∆∆∆ −−

 

),,(
222
zyx ∆∆∆ −  

),,(
222
zyx ∆∆∆  

),,(
222
zyx ∆∆∆ −−

 

),,(
222
zyx ∆∆∆ −

 



Annexes 

 
 

94 

 

un à huit points. Nous remarquons que les nombres impairs de points d’intégration impliquent le point 

« 0 ». Dans notre cas  ils sont à éviter, car ils engendrent une singularité.   

 

Tableau .A.3.1- Quelques points et poids pour l’intégration numérique par la méthode de Gauss - Legendre  

 

Nombre de points 

d’intégration (n) 

 

Points d’intégration, 

(xi, yi, zi) 

 

 

Poids d’intégration    (wi) 

1 0 2.00000000 

2 ±0.57735027 1.00000000 

3 0 0.88888889 

±0.77459667 0.55555555 

4 ±0.3399814 0.65214515 

±0.86113631 0.34785485 

 

5 

0 0.56888889 

±0.53846931 0.47862867 

±0.90617985 0.23692689 

 

6 

±0.23861918 0.46791393 

±0.66120939 0.36076157 

±0.93246951 0.17132449 

 

7 

0 0.41795918 

±0.40584515 0.38183005 

±0.74153119 0.27970539 

±0.94910791 0.12948497 

 

8 

±0.18343464 0.36268378 

±0.52553241 0.31370665 

±0.7966648 0.22238103 

±0.96028986 0.10122854 
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Annexe 4 

Algorithme du bi-gradient conjugué 

stabilisé   (bi-CGSTAB) 

 La méthode du gradient conjugué ne s’applique qu’à des matrices symétriques [Driessen-91, 

V.D. Vorst-96]. Dans le cas où la matrice A dans le système bXA =  n’est pas symétrique, il est 

possible de dériver de ce système un système symétrique équivalent défini comme suit [Lévy-07] 

 









=

















0

0

0

b

xA

AI
t

.                        A.4.1 

 

Il est alors possible d’appliquer la méthode du gradient conjugué à ce système, ce qui définit la 

méthode du bi-gradient conjugué bi-CG, dont une variante est le bi-gradient conjugué stabilisé           

bi-CGSTAB qui permet d’améliorer la vitesse de convergence en stabilisant les calculs [Lévy-07].  

 La méthode du bi-gradient conjugué stabilisé bi-CGSTAB préconditionné par la matrice M est 

décrite par l’algorithme qui suit [Barret-94]. Le péconditionneur de Jacobi définit M comme la matrice 

composée des éléments diagonaux de A [Lévy-07]. 
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Annexe 5 

Structures des différentes matrices issues 

de la discrétisation de la formulation  

 Nous décrivons dans cette annexe les structures des différentes matrices, en considérant un 

maillage en (n=N×M×L=10×10×10) éléments de volume de la charge.  

 Les structures des matrices dérivées [∂x], [∂y] et [∂z] et résistivités [ρuv](u=x,y,z, v=x,y,z) sont 

représentées dans les figures qui suivent. Elles ont des structures en bandes, et contiennent, 

respectivement, 2n-2, 2n-2N-1 et 2n-2N×M-1 éléments non nuls.  
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 En négligeant les interactions entre les termes lointains, les matrices intégrales [Mccx], [Mccy] et 

[Mccz], requièrent des structures en bandes. Elles contiennent 2n× (le nombre d’éléments contenus 

dans une zone sphérique de rayon donné). En considérant des pas de discrétisation identiques suivant 

les trois directions (x, y, z), les structures des matrices intégrales représentées dans les figures qui 

suivent, sont obtenues en négligeant pour chaque élément les interactions avec les autres éléments qui 

sont 100 fois inférieures à l’interaction avec l’élément le plus proche.    
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 La matrice globale [M] issue de la discrétisation de la formulation en T
r

comprend 550614 

éléments non nuls. En transposant les termes intégraux au second membre, la matrice globale 

résultante  [M’] ne comprend plus que 109150 éléments non nuls. Cela réduit le nombre d’éléments 

non nuls d’environ 50 fois. Il faut noter que la taille de [M’] est fixe, et que la taille de [M] dépend du 

critère de sélection des interactions entre éléments dans les termes intégraux.  
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 Pour la formulation en Tz, avec le même nombre de volumes élémentaires, les structures de la 

matrice globale avec et sans les termes intégraux, notées respectivement [Mz] et [M’z], sont décrites 

dans les figures ci-dessous. Elles sont, respectivement, constituées des éléments du neuvième quadrant 

des matrices [M] et [M’]. Le fait de transposer les termes intégraux au second membre permet de 

réduire le nombre d’éléments non nul de 85.6532 fois. On imagine aisément le gain de temps qui en 

résulterait.   
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Annexe 6 

Liste de quelques publications liées à cette 

thèse 

Publications de revues internationales avec comités de lecture 
 

 
Hocine Menana, Mouloud Féliachi, “Modeling the response of a rotating eddy current sensor for the 

characterization of carbon fiber reinforced composites,” Eur. Phys. J. Appl. Phys. 52, 23304 (2010). 

Abdelhalim Zaoui, Hocine Menana, Mouloud Feliachi and Gérard Berthiau, “Inverse Problem in 

Nondestructive Testing Using Arrayed Eddy Current Sensors,” Sensors 2010, 10, 8696-8704; 

doi:10.3390/s100908696. 

Menana H.,  Féliachi M.,   “3-D Eddy Current Computation in Carbon-Fiber  Reinforced Composites,” 

IEEE Transactions on Magnetics, Vol. 45, Issue 3, March 2009, Pages: 1008 - 1011   

Zaoui, A., Menana, H., Feliachi, M., Abdellah, M.,    “Generalization of the Ideal Crack Model for an 

Arrayed Eddy Current Sensor,” IEEE Transactions on Magnetics, Vol. 44, Issue 6, June 2008, Pages: 

1638 - 1641  

Hocine Menana, Mouloud Féliachi, “Electromagnetic Characterization of the CFRPs Anisotropic 

Conductivity: Modeling and Measurements,” Accepté  à paraître au journal EPJ-AP, EDP Sciences. 

Hocine Menana, Mouloud Féliachi, “Non destructive evaluation of the conductivity tensor of a CFRP 

plate using a rotating eddy current sensor”, Accepté pour paraitre dans le livre « Electromagnetic Fields 

in Mechatronics, Electrical and Electronic Engineering», édité par IOS Press. 

Hocine Menana, Mouloud Féliachi, “An Integro-Differential Model for 3D Eddy Current Computation 

in CFRPs,” Soumis à IEEE Magnetics (2010) 

 

 
Articles de conférences internationales avec comités de lecture  
 

Hocine MENANA and Mouloud FELIACHI, « Non destructive evaluation of the conductivity tensor of 

a CFRP plate using a rotating eddy current sensor »; Dans le proceeding d’ISEF 2009, 10-12 septembre 

2009, Arras – France; ISBN: 978-2-84832-115-8. 
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Hocine MENANA,   Mouloud FELIACHI,  and  Gérard BERTHIAU,    « Contribution to the eddy 

current nondestructive evaluation of the CFRPs properties », ENDE 2009, 12-13, Juillet 2009 Dayton 

OH- USA. 

H. Menana, M. Féliachi et G. Berthiau, « Modélisation des courants de Foucault dans un matériau 

composite en vue de la caractérisation de défauts», Journées COFREND à Toulouse du 20 au 23 mai 

2008.  

H. Menana, M. Féliachi ;  « Modélisation de la réponse d’un capteur à courants de Foucault tournant 

pour la caractérisation des matériaux composites à fibres de carbone »; Dans le proceeding de la 6
ème

 

Conférence Européenne sur les Méthodes Numériques en Electromagnétisme (NUMELEC2008), Liège, 

8-10 décembre 2008, pages  46-47. 

Hocine MENANA and Mouloud FELIACHI, “A simplified T-φ formulation for eddy current 

computation in thin CFRP plates”, COMPUMAG 2009; 22-26 Novembre, Florianopolis, Brazil. 

H. Menana, M. Féliachi, « A fast 3D eddy current computation in carbon fiber reinforced composites» ; 

Dans le proceeding de CEFC 2008, à Athènes du 11 au 15 mai 2008. 
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Résumé de la thèse 
 

 

Le travail présenté dans cette thèse constitue une contribution à la modélisation numérique tridimensionnelle 

simplifiée, de l’interaction d’un champ électromagnétique avec  une structure en matériau composite stratifié 

à fibres de carbone (CFRPs), avec comme principale application l’évaluation non destructive par courants de 

Foucault. 

Dans un premier temps, et dans les limites où les effets capacitifs peuvent être négligés, nous avons 

développé un modèle basé sur une formulation intégro-différentielle, en potentiel vecteur électrique, pour des 

calculs rapides de la réponse d’un capteur à courants de Foucault et des courants induits dans les CFRPs. Ce 

modèle tient compte naturellement des conservations du courant électrique et du flux magnétique, et permet 

de limiter le domaine d’étude aux parties actives du système modélisé. Ces dernières sont discrétisées 

séparément ; les aspects multi-échelles et les mouvements sont donc traités plus facilement. D’autre part, 

compte tenu des structures en couches minces des CFRPs, et sous certaines conditions,  ce modèle se réduit à 

un cas quasi-bidimensionnel n’impliquant que la composante normale du potentiel vecteur électrique, 

réduisant ainsi considérablement la taille du système à résoudre et le temps de calcul. 

Dans un second temps, nous avons proposé une approche de caractérisation du tenseur de conductivité des 

CFRPs, en introduisant une structure de capteur à courant de Foucault tournant de forme rectangulaire. Nous 

avons développé un modèle analytique liant directement les composantes du tenseur de conductivité d’un pli 

en CFRP aux impédances du capteur rectangulaire tournant, correspondant à ses positions parallèle et 

transversale aux fibres. Cette approche a été validée expérimentalement. 

 

Mots-clés : Modélisation numérique 3D simplifiée, matériaux composites à fibres de carbone, courants de 

Foucault, formulation intégro-différentielle, potentiel vecteur électrique, différences finies, méthode des 

moments, END, caractérisation d’une conductivité électrique anisotrope. 

 

 

 

Simplified 3D modelling for eddy current non destructive evaluation of anisotropic composite materials 

 

The work presented in this thesis constitutes a contribution to a simplified three-dimensional numerical 

modeling of the interaction of an electromagnetic field with laminated carbon fiber reinforced polymer 

(CFRP) structures, for eddy current nondestructive testing applications. 

In the limits where the capacitive effects can be neglected, we have developed a model based on an integro-

differential formulation, in terms of the electric vector potential, for rapid calculations of the sensors 

responses in eddy current testing of laminated CFRPs. This model accounts naturally for the electric current 

and magnetic flux conservations, and allows confining the modelling to the active parts of the modelled 

system. These are discretized separately; the multiscale aspects and movements are thus easily treated. On 

the other hand, given the thin layered structures of the CFRPs, and under certain conditions, this model can 

be reduced to a quasi-two-dimensional one, involving only the normal component of the electric vector 

potential, thus reducing considerably the size of the resulting algebraic system and the computing time. 

In a second step, we proposed an approach for the characterization of the conductivity tensor of a CFRP 

plate, by using a rotating eddy current sensor of a rectangular shape. We have developed analytical relations 

directly linking the components of the conductivity tensor of the CFRP plate, to the impedance variations of 

the sensor corresponding to its positions parallel and transverse to fibers. The proposed approach has been 

validated experimentally. 

 

Keywords : Simplified 3D numerical modeling, laminated carbon fiber reinforced polymers (CFRPs), eddy 

current, integro-differential formulation, electric vector potential, finite difference method, moment method, 

NDE, characterization of anisotropic electrical conductivity. 
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