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Introduction

Dans cette these, on étudie les propriétés spectrales des opérateurs non auto-adjoints sur un
graphe orienté avec un poids non symétrique d’arétes. Il est bien connu que les opérateurs non
auto-adjoints sont plus difficiles a étudier que ceux auto-adjoints: pas de théoreme spectral en
général, pas de principe variationnel... Ceci peut étre expliqué par la structure compliquée de
la résolvante d’un tel opérateur considéré comme une fonction analytique. Cette théorie est
étudiée par différents auteurs comme L. N. Trefethen sur les matrices non symétriques [56], W.
D. Evans, R. T. Lewis, A. Zettl [26] et R. T. Lewis [45] pour les opérateurs non auto-adjoints
dans un espace de Hilbert. Récemment, I’intérét des propriétés spectrales des opérateurs non
auto-adjoints a déja conduit a une variété de nouveaux résultats, a la fois dans les domaines
continus et discrets, par exemple, des bornes aux valeurs propres complexes [28] et des inégal-
ités de type Lieb-Thirring [35], [22], puis des études spectrales des opérateurs non auto-adjoints
[49] et I’instablité spectrale de certains oscillateurs anharmoniques non auto-adjoints [5].

Dans ce travail, on se concentre sur les graphes orientés et on étudie les propriétés spectrales
du Laplacien non symétrique associé. On développe une théorie générale d’approximation des
valeurs propres sur les graphes orientés avec un poids d’arétes non symétrique en supposant
uniquement une condition de "conductivité totale des sommets de graphe", présentée dans la
définition 2.1.11: Hypothese (). On étudie le spectre de notre Laplacien non symétrique et
on recueille certaines propriétés sur le bas de la partie réelle de son spectre puis on cherche
a caractériser 1’absence du spectre essentiel. Les estimations les plus connues concernant le
bas du spectre d’un opérateur symétrique sur un graphe sont appelées ainsi des estimations
isopérimétriques et en particulier on cite les inégalités de Cheeger. En fait, Jeff Cheeger a
prouvé une inégalité en fonction d’une constante géométrique notée par h [17], elle concerne
la premiere valeur propre non nulle de I’opérateur de Laplace-Beltrami auto-adjoint sur une
variété Riemannienne compacte. Ceci a inspiré une théorie analogue sur les graphes pour des
Laplaciens symétriques (voir [29], [32]). Le but est d’introduire une sorte de constante de
Cheeger sur une filtration du graphe orienté GG pour controler le spectre du Laplacien associé
A. Comme notre opérateur est non symétrique, on va donner une estimation de son image
numérique. On utilise cette estimation et on propose une condition sur les poids pour prouver

11
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I’absence de spectre essentiel de Laplacien sur un graphe lourd a l’infini. H. Donnelly et P. Li
[25], pour le cas continu, ont prouvé un résultat analogue en montrant que leur Laplacien est a
résolvante compacte si la variété est a courbure négative rapidement décroissante.

Ensuite, on définit un opérateur spécial symétrique A + A* puis on étend les résultats de
[54], [20] pour montrer qu’il peut étre auto-adjoint. Ceci facilite I’étude spectrale de 1’opérateur
spécial ainsi que la relation entre son spectre et le spectre de A. On donne une estimation de
Cheeger au bas du spectre de A + A*. On utilise cette inégalité pour déduire un critére en vertu
duquel le spectre essentiel du Laplacien non auto-adjoint A est vide en utilisant le théoréme de
comparaison de R. T. Lewis [45]. Une derniere partie de cette these a fait suite aux idées lancées
dans [53], [16] et [46] sur la monotonicité des valeurs propres relative aux domaines continus.
Méticuleusement, on essaye d’explorer dans le cas des graphes orientés finis, des faits familiers
nombreux de monotonicité prouvés sur R” et sur les variétés Riemanniennes compactes. Notre
question principale est: "peut-on étudier le comportement des valeurs propres de 1’opérateur
spécial auto-adjoint par rapport a une perturbation du graphe?" D’abord, on démontre que la
famille des k™€ valeurs propres du Laplacien A sur un graphe ne décroit que dans une classe
de graphes appel€ ici graphe type-fleur et croissante par rapport a I’ensemble d’arétes. Cette
partie est inspirée par les résultats classiques de M. Fiedler [27] et P. Kurasov, G. Malenova,
S. Naboko [44] sur la premiere valeur propre non nulle d’un graphe simple. On étend ces ré-
sultats pour des valeurs propres suivantes de notre opérateur spécial. Puis, on essaye d’établir
un résultat analogue a celui de la proposition 2.1 de [11], énoncée dans le cas des variétés Rie-
manniennes M qui donne des bornes supérieures aux k™€ valeurs propres en termes de valeurs
propres de Dirichlet.

La these contient trois chapitres en plus de I’introduction et ’annexe. Le deuxieme chapitre
est consacré aux définitions, aux notions de graphe orienté avec un poids d’arétes non symétrique.
On définit brievement les notions de base liées aux opérateurs bornés et non bornés sur un es-
pace de Hilbert. On expose notamment les résultats élémentaires sur les opérateurs linéaires
et quelques propriétés et interprétations concernant nos Laplaciens considérés ainsi que la for-
mule de Green, la fermabilité et quelques généralités sur I'image numérique et sur le spectre
des Laplaciens.

Dans le troisieme chapitre, on introduit certaines constantes et on établit I'inégalité de
Cheeger associée au Laplacien de Dirichlet non auto-adjoint sur un sous-ensemble de V. Cette
inégalité isopérimétrique sert a donner une borne inférieure de la partie réelle de I’'image numérique.
On controle la partie réelle de son image numérique en rapport avec le spectre de A. Puis, on
caractérise I’absence du spectre essentiel de A par deux méthodes différentes.

La premiere est basée sur la stabilité spectrale et I’'inégalité isopérimétrique. Dans le cas d’un
opérateur symétrique sur un graphe non orienté simple, K. Fujiwara [29] et M. Keller [41] ont
introduit un critere qui assure 1’absence de spectre essentiel du Laplacien sur un graphe non
orienté rapidement branché. En fait, notre condition est la positivité de la constante de Cheeger
a I’infini pour un graphe lourd a l’infini.

Pour la deuxieéme méthode, on introduit une hypothese () qui permet de fournir une propriété
sur A — A*. Puis, on étudie le caractére auto-adjoint de I’opérateur A + A* en utilisant une no-
tion de complétude sur le graphe G, introduite par N. Torki-Hamza [54] et Y. Colin de Verdiere,
N. Torki-Hamza et F. Truc [20]. On applique alors le théoreme de comparaison de R. T. Lewis
et on compare les spectres essentiels de A et A + A*. On conclut par ’absence de spectre
essentiel des deux sur des cas plus généraux ou la constante de Cheeger a 1’infini est nulle.

1 2 Jjanvier 2018
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Le quatrieme chapitre porte sur certains résultats de monotonicité des valeurs propres. Ainsi,
on étudie I’exemple de graphe type-fleur en insistant sur I'intérét du concept de sous-graphe.
Cependant, on peut noter que I’estimation de spectre sur cette classe de graphes sert a évaluer le
spectre d’un arbre simple. Ce chapitre comprend également un théoreme similaire du théoreme
de Weyl et un analogue du théoréme de Cauchy pour les matrices [37]. Enfin, on s’intéresse a
I’opérateur de Dirichlet et on effectue une comparaison sur les valeurs propres du graphe pour
donner une généralisation au théoreme (3.3) dans [27]. Egalement, on essaye d’améliorer une
version discrete de la proposition 2.1 de [11] établie pour les variétés Riemanniennes. On utilise
la décomposition de G en deux composantes A et B pour donner une limite supérieure sur les
valeurs propres de GG en termes des valeurs propres de Dirichlet a I’intérieur de A et B.

Et on finit avec un chapitre annexe qui contient les preuves des principaux résultats clas-
siques utilisés au cours de cette these.

1 3 Jjanvier 2018
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Ce chapitre contient les principales définitions relatives aux graphes orientés. On s’intéresse
aux propriétés géométriques et aux structures linéaires des graphes ainsi qu’aux opérateurs
Laplaciens discrets. Plus précisément, on introduit le Laplacien non auto-adjoint sur un graphe
orienté. On présente les outils de base pour I’étude du spectre d’un opérateur fermé, pas néces-
sairement auto-adjoint. On pourra consulter a ce sujet par exemple les références suivantes [24],
[13], [3], [23], [40], [45].

2.1 Notions de graphe

2.1.1 Définitions et propriétés

Soit un graphe orienté G = (V, E) ou V est ’ensemble (dénombrable) de ses sommets et par
E C V x V celui de ses arétes orientés. Une aréte (x,y) de I’ensemble E est définie par une
paire ordonnée de sommets z et y. Lorsque e = (x,y) est une aréte orienté, on dit que e va de
ravy.

On dit aussi que z est I’extrémité initiale et y I’extrémité finale de e.

On note x ~ y si x et y sont voisins.
» Laréte (z,x) € E est appelée une boucle.

s G=(V, E) est un digraphe s’il vérifie pour tous z,y € V'

— —

(x,y) e E < (y,x) € E.

Dans la suite on désigne par:

15
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E = {{x,y}; (z,y) € Eou (y,2) € E}, un élément de E est appelé une aréte non
orientée.

Vi={yeV; (z,y) € E}

Vo ={yeV; (o) € E)
V= ViUV,

Degré d’un sommet d’un graphe orienté:

Soit = un sommet du graphe orienté G. On note d*(z) le degré extérieur du sommet z,
c’est-a-dire le nombre d’arétes ayant x comme extrémité initiale.
On note d~(x) le degré intérieur du sommet x, ¢’est-a-dire le nombre d’arétes ayant x comme
extrémité finale.

On a pour tout x dans V: d*(z) = #V,  etd ™ (x) = #V, .
On définit le degré d’un sommet = ou la valence de x d’un graphe G par:

d(xz) = #V, = le nombre des voisins de .

Définition 2.1.1 e G est infini si I’ensemble V est infini.
o G = (V, E) est dit localement fini si pour tout € V, d(z) < oo.

e Un graphe G est dit a valence bornée, s’il existe un entier N tel que pour tout x € V on ait:
d(xz) < N.

Définition 2.1.2 Un digraphe est dit complet si pour tous sommets xz,y € V, (z,y) € E et
(y,x) € E.

Définition 2.1.3 Pour un sous-ensemble U de V', on définit:

e L’intérieur de U :

U={zelU,;y~x=>yecU}.
e Le bord de sommet de U :

oU={xeU% Jyel, x~y}.

e Le bord d’arétes de U :

OpU = {(m,y) €E; (relU yelU ou (z €U yGU)}.

1 6 Jjanvier 2018
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2.1.2 Exemples de graphes orientés

1. Les systemes routiers possédant des sens uniques, les systemes de transport dissymétriques..,

dont les sommets sont les points de passage et les arétes sont les trajets entre ces points.

2. Le systeme sanguin ou appareil cardiovasculaire qui assure le transport du sang du cceur
vers les extrémités et les divers organes, et en retour de ceux-ci vers le cceur, dont les
sommets sont les organes de corps et les arétes sont les vaisseaux sanguins.

3. Le graphe G associé a un réseau social internet (par exemple le graphe du réseau face-
book), tel que les comptes du réseau forment 1’ensemble de sommets 1/ et pour tous
p1,p2 € V,ona

(p1,p2) € E <= p; publie sur le mur de po.

4. Le digraphe (Zj, Es) qu’on note encore par Z, I’ensemble des arétes orientées est donné
pour tous ¢, j € Z par:
(1,j) e By <= |i—jl=1,

etd* (i) = d (i) = 2 pour tous i € Z.

Figure 2.1: Digraphe Z.
5. Le graphe (Z, E+), vérifiant pour tous ¢, € Z, on a

(i,j) e B, < j—i=1.

Figure 2.2: Graphe Z.

6. Le digraphe (Z", E), pour tout n > 1 vérifiant

((irsooerin), (s oondin) €E = > Jig —jil =1,
k=1

At (i) = d~ (i) = 2n, Vi = (i, ...,in) € Z".
7. Le graphe (N, E) tel que pour tous i, j € N,
(i,j))e E < j—i=1
avecd™ (1) =1,d (1) =0pouri # 0etd™(0) =1,d (0) = 0.

1 7 Jjanvier 2018
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Figure 2.3: Graphe N.

8. Le graphe en étoile S,, = (V, E) voir la Figure 2.4: c¢’est un graphe a n 4 1 sommets, de
centre x qui a n voisins x, s, .., T, tels que pour tout 1 <i < n,ona (x,z;) € F.

Figure 2.4: Le graphe en étoile Sg

2.1.3 Connexité sur (¢

Définition 2.1.4 » Un chemin d’arétes de x a y est une suite finie d’arétes (x1,y1), (2, y2), ..

(Tn, Yn), n > 1 telle que:

T =, Yyp=yetxr; =y;_1, V2<i<n.

* Une chaine de x a y est une suite finie d’arétes non orientés {x1, xs}, {x2, x5}, ..{Tn, Tni1},
n > 1 telle que:

T =T ety = Tpy1-

Définition 2.1.5 » Un graphe orienté est fortement connexe si pour tous sommets différents
x,y il existe un chemin d’arétes qui va du sommet x au sommet y et il existe un chemin

d’arétes qui va de y a .

* Un graphe orienté est connexe si pour tous sommets différents x,y il existe un chemin

d’arétes qui relie x et y.

» Un graphe non orienté est connexe si pour tous sommets différents x,y il existe une chaine

qui relie x et y.

» Un graphe orienté est faiblement connexe s’il y a une chaine entre n’importe quelle paire
de sommets dans le graphe si [’on ne considere plus [’orientation d’arétes. Autrement dit,

le graphe non orienté associé est connexe.

1 8 Jjanvier 2018
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Définition 2.1.6 » Un cycle est une suite d’arétes (x1,3), (T2, 3), ..,

(Tp_1,xn), n > 4 telle que 1, x3, .., x,_1 sont tous distincts et r1 = .

n’est pas un cycle un cycle
Figure 2.5: Cycle

» Un arbre est un graphe connexe sans cycle.

* Un graphe G = (V, E) est dit régulier d’ordre q ou q-régulier si pour tout x € V,
d(x) =q.

Remarque 2.1.1 Soit G est un graphe fortement connexe alors G est connexe ce qui implique

que G est faiblement connexe.

Exemple 2.1.1 Le graphe N (voir la Figure 2.3) est connexe mais il n’est pas fortement con-

nexe:

Définition 2.1.7 On définit la distance combinatoire sur un graphe connexe G = (V, E ), qu’on

note d, par:

d(xz,y) = min L(7)

YE 2,y
on Iy, est 'ensemble de tous les chemins d’arétes qui relient x a y et L(v) est le nombre

d’arétes de .

Remarque 2.1.2 La distance combinatoire d est non symétrique, en effet si on considere le
graphe N du Figure Figure 2.3, ona : d(0,1) = 1 et d(1,0) = oo. Cependant, on peut constru-
ire un graphe fortement connexe avec une distance non symétrique mais finie comme le graphe

cycle.
Lemme 2.1.1 Soit G = (V, E) tel que #V > 2,
1. Sile graphe G est fortement connexe alors

VoeeV, d(z) #0etd (z) #0. (2.1)
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2. Sile graphe G est faiblement connexe alors
Ve eV, dt(z) #0oud (z) #0. (2.2)

Preuve:

Soit z et y deux sommets distincts dans V.

1. Par la connexité forte il existe deux chemins d’arétes, I’un allant de x a y et
I’autre de y a =, donc d* (z) et d~(x) sont non nuls.

2. Si G est faiblement connexe alors il existe une chaine d’arétes entre x et y,
(x1,22), (x2,23), .., (Tp, Tpi1), n > 1 tels que pour tout 1 < i < mn,ona

—

T1 =, Tppp = yet(z,ziq) € E ou (xip1, ;) € E.

—

En particulier (1, z3) € E ou (22, 21) € E etdonc d*(z) # 0 ou d~(z) # 0.

O

Remarque 2.1.3 La connexité forte implique la propriété (2.2), mais la réciproque est fausse,

voir la Figure 2.3.

Exemple 2.1.2 » Le digraphe 7. est fortement connexe.

* Le graphe en étoile S,, (Figure 2.4) est faiblement connexe.

2.1.4 Graphe partiel et sous-graphe

Une des questions importantes de la théorie des graphes concerne 1’existence ou I’optimalité de
certains sous-objets contenus dans un graphe comme les graphes partiels et les sous-graphes.
On veut distinguer les notions de sous-partie et de sous-graphe. Cela permettra de préciser ce
que veulent dire A. Torgasev et M. Petrovic dans [53] et donc bien illustrer certaines propriétés,
d’autant plus qu’ils considerent le graphe 7Z et le graphe en étoile comme des sous-graphes de
n’importe quel graphe infini donné.

Définition 2.1.8 Graphe partiel: Soit G = (V, E) un graphe orienté. Un graphe G, = (V, El)
est un graphe partiel de G, si E est inclus dans E. Autrement dit, on obtient G, en enlevant

une ou plusieurs arétes du graphe G.

Définition 2.1.9 Sous-graphe: Soit G = (V, E) un graphe orienté. Un graphe H = (Vy, EH)
est appelé un sous-graphe de G si Vi C V et Ey = {(x, y); v,y € Vy } NE.

Définition 2.1.10 Partie de graphe: Soit G = (V, E) un graphe orienté. Un graphe U =
Vu, EU) est appelé une partie du graphe G = (Vg, Eg) siVy C Vet Ey CE.

20 Jjanvier 2018



Graphes et Opérateurs Marwa Balti

Remarque 2.1.4 Un sous-graphe de G est une partie de G, mais la réciproque n’est pas vraie:

La Figure 2.6 donne un exemple de graphe dont H est une partie, H est aussi un graphe
partiel de G mais ce n’est pas un sous-graphe de G.

C C

Figure 2.6: H sous-graphe de G

2.1.5 Graphe pondéré

On définit un graphe pondéré comme un graphe ou chaque aréte et chaque sommet est affecté
d’un nombre réel positif, appelé poids:

Définition 2.1.11 Graphe pondéré: Un graphe pondéré (G, m,b) est la donnée d’un graphe
orienté (V, E) d’un poids sur les sommets m : V — R et d’un poids sur les arétes b :
V x V — R, satisfaisant :

b(z,y) #0 < (x,y) € E.
Un graphe pondéré (G, m, b) est dit symétrique si pour tout x,y € V,

b(x,y) = by, x).
Le poids b sur les arétes définit deux poids sur les sommets 57 et 5~ qu’on utilisera dans la

suite
B = Y blay)

ye V,j'

et

B()= ) bly,x).

yeVy

On définit un poids S sur V pour tout x € V, par:

Bx) =BT (x) + B (2).

2.2 Opérateurs sur un graphe

On introduit la notion d’opérateur Laplacien non symétrique sur un graphe orienté avec un poids
d’arétes pas nécessairement symétrique.
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2.2.1 Espaces fonctionnels
On introduit a présent les espaces suivants associés au graphe pondéré (G, m, b):
CV)={f:V=>C}
C.(V)={f eC(V); fasupport fini dans V'}.

On considere 1’espace de Hilbert

CVom) ={fec(V); Y m()|f()]* < oo}

zeV

muni du produit scalaire donné par:

(.9 = 3 m(a)f(2)g().

eV

La norme correspondante est définie par:

[ fllm =/ (f5 m-

Pour U C V, les espaces C.(U) et £2(U, m) sont les sous-ensembles de fonctions de C.(V) et
¢*(V, m) respectivement a support dans U.

2.2.2 Laplaciens discrets non symétriques

Dans cette thése, on suppose que G est sans boucle, localement fini, connexe et vérifiant:
Ve eV, d(x) #0etd (z) #0.

Laplacien et Laplacien normalisé:
Pour un graphe pondéré, on introduit

* Le Laplacien discret A agissant sur C.(1") par la formule:

9 ECAV). Af(w) = s S M) (F(e) — ).

1

> bz, y)(f(z) - fy).

yevyh

* Le Laplacien normalisé qui correspond a un choix particulier de poids sur les sommets.
Le Laplacien est dit normalisé si m = S, on le note par A et il est défini par:

v eCV), Af(x) = f(z)— 55@) S bz, 9)f(y)
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avec 1 (z) = Z b(z,y).

yeVy

Cet opérateur est particulierement étudié dans le cadre stochastique, de plus il est toujours
borné, comme on le verra plus tard, ce qui n’est pas vrai en général pour A.

Remarque 2.2.1 Si G est un digraphe pondéré, un cas particulier important est celui ou le
poids b sur les arétes est symétrique. Dans ce cas, [’opérateur A est symétrique. Cet opérateur
a fait I’objet de nombreuses études [24], [9], [34]...

Dans ce travail on ne fait pas cette hypothese de symétrie.

Laplaciens de Dirichlet:
Pour U C V, le Laplacien de Dirichlet AP est défini sur
C.(U)={f €C.(V); f asupport fini dans U} par:

Agm:m}@ S by (@) £)

C’est la restriction de A sur U. 3
AP est le Laplacien de Dirichlet sur U associé a A.

Un graphe G est dit simple si m et b sont constants et égalent a 1 sur V' et E respectivement.

Exemple 2.2.1 On considére le graphe simple (Z, E)
A est défini sur C.(Z) par:

AfG) = f(i) - fli +1), Vi€ Z

On prend pour un entier n fixé, le sous ensemble U = {0, 1,2, ...,n},

ARfGE) = f(i)— f(i+1), Yie{0,1,2,...,.n—1}
AD f(n) = f(n).

2.2.3 Adjoint d’un opérateur A a domaine D(A)

On commence avec la notion d’adjoint; plusieurs classes particulieres d’opérateurs bornés ou
non seront définies a 1’aide de cette notion.

Pour un opérateur linéaire 2 domaine dense, on peut associer un autre opérateur linéaire
appelé opérateur adjoint. On va étudier par la suite les opérateurs adjoints des Laplaciens A et
A.

Pour un opérateur non borné, on rappelle la définition de 1’adjoint qui passe par celle de son
domaine [47].
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Définition 2.2.1 * L’adjoint d’un opérateur sur un espace de Hilbert H, A : D(A) — H

a domaine dense dans H est I’opérateur A* ayant pour domaine:

D(A") ={o e H|In e H; Vi € D(A), (A, ¢) = (¢¥,n)}

ou on pose

n=A.
* L’adjoint d’un opérateur borné A sur H est I’opérateur linéaire borné, noté A*, vérifiant
(f,Ag)=(A"f.9), VfgeH
Regroupons dans la proposition suivante quelques propriétés des adjoints, voir [58] et [47].

Proposition 2.2.1 Pour un opérateur A a domaine dense D(A) dans un espace de Hilbert,

A* est fermé

si A admet une fermeture A, alors (A)* = A*

A* est densément défini si et seulement si A est fermable

si A est fermable, alors A** = A.

Définition 2.2.2 Un opérateur A a domaine dense D(A) sur un espace de Hilbert H est dit
1. symétrique si et seulement si A est inclus dans A*
2. auto-adjoint si et seulement si A = A*

3. essentiellement auto-adjoint si et seulement si A* est auto-adjoint.

Rappelons la définition d’un adjoint formel.

Définition 2.2.3 [40] Soient A: D(A) C H — H, A" : D(A") C H — H deux opérateurs sur

un espaces de Hilbert A’ est un adjoint formel de A si
(Af,9) = (f. A'g), Vf € D(A) et g € D(A').
Donc opérateur A’ est une restriction de A*.

Définition 2.2.4 A’ est I’adjoint formel de A avec D(A’) = C.(V').
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Proposition 2.2.2 L’adjoint formel de A défini sur C.(V), est donné par:

A f(x

(bey =) by x)f )

yeVv

Preuve:

Le calcul suivant montrera que pour tous f, g € C.(V):

(Af,g)m = (f, A'g)m

en effet:

(AL, 9)m = > bla,y)(fx) — F)g(@)

(x,y)EE
— Z f(z) Z b(z,y)g(x) — Z by, =)g(y) f(x)
z€V yev (y,z)eE
=3 f(a) (Z bz, y)g(x) = > by, x)@)
::(fvﬁyg)m‘

Remarque 2.2.2 Pour tous x € V et g € C(V'), les sommes Z b(z,y)g(y) et Z b(y,z)g(y)
yeVv yev
sont en fait finies car le graphe est localement fini. Donc A'g a un sens pour g € C(V).

Remarque 2.2.3 L’opérateur A’ peut s’exprimer comme un opérateur de Schrodinger: la

somme d’un Laplacien et d’un potentiel q:

A'f(x) =

avec

q(z) =

2.2.4 Hypothese () et généralités sur les Laplaciens

On introduit dans la suite I’'Hypothese () qui exprime la conservation des poids d’arétes sor-
tantes et rentrantes d’un sommet.

L’hypothese (/) consiste en :

pour tout z € V, A7 (z) = 7 (x).

25 Jjanvier 2018



Graphes et Opérateurs Marwa Balti

L’hypothese (5) est naturelle, elle rappelle la loi de Kirchhoff pour les courants électriques.

La loi de Kirchhoff est utilisée dans le domaine électrique pour établir une relation math-
ématique concernant les courants électriques parcourant un nceud électrique, c’est-a-dire une
intersection dans le branchement électrique. La loi énoncée par le physicien Allemand Gustav
Kirchhoff est la suivante:

La somme algébrique des intensités des courants qui entrent par un noeud est égale a la somme
algébrique des intensités des courants qui en sortent.

Proposition 2.2.3 Si I’Hypothese () est satisfaite, alors

VieclC(V), A'f(x

— (). (2.3)

Remarque 2.2.4 Comme le graphe est localement fini, la formule (2.3) a un sens pour tout

fec).

Commentaire 2.2.1 Le domaine de I’adjoint A* de A est donné par:

D(A*) ={f eV,

— f(y)) € C(V,m)}.

La proposition suivante est I’'un des outils principaux lorsqu’on travaille avec le Laplacien nor-
malisé.

Proposition 2.2.4 A est borné par 2.

Preuve:

Pour tout f, g € C.(V'), on a besoin de I’inégalité de Cauchy-Schwarz pour montrer
le résultat.
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(A, 9)s =1 g@) Y bl y)(fx) = f») |

eV y€V+
<Y B (@) [ f@)gl@) [+ 1g@) | D blx,y) | f(y) |
zeV zeV erJr
<(f: /)3 (9.9) 5 @4
1@ (X b)) (X by [ ) )
zeV er;r er;r
(Y@@ ) (XY b | P)
zeV mevyevxﬁ-
<0905 + (0,05 (X116 P Y b y)
yev z€V,

S(fvf)§+(gvg>;+ g <Z|f )
<2(f.£)2, (9.9)2.

11 s’ensuit que | Al|g+ = SUD 7] 4 <1 | (Af,g)s+ |<2.

<1
gl 54 <

Remarque 2.2.5 Le Laplacien A est donc défini sur (2(V, B1) et pas seulement sur Co(V).

Corollaire 2.2.1

Remarque 2.2.6 L’adjoint est une extension de l’adjoint formel et est borné, (A)’ est défini sur
C(V,5%) et
(A) = (A).
Laplacien symétrique:

Pour des raisons de simplicité, on introduit le Laplacien symétrique H, agissant sur C.(V),
associé au graphe avec le poids symétrique d’arétes défini sur V' x V;

a(x,y) = b(z,y) + by, z)

Hf(z) = (A+A)f(z) = > a(z,y)(f(=) = fv).

m(z) =
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La forme quadratique Qo associée est définie sur C (V") par

Qalf) =(AL, flm + (A'f, flm

Lemme 2.2.1 Soit f € C.(V'), ona Qa(f) = 2Re(Af, f)m. Alors

(f)= inf 2Re(Af, [)m. (2.6)

inf QA
[l fllm=1 [[fllm=1

Dans la suite, on établit une formule de Green explicite associée au Laplacien non symétrique
sur un graphe orienté.

Lemme 2.2.2 (Formule de Green) On suppose que f et g sont deux fonctions de C.(V'). Alors

(A, D+ (Dg, = > bz, y)(fx) = f) (9(x) — 9(y))-

(z, y)GE
Preuve:

La preuve est un simple calcul

(A, 9)m + (Ag, f),, =(Hf,q)m

car a(z,y) = b(x,y) + by, z) et {x,y} € E < (z,y) € E ou (y,z) € E. Alors

(Af,9)m + (Ag, f) Z b(x,y) (f (=) — f()) (9(x) — 9(v))
+ Z b(z,y) (f(y) — f(2)) (9(y) — g(x))
(my GE

On étudie quelques propriétés générales du Laplacian A.
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Définition 2.2.5 [40] On dit qu’un opérateur A : D(A) C H — H est accrétif si pour tous

feD(A),
Re(Af, f) > 0.

Proposition 2.2.5 1. A est accrétif.
2. Af =0 < f est constante.

Preuve:

1. Gréce a la formule de Green (lemme 2.2.2) on a pour f € C.(V')

Re((AF, ) =5 S bl o) () — F))
(x,y)eﬁ
> 0.

2. Il est clair que A s’annule par les fonctions constantes. Maintenant, on sup-
pose que pour f € C.(V) tel que Af = 0, on a Re(Af, f)m = 0. Ceci
entraine par la connexité de GG que f est constante.

2.2.5 Image numérique et applications

Le but de cette section est de définir et de développer les différentes notions de I’image numérique
des opérateurs Laplaciens. On montre comment 1’image numérique du Laplaciens donne des
informations sur le spectre [12], [38].

Définition 2.2.6 On appelle image numérique d’un opérateur linéaire A dans un espace de

Hilbert le sous-ensemble du plan complexe défini par

W(A) = {(Af. f;, fe DA, |fl =1}
On donne des propriétés sur I’image numérique de I’opérateur borné A.
Proposition 2.2.6 1. W(A*) = {X; A e W(A)}.

2. WA cD(1,1)={2€C; |z—1] < 1}.

Preuve:
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1. Cette propriété est claire puisque A est borné

W) = (& A= (A% N et s = 1)
— (% A= (L AN el flls- = 1)
= (% A= (B, e et flla- = 1)

2. Soit A = (Af, f)z+ € W(A) avec || f||g+ = 1

=1 =] > bla,y)f@)fy)

(z,y)eﬁ

<Y by | f(@)f) |

xeV yev;r

en utilisant ’inégalité de Cauchy-Schwarz et I’hypothese (), on obtient

A1 <Y (3 b 1@ ) (3 e 150 )’

< (o) (Zew o r)
zeV yev
<(f, flg+ =1

2.2.6 Fermabilité du Laplacien

Les opérateurs fermés forment une classe d’opérateurs linéaires sur les espaces vectoriels nor-
més plus vaste que celle des opérateurs bornés. Ils ne sont donc pas nécessairement bornés, mais
il leur reste suffisamment de bonnes propriétés pour qu’on puisse définir pour eux le spectre...
De plus, le domaine d’un opérateur fermé est complet pour la norme de graphe. On rappelle
dans la suite la définition d’un opérateur fermable.

Définition 2.2.7 Un opérateur A : D(A) — H est dit fermable s’il admet une extension fermée,

sa fermeture A est alors sa plus petite extension fermée.

Proposition 2.2.7 La fermeture d’un opérateur A : D(A) C H — H est ['opérateur A dont le

domaine est:
« DA) = {f €H; 3 (fu)new € D(A), fo = f et (Afy), converge }
o« Af, » Af, fe€ D(Z).

Le but ici est essentiellement de construire une extension fermée du Laplacien, puis d’étudier
ses propriétés.
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Lemme 2.2.3 A est un opérateur fermable.
Preuve:

La preuve de ce lemme s’appuie sur le théoreme de T. Kato qui prouve qu’un
opérateur densément défini est fermable si son image numérique n’est pas tout le
plan complexe, voir [40] page 268.

Soit A € W(A), il existe f € C.(V) tel que || f |lmn= 1et A = (Af, )m.
D’apres la formule de Green on a :

Re(N) =3 3 bay) | f(x) — flu) [P 0

(:Jc,y)EE_"

ce qui implique que W (A) C {A € C; Re(\) >0} #C.

Commentaire 2.2.2 La fermeture de A est ’opérateur A dont le domaine est:
« DIA) ={f € ®(V,m); 3 (fa)nen € C(V), fo— fet (Afy), converge }

- Af, > Bf, feD@),

2.2.7 Spectre d’un opérateur

On rappelle maintenant les notions de spectre [48], comme pour les opérateurs bornés, le spectre
d’un opérateur fermé non-borné est défini comme le complémentaire dans C de son ensemble
résolvant.

Définition 2.2.8 Si A est un opérateur linéaire fermé sur un espace de Hilbert H, [’ensemble

résolvant de A est
p(A) ={A e C; (A—X): D(A) — H est inversible }
Le spectre de A est I’ensemble complémentaire de I’ensemble résolvant :

o(A) = C\ p(A).

Le spectre se décompose en plusieurs sous-ensembles, selon la (ou les) raison(s) empéchant
(A — X) d’étre inversible.

Définition 2.2.9 Soit un opérateur linéaire A
* Le spectre ponctuel est constitué de ses valeurs propres:
p(A) ={X € C; ker(A—\) #0}.
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* Le spectre résiduel:

o.(A) = {\ € C; (A — ) est non surjectif a image dense }.

* Le spectre discret o4: c’est ’ensemble des valeurs propres isolées et de multiplicité finie.

* Le spectre essentiel o.ss: c’est ['ensemble de tous les nombres complexes \ pour lesquels

I’image R(A — \) n’est pas fermée ou le noyau ker(A — \) est de dimension infinie.

Remarque 2.2.7 Le spectre d’un opérateur auto-adjoint A est réel et les vecteurs propres as-

sociés aux éventuelles valeurs propres distinctes sont orthogonaux deux a deux.

Pour un opérateur non borné A sur un espace de Hilbert la relation entre le spectre et I’image
numérique est plus compliquée. On veut mettre en garde, qu’il peut trés bien arriver que o (A)
ne soit pas contenu dans W (A). Mais pour un opérateur fermé A le spectre essentiel o, s(A)
est toujours un sous-ensemble de W (A), voir [4].

On va définir les invariants suivants:
n(A) = inf{ReX; X € a(A)}

N (A) = inf{Re); ) € 0oss(A)}
v(A) = inf{ReX; A€ W(A)}. (2.7)

Le lemme qui suit est du a I’inclusion de o..,(A) dans W (A).

Lemme 2.2.4

n°*(A) > v(A) (2.8)

D’apres la proposition 2.2.8 et par la bornitude A, on établit le résultat suivant.

Lemme 2.2.5
n(A) > v(A), (2.9)

et si A est auto-adjoint alors n(A) = v(A).
On présente les propriétés d’inclusions inspirées de [4].

Proposition 2.2.8 1. 0,(A) c W(A)

2. o(A) c W(A).

Cette proposition est une application directe de la proposition 2.4 et du théoreme 2.9 de [50] et
comme conséquence on peut controler de plus en plus le spectre du Laplacien normalisé.

Corollaire 2.2.2

o(A) c D(1,1).
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2.2.8 Sur les valeurs propres du Laplacien A5
Notre but principal dans cette section est de présenter la relation entre I’image numérique et le

spectre du Laplacien borné AD.

Le lemme 2.2.6 suivant établit un lien entre les valeurs propres d’une matrice et les valeurs
propres de sa partie réelle [31]. Soit A un opérateur borné, 1I’opérateur appelé la partie réelle

de A et noté Re(A) = 3 (A + A*) est auto-adjoint. Cela n’est en général pas vrai pour les

opérateurs non bornés.

Lemme 2.2.6 Soit A une matrice carrée d’ordre n, \(A) et \,(Re(A)), k = 1,..,n; les
valeurs propres de A et Re(A) respectivement, on arrange les valeurs propres de Re(A) dans

Pordre croissant, de sorte que \1(Re(A)) < Ay(Re(A)) < ... < A\ (Re(A)). Alors

Y Re(A) < Y M(Re(4), ¢=12,...n

k=n—q+1 k=n—q+1

avec égalité pour ¢ = n.

Dans la proposition 2.2.9, on étudie quelques généralités sur les valeurs propres de AL, o
2 C V est fini. On suppose qu’elles sont ordonnées comme suit:

Re(M(AQ)) < Re(Ma(AQ)) < ... < Re(M(AR)).

On donne également une propriété simple, mais utile pour montrer la stricte positivité de
Re(M(AR))
1(Agq))-

Lemme 2.2.7
M(Re(A)) < Re(M(AR)).
Preuve:

Soit f une fonction propre associée a Al(Ag ). Par le principe variationnel de
M (HE),ona

U
La proposition suivante contient un complément d’information sur les valeurs propres de
AD et Re(AD).

Proposition 2.2.9 Soir () un sous-ensemble non vide fini de V (#$2 = n). Alors les propriétés

suivantes sont satisfaites.
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1. 0 < Re(M(AD) <1
2. M(Re(AD)) + M (Re(AD)) < 2.

Preuve:

1. D’apres le théoreme 4.3 de [32], on a
SN (R) = M(Re(AB)) > 0
D’ou le lemme 2.2.7 implique
Re(M(AD) > 0.

Ensuite, par le lemme 2.2.6 pour ¢ = n:

d’ou
nRe(M(A5)) <) M(Re(AR)).

k=1

D’autre part, comme Ag est un opérateur borné donc son adjoint coincide
avec son adjoint formel. On obtient

ce qui montre que nRe(A (AR)) < n.

2. Soit f une fonction propre associée a \, (AL + (AD)*), on a,

(#6) = M(AR + (AR)") + (AR + (AB)")
_ Qsplf) | Q)
S he D

Comme

[f (@) = f@)P + (f @) = 1f@)D? < 20/ (@) + [fW)P).
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il résulte que
Yo bzl f@P+ Y byl f(y)?
(x,y)EE (x,y)eﬁ
xk) < 2
() < (f, f)s+
Y 8@ @)+ 8 W)
zeV yev
<2
N (fv f)5+
< 4Dt
(fv f),@’7L
Par conséquent
AD A D) * AD A D *
A <AQ + (Ag) ) Y (AQ + (Ag) ) <9
2 2
U
Par conséquence, on peut vérifier I’'inégalité suivante.
Corollaire 2.2.3
Re(M(AD)) < 2.
Preuve:
Appliquant le lemme 2.2.6 pour ¢ = 1, on trouve
Re(An(AR)) < An(Re(AR)).
Mais d’apres la proposition 2.2.9, on a :
M(Re(AD)) <2 — A (Re(AR)).
On conclut donc que )
M(Re(AD)) < 2.
U
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Inégalités isopérimétriques et spectre

essentiel

Il y a une difficulté supplémentaire importante en dimension infinie pour les opérateurs non
auto-adjoints liée a la notion de spectre essentiel, dont on peut trouver plusieurs définitions dans
la littérature, plus ou moins commodes a cerner et stables par perturbation compacte. Dans ce
chapitre, on s’intéresse aux opérateurs A et A. En premier lieu, on va estimer la partie réelle de
1’image numérique ainsi que le spectre essentiel de la fermeture A de A 2 I’aide des constantes
de Cheeger qu’on définit, dans notre cadre. Puis, on décrit quelques techniques permettant
d’établir des criteres pour montrer ’absence de spectre essentiel de A en s’appuyant sur le
théoreme de Cheeger et le théoreme de comparaison de Lewis [45].

3.1 Inégalités de Cheeger

En géométrie, aussi bien en géométrie Euclidienne qu’en géométrie Riemannienne, on appelle
inégalité isopérimétrique comme par exemple 1’inégalité de Cheeger une inégalité portant sur le
volume (le longueur, I’aire...) d’une large famille de domaines par rapport au volume de leurs
frontieres. Dans les années 70, J. Cheeger a introduit une constante isopérimétrique notée par
h rattachée a une variété Riemannienne compacte connexe pour estimer le bas du spectre de
son Laplacien [17]. Puis P. Buser a estimé la premiere valeur propre non nulle sur une variété
Riemannienne compacte en fonction de la constante i [15] . Une constante analogue dans le
cas discret a été introduite par F. R. K. Chung [18], J. Dodziuk [24] et A. Grigoryan [32]... pour
des Laplaciens symétriques.

T. Sunada a établi une inégalité de Cheeger sur un graphe orienté a poids symétrique sur E [52].
Dans ce travail, on va introduire et étendre ces résultats aux cas des Laplaciens non symétriques
sur les graphes orientés infini avec un poids non symétrique d’arétes [7].
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On donne une estimation aux bornes de la partie réelle de I’image numérique et du spectre
essentiel du Laplacien en utilisant la constante de Cheeger sur le graphe (G, m, b). On a besoin
de cette estimation pour caractériser I’absence de spectre essentiel. Des bornes similaires sont
liées par une inégalité fondamentale établie par A. Grigoryan, [32] pour le Laplacien normalisé
auto-adjoint d’un graphe infini pondéré symétrique.

Pour un sous-ensemble U de V', on rappelle que son bord d’arétes O est:
OpU = {(x,y) €E; (relU yelUs ou (xel, ye U)}
et que sa mesure est donnée par:

bOpU) = > bla,y).

On introduit les définitions suivantes de la constante de Cheeger pour un graphe pondéré
non symétrique infini.

Définition 3.1.1 Soit (G, m,b) un graphe pondéré et ) un sous-ensemble de V', les constantes

de Cheeger sur () sont définies par:

.. b(0rU)
) = inf
R T
et
- .. b(0pU)
h(Q2) = inf
=0 5w
ou
m(U) = Zm(a:), pour U partie fini de €.
zelU
et

zelU
On définit de plus:
Jr
ma :1nf{5 (x)’ x € Q}
m(z)
+
Mq zsup{ﬂ (x)’ T € Q}
m(x)

Dans le cas ou les poids m et b sont simples, la constante de Cheeger mesure la connec-
tivité de (7, dans le sens ou une valeur faible de / indique qu’il existe une partie plutot grosse
faiblement connectée avec le reste du graphe. En particulier, pour un graphe fini, la constante
de Cheeger est strictement positive si et seulement si G est un graphe connexe. Intuitivement,
si la constante de Cheeger est faible, mais positive, alors il existe un "goulot d’étranglement",
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dans le sens ou il y a des ensembles de sommets avec "un ensemble négligeable" d’arétes entre
eux. La constante de Cheeger est "grande" si toute division possible de I’ensemble de sommets
en sous-ensembles a "beaucoup” d’arétes entre ces deux sous-ensembles. Dans le cas de graphe
pondéré, la faiblesse de h signifie la 1égereté du poids b par rapport au poids m et non forcément
la déconnectivité de G.

La proposition suivante établit le lien entre les deux constantes isopérimétriques h et h.

Proposition 3.1.1 Soir Q C V, les constantes h(S)) et h(SY) vérifient les assertions suivantes:

1. h(Q)mq < h(Q) < h(Q) M.

2. Si Q est fini alors h(SY) est nulle si et seulement si h(Q) est nulle.

Preuve:

1. Soit un sous-ensemble fini U de €2, on a pour tout x € U

et

il s’ensuit que

1 1 1
@) S mo) = D)
ce qui entraine que
b(OgU) _ b(0gU) b(OrU)
"R 0) = m) = M O)

D’ou le résultat.

2. C’est une déduction de la premiere assertion.

0
On va calculer la constante de Cheeger pour quelques exemples de graphes orientés simples
(m = 1etb=1) en suivant [19], page 38.

Exemple 3.1.1 Le graphe Z,
hZ) = h(Z) =0,

en effet, soit U une partie de 7. ayant n sommets, alors que le nombre d’arétes de bord est 2 qui

est négligeable devant n lorsque n — 0.

Exemple 3.1.2 L’arbre digraphe 2q-régulier 11, ici ¢ = 4 voir la Figure 3.1,
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Figure 3.1: Arbre digraphe 8-régulier

T = 2g = 2) et i(ry) = 22,

En effet, si on considére les parties connexes U de I’ qui sont des arbres, on obtient:

2q|Vy| = Z Z 1

.Z’EVU erz

=2 > 1

(w,y)EE
zEeVY

=2 > 1+ > 1

. v
(z,y)€Ly zel ZEUJE

— 2|Ey| + |0sU|

ou |Vy| est le cardinal de V.

De plus on a évidemment la caractérisation d’Euler pour U :
2\Vy| — |Ey| =2
d’ou I’on conclut que :

05U | =2q¢|Vy| — 2|Ey|
=2q|Vy| — 4|Vy| + 4

=(2¢ —4)|Vy| +4
donc
bOsU) 98U 4
= =2(g —2)+ —
mVo) ol 24T g

et le calcul de h(T}) s’en suit.

40 Jjanvier 2018



Spectre essentiel Marwa Balti

Figure 3.2: Arbre 4-régulier

Pour h(Ty), il suffit de remarquer que pour un graphe régulier h(T}) =

Exemple 3.1.3 L’arbre q-régulier T5, voir la Figure 3.2

1 ~ -2
h(T3) = Sh(T}) = g — 2 et h(T3) = qT

Dans la suite, on explique de quelle maniere I’image numérique peut €tre liée aux inégalités
1sopérimétriques associées au Laplacien non symétrique. On commence par la formule de la
Co-aire adaptée a notre situation. Elle est utile dans plusieurs contextes comme par exemple
I’estimation des valeurs propres via les inégalités isopérimétriques pour un Laplacien discret
symétrique (voir chapitre 3 de [32] et [55]).

On ¢établit la formule de la Co-aire pour les graphes orientés.

Lemme 3.1.1 Formule de la Co-aire

Soit f une fonction de (*(V, m), on pose pour tout t € RT,

U ={e eV |f@) > t}

alors I’égalité suivante est satisfaite:

Amwwwwzzbmme—wm. G.1)
(:v,y)GE

Preuve:

Soit (x,y) € E, on considére I'intervalle suivant tel que |f(x)| et |f(y)| sont

différents
:{Wwwwhwmwwm

' [1£()],1£(x)]) sinon

z,y

on a clairement
(x,y) € 0gU;, <= tel,,
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alors, d’apres le théoreme de Fubini pour les fonctions positives:

/+Oo > bxydt—/+oo > blay)d

xy)E@Ut (z,y) EE
t€le,y
“+o00
:/ > bla,y) 1y, (t) dt
0 (;t,y)EE
+o00
=Y e [ w0
(x,y)eﬁ 0
= Z b(z,y) long(1y,).
(z,y)eﬁ

Il en résulte que:

/m > baw)dt = Y ba)|If@)] - 1f)]

(z,y)€U: (x,y)eE

La formule de la Co-aire permet de montrer le lemme suivant.
Lemme 3.1.2 On a pour chaque fonction f € C.(2),

hQ) > m@)|f@)] < > by |[fw)| - [f@)]]. (3.2)

zeV (z, y)eE

Preuve:

Il suffit de suivre la méme technique du lemme 4.5 dans [32], en sommant sur
I’ensemble des arétes orientées et en remplacant f par | f |. En effet, on a d’apres
la formule de la Co-aire:

> dewllf@l - 11w = | bosvi

(z,y)eE
oulU; ={z eV, |f(z)] >t} CQ,pour t strictement positif. On obtient
m(U;) < b(0pUs)h(12)

et en intégrant sur R’ , on trouve

h<ﬂ>/0°° () < 2 (.9) [|/@)] — /W)
z,y)EE

Z m(x / Lo, 7 $)| t)dt = Z m(x , alors on conclut

zelU zelU

o[
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le résultat.

U

Les inégalités isopérimétriques sont apparues dans un certain nombre de travaux sur les

Laplaciens symétriques de graphe [29], [32], [42], [43]... Elles concernent le bas du spectre ou
la premiere valeur propre non nulle selon 1’opérateur et le graphe considéré.

Le théoreme de Cheeger dans le cas symétrique [9], [18], [32]...

hQ;Q) < MaAi(AF) < Moh(S).

Le théoreme de Cheeger jouera aussi un rdle important dans 1’étude de la version non symétrique
de I’opérateur AL. Mais dans le cas ou I’opérateur est non symétrique le spectre peut étre com-
plexe donc on a besoin d’une autre conception liée a la partie réelle de [’image numérique. On
établit un encadrement de I’invariant v(AL) qui a été introduit par I’équation (2.7).

Théoréme 3.1.1 Le bas de la partie réelle de W (AL) satisfait le controle suivant:

2
T < Mar(aB) < Laah(c). (33)

Preuve:

Pour la borne supérieure, il est suffisant de calculer () AD (f) pour une partie fini U
de Qet f = Y _ Testclair que f € Co(Q) et || f |lm= 1.

m(U
On constate que

p—
—~
~—

(AL, Fm+ (AR, ),)

1
Z b(%y)m

(x,y)E&EU
_ 16(9:U)
~— 2 m(U)

(VAN
N — DN —

Donc on a 1b(8 U)
Dy ~ = E
VBa) <57

Pour la borne inférieure, on consideére pour g € C.(€2),

A=Y b y)lg@) —lgw)P|-

(x,y)GE

On applique le lemme 3.1.2 a la fonction |g|?, on obtient:

> b, y)|lg@)P = 19w = h(Q)(g. g)m

(z.y)€E
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= Y b(@,y)|lg@)] = lgw)l||lg@)] + lg)]

(m,y)eﬁ

S b y)|lg@)] + lgw)l[* ST b y)|lg(@)] - o)’

(z.y)€E (z,y)€E

N}
ol

IN

(3.4)

<{2 > by (9@ +lg)) > b y)|lg@)]| - e[

=

(z,y)eE (zy)eE
Mais
> b y) (9@ P +1lg@)P) = Y bl ylg@)P+ > blay)lgly)
(z,y)eE (z,y)€E (z,y)€E
=> > b ylg@) P+ D Y ba,y)lay)
2€Q yevt VEQ gev,

<(2Ma (9.9).,)

et grice a I’hypothese (5) on obtient:

D=

1

A< (4Malg.9n)” | X b y)lg(@) - g(y)l?

(m,y)GE
o Qsplo)y!
pl\g 5
hQ) < (4MQ 2o ) :
(9, 9)m
il en résulte que:
h2(Q
é ) < Mon(aB). (3.5)
O
On en déduit en particulier I’encadrement suivant.
Corollaire 3.1.1 L’image numérique de Ag satisfait le controle suivant:
h2(Q - 1-
D < wap) < tho
8 2
Preuve:
Dans le cas du Laplacien normalisé AP on a pour tout x € V, m(x) = 7 (x)
donc mq = Mg = 1 et grace au théoreme 3.1.1, on arrive a notre encadrement.
O
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Remarque 3.1.1 On peut vérifier aisément que
V(AB) =0 < h() =0 (3.6)

mais pour le cas de I’ opérateur non borné AL, cette derniére propriété n’est valable que si M
est fini (voir 'inégalité (3.3)).

On remarque qu’un résultat intéressant est obtenu sur le spectre de I’opérateur borné A5

Corollaire 3.1.2

< n(Af). (3.7)

Preuve:

On déduit notre minoration en utilisant I’'inclusion U(Ag ) C W(Ag ) car I’opérateur
AL est borné et vérifie v(AL) < n(AL).

O
On a par ailleurs la comparaison des deux formes quadratiques associées aux Laplaciens

AD et AD. On rappelle que pour AZ, b et m sont indépendants mais pour AL, on impose que
m = 6*.

Lemme 3.1.3 Soit Q2 C Vet A€ W(AE), A= (A8g, g)m avec g € C.(Q) et ||g||m = 1. Alors

ona
Re(Af Re(Af
ma 6( ang)ﬁJr S 2R€()\) S MQ 6( qug)5+' (38)
(9,9)p+ (9,9)p+
Preuve:
On remarque que pour tout € {2 on a:
mom(z) < 1 (z) < Mom(z)
par suite on trouve:
ma(g, 9)m < (9, 9)s+ < Ma(g, 9)m
ce qui implique que:
AD A D
(9, 9)p+ 2(9, 9)m (9,9)s+

car pour tout g € C.(€2), on peut facilement voir que

(AR, 9)m =D _m(z)g(r) Z b(z,y) (g9(x) — g(y))

zeV y ev,h
=Y Bz —9(v))
eV y evy
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et donc (ARg, 9)m = (AL, 9)p+

On peut aussi estimer v/(AZL) en fonction de h(Q). N
Corollaire 3.1.3 ~
mQhQéQ) < v(Af). (3.10)
Preuve:
Grace a I’inégalité (3.8) et au corollaire 3.1.2, on déduit notre minoration (3.10).
0J

On utilise le lemme 3.1.3 pour évaluer la partie réelle de I'image numérique du Laplacien
de Dirichlet en termes de la constante isopérimétrique h.

Proposition 3.1.2 Pour tout Q C Vet A € W(AE) on a,

mo (2 — /4 - h2(Q)) < 2Re(N) < Mo (2 + /4 — h2(Q)). (3.11)

Preuve:

On suit la méme approche que celle de K. Fujiwara [29] et on applique la proposi-
tion 1 de [29] a opérateur AL + (AL)*, on arrive aux inégalités suivantes

. IRe(AD .
21— ey < FRABag9st o f )

(9,9)5+

En effet, d’apres 1’inégalité (3.4) dans la preuve du théoreme 3.1.1 et en remplacant
m par 3T on trouve:

@003 <( X bawlla@)] - o)) x

(z.y)€E

(Z b(x, y)|lg(x)| + lg(y) \)

(v.y)EE

En utilisant I’identité remarquable |a + b|* + |a — b]* = 2(|a|* + |b|?), on obtient

B(9)(9,9)% < (A5 +A8)g. )5+ ) x
(23 b (lo@) + lsw)) - (A5 +A8")g.9),..)

zyeE

< (A8 +289.9) 5. ) (49.905+ — (A8 + A8)g.9) 5. )

5 5 2
< - ((Ag +A899,9) 5 — 29, g)ﬁ+> +4(g.9)5+
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Il s’ensuit que

(BB +AB.0), )’

1= 2 ( (9,9)a+

d’ou le résultat.

On s’intéresse également a contrdler le spectre du Laplacien normalisé AL.

Corollaire 3.1.4 Pour tout Q C V et A € o(AL) on a

2 — /4 —h2(Q) < 2Re(N) < 24 /4 — h2(Q). (3.12)

Preuve:

On démontre cette conséquence de la méme maniere que le corollaire 3.1.2 :
pour tout z € V, m(x) = 7 () ainsi mg = Mg = 1 et comme

o(Af) C W(AD)
alors on arrive a I’encadrement (3.12).

O
On peut vérifier par I’'inégalité (3.12) que, dans le cas standard ou le graphe est non orienté
et & poids symétrique sur F, le Laplacien AL est auto-adjoint, on a

a(A8) co,2].
Ce résultat est étudié dans [19], [32]...

Si I’on cherche 2 estimer le spectre de I’opérateur non symétrique AL en utilisant celui de
sa partie réelle, ce résultat s’énonce simplement comme suit.

Corollaire 3.1.5
o(ADyc D@,r),

R2(Q)
@

avecr =1/ 1 —

Les inégalités de Cheeger donnent également des informations importantes sur le spectre
essentiel de A, notamment elles servent a prouver 1’absence de spectre essentiel.

3.2 Absence de spectre essentiel du Laplacien

Cette partie est consacrée a I’étude du spectre essentiel en relation avec la géométrie du graphe.
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3.2.1 Préliminaires

On commene par introduire quelques définitions nécessaires pour cette section.

Définition 3.2.1 Une filtration de graphe G = (V, E ) est une suite croissante de sous-graphes
finis {G,, = (V,, En), n € N} telle que G,, C G411 et

UW:V

n>0
Soit G un graphe connexe infini, {G,, n € N} une filtration de G. Notons

Moo = lIM My
n—00 "

My, = lim My,

n—oo

La constante isopérimétrique a I’infini A, est définie par:

hee = lim R(VE).

n—oo

Remarque 3.2.1 Ces limites existent dans R*U{oo} car les suites (my: ), (Mye), et (R(V,S)),

sont croissantes.

Dans la suite on définit une classe de graphes dont le spectre essentiel peut étre vide.

Définition 3.2.2 Soit {G,,, n € N} une filtration de G, le graphe G est dit rapidement branché

si lim inf d(x) = oo,
n—oo xeV;,

Les graphes simples et rapidement branchés sont étudiés pour des Laplaciens symétriques par
[41] et [29]. Mais dans le cadre de graphe pondéré, on donne cette définition.

Définition 3.2.3 Un graphe pondéré (G, m,b) est dit lourd a Iinfini si m,, = oc.

Remarque 3.2.2 Soit G un graphe simple et symétrique. G est lourd a 'infini si et seulement
si G est rapidement branché. En effet,

Moo = lIM My
n—00 n

= lim inf d"(z)
n—oo zeVS

= OQ.

Ceci n’est pas vrai pour un graphe pondéré.
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On donne un exemple de graphe pondéré lourd a I’infini sans étre rapidement branché. On
montre que la perturbation du poids d’un graphe peut jouer un réle important dans 1’étude du
spectre.

Exemple 3.2.1 On considere le digraphe arbre q-régulier d’origine o, ce graphe n’est pas
rapidement branché. 1l existe une filtration de graphe {G,} tel que V,, = {x € V, d(0,x) < n}
et d la distance combinatoire sur G. On suppose pour tous x € V,, .1 \V, ety € V.', m(x) = ¢"

et b(z,y) = ¢*", il est clair que m, = 0. Donc le digraphe est lourd a Uinfini.

3.2.2 Historiques et observation

On présente quelques historiques qui concernent I’absence du spectre essentiel pour un Lapla-
cien symétrique.

Dans le cas d’une variété Riemannienne, H. Donnelly et P. Li [25] ont montré que le spectre
essentiel ne dépend que de la géométrie a I’infini et qu’il est vide si la courbure est rapidement
négative. Dans le cas d’un graphe symétrique simple, M. Keller [41] et K. Fujiwara [29] ont
montré 1’absence de spectre essentiel du Laplacien ou la constante de Cheeger est non nulle et
si le graphe vérifie: le degré des sommets a I’infini tend vers I'infini. Un graphe satisfaisant
cette condition est un graphe rapidement branché.

On présente certains travaux qui traitent I’absence du spectre essentiel pour le Laplacien
discret. Elle est étudiée sur des graphes simples et symétriques sur £ et pour h, strictement
positive, voir par exemple:

* K. Fujiwara [29] 1996: Le spectre essentiel d’un arbre rapidement branché est vide.
* M. Keller [41] 2010: Le spectre essentiel d’un graphe rapidement branché est vide.

La proposition suivante peut expliquer le lien entre les deux résultats de K. Fujiwara et de M.
Keller.

Proposition 3.2.1 [30] Soit A, B deux opérateurs auto-adjoints. On suppose que

[SIE

D(B?) C D(A?) et 0< (f,Af) < (f, Bf),

pour tout f € D(B2). Alors on a : inf 0egs(A) < inf 0uss(B).

En particulier, si A et B ont le méme domaine, alors o.,s(A) = 0 si et seulement si o..5(B) = .

Observation 3.2.1 Soit G = (V, E) un graphe non orienté simple, il existe un arbre couvrant
T = (V,Ey), voir [51] et [21]. C’est un graphe partiel de G sans cycle et connexe.

On considere la forme quadratique () associée a G donnée par:

Qaf(x)= Y |f@@) -]

{z,y}€FE
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pour le domaine D(Q¢) = {f € (*(V,m), Qaf € (*(V,m)}. L'opérateur auto-adjoint sur

(*(V, m) correspondant a cette forme sera noté par A et donné pour f € D(Ag) par

Acf(x) =Y (f(x)— fy))

yr~vx
z,yeG

D(AZ) € D(A})
et
0 < (f,Arf) < (f, Acf).
En effet

(fArf)= D |f@) - f)f

{ZE,y}GEl

< > |f@) - fw)f

{z,y}eF

< (f,Aaf).

Cela prouve que ’absence de spectre essentiel de A1 implique celle de Ag.

Dans la suite, on propose de généraliser ces résultats pour un graphe pondéré non symétrique.

3.2.3 Absence deu spectre essentiel de A par la constante de Cheeger

Dans cette partie, on va voir I'intérét de 1’étude de I’'image numérique des opérateurs non
symétriques sur GG dans 1’étude de spectre essentiel.

On utilise le lien entre W (A) et 0.55(A). Puis, on fournit I’inégalité de Cheeger a 1’infini
pour le Laplacien A pour estimer son spectre essentiel.

On pourrait également évaluer le spectre essentiel en terme des inégalités de Cheeger a
I’infini. On reformule le lemme suivant pour pouvoir passer de I’image numérique de A au
spectre essentiel de A.

Lemme 3.2.1 Pour chaque sous-ensemble U de V', on a

v(Ay) = v(AD).

Preuve:

Il est facile de voir que
v(By) < v(AD).

Pour la deuxieme inégalité, soit f € D(Zg) ={f € D(A), f(x) =0 pourtout x €
Uc} telle que || f |l,»= 1. Ainsi, il existe une suite (f,,), dans C.(V) = D(A) qui
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converge vers f telle que (Af,), converge vers Af. Il s’ensuit que g, = 1y f, = 0
sur U¢, alors (A g, ), converge vers Zﬁ fet

(AD) < Re(AUgmgn)m n—> Re( Uf Fm

on trouve
D

V(Ag) < V(ZU)'

O

On énonce 'un des résultats principaux de ce chapitre basé sur 1’inégalité de Cheeger et

sur la stabilité du spectre essentiel par une perturbation compacte de I’opérateur fermé A. On
présente 1’estimation liée au spectre essentiel par rapport a la constante A,

Théoréme 3.2.1 Le spectre essentiel de A satisfait:

h? —
go < Moon®*(A) (3.13)
et
2 —_—
mw?’o < (A). (3.14)
Preuve:
On a d’apres le théoreme 5.35 de T. Kato page 244 [40], le spectre essentiel de
A est stable par perturbation compacte. Soit {G,} une filtration de G, grice a
I’inégalité (2.8) on trouve
ess N ess D D
(A) =n"(Aye) = v(Ay).
D’ou o
N (D) > v(Ay).
Le résultat découle alors du théoreme 3.1.1 et de I'inégalité (3.10).
0
Les deux inégalités (3.13) et (3.14) entrainent le résultat suivant.
Corollaire 3.2.1 ~
h? ~
~ S 07(A).

Le corollaire suivant est une conséquence de théoreme 3.1.4. Il donne une caractérisation
agréable du spectre de A.

Corollaire 3.2.2 Le spectre essentiel de A sur un graphe G lourd a 'infini avec hoo > 0, est

vide.
Preuve:

L’absence du spectre essentiel de A sur un graphe lourd a I’infini est une con-
séquence de 1’inégalité (3.14), alors si M., = 00 et hy > 0, 0n a oes(A) = ().
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U

L’ objectif de la section suivante est de vérifier que les hypotheses du théoreme de compara-

ison de Lewis s’appliquent dans notre cas. On établit 1’absence de spectre essentiel de A pour

des graphes plus généraux que dans [29] et [41], dans lesquels on ne fait pas I’hypothese de

stricte positivité de hoo. On définit un opérateur spécial auto-adjoint qui permet d’estimer le
spectre essentiel du Laplacien non symétrique A.

3.3 Opérateur spécial auto-adjoint sur G

Dans 1I’étude du probleme non symétrique, il est naturel d’espérer utiliser 1’abondante littérature
qui existe déja pour les probleémes qui concernent les opérateurs auto-adjoints. On montre que
I’opérateur symétrique H = A + A’ est essentiellement auto-adjoint sous certaines conditions
étudiées par N. Torki-Hamza dans [54] pour des graphes pondérés symétriques non orientés.
On présente le théoreme de comparaison de R. T. Lewis [45] et on cherche a I’appliquer: en
comparant les spectres essentiels de A et de I’opérateur S = A 4+ A*. On montre I’absence de
spectre essentiel de A par celle de spectre essentiel de S.

3.3.1 Caractere essentiellement auto-adjoint

Cette partie est inspirée de [54]. On étudie le caractere essentiellement auto-adjoint de 1’ opérateur
symétrique H = A + A’ pour des graphes non symétriques. Avec I’hypothese (3):

VeV, f7(z) =5 (a),
I’opérateur H est défini pour tout f € C.(V') par

1

m()

Hf(z) = > a(zy)(fl@) — fy).

yeVv

Définition 3.3.1 Soit (G, m,b) un graphe pondéré, on définit la distance pondérée sur (G, m,b),
qu’on note 0, p, par:

5m,b(x7 y) = fyrenI‘in L(’Y)

ou Iy, est 'ensemble de toutes les chaines de x a y et L(v) la est longueur pondérée de la

chaine v: {x1, 22}, {xe, 23}, .., {®n, Tns1}; qui est donnée par

L(y) = Z vm(zi)m(wi1)

1<i<n \/b(mi, $i+1) + b($i+1, 952)

En appliquant le théoreme 1.3 de [54] pour I’opérateur symétrique H, on trouve le résultat
suivant pour un poids constant sur les sommets.
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Théoréme 3.3.1 Soit (G, m,b) un graphe pondéré, si le poids m est constant sur V' alors pour

tout poids b sur E, I’opérateur H est essentiellement auto-adjoint.

Le théoreme qui suit correspond au théoreme 6.2 de [54].

Théoreme 3.3.2 Soit G un graphe infini a valence bornée. On suppose que la métrique asso-

ciée a la distance 6,,, est complete. Alors I’opérateur H est essentiellement auto-adjoint.

3.3.2 Hypothese ()

On introduit une hypothese sur G qui permet d’étudier le caractere auto-adjoint de I’opérateur
S comme extension de H.

Hypothese (v):

AM>0,VeeV, > |bxy)— by z)|< Mm(x)

yeVtuv,
ou M est une constante strictement positive.

On considere 1’opérateur suivant défini sur C.(V) par :

A=Y@ =—— 3 (blary) — by, 2) () — F(5)).

m(x) yeVtuv,

On s’appuie sur I’hypothése () pour fournir une propriét¢ sur A — A’. Elle apporte une
information importante sur D(A + A*).

Proposition 3.3.1 Si[’hypothese () est vérifiée alors (A—A"), qui est défini sur C.(V'), s’étend

en un unique opérateur borné sur (*(V,m).

Par abus de notation on note (A — A').
Preuve:

Soit f, g € C.(V),

(AL, Q) — (N f,9)m =D B (@) fx)g(x) = Y B (2)f(x)g(x)

+3 " 9(@) Y (b, y) — by, 2)) f(y)
=Y " 9(@) Y (blay) —bly.x)) f(y).
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D’apres les hypothéses (/) et () et I’inégalité de Cauchy-Schwarz on trouve,

(A=Afg), [ <> lg@)] > |bly. ) = bz, y)||f ()

<Y ( Z b3 ) ~ b))

( Z b - b, )17 )
<<M;V;(; (S ¥ Pl ») ~ b )| F W)’
< (L m@)l)’ (y;yf 2 Uv\b@,x)—b(x,w\f
< (ZmE@r) (s Smisor)”

eV yeV

Par le théoréme (BLT), I’opérateur (A — A’) s’étend d’une facon unique en un
opérateur borné.

Remarque 3.3.1 L’hypothese (v) s’interprete graphiquement par la Figure 3.3:

2W(A) C W ={z€C; Re(z) >0et|Im(z)| < M}.

En effet d’apres la proposition 2.2.5-1, on a Re((Af, f)m) > 0 et d’apres la proposition 3.3.1,
ona QIm((Af, f)m) <M

Remarque 3.3.2 L’adjoint A* a comme domaine :

DAY ={feF(V,m), x — fy) € C(V.m)}.

Parsuite,
Lemme 3.3.1 En supposant I’hypothése (7y) on a,
D(A) C D(A%).

Preuve:

Comme le graphe est localement fini, alors pour tout f € C(V), Af et A'f ont
un sens. Soit f une fonction de D(A), on a ||A'f||,, < oo. Eneffet A'f =
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v

Figure 3.3: IV dans le plan complexe.
(A —A"f+ Af dans C.(V)
A f i S A = A)f i+ | AS Jlm < 00,
puisque (A — A’) est borné d’apres la proposition 3.3.1.

OJ

Définition 3.3.2 Soit G un graphe satisfaisant I’hypothése (7). On définit un Laplacien spécial

S comme la somme de deux Laplaciens non auto-adjoints /\ et A* par :

pour toute f € D(A) N D(A*) = D(A)

Une des premieres questions a traiter lors de I’étude spectrale d’un opérateur linéaire est celle
du caractere auto-adjoint, ou a défaut du caractere essentiellement auto-adjoint.

Commentaire 3.3.1 Soient A et B deux opérateurs sur un espace de Hilbert, si A + B est a

domaine dense alors (A + B)* est une extension de A* + B*. On déduit alors que I’opérateur
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S est symétrique, en effet

S=A+A

donc S* = (A* + A)* est une extension de S.

Proposition 3.3.2 On suppose que le graphe G est a valence bornée et que la métrique asso-

ciée a la distance 6, est compléte. Alors S est auto-adjoint.
Preuve:

Comme G est a valence bornée et la métrique associée a la distance d,, ; est com-
plete, alors H est essentiellement auto-adjoint, voir le théoreme 3.3.1. Ainsi, S est
une extension de H, donc pour montrer que S est auto-adjoint, il suffit de prouver
qu’il est fermé. Soit (f,,), une suite de fonction de D(.S) qui converge vers f et
telle que (Sf,,), converge vers g, comme D(S) = D(A) d’ou f € D(A),etona

— Ay — (B — A o

Or A—A*estun opérateur borné comme une extension de I’opérateur borné A—A',
ce qui implique que (A — A*) f,, converge vers (A — A*)fet Af, = Sf, + (A —

A*) f,, ainsi il converge vers Af. Il s’ensuit que (S'f,,),, converge vers Sf.

Un autre exemple de graphe cité dans la remarque 6.1 de [54].

Exemple 3.3.1 Prenons le digraphe G = (V, E) tel que V = N\ {0},
(n,n+1) € Eet (n+1,n) € E pourtousn € V.

Figure 3.4: Le graphe N

1 - 1
On suppose que G est pondéré par n? surn €'V, par n+ 3 sur (n,n+1) € E et parn— 3
sur (n+1,n) € E. Donc d’apres la remarque 6.2 de [54], la métrique associée a la distance

Om.p est complete. Et comme les hypothése () et (7y) sont vérifiées, alors S est auto-adjoint.

Remarque 3.3.3 Soit Q) un sous-ensemble de V, le domaine de S& est:

D(SE) ={f € D(S) = D(A); f asupport dans Q}
= D(AD).
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Dans le reste de ce chapitre, on suppose que le graphe G est a valence bornée et vérifie
I’hypothese () et que la métrique associée a la distance 0,,, , est compléte.

La borne inférieure du spectre de 1’opérateur auto-adjoint S5 peut donc s’écrire comme,

Lemme 3.3.2
M(SE) = 2v1(AD).
Preuve:

Soit 2 C V, par la méme technique utilisée dans le lemme 3.2.1, le bas du spectre
A1 de SE admet la définition variationnelle:

M(Sg) = Lk (MG + AN ),
[fllm=1
N : D o D
=2 el o B0 Shm = 28a).

3.3.3 Absence de spectre essentiel et théoreme de comparaison

Dans cette partie, on étudie 1’absence de spectre essentiel pour A sur des graphes non néces-
sairement lourds a I’infini. On applique le théoreme de comparaison et la convergence de spectre
de S‘l/?nc, pour établir des propriétés sur les spectres essentiels de S et A.

Soit A un Laplacien auto-adjoint. On note par A{**(A) le bas du spectre essentiel de A. 1l
admet la caractérisation suivante qui est donnée, pour le Laplacien agissant sur une variété non
compacte complete M (voir [14]), par :

AS(A) = lim M (ARL).

K—M

On rappelle une proposition introduite par M. Keller [41] qui utilise des techniques tout a fait
standards et peut étre d’intérét indépendant. En outre, M. Keller donne une caractérisation des
bornes du spectre essentiel.

Proposition 3.3.3 Soir G = (V, E) un graphe infini, B est auto-adjoint et borné inférieurement
de domaine D(B) tel que C.(V) C D(B) C ¢*(V,m) alors:

(Bf, f)m

inf o.55(B) = lim inf —_— = h;l;n inf o(Bk)

K feCe(v) (fs F)m

suppfCKEC, K fini

(Bf, f)m

SUp Oess(B) < lim sup A = li}r{n sup o(Bg)

FEC:(V) (fa f)m

suppfCKC, K fint

ot By est la restriction de B sur K¢ avec condition de Dirichlet.

On a a présent tous les outils pour fournir le théoreme de Cheeger associé a 1’opérateur
auto-adjoint S5 .
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Proposition 3.3.4 Soit Q) un sous-ensemble de V. Alors

2
) < wari(s8) (3.15)

Preuve:

C’est une simple déduction du lemme 3.3.2,
M(SE) = 2v(Af).

Ensuite, on utilise I’'inégalité (3.5) pour conclure.

0
Afin d’étudier le spectre essentiel de S et la dépendance de la géométrie a I’infini, on com-
mence par le lemme fondamental suivant ;

Lemme 3.3.3 Soit {G,,} une filtration de G, on a :

lim (lim A (S8\q,)) = AP (S).

n—oo - k—o0

Preuve:

On note par [ = lim,, (lim;HOO Al(SGDk\Gn)), on a pour (G \ G, )k>n41 €St une
suite de sous-graphes finis dont la réunion est égale a G¢,. Ces limites existent parce
que les familles sont monotones. Ainsi, d’apres le théoreme 2.3.6 de [1] on a :

M(SE) = lim (M(SE.6.))

k—o00

donc par application de la proposition 3.3.3, on obtient
I = A7(S).

O

Le théoreme suivant est utile pour établir I’absence de spectre essentiel de S dans des cas

plus généraux par exemple sur des graphes non nécessairement lourds a I’infini, aussi on inclut
le cas ou ho, = 0.

Théoreme 3.3.3 Soit G, une filtration de G, s’il existe une suite de poids c, tels que pour tous
k>n—+1

2 (Vi \ Vy)
— 2 >c, et lim ¢, =00 (3.16)
4ka\vn n—00

alors 0.s5(S) est vide.
Preuve:

Par le théoreme 3.1.1 on a pour tous £ > n + 1:
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on déduit que si £ — oo, on a:
ainsi d’apres la proposition 3.3.3

lim A (S7:) = AP (S)

n—o0

d’ou on obtient le résultat.

0J

Dans la suite, on explique de quelle maniere la forme quadratique associée a un opérateur

auto-adjoint peut étre reliée a 1’étude des spectres des opérateurs non symétriques. Le but est
de montrer la discontinuité du spectre de 1’opérateur A par celle de I’opérateur S.

Le spectre essentiel dans le cas non auto-adjoint a plusieurs définitions, voir le chapitre an-

nexe. La définition du spectre essentiel utilisée par R. T. Lewis dans [45] est donnée en termes
de suites singulicres Cette définition qui est aussi la plus largement utilisée dans les problemes
des opérateurs différentiels, posseéde des propriétés qui ne sont pas partagées par d’autres défi-
nitions de spectres essentiels.
On rappelle maintenant la définition considérée par R. T. Lewis dans le théoréeme de compara-
ison: Le spectre essentiel d’un opérateur fermé, densément défini 7', est I’ensemble de tous
les nombres complexes A pour lesquelles 1’opérateur 7" — Al admet une suite singuliere. Cette
définition est équivalente a celle qui est donnée dans la définition 2.2.9 (voir théoréme 1.6 [26]
et le chapitre annexe).

Théoreéme de comparaison de R. T. Lewis [45]:
Soit 7" un opérateur linéaire fermé dans un espace de Hilbert H a domaine dense D(7"). Soit A
un opérateur auto-adjoint dans H qui est borné inférieurement avec D(7") C D(A). Si

Re(Tu,u) > (Au,u), u e D(T)

alors
Oess(T) C{X € C; Re(N) > info.s5(A)}.

Si Oess(A) = () alors Uess(T) =

On va tout de suite voir une application importante de ce théoreme au calcul du spectre du
Laplacien.

Corollaire 3.3.1 Dans notre situation,
Tess(A) C {X € C; 2Re(N) > inf 0..(S)}

et 5i 0oss(S) = 0 alors oess(A) = 0.
Le théoreme de comparaison donne également:
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Corollaire 3.3.2 Soit G un graphe qui satisfait les conditions (3.16).
Alors 0oe(A) = (.

Preuve:

Par le théoréme 3.3.3, 0.4,(S) = 0, . ce qui implique, d’apres le corollaire précédent
I’absence de spectre essentiel pour A.

3.3.4 Exemple

On propose un exemple de graphe dont le spectre de S est totalement discret et heo = 0. 11 per-
met de mettre en évidence 1’absence de spectre essentiel sur un graphe qui n’est pas rapidement
branché.

Exemple 3.3.2 On considere le digraphe 7.:

Figure 3.5: Le digraphe Z

Soit {G,} = {(Vn,ﬁn)} une filtration de graphe 7, ou V,, = {—n,...,—1,0,1,...,n} On

IP+1 1
suppose que 7 est pondéré comme suit, m(l) = 1, b(l,l + 1) = w + 1 b(l+1,1) =
(lPP+1) 1 S
5 7 pour tous | = —n,..,—1,0,1,..,n. Comme m est constante alors d’apres le

théoréme 3.3.1, H est essentiellement auto-adjoint. De plus I’hypothése (vy) est satisfaite et

donc S est auto-adjoint. On a

V) < e Vo \ V)
< (In] +1)3 + (|2n| + 1)3

S5 (1 +1)?)

t=n

(In] +1)3 + (|2n| + 1)?
(n+ 1)((|n| + 1)3)

donc ;
~ ~ 2(]2 1
Foe = Tim A(VE) < Jim 2— 220+ DT

Pourtant, 0.5s(S) = () sur Z, en effet:
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Soit f une fonction a support fini, on a

1F11% Iélf(/f)!2
:%(k +1 = k)| f (k)
:%ZZUH 1) £ (k)| - keZZklf(k)!?
zék(lf(k — D = £ ()P
zkezzk(lf(k— DI = [fBDAf =D+ [f(E)]).

Par I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

1

A2 < (k= 1) = F®)R) (05 = D1+ 17 R))?)

keZ keZ
(SR - W) (4 1w

d’ou
TIFIE, <SSRk — 1) — (R
kEZ

Maintenant, si f est a support dans V.,

k| >n

e < 3 PEED ) e

|k|=n

Alors pour tout f est non nulle et a support fini dans V.¢, on a

(1P +1)If (k= 1) = f(k)[?
(S\%fa f)m . I%

(fs m (f, f)

n
Z<
1S

Ceci implique que si n — oo, /\1(8{%) — 00. D’out d’apres la proposition 3.3.3, on déduit que

Oess(S) = 0 et donc I’absence de spectre essentiel de A.
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Monotonicité et comparaison des valeurs

propres

Depuis le papier pionnier de M. Fiedler [27] dans les années 70, une abondante littérature a été
consacrée a I’analyse de la monotonicité des valeurs propres par rapport au graphe perturbé.
Le chapitre présenté ici a pour theme central 1’étude des variations des valeurs propres sur un
graphe orienté, pondéré et fini. On étudie comment certaines perturbations de ce graphe peut
affecter les valeurs propres. L’approche adoptée est de prendre des techniques bien connues
dans I’analyse matricielle et de chercher a les généraliser pour le Laplacien de graphe. Dans ce
chapitre, on va se concentrer sur 1’opérateur auto-adjoint S ou G est supposé fini, connexe et
vérifiant I’'Hypothese () introduite dans la sous-section 2.2.4.

On décrit brievement le contenu de ce chapitre qui est inspiré de [8]. On va commencer
par une courte section de préliminaires consacrée a certaines propriétés de base pour 1’étude du
spectre de I’opérateur Si. Une deuxieme partie concerne 1’étude de monotonicité des valeurs
propres du graphe par rapport a ’ensemble des sommets et I’ensemble des arétes comme le
théoreme d’entrelacement des valeurs propres. Dans la troisieme partie on s’intéresse a la com-
paraison des valeurs propres du Laplacien et du Laplacien de Dirichlet ce qui donne des bornes
supérieures aux parties réelles des valeurs propres sur G.

Dans notre discussion et pour I’étude du spectre d’un opérateur auto-adjoint, il est naturel
d’introduire les différents principes variationnels.

4.1 Principes variationnels et Propriétés

Soit A un opérateur auto-adjoint dans un espace de Hilbert H de dimension n. Les valeurs pro-
pres de A peuvent se caractériser par trois principes variationnels fondamentaux : le principe
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de Rayleigh, le principe de min-max Poincaré-Ritz et le principe de Courant-Fischer-Weyl ap-
A
pliqué au quotient de Rayleigh R(f) = ((ff’;;), feH, f#0,voir [36].

On arrange les valeurs propres de A comme suit

A< <L <A,

en comptant leur ordre de multiplicité.

Dans ce cas le principe de Rayleigh indique:

M= it RU) @)

ol (f;)1<i<n est une base de fonctions propres relatives aux valeurs propres \; et le minimum
est atteint en fy.

Le principe de Poincaré-Ritz établit que:

A= min  max R(f). 4.2)

Le troixieme principe variationnel, connu comme principe de Courant-Fischer-Weyl, peut étre
donné sous la forme:

Ap = max - min R(f). 4.3)
QCH 740

Dans ce chapitre on suppose que G est un graphe fini et on s’intéresse a I’étude des opéra-
teurs S et S sur les espaces fonctionnels suivants:

e C,(V)={f:V = C}

muni du produit scalaire suivant défini par

(f,9)m = Y _m(x)f(z)g(w)

zeV

de norme associée, donnée par :

1/l = (Zm(x)’f(m)F) |

zeV

* Cn(U) ={f €C(V); asupportdans U}, pour U C V.

Définition 4.1.1 Adjoint d’un opérateur: L opérateur adjoint A* de A est défini par:

Vo, ¢ € Co(V), (A, ¢) = (¢, A"¢).
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Comme le graphe est fini, I’adjoint de A a I’expression suivante.

Proposition 4.1.1 Soit f une fonction de C,,(V'), on a

A*f(z) = A'f(z)

Notation 4.1.1 Ici on introduit quelques notations pour ce chapitre:
* Ag est le Laplacien défini sur le graphe pondéré G.
* Sa¢ = Ag + A est le Laplacien symétrique spécial sur G.
o (&% désigne le graphe simple G ( a poids simples).
Dans ce cadre, la formule de Green est donnée par la proposition suivante.

Proposition 4.1.2 Soit f et g deux fonctions de C,,,(V'). Alors

(Acf, @m + (ALE Om =D b, y)(f(z) = f) (9(x) — 9(v)).

(m,y)GE

Preuve:

On a simplement pour f, g € C,,(V)

= (AGg>f)m

Donc d’apres le lemme 2.2.2 on arrive au résultat.

Proposition 4.1.3 1. S¢ = Ag + Ay, est un opérateur auto-adjoint.

2. Sg est positif.

Preuve:

1. Comme A et A* sont bornés , on a

St = (Ag + Ag)”
= AL+ AE
= A; + Ag.
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2. Soit f € C,,(V),0ona

(SGf7 f)m :<AGf7 f)m + (A*Gfa f)m
= > by f@) - f)]

(w,y)GE
>0.

O

Le résultat suivant établit le lien entre les spectres de S et Ag, de méme pour S et Ag.

On suppose que les valeurs propres, répétées suivant leur multiplicité, de Ay sont ordonnées
respectivement comme suit:

Re(M(Ac)) < Re(ha(Ag)) < ... < Re(An(Ag)).

On retrouve ici un résultat optimal conséquence directe du lemme 2.2.6
D Re(M(Ag)) =) M(Re(Ag)).
k=1 k=1

En exploitant le principe variationnel (4.1), on a I’inégalité suivante concernant la n‘™¢ valeur
propre de Sg.

Lemme 4.1.1
2Re(M\(Ag)) < A(Sa). “4.4)

Preuve:

Soit f est une fonction propre associée a \,,(A¢g), on a

>(AGf7f>m+<AGf7f)m

—2Re(M(Ag)).

O

Remarque 4.1.1 1. L’inégalité (4.4) peut étre stricte. On considere le graphe pondéré

donné par la Figure 4.1 tel que:

b(z,y) =2, by, x) =1
b(x,z) =0, b(z,z) =1
b(y,z) =1, b(z,y) =0
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Figure 4.1: Graphe orienté G.

Les matrices associées aux opérateurs Sg et Ag sont données respectivement par:

2 =2 0 4 -3 -1
-1 2 -1 et -3 4 -1
-1 0 1 -1 -1 2

Les spectres de Sg et Ag sont:

0(Sg) =10,3,7} et 0(Ag) = {0,2,3}.

2. On peut avoir I’égalité dand 4.1.1 et méme 1’égalité ensembliste:
o(Sa) = 2Re(0(Ag)).

On considere le graphe cyclique simple Cs, voir la Figure 4.2.

Figure 4.2: Graphe cyclique

Les matrices associées aux Laplaciens Ac¢, et Sc, sont respectivement

1 -1 0 2 -1 -1
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Ona,

\/5 3 V3
O'(ACS):{O - 5—@ }

2 'y 2
et
o(Se;) =10,3,3}.

Il n’y a pas de méthodes générales pour calculer le spectre d’un opérateur non symétrique,
le calcul est souvent difficile.
On se propose de calculer le spectre du Laplacien Ag, sur le > graphe cyclique orienté C),
(V. By, avec V,, = {0,1,..,n—1}Yet E, = {(0,1), (1,2) € E,..,(n—2,n—1), (n 10)}
En supposant que le graphe C), est simple, son Laplacien A, est donné par

Ac, f(k) =Y (f(k) = f(D)

- )
= ([ - Pn)f(k)

ou I’opérateur P, est défini par

= > f)

lev;f
La proposition suivante donne le spectre du Laplacien non symétrique sur le graphe cyclique
Acni

Proposition 4.1.4 Les valeurs propres de Ac, sont:

AN=1-— et pour toutl = 0,..,n — 1 (simple).

Preuve:

Pour calculer les valeurs propres de A, = I — P, il suffit de déterminer celles
de P,. Soita € o(P,) et f € C,,(V,,) une fonction propre associée a a.

- Zf(l):f(k-i‘l), pourk =0,..,n—1,

levit

ceci implique que f(k) = of f(0) mais f(n) = f(0). Donc o f(0) = f(0). Mais
f(0) est non nulle car sinon on aurait f(k) = 0 pour tout k ce qui est impossible.
Par suite o™ = 1 et le spectre est formé par les racines n‘™¢ de I’unité. On obtient
n valeurs propres distinctes o = e %7,0 <1 < n— 1, donc la famille de fonctions
propres correspondantes est complete.

O

Commentaire 4.1.1 Soit C,, = (V,, En) le graphe cyclique orienté non symétrique et (V,,, E,,)

le graphe cyclique non orienté associé a C,. On introduit sur C,, [’opérateur symétrique,
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1
§(Pn + P) défini pour f € C,,(V,,) par

(f(k+1)+ f(k—1)).

1 . B 1
S (Pat P)S(R) = 5

Cet opérateur a le méme spectre que 'opérateur P, sur (V,,, E,,), alors d’apreés le lemme 2.7

de [32] on établit la proposition suivante.
" 1 .
Proposition 4.1.5 Les valeurs propres de §(Pn + P¥) sur C,, sont comme suit:
1. Sin estimpair, alors les valeurs propres sont A\ = 1 (de multiplicité 1) et A\ = cos (217“) pour tout | =
n—1 T
L, .., %5~ (de multiplicité 2) .
2. Sin est pair, alors les valeurs propres sont A = +1 (de multiplicité 1) et \ = cos (217“) pour tout | =
L, .., % — 1 (de multiplicité 2) .

On détermine donc le lien entre le spectre de S¢, et le spectre de A¢, .

Corollaire 4.1.1
U(Scn) = 2R6<U(Acn)).

Preuve:

1
On remarque que les valeurs propres de Re(P,,) = §(Pn + P7) coincident avec la

partie réelle des valeurs propres de P, et donc ¢a reste vrai pour A¢, .

OJ
Dans certains cas, on ne sait pas calculer le spectre du Laplacien. On essaye alors de le
décrire d’une maniere qualitative. On verra en particulier le cas des graphes bipartis.

Définition 4.1.2 Un graphe orienté (V, E ) est appelé biparti si V admet une partition en deux
sous-ensembles disjoints non vides V et Vs, telle que (x,y) ¢ E pour tous x et y appartenant

au méme ensemble V;, j =1, 2.

Exemple 4.1.1 Le graphe Z est biparti avec la partition suivante:
» Vi est I’ensemble de tous les entiers impairs.

» V; est I’ensemble de tous les entiers pairs.

On utilise la formule de Green pour établir certaines généralités sur le spectre. On note par

5 (2)

Proposition 4.1.6 1. 0 est une valeur propre simple de Sg.
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2. Le spectre de S¢ est contenu dans [0,4M].
3. Les parties réelles de toutes les valeurs propres de A¢ appartiennent a [0, 2M|.
4. Si 2 est une valeur propre de Ag alors G est biparti.

Preuve:

1. Comme dans le cas du graphe non orienté [32], on a pour tout f € C,,(V),

(Saf, Pm = blz,y)|f(x) = fy)]*

(z.y)€E

Il est clair que la fonction constante est une fonction propre associée a la
valeur propre (. Réciproquement, on suppose que f est une fonction propre de
0. Par la connexité de G, f est constante, ce qui implique que 0 est une valeur
propre simple. C’est pareil pour Se.

2. 11 suffit de prouver que Sg est borné par 4M car Sg est un opérateur positif.
En effet, soit f € C,,,(V'),on a

(Saf, Plm =Y bla,y)lf(z) — fy)]

(z.y)€E
<2 37 bay)|If@)+ )]
(z.y)€EE
<22bxy\f |2+225$?J|f y)|?
(z.y)€E (z.y)€E
<23 SN byl f@)P 230 bl y)lf ()
z€V yevt yeV zevy,
<2) |f(@)PBH () +2 ) 1f()P5 ()
zeV yev

et grice a I’hypothese (), on arrive a

(Saf, Flm <41 f(@)PB8H (=

zeV

<AM(f, f)m-

3. On déduit directement le résultat grace au lemme 4.1.1.

4. Soit f est une fonction propre associée a la valeur propre 2, ona (Ag f, f)g+ =

2(f, f)p+ et (Acf7 )+ =2(f, f)s+, et donc

(AGf7 f)ﬂ+ + (AGf7 f)ﬂ+ = Q(fa f)BJr + 2<f7 f)5+
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Il s’ensuit que

Z bxy‘f

(z.y)€E

=2(f, flg+ +2(f, Pa+

2(>Bt@)f

zeV zeV
=2(Y 8 @Ife
=2(3° 3 by @) f @)
+Z§jwwwmﬂ

(Zby, )| f(x

D)+ B (@) | f (@)
W+ B (@) f ()

+ > by f(x )

(y,x)eE (z,y)eE
(beylf + Y byl @P).
(z,y)€E (z,y)eE

—

D’ou pour tout z, y, avec (z,y) € F

f(x) = f(»)|°

qui est équivalent a

Si pour certains zg, f(xo) = 0 alors f(y) = 0 pour tout y €

=2(If (@) + 1))

f(x)+ fly) =

V+

zo?

donc d’apres

la connexité du graphe GG, on a f = 0 qui est absurde car f est une fonction
propre. Alors V' s’écrit comme la réunion disjointe de deux ensembles non

vides:

={zeV; f(x) <0}etVo={x € V; f(x) > 0}.

Cette partition montre que si un sommet z est dans V] alors ses voisins y € V.t

sont dans V5 et vice versa en permutant 1 et 2, ainsi G est biparti.

4.2 Monotonicité des valeurs propres

Le but de cette partie est de donner certains résultats de monotonicité des valeurs propres du
Laplacien auto-adjoint S sur un graphe fini et connexe.

Remarque 4.2.1 Une confusion entre la notion de sous-graphe et celle de partie de graphe

peut créer une interprétation fausse sur la monotonicité des valeurs propres, voir définitions

2.1.8,2.1.9 et 2.1.10.
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4.2.1 Monotonicité relative aux sommets

On étudie la monotonicité des valeurs propres sous la variation de 1’ensemble des sommets.
Par le principe de Courant-Fischer-Weyl, on établit le théoréme suivant.

Théoréme 4.2.1 Soit H = (Vy, EH) un sous-graphe connexe d’un graphe G = (Vg, Eg), on
note {1V = n. Alors pour tout 1 < k < Vg =,

Me(SH) < Acrii(Se).

Preuve:

Soient fi, fo, ..., f, les r fonctions propres associées a A1 (Sy), Ao(Sk), ..., Av(SH).
Soit 1 < k < r, on considére F' = {f1, fo, ., fk—1,01,-;On_yp}, OU 1, .., Oppyr
désignent les masses de Dirac sur G sur les sommets de Vi \ V. 1l est clair que
dim F' = k+n—r—1. En utilisant le principe variationnel de Courant-Fischer-Weyl
(4.3), on obtient:

: (SG(P,SO)m
Mr+k(Sg) > min —22,
+(56) peF\0} (9, O)m

Donc Jip;, € F* a support dans H tel que

M—rk(S6) (ks Ok )m = (Scr, ©k)m
= (Su®k, Pr)m
> M (SH)(@ks Ok )m-

0

Pour étudier les comportements des valeurs propres par rapport a certaines perturbations du

graphe (5, on décrit une catégorie spéciale de graphe appelée graphe type-fleur dans la définition
suivante.

Définition 4.2.1 Soit G = (Vg, Eg) un graphe connexe et H = (Vy, Ey) un sous-graphe
de G. G est dit H-type-fleur par rapport au sous-graphe H s’il existe une famille (H;);c; de

sous-graphes de G tels que:
1. Vo =Vy U (uivﬁ)
2. Vi, g€el, ze€Ve, yeVo,i#75 = xoy.
H; H;

3. \V/iEI, dz;, € Vg, VHDVHZ :{xl}

Cette notion des graphes type-fleurs va nous permettre d’énoncer une propriété de mono-
tonicité des valeurs propres sous une perturbation donnée de graphe.

Théoréme 4.2.2 Soit G = (Vg, Eg) un graphe H-type-fleur, on a alors pour tout 1 < k <r =

iV,
Me(SH) > Me(Sa). 4.5)
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H2

Figure 4.3: Graphe H-type-fleur

Preuve:

On utilise le principe de minimum (4.1). Soit fi, fo, ..., fr—1 des fonctions pro-

pres de C,, (V) associées aux valeurs propres A\;(Sg), A2(Sg), ..., Ak—1(Sq) et

g1, 92, ---, g, des fonctions propres associées aux valeurs propres A\ (Sg ), A2(Sy), ... Ak (Sk)
On définit, pour j = 1, .., k, la fonction ¢; sur V; par:

(gj(x) siz € Vi
gj(z1) siz € Vy,

¢j(x) =
L gj(xs) siz € Vg,

avec {z;} =Vy NV, Viel={1,..,s=#(H\ H)}.
Soit F' = Vect{¢;}1<j<k, dim F' = k puisque les g; forment une famille libre.
Ainsi, il existe £ réels aq, a, ..., ay non tous nuls, satisfaisant:

k
(Yoo, fi) =0 ¥1<i<k-1.
j=1 "

k
Donc la fonction ¢(x) = Zajgbj (x) # 0 est orthogonale a f; pour tout 1 < [ <
j=1

k
k — 1. On définit ¢, la restriction de ) sur H, donnée par ¢'(z) = Zaigj (x),
j=1
pour tout z € H.
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Alors :

Me(Sa) (Y, ) < (Set, ¥)m

= (Syy',¢"),, car 1) est constante sur chaque H;

< M) (W Y )m

comme

() = 3 ml@)(a)?

zeVa

> Y m(a)y (@)

zeVy
= (¢, %)m.
Il s’ensuit que
Me(Se) W ) m < A(Su) (W, 4 )m.

U
Le théoreme 4.2.2 s’applique en particulier a un arbre digraphe, qui peut étre considéré
comme un graphe type-fleur.

Corollaire 4.2.1 Soit G° un arbre symétrique simple et ¢ = max d(x) alors les valeurs propres
re
de G* satisfont pour k =1, .., q:

et
Agr(Ser) < 2 +1).
Preuve:

Clairement, il existe dans G° un sous-graphe en étoile symétrique S, a ¢ + 1
sommets. L’arbre G* peut-étre considéré comme un graphe S,-type-fleur. Donc G*
satisfait les hypothéses de le théoréme 4.2.2. Etant donné que les valeurs propres
de S, , voir [53], sont:

0, 2,...,2, 2(¢ + 1).

Il en résulte que pour k =1, .., ¢
Me(Sas) < Ai(Ss,)

et
Ag+1(5G2) < Ag+1(Ss,)-

On obtient grace au lemme 4.1.1 I’inégalité suivante.

Corollaire 4.2.2
R(Ag+1(Ags)) < g+ 1.
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Dans la suite, on va montrer quelques résultats plus généraux concernant la perturbation
d’un graphe G par I’ajout d’un sommet ou d’une aréte. On rappelle a ce propos la proposition
2 de [44].

Proposition 4.2.1 Soit G' un graphe et soit Gy un autre graphe obtenu de G en ajoutant un

sommet et une aréte entre le nouveau sommet et un sommet de G. Alors, on a

A2(Sa) > Aa(Sq,)-

On a comme généralisation le corollaire suivant dans le sens que cette monotonicité reste
garantie pour toutes les valeurs propres et méme si on perturbe le graphe par 1’ajout d’un graphe.

Corollaire 4.2.3 Soit G un graphe a n sommets et G1 obtenu a partir de G en lui ajoutant un

graphe fini relié a un seul sommet de G. Alors pour k =1, ...n;

M (Se) > Ae(Sa,y)-

Exemple 4.2.1 On remarque ici qu’on peut avoir une décroissance de \;,(Sq) méme en ajoutant

au graphe G deux sommets et 3 arétes, i.e un cycle qui sera lié a un seul sommet de G.

Figure 4.4: Ajout d’un cycle

5— 17
Les valeurs propres de Sgs sont 0,1, 1, 4 et les valeurs propres de Sgs sont 0, — 1,3,
3 D+ V17
9 2 *

4.2.2 Monotonicité relative aux arétes

On applique le théoreme de Weyl sur les matrices [37] pour étudier comment le spectre du
Laplacien d’un graphe change lors de I’ajout d’une aréte ou d’un ensemble d’arétes au méme
graphe.

Maintenant, on a plusieurs possibilités d’invoquer 1’ observation de base suivante sur I’intersection
des sous-espaces (voir [37] page 235).

Lemme 4.2.1 Soit W un espace vectoriel de dimension finie et soit Si, Ss,..,Sy des sous-

espaces de W, si
d=dimS; + ... +dim Sy — (k —1)dim W > 1
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alors dim(S; N ..N Sk) > § et donc S N ..N Sy, contient § vecteurs linéairement indépendants,
en particulier , il contient un vecteur non nul.

On présente une observation utile dans cette partie.

Observation 4.2.1 Soit S¢ I’opérateur spécial auto-adjoint dont les valeurs propres sont \1(Sg) <

Xo(Sq) < ... < \Nu(Sg), les valeurs propres de —Sg sont \(—Sg) < Aa(—5¢) < ... <
An(=Sa) avec \,(—Sg) = —An—k11(Sa), k=1,..,n

On montre que la £™¢ valeur propre A, (S¢) est monotone croissante par rapport a I’ensemble
d’arétes.
Proposition 4.2.2 Soit G = (V, E) un graphe (8V = n), on considére des graphes partiels
connexes G = (V, EI) et Gy = (V, Eg) ou E1 U Ey = FE, (réunion disjointe). Alors pour tous
k=1,..,netr,s=1,2,r# s:

)\k(SG) < )\k+j(SGS) + )\n,j(SGT) 7=0,...n— k 4.6)

et
Me(Sa) > Me—ji1(Sa,) +2(Sq,) =1,k
Preuve:

Soient gi, hy, et fx les fonctions propres associées aux valeurs propres A, (Sg, ), M\ (Sa,)
et \x(S¢) respectivement pour tous k = 1,..,n. On pose, pour j =0, ...,n — k,

Sl = VeCt{gla XS] gk+j}7

SQ = Vect{hl, ceey hnfj}

et
Sy = Vect{ fr, ..., [n}-

Par le lemme 4.2.1 il existe une fonction non nulle ) dans S; N Sy N S3 de sorte
qu’on a:

Me(Se) (W, ) < (Sat, ¥)m (4.7)
= (SG 7% ¢)m + (Ser7 w)m
/\ (SGs)(¢ ¢)m + /\n—j<SGr)(wa ¢)m

<
< (/\k-l—j SG +)\n—](SG7>)(¢7¢)m

Dans la suite, on applique I’inégalité (4.6) a I’opérateur —S¢ parce que I’inégalité
(4.7) ne dépend pas de la positivité de I’opérateur Si et comme:

Me(=Sa) = —An—rt1(Sa).

on obtient:
Ae(S6) = Ae—jr1(Se,) + Ai(Se,), j=1,...k
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U
On peut voir aisément la conséquence suivante de la proposition 4.2.2.

Corollaire 4.2.4 Soit G = (V, E) un graphe a n sommets et G; = (V, El) Gy = (V, EQ) deux
graphes partiels connexes de G o F L Fy = FE, alors pour tous k = 1,...netr,s = 1,2,
r# s

Ae(Sa.) < Me(Sa) < Ak(Sa,) + AnlSe,)-
Preuve:

Par application de la proposition 4.2.2 a2 7 = 0 et j = 1 respectivement, on obtient
le résultat car A\;(S¢,) = 0.

U

Autrement dit, I’ajout d’un sous-ensemble d’arétes a E entraine toujours une augmentation

de la £™¢ valeur propre, ou elle reste inchangée, a condition qu’on garde le méme ensemble de
sommets.

Corollaire 4.2.5 Soit G = (V, E ) un graphe et G| un graphe obtenu par l’ajout d’un ensemble

d’arétes a G, (#V = n) alors pour tout k = 1, ..., n:
Me(Sa) < M(Say)-

Remarque 4.2.2 Ce corollaire généralise la proposition 1 de [44] qui n’établit le résultat que

pour la premiére valeur propre non nulle.

Exemple 4.2.2 On considere les graphes G et Gy donnés par la Figure 4.5.

G=(V.E) G1=(VE D

Figure 4.5: Ajout d’une aréte

Les valeurs propres de Sgs sont 0, 1, 3 et les valeurs propres de Sgs sont 0, 3, 3.

4.3 Valeurs propres du Laplacien et du Laplacien de Dirich-

let

Dans cette section, on examine quelques résultats de comparaison entre le spectre du Laplacien
et celui du Laplacien de Dirichlet en établissant un lien clair et explicite entre les valeurs pro-
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pres.

Pour U C V, on considere le Laplacien de Dirichlet spécial S défini sur C,,(U) par:

V€ Cu(U), z €U, SPf(x) = ﬁ S a@ ) (F@) - F@)).

Par les mémes techniques utilisées dans le lemme 4.1.1, on peut montrer le Lemme suivant.

Lemme 4.3.1

M (SF) < 2Re(M(AFR))
et

A(ST) = 2Re(A(AD)).
Preuve:

Soient f et g les fonctions propres associées a \; (A7) et A, (AF) respectivement.
Par le principe variationnel concernant \; (S5) et A, (S7), on a

(fs Flm
(s fm (fs Flm

= M(A7) + Mi(AR)

et

(539:9)m
(9:9)m
_ (809, 9)n , (Ag,9),,
(9, Dm (9, 9)m

= M(AD) + M (AD).

M(SE) >

U

Concernant la relation entre les valeurs propres de S% et Sy, on montre la proposition

suivante qui est une application au Laplacien du graphe orienté pondéré du théoreme de Cauchy
étudiant le spectre des matrices bordantes, ([37], page 243, 246).

Proposition 4.3.1 Soit G = (V, Eg) un graphe et H = (Vy, E 1) un sous-graphe connexe de

G, (#Vg = n et #Vy = r), alors les valeurs propres de ST et de S¢ satisfont:

Me(SE) < Megn—r(Sa), pour tout 1 < k <r.
Preuve:
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Soient hy, .., h, et fi, .., f. des fonctions propres associées a A\(SE), .., A\.(SE) et
M (Sa), -, A\n(Sq) respectivement, on définit les fonctions g pour k = 1, .., r par:

{ hy sur Vg
gk = .
0 stnhon.

Soit 1 < k < r, on pose
Sy = Vect{gk,..., gr}

et
S2 = UeCt{flv ) karnfr}'

D’apres le lemme 4.2.1 il existe une fonction non nulle ¢ dans S; N S,. Alors, elle
est de la forme
sur Vy

9
v = {O sinon

pour un g € Vect{g, ..., g- }. On observe que:

Me(SD) (9, 9)m < (S5, 9)m
<

(SG¢7 w)m
Et comme (g, g)m = (¥, ¥)m, on trouve
A SD (Squb?l/})m
{0 =70 )

alors,
Me(SH) < Megn—r(Sar)-

O
En combinant le théoreme 4.2.1 et la proposition 4.3.1, on trouve la conséquence suivante.

Corollaire 4.3.1 Soit G = (Vg, Eg) un graphe et H = (Viy, Ey) un sous-graphe de G,

(#Ve = n et #Vy = r), alors les valeurs propres sur G satisfont:

Mitn—r(Sc) > max (A\e(Su), Me(SF)), pourtour 1 < k <.

La relation entre \,,(S¢) et A, (Ag) qui est établie dans le lemme 4.3.1, entraine le corollaire

suivant.

Corollaire 4.3.2 On considére un sous-graphe connexe H = (Vy, EH) de G = (Vg, Eq),
(#Ve =n, #Vy =r), alors:

An(Se) > max (2Re((>\T(AH)), 2Re(AT(A§))>.
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Dans la proposition suivante on montre comment donner une borne supérieure au spectre
de S en termes d’un quotient de Rayleigh. On donne une version discrete de la proposition
2.1 de [11] en appliquant le principe de min-max Poincaré-Ritz . On évalue les valeurs propres
de S¢ en fonction des valeurs propres de Dirichlet sur une partition de GG. Les méthodes qu’on
utilise suivent de pres les arguments donnés par B. Benson dans [11] pour le cas des variétés
Riemanniennes.

Proposition 4.3.2 Soit G = (V, E) un graphe, U = (Vi;, Eyy) une partie de G et A = (Va, E »),
B = (Vpg, E B) deux sous-graphes satisfaisant les conditions suivantes comme dans la Figure

4.6.
1. V=VyUuVg= V;‘ L Vé U Vy  ( réunion disjointe )
2. E=E,UEgUEy
3. OpA = 0B = Ey.

Alors on a pour tous 1 < k,[ < min(ﬂvﬁ, le]%):

)\k+l(SG) § max (Ak(S§), )\l(Sg))

/rs\
.
v
e

Figure 4.6: Les parties A, U et B dans le graphe G.

Preuve:

Soient Ay, .., hy, €t gy, .., g; les fonctions propres associées a A (S?), .., \p(SP) et
A A
A (SP), .., \(SD) respectivement, pour 1 < k < tﬂ/ﬁ etl <1< Wfé'
B B
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On considere f = h + g avec h une fonction de F;‘, I’espace engendré par hy, .., hy
et g est une fonction de F%’ I’espace engendré par g1, .., g;. On a

Donc, on trouve en utilisant le principe de min-max Poincaré-Ritz (4.2):

D D
Me+1(Se) < max M — ax (51‘21 hy ) + (Sggmg)m
= geretby (fif)m  heFggefs  (hh)m + (9, 9)m

A (SD) (B, ) + M(SP) (g, 9)m

< A B

- (h’ h)m + (ga g)m

D D
< max (Ak(S;‘), )\Z(S%)),

Ainsi on obtient:
)\kJrl(SG) S max (Ak(S§), )\I(Sg))

O
Une estimation de A\o(S¢) peut étre obtenue en fonction de A\; (AZ) et A (AD).
B B
Corollaire 4.3.3 Sous les mémes hypotheses de la proposition 4.3.2 on a
o(Sg) < max (2R6(A1(A§)),zne(A1<Ag))).
Preuve:
C’est une simple déduction du lemme 4.3.1.

O

Gréce au corollaire 4.1.1 qui établit la coicidence de o(Re(Ag,)) avec Re(o(Ac,)), on

donne le corollaire suivant.

Corollaire 4.3.4 Sous les mémes hypotheses de la proposition 4.3.2, pour le graphe cyclique

C,, ona,

Re(Xa(Ac,)) < max (Re (M (A)), Re(M(AD))).
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Annexe

Le but dans cet annexe est de présenter des résultats classiques de base et des applications de
I’image numérique et du spectre d’un opérateur, utiles dans cette theése. On montre des général-
ités qu’on a utilisé a plusieurs reprises. Ensuite, dans 1I’étude du spectre essentiel d’un opérateur
non symétrique, on donne une illustration du théoréme de comparaison, du a R. T. Lewis [45].
Enfin, on présente quelques théoréemes sur la variation des valeurs propres des matrices pertur-
bées utiles dans le chapitre 4 pour la monotonicité des valeurs propres des graphes finis.

5.1 Image numérique et spectre

Dans cette section, on va rappeler la définition de I’image numérique d’un opérateur linéaire
agissant sur un espace de Hilbert complexe. Ensuite on va énumérer une liste de ses propriétés
importantes. On invite le lecteur a lire [50] pour plus d’informations sur I’image numérique

d’un opérateur.

Définition 5.1.1 On appelle image numérique d’un opérateur linéaire A dans un espace de

Hilbert le sous-ensemble du plan complexe défini par

W(A) ={(Af. f); feDA), [fl=1}

Voici quelques propriétés de base souvent utilisées dans le calcul de I'image numérique et
faciles a démontrer, voir [50].

Proposition 5.1.1 Soient A et B deux opérateurs bornés sur un espace de Hilbert H, on a
s W(I)={1}.
s W(al +bA) =a+ bW (A) pourtous a, b € C,
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s WA+ B)C W(A)+ W(B).
s W(U*AU) = W (A) oit U est un opérateur unitaire.

* W(A) € D(O, [|Al).

Parmi les propriétés les plus importantes sur 1’image numérique, celle qui est fournie par le
théoreme de Toeplitz-Hausdorff [50], [33].

Théoreme 5.1.1 (Toeplitz-Hausdorff) L’image numérique d’un opérateur borné sur un espace

de Hilbert est convexe.

On rappelle qu’un opérateur A a domaine dense D(A) est dit symétrique si et seulement si

(Af,g) = (f, Ag) pour chaque f,g € D(A).

Théoréme 5.1.2 [40] Un opérateur densément défini A est symétrique si et seulement si W (A)

est un sous-ensemble de R.
Preuve:

On suppose que A est un opérateur symétrique et a domaine dense D(A). Soit g
est une fonction de D(A) de norme 1 et A = (Ag, g). Ona

Réciproquement, soit f, g € D(A) tel que (Af, f) € W(A) € R. On a en utilisant
I’identité de polarisation

(41.9) =5 ((AF. ) + (Ag.g) = (A(f = 9). (F — )
((,AF) + (9. 49) = ((f = 9, A(f — 9)))

[y Ag)

N~ DN~

~~

donc A est symétrique.

OJ

On projette d’étudier le spectre et ses relations avec I’image numérique, a la fois d’un point

de vue théorique, pour des opérateurs différentiels généraux, et dans des cas précis comme les
Laplaciens de graphe.

Proposition 5.1.2 [50] Soit A un opérateur borné sur ‘H, alors
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1. W(A) est un ensemble borné non vide contenant toutes les valeurs propres de A.
2. WA ={\; xe W(A)}.

Preuve:

1. La premiere propriété découle du fait que, si A est une valeur propre de A avec

f

une fonction propre non nulle f, alors g = m est un vecteur propre unitaire
et ainsi A = (Ag, g) € W(A) comme on le souhaite.

2. Clairement, on arrive a ce résultat par le fait que (A*g, g) = (Ag, g) pour tout
g e H.

O

En général I’'image numérique n’est pas nécessairement fermée et ne semble pas avoir de

relation directe avec le spectre. Dans le théoreme suivant, on montre qu’il existe une relation
entre le spectre et la fermeture de I’image numérique.

Théoreme 5.1.3 [50] Soit A est un opérateur borné sur H, alors le spectre de A est contenu

dans la fermeture de son image numérique.
Preuve:

Soit A € o(A). On pose By = A — A\, By : H — H est borné, non inversible.
Plusieurs cas sont possibles:

1. ker(B)) # {0}. Donc 3 f € H,||f||=1et Af = \f. Alors A € W(A).

2. ker(B,)) = {0} tel que Ja > 0 vérifiant || By(f)| > «||f|l, Vf € H. Donc
R(B,) est fermé mais B, n’est pas inversible. Ceci implique qu’il existe
f € R(B):, |If]l = 1. Alors Vu € H, (Byu, f) = 0 ou (Au, f) = Mu, f).
En faisant u = f, on trouve (Af, f) = X\. D’ou A € W(A)

3. ker(B,) = {0} et a n’existe pas. Alors Vn € N\ {0} 3f, € H, ||fa] = 1et
|BA(f)]| < 2. T s’ensuit que |(B fn, fn)] < £ etdonc |(Afn, fn) — Al < 1.
Alors A € W(A).

5.2 Laplaciens sur le graphe Z
Cette partie est consacrée a I’étude des Laplaciens non symétriques sur le graphe Z, qu’on note

aussi par Z.

5.2.1 Laplaciens normaux

En général A et A sont des opérateurs non normaux, mais pour des cas particuliers, ils peuvent
étre normaux comme on va voir dans la suite.
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Observation 5.2.1 On considere le graphe orienté simple non symétrique 7, les Laplaciens

associés A et A* sont définis sur (*(Z, 1), pour tout k € 7Z, par:
Af(k) = f(k) = f(k+1)

ATf(k) = f(k) = f(k=1)
on a pour tout f € (*(V,1),
AN f(z) = A"Af(k) = 2f (k) = f(k—=1) = f(k+1).
De méme pour AA*. Donc A et A sont normaux.

On remarque que AA* et A + A* coincident et donc ils ont le méme spectre [0,4 | .

Appliqué a I’étude des opérateurs normaux, ce résultat permet d’obtenir une caractérisation
nouvelle du spectre du Laplaciens [2].

Proposition 5.2.1 Le spectre résiduel de A est vide.
On rappelle la définition de I’envelope convexe d’un ensemble.

Définition 5.2.1 L’enveloppe convexe d’un ensemble X est le plus petit convexe contenant X.

Le théoreme suivant montre que 1’image numérique d’un opérateur normal est une bonne ap-
proximation de son spectre. S. K. Berberian [12] et P. Skoufranis [50] ont montré que la fer-
meture de I’image numérique d’un opérateur normal est I’enveloppe convexe de son spectre.

Théoreme 5.2.1 La fermeture de 'image numérique du Laplacien A sur le graphe simple 7.

est I’enveloppe convexe de son spectre.

Comme A est un opérateur normal, alors on a la caractérisation suivante:

Proposition 5.2.2 La norme de ’opérateur A sur 7. est donnée par:
I|A]|; = sup {|)\], A€ W(A)}
Cette caractérisation reste vraie pour A.

5.2.2 Spectre du Laplacien

Le Laplacien A sur le graphe simple Z est borné sur ¢*(Z, 1) . 11 s’écrit:
pourtout f € (*(Z,1) etk € Z, Af(k)= f(k) — f(k+1).

8 6 Jjanvier 2018



Annexe Marwa Balti

On va déterminer le spectre de A en adoptant le calcul fait par H. Ayadi dans [6] pour un
Laplacien symétrique.
La transformée de Fourier, définie par :

F:L*(0,27[) — (*(Z)
ou pour tout n € 7Z,

est une isométrie unitaire d’inverse

F~1:03(Z) — L*()0,27 )
(Cn)nez — ¢ = Z cpe™.

Le spectre étant invariant par conjugaison : o(F~'AF) = o(A), pour F inversible, on a pour
¢ € L*(]0, 27 )

FIAFf = Z cne'™

avec

cn = AF¢(n) = Aj(n) = ¢(n) — d(n +1).
Ainsi, on obtient
F'AF¢ = (¢(n) — ¢(n+1))e™
= (1-e)o
¢’est I’opérateur de muliplication par 1 —e*, son spectre est égale a son image essentielle (pages
8-9, [10]). Par suite,
o(A) =o(F'AF) = C(1,1),

le cercle de centre 1 et de rayon 1.

Il serait intéressant alors de pouvoir caractériser I’'image numérique de A sur /%(Z, 1), suite
au calcul du spectre.

Proposition 5.2.3 W (A) est le disque de centre 1 et de rayon 1, en effet W (A) est le plus petit

convexe contenant o(A) = C(1, 1), donc c’est le disque de centre 1 et de rayon 1.
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5.3 Spectre essentiel

5.3.1 Définitions et propriétés

Les opérateurs non auto-adjoints ont quatre différents spectres essentiels, voir [26] et [39]. Ces
spectres essentiels coincident pour les opérateurs auto-adjoints qui ont dominé la recherche sur
la théorie spectrale des opérateurs différentiels a ce jour.

« 0}(A) = {X € C; R(A— )) est non fermée ou

e

dimker(A — X) = codim(A — \) = oo}.

« 02(A) = {XA € C; R(A— ) estnon fermée ou dimker(4 — \) = co}.

« 03(A) = {X € C; R(A— ) estnon fermée ou dimker(A — ) = oo ou
codzm A=) }

« 0}(A) = {X € C; R(A— )) estnon fermée ou

e

dimker(A — \) = codim(A — \) }.
Il est clair que

ol(A) Cc d?(A) C o?(A) C oi(A).

En général, ces inclusions sont strictes, mais comme on va le voir dans le théoreme 5.3.1
donné dans [26], la situation est un peu plus particuliere pour les opérateurs auto-adjoints.

Théoreme 5.3.1 Soit A un opérateur auto-adjoint dans un espace de Hilbert H. Alors
1. les ensembles o¥(A) pour k = 1,2, 3,4 sont identiques.

2. X appartient au complémentaire du spectre essentiel dans le spectre entier si et seulement

si \ est une valeur propre isolée et de multiplicité finie.

Il y a, dans la littératue, plusieurs définitions du spectre essentiel d’un opérateur non borné
non auto-adjoint. On a adapté la définition suivante surtout qu’elle a le mérite de rendre le
spectre essentiel stable par perturbation compacte.

Définition 5.3.1 Le spectre essentiel o.5s d’'un opérateur fermé A est I’ensemble de tous les
nombres complexes \ pour lesquels I'image R(A—\) n’est pas fermée ou bien le noyau ker(A—

\) est de dimension infinie.

5.3.2 Théoréme de comparaison

On présente dans la suite I'un des résultats importants dans 1’étude du spectre essentiel d’un
opérateur densément défini et fermé: le théoréeme de comparaison. 1l porte sur la définition
du spectre essentiel considérée dans [45]. En outre, cette définition est définie en termes de
suites singulieres. Elle a été la plus largement utilisée dans les problemes impliquant des opéra-
teurs différentiels car elle possede des propriétés qui ne sont pas partagées par d’autres spectres
essentiels.
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Définition 5.3.2 Soit u,, € D(A) de norme 1 une suite telle que u,, n’admet pas de sous-suite

convergente et Au,, — 0. Alors u,, est dite une suite singuliére de A.

Définition 5.3.3 Soit A un opérateur densément défini et fermé, son spectre essentiel est donné
par

oc.(A) ={X € C; A— \aune suite singuliére}.

Pour appliquer le théoreme de comparaison, on utilise la définition 5.3.2 pour le spectre
essentiel. La propsition 5.3.1 permet de montrer 1’équivalence des définitions 5.3.2 et 5.3.3. On
présente la démonstration dans la suite, voir F. Wolf dans [57].

Définition 5.3.4 Un opérateur A est dans I’ensemble 3. s’il a une suite singuliere.

Proposition 5.3.1 Si B est un opérateur a image non fermée ou si son noyau est de dimension

infinie. Alors B € 3.

Preuve:

Sidimker(B) = oo, alors un orthonormé situé dans ker(B) est une suite singuliere

et donc B € Y. Maintenant, on suppose que dimker(B) < oo et que I — P
est la projection sur ker(B) tels que Bz, — y, et y, ¢ R(B). Evidemment on
a BPx, = Bux,, on va montrer que ||Px,| — oo. En effet, si |Pz,| a été
borné, il existerait une suite (Px,,) convergent faiblement vers z,. Alors, pour
tout y € D(B*), im(Px,,, B*y) = (v, B*y) = (BPx,,,y) = (Yo,y). Ceci
montre que xo € D(B) et Bz, = ¥, qui est une contradiction. Par conséquent
| Pz,|| = +o00. Evidemment que z,, = Pz, /||Pxz,]| est de norme 1 et lim Bz, =
Bz, /|| Pz,|| = 0. Si on montre que (z,), est une suite non-compacte, on a obtenu
une suite singuliere de B. On suppose qu’elle est compacte. Alors, il existe une
sous-suite (z,,) convergente vers un certains z,, ||2,|| = 1. Par la fermeture de B
ona Bzy = 0. Ainsi z, € ker(B). D’autre part, pour tout n, (z,, ker(B)) = 0 d’ou
(20, ker(B)) = 0, ou 2z, = 0. Ceci est en contradiction avec le fait que ||zo|| = 1 et
donc la preuve se termine.

On peut déduire de cette équivalence de définition, le corollaire suivant
Corollaire 5.3.1
02(A) C 0.(A).
En effet, il suffit de prendre B = A — )\, avec \ un nombre complexe.

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate due a I’inclusion des différents spectres
essentiels.

Corollaire 5.3.2
0(A) =0 = o2(A) =0 = ol (A) =0.

€ €
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5.4 Variation des valeurs propres

5.4.1 Théoreme d’entrelacement

On étudie dans le chapitre 4, de nombreuses inégalités sur les valeurs propres d’un graphe per-
turbé. Dans cette partie, on présente le théoreme de Weyl et le théoreme de Cauchy qui sont
utiles dans certaines inégalités sur les valeurs propres de graphe prouvées dans le chapitre 4.

Le théoreme de Weyl suivant, page 239 de [37], donne une estimation de la variation d’une
valeur propre d’une matrice par une perturbation de maniere additive de la matrice.

Théoréme 5.4.1 (Weyl) Soit A et B deux matrices hermitiennes de dimension n, {\;(A)}7,
{Ni(B)}} et {\i(A+ B)}} les valeurs de A, B et A+ B. Alors pour touti = 1,...,n,

avec égalité si et seulement s’il existe un vecteur non nul x tel que Ax = \;;j(A)z, Bx =

A—j(B)x et (A+ B)x = \j(A+ B)x. De plus,
Aiej+1(A) + N (B) S N(A+B), j=1,...i

pour chaque © = 1,...,n, avec égalité si et seulement s’il existe un vecteur non nul x tel que
Ar = Ni_j11(A)x, Bx = \j(B)x et (A+ B)x = \;(A+ B)z.

Si A et B n’ont pas de vecteur propre commun, alors [’inégalité est stricte.

Le corollaire suivant est connu sous le nom de théoréme de la monotonie, voir [37].

Corollaire 5.4.1 Soit A, B deux matrices hermitiennes de dimension n. On suppose que B est

semi-définie positive. Alors
MNi(A) < N(A4+B), i=1,..,n.
Corollaire 5.4.2 Soient A, B deux matrices hermitiennes de dimension n. Alors
M(A)+M(B) < N(A+B) < NA)+M\(B), i=1,..n

avec égalité dans l’'inégalité de droite si et seulement s’il existe un vecteur non nul x tel que
Az = \j(A)z, Bx = \(B)x et (A+ B)x = \(A + B)x; égalité dans I'inégalité de gauche
se produit si et seulement s’il existe un vecteur non nul x tel que Ax = \;(A)x, Bx = M\ (B)z,
et (A+ B)xr = \;(A+ B)x.

Si A et B n’ont pas de vecteur propre commun, 1’inégalité est donc stricte.
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Les inégalités de Weyl et leurs corollaires concernent les perturbations additives d’une ma-
trice hermitienne. D’autres inégalités des valeurs propres découlent en extrayant une sous-
matrice principale d’une matrice hermitienne. Le résultat suivant est le théoreme d’entrelacement
de Cauchy, page 242 de [37], pour une matrice hermitienne bordante, parfois appelé le théoreme
de séparation.

Théoreme 5.4.2 (Cauchy) Soient B une matrice hermitienne de dimensionn, y € C" eta € R.

On considere la matrice A de dimention n + 1 de la forme,

Alors on a

A (A) < A(B) < X(A).. S An(A) < An(B) < Ansa(A)

dans laquelle \;(A) = X\;(B) si et seulement s’il existe un z € C" tel que Bz = X\;(B)z,
y*z =0, et Bz = N\(A)z; M\i(B) = Niz1(A) si et seulement s’il existe un z € C" non nul tel
que Bz = \;(B)z, y*z = 0 et Bz = \jy1(A)z. Si aucun vecteur propre de B n’est orthogonal

a vy, alors I’inégalité est stricte.

Remarque 5.4.1 La somme de deux matrices de dimension n donne toujours une matrice de
méme dimension, mais pour le Laplacien d’un graphe le cas n’est pas toujours simple. Si on
considere deux graphes G, = (V1, Ey) et Gy = (Va, E»), la somme Sg, + S, = Sa,ua, Si et

seulement si Vi = Vy et E1 N Ey = () ce qui explique la considération dans la proposition 4.2.2.

5.4.2 Comparaison des valeurs propres

Le but de cette partie est de trouver la relation entre le poids de sommet habituel sur un sous-
graphe H d’un graphe fini G et son poids de bords, pour comparer des valeurs propres sur H et
G.

Théoreme 5.4.3 [27] Soit G un graphe fini, soit H un sous-graphe de G ( c’est a dire un

graphe issu de G en supprimant k sommets et toutes les arétes adjacentes). Alors
Ao(H) > XN(G) — k.

Xo(G) désigne la premiére valeur propre non nulle de Laplacien symétrique sur G.

Une autre vision de ce théoreme pour un graphe pondéré fini peut étre intéressante. Le but ici
est d’introduire la relation entre le poids usuel d’un sommet sur un sous-graphe H de G et son
poids d’arétes. Comme le poids (¢ sur le graphe G est défini par:

Bola) = 3 al,y)

yeVy
yEVG
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alors pour un sous-graphe H de GG on a;

Ba(r) = Bu(x) + Bor(x)

avec
Bu(x) =Y alz,y) et ou(z) = > alx,y)
yEVy yeVy
yeVy yeIV
en effet:

fula) = Y ala,y)

yeEVy
yeVg
=Y alzy)+ Y alz,y)
% yEVy
yeVyy yeVyy

Pour la proposition suivante, on garde les mémes notations et définitions considérées dans
le chapitre 4.

Proposition 5.4.1 Soit H = (Vg EH) un sous-graphe d’un graphe fini G = (Vg, Eg), alors

la premiére valeur propre non nulle de Sy satisfait:

Aa(SH) > Xa(Sq) — an

ou

B Bon ()
Qap = sup .
cen m(x)

Preuve:

Soit g une fonction propre associée a la valeur propre Ay (Sy ), on définit la fonction

f sur Vi par:
g sur Vg
F=900 s
sinon
d’apres le principe de Rayleigh (4.1),
A (Sq) = min R
256) = T8, )

ainsi on a

M (Sc)(fs Flm < (Saf, flm
< (Sug: Dm+ Y, D alz,y)g’(x)

zeVy veEVa
yeIVy

< X(H) (g, 9)m + Y, Bon(2)g*(x)

eV
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donc
Aa(Sc)(9, 9)m < Xa(H)(g, 9)m + ar (g, O)m

d’ou le résultat.

Remarque 5.4.2 Cette inégalité est optimale.
En effet, si on considere le digraphe simple complet G.,, a n sommets, H un sous-graphe de G,

donc il va étre un digraphe complet noté par G, avec r < n, on a
o(Sas) ={0,n,n}etags =n—r,

et alors
Xo(Sy) = Xa(Se) —ag =n—(n—r).

On s’intéresse a 1’étude de quelques propriétés de I’invariant oy, on a I’interprétation suivante:
Observation 5.4.1 Soit H = (Vy, Eg) un sous-graphe fini de G

en effet, soit v € Vy, ona

agm(z) > Pou(z)

donc

ce qui implique que
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Résumé

Cette these traite des questions de théorie spectrale
des graphes portant sur les opérateurs non
auto-adjoints. On considére un Laplacien sur un
graphe pondéré orienté avec un poids non symétrique
sur les arétes. On s’intéresse aux différentes
propriétés spectrales de ce Laplacien en s’appuyant
sur I'étude d’autres opérateurs auto-adjoints pour
obtenir des résultats sur son spectre. En outre, on
établit des inégalités isopérimétriques relatives a
I'image numérique du Laplacien non symétrique. Ces
inégalités isopérimétriques servent a montrer
'absence de spectre essentiel de notre Laplacien sur
des graphes lourds a l'infini. Ensuite, on définit un
opérateur spécial auto-adjoint sous une hypothese
géométrique donnée et on compare son spectre
essentiel avec celui du Laplacien non auto-adjoint
considéré. Apres, on étudie le probleme de la
monotonicité et de la comparaison des valeurs
propres. On examine comment la perturbation de
graphe peut affecter les valeurs propres. Notre
approche est de prendre des techniques bien connues
en dimension finie sur 'analyse matricielle et on
cherche a étudier comment elles peuvent étre
généralisées pour les Laplaciens auto-adjoints de

graphe.
Mots clés

graphes orienté, Laplacien non auto-ajoint,
image numérique, inégalités de Cheeger, spectre
et spectre essentiel.

Abstract

This thesis deals with spectral graph theory issues
relating to questions of spectral theory of non
self-adjoint operator. We consider a Laplacian on a
directed weighted graph with non symmetric edge
weights. We are interested on different spectral
properties of the Laplace operator by pressing the
study of other self-adjoint operators to deliver results
on its spectrum. Moreover we establish isoperimetric
inequalities to show the absence of essential
spectrum of Laplacian on heavy end directed graphs.
Next, we define a special self-adjoint operator in a
given special hypothesis and compare its essential
spectrum with that of the considered non self-adjoint
Laplacian. After, we study the problem of monotonicity
and comparison of eigenvalues. We investigate how
perturbations of a graph can affect its eigenvalues.
Our approach is to take well known techniques from
finite dimensional matrix analysis and show how they
can be generalized for self-adjoint graph Laplacians.

Key Words
Directed graph, non self-adjoint Laplacian,
numerical range, Cheeger inequalities, spectrum

and essential spectrum.
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